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¢lancich nebyly vyfeseny, zejména pro pripady, kdy rozméry mfizky jsou mocniny
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Uvod

V roce 1917 zformuloval anglicky matematik Henry Dudeney otézku, kolik
bodti lze nejvyse umistit na miizku o rozmérech [[|n x n tak, aby Z4dné tii nelezely
na stejné primce. Tento problém je znam jako No-three-in-line-problem. Stéle
vsak neni vyfesen. V roce 2012 se proto rozhodli autori Fowler, Groot, Pandya
a Snapp ve ¢lanku The no-three-in-line-problem on a torus[l] formulovat
a analyzovat variantu tohoto problému, ve které se snazime umistit co nejvice
bodi v obecné poloze na torickou mftizku o rozmérech m x n pro m,n € N. Tuto
torickou m¥izku (neboli diskrétni torus) budeme oznacovat T}, a ziskdme ji jako
kartézsky soucin mnozin {0,1,...,m—1}x{0,1,...n—1} C Z2 Jako jeji piimku
potom budeme rozumét obraz libovolné pitimky [ ze Z? takovy, ze kazdy bod
(z,y) € [ zobrazime na (z (mod m),y (mod n)). Autofi vyftesili tento problém
pro piipad, kdy m a n jsou nesoudélné a dale pro rozméry p x p a p x p?. Toto pak
zobecnili Misiak, Stepien, A. Szymaszkiewicz, L. Szymaszkiewicz a Zwierzchowski
(viz [2]) tak, Ze vyfesili problém pro piipad, kdy nejvétsi spolecny délitel m a n
je prvocislo.

Na obrazku vidime pfimku na torické mfizce o rozmérech 6 x 3.

V této praci si ukazeme poznatky z téchto dvou zminénych c¢lankt a nékteré
z nich zobecnime. Dale se budeme zabyvat tpravou hornich a dolnich odhadt
zejména pro piipady, kdy nejvétsi spolecny délitel rozméri je mocnina prvocisla.
Podivame se také, jak se vysledky méni v pripadech, kdy jednu soutadnici mrizky
zafixujeme a druhou ménime. Nejprve ale uvedme zakladni definici.

Definice. Pomoci T, budeme oznacovat diskrétni torus (v praci budeme pro
zkraceni pouZivat pouze torus) o rozmérech m x n pro m,n € N a 7(T,»;) ndm
pak oznacuje velikost maximalni mnoziny bodt na toru takové, ze zadné tii body
z této mnoziny nelezi na stejné primece.

Pro tcely tohoto uvodu jesté poznamenejme, ze GCD(m,n) pro m,n € N
oznacuje nejvétsiho spolecného délitele cisel m,n.

Nyni se podivejme podrobnéji na obsah a vysledky préace. V prvni ¢asti se
podivame na zakladni vlastnosti torické miizky potiebné pro dalsi kapitoly.

Dale se v kapitole [2| podivame, které pripady jsou mezi sebou prevoditelné.
Pidjde o zobecnéni poznatkt Misiaka a kol. [2], ktefi ukazali, ze T(Tpmxyn) >
T(Linxn) pro mn,z,y € N a ze 7(Tpxp) = T(Tupxyp), kde p je prvocislo a z,y,p
jsou po dvou nesoudélna. My si ukazeme nasledujici vétu.

Véta [2.4. Mé&jme x,y,m,n € N takovd, ¢ GCD(z,y) = 1, GCD(m,y) = 1 a
GCD(n,xz) = 1. Potom T(Typmxyn) = T(Tinxn)-

rozumime {0,...,n — 1} C Z2



Diky tomu vime, zZe ma smysl fesit problém jen pro rozméry, které maji stejna
prvocisla v prvociselném rozkladu.

Pomoci této véty budeme v kapitole [4] uvazovat, co se déje s hodnotami 7,
kdyz jeden rozmeér toru nechdme konstantni a druhy ménime. To nadm definuje
posloupnost 7(T,x1), 7(Tox2), T(Tox3), ... pro z > 2(pfipad z = 1 je trivialni).
Takovou posloupnost budeme oznacovat P,(x) a nahlédneme, Ze je periodicka.

Véta [4.5] Necht z € N. Pak posloupnost P, je periodickd.

Uvidime, Ze zvlast péknou periodu dostaneme pro piipad, kdy z je mocnina
prvocisla. Dava nam to také motivaci zabyvat se pravé piipady T,a.,» pro p
prvocislo a a,b € N. Pokud se totiz vyfesi hodnoty posloupnosti v periodé pro
néjakou mocninu prvocisla p®, budeme umét urcit hodnotu 7 pro piipad 7, ,,
kde GCD(m,n) = p®.

V casti se budeme vénovat hornim odhadtim 7. Zakladni odhad, ktery
plati pro obecné rozmeéry a ze kterého budeme vychazet je nasledujici.

Véta [3.1 Necht T,,xn, kde m,n € N je torus. Potom 7(Trxn) < 2GCD(m,n).

Tento odhad uz se objevil v ¢lanku [2]. Casto vsak je velmi nadsazeny. Proto
ho vylepsime pro mocniny prvocisla p.

Véta [3.10. Bud Tyaxpe torus, kde p je prvocislo, a € N. Potom T(Tpaxpe) <
pr+plz Tt 1

Piipad, kdy a = 1, uz se objevil v ¢lanku Misiaka a kol. [2], kde je také
ukazano, jak odhad jesté vylepsit o 1. Tento poznatek si ukazeme.

Ukazeme si také jedno zobecnéni, kdy dojdeme k hornimu odhadu pro T}« g,
kde p,q jsou rizna prvocisla.

Véta Méjme torus Tpyxpq, kde p,q jsou prvocisla a necht kp < q, kde k € N.
Potom 7(Typgxpe) < pg+p+q+2—kp.

Dolnim odhadiim se budeme vénovat v ¢asti 8.2l Podivame se na konstrukei
pro p prvocislo, kterou opét pouzili Misiak a kol. [2] a kterd nam dava 7(T,2) >
2p, coz v kombinaci s vyse uvedenym, obecnym hornim odhadem déava rovnost.

Véta [3.16| Pro p prvocislo 7(Tpy,2) = 2p.

Poté konstrukci zobecnime tak, abychom dostali dolni odhad pro pripady
Tanpa+1'

Véta Méjme a,b € N takovd, e a +1 = b, a bud p prvocislo. Oznacme
z :=a (mod 3). Potom plati:

1. Pokud z =0, pak 7(Tpasp) > 4ps.
2. Pokud z =1, pak 7(Tyar,p) > 2plsl.

8. Pokud z =2, pak 7(Tpayp) > 4plsl,



Horni odhad 2 GCD(m,n) (véta nam také 1ika, jakého potencidlniho ma-
xima muze nabyvat vyse definované posloupnost P,(z). Toto maximum je pfiro-
zené 2z. To nas vede k otazce, jestli této hodnoty nékdy nabyva, pripadné pro
jakou nejmensi hodnotu z to nastava. Jak uz bylo zminéno, prace se vénuje hlavné
pripadtiim, kdy rozméry mtizky jsou mocniny prvocisla. Pro z = p® si ukazeme,
ze Py (z) tohoto potencidlniho maxima dosahuje.

Véta 3.19, 7(T,aypa—1+2) = 2p® proa € N a p prvocislo.
Pro p = 2 piijde jesté druha soutadnice snizit o 1.
Véta m 7(Thayo2e-1) = 2°7 proa € N.

Diky tomuto také dostaneme periodu pro P , ktera bude p@~ VP2 regp.
2201 pro Psa. Tato perioda ale ovéem nemusi byt nejmensi.



1. Potrebna teorie a zakladni
vlasnosti

V této casti si nejprve uvedeme potfebné véty a definice zejména z alge-
bry, které budeme vyuzivat. Bude se jednat o znamé tvrzeni, jejichz dikaz ne-
bude predmétem této prace. Dale se budeme zabyvat zakladnimi vlastnostmi
torické mrizky, na kterych budeme stavét v dalsich kapitolach. Poznamenejme, ze
GCD(a,b) bude oznacovat nejvétsiho spoleéného délitele a,b € Z, lem(a,b) potom
nejmensi spoleény nasobek a,b € Z. Déle ordg(z) bude oznacovat ¥ad prvku z v
grupé G.

1.1 Daulezité véty

Protoze budeme ¢asto Fesit rovnice s kongruencemi, uvedme zékladni tvrzeni,
které pro tyto rovnice plati a podle kterych se budeme ridit pfi tpravach.

Lemma 1.1 (viz napi. [5] nebo [4]). Budte a,b,c,d € Z a k,n € N, kde n > 1.
Potom plati:

1. Jestlize a = b (mod n) a ¢ = d (mod n), pak a + ¢ = b+ d (mod n),
a—c=b—d (mod n), ac=bd (mod n) a a®=b* (mod n).

2. Jestlize ¢ # 0, potom a = b (mod n) pravé tehdy, kdyz ca = c¢b (mod cn).

3. Jestlize GCD(¢,n) = 1, pak a = b (mod n) pravé tehdy, kdyz ca = cb
(mod n).

Vyuzijeme také poznatek, ktery pfimo plyne z Eukleidova algoritmu na hle-
dani nejvétsiho spolecného délitele a ktery 1ika, ze nejvétsi spolecny délitel dvou
¢isel je jejich linearni kombinaci.

Véta 1.2 (O Bézoutovych koeficientech, viz napt. [5]). Méjme c¢,d € Z. Potom
existuji k,l € 7 takovd, ze GCD(c,d) = ke + ld.

Dale bude tfeba zminit dilezitou vétu, ktera se tykd grup typu Z, a jejich
kartézskych soucinti pro n € N. Tato véta je znama jako cinskad zbytkova véta,
uvedeme si ji ve dvou verzich, ve kterych ji budeme potiebovat.

Véta 1.3 (Cinskd zbytkova véta, viz napt. [5] nebo [4]). Méjme kladnd celd
¢isla ny,ng, ..., ny a ¢islon = Hle n;. Definujme zobrazeni H: 7, — Hle Z;
predpisem H(x) = (z (mod ny),x (mod ng),...,z (mod ny)). Pak toto zobra-
zeni H je slucitelné se scitanim a ndsobenim, a navic je bijekce pravé tehdy, kdyz
ni,Na, ..., Nk jSou po dvou nesoudélnd.

7 této véty nam plyne, ze pokud mame n,ni,ny € Z takova, ze n = nino,
soustava

r=a (mod ng)

r=0b (mod ny)



ma TeSeni a toto TesSeni je jednoznacné v Z,, protoze mezi Z, a Z,, X Z,, je
bijekce (zobrazeni H z véty [L.3). Tedy prvek (a,b) € Z,, X Z,, ma odpovidajici
prvek x € Z, takovy, ze H(z) = (a,b). Druha verze ndm da obecnéjsi poznatek
pro soustavu dvou rovnic s kongruencemi.

Véta 1.4 (Cinska zbytkova véta, viz napt. [2]). Méme mmn € N, a,b € Z. Potom
soustava rovnic

a (mod m)
b (mod n)

je rTesitelnd pravé tehdy, kdyzZ a = b (mod GCD(m,n)), a toto feseni je jednozna-
né v Zlcm(m,n)-

Nakonec jesté zminime jednu potfebnou vétu z teorie cisel.

Véta 1.5 (Dirichletova véta, viz napt. [3]). Budte k,l kladnd celd cisla takovd, Ze
GCD(k,l) = 1. Potom existuje nekonecné mnoho prvocisel ve tvaru k + yl, kde
y € N.

1.2 Zakladni vlastnosti

Nyni uz se podivame na zakladni vlastnosti torické mrizky a piimek na ni.
Pro tyto tcely nejprve zminime jednu definici.

Definice 1.6. Bud n pfirozené ¢islo. Potom definujme zobrazeni f, : Z — Z,
pomoci predpisu f,,(k) =k (mod n).

Jak jiz bylo fec¢eno v ivodu, pfimku na toru 7}, «, chapeme jako obraz primky
ze 7 tak, Ze kazdy bod (z,y) této piimky zobrazime na (f,,(x), fn(y)). P¥imku ze
7? mtizeme napsat ve tvaru {(by,by) + k(vy,v9); k € Z}, kde (b1, by), (v1,v2) € Z2.
Bod (b1, b2) oznacuje pocateéni bod a (v, v,) je vektor, ktery pfimku generuje.
Zaroven predpokladame, ze GCD(vy,v9) = 1. Chceme totiz, aby kazdé dva body
ze 77 lezely spoleéné na pravé jedné piimce (viz [2]). Obraz této piimky na
toru potom bude {f,,(b1), fn(b2)) + (fim(kv1), fu(kve)); k € Z}. My budeme ale
pro ucely této prace pfimku na toru zapisovat jako {(b1,b2) + k(vi,v0); k € Z}
a budeme implicitné predpokladat, ze body jsou zobrazeny na torus. Zaroven
budeme samoziejmé i na toru predpokladat, ze GCD(vy, vo) = 1.

Je dobré si vSimnout, ze vzorem piimky na toru je nekonecné mnoho primek ze
7?, které nejsou nutné rovnob&zné. Napf. viechny pifmky ze Z* ve tvaru {(2i,0)+
k(0,1); k € Z} pro i € Z ndm na Ty daji jednu pfimku. Stejnou pfimku na Thyo
nam da také {k(2,1); k € Z}.

Také se miiZe stat, ze piimka p; C Tiuxn, kterd je obrazem piimky l; C Z2,
je podmnozinou pHimky py C T)uxn, kterd je obrazem piimky I, C Z?, jak vidime
na obrazku nize.




V préci se casto budeme potiebovat podivat, jaké primky lezi mezi dvéma
body (ai,as), (b1,b2) toru Tp,x,. Tyto piimky budou obrazy piimek mezi body
(ay4+aym, ay+aon) a (by+F1m, by+Bon) v Z2 pro oy, as, 1, B2 € Z. Ulohu hledani
piimky mezi dvéma body v Z? miZeme posunutim pfevést na hledani pi¥imky
prochazejici po¢atkem a néjakym bodem ze Z*. Pokud ma4 tento bod nesoudélné
soufadnice, mize byt zaroven pouzit jako vektor generujici hledanou piimku.
V opac¢ném pripadé soufadnice vydélime jejich nejvétsim spoleénym délitelem a
takovy vektor potom pouzijeme na generovani hledané primky. Zkusme podobné
postupovat i na toru. Tedy méjme torus 7}, a bez Gijmy na obecnosti body (0,0)
a bod (a1, as). Podivame se, 7Ze takto ziskdme nékteré hledané piimky.

Nejprve uvazujme, ze GCD(ay,as) = 1. V takovém piipadé se podivejme
na pfimku | = {k(a1,a2);k € Z} C T,xn. Tato piimka jisté bude lezet mezi
pocatkem a bodem (ay,as). MiZe se nam ale stat, Ze na toru bude existovat i
jind pfimka p # [ prochézejici témito dvéma body. Tato pfimka pak bude nutné
nadmnozinou primky [/, protoze piimka p je generovana néjakym vektorem, jehoz
nasobkem je (ai,az). Budou tudiz jeho nasobkem také nasobky (ai,as), a tedy
i cela pfimka [. Pozdéji si ale ukdZzeme (lemma , kdy toto nenastane a mezi
pocatkem a (ay, as) bude lezet pravé jedna primka.

Nyni predpokladejme, ze g = GCD(ay, az) # 1. V tomto pfipadé budeme hle-
dat vektor (z,y), ktery po vynasobeni ¢islem g dava (ai, az). Dostaneme soustavu

gr =a; (mod m)

gy =as (mod n).

Zde bude zalezet, jestli g je soudé€lné s m, resp. n. Pokud ¢ neni soudélné s napft.

m, dle lemmatu dostaneme § = ‘;71 (mod m). V opa¢ném piipadé oznaéme
h = GCD(g, m). Rovnici pak upravime dle na ¢ = % (mod 7). Diky tomu

budeme potom hledat piimky mezi pocatkem a vice body, které uz ale budou mit
nesoudélné souradnice.

Poznamenejme také, ze na torus T,,x, mizeme nahlizet také jako na grupu
Lo, X L, (viz [1]). V takovém p¥ipadé pfimka toru, kterd prochézi pocatkem, je
n€jaka cyklickd podgrupa Z,, X Z,, ktera je generovana prvkem z Z,, X Z,, ktery
chapeme jako vektor. Pokud GCD(m,n) = 1, je z Cinské zbytkové véty
grupa Z,, X Z, izomorfni s grupou Z,,,, ktera je cyklicka. Grupa Z,, X Z, je pak
také cyklickd, a tudiz vSechny body na toru 7},«, lezi na jedné piimce, a proto
bude v takovém pfipadé 7(T,xn) = 2.

Déle, jak uz bylo zminovano vyse, se podivame, v jakém ptipadé bude mezi
pocatkem a bodem (aj,as) s nesoudélnymi souradnicemi lezet jen jedna piimka.
Nejprve ale musime uvést lemma, které nam tika, jak urcit délku primky.

Lemma 1.7. Méjme torus Ty,xn, kde m,n € N. Ddle méjme na toru primku
Il ={b+k(a,8);k € Z} C Tyxn prob € Tyyxn 0 & € Loy, B € Ly, takova, Ze

GCD(a, B) = 1. Potom délka primky [ je lcm(GCDTm a3 GCD"(n 5)).

Diikaz. Ptimka [ je generovand vektorem («, 3). Délka pifimky [ je potom rovna
fadu («, ) v grupé Z,, X Z,. Ten vypocitame:

ordy, «z,((a, B)) = lem(ordy, («),ordy, (5)).



R4d prvku h v grupé Z, potom dostaneme jako

lem(h,x) oo x
_ L) _ GCD(ha) _
ordz, (h) = — h GCD(h,z)’

]

Lemma 1.8. Méjme torus T),«,. Ddle predpokladejme, Ze m, n maji stejnd pr-
vocisla v prvociselném rozkladu. Pak mezi pocdtkem a bodem (ay,as) s nesoudél-
nymi souradnicems leZi pravé jedna primka.

Diikaz. Jiz vime, ze mezi pocatkem a (ay, aq) lezi piimka | = {k(ay, a2);k € Z} C
Trxn- Pro spor predpokladejme, ze mezi témito body lezi i jina primka p, ktera,
jak jiz vime, musi byt nadmnozinou [. Necht je tato pfimka generovana vektorem
(b1, b2). Musi tedy platit, ze existuje i € Z takové, ze

by

iby = as (mod n).

a; (mod m)

Z toho plyne, ze a; = iby —aym a as = tby —ayn pro vhodna oy, as € Z. Pozname-
nejme, ze GCD(ib; —aym, m) = GCD(iby, m) a GCD(iby—agn, n) = GCD(iby, n).
Z lemmat’u 1.7 se podivejme na délku [, lfteré bude lcm(GCD?thm), chgbg,n))'
Pokud ma byt délka primky [ mensi nez délka primky p, musi alespon jeden ze
zlomkt byt mensi, nez kdybychom pocitali délku pro p z vektoru (b1, by). Bez 4jmy

na obecnosti necht GOB(inm) < Gop(ay Potom GCD(iby,m) > GCD(by, m).

Tedy g := GCD(i,m) # 1. Protoze m,n maji stejnd prvocisla ve svém pr-
voCiselném rozkladu, h := GCD(i,n) # 1. Polozme v := GCD(g,h). Potom

(a1,as) miZeme napsat jako (v(ZL — @) (2 _ 220)) Ty ale znamena, Ze

GCD(ay,az2) # 1, coz je spor. O]

Na zavér této ¢asti jesté podle ¢lanku Misiaka a kol.[2] zminime, jak pro tfi
body na toru 7}, «, urcit, zda lezi na jedné primce.

V Z? takovou tlohu vyfesime nésledovné. Méjme A,B,C € Z*; A = (ay,a),
B = (by,b9),C = (c1,¢2). Potom definujme D(A,B,C) jako determinant

ap by ¢
(05} b2 Co
1 1 1

Body si tedy zobrazime do Z* tak, Ze viechny lezi v roviné p, kterd mé tieti
soufadnici 1. Body pak budou lezet na jedné primce praveé tehdy, kdyz lezi na
jedné roving, kterd prochézi poc¢atkem (takova rovina ma s rovinou p jako prunik
pravé piimku), coz je ekvivalentni s tim, ze D(A,B,C) = 0. Jak jiz bylo vyse
uvedeno, pfimka na toru mezi body A,B je obrazem piimek ze Z* mezi body
(a1 + a1m, as + aon) a (by + Bim, by + fan). Z toho ndm plyne nasledujici lemma.

Lemma 1.9. Méjme torus T,,xn, pro m,n € N a na ném tri body A,B,C. Tyto
body lezi na jedné primce prave tehdy, kdyZ existuji oy, oo, b1, B2, V1,V2 € Z ta-
kOUCi, ze D((a1 +aym,as + Oégn), (bl + ﬁlm, b2 + Bgn), (Cl + Y11, Co + ’ygn)) =0.

Nékdy ndm bude stacit jednodussi lemma, které vsak déva jen jednu implikaci.
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Lemma 1.10 (viz [2]). Mé&me torus Tp,xn pro m,n € N. Jestlize body A,B,C €
Truxn lezi na jedné primce, potom D(A,B,C')) =0 (mod GCD(m,n)).

Diikaz. Pro tplnost si uvedeme i ditkaz. Rozepisovani determinantu pak uvidime

i v dalgich tvrzenich. Z lemmatu [[.9 dostavame

0= D((a1 + a1m, az + agn), (by + Bim, by + fan), (c1 +11m, ca + 2n)) =
= D(A,B,C) + nD<<a17 az)v(blv ﬁ2)7(cl, 72)) + mD((ah a2)7<ﬁ17 b2>7<717 62))+
+ mnD((al,ozg),(ﬁl, /62),(51, 52))

pro vhodné aq,as, 1, P2, 71,72 € Z. Aby tento vyraz byl nulovy, musi jit z
D(A,B,C) ur¢ité vytknout GCD(m,n). ]

V praxi budeme pouzivat obménu tohoto lemmatu. Pokud tedy zjistime, ze
D(A,B,C) je nenulovy, tyto tfi body jisté nelezi na jedné pfimce.



2. Prevadéni

V této c¢asti se podivejme, pro jaké rozméry tordl muzeme jisté rict, ze majl
) )
stejnou hodnotu 7. Na zacatku uvedme lemma, které nam na to dd podminky.

Lemma 2.1 (viz [2]). Méjme tory V = Tipmxyn @ M = Tyxn, kde m,n,z,y € N
a zobrazeni f 1V — M definované€ jako f((ay,a2)) = (a1 (mod m),as (mod n)).
Potom plati:

1. Pokud obraz kazdé primky na V' je primka na M, pak (V') > 7(M).
2. Pokud vzor kazdé primky na M je primka na V', tak 7(V)) < 7(M).
Diikaz.

1. Méjme nejveétsi mnozinu z M takovou, ze zadné tii jeji body nelezi na
stejné primce. Pozadavek, aby zadné tii body nebyly kolinearni, bude tato
mnozina splilovat i v toru V, protoze kdyby ve V néjakymi tfemi body z
této mnoziny Sla prolozit primka, tak tato primka méa obraz v M, tedy i v
M by $lo témito tfemi body prolozit primku, coz z predpokladu nelze. Tedy
(V) > 7(M).

2. Necht X je nejvétsi mnozina v toru V' takova, ze zadné tii body nelezi
na stejné piimce. Necht X, je obraz X v toru M. Teoreticky by se mohlo
stat, ze se néjaké tri body z V' zobrazi do M na spolecnou primku. To ale
nenastane, protoze vzor této primky je primka ve V', tudiz by body lezely
na stejné primce i ve V. Déle by se mohlo stat, ze n€jaké dva body a,b z
X se do X, zobrazi na jeden bod c. Necht d € X, a d # ¢. Vzor pfimky
cd je ptimka ve V| na které lezi a,b € X a néjaky vzor bodu d, ktery patii
do mnoziny X. Tedy 3 body z mnoziny X by lezely na stejné primce, coz
je spor s definici X. Dostavame tudiz, ze | X| = |X,| a zadné t¥i body z X,
nelezi na stejné pfimce. Z toho plyne, ze 7(V) < 7(M).

O

Podminka [If v lemmatu je zfejmé splnéna, z ¢ehoz nam plyne nasledujici
disledek.

Dusledek 2.2 (viz [2]). Budte m,n,z,y € N. Potom 7(Tymxyn) > T(Lmxn)-

Lemma 2.3. Méjme x,y,m,n € N takovd, Ze GCD(z,y) = 1, GCD(m,y) =1 a
GCD(n,x) = 1. Necht Tymxyn @ Tixn jsou tory.

Uvazujme standardni zobrazeni (definované v lemmatu 2 toru Tpmxyn do
Tuxn- Potom vzor kazdé primky na T, xy je primka na Typxyn -

Diikaz. Oznacme M = Tp,xpn a V' = Ty xyn- Staci dokézat, Ze vzor kazdé piimky
na M, kterd prochéazi bodem (0,0) je pfimka na V', protoZe ostatni pfimky jsou
jen posunuti téchto pfimek.

Uvazume tedy pfimky r, které prochazi 0. Budou ve tvaru r = {k(«, 8); k €
Z}, kde GCD(a, ) = 1. Nejprve definujeme ¢isla v, € N tak, aby platilo

(mod m) (2.1)

Y=«
=L (mod n).
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Pro dalsi vypocty budeme potfebovat, aby v a § byly ve vhodném tvaru, ktery
dale vytvorime. V kazdém piipadé musi byt v = a+ km a § = 5+ [n, pro néjaka
k, € Ny. Polozme A := GCD(«a, m) a B := GCD(f3,n). Dostavame

« m
V—A(Z-I—k‘—A)
_ B
5—B(B+ZB).

Jelikoz § a % jsou nesoudélnd, mizeme vyuzit Dirichletovu vétu(L.5)), kterd nam
da néjaké prvocislo Py vétsi nez mnxy ve tvaru Py = § + h*} pro vhodné h.
Podobné ziskdme prvocislo P, # P, vétsi nez mnzxy ve tvaru Py, = %—f— g, protoze

% a %, jsou taktéz nesoudélna. Dostaneme tedy cisla v,0 ve tvaru nutném pro
dalsi vypocty:
0= PB. (2.4)

Zéaroven je splnéno (2.1) a (2.2)). Nyni definujme pfimku R = {k(v,9); k € Z} na
toru V. Ukazeme, Ze tato pfimka je pravé vzor piimky r. Z definice v, § je zfejmeé
obraz piimky R piimka r. Necht (ay,ay) je z obrazu pfimky r. Uvazme rovnice
i=0da; (mod dxm) (2.5)
i =~vay (mod yyn). (2.6)
Nejprve predpokladejme, Ze da; = vas (mod GCD(dzm,vyyn)) (Ze to plati, na-
hlédneme pozdéji). Pak nam ¢inska zbytkova véta(l.4]) da existenci FeSeni téchto
rovnic. Z definice A a B plati, ze A | v a B | . Jelikoz GCD(«, ) = 1 dostaneme,
ze GCD(7,d) = 1. Proto i« = vdk pro né&jaké vhodné k € Z (diky (2.5)) a (2.6])).
Upravou dostaneme
vk =a; (mod zm)
0k =ay (mod yn)
pro vhodné k € Z. Zbyva dokazat, ze da; = yas (mod GCD(dxzm,yyn)). Protoze
(a1, ay) je vzor primky r, plati
a; =aj (mod m)
ay =5 (mod n)
pro néjaké j € Ny. Postupnou tpravou (z definice v, ) ziskdme
a; =7j (mod m)
as =97 (mod n)
da; = dvj (mod om)
Yaz = 6vj  (mod yn).
Tudiz da; = yas (mod GCD(dm,yn)). MizZeme upravit s vyuzitim predpokladi

GCD(6m, yn) = GCD(PyBm, P An) = GCD(AB%, AB%) -
m n m n
= GCD(dxm, yyn),
¢imz je dikaz hotovy. [l
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Véta 2.4. Méjme x,y,m,n € N takovd, Ze GCD(z,y) = 1, GCD(m,y) = 1 a
GCD(n,z) = 1. Potom T(Tymxyn) = T(Tinxn)-

Dikaz. Jednu nerovnost mame z[2.2] druhd nerovnost plyne z 2.1 a[2.3 O

Poznamka 2.5. Kdyz se na tory divame jako na grupy Z. X Z,4, tak vidime, Ze
vzor ptimky | = {(0,k);k € {0,...,n — 1}} z toru T,,xp, na toru Ty, xyn je pod-
grupa M2y X ZLyy. Aby vzor byl piimkou, musi byt tato podgrupa cyklickd. mZg,,
jeizomorfni s Z,, tedy mZ ., X Ly, = Ly X Ly, kterad je z ¢inské zbytkové veéty
a napr. véty izomorfni se Zy,,, a tedy cyklicka pravé, kdyz GCD(z,y) =1 a
GCD(n,x) = 1. Analogicky pro p¥imku [ = {(k,0); k € {0,...,m—1}} dostavame
prevoditelnost pravé, kdyz GCD(z,y) = 1 a GCD(m,y). Diky ¢emuz dostdvame
v lemmatu [2.3] ekvivalenci.
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3. Odhady

3.1 Horni odhady

V této casti se podivame na horni odhady pro rizné ptipady. Nejprve se
podivejme na horni odhad z ¢lanku Misiaka a kol.[2], ktery plati pro libovolny
torus.

Véta 3.1 (viz [2]). Necht Tpxn, kde mn € N, je torus. Potom 7(Tyxn) <
2GCD(m,n).

Diikaz. Pro tplnost uvedeme i diikaz podle ¢lanku. Podivejme se na skupinu
ptimek L = {l;;s € {0,1,...,GCD(m,n) — 1}, kde Iy = {(k,k — s);k € Z}.
Piimek ve skupiné je GCD(m,n). Dale nahlédneme, Ze kazdy bod z toru lezi na
praveé jedné primce ze skupiny L.

Méjme tedy libovolny bod (x,y) € Tyyxn. Definujme d = x — y. Potom dle
¢inské zbytkové Véty existuje k € Z, pro které plati

=z (mod m)
k=y+d (modn),

protoze x = y + d. Z toho hned vidime, Ze bod (x,y) leZi na pfimce [,.

Nyni je tireba ovérit jednoznacnost. Pro spor predpokladejme, Ze existuji
s1,82 € {0,1,...,GCD(m,n) — 1} takova, Ze bod (x,y) lezi na piimce Iy, i l,.
To znamend, Ze existuji ki, ky takova, ze k1 = ko (mod a) a k; — s1 = ko — 9
(mod b). Po tpravé dostaneme, Ze soustava

ki — ko =0 (mod m)

ki — ks =51 — s (mod n)

mé FeSeni. To ale z ¢inské zbytkové véty(1.4) znamend, ze také 0 = s; — sy
(mod GCD(m,n)), a tedy i s; = s9. Tzn., Ze ptimky ze skupiny IL jsou disjunktni
a pokryvaji cely torus.

Zbyva si uvédomit, ze pokud chceme na torus 7),x, umistit mnozinu bodi
tak, aby zadné tii body nelezely na jedné primce, mohou byt na kazdé piimce ze
skupiny L nejvyse dva body. Tudiz 7(T},x,) < 2GCD(m,n). O

Z vysledkt, pro malé hodnoty m, n (viz [I]) je vidét, Ze tento odhad je pro
mnohé pripady nadsazeny. Zkusme se podivat, jestli pro néjaké pripady nejde
vylepsit. Konkrétné nas budou zajimat ptipady Ty xpe, kde p je prvocislo, a € N.
Nejprve ale budeme potfebovat pomocna tvrzeni, kterd v této casti vyuzijeme.

Lemma 3.2. Méjme torus Tyxm, kde m € N. Potom vsSechny primky na toru
maji steynou délku, kterd je rovna m.

Dikaz. Mame danou libovolnou ptimku. Necht (vq,v3) € T, xm je vektor, ktery
ji generuje. Ozna¢me g; = GCD(m,v;) a g2 = GCD(m,vy). Dle lemmatu
spo¢teme délku d piimky jako d = lcm(gml, gm?) Protoze GCD(vq,v2) = 1, nemaji
g1 a go zadné spolecné prvocislo v prvociselném rozkladu. Tudiz d = m. O
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Lemma 3.3. Méjme torus Tay,p, kde p je prvocislo, a,b € N, a <b. Mé&yme bod
(2,y) € Tyaypr. Necht g := GCD(x,y). Pokud GCD(g,p) = 1, pak mezi pocdtkem
a bodem (x,y) lezi pravé jedna primka.

Dikaz. Jisté piimka, kterd prochéazi bodem (g, %), prochéazi i bodem (z,y). Na-
opak pokud mame piimku generovanou (v, vs) € Ty, kterd prochdzi (z,y),
plati pro néjaké k € Z

kv =z (mod p%)
kvy =y (mod p°).

Protoze GCD(g, p) = 1, m4 g inverzni prvek modulo p°. Ozna¢me ho g~!. Potom
plati

8

g 'kvi == (mod p)
g
g kv, = Y (mod p?).
g
Tudiz pf¥imka prochéazi bodem (x,y) pravé, kdyz prochazi bodem (ﬁ, %) Z lem-
matu vime, ze bodem (§7 %) prochézi pravé jedna piimka. ]

Nésledujici lemma uz ndm dé& nahlédnout, jakym zptisobem budeme horni
odhad konstruovat.

Lemma 3.4. Libovolnym bodem toru Tpaype, kde p je prvocislo, a € N, prochdzi
prdve p®~(p + 1) primek.

Dukaz. Staci se podivat na primky, které prochazeji poc¢atkem. Pro ostatni body
je jen posuneme. Nejprve definujme mnoziny bodi, které budou slouzit jako vek-
tory generujici primky:

X ={(1,pk);k €{0,...,2°7" —1}}
Y ={(k,1);k€{0,...,2" = 1}}.

Nyni jako hledané piimky vezmeme ty, které jsou urceny vektory z X UY a které
prochéazeji poc¢atkem. To znamené piimky ve tvaru {iv;i € Z} prov € X UY. Je
potfeba ovérit, Ze jsou to vSechny pirimky, které pocatkem prochéazeji.

Necht tedy (ai,a2) € Tpaxpe je vektor, ktery generuje pfimku prochézejici
pocatkem. Pfipomerime, Ze predpokldadame GCD(ay,as) = 1. Musime ovéfit, ze
existuje vektor b z mnoziny X UY', ktery generuje pfimku, na které lezi (aq, as).
Rozlisime dva ptipady:

1. GCD(ag,p) = 1.

V takovém pfipadé vezmeme vektor z mnoZiny Y ve tvaru (k,1). Budeme ho
nasobit ¢islem ay, aby nam jeho asnésobek dal (aq,as). Zbyva ovéfit, jestli
existuje takové k, pro které to bude platit. Dostavame rovnici axk = a;
(mod p%). Vyuzijeme predpokladu, ktery nam zarucuje, Ze as je invertibilni
modulo p®. Po tpravé ziskdme a;'ack = k = a;'a' (mod p®). Tim zis-
kame vhodné k, a tedy hledany vektor, ktery generuje primku, na které lezi
((11, ag) .
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2. GCD(aq,p) = p a zaroven (a,p) = 1.
Ted budeme hledat naopak vektor z mnoziny X. To vede na rovnici apk =
as (mod p*). Prvek a; je z pfedpokladu invertibilni modulo p®, tudiz jim
muizeme rovnici vydélit. Zaroven a, je nasobek p, tudiz mizeme rovnici
vydélit i p. Dostévame k = a; % (mod p*~').

Jiny prfipad nenastane, protoze ai,as jsou nesoudélna. Pro (a;,ay) jsme nasli
primku, kterad jim prochézi, je generovana vektorem z X UY a ktera nutné musi
byt pfimkou generovanou (ay, az), jelikoz z existuje mezi (aj, as) a poc¢atkem
pouze jedna pfimka. Nakonec |[X UY| = p*~!(p+1). O

Z tohoto lemmatu nam piimo plyne horni odhad.
Vé&ta 3.5. Bud'p prvocisio a a € N. Potom 7(Tpaxpe) < p*'(p+1)+ 1.

Diikaz. Méjme néjakou maximalni mnozinu na Tpexpye bez trojic bodil na jedné
pfimce. Vezméme libovolny bod z této mnoziny. Potom diky lemmatu timto
bodem prochézi p®~!(p + 1) pfimek a na kazdé z nich miize byt nejvyse jeden
dalsi bod. O

Priklad 3.6. Podivejme se na piipad, kdy p = a = 2. Tedy méjme torus T} .

Na levém obrazku méme umisténych 6 bodw, u kterych snadno ovéfime (staci
dle , ze zadné tii nelezi na jedné prfimce. Tudiz 7(7).4) > 6. Horni odhad z
predchozi véty je 7. Na pravém obrazku vidime, ze mezi body (0,0) a (2,2) lezi 2
pfimky. To znamend, ze umisténi bodu (2,2) na torus ndm zablokuje dvé ptimky
prochézejici pocatkem. Z toho plyne, ze aby 7 mohlo nabyvat horniho odhadu,
nesmime na torus umistit dva body, mezi kterymi jsou dvé pfimky. To se nam
ale nepodafi. Dostavame, ze 7(T).4) = 6.

Zkusme nyni vyuzit podobnou argumentaci obecnéji ke zlepseni hornich od-
hadt pro a > 1.

Definice 3.7. Méjme torus Tjaypa, kde p je prvocislo. Dale méjme b < a. Defi-
nujme ekvivalenci Ry, pro prvky toru nasledovné. (k,l) R,(m,n) pravé, kdyz k = m
(mod p®) al=n (mod p®). Ze se jedna o ekvivalenci je ziejmé.

Lemma 3.8. Méjme torus Thaxpa, kde p je prvocislo, b < a. Ddle méjme ekvi-
valenci Ry,. Potom mezi kaZdymi dvéma body z jedné tridy této ekvivalence leZi
alespori p° primek.
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Diikaz. Bez tjmy na obecnosti uvazujme t¥idu ekvivalence [(0,0)]g,. Budeme po-
stupovat indukci dle b. Za¢neme pro b = a (coZ je nejjednodussi pfipad), poté
pro b < a budeme predpokladat, ze tvrzeni plati pro vSechna veétsi b.

Pokud tedy b = a, tvrzeni trividlné plati, protoze kazdy bod na toru je samo-
statna trida.

Méjme tedy b < a. Podivejme se, kolik pfimek lezi mezi mezi libovolnymi
dvéma body ttidy [(0,0)]g,. Opét bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze jeden
z téchto bodl je pocatek, protoze nam ptjde jen o vektory generujici primky.
Uvazujme tedy body (0,0) a (ap®, Bp®), kde a, 3 € {0,1,...,p?® — 1} a nejsou
obé nulova. Rozlisime pripady:

1. pta
Pro a tudiz existuje inverzni prvek a~'v Z,.. Uvazujme vektory (1, (3+
Ip*%)), kde l € {0, ...,p"—1}. Jejich p’, kazdy m4 stejnou prvni soutadnici,
tudiz budou generovat p® rtiznych piimek, protoze vSechny piimky na toru
maji velikost p* (lemma . Zaroven pro ap’nasobek tohoto vektoru plati

lap® = ap®  (mod p)
aa”'p"(B+1p"™")) = Bp®  (mod p°).

To znamena, ze primka prochézejici pocatkem, kterd je generovana timto
vektorem, také prochazi bodem (ap®, 5p°).

2. ptp
Rozebere se analogicky pro vektory ve tvaru (8~ !(a + Ip®%),1), kde [ €
{0,...,p" —1}.

3. p| «azaroven p | g
V tomto ptipadé bude bod (ap’, fp°) spolu s pocatkem zaroven v ekvi-
valenc¢ni tiidé pro veétsi b. Z indukéniho predpokladu je tudiz mezi nim a
pocatkem vice nez p® piimek.

]

Poznamka 3.9. Pro zajimavost se podivejme, Ze odhad poctu primek, které
prochazeji dvéma body ekvivalen¢éni tfidy ekvivalence Ry, je tésny. Stejné jako
v dikazu pfedchoziho lemmatu (3.8)) uvazujme pocatek a bod tfidy [(0,0)]g, ve
tvaru (ap®, fp°). Pokud nalezneme p¥imku, kterd prochazi bodem (x,y), ktery
spliiuje rovnice

z=a (modp*?)

y=05 (mod p*™),

bude tato ptimka jisté prochazet i bodem (ap®, Bp®), protoze pro p’nasobek (x,y)
plati

p’r = ap® (mod p®)
p’y = Bp*  (mod p?).
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Naopak uvazujme pfimku, ktera je generovana vektorem (vy,v9) a prochézi bodem
(ap®, Bp®). Potom pro vhodné k € Z plati

kv = ap®  (mod p%) (3.3)
kv, = pp°®  (mod p).

Protoze jako vektory generujici primku uvazujeme jen ty, které maji nesoudélné
soufadnice, nutné plati, Ze p 1 v; nebo p { v,. Bez Gjmy na obecnosti p 1 v;.
Z rovnice (3.3) plyne, ze kv, = ap® + sp® pro vhodné s € Z. A tudiz p° | k.
Dostaneme
k
P
k
P

o (mod p*~?)

vy = (mod p*?).

Tim jsme ukazali, Ze pfimka prochézejici prochazi bodem (ap®, p°) prave, kdyz
prochazi néjakym bodem (x,y), ktery spliiuje a (3.2).

N&s odhad bude tésny v ptipadé, ze p 1 o nebo p 1 8. V takovémto ptipadé
mezi pocatkem a bodem, ktery spliuje (3.1) a (3.2]) prochazi pravé jedna primka
(lemma [3.3). Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze p { a. Potom z dikazu
lemmatu 7 ¢4sti Il mame mnozinu vektorti ve tvaru (1,a~1(8 + Ip®~?)), kde
1 €{0,...,p" — 1}. Je potfeba ukazat, ze pro kazdy bod, ktery splituje (3.1) a
(3-2), najdeme pfimku, kterd prochéazi jim a pocatkem a kterd lze vygenerovat
néjakym z téchto vektort.

Méjme tedy bod (o + k1p?~t, B + kyp®~?). Hleddme takové z, Ze 2(1,a (8 +
Ip*%) = (a+k1p®°, B+ kop® ). Je vidét (lemma, 7e z musi byt o+ kyp® .
Nyni je tfeba ovérit, ze najdeme vhodné [. Dostavame

(a + kap" ") (@™ (B+1p"") = B+ kop™™"  (mod p?)
ﬁ 4 lpafb T klpafbaflﬁ 4 kloéfllp2a72b = 5 4 k2pa7b (HlOd pa)
(14 ko) = ky — kia™'8  (mod p°).

Vyraz (1 + kiap®®) mé k sobé jisté inverzni prvek modulo p°. Proto | = (1 +
kiap®®)~L(ky — k1a~1B3) (mod p?).

Poznatku z lemmatu 3.8 vyuzijeme v nasledujicim tvrzeni, kde zlepsime horni

odhad.

Véta 3.10. Bud Tpaxpe torus, kde p je prvocislo, a € N. Potom T(Tpaype) <
p*+plel=t + 1.

Diikaz. Necht M je mnozina bodit na Tpaype takova, ze |M| = 7(Tpaxpe) a zadné
tfi body z M nelezi na jedné pfimce. Budeme predpokladat, ze |M| > p®. Pokud
tomu tak neni, tvrzeni plati. Uvazujme ekvivalenci R;. Pocet jejich tfid je p?,
protoze zbytkd po déleni p je p a my mame dvé souradnice. Obecné plati, ze v
ramci libovolné ekvivalencni t¥idy ekvivalence Rj existuje p? ekvivalencnich tiid
ekvivalence Ry, protoze ¢isla se stejnym zbytkem po déleni p* maji p zbytkt
po déleni pF*1. Uvazujme posloupnost ekvivalen¢énich t¥id 7W, 73, ... T™ de-
finovanou induktivné nasledovné:
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- T je tiida ekvivalence R; takové, kterd obsahuje vice nez p®2 bodit
mnoziny M. Takova t¥ida jisté bude existovat z Dirichletova principu, pro-
toze |[M| > p® a pocet t¥id je p*.

- T®™ pro k € {1,...,n} je t¥ida ekvivalence Ry, ktera je obsazena v T~V a
obsahuje vice nez p®~2* bodi z mnoziny M. Tento krok mtizeme opét diky
Dirichletovu principu udélat, jelikoz T*~1) obsahuje vice nez p®~2**2 bodi
a t¥id ekvivalence RF, které jsou v T~ je p?, jak je uvedeno vyse.

Ziejmé n muze byt nejvyse [§]. Nyni uvazujme bod ¢ € M, ktery je obsazen ve
vsech t¥idach T, ..., 73D, Dle lemmatubodem ¢ prochazi pravé p*~!(p+1)
primek. Na kazdé takové pfimce muze lezet nejvysSe jeden bod z M (viz vétu
[3.5)). Proto dostavame horni odhad p*~!(p + 1) + 1. Pokud oviem néjaky bod z
M \ {c} lezi na dalsich ¢ primkach prochazejicich ¢, horni odhad se snizi o ¢ a
toho vyuzijeme.

Vezmeme si nyni tifdu 70, kde je alespoii p®~2 bodtt z M vyjma c. Kazdy z
téchto bodi lezi na p primkach, které prochéazeji bodem c, tedy pro kazdy takovy
bod se snizi horni odhad z véty o p — 1. Musime uvazovat nejhorsi pripad,
tedy zapo¢itdme p®~2 bodil z této t¥idy. Nicméné néjakych p*~* bodl vyjma c je
také urcité soucasti néjaké vyssi tiidy. Celkem za tuto t¥idu tedy snizime horni
odhad o (p*~2 — p*~*)(p — 1).

Obecné pro T™) kde k € {1,..., [$] — 1}, mdme vyjma ¢ dosud nezapocita-
nych p~2* bodti z M a p®~ 22 jich zapoc¢itdme v dalsich krocich. Kazdy z téchto
bodt lezi na p* p¥imkach, které prochazi ¢, tedy za T®) mame snizeny odhad o
(po2k — pa=2h=2)(pk _ 1),

Skonéime ve tifdé T2 kde mame dosud nezapocitanych p* 23] bodd z M
vyjma c. Zaroven z nich zadné uz nezapocitame v dalSich krocich a kazdy z téchto
bodi lezi na plz! p¥imkach, které prochézi bodem c. Odhad se tedy snizi za tyto
body o (p*~?L2)(pls] —1).

Celkem se tedy odhad snizi o

[3]-1
e L VR N (- e (AR VS
k=1
511 1511 1511 1511
_ (pa_Q\-iJ)(pI-EJ o 1) + pa—k _ pa—k—Q + Z pa—Qk—Q _ Z pa—Qk _
k=1 k=1 k=1 k=1
1311 341 3] 1311
<pa—2\_§J>(p|_§j o 1) + pa—k _ pa—k: + Zpa 2k Z pa—2k: _
k=1 k=3 k=2 k=1
(pa—QLQJ)(p\_QJ _ 1) _I_pa 1 +pa 2 _pa—l_gj pa [§]-1 +pa 2| 5] pa—Q _
— pa—l pa—\_%J—l _ pa— . p[%'\—l
Tudiz T(Tpaxpa) S pa +pa_1 -+ 1— (pa—l —p[%1_1) = pa —|—p|—%-‘_1 -+ 1. O

Bohuzel se ale zda, ze odhad je tésny jen pro p = 2,a = 2.

V ptipadé, Zze a = 1, tzn. T}, bude mezi kazdymi dvéma body lezet pouze
jedna pfimka (lemma , tedy nemiizeme pouzit argument s tfidami. Nicméné
pokud p # 2, mizeme vylepsit odhad o 1 jinym argumentem z ¢lanku Misiaka a
kol.[2], ktery si ted ukdzeme.
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Véta 3.11 (viz [2]). Bud p liché prvocislo. Potom T(Tp,x,) < p+ 1.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze 1ze umistit p + 2 bodi, tj. predchozi horni
odhad (véta [3.5)). Ozna¢me si mnozinu téchto bodi M. Z dikazu véty [3.5] vime,
ze kdyz si zvolime libovolny bod z M, musi na kazdé primce, kterd jim prochézi,
lezet néjaky dalsi bod z M. Z toho dostavame, Ze kazda prfimka na toru bud ne-
obsahuje zadny bod, nebo obsahuje dva body z M. Kdyby obsahovala jen jeden,
tak by timto bodem prochéazela ptimka, na které by nelezel jiny bod z M.

Vezméme si libovolny bod, ktery nepatii do M. Potom kazdéa ptimka, kterd pro-
chézi timto bodem obsahuje bud Zadny bod, nebo dva body z M. Zaroven timto
bodem a libovolnym bodem z M prochéazi jen jedna primka. Z toho vyplyva, zZe
M ma sudou velikost, coz je spor. O

Zkusme se nyni podivat, jestli podobné jako ve vété nemuzeme postu-
povat pro pripad Tj,,xpq, kde p,q jsou riznd prvocisla. Uvidime, Ze pro tento
pripad ziskame také lepsi horni odhad, ktery je zavisly na tom, jak jsou od sebe
p, q vzdalena. Nejprve se podivejme, kolik pfimek prochézi libovolnym bodem na

qu xXpg-

Lemma 3.12. Méjme Tp,qxpq, kde p, q jsou riznd prvocisla. Pak libovolnym bodem
toru prochazi pq +p + q + 1 primek.

Diikaz. Dukaz bude v podstaté stejny jako u[3.4 Budeme muset ale rozlisit vice
pripadi. Definujme tedy mnoziny vektori, které nam budou hledané primky ge-
nerovat.

Méjme piimku, kterd prochézi poc¢atkem a je generovana vektorem (ai,as). Ar-
gumenty dikazu jsou stejné jako u Pouze rozebereme jednotlivé piipady:

1. GCD(ay,p) =1 a zarovenn GCD((aq,q) = 1.
Jelikoz a1 mé inverzni prvek, pouzijeme ptimku generovanou vektorem z A
pro k = aj *ay. Dostaneme, Ze a;(1,a; ‘ay) = (a1, az).

2. GCD(ay,p) # 1 a zarovenn GCD(ag,q) = 1.
Bud a,' inverzni prvek k ay v Z,. Pouzijeme vektor z mnoziny B pro k =
Lay ! (mod ¢). Kdyz bod vynasobime ay, v druhé soufadnici dostaneme
as. V prvni soufadnici dostavame

a; _
kpas = ?pa2 Yay =a; (mod pq),

1

protoze k = %a,” (mod q), a tedy ka; = 2+ (mod g).

3. GCD(ay,q) # 1 a zaroven GCD(ay, p) = 1.
Analogicky jako pfedchozi pfipad. Pouzije se vektor z mnoziny C.
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4. GCD(a1,p) # 1 a zarovenn GCD(ag,q) # 1. V tomto piipadé (a;,a2) =
(vp,dq), kde v € {0,1,...,q — 1}, € {0,1,...,p — 1}. Pfislusnou pfimku
nam zde vygeneruje vektor (p,q) € D. Vynasobime ho ¢islem h. Ovéfime,
Ze takové h existuje:

hp=7p (mod pq)
hq=dq (mod pq).

Po uprave:

h=+ (mod q)
h=46 (mod p).

Protoze GCD(p, q) = 1, ¢inska zbytkova véta (1.3)) ndm déva existenci h.
5. GCD(a1,q) # 1 A GCD(ay, p) # 1. Analogicky pro vektor (¢q,p) € D

Piipady GCD(ay,q) # 1 a zaroveni GCD(ay,p) # 1, GCD(ag,q) # 1 a zaroven
GCD(asg, p) # 1 z principu nemohou nastat. Nakonec | AUBUCUD| = pg+p+q+1,
protoze BNC = {(0,1)}. O

Podobné jako v pfipadé pro Tpex e (3.7) definujme ekvivalenci.

Definice 3.13. Mé&jme torus 7},;xpq, kde p, ¢ jsou riizné prvocisla. Definujme ekvi-
valenci R, resp. R, tak, ze (k,[)R,(m,n) pravé, kdyz k = m (mod z) a zaroveil
l=n (mod x), kde x € {p,q}.

Formulujme tvrzeni pro t¥idy ekvivalence.

Lemma 3.14. Necht Ty xpq je torus a p,q jsou ruznd prvocisla. Ddle méjme
tridu ekvivalence R, kde x € {p,q}. Potom mezi kaZdgmi dvéma body tiidy této
ekvivalence lezi alespon x + 1 primek.

Dikaz. Dtikaz bude az na jednu vyjimku stejny jako v lemmatu Budeme bez
Gjmy na obecnosti pfedpokladat ekvivalenci R, a tfidu [(0,0)]r,. Hleddme tedy
pfimky mezi poc¢atkem a (ap, Bp), kde a, 8 € {1...q — 1} a nejsou obé nulova.
Nejprve uvazujme, ze o # 0. V takovém pripadé bude mit o inverzni prvek v Z,.
Oznac¢me ho a~!. Tento prvek bude i v Z,,, kde ho budeme znacit stejné, nemusi
zde ale plnit funkeci inverzniho prvku k «a, obecné bude platit, Ze aa™! =1 + hq
(mod pq) pro vhodné h € Z.

Podobné jako v lemmatu uvazujme mnozinu vektora V = {(1,a (8 +
lq));l € {0,1,...,p — 1}}. Tyto vektory generuji rtizné piimky. Zaroven pro
vhodné h € Z plati

lap=ap (mod pq)
apa™ (B +1q) = p(1 +hq)(6 +1g) = fp (mod pq).
To znamen4, Ze pfimka generovana vektorem z V prochézi bodem (ap, p). Takto
jsme ziskali p primek.
Zbyva nahlédnout, Ze jesté existuje alespon jedna dalsi pfimka, ktera pro-
chazi (ap, Bp) a neni generovana vektorem z V. ProtoZe p,q jsou rizné prvocisla,
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GCD(p,q) = 1. Z véty muizeme 1 napsat jako linedrni kombinaci p,q. To zna-
mena, ze jako linearni kombinaci mizeme napsat i ¢islo a. Existuji tedy r,s € Z
takova, ze a+rq = sp. Protoze a < ¢, s neni nasobkem q. Z toho dostavame, ze s
(mod ¢) mé inverzni prvek modulo ¢, ktery ozna¢ime s~!. Podivejme se na vektor
w = (p,Bs~' +vq (mod pq)), kde v € Z je zvoleno tak, aby jeho soufadnice byly
nesoudélné. Potom piimka generovana timto vektorem jisté neprochézi bodem,
ktery ma v prvni soufadnici 1, jelikoZ p nemé v Z,, inverzni prvek. Takova piimka
tudiz neni generovana vektorem z V. Zaroven vynasobenim w ¢islem a4+ rq = sp
dostaneme

pla+rq) =pa+rpg=ap (mod pq)
sp(Bs™ +vq) = Bp(1 + cq) + svpg = Bp  (mod pg),

protoze ss~! = (1 + cq) (mod pq) pro vhodné ¢ € Z. P¥imka generovana w tedy
prochazi (ap, Bp). Mame tudiz p + 1 pfimek mezi poc¢atkem a (ap, fp).

Nakonec dodejme, ze analogicky se bude postupovat v pripadé, ze a = 0.
Potom urcité 8 bude mit inverzni prvek v Z,. Mnozina vektort V potom bude
{(BYa+1q)),1);1 € {0,1,...,p—1}}. Analogicky dostaneme i hledanou piimku,
ktera neni generovana vektorem z V. O

Véta 3.15. Méjme torus Tpyxpg, kde p,q jsou prvocisla a necht kp < q, kde k € N.
Potom 7(Tygxpg) < Pq+p+q+2— kp.

Diikaz. Budeme postupovat podobné jako u véty [3.10] Pfedpoklddejme, Ze mame
mnozinu bod M na toru, které spliiuje nasi podminku. Zaroven necht M je co do
poctu prvkil maximélni. Pfedpokladejme, ze | M| je alespon pq, jinak jsme hotovi.
Uvazujme t¥idy ekvivalence R,,. Je jich p?. Protoze |M| > pq > kp?, z Dirichletova
principu musi v néjaké t¥idé byt vic nez k bodfi. V kombinaci s lemmaty
a se stejnym argumentem jako V dostavame 7(Tpyxpy) < pg+p+q+2—Fkp. O
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3.2 Dolni odhady

V této casti se budeme zabyvat dolnimi odhady 7.

Uvazujme konkrétni mnoziny bodi z ¢lanku [2] na toru a to na Tpay,e, kde p
je prvocislo, a,b € N a a < b. My si pomoci nich ukdzeme vétu z tohoto c¢lanku,
kterd nam tika, Ze 7(T},x,2) = 2p. Poté je pouzijeme jesté k dolnim odhadtim pro
jiné pfipady.

Definujme X = {(i,i°p);i € M} a Y = {(i,i°p + 1);i € M}, kde M C
{0,1...,p% — 1} upfesnime pozdé&ji. Jisté budou tyto dvé mnoziny disjunktni.
Podivame se, jak mtzeme zvolit mnozinu M pro rtizné kombinace a a b. Nejprve
uvazme, ze vezmeme dva body z mnoziny X a jeden z mnoziny Y. Tzn. méjme
body (k, k*p), (I, 1?p), (m, m?p + 1) a spoc¢téme jejich determinant:

D : = D((k,k*p), (I, "p),(m,m*p + 1)) =
— kp+ K*mp + ImPp + 1 — ml®p — m’kp — k — Ik*p =
— (L= k) +p(l = k)(m — k) (m —1) = (1 = k) (1 + p(m — k)(m —1)).

Jak 1ze vidét podle lemmatu [1.10] tato kombinace bodd ndm vybér mnoziny M
neomezuje, jelikoz (I — k) < p*apt (1+p(m—k)(m —1)). Dostavame, ze D # 0
(mod GCD(p®, p®) = p*). Rozklad D ve stejném tvaru dostaneme i pokud jsou
dva body z Y a jeden z X.

Nyni se podivejme, co se stane, kdyz budou vSechny t¥i body z mnoziny X,
resp. Y (coZ je jen posunutd mnozina X). Zde je tfeba pocitat peclivéji pro body
obecnd v Z? dle lemmatu[L.9} Mame A = (k+a;p®, k*p+asp?), B = (14+81p% k*p+
Bop®), C = (m + mp®,m*p + 72p’) pro klm € M a ay,a5,61,02,7m,7% € Z.
Dostaneme

D(A,B,C) = D((k,k°p), (I, *p), (m,m*p)) + p*D((c1, k*p), (Br,1%p), (11, mp))+
+pr((kv aQ)? (lv 52)7 (m7 72)> +pa+bD((a1; O‘2>, (517 52)7 (71, '72)) =
= p(l = k)(m — k)(m — 1) + p"*Q,

kde Q = D((ab k2)7 (517[2)7 (717 m2)) + pb_a_1D<(k> 052)7 (l> ﬁ2)7 (ma 72)) +

+ " 'D((a1, 2), (B, B2), (11,72))- Pokud plati, ze p* { (I — k)(m — k)(m — 1),
je determinant urcité nenulovy. Na zékladé a l1ze nyni urcit mnozinu M, resp.
jeji velikost, z ¢ehoz dostaneme dolni odhady pro 7(Tay,»). Je vidét, Ze stejnych
vysledkt dosdhneme, kdyz definovana mnozina bodd bude mit i néjakou mocninu

prvocisla v druhé soutradnici.
Véta 3.16 (viz [2]). Pro p prvocislo 7(T,x,2) = 2p.

Diikaz. Zvolme M = {0,...,p — 1}. Zfejmé pro kazda rtzna k,,m € M bude
(Il —k),(m—k),(m—1) <p. Tedy pt (I —k)(m —k)(m —1). Tedy p = |M| =
| X| = |Y]. Dostavame |X UY| = 2p. V kombinaci s hornim odhadem 2p (véta
3.1) mame danou rovnost. O]

Podivejme se, jak muzeme definovat mnozinu M, pokud b = a + 1. Stoji za
pov§imnuti, Ze pro a = 2 mizeme pouzit mnozinu M = {0,...,2p — 1}, coz ndm
da dolni odhad 7(T}2,,) < 4p. Pokud budeme mit p = 2, pak je dolni odhad
roven hornimu, tedy 7(7Tyxs) = 8. Pro a = 3 nemuzeme pouzit vétsi mnozinu,
nicméné pro a = 4 uz mizeme pouzit M = {0,...,p* —1}. Jde vidét, Ze moznost,
jak zvolit M, bude zaviset na hodnoté z := a (mod 3).
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Véta 3.17. Méjme a,b € N takovd, Ze a +1 = b, a bud p prvocislo. Oznacme
z:=a (mod 3). Potom plati:

1. Pokud z =0, pak 7(Tyayp) > 4p3
2. Pokud z = 1. pak 7(Tya,,p) > 2pl5]
8. Pokud z = 2, pak T(Ta, ) > 4pls]

Dikaz. Zopakujme z predchozich poznatki, Ze hleddme mnozinu M takovou, Ze
pro v8echny trojice k, I, m € M; k, [, m jsou navzdjem ruzna, plati p* {
(I — k)(m — k)(m —1). Ozna¢me ¢, := GCD(p*, [ — k), g2 := GCD(p*,m — k)
a g3 := GCD(p*,m — ). Jednd se o nejvétsi spolecné délitele p* a jednotlivych
zévorek. Vyjadieme (I—k)(m—k)(m—1) = g19293212223, kde z; = %, Z9 = (mg—zk)

a 23 = (”;—;l). Plati, Ze p 1 z;. Jinak by g¢; nebyl nejvétsi spoleény délitel. Z toho

dostavame, ze p*|(I — k)(m — k)(m — 1) prave, kdyz p®|g1929s-

2. Pokud z = 1, miizeme zvolit M = {0,...,pl51 —1}. Nejvétsi spolecny délitel
p® a kazdé zévorky bude potom nejvyse pts!. Tedy ¢1g295 < plsd = po~1 a
P" 1 G19293.

3. Pokud z = 2, mizeme mnozinu M zdvojnasobit. Tedy M = {0,...,2p/51 —
1}. Vede to k tomu, Ze nejvySe jeden ¢len g; mize nabyvat plsl. Tudiz
19293 < pl51H2L5] = p3Lsl+l = pe—1 diky predpokladu, ze z = 2.

1. Za predpokladu, ze z = 0 pouzijeme stejnou mnozinu M jako pro a — 1. To
smime udélat diky . Potom [251] = ¢.

Celkovy pocet umisténych bodt bude potom 2|M|. O

23



Ptirozené se nabizi také otazka, jestli pro dostatecné velké b dosdhne nékdy
T(Tyaxpr) potencidlniho maxima, které je z véty 2p®. Ukazeme si, ze tohoto
maxima dosdhne a pouzijeme k tomu opét jiz zminéné a pouzivané mnoziny z
¢lanku [2]. Tedy X = {(:,i*p);i € M} a Y = {(i,i*®p + 1);4 € M}. Nyni se
nebudeme snazit mit mnozinu M co nejvétsi. Pouzijeme M = {0,...,p— 1} jako
v ptipadé T, 2. Téchto 2p bodi budeme ale na torus vhodné kopirovat.

Nejprve je ale tfeba zminit lemma, které budeme pouzivat.

Lemma 3.18. Méjme torus Tpay,p, kde p je prvocislo, a,b € N a na ném body
A = (s1,82), B = (s1+ kp*',s5), C = (ui,us), kde k € {0,...,p — 1}, které
spliiugi ndsledujict podminku. Pro A—C =:V = (v, vy) plati, Ze pt GCD(vy, v9).
Ddle necht A', B', C' jsou obrazy bodi A, B,C pri standardnim zobrazenim f
definovanym v lemmatu na torus Tpa-1,,p. Predpokladejme jeste, Ze primka |
mezi body A a C na toru Ty, ,» md stejnou velikost jako primka l" mezi body A’
a C" na toru Tha-1,,p. Potom A,B,C nelezi na jedné primce.

Diikaz. Dle lemmatu je mezi A, C na toru Tpu,,» pravé jedna pfimka [. Dle
stejného argumentu je mezi A" a C’ na toru Tpa-1,,» také pravé jedna piimka ['.
Jelikoz A’ = f(A) a C" = f(C), je f(I) =U'. Kdyby na ptimce [ lezel jesté bod
B, pro ktery plati f(B) = A’, tak by se dva body pfimky [ zobrazily na jeden,
tudiz by pfimka [ nemohla mit stejnou délku jako I’ O]

Véta 3.19. 7(T oy p@—1p+2) = 2p® pro a € N a p prvocislo.

Diikaz. Nejprve si ukazeme, jak body na toru budou vypadat, poté indukci dle a
dok4Zeme, Ze 74dné t¥i body nelezi na jedné p¥imce. Oznacme si X = {(i,i?p);i €
M}, Y ={(ii*p+1);i € M}, kde M ={0,...,p— 1}, aozna¢me Z = X UY.

Konstrukei si ukdzeme induktivné. Pro a = 1 pouzijeme mnozinu Z. Proa > 1
vezmeme mnozinu pro pfipad a — 1, kterou oznac¢ime N, a budeme ji celou (p —
1)krat kopirovat. Necht w € N. Pak jeho prvni kopie bude w + (p*~*, pl@=2p+4),
Druh4 kopie bude w + (2p®~!, pla=2P+%) . (p — 1). kopie pak bude w + ((p —
1)pa71’p(a72)p+p+2)'

Dtlezité je upozornit, Ze se nam stane, ze konstrukci dostaneme body mimo
rozsah toru, coz znamena, Ze na toru potom budou umisténé body, které jako
soutfadnice maji zbytky po déleni prislusnymi rozméry. Mnozina N pro predchozi
pripad bude mit takovéto body. Pokud ji pouzijeme na vétsim toru, bude to
znamenat, ze popsané body uz nebudeme uvazovat modulo rozméry pro pred-
chozi pripad a — 1, ale modulo rozméry pro soucasny piipad a. Ukazeme si to na
obrazcich. Na prvnim obrazku vidime pfipad prop =3 a a = 1.
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Na nésledujicim obrazku je pak ptipad pro p =3 a a = 2.

0 12 31 03 242

Nyni musime ovérit, ze po takové konstrukci nebudou zadné tii body lezet na
jedné primce.

Nejprve predpokladejme, ze a = 1. Zde pouzijeme pouze mnozinu Z. Diky
vEte jiz vime, Ze zadné t¥i body z této mnoziny nelezi na jedné piimce.

Necht tedy a > 1. Z indukéiho predpokladu méme mnozinu N pro torus
T a1y pa—2p+2 @ zkopirujeme ji dle definice konstrukce. Ovéiime, Ze Zadné tii body
z mnoziny vzniklé timto kopirovanim nejsou kolinearni. Prvni si uvédomime, ze
je tfeba testovat jen trojice bodi takové, které obsahuji dvé kopie né€jakého bodu
w € N (pripadné kopii a ,original*). Takovéto body budou z definice konstrukce
ve tvaru (wy + up®t, wy + p?) a (wy + vp® 1wy + p”) pro uw € {0,...,p — 1},
q,r > (a—2)p+4, a tedy od sebe budou vzdaleny o nasobek p®~! v prvni soufadnici
a 0 nasobek p@=2P** y soufadnici druhé. Jiné trojice nemé smysl testovat, protoze
obrazﬂ takové trojice na toru Tha-1, p(a-2)p+2 budou t¥i rizné body z N. Tedy kdyby
tato trojice lezela na jedné piimce, tak obraz této primky na toru 7 e—1,,@-2p+2
je primka, na které lezi t¥i body z N, coz z indukc¢iho predpokladu nelze.

Pro nékteré piipady vyuzijeme jesté postupu, kdy si trojici bod® zobrazime
na mensi torus Tpa, a-2p+4, & ukazeme, Ze tyto obrazy nelezi na jedné piimce.
Z definice konstrukce totiz vyplyva, ze obrazy této trojice budou tfi rizné body.
Zaroven vime, ze obraz piimky z naseho vétsiho toru je také pfimka na mensim
toru, tedy pokud by lezely tfi body na vétsim toru na jedné piimce, musi i jejich
obrazy na mensim toru lezet na jedné ptimce.

Nyni rozeberme jednotlivé ptipady trojic bodl z mnoziny, kterou jsme ziskali
popsanou konstrukei.

Nejprve predpokladejme, ze mame dva body, které vznikly postupnym kopiro-
vanim mnoziny X a jeden bod, ktery vznikl kopirovanim Y. Predpokladejme, Ze

luvazujeme standardni zobrazeni definované v lemmatu
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bod vznikly kopirovanim X je ve tvaru A = (k, k*p), kde k,m € {0, ..., p—1}. Po-
kud ne, tak to mizeme zafidit posunutim. Dalsi bod tedy musi byt ve tvaru B =
(k4+up®', k*p+xp?) pro vhodnd u,r,q € N. Poznamenejme, 7e ¢ > (a—2)p+4 > a
z definice konstrukce. Posledni bod bude pak ve tvaru C' = (m+ps;, m?p+psa+1)
pro vhodné sq, ss € Ny. Bod C totiz jisté bude v obou soufadnicich posunut oproti
(m,m?p + 1) o n&jaky nasobek p. Spocteme D(A,B,C).

D(A,B,C) = D((k,k*p), (k +up®*, k*p + xp?), (m + psy, m*p + psa + 1)) =

= kap? + up® + up® ' + up®sy — map? — xpTs; — up® =
=p""'(u+pR),

kde R je zbytek po vytknuti p® z ostatnich ¢lent. Jisté v > 0, jinak by bod A a B
byl tentyz. Zaroven z definice konstrukce u < p. Proto D(A,B,C) # 0 (mod p%),
a tedy z lemmatu body A,B a C nelezi na jedné piimce.

Analogicky pokud budeme mit dva body, které vznikly kopirovanim Y a jeden
bod, ktery vznikl kopirovanim X. Budeme mit tedy body

A= (kKp+1),
B = (I + psy, ’p + psa),
C = (k+up* k*p +ap? +1).

Dostavame

D(A,B,C) = K*up® + up® + lop? + 51k*p" + s12pT™ — up®? — up®sy — xplk =
=p""(u+pR).

Tudiz ani v tomto ptipadé A,B a C nelezi na jedné primce.

Nyni se podivejme na trojice bodi takové, Ze vSechny vznikly postupnym
kopirovanim X. Ptipad, kdy vSechny tii body vznikly kopirovanim Y je pak jen
posunuti. Méjme tedy body

A= (k+o,kp+0y),
B = (k+ o, +up®t k*p + oy + zp?),
C = (m+ o3, m?*p + 0y),

kde o4, ..., 04 jsou vhodné nasobky p, které zatim nemusime upfesiiovat, nicméné
je tieba poznamenat, Ze ze 04 a 05 lze z definice konstrukce vytknout alespon p*,
ddle ¢ > (a—2)p+4, u,r e Nakme {0,...,p— 1}.

1. Nejprve predpokladame, ze k # m. Zobrazme si nyni tyto body do mensiho
toru Tyayp(a—2p+4, Obrazy oznacme A’, B', C'. Dostévame, ze

A= (k+ 01, k°p + a5),
B' = (k+ o, +up” ', k*p + ),
C' = (m+ o3, m*p + ),

kde 0%, 0’ jsou opét nasobky p s tim, Ze z nich lze vytknout alespoti p?.
Podivejme se na ptimku mezi A" a C’. Bude dana vektorem A’ —C’" = ((k—
m)+oy,—o3, p(k—m)(k+m)+o,—0o}). Vektor A’—C" tedy mizeme napsat
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ve tvaru (vy,p"vs), kde p{ vi,ve a h € {1,2} podle toho, jestli k +m = p.
Délka d této piimky pak bude dle lemmatu d = lem(p®, plo=2pti=h),
Déle zobrazme body A’, B', C' na torusT a-1 (a-2p+, Obrazy oznacme A",
B”, C". Plati, 7e

A" = (k + 0o}, k*p + o5),
B// — A//
C" = (m+ o3, m2p + al),

kde o] a o} jsou nasobky p. Potom piimka mezi body A” a B” je dana
vektorem A”"—C" = ((k—m)+0;—0o%, p(k—m)(k+m)+oh—0c})) = (v}, p"vh),
kde p { v}, vh. Tedy délka d’ této piimky bude d’ = lem(p?~!, ple—2p+i=h),
Plati, ze (e —2)p+4—h > a pro a > 1. Tedy d’ = d a dle lemmatu [3.1§]
A’ B, C" nelezi na jedné primce. Tedy ani A,B,C nelezi na jedné piimce.

. Zbyva ovérit pripad, kdy k = m. Nejprve predpokladejme, Ze vSechny body
tedy vznikly kopirovanim jednoho bodu z X, ale nejsou vsechny kopie jed-
noho bodu z N. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze jeden z téchto
bodt je pocatek, jinak posuneme. Budeme mit tedy body

A =(0,0),
B = (up® ", zp?),
C' = (vp', yp"),

kde u,z,v,y jsou nesoudélné s p, ¢ € {pla=2r+t . ple=br+2} ¢ < g — 2,
r < (a — 2)p + 2. Podivejme se opét, co se s témito body stane, kdyz je
zobrazime standardnim zobrazenim na torus 7., a-2p+4. Dostavame body

A’—(OO),
B = (up™1,0),
C" = (vp',y'p")

pro vhodné 3/, které neni délitelné p. Nyni si spocitame, jaké jsou délky
pfimek mezi A" a C’. Podobné jako v poznamce [3.9] dostaneme, Ze piimka,
ktera prochazi pocatkem, tedy bodem A’; a C’, prochézi i body (wq,ws) ve
tvaru

wi=v (mod p*")
wy=yp" (mod pleTHPTE),

a p(a 2)p+4

Kazda pfimka mezi A" a C" bude mit tedy délku d = lem(p ) dle
lemmatu[L.7 Zobrazme nyni body A’, C' na torus 7. Xp(a*2)p+4- Dostaneme
body
A// — A/
C// — (U/pt’y/pr)
pro vhodné ¢/, které neni délitelné p. Délka d' kazdé primky mezi A” a B”

bude d’ = lem(p*~!, %). Protoze pro vSechny kombinace r,t v souladu
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s definici konstrukce plati, ze r—t < (a—2)p—a+4, je (a—2)p+4—(r—t) > a,
a proto d = d'. Coz diky lemmatu znamena, ze body A’, B’, C' nelezi
na jedné pfimce, tedy ani A, B, C nelezi na jedné piimce.

Nakonec se podivejme na pripad, kdy jsou vSechny tii body kopie jednoho
bodu z N. Bez ijmy na obecnosti necht jsou vSechny tfi kopie pocatku,
jinak posuneme. Dostavame body

A= (up”™,p"),

B = (vp T),

C = ( a—l 7‘)
pro néjakd navzajem rizna q,r,s € {p@ 2P+t pla=brt2} 3 dle kon-
strukce odpovidajici navzajem riznéd u,v,w € {0,...,p—1}. Zde nemizeme

pouzit postup jako v predchozim pfipadé, protoze obrazy téchto tii bod na
toru Ta—1, ya-2p+4 budou shodné. Bude tfeba pocitat determinant. Ozna-

éme b = pl@=P+2 3 oznaéme D obecny determinant pro tyto body dle
lemmatu [.L9. Potom

D = D(((up™,p?), (vp™ 1, p"), (wp™", p%)) + p*F D((r, p7), (B1,07), (71, 9°))+
+p"D((up®™", a2) (0p™ ", Bo) (wp™™ ', 72)) + PP ((ar,a2), (B1, Ba), (11, 72)) =
pa+7' 1( w) _i_paJrqfl(w o 'U) +pa+871(v - U) +pa+1(pr(a1 o 71)_’_
+ 0% = B1) + (B — an)) +p*TIQ + pt W

pro vhodna Q,WW € Z. Necht bez Gjmy na obecnosti ¢ je nejmensi nenulové
¢islo z {q,r,s}. Potom jisté ¢ < b. Proto z vyrazu D muZeme vytknout
p*t7=1 a dostaneme p?™4~1((w —v) + pH) pro vhodné H € Z. Proto D # 0,
a tedy body A,B,C diky lemmatu nelezi na jedné primce.

]

Poznamenejme jesté, Ze pro p = 2 Ize druha soufadnice toru jesté snizit o 1.
Tudiz plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.20. 7(Thayg2a-1) = 2°T proa € N.

Dikaz. Pro torus Thyo mizeme jisté pouzit vSechny ¢tyfi jeho body, coz jsou
v podstaté také body mnozin X = {(i,i’p);i € {0,1}} a Y = {(4,i°p + 1);i €
{0,1}}. Déle pro a > 1 vezmeme stejné jako ve vété mnozinu pro a — 1,
kterou ozna¢ime N a jednou ji zkopirujeme. Necht w € N. Pak jeho kopie bude
w + (2071, 2(2a1)) | Diikaz je skoro stejny jako v piedchozim piipadé, rozeberou
se tedy rizné pripady. Vyuzije se napi. vlastnost, ze pro p = 2 nebude nikdy
k +m = p pro rtzna k,m € {0,...,p — 1}. O

Pro uplnost, ale jiz bez dikazu, uvedme jesté tvrzeni z ¢lanku [1], resp. [2].
Véta 3.21 (viz [I] nebo [2]). Bud p prvocislo, potom Ty, > p+ 1.

7, ¢ehoz potom plyne nasledujici disledek.
Dusledek 3.22 (viz [I] nebo [2]). Bud p prvocislo, potom T, =p + 1.
Diikaz. Kombinace horniho odhadu [3.11] a dolniho odhadu [3.211 O
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4. Posloupnosti

Nyni se podivejme, jak se bude chovat 7, pokud jeden rozmér toru zafixujeme
a druhy budeme ménit.

Definice 4.1. Necht z € N\{1}. Pak definujme posloupnost P, (x) tak, ze P,(x) =
T(Toxz)

Napriklad pro z = 2 dostavame posloupnost 2,4,2.4, ... Pfi prozkoumani ma-
Iy;ch hodnot z se zda, ze posloupnosti P, jsou periodické. Otazka je, jestli to plati
pro kazdé z € N. Poznamenejme, ze P, miize nabyvat jen kone¢né mnoha hod-
not a to konkrétné 2,...,2z (lemma . Z toho plyne, Ze posloupnost nabyva
néjakého maxima, které je nejvyse 2z.

Véta 4.2. Bud p prvocislo, a € N. Oznacme t = max,ey Ppa(x). Ddle oznacme
m = min{z; Py (z) = t}. Potom posloupnost Py je periodickd s periodou m.

Diikaz. Z minimality m plyne m = p® pro b € N. Kdyby totiz m bylo ve tvaru hp®
pro e € N a h > 1 takové, ze p { h, z véty dostaneme, ze Pa(p®) = Pya(hp®).
A tedy by m nebylo minimalni. M&me tedy libovolné z € {1...p"}. Ukazme,
7e Py(z) = Py(x + ap®), pro libovolné o € N. Rozepisme x = rp!, kde [ > b a
GCD(r,p) = 1. Potom z véty 2.4 vime, Ze Py(x) = Py (p'). Rozlisime 2 piipady:

1.z<p’
Pak z +ap® = p'(r + ap®™!). Protoze b—1 > 1, bude GCD(r + ap®~!,p) = 1.
Dle véty [2.4 Ppe(r + am) = Py (p') = Ppa(x).

2. x=7p°

Pak z+ap’ = p’(1+a). JelikoZ P, (p®) je maximalni hodnota posloupnosti,
tak z dusledku Pya(p®) = Pye(np?), pro jakykoliv nenulovy nasobek n.

Tudiz pro kazdé € N : Py () = Ppa(z + am). O

Diusledek 4.3. Posloupnost Py, kde p je prvocislo, a € N, je periodicka s peri-
odou pl@—p+2,

Dikaz. 7 véty vime, 7e Py (p'*~VP+2) = 2p® coZ je z véty 3.1 maximum této
posloupnosti. Tudiz z vét a je pl@=DP+2 jist& nasobkem nejmensi periody,
a tedy je také periodou. O]

Dusledek 4.4. Posloupnost P, kde a € N, je periodickd s periodou 22271,
Dikaz. Podobné jako v predchozim ptipadé, s vyuzitim véty (3.20] O]

Pro mocniny prvocisla periodicita vychazi docela pékné. Otazkou ztistava,
jestli 1ze postup zobecnit pro libovolné z € N\ {1}. Uvazujme tedy libovolné z.
Muzeme ho napsat jako soucin prvocisel. Necht n je pocet prvocisel v rozkladu z
al={1,...,n}.Pak z = [[_, p{", kde p; je dané prvocislo rozkladu a a; jeho
mocnina.

29



Véta 4.5. Necht z € N. Pak posloupnost P, je periodickd.

Dikaz. Bud z = [[;_,pi* prvociselny rozklad ¢isla z. Pak definujme m, =
15, p% pro b; takové, aby platila nasledujici podminka.

Pro kazdé J C I : P[] o? T[] »7) = PI 00 T125) (4.1)

jed jeJ jeJ jed

pro libovolna d; > b;, ¢; < b; a kde J =1\ J. Toto ¢&slo ndm bude slouzit jako
perioda. Je ale nejprve tfeba ukazat, Ze viibec existuje pro kazdé z € N\ {1}.

Méjme [, pfgm pro libovolné bgo) > a; takové, aby platilo, ze P, (]}, pggm)
je maximum posloupnosti pfes vSechna z ve tvaru [[}_, pf y/ Vétyh vime,
ze to bude i maximum pres vsechna mozna x. Tuto hodnotu oznac¢ime max P,.
Ukazeme, jak z tohoto ¢isla dostaneme hledané m,. Ozna¢me B(®) = (bgo))ie I
tedy hodnoty mocnin pro jednotliva prvocisla. Tyto hodnoty budeme postupné
zvétsovat na BY) = (bgl))ig, B® = (bz@))i@, ..., dokud nedostaneme mocniny
pro hledané m,. Nejprve jesté poznamenejme, ze dvojici J C I a C = (¢j)jes
takové, Ze ¢; < bgi_l) pro j € J v i. kroku, budeme nazyvat konfiguraci a znacit
K(C,J).

(0)

Zatneme tedy tim, Ze mame vySe definované v := [, pfi , a tedy i BO),
Pokud uz v splituje nasi podminku (4.1)), jsme hotovi. Pfedpokladejme tedy, ze
podminka nebude splnéna. To ndm dokazuji konfigurace K (C,J), pro které plati,

(

o = . b\ :
ze existuji d;; d; > b§o) pro 5 € J, takova, ze hodnota PZ(H.Gjij Hjer;J) <
P(Iljez pjj [1;c ;P;) =t R (opatni nerovnost z diisledku nenastane). Efed—
pokladejme navic, Ze ¢islo R uz nevzroste zvysenim néjakych d; pro j € J. To
si mizeme dovolit, protoze P, miize nabyvat pouze konetné mnoha hodnot a

plati dasledek 2.2] Pro kazdou konfiguraci K(C,J), pro kterou neni podminka
1} splnéna, potom polozme ij(C’J) = d;
konfiguraci), kde j € J.

Pro j € J polozme b

(rozumime pfislusné d; pro danou

K(C,J
1 7 k(C

ve b") bude maximalni b

) = b;. Definujme nyni posloupnost hodnot BW tak,

) pres viechny konfigurace K (C,J), pro které neni

(1)
podminka 1' splnéna. Z této konstrukce vyplyva, ze pro hodnotu [, pi-)i

bude podminka splnéna pro vSechny K(C,J) takové, ze ¢; < bgo), kde 5 € J.
Protoze jsme zvysili mocninu u néjakych z prvocisel p;;¢ € I, dostaneme nové
mozné konfigurace K(C,J) takové, zZe existuje j € .J, pro které ¢; > bE-O) . Pro tyto
konfigurace nemusi byt ale podminka, splnéna.

Tento postup proto nékolikrat zopakujeme. Obecné v k. kroku zac¢iname s hod-
(k=1)

b
notou [ | iea i Pokud uz je pro ni podminka 1} splnéna, jsme hotovi. Pokud
ne, pro kazdou konfiguraci K (C,J), ktera nespliiuje podminku opét najdeme d;
takova, Ze P,([ [, pjj [Lics p;j ) se uz nezvysi pii zvyseni mocnin u p; pro j € J.
KO0 = djprojeJa bf(c"]) = bg-k_l)

Polozime b; ( pro j € J. Jako bgk) potom vez-
7J)

meme maximéalni bf((c pfes vSechny konfigurace K (C,J) nespliiujici podminku
(k)
a tim definujeme B®). Pro hodnotu I, pf pak bude podminka 1} splnéna

pro vSechny K (C.,J) takové, ze ¢; < bgk_l), kde j € J.
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Je potreba nahlédnout, ze po kone¢né mnoha krocich budeme mit hledané
m,. Podivejme se tedy, co se stane po n — 1 krocich. Pro spor predpokladejme,

Ze podminka jesté neni splnéna. Mé&jme tedy pro néjaké J C I a ¢; < bg-"fl),

n—1

kde j € J, vyraz Pz(Hjejpj; )Hjejp;j) takovy, Ze hodnota P, se jesté da
zvysit zvySenim mocnin u pj;j € J. Oznacme Jy = {j;j € J,b* Y < ¢; < bgk)}
pro k € {1,...,n — 1}. Dodefinujme pak J, = {j;j € J,¢; < bgp)}. MnozZin
Jo, 1, Ju_1,J je dohromady n + 1, jsou navzajem disjunktni a vSechny jsou
podmnoziny I. Jelikoz |I| = n, musi byt néjaka z téchto mnoZin prazdnéa. Aby
mélo smysl hovofit o nesplnéné podmince, J to byt nemtize. Pokud bude prazdna
Jy—1, podminka musi byt splnéna, protoze to bylo zafizeno v (n — 1). kroku.
Pokud bude prazdna mnozina .J,, dostavame z dtsledku a z volby B

(0) b;n—l)

b e
maxP. = P.([[p" ) < ([ [y ]P)
=1 jeJ jeJ
protoze v takovém pripadé pro kazdé j € J plati, ze b0 < ¢; a také pro ka-
7dé j € J plati, ze b0 < bgn_l). Coz diky dflsledku znamena, ze vyraz

pln=1) ..
P.(Iljezp/  1ljesp;’) uZ neni mozné zvysit.
Necht je tedy prazdnd mnozina J, pro h € {1,...,n — 2}. Z disledku
dostavame

b(n—l)

bl ¢y c; cj cj cj
(I IIey=P(le; IIe7- 11 »7 11 #7- 11 202
jeJ JjeJ jeJ Jj€Jo Jj€Jn-1 Jj€JIht1 Jj€JIn—1
pth o piM) i) o
> Pz(Hpj] Hpjj Hpjj ) :Pz(Hpj] Hpjj) = Q,
iel  jeM  jev jedf jeM

kde M = Jpcpcp 1oy M = I\ M a V= {J,,1<p<p_s Ju- Hodnota Q uz ale
nevzroste zvySovanim mocnin bgh) up;;j € M (neboli j € V U J). To jsme totiz
zaridili v h. kroku. Protoze bg»h) < dproj eV a bg-h) < bﬁ-"*l) pro j € J,
dostavame spor.

Nyni uz pristupme k samotnému diikazu periodicity P,.

Potfebujeme ukazat, ze pro kazdé x < m, a prokazdé a € Ny : P,(z) = P,(x+
am). Ozna¢me P = {py,...,p,}. Tj. mnozina pravé takovych prvocisel, ktera jsou
v prvociselném rozkladu z. Vezméme libovolné x € {1, ..., m,}. Mtizeme rozepsat
jako z = r[[;_, pi". Kde pro r plati, ze GCD(r,p) = 1 pro kazdé p € P. Z véty
vime, ze P,(z) = P.([[;_, pi"). Rozlisime dva piipady:

1. s; < b;prokazdé i € {1,...n}
Potom 2 + am, = [[I_, pi'(r + a[[1, p2' ™). Viraz v zévorce je jisté ne-
soudélny se vemi p € P. Tudiz P,(x + am,) = P.([[/_,p;") = P.(x) dle
véty

2. Existuje i € {1,...,n} takové, ze s; > b;.
Necht K C {1,...,n} je mnozina takovych i, pro kterd s; < b;, L C
{1,...,n} mnozina takovych i, pro kterd s; = b; a M C {1,...n} mnozina
takovych 7, pro ktera s; > b;. Dostavame
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wt+am; = [Lick 0" Tlicrom pi(r [Lien P ta [Liex pi'~*). Mitze se nim
stat, ze sCitance v zavorce se nam sec¢tou na nasobek néjakého prvocisla p;
pro i € LU M. Zde vyuzijeme toho, jak je definovano m,, diky cemuz
nam to nevadi a hodnotu P, ndm vynasobeni vyrazem v zavorce neovlivni,
protoze z definice m plati, Ze P.([L,cx 27" [ Licrom pfl) nevzroste zvySenim
mocnin u p;, kde ¢+ € LU M. Neovlivni ji ani vynasobeni jakymkoliv ¢islem,
které nemda v prvociselném rozkladu p; pro i € I (véta . Dostavame, ze
P.(x + am) = P.([Leg 9} Tlicron 87) = P(ITZy pY) = Pu(x), coz plati
opét z vlastnosti m..

Tudiz pro kazdé x € {1,...,m.} plati, ze P.(x + am,) = P,(z). O
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