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Abstrakt: Prace pojednava o podminéné hodnoté v riziku, jeji robustifikaci vzhle-
dem k pravdépodobnostnimu rozdéleni vynosu a vyuziti pri hleddni optimélni
skladby portfolia. V prvni kapitole je zadefinovana podminénd hodnota v riziku
a jeji robustni zobecnéni véetné motivace. Druha kapitola pojednava o zakladnich
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parametru hladiny. Také je zde ukéazano, ze se nékteré tyto vlastnosti zacho-
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hledani optimélni skladby portfolia na zakladé podminéné hodnoty v riziku a jeji
robustifikace. Tato prace se vénuje jen specialnim pripadum, které vedou na 1ilohu
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Uvod

V praxi se pii investi¢nich rozhodnutich casto stava, ze budouci vynosy inves-
tice nejsou deterministické a je tedy potieba je povazovat za ndhodnou veli¢inu.
Ptirozena otazka, kterou si investor klade, potom zni, jak vybrat optimalni sklad-
bu investi¢niho portfolia.

Nejprve je potieba popsat matematické modely, které slouzi k popisu ta-
kovychto situaci. Nejzakladnéjsim modelem je tzv. Markowitziiv model (Casto
také zvany mean-variance model). V tomto modelu je za optimélni portfolio
oznaceno takové portfolio, které splni pozadavek na minimélni velikost stredni
hodnoty vynosu, kterou si predem predepiSeme, a soucasné ma mezi takovymito
portfolii minimalni rozptyl vynosu. Tento model mimo jiné predpokladd, ze vy-
nosy investice se fidi normalnim rozdélenim, coz ale v mnohych piipadech neni
opravnény predpoklad. Ukazuje se, ze Markowitzuv model je prilisné zjednoduseni
realné situace, a je tedy potieba hledat lepsi modely.

V této praci se budeme zabyvat modely, které Markowitziiv model v urcitém
smyslu zobecnuji. Budeme se zabyvat problémem hledani takové skladby portfo-
lia, aby stejné jako v Markowitzové modelu byla splnéna podminka na minimaln{
pozadovanou stiedni hodnotu vynosu, ale misto minimalizace rozptylu vynosu
portfolia si predepiSeme podminku minimalizace miry rizika, které budeme méfit
jinymi zpusoby nez pouze rozptylem vynosu portfolia.

Je ziejmé, ze ruzné zadefinované miry rizika budou mit ruzné vlastnosti. V
tomto textu budeme za miru rizika volit podminénou hodnotu v riziku a jeji zo-
u kterych si popiseme jejich zakladni vlastnosti. Tyto modely se ¢asto nazyvaji
mean-CVaR, resp. mean-WCVaR modely.

Nasim hlavnim cilem potom bude formulovat optimalizacni lohy minimali-
zace miry rizika za podminky na minimalni predepsanou stfedni hodnotu vynosu
v riziku jako mér rizika. V této praci budeme uvazovat pouze takové specidlni
pripady, aby bylo zajisténo, ze vysledna tloha bude feSitelnd pomoci linearniho
programovani, coz umozni efektivni numerické feseni.

Na zaver si také ukazeme aplikace téchto postupu na realnych datech z fi-
nan¢nich trhu.



Kapitola 1
Metody méreni rizika

Cilem této kapitoly je pfedstavit matematicky model pouzivany pfi investi-
¢nim rozhodovani za neurcitosti a uvést definice nejcastéji pouzivanych mér rizika
véetné radné motivace.

1.1 Matematicky model

K popisu budoucich vynosu a ztrat spojenych s investicnim rozhodnutim bu-
deme pouzivat ztratovou funkci, coz bude funkce dvou redlnych vektorovyvch
proménnych predstavujicich konkrétni volbu investicniho portfolia a budouci vy-
nosy aktiv v portfoliu. V celé této praci budeme obé tyto proménné chépat jako
realné n-rozmérndl| vektory vyjadiujici vahy zastoupeni jednotlivych aktiv v port-
foliu, resp. procentualni vynosy jednotlivych aktiv.

Definice 1 (ztratova funkce). Ztrdtovou funkci rozumime redlnou funkci 2n
redlngjch proménngjch f(x,y) : R*™ — R wyjadrugici jakou ztrdtu pri investici
utrpime, kde x € X C R"™ wvyjadruje konkrétni volbu portfolia a y € R™ vyjadruje
budouci procentudlni vinosy aktiv. Mnozina X oznacuje omezeni na skladbu port-

folia.

Budeme uvazovat pripad, ve kterém budouci vynosy aktiv y nejsou doptedu
znamé. Budeme je v nasem modelu povazovat za realny nahodny vektor dimenze
n, ktery budeme déle znacit Y. Tento nahodny vektor bude zobrazeni z néjakého
pravdépodobnostniho prostoruﬂ (Q,A,P) do (R", B").

V dusledku toho i vySe zadefinovana ztratova funkce prejde v nahodnou
veli¢inu f(z,Y) definovanou na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) zavislou
na konkrétni volbé portfolia x € X. Naddale budeme pod pojmem ztratova funkce
rozumnét pravé tuto ndhodnou velicinu. Dale budeme také potiebovat pracovat
s distribu¢ni funkci této ndhodné veliciny, kterou zavedeme vztahem

U(z,¢) =P (f2,Y) < (),

kde x € X je konkrétni volba portfolia.

In € N v tomto piipadé vyjadiuje pocet aktiv, které pii investi¢nim rozhodovani uvazujeme.

2Elementy mnoziny €2 si mizeme piedstavovat jako stavy viech proménnych, které ovliviiuji
cenu aktiv (tj. stav ekonomiky, pocasi, aktivity ostatnich obchodniki atd.). Pfesnd podoba
mnoziny € je prili§ slozitd na to, abychom ji uméli néjak lépe popsat. O pravdépodobnostni
mite P zpravidla moc informaci také nemame.



Pti snaze o optimalni volbu portfolia budeme tedy tesit problém, jakou zvolit
skladbu portfolia x € X, aby méla ztratova funkce f(z,Y) v uréitém smyslu
nejlepsi vlastnosti. Nas bude zajimat stfedni hodnota ztratové funkce a mira
rizika. Nejprve si tedy korektné zavedeme, co budeme rozmét pod pojmem mira
rizika.

Predstavme si, ze zname nahodnou veli¢inu popisujici vynosy a ztraty z urcité
investice (tj. ztratovou funkci) a chceme popsat, jaké riziko je s touto investici
spojeno. Mirou rizika budeme rozumét zobrazeni, které ztratové funkci priradi
realné ¢islo (nebo nevlastni hodnotu +o00) vyjadiujici, jak je dand investice ris-
kantni.

Definice 2 (mira rizika). Necht (9, A, P) je pravdépodbnostni prostor. Potom
mirou rizika budeme rozumét zobrazeni z prostoru redlniych ndhodnich velicin
definovangjch na (2, A,P) do R U {£o0}.

Poznamka. Vyhodou této definice je, ze bude existovat usporadani investic,
tedy redlnych ndhodnych veli¢in vyjadiujicich vynosy a ztraty dané investice (t;.
ztratovych funkef), podle urcité miry rizika. Bude tedy smysluplné mluvit o tom,
ze jedno investicni rozhodnuti je rizikovejsi nebo naopak méné rizikové nez druhé.

1.2 Nejcastéji pouzivané miry rizika

Riziko spojené s investi¢nim rozhodnutim lze méfit mnoha ruznymi zpusoby,
zde si uvedeme ty nejcastéji pouzivané.

Definice 3 (hodnota v riziku). Necht f(z,Y) je ztrdtovd funkce a o € (0,1).
Potom definujeme hodnotu v riziku na hladiné o spojenou s vybérem portfolia
x € X jako

VaR,(z) = min{¢ : ¥(z,{) > a}.

(viz|Rockafellar a Uryasey (2002), definition 1.)

Pozndmka. Diky spojitosti zprava distribu¢ni funkce ¥(z, -) mame zaruceno, ze
se minima na pravé strané vyrazu vzdy nabyde a definice je tedy korektni.

Pozndmka. Znaceni hodnoty v riziku VaR, (x) pochazi z anglického vyrazu pro
hodnotu v riziku value at risk.

Na tomto misté je dulezité poznamenat, ze v piipadé, ze pro dané o € (0,1)
existuje (p takové, ze plati W(x, () = a (tedy (p je a—kvantil ndhodné veli¢iny
f(z,Y)) a distribuéni funkce ¥(x, () je ostfe rostouci v proménné ¢ na néjakém
okoli bodu (y, potom plati VaR, (x) = (y. V ostatnich piipadech se definice VaR,,
neda takto zjednodusit.

Hodnota v riziku vyjadiuje, jakou minimalni ztratu utrpime v nejhorsich
moznych piipadech, jejichz pravdépodobnost vyskytu je mensi nebo rovna (1—a).
Nejcasteji se za o voli hodnoty 0,9, 0,95 nebo 0,99. Tato informace muze byt
v urcitych situacich uzitecnd, ale musime si uvédomit, ze hodnota v riziku ne-
podava zadnou informaci o rozsahu ztraty v nejhorsich piidadech, které jsou méné
pravdépodobné nez (1 — «).



Definice 4 (podminén4 hodnota v riziku). Necht f(x,Y) je ztrdtové funkce a o €
(0,1). Potom definujeme podminénou hodnota v riziku spojenou s volbou portfolia

x € X jako
1
CVaR,(z) = T—oF [f(2,Y) - I(5a, v)>VaRa(@))] -

(viz|Rockafellar a Uryasey (2002), definition 3.)

Pozndmka. Znaceni podminéné hodnoty v riziku CVaR,(x) pochédzi z ang-
lického vyrazu pro podminénou hodnotu v riziku conditional value at risk.

Vsimnéme si, ze CVaR,, (z) neni zadefinovana jako podminéna stfedni hodnota
f(z,Y) za podminky f(x,Y) > VaR,(z), coz je zpuisobeno tim, ze délime vyrazem
(1— ) anikoliv vyrazem P(f(x,Y) > VaR,(z)), coz by odpovidalo vyse popsané
podminéné stredni hodnoté. Pravé diky této definici ma CVaR mnoho péknych
vlastnosti, o kterych pojednava druha kapitola této prace.

Podminéna hodnota v riziku uvadi, jakou mame ocekavat ztratu za podmin-
ky, ze nastane néktery z nejhorsich piipadu, jejichz pravdépodobnost vyskytu je
mensi nebo rovna (1 — «). Oproti hodnoté v riziku ma tu vyhodu, ze vyjadiuje
jakou ztratu bychom v nejhorsich ptipadech méli ocekavat. Hodnoty parametru
a se stejné jako v pripadé VaR, nejcastéji voli jako 0,9, 0,95 nebo 0,99.

Na tomto misté uvedeme zékladni tvrzeni o vztahu hodnoty v riziku a pod-
minéné hodnoty v riziku.

Véta 1. Necht f(x,Y) je ztrdtovd funkce a o € (0,1). Potom pro viechna
x € X plati
VaR,(z) < CVaR,(x).

(viz|Rockafellar a Uryaseu (2002), corollary 7.)

Dikaz. Platnost této nerovnosti plyne primo z definic podminéné hodnoty v
riziku a hodnoty v riziku.
d

Déle se budeme vénovat robustifikaci mér rizika, zejména podminéné hodnoty v
riziku.

1.3 Robustifikace

Nyni uvedeme zpusob, kterym se daji dosud definované miry rizika zobecnit.
Dosud jsme predpokladali, ze rozdéleni budoucich vynosu aktiv je zcela znamé,
nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy tomu tak neni. Predpokladejme, ze mame
néjakou miru rizika a néjakou mnozinu moznych rozdéleni budoucich vynosu aktiv
a chtéli bychom zadefinovat novou miru rizika tak, aby vypovidala o tom, jaké
hodnoty by nabyla puvodni mira rizika v piipadé, ze skutec¢né rozdéleni budoucich
vynosu aktiv je to nejhorsi mozné z téch, které jsme uvazovali. Timto dochazi
k robustifikaci puvodni miry rizika vzhledem k pravdépodobnostnimu rozdéleni
budoucich vynosu aktiv.

Matematicky budeme vyse popsanou situaci modelovat tak, ze ndhodny vektor
budoucich vynosu aktiv Y budeme chapat jen jako méritelné zobrazeni z prostoru
(©,.A) do prostoru (R", B"), pficemz na prostoru (£2,.4) budeme uvazovat ruzné
pravdépodobnostni miry. Timto zpusobem dostaneme ruzné rozdéleni budoucich
vynosu aktiv.



Definice 5 (robustifikace miry rizika). Necht M je libovolnd neprdzdnd mnoZina
pravdépodobnostnich mér na prostoru (2, A), Z : (Q,A) — (R, B) je méritelné
zobrazent vyjadrugici ztrdty utrpené pri urcité investici. Zp : (2, A,P) — (R, B)
necht jsou ndhodné veliciny, které vanikly ze zobrazeni Z pouze priddnim pravdeé-
podobnostni miry P € M k prostoru (2, A). Necht ddle p je libovolnd mira rizika,
potom zadefinujeme robustni miru rizika puE| jako

pu(Z) = sup p(Zp). (1.1)

PeM
(viz|Zhu a Fukushimal (2009), chapter 2)

Pozndmka. Striktné vzato, zobrazeni p,, definované vyse neni mirou rizika ve
smyslu definice 2} Pro jednoduchost ovéem ve zbytku této préce budeme takto
definovand zobrazeni také oznacovat jako miry rizika.

Na tomto misté zadefinujeme, jak presné vypada robustifikace podminéné hod-
noty v riziku.

Definice 6 (nejnepiiznivéjsi podminénd hodnota v riziku). Necht M je libo-
volnd neprdzdnd mnoZina pravdépodobnostnich mér na prostoru (,.A), Y necht
je méritelné zobrazeni z prostoru (2, A) do (R"™, B™) vyjadiujici budouci vynosy
aktiv a o € (0,1). Potom zadefinujeme nejnepriznivéjsi podminénou hodnotu v
riziku spojenou s vybérem portfolia x € X na hladiné o jako

WCVaR,(z) = sup CVaR,(z). (1.2)

PeM

(viz|Zhu a Fukushima (2009), definition 1)

ev s

Pozndmka. Znaceni nejnepiiznivéjsi podminéné hodnoty v riziku WCVaR,, ()

worst case conditional value at risk.

Nejnepiiznivéjsi podminénou hodnotu v riziku jsme zavedli z duvodu, aby-
chom se umeéli vypotradat s pripadem, kde nezndme presné rozdéleni ztratové
funkce. Lze snadno nahlédnout, ze pokud zvolime mnozinu M jednobodovou,
prejde nejneptiznivéjsi podminénd hodnota v riziku na podminénou hodnotu v
jadiuje, jakd bude podminéna hodnota v riziku v ptipadé, ze skuteéné rozdéleni
budoucich cen aktiv je to nejhorsi mozné z téch, které pripoustime.

V dalsi ¢asti tohoto textu ukazeme, Ze nejnepiiznivéjsi podminéna hodnota v
riziku si zachova nékteré dulezité vlastnosti podminéné hodnoty v riziku, zejména
koherenci.

3dolni index w z anglického worst case tj. nejhorsi pifpad
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Kapitola 2

Podminéna hodnota v riziku a
jeji robustifikace

V této kapitole se budeme vénovat zakladnim vlastnostem podminéné hodnoty
v riziku a jeji robustifikaci. Ukazeme, jak je mozné pievést hledani CVaR na
feSeni ulohy minimalizace konvexni funkce v jedné proménné. Ukazeme, ze CVaR
je spojita v parametru hladiny a. Definujeme, co znamena koherence miry rizika
a vysetfime koherentnost CVaR i WCVaR.

2.1 Formule pro vypocet CVaR

Necht f(z,Y) je ztratovéa funkce s koneénym prvnim momentem a a € (0, 1).
Potom zadefinujeme pomocnou funkci

F.(z,¢) :C+ﬁE [1f(z,Y)=¢"], C€eR, (2.1)

kde vyuzivdme znaceni |f(z,Y) — (|* = max {0, f(z,Y) — ¢}. Tuto pomocnou
funkei nasledné vyuzijeme pii hledani hodnoty CVaR, (x), o ¢emz mluvi nésledu-
jici véta.

Véta 2 (minimalizacni formule CVaR). Necht f(x,Y) je ztrdtovd funkce s ko-
neénygm pronim momentem pro viechna x € X a necht o € (0,1). Potom funkce
F.(z,() zadefinovand vijrazem je konvexni a spojitd v proménné ( € R.
Navic plati

CVaR,(x) = rgleiﬂg F,(z,Q) (2.2)

a argmin g, (, ¢) je neprdzdny uzavreny interval, jehoz levy krajni bod je
VaR, ().
(viz|Rockafellar a Uryasey (2002), theorem 10, prevzato véetné dikazu.)

D1kaz. Nejprve ukdzeme, ze F,(z,() je korektné zadefinovana pro vsechna z €
X a vSechna ¢ € R. To je ovSem jednoduchy dusledek predpokladu o koneénosti
stfedni hodnoty ztrdtové funkce f, nebot stiedni hodnota na pravé strané je
konecéna pro vsechna x € X a viechna ( € R. Funkce F,(z,() je tedy korektné
zadefinovana.



Nyni se zaméfime na konvexnost a spojitost F,(z,-). Konvexnost F,(z, ")
plyne z konvexnosti funkce |f(x,y) — ¢|" v proménné ¢. Pro viechny A € (0,1) a
(1, (G € R plati vztah

Mf(y) =Gl + @ =N [f,y) = Gl 2> [f(@y) =2 — (1= NG|

Potom bude také nutné platit

E M (@) = G + B [(1 =N £z, Y) - 6]
>E[|f(z,Y) = AG — (1 - NGl

coz je vlastné ovéreni konvexnosti funkce E [| f(z,Y)—¢ |+} v proménné (. Funkce
F,(z,-) je souc¢tem linedrni (a tedy konvexni) funkce a konvexni funkce, musi tedy
byt také konvexni. Nakonec vyuzijeme faktu, ze kazda realnd konvexni funkce
definovana na celém R uz je nutné spojitda a navic ma konecné jednostranné
derivace, coz budeme dale v dukazu pouzivat.

Pro dukaz samotného vzorce budeme potiebovat vyjadieni téchto jed-
nostrannych derivaci. Zacneme s vyjadrenim deriva¢niho podilu pro (,(" € R,

¢#¢

Folr,d) = Falz.O) L o [f(2,Y) = ¢ — |f(z,Y) - ¢]"

=¢ —a 7=¢ /
kde jsme pouze dosadili za F,(z, () z definice (2.1)) a vznikly vyraz jsme upravili.
Nyni se zaméiime na vyraz uvniti stfedni hodnoty a budeme zkoumat, jakych
hodnot muze nabyvat. Nejprve se zaméiime na piipad, kdy plati ' > (. Je snadné
nahlédnout, ze plati

(2.3)

ot o+ [ =1 pokud f(z,Y) > (',
|f(z,Y) = ¢ / @ Y)=c" ) . pokud f(z,Y) < ¢,
C _C € [_17())7 pOkUd§<f(x7Y) SCI

Déle si musime uvédomit, ze plati vztahy
P(C < f(SL',Y) < C/) = \I]<x7€1> - \I](l',g),
P(f($7Y) > C/) =1- \IJ(QT, C,)7
z ¢ehoz plyne, ze pro kazdé (' > ( existuje p(¢, ") € [0, 1] takové, ze plati

p [ Y) = ¢ =@ Y) = 7] _
=

Diky spojitosti zprava distrubuéni funkce ¥ dostavame

lim Wz, (') = V(. Q)

a muzeme tedy vypocitat limitu

o g (@ Y) = ¢ = 1@ Y) = (7] _
¢N\C ¢'—C

—(1—=U(z,Q)). (2.4)



Zkombinovanim rovnic (2.3]) a (2.4]) dostavame vyjadreni derivace zprava funkce
Fo(, ¢) jako

Ot F, L Fu(z,{) = Fu(z,) 1 1=
3 (2,0) = lim T =1+ [P0 -1]=
- U(2,() —«
= — (2.5)

Nyni se zaméiime na piipad, kdy ¢’ < ¢, a budeme postupovat analogicky. Nej-
prve nahlédneme, ze plati

ot B = -1, pokud f(z,Y) > (,
) ¢ ) =gt [ 20 P e 2
=< € [-1,0), pokud ¢’ < f(z,Y) < C.

Podobné jako v predchozim piipadé plati vztahy

P(( < f2,Y) <¢) = ¥(z,¢(7) = ¥(x, (),
P(f(z,Y) = () =1—=¥(z, (),

z ¢ehoz plyne, ze pro kazdé ¢’ < ¢ existuje p((, (") € (0, 1) takové, ze plati

EPﬂLm—cg:guww«ﬁ]:

= —(1=9(z,¢) = p(¢,¢) [¥(z, ) — U(x, ()],

a muzeme tedy vypocitat limitu

|f(an) B C,|+ B |f(l'7Y) — C|+

¢=¢
Zkombinovanim rovnic (2.3) a (2.6) dostavame vyjadreni derivace zleva funkce
F,(z,() jako

lim E [
¢ ¢

|=-a-veen  eo

o F, o Fulx, () = Fu(z,() 1 1l =
I S e A

C U(x, () —a

T 1-a 27

Diky konvexité funkce F,(z,-) méme zaruceno, ze bude pro viechna ( € R
a vSechna x € X platit

0~ F, O F,
< ——
5.0 < )
a navic z odvozenych vzorcu pro jednostranné derivace plynou nasledujici limity
. O0°F, o' F,
O™ F, OTF, a
1- (0% o (03 _ .
(—1>I—noo ¢ (ZE, g) C—>I—noo oC (x7 C) 11—«



Vyuzitim znalosti o konvexité funkce F,(z,-) dostavame, ze pro kazdé ¢ € R
je urovnova mnozina této funkce

{C: Folz,0) < ¢} (2.8)

konvexni. Navic diky kladné limité jednostrannych derivaci funkce F(z,-) v ne-
koneénu a zaporné limité jednostrannych derivaci funkce F,(z,-) v minus ne-
kone¢nu vime, ze se jednd o uzaviené omezené intervaly. Funkce F,(zx,-) tedy
nabyva svého minima na uzavieném omezeném intervalu, jehoz vsechny body
musi splnovat podminku

O~ F, O+ F,
ac (,() <0< o (,0).

S vyuzitim odvozenych vztahu (2.5) a (2.7) pro jednostranné derivace funkce
F,(x,-) lze tuto podminku upravit na

Z definice hodnoty v riziku je vidét, Ze levy krajni bod tohoto intervalu musi byt
VaR, ().
Ze vztahu (2.9) plyne, ze plati

I?eiﬂg F.(z,() = Fy(z, VaR,(x)) = VaR,(z) + ﬁE [|f(x,Y) — VaRa(a:)|+] =

1
= E [f(2,Y) L v)>vaRa(@)] = CVaRa(2),

C1l-a

kde posledni rovnost je piimo definice CVaR,(z). Ukdzali jsme tedy platnost
vztahu (2.2)), ¢imz je dukaz véty dokoncen.
d

Ukazali jsme tedy, ze vypocet VaR a CVaR lze prevést na hledani minima
konvexni funkce jedné proménné. Tato minimaliza¢ni formule je velmi dulezita
pro formulaci optimaliza¢nich loh hledani portfolia s minimalnim CVaR, ¢ehoz
budeme déle vyuzivat ve 3. kapitole.

2.2 Zakladni vlastnosti CVaR

Mezi nejzakladnéjsi vliastnosti CVaR patii spojitost dle parametru hladiny o
a koherence. Témito dvéma vlastnostmi se nyni budeme zabyvat.

Véta 3 (spojitost CVaR). CVaR, () jako funkce proménnych x € X a « € (0,1)
je spojitd v proménné .
(viz|Rockafellar a Uryasey (2002), Proposition 13, prevzato véetné dikazu.)

Diikaz. Uvazujme pevné x € X a funkci

Oc(7) = CHAE[|f(2,Y) =[]
Potom bude dle véty [2 platit

) 1
CVaR,(x) = Iglelﬂlggc (1 — a) :

10



Jelikoz pro kazdé pevné ¢ € R je funkce 6.(y) afinni, bude platit, ze funkce
0(y) = min6c(7)

je konkavni. Kazda konkavni funkce definovana na R uz je nutné spojita. Dosté-
vame tedy, ze funkce 6(7) je spojitd. Ze vztahu

CVaRa(x):G( ! )

1l -«

uz s vyuzitim faktu, ze slozeni spojitych funkci je spojita funkce, plyne spojitost
CVaR,(z) v proménné a.
d

Pozndmka. Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze VaR,(z) neni spojita
v proménné «. Jako piiklad muze poslouzit libovolna ztratova funkce, jejiz dis-
tribuéni funkce nabyva na néjakém nedegenerovaném intervalu konstantni hod-
noty «ag z intervalu (0,1). Potom VaR,(z) jako funkce parametru « zfejmé neni
spojita v bodé ay.

Dalsi dulezitou vlastnosti mér rizika je koherence. Nejprve zde uvedeme defi-
nici koherentni miry rizika a nésledné ukazeme, ze CVaR a WCVaR jsou kohe-
rentni miry rizika.

Definice 7 (koherentni mira rizika). Necht Q je prostor redlngjch ndhodnijch
veli¢in vyjadrugicich ztrdtovou funkci a funkciondl p : Q — R U {£oo} necht
je mira rizika. Potom rekneme, Ze p je koherentni mira rizika, pokud spliuje
ndsledugjici ¢tyri podminky:

Monotonie: Pokud Y,Z € @Q jsou dvé ztrdatové funkce, pro které plati ¥ < Z,
potom musi platit

p(Y) < p(Z).
Subaditivita: Pokud Y, Z € Q) jsou dvé ztrdtové funkce, potom musi platit

p(Y +2) < p(Y) + p(2).

Pozitivni homogenita: Pokud Y € @ je ztrdtovd funkce a X > 0 je redlné ¢islo,
potom musi platit

p(AY) = Ap(Y).
(Pro tcely této definice uwvazujeme 0 - oo = 0.)

Nezavislost na posunuti: Pokud Y € @ je ztrdtovd funkce a A € R, potom musi
platit
p(Y +X)=p(Y)+ A\

(viz|Artzner a kol.| (1999), definition 2.4)

Pozndmka. Koherence zarucuje, ze se mira rizika chova v ur¢itém smyslu hezky:.
Zejména je dobré si uvédomit, ze diky splnéni podminky subaditivity a pozitivni
homegenity bude portfolio, vybrané na zakladé minimalizace koherentni miry
rizika, dobte diverzifikované. Je to zpusobeno tim, ze volné feceno podminky
subaditivity a pozitivni homogenity tikaji, Ze riziko drzeni konvexni kombinace
vice aktiv je mensi nebo rovno nez soucet rizik drzeni aktiv samostatne.

11



Je dulezité ukazat, zda miry rizika, které jsme definovali v prvni kapitole a
které budeme nadale pouzivat, jsou koherentni. Vzhledem k omezenému rozsahu
této prace nékterd tvrzeni uvedeme bez dikazu, pouze poskytneme odkazy na
literaturu, kde jsou podrobné dukazy uvedeny.

Véta 4 (Nekoherence VaR). VaR neni koherentni mirou rizika.

Dikaz. VaR nesplnuje podminku subaditivity, podrobny protipiiklad uveden
napiiklad v Artzner a kol. (1999), chapter 3.3.
4

Véta 5 (koherence CVaR). CVaR je koherentni mirou rizika.

D1ikaz. Dukaz uveden napiiklad v Rockafellar a Uryasev| (2002)), corollary 12.

3

2.3 Koherence WCVaR

V této podkapitole si ukazeme, ze WCVaR je také koherentni mirou rizika.
Toho dosdhneme pomoci obecnéjsiho tvrzeni, ze kterého uz bude ptimo plynout

koherentnost WCVaR.

Véta 6 (robustifikace a koherence). Necht M je libovolnd neprdzdnd mnoZina
pravdépodobnostnich mér na prostoru (2, A) a p necht je néjakd koherentni mira
rizika. Potom také robustifikace miry rizika p zadefinovand vztahem

pw(Z) = sup p(Zp),
PeM

kde Z je libovolné méritelné zobrazent z prostoru (2, A) do (R, B) a Zp je prislus-
nd ndhodnd veli¢ina vznikla doplnénim prostoru (2, A) pravdépodobnostni mirou
P € M, je koherentni mira rizika.

(viz|Zhu a Fukushimal (2009), proposition 1, prevzato véetné diukazu.)

Diikaz. Necht U,V jsou dvé méfitelnd zobrazeni z prostoru (£2,.4) do (R, B)
a Up, Vp jsou prislusné ndhodné veliciny. Dokazeme, ze pro p, plati vSechny
podminky z definice koherentni miry rizika.

Monotonie: Pokud U < V', potom musi platit
puw(U) = sup p(Up) < sup p(Vp) = pu(V),
PeM PeM
kde vyuzivame monotonie p. Timto je dokdzana monotonie py,.

Subaditivita: Musi platit
pu(U + V) = sup p(Up + Vp) < sup (p(Up) + p(Vp)) <

PeM PeM
< sup p(Up) + sup p(Vp) = pu(U) + pu(V),
PeM PeM

kde ve druhé upravé vyuzivame subaditivitu p a nasledné aritmetiku sup-
rém. Timto je dokézano, ze p,, je subaditivni.

12



Pozitivni homogenita: Necht A > 0, potom musi platit

pu(AU) = sup p(AUp) = A sup p(Up) = Apw(U),

PeM PeM

kde vyuzivame pozitivni homogenity p. V piipadé A = 0 pozadovand rov-
nost plati trividlné. Timto je dokdzana pozitivni homogenita p,,.

Nezévislost na posunuti: Necht A € R, potom mus{ platit

pu(U+A) = sup p(Up+A) = sup (p(Up) + A) = Atsup p(Up) = pu(U)+A,
PeM PeM PeM

kde vyuzivame nezavislosti na posunuti p. Timto je dokdzana nezavislost
na posunuti p,,.

Ovérili jsme tedy, ze p, spliuje vSechny podminky z definice koherentni miry
rizika.
d

Diisledek. Trividlnim dusledkem veét 5] a [6] je tvrzeni, ze WCVaR je koherentni
mirou rizika.
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Kapitola 3

Vyuziti CVaR a WCVaR v
optimalnim rozhodovani

V této kapitole se budeme vénovat zejména tiloham hledani optimalni skladby
portfolia . Jak uz bylo popsano v uvodu, nasim cilem bude formulovat tlohu
hledéani portfolia s pozadovanou stredni hodnotou vynosu a nejmensi moznou
mirou rizika (jako miry rizika budeme uvazovat CVaR, resp. WCVaR) jako tlohu
linearntho programovani.

Pro formulaci vét v této kapitole je dulezity predpoklad o koneéném prvnim
momentu uvazované ztratové funkce f(z,Y), proto nadale v této kapitole budeme
uvazovat pouze ztratové funkce s konecnym prvnim momentem. Pro jednoduchost
zépisu uz tento piedpoklad nebudeme u kazdého tvrzeni zvlast uvadét, ale bu-
deme ho povazovat za splnény. Také budeme potiebovat pouzivat jedno tvrzeni
z teorie optimalizace, které na tomto misté uvedeme bez ditkazu, pouze uvedeme
odkaz na literaturu, kde je dikaz podan.

Lemma 7. Necht X CR™ a Y C R™ jsou kompaktni konvexni mnoZiny a necht
redlnd funkce n +m redlngjch proménnych V(z,y) je konvexni v proménné x pro
vsechna y € Y a konkdvni v proménné y pro vsechna x € X. Potom plati

min max (2, ) = maxminy(z, y).

D1kaz. Dukaz uveden napiiklad v |Fan| (1953), theorem 1.

3.1 Optimalizace na zakladé CVaR

Nejprve si musime odvodit, jak najit optimalni skladbu portfolia z* € X tak,
aby byla CVaR,(z*) minimélni. O tom hovoii nasledujici véta.

Véta 8 (minimalizace CVaR). Necht X C R™ a a € (0,1). Potom plati

min CVaR,(z) = min F,(z,(),

zeX (z,{)eX xR
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kde Fy(z,C) je stejnd funkce jako ve vété[d Navic plati

(I*, (*) < argmin(x,()eXxRFOt(q;’ () A
& a* € argmin,. yCVaR, () a soucasné (* € argmin g F,, (2", ().

(viz|Rockafellar a Uryasey (2002), theorem 14, prevzato véetné dikazu.)

Duikaz. Prvni ¢ast vety plyne ze skutecnosti, ze pokud chceme minimalizo-
vat funkci vice proménnych, muzeme minimalizovat tuto funkci nejprve v jedné
proménné a poté vzniklou funkci minimalizovat ve zbylych proménnych. Kon-
krétné v nasem pripadé z véty 2| vime, ze

CVaR,(z) = min F,(z,Q).

Jako dusledek dostavame

in CVaR,(z) = minmin F,(z,() = in F,(z,(),
min CVaRo(z) = minmin Fo(x,¢) = min _ Fu(z,()

kde posledni rovnost plyne z vyse uvedého.
Druhd c¢éast tvrzeni uz je jen trividlni dusledek prvni césti.

J

Ackoliv nékdy muze byt uzitetné umét najit portfolio s nejmensi CVaR,,
v praxi obvykle chceme pfidat omezeni na minimalni pozadovanou stfedni hod-
notu vynosu portfolia. Toho docilime pfidanim podminky

p < E[z7Y], (3.1)

kde i € R vyjadiuje pravé minimalni pozadovanou stiedni hodnotu vynosu port-
folia. Snadno si uvédomime, Ze vyraz na pravé strané nerovnosti (3.1 je prave
sttedni hodnota vynosu portfolia. Nyni muzeme formulovat néasledujici dusledek.

Drisledek. Necht o € (0,1), p € R a X C R™. Potom je tiloha

minimalizovat CVaR,(x) za podminek x € X,
w<E [mTY]

ekvivalentni uloze

minimalizovat 0 za podminek x € X,
0> F,(z,(),
w<E [xTY] .
Diikaz. 7 véty 2l mdme, ze

CVaR,(x) = min F.(z,Q).

Nyni si musime uvédomit, ze dusledkem tohoto plati, ze pro libovolné pevné
x € X je tvrzeni
CVaR,(z) <6
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ekvivalentn{ tvrzeni

3¢ eR:  Fy(z, (%) <6.

7 tohoto uz piimo plyne tvrzeni dusledku.
4
Na tomto misté se budeme vénovat vypocetnim aspektum takto formulované
optimalizacni ulohy. Zavedeme dva dalsi omezujici predpoklady s cilem prevést
tuto optimalizacni ilohu do linearniho tvaru.
Zaprvé budeme za ztratovou funkci uvazovat pouze vynosy portfolia s opac-
nym znaménkem, tedy f bude mit nadale tvar

f(z,Y) = —27Y.

Zadruhé budeme o vektoru budoucich vynosu aktiv Y predpokladat, ze ma disk-
rétni rozdéleni s konecnou mnozinou moznych hodnot

H=A{Y1,...,Yx} CR" pro ngaké K € N.

Na tomto misté si musime uvédomit, ze zavedeni takovychto predpokladu neni
pro realné aplikace prilis omezujici. NaSe volba ztratové funkce je velmi intuitivni
a v praxi pouzitelna. Jelikoz tyto optimalizaéni tlohy budeme chtit aplikovat na
data z finan¢nich trhi, musime si uvédomit, ze ceny finan¢nich aktiv nejsou na
burzach kétovany spojité, nybrz diskrétné. Proto ani nas druhy predpoklad neni
v praxi prili§ omezujici.

Pouzitim téchto predpokladu prejde nerovnost

0 > Fu(z,()
v nerovnost

K
02 4 S ml (e Vi) — (I
k=1

kde 1, = P(Y =Y%), k=1,..., K. Timto jsme stale neziskali linedrni nerovnost,
ale snadno se muzeme presvédcit, ze tuto nerovnost muzeme v zadani optima-
lizacni ulohy ekvivalentné nahradit soustavou linedrnich nerovnosti

| K
92C+m;ﬂkuk7

uka(x,Yk)—C, ]le,...,K,
ug > 0, k=1,....K,
kde jsme si zavedli nové pomocné nezdporné realné proménné u,, k =1,..., K.

Podobné ptejde nerovnost
uw<E [:L’TY]

na nerovnost

K
p< Z T Yy,
k=1

coz je také linearni nerovnost.
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Pokud jesté navic zvolime mnozinu X € R"™ v takovém tvaru, aby se dala
zadat pomoci koneé¢ného poctu linearnich omezeni, prejde vyse uvedend tiloha na
ulohu linedrniho programovani. V nasem piipadé budeme uvazovat mnozinu X
ve tvaru

X =R,

coz odpovida moznosti pti investovani zaujmout jen nezapornych pozic.
Nakonec pridame jesté podminku na pocatecni soucet vah jednotlivych aktiv
v portfoliu wy € (0, 00), kterd bude mit nasledujici tvar

wy = el'x,
kde e,, je vektor samych jednotek délky n.

Na tomto misté uz muzeme formulovat znéni optimalizacni tlohy v linearnim
tvaru, ktera je aplikovatelna na redlné situace. Nasledujici tvrzeni vyjadiuje pouze
znéni dusledku véty [§] se zavedenim dvou vyse uvedenych doplnujicich predpok-
ladu.

Tvrzeni 9 (minimalizace CVaR jako tloha linedrniho programovdani). Necht
ndhodnyj vektor Y md konecné diskrétni rozdélend, ztrdtovd funkce necht md tvar
f(x,Y) = —2TY a ddle necht jsou urceny konstanty p € R, o € (0,1) a wy €
(0, 00) wyjadiujici poZadovanou minimdlni stredni hodnotu vynosu portfolia, hla-
dinu CVaR, resp. pocdtecni soucet vah aktiv v portfoliu. Potom z véty[8 a vyse
uvedeného plyne, Ze uloha

minimalizovat CVaR,(z) za podminek x> 0,
T

wo = €,T,
nw <E [QZTY}
je ekvivalentni uloze
minimalizovat 0 za podminek x> 0, (3.2)
T
k=1
K
12 S Zﬂ'kxTYk, (34)
k=1
wo = el w, (
up > —a'Yy — ¢, k=1,...,K,
Up Z 0, k= 17 H] Ka

cozZ je uloha linedrniho programovdni.

Toto tvrzeni je piimo aplikovatelné na teSeni realnych situaci a ve ctvrté
kapitole této prace budou nékteré vysledky téchto aplikaci ukézany.
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3.2 Optimalizace na zakladé WCVaR

Nyni si popiSeme, jak formulovat optimalizacni ilohu vybéru optimalni sklad-
by portfolia v pripadé, ze jako miru rizika budeme pouzivat WCVaR. Na zacatku
zavedeme stejné omezujici predpoklady jako v podkapitole [3.1] tedy budeme uva-
zovat pouze nahodné vektory budoucich vynosu aktiv Y, které maji diskrétni
rozdéleni s koneé¢nou mnozinou moznych hodnot

H={Y,...,Yg} CR" pronéjaké K € N. (3.8)
Také budeme uvazovat ztratovou funkci pouze ve tvaru
flz,Y) = —2TY (3.9)
a podobné jako v predchozi ¢asti, budeme uvazovat mnozinu X ve tvaru
X =R%.

Tyto predpoklady nebudeme pro jednoduchost zapisu opakovat pro kazdé tvrzeni
nebo vétu v této podkapitole zvl4st, ale budeme je vzdy povaZzovat za splnéné.

Jak uz bylo popsano v kapitole 1, ndhodny vektor budoucich vynosu aktiv
Y jsme povazovali za métitelné zobrazeni z néjakého pravdépodobnostniho pro-
storu (€2, A, P) do (R™, B™). Nyni se zaméfime na piipad, kdy pravdépodobnostni
mira P na prostoru (£2,.4) neni urcena jednoznacné, ale budeme o ni pouze
predpokladat, ze je elementem néjaké mnoziny M pravdépodobnostnich mér na
prostoru (£2,.4). Tato predstava je sice uzitecnd z teoretického hlediska, ale z
hlediska praktickych vypoctu je lepsi pracovat s rozdélenim vektoru Y, tedy s
pravdépodobnostni mirou indukovanou na (R", B"). S ohledem na ptredchozi ome-
zujici predpoklady je tato mira uréena vektorem pravdépodobnosti

m=(m,...,7k), kdem =P(Y=Y)). (3.10)

Vzhledem k tomu, Ze mira P na prostoru (€2,.4) muze byt libovolnd mira z
mnoziny M, bude existovat mnozina R rozdéleni na H indukovana zobrazenim Y
a mnozinou M pravdépodobnostnich mér na (€2,.4). Naddle budeme pracovat s
touto mnozinou R, kterou budeme pokladat za mnozinu K-rozmérnych vektoru
pravdépodobnosti podle vyrazu (3.10]).

Celou situaci si muzeme trochu zjednodusené piedstavovat tak, Ze mame
konec¢nou mnozinu H moznych realizaci vynosu aktiv a volbou vektoru prav-
dépodobnosti m € R pouze tikdme, jak je kterd realizace pravdépodobna.

Necht méame déle zaddno « € (0,1) a konkrétn{ volbu portfolia € X. Potom
zadefinujeme pomocnou funkci GG nésledovné

K
Gal,Gm) = (4 2= S m (2, ¥ — (I
i=1

kde f je ztrétova funkce, kterou uvazujeme pouze ve tvaru jako ve vyrazu (3.9)).
Nasledujici véta hovoti o tom, jak muzeme ve vyse popsaném pripadé WCVaR
vypocitat.
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Véta 10 (minimalizacni formule WCVaR). Necht a € (0,1) a navic R C RE je
kompaktni konvexni mnozina, potom plati

WCVaR,(z) = minmax G, (x,(, 7).

(eR meR

(viz|Zhu a Fukushima (2009), theorem 2, prevzato véetné dukazu.)

Dikaz. Bude platit, ze
WCVaR,(z) = sup miﬂg Golz, ¢, m), (3.11)

reR C€
nebot pro pevné 7 € R je vyraz mingceg Go(z, ¢, m) roven CVaR,(z), kde uvazu-
jeme pevné rozdélen{ vymosu portfolia 7 (plyne z véty [2). Nynf uz tedy musime
jen dokézat, Ze lze prohodit operace mingegr a sup,cp a ndsledné sup, . nahradit
maxX,ep. Toho docilime pouzitim lemmatu [7], které ale nemuzeme pouzit rovnou,
nebot R neni kompaktni mnoZina a neméme dokdzdny potiebné predpoklady o
funkci G,. Nejprve tedy musime ukazat, ze existuje neprazdny uzavieny interval
(tj. kompaktni a konvexni) I takovy, ze plati

rcneiﬂgGa(:c, ¢,m) = rgeipGa(x,C,ﬂ)-

Z kompaktnosti (tj. uzavienosti a omezenosti) mnoziny R plyne, ze lze najit K-
rozmérnou krychli tak, aby mnozina R byla podmnozinou této krychle. Vrcholy
této krychle budeme znacit vy, . .., vox. VySe uvedené tvrzeni lze vyjadiit vztahem

2K 2K
RC{veRN: w=> ud; > N=LN>0i=1,...,2},
=1 =1

kde mnozina na pravé strané je pravé nase krychle. Mnozina

arg min Gy (x, ¢, v;
gmin Ga(z, (,vi)
proi = 1,...,2% je uzavieny interval I; (plyne z Véty a pro konvexni kombinaci
7 z bodu v; tedy bude platit

2K 2K
argrgéié}Ga(x,C,w) C |min LJIL» , max LJIL» =1
i= i=

Timto jsme tedy dokézali existenci uzavieného intervalu /. Z toho plyne, ze plati

?rlelg Igleiﬂg Go(z,(,m) = max rgneiﬂg Go(z,(,m) = 17{16211%(1?61}1 Go(x,(,m), (3.12)
kde prvni rovnost plyne z faktu, ze spojitd funkce minger Go(z, ¢, 7) nabyva na
kompaktni mnozné R svého maxima, a druhd rovnost je jen prepis vyse uve-
deného.

Funkce G, (x,(,7) je pro pevné x konvexni v proménné (, coz plyne piimo
z vety , a afinni (tedy také konkdvni) v proménné . Diky tomu z lemmatu
dostavame, ze plati

i « 79 = i Ga 20 ° 31
TEE Cole o) =g Gl 6o (8.13)
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Nyni si musime uvédomit, ze urcité plati

I « Y ? Z I f (07 Y ? ° 14
P g Gl o) 2 gy Gl o) (314

Ze znamé minimaxové nerovnosti dostavame, ze musi platit

inf > ' 1
Inf max G (2, ¢, ™) 2 maxmin Ga(2, ¢, ), (3.15)

kde jsme na pravé strané vyraz inf nahradili vyrazem min, nebot vime, Ze se
infima nabyvéa. Pomoci rovnic (3.11)), (3.12)), (3.13)), (3.14) a (3.15) dostavéame,
ze plati

WCVaR,(z) = minmax G, (z, ¢, ),

CeR 7wER

¢imz je dukaz dokoncen.
d
Nyni bychom chtéli tuto tlohu ekvivalentné preformulovat tak, aby byla te-
sitelnd pomoci linedarntho programovani. K tomu vyuzijeme dusledku véty |8 a s
vyuzitim dalsich predpokladu o tvaru ztratové funkce f podobnym zpusobem
zformulujeme nasledujici dusledek, jehoz platnost trivialné plyne z vyse uve-
deného.

Dasledek. Optimaliza¢ni tloha uvedend ve vété [10] je ekvivalentni tloze

minimalizovat 0 za podminek: 6 > max ¢+ 7 7T, (3.16)
TE —
ukZ—xTYk—C, k?zl,...,K,
ukZO, k)zl,...,K,
kde jsme zavedli nové nezdporné redlné proménné u = (uy, ..., ux) € RE.

Jediny duvod, pro¢ takovouto ulohu nelze fesit pomoci linearniho progra-
movani je operace max,ecg V nerovnici . Nyni si ukdzeme, jak tuto nerov-
nici ekvivalentné formulovat tak, aby byla pouze linearni. K tomu ale budeme
potiebovat pridat jesté dalsi omezujici predpoklady na podobu mnoziny R. (viz
Zhu a Fukushima/ (2009))

Oznacme si my € R néjaké vychozi rozdéleni ndhodného vektoru budoucich
vynosu aktiv Y. Nadale budeme uvazovat mnozinu R pouze ve tvaru

R:{WGRK: T =m+n; neR, eﬂn:O;ﬂgngﬁ}, (3.17)

kde ex znaci vektor samych jednotek délky K. Omezeni ekn = 0 je zave-
deno z duvodu, aby soucet slozek vektoru m zustal roven 1 a tedy 7w mohlo
byt pravdépodobnostni rozdéleni. Parametry 7,7 € RX musi byt v konkrétnim
pifpadé voleny tak, aby podminkou n < n < 7 bylo zaruceno, ze véechny slozky
vektoru 7 jsou nezaporné. B

Poznamka. Mnozina R zadefinovand vztahem (3.17)) je urcité kompaktni a kon-
vexni, vyhovuje tedy predpokladum véty [10]

Pozndmka. Takto zadefinovand mnozina rozdéleni se v anglické literatute casto
oznacuje jako box uncertainty, nebot geometricky si tuto mnozinu lze predstavo-
vat jako krabicku.
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S vyuzitim tohoto predpokladu muzeme nerovnici (3.16]) upravit do tvaru

1 1
mlu =+ iU+ max n"u. (3.18)

ma
o l -« 1 — & {(y<n<m; ekn=0}

TER 11—«

Nyni uz muzeme vyslovit vétu o minimalizaci WCVaR,, () jako tloze linedrni-
ho programovani. Navic si jako v pripadé CVaR pridame pozadavek na pocateéni
soucet vah aktiv v portfoliu.

Diisledek. Necht o € (0,1), wy € (0,00) a necht mame mnozinu R rozdélen{
nahodného vektoru Y jako v (3.17), potom tloha

minimalizovat WCVaR, (x) za podminky 0 < x,

wy = erx
je ekvivalentni tloze

minimalizovat 0 za podminek 0 < x,

wy = elx,
T T¢ | =T

0 ZC+1_ 7r0u—|—1_a(ﬁ E47m w)
0 <¢,
0 >w,
uk:z+§k+wk, k:L...,K,
ukZ—QfTYk—C, k’Zl,...,K,
UkZO, ]le,,K

(viz |Zhu a Fukushimal (2009), proposition 2, prevzato véetné dukazu.)
Diikaz. Budeme se zabyvat diléi optimalizaéni tlohou v nerovnici (3.18]) ve tvaru

mazimalizovat n" v za podminek n<n<m,

0= exn,

kde u nyni povazujeme za konstantni vektor a maximaluzejeme jen v proménné
1. Tato uloha lze prevést na dudlni ulohu, kterd ma nésledujici podobu

manimalizovat ﬁTf + 7' w za podminek w, = z + & + wy, k=1,..., K,
0<¢,
0> w,

kde zavddime nové proménné z € R, ¢ € RX w € RE,

Z teorie duality v linearnim programovani plyne, ze hodnota tucelové funkce
dudlni tlohy v libovolném piipustném bodé bude vzdy vétsi nebo rovna op-
timalnimu feSeni puvodni tlohy, pficemz rovnost nastane pravé v piipadé op-
timalnitho feseni. Muzeme tedy nahradit vyraz

max n"u

{n<n<m,ekn=0}
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vyrazem
ﬂTg + ﬁTW

za soucasného pridani nerovnic

uk:z—i—ﬁk—i—wk, k’:l,...,K,
0<¢,
0>w

do podminek optimaliza¢ni tilohy, aniz by se zménilo jeji feseni. S vyuzitim tohoto
faktu uz je jednoduché si uvédomit, ze obé 1lohy jsou skutecné ekvivalentni.

3

Timto jsme si odvodili zpisob, jak najit portfolio s minimalnim WCVaR,,.
Ted se zaméifme na problém minimalizace WCVaR,, za podminky na minimalni
pozadovanou stiedni hodnotu vynosu portfolia v nejhorsim pripadé, ktery volbou
mnoziny R pripoustime. VSechny omezujici predpoklady, které jsme zavedli na
zacatku této podkapitoly, nadale zustavaji v platnosti véetné tvaru mnoziny R.
Pro dalsi praci je vyhodné zavést nésledujici znaceni. Zadefinujeme si matici
Z € REX™ jako

el
="
Vi
kde Yi,...,Yg jsou pripustné hodnoty vynosu aktiv z definice mnoziny H ve

vyrazu .

Nyni uz muzeme formulovat tilohu minimalizace WCVaR,, za podminky na
minimalni stfedni hodnotu vynosu portfolia v nejhorsim ptipadé, ktery volbou
mnoziny R pripoustime, jako tlohu linearniho programovani.

Tvrzeni 11 (minimalizace WCVaR jako tiloha linedrniho programovani). Necht
a € (0,1), wy € (0,00), u € R a necht mdme mnoZinu R pripustnijch rozdélend
ndhodného vektoru budoucich viynosiu aktiv jako v . Potom loha

minimalizovat WCVaR,(x) za podminky p < mi]r%l E[z7Y], (3.19)
TE
wy = el x,

0 <=z
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je ekvivalentni iloze

minimalizovat 0 za podminek 0 < x, (3.20)
wy = el w, (3.21)
Zr =d0exg + T+ v, (3.22)
p < (Zx) w4+ + N, (3.23)

1 1
0 >(C+ wgu—k—(ﬁTf—l—nTw),
11—« — -
(3.24)
0 >, (3.25)
0 <v, (3.26)
0 <g¢, (3.27)
0 >w, (3.28)
up = 2+ & + we, k=1,...,K,
(3.29)
Uk Z—%TY]C—C, kzl,...,K,
(3.30)
0 < uy, k=1,....K,
(3.31)

kde T € RE, v € RX, § € R. Toto je tiloha linedrniho programovdni.
(viz|Zhu a Fukushima| (2009), chapter 3, prevzato véetné dikazu.)

Dikaz. Budeme vychézet z optimalizacni ilohy formulované v ptfedchozim
dusledku. Pridani podminky na minimalni pozadovanou stfedni hodnotu vynosu
i € R portfolia v nejhorsim mozném ptipadé, ktery pripoustime, realizujeme
pridanim nerovnosti do podminek optimaliza¢ni tlohy. Tuto nerovnost
muzeme s vyuzitim znalosti podoby mnoziny R dale upravit do tvaru

(Zz) 7o + min  (Zz)'n > p
{n<n<m; efn=0}

Tato nova nerovnost neni linearni, budeme ji tedy muset do linearniho tvaru
preformulovat. Podobné jako v pfedchozim piipadé se zamérime na diléi optima-
lizacni ulohu

minimalizovat (Zz)'n za podminek 0 = ekn,
n<n<mn.
Toto je uloha linedrniho programovani. Muzeme k ni najit dudlni dlohu, ktera
ma tvar
mazimalizovat ﬁTT + QTV za podminek Zx = dex + 1+ v,
0>,
0<v,

kde jsme zavedli nové proménné 7 € RX v € R¥, § € R a ex znacéi vektor
samych jednotek délky K.
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7 teorie duality v linearnim programovani plyne, Ze hodnota ucelové funkce
dudlni tlohy v libovolném ptipustném bodé musi byt mensi nebo rovna op-
timalnimu feseni ptuvodni tlohy, pficemz rovnost nastava pravé v piipadé op-
timalniho feseni. S vyuzitim tohoto faktu uz je jednoduché si uvédomit, ze mu-
zeme nahradit nerovnici

(Zz) 'mo + min (Zx)'n > p
{n<n<m; eLn=0}

v podminkach optimaliza¢ni tlohy soustavou nerovnic

p < (Zz)"'n +ﬁTT—|—QT1/,
Zx =dex + T+ v,

0>,

0<v,

aniz by se zménilo feSeni této optimalizacni tdlohy. Timto je dokazano, ze obé
optimalizacni 1lohy jsou ekvivalentni.
d

Toto tvrzeni je ptimo aplikovatelné na feseni redlnych situaci a ve ¢tvrté kapitole
této prace budou nékteré vysledky téchto aplikaci ukazany.

Pozndmka. Uvazovali jsme jen velmi specifickou volbu mnoziny R. Napriklad v
praci Zhu a Fukushimaj (2009) muzeme najit odvozeni formulace optimalizac¢nich
tloh pro mnozinu R tvaru elipsoidu (anglicky ellipsoidal uncertainty) nebo pro
smiSené rozdéleni nahodného vektoru vynosu Y. Tyto tlohy je mozné také efek-
tivné numericky fesit, ale nejsou to ulohy linearniho programovani. Tato préace se
jimi dale zabyvat nebude.
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Kapitola 4

Ukazky aplikaci na realna data

Pri konkrétnich aplikacich vySe popsanych postupu na realné situace na-
razime na problém, Ze nezname rozdéleni vynosu aktiv v budoucnu. Prirozené
tedy musime toto rozdéleni néjakym zpusobem odhadovat z pozorovani chovani
vynosu aktiv v minulosti, kterou zname. Jelikoz cilem této préce neni popiso-
vat statistické metody odhadu budoucich vynosu aktiv, budeme postupovat tim
zpusobem, ze za odhad distribuéni funkce budoucich vynosu aktiv vezmeme em-
pirickou distribuéni funkci vynosu aktiv v minulém obdobi. Tento model odha-
dovani budoucich vynosu aktiv je velice zjednoduseny, ale vzhledem k rozsahu
této prace si s nim vystacime. Zduvodnéni, proc je z hlediska statistiky rozumné
odhadovat rozdéleni budoucich vynosu aktiv praveé timto zpusobem, je nad ramec
této prace a proto zde nebude uvedeno.

Jako data, na zakladé kterych budeme odhadovat rozdéleni budoucich vynosu
aktiv, byly zvoleny tydenni vynosy 11 vybranych akciovych tituli z americké
burzy cennych papiru v rozmezi 31.1.2005 az 26.12.2006 (celkem 100 tydnu).
Konkrétné byly vybrany akcie s oznacenim AAPL, AMZN, BA, BAC, CSCO,
CVX, F, GOOG, MSFT, NKE, XOM. Procentudlni vynosy se pocitaji ze za-
viracich cen akcii na konci tydne ocisténych o vyplatu dividend. Tato data byla
Gerpana z webového portalu Yahoo Financd|a jsou k nalezeni v pifloze této préce.
Pocet akciovych titulu a délka sledovaného obdobi byly voleny tak, aby byla tato
data co mozné nejreprezentativngjsi (tj. aby dat bylo co nejvice) a aby soucasné
vysSe popsané ulohy na téchto datech byly fesitelné v rozumném vypocetnim case.
Pti této volbé vstupnich dat se délka béhu jednoho vypoctu optimalizacni tlohy
na bézném pracovnim notebooku pohybovala kolem 15 sekund. Konkrétni volba
akciovych titulu a zacéatku casového useku byla provedena viceméné nahodné
a neni pro ucely této prace prilis dulezita, proto tomuto tématu nebude déle
vénovana pozornost.

Numerické vypocty byly provedeny pomoci pouziti matematického softwaru
Wolfram Mathematica 10.3 Student Edition. VSechny optimalizacni tlohy byly
reSeny pomoci dvojfazového simplexového algoritmu, ktery je v pouzitém softvaru
implementovan. Zdrojové kody skriptu, které byly k vypocétum pouzity, 1ze najit
v pifloze ¢. 1 této pracd]

'http://finance.yahoo.com/

2Pomoci skripti v piiloze lze spocitat CVaR a WCVaR optimalniho portfolia pro zadané
vstupni parametry a vstupni data. Pro vypocet vysledki uvedenych déle byly tyto skripty
volany v cyklu pro ruzné vstupni hodnoty parametru.
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Jelikoz tyto zdrojové kédy nejsou nijak rozsahlé, jako dokumentace poslouzi
vyhradné komentaie v nich, které jsou voleny tak, aby bylo jasné vidét propojeni
mezi teoretickymi formulacemi optimalizacnich tloh, které jsou uvedeny ve 3.
kapitole této prace, a jejich konkrétni implementaci.

4.1 Optimalizace na zakladé CVaR

Na tomto misté jsou uvedeny vysledky optimaliza¢ni tlohy hledani portfolia
s minimalnim CVaR za podminky na minimalni pozadovanou stfedni hodnotu
vynosu portfolia, kterd je uvedena v tvrzeni [} na vyse popsanych datech a pro
volbu pocatecniho souctu vah aktiv v portfoliu wy = 1. V tabulce muzeme
vidét hodnoty CVaR, optimalniho portfolia pro ruzné volby hladiny « a ruzné
pozadované stfedni hodnoty vynosu portfolia. Na obrazku jsou tato data
znazornéna graficky (v grafu je ve skutecnosti zaneseno vice hodnot nez v ta-
bulce).

7 téchto dat muzeme vidét, ze pro nizké pozadované stredni hodnoty vynosu
portfolia je omezeni na stfedni hodnotu vynosu v optimalizacni tloze neak-
tivni. Naopak pro vysoké pozadované stredni hodnoty vynosu se optimalizaéni
tloha stédva nefesitelnou (tj. nelze nalézt portfolio s pozadovanou stiedni hod-
notou vynosu). Uz ze zadéni optimalizacni tlohy je vidét, ze o feSitelnosti nebo
nefesitelnosti nerozhoduje hladina «, ale pouze pozadovana stfedni hodnota vy-
nosu. Nejvyssi pozadovana stfedni hodnota vynosu, pro kterou bude jesté uloha
reSitelna, je ziejmeé nejvyssi z prumérnych vynosu akcii za minulé ¢asové obdobi.
V pripadé, ze zvolime pozadovanou stfedni hodnotu vynosu nizsi nez nejmensi
z prumérnych vynosu akcii za minulé obdobi, bude ur¢ité toto omezeni v op-
timalizacni 1loze neaktivni (je mozné, ze bude neaktivni i pro vyssi hodnoty
pozadovanych stfednich hodnot vynosu).

Na obrazku je vidét priblizny tvar ktivky hranice eficientnich portfolii,
na které lezi vsechna optimdlni portfolia (anglicky oznacované efficient frontier).
Vsechna dosazitelna portfolia lezi na nebo pod touto ktivkou.

Tabulka 4.1: Hodnoty CVaR optimélnich portfolii pro ruzné hodnoty parametru

Stredni hodno- hladina «

ta vynosu u 0,8 0,9 0,95
0,002 0,01601 0,02090 0,02403
0,003 0,01601 0,02090 0,02403
0,004 0,01657  0,02148 0,02474
0,005 0,01790  0,02339 0,02716
0,006 0,02006  0,02625 0,03114
0,007 0,02361 0,03088 0,03684
0,008 0,02853  0,03840 0,04549
0,009 0,03702  0,05109 0,06525
0,010 0,04842  0,06899 0,08801
0,011 — — —
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stfedni hodnota vynosu u

0,010 | | .
0,008 |
0,006 |
0,004 | ¢
: ma=0380
0,002 |: ma=0,90
ma=095
0,000 |° |

0,02 003 004 005 006 007 008
CVaR,,

Obrézek 4.1: Hranice eficientnich portfolii pti pouziti CVaR,, jako miry rizika

4.2 Optimalizace na zakladé WCVaR

Na tomto misté jsou uvedeny vysledky optimaliza¢ni tlohy hledani portfolia
s minimalnim WCVaR za podminky na minimalni pozadovanou stfedni hodnotu
vynosu portfolia v nejhorsim piipadé, ktery volbou mnoziny R pripoustime, na
vyse popsanych datech a pro volbu pocatecniho souctu vah aktiv v portfoliu
wo = 1. Formulace této optimalizaéni tlohy je uvedena v tvrzeni [I1 Mnozinu
R jsme uvazovali pouze ve tvaru uvedeném v a pro jednoduchost byly

parametry rozméru mnoziny R voleny pouze ve tvaru
—n = n=reg,

kde ex oznacuje vektor samych jednotek délk K are [O, je jediny pa-
rametrﬂ, ktery bude tvar mnoziny R popisovat. V tabulkach a muzeme
vidét hodnoty WCVaR,, optimalnich portfolii pro ruzné hodnoty parametru «,
ruzné minimalni pozadované stiedni hodnoty vynosu portfolia a ruzné hodnoty
rozméru mnoziny R (tj. ruzné hodnoty parametru r). Tato data jsou také graficky

zndzornéna na obrazcich a [4.3] kde 1ze vidét piiblizné tvary kiivek hranice
eficientnich portfolii (v grafech je zaneseno vice dat nez v tabulkdch). Vsechna

dosazitelna portfolia lezi na nebo pod témito kiivkami.

Podobné jako v predchozim piipadé muzeme vidét, ze pro malé pozadované
stfedn{ hodnoty vynosu je toto omezeni neaktivni a naopak pro vysoké pozadova-
né stfedni hodnoty vynosu se optimaliza¢ni tloha stava neteSitelnou. Je zajimavé
si vSimnout, Ze TeSitelnost tlohy také zavisi na volbé parametru r, ¢im vyssi

3K v tomto pifpadé oznaéuje pocéet pozorovani vynosti aktiv v minulosti.
4Takovouto volbou parametru r bude ur¢ité splnéna podminka na 1 a7 z definice mnoziny

R (tj. z vyrazu [3.17).
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zvolime hodnotu tohoto parametru, tim spiSe se uloha stava nefesitelnou, coz
odpovidé intuitivni predstave, ze pii vétsi nejistoté rozdéleni budoucich vynosu
aktiv (tj. pfi vyssi hodnoté parametru r) je obtiznéjsi nalézt portfolio s urcitou
stfedni hodnotou vynosu v nejhorsim piipadé, ktery uvazujeme (viz vyraz .
Pokud bychom uvazovali parametr r nulovy, ptesla by tato tloha na tlohu mini-

malizace CVaR,,.

Tabulka 4.2: Hodnoty WCVaR na hladiné a = 0,95 optimalnich portfolii pro
ruzné hodnoty parametru r a u

Stfedni hodno-

parametr r

ta vynosu p 0,000l 0,001 0,002 0,004 0,01
20,010 0,02407 0,02437  0,02466  0,02495  0,02536
-0,009 0,02407  0,02437  0,02466  0,02495  0,02566
-0,008 0,02407 0,02437  0,02466  0,02495  0,02859
-0,007 0,02407 0,02437  0,02466  0,02495  —
-0,006 0,02407  0,02437  0,02466  0,02495  —
-0,005 0,02407  0,02437  0,02466  0,02495 ~ —
-0,004 0,02407  0,02437  0,02466  0,02495 ~ —
-0,003 0,02407  0,02437  0,02466  0,02495  —
-0,002 0,02407 0,02437  0,02466  0,02496  —
-0,001 0,02407 0,02437  0,02466  0,02654  —
0 0,02407  0,02437  0,02466  0,03383  —
0,001 0,02407  0,02437  0,02498 — —
0,002 0,02407 0,02451  0,02722 — —
0,003 0,02408  0,02583  0,03308 — —
0,004 0,02503  0,02952  0,05681 — —
0,005 0,02777  0,03520 — — —
0,006 0,03184  0,04857 — — —
0,007 0,03837  — — - -
0,008 0,04818  — — — —
0,009 0,07166  — — — —
0,010 — — — — —
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Tabulka 4.3: Hodnoty WCVaR na hladiné a = 0,90 optimalnich portfolii pro
ruzné hodnoty parametri r a u

Stredni hodno- parametr r

ta vynosu u 0,0001 0,001 0,002 0,004 0,01
-0,010 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240  0,02403
-0,009 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240  0,02406
-0,008 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240  0,02566
-0,007 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,006 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,005 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,004 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,003 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,002 0,02094  0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,001 0,02094  0,02135 0,02174 0,02321 —

0 0,02094  0,02135 0,02174 0,02792 —
0,001 0,02094  0,02135 0,02187 — —
0,002 0,02094  0,02135 0,02357 — —
0,003 0,02094  0,02249 0,02773 — —
0,004 0,02176  0,02496 0,04513 — —
0,005 0,02379  0,03001 — — —
0,006 0,02688  0,04076 — — —
0,007 0,03204 — — — —
0,008 0,04083 — — — —
0,009 0,05586 — — — —
0,010 — — — — —
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4.3 Porovnani CVaR a WCVaR

V této podkapitole budeme uvazovat reseni problému hledani portfolia mi-
nimaluzijictho WCVaR na urcité hladiné a s omezenim na pozadovanou stiedni
hodnotu vynosu a pro takto sestavené portfolio nésledné spocteme CVaR na
stejné hladiné « a porovname ho s portfoliem, které ma pii stejné pozadované
stfedni hodnoté vynosu minimalni CVaR. Pro jednoduchost budeme uvazovat
pouze jednu hladinu o = 0,90 a dvé ruzné hodnoty parametru r (vyznam para-
metru r € R, je stejny jako v podkapitole .

Vysledky takovychto iloh muzeme vidét v tabulkach a na obrdzcich
, (v grafech je zaneseno vice dat nez v tabulkach). Vyznam znaceni v téchto
tabulkach a grafech je nésledujici

WCVaR hodnota WCVaR portfolia s minimalnim WCVaR
CVaR*  hodnota CVaR portfolia s minimalnim WCVaR
CVaR hodnota CVaR portfolia s minimalnim CVaR

Za povsimnuti stoji fakt, ze hodnota CVaR pro portfolio vzniklé minimalizaci
WCVaR je vzdy vétsi nebo rovna nez hodnota CVaR portfolia vniklého minima-
lizaci CVaR na stejné hladiné « pfi stejné minimalni pozadované stfedni hodnoté
vynosu. Toto je jen dusledek formulace optimalizacnich tloh, které fesime. Také
bude platit, Ze pro snizujici se hodnotu parametru r bude feseni 1ilohy minimali-
zace WCVaR stéle vice a vice podobné tfeseni tilohy minimalizace CVaR, s ¢imz
jsou nize uvedené vysledky v souladu. Jak uz bylo popsano v predchozi podkapi-
tole, pokud bychom zvolili hodnotu parametru r = 0, potom obé tlohy splynou.
Toto si 1ze intuitivné predstavovat tak, ze nizké hodnoty parametru r odpovidaji
nizké nejistoté rozdéleni budoucich vynosu aktiv, ¢imz se situace priblizuje situaci
pri vypoctu CVaR, kde rozdéleni budoucich vynosu aktiv zname presné a zadna
nejstota tedy neni piitomna.
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Tabulka 4.4: Porovnani CVaR a WCVaR optimalnich portfolii na hladiné o = 0,90
pro parametr r = 0,0001

Stiredni hod-
nota vynosu WCVaR  CVaR* CVaR

0,0096 0,06775  0,06748  0,06168
0,0090 0,05586  0,05565  0,05109
0,0084 0,04596  0,04580  0,04285
0,0078 0,03864  0,03853  0,03639
0,0072 0,03330  0,03320  0,03204
0,0066 0,02970  0,02963  0,02869
0,0060 0,02688  0,02680  0,02625
0,0054 0,02487  0,02481  0,02440
0,0048 0,02329  0,02324  0,02293
0,0042 0,02210  0,02204  0,02182
0,0036 0,02118  0,02113  0,02099
0,0030 0,02094  0,02090  0,02090
0,0024 0,02094  0,02090  0,02090
0,0018 0,02094  0,02090  0,02090

Tabulka 4.5: Porovnani CVaR a WCVaR optimalnich portfolii na hladiné o = 0,90
pro parametr » = 0,002

Stredni hod-
nota vynosu WCVaR  CVaR* CVaR

0,0038 0,03833  0,03601  0,02122
0,0036 0,03438  0,03272  0,02099
0,0034 0,03161  0,03023  0,02091
0,0032 0,02930  0,02795  0,02090
0,0030 0,02773  0,02655  0,02090
0,0028 0,02648  0,02534  0,02090
0,0026 0,02547  0,02445  0,02090
0,0024 0,02473  0,02374  0,02090
0,0022 0,02412  0,02322  0,02090
0,0020 0,02357  0,02268  0,02090
0,0018 0,02308  0,02219  0,02090
0,0016 0,02266  0,02178  0,02090
0,0014 0,02227  0,02142  0,02090
0,0012 0,02205  0,02123  0,02090
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Zaver

V teoretické ¢asti této prace (tj. v prvnich tfech kapitoldch) jsme definovali
zobecnéni Markovitzova modelu portfolia za pouziti podminéné hodnoty v riziku,
jsme se zabyvali zakladnimi vlastnostmi téchto mér rizika, zejména koherenci
a spojitosti. Na zaveér jsme odvodili formulaci tlohy minimalizace miry rizika,
za kterou jsme v nasem piipadé uvazovali podminénou hodnotu v riziku, resp.
nejneptiznivejsi podminénou hodnotu v riziku, za podminky na minimalni poza-
dovanou stfedni hodnotu vynosu portfolia jako 1lohy linearniho programovani.

V posledni ¢tvrté kapitole jsme se vénovali aplikacim téchto postupt na realna
data z finanénich trhu. Pomoci matematického softwaru Wolfram Mathematica
10.3 Student Edition jsme vytesili vyse odvozené optimalizacni tlohy pro ruzné
hodnoty vstupnich parametru modelu a ruzna vstupni data. Vysledky jsme uvedli
v tabulkach a také v grafické podobé. Soucasti ¢tvrté kapitoly je i struc¢nd inter-
pretace vysledku a jejich diskuze.

Teoreticka ¢ast prace byla z vétsi ¢asti prevzata z dostupné literatury, zej-
ména z clanku Rockafellar a Uryasev| (2002) a [Zhu a Fukushima (2009). Hlavni
piinos této bakalarské prace spociva ve vlastni implementaci odvozenych opti-
malizacnich uloh v matematickém softwaru, nasledné aplikaci na realna data z
finan¢nich trhu a interpretaci obdrzenych vysledki.
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Seznam pouzitych symbolu

3|

parametr hladiny (€ (0,1))

pomacnd proménng v optimalizacni tloze (€ R)
proménnd v distribuéni funkci W,

pomocné funkci F', resp. G (€ R)

parametr rozdéleni budoucich vynost aktiv (€ R¥)
parametry rozméru mnoziny R (€ R¥)

pomocnd proménna (€ R)

pozadovand stfedni hodnota vynosu portfolia (€ R)
pomocny vektor proménnych v optimalizacni tloze (€ R
pomocny vektor proménnych v optimalizaén{ tloze (€ RE)
oznaceni pro P(Y =Y}) (m, € (0,1),k=1,..., K)

obecna mira rizika

mira rizika vznikla robustifikaci miry rizika p

pomocny vektor proménnych v optimalizacni tloze (€ RX)
distribuéni funkce ndhodné veliciny f(z,Y)

pomocny vektor proménnych v optimalizaén{ tloze (€ RE)
pravdépodobnostni prostor

podminéna hodnota v riziku portfolia z na hladiné o (€ R)
vektor samych jednotek délky n, resp. K

ztratova funkce, kde x € X je skladba portfolia a y € R”
jsou budouci vinosy aktiv (f : R* — R)

pomocna funkce

pomocna funkce

mnozina moznych hodnot ndhodné veliciny Y (C R™)
pocet moznych hodnot ndhodného vektoru Y (€ N)
mnozina pravdépodobnostnich mér na prostoru (£2,.4)
pocet aktiv v portfoliu (€ N)

parametr rozméru mnoziny R (€ R, )

mnozina moznych vektoru rozdéleni nahodného vektoru Y
(€ [0,1]%)

pomocnd proménnd (€ R, k=1,..., K)

hodnota v riziku portfolia x na hladiné a (€ R)

)
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Wo
WCVaR,, (z)

R B

pocatecni soucet vah aktiv v portfoliu (€ Ry )

nejnepiiznivéjsi podminénd hodnota v riziku portfolia x

na hladiné o (€ R)

skladba portfolia (€ R™)

mnozina piripustnych portfolii (C R™)

nahodny vektor budoucich vynosu aktiv

(Y: (Q,A4,P)— (R",B"))

mozné hodnoty ndhodného vektoru Y (Y, e R" k=1,..., K)
pomocnd proménnd v optimalizaéni tloze (€ R)
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Prilohy

Priloha ¢. 1

Elektronicka priloha se skripty pouzitymi k vypoctu vysledku uvedenych v ka-
pitole 4 a zdrojovymi daty (konkrétné obsahuje soubory CVaR.nb, WCVaR.nb,
AAPL.csv, AMZN.csv, BA.csv, BAC.csv, CSCO.csv, CVX.csv, F.csv, GOOG.csv,
MSFT.csv, NKE.csv, XOM.csv)
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