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podmı́něné hodnoty v riziku
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2.2 Základńı vlastnosti CVaR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3 Koherence WCVaR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Úvod

V praxi se při investičńıch rozhodnut́ıch často stává, že budoućı výnosy inves-
tice nejsou deterministické a je tedy potřeba je považovat za náhodnou veličinu.
Přirozená otázka, kterou si investor klade, potom zńı, jak vybrat optimálńı sklad-
bu investičńıho portfolia.

Nejprve je potřeba popsat matematické modely, které slouž́ı k popisu ta-
kovýchto situaćı. Nejzákladněǰśım modelem je tzv. Markowitz̊uv model (často
také zvaný mean-variance model). V tomto modelu je za optimálńı portfolio
označeno takové portfolio, které splň́ı požadavek na minimálńı velikost středńı
hodnoty výnosu, kterou si předem předeṕı̌seme, a současně má mezi takovýmito
portfolii minimálńı rozptyl výnos̊u. Tento model mimo jiné předpokládá, že vý-
nosy investice se ř́ıd́ı normálńım rozděleńım, což ale v mnohých př́ıpadech neńı
oprávněný předpoklad. Ukazuje se, že Markowitz̊uv model je př́ılǐsné zjednodušeńı
reálné situace, a je tedy potřeba hledat lepš́ı modely.

V této práci se budeme zabývat modely, které Markowitz̊uv model v určitém
smyslu zobecňuj́ı. Budeme se zabývat problémem hledáńı takové skladby portfo-
lia, aby stejně jako v Markowitzově modelu byla splněna podmı́nka na minimálńı
požadovanou středńı hodnotu výnosu, ale mı́sto minimalizace rozptylu výnosu
portfolia si předeṕı̌seme podmı́nku minimalizace mı́ry rizika, které budeme měřit
jinými zp̊usoby než pouze rozptylem výnosu portfolia.

Je zřejmé, že r̊uzně zadefinované mı́ry rizika budou mı́t r̊uzné vlastnosti. V
tomto textu budeme za mı́ru rizika volit podmı́něnou hodnotu v riziku a jej́ı zo-
becněńı pomoćı robustifikace, tedy nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něnou hodnotu v rizku,
u kterých si poṕı̌seme jejich základńı vlastnosti. Tyto modely se často nazývaj́ı
mean-CVaR, resp. mean-WCVaR modely.

Naš́ım hlavńım ćılem potom bude formulovat optimalizačńı úlohy minimali-
zace mı́ry rizika za podmı́nky na minimálńı předepsanou středńı hodnotu výnosu
s použit́ım podmı́něné hodnoty v riziku a nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něné hodnoty
v riziku jako měr rizika. V této práci budeme uvažovat pouze takové speciálńı
př́ıpady, aby bylo zajǐstěno, že výsledná úloha bude řešitelná pomoćı lineárńıho
programováńı, což umožńı efektivńı numerické řešeńı.

Na závěr si také ukážeme aplikace těchto postup̊u na reálných datech z fi-
nančńıch trh̊u.
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Kapitola 1

Metody měřeńı rizika

Ćılem této kapitoly je představit matematický model použ́ıvaný při investi-
čńım rozhodováńı za neurčitosti a uvést definice nejčastěji použ́ıvaných měr rizika
včetně řádné motivace.

1.1 Matematický model

K popisu budoućıch výnos̊u a ztrát spojených s investičńım rozhodnut́ım bu-
deme použ́ıvat ztrátovou funkci, což bude funkce dvou reálných vektorovývch
proměnných představuj́ıćıch konkrétńı volbu investičńıho portfolia a budoućı vý-
nosy aktiv v portfoliu. V celé této práci budeme obě tyto proměnné chápat jako
reálné n-rozměrné1 vektory vyjadřuj́ıćı váhy zastoupeńı jednotlivých aktiv v port-
foliu, resp. procentuálńı výnosy jednotlivých aktiv.

Definice 1 (ztrátová funkce). Ztrátovou funkćı rozumı́me reálnou funkci 2n
reálných proměnných f(x, y) : R2n → R vyjadřuj́ıćı jakou ztrátu při investici
utrṕıme, kde x ∈ X ⊂ Rn vyjadřuje konkrétńı volbu portfolia a y ∈ Rn vyjadřuje
budoućı procentuálńı výnosy aktiv. Množina X označuje omezeńı na skladbu port-
folia.

Budeme uvažovat př́ıpad, ve kterém budoućı výnosy aktiv y nejsou dopředu
známé. Budeme je v našem modelu považovat za reálný náhodný vektor dimenze
n, který budeme dále značit Y. Tento náhodný vektor bude zobrazeńı z nějakého
pravděpodobnostńıho prostoru2 (Ω,A,P) do (Rn,Bn).

V d̊usledku toho i výše zadefinovaná ztrátová funkce přejde v náhodnou
veličinu f(x,Y) definovanou na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P) závislou
na konkrétńı volbě portfolia x ∈ X. Nadále budeme pod pojmem ztrátová funkce
rozumnět právě tuto náhodnou veličinu. Dále budeme také potřebovat pracovat
s distribučńı funkćı této náhodné veličiny, kterou zavedeme vztahem

Ψ(x, ζ) = P (f(x,Y) ≤ ζ) ,

kde x ∈ X je konkrétńı volba portfolia.

1n ∈ N v tomto př́ıpadě vyjadřuje počet aktiv, které při investičńım rozhodováńı uvažujeme.
2Elementy množiny Ω si můžeme představovat jako stavy všech proměnných, které ovlivňuj́ı

cenu aktiv (tj. stav ekonomiky, počaśı, aktivity ostatńıch obchodńık̊u atd.). Přesná podoba
množiny Ω je př́ılǐs složitá na to, abychom ji uměli nějak lépe popsat. O pravděpodobnostńı
mı́̌re P zpravidla moc informaćı také nemáme.
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Při snaze o optimálńı volbu portfolia budeme tedy řešit problém, jakou zvolit
skladbu portfolia x ∈ X, aby měla ztrátová funkce f(x,Y) v určitém smyslu
nejlepš́ı vlastnosti. Nás bude zaj́ımat středńı hodnota ztrátové funkce a mı́ra
rizika. Nejprve si tedy korektně zavedeme, co budeme rozmět pod pojmem mı́ra
rizika.

Představme si, že známe náhodnou veličinu popisuj́ıćı výnosy a ztráty z určité
investice (tj. ztrátovou funkci) a chceme popsat, jaké riziko je s touto investićı
spojeno. Mı́rou rizika budeme rozumět zobrazeńı, které ztrátové funkci přǐrad́ı
reálné č́ıslo (nebo nevlastńı hodnotu ±∞) vyjadřuj́ıćı, jak je daná investice ris-
kantńı.

Definice 2 (mı́ra rizika). Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodbnostńı prostor. Potom
mı́rou rizika budeme rozumět zobrazeńı z prostoru reálných náhodných veličin
definovaných na (Ω,A,P) do R ∪ {±∞}.

Poznámka. Výhodou této definice je, že bude existovat uspořádáńı investic,
tedy reálných náhodných veličin vyjadřuj́ıćıch výnosy a ztráty dané investice (tj.
ztrátových funkćı), podle určité mı́ry rizika. Bude tedy smysluplné mluvit o tom,
že jedno investičńı rozhodnut́ı je rizikověǰśı nebo naopak méně rizikové než druhé.

1.2 Nejčastěji použ́ıvané mı́ry rizika

Riziko spojené s investičńım rozhodnut́ım lze měřit mnoha r̊uznými zp̊usoby,
zde si uvedeme ty nejčastěji použ́ıvané.

Definice 3 (hodnota v riziku). Necht’ f(x,Y) je ztrátová funkce a α ∈ (0, 1).
Potom definujeme hodnotu v riziku na hladině α spojenou s výběrem portfolia
x ∈ X jako

VaRα(x) = min{ζ : Ψ(x, ζ) ≥ α}.

(viz Rockafellar a Uryasev (2002), definition 1.)

Poznámka. Dı́ky spojitosti zprava distribučńı funkce Ψ(x, ·) máme zaručeno, že
se minima na pravé straně výrazu vždy nabyde a definice je tedy korektńı.

Poznámka. Značeńı hodnoty v riziku VaRα(x) pocháźı z anglického výrazu pro
hodnotu v riziku value at risk.

Na tomto mı́stě je d̊uležité poznamenat, že v př́ıpadě, že pro dané α ∈ (0, 1)
existuje ζ0 takové, že plat́ı Ψ(x, ζ0) = α (tedy ζ0 je α−kvantil náhodné veličiny
f(x,Y)) a distribučńı funkce Ψ(x, ζ) je ostře rostoućı v proměnné ζ na nějakém
okoĺı bodu ζ0, potom plat́ı VaRα(x) = ζ0. V ostatńıch př́ıpadech se definice VaRα

nedá takto zjednodušit.
Hodnota v riziku vyjadřuje, jakou minimálńı ztrátu utrṕıme v nejhorš́ıch

možných př́ıpadech, jejichž pravděpodobnost výskytu je menš́ı nebo rovna (1−α).
Nejčastěji se za α voĺı hodnoty 0,9, 0,95 nebo 0,99. Tato informace může být
v určitých situaćıch užitečná, ale muśıme si uvědomit, že hodnota v riziku ne-
podává žádnou informaci o rozsahu ztráty v nejhorš́ıch př́ıdadech, které jsou méně
pravděpodobné než (1− α).

4



Definice 4 (podmı́něná hodnota v riziku). Necht’ f(x,Y) je ztrátové funkce a α ∈
(0, 1). Potom definujeme podmı́něnou hodnota v riziku spojenou s volbou portfolia
x ∈ X jako

CVaRα(x) =
1

1− α
E
[
f(x,Y) · I(f(x,Y)≥VaRα(x))

]
.

(viz Rockafellar a Uryasev (2002), definition 3.)

Poznámka. Značeńı podmı́něné hodnoty v riziku CVaRα(x) pocháźı z ang-
lického výrazu pro podmı́něnou hodnotu v riziku conditional value at risk.

Všimněme si, že CVaRα(x) neńı zadefinována jako podmı́něná středńı hodnota
f(x,Y) za podmı́nky f(x,Y) ≥ VaRα(x), což je zp̊usobeno t́ım, že děĺıme výrazem
(1−α) a nikoliv výrazem P(f(x,Y) ≥ VaRα(x)), což by odpov́ıdalo výše popsané
podmı́něné středńı hodnotě. Právě d́ıky této definici má CVaR mnoho pěkných
vlastnost́ı, o kterých pojednává druhá kapitola této práce.

Podmı́něná hodnota v riziku uvád́ı, jakou máme očekávat ztrátu za podmı́n-
ky, že nastane některý z nejhorš́ıch př́ıpad̊u, jejichž pravděpodobnost výskytu je
menš́ı nebo rovna (1 − α). Oproti hodnotě v riziku má tu výhodu, že vyjadřuje
jakou ztrátu bychom v nejhorš́ıch př́ıpadech měli očekávat. Hodnoty parametru
α se stejně jako v př́ıpadě VaRα nejčastěji voĺı jako 0,9, 0,95 nebo 0,99.

Na tomto mı́stě uvedeme základńı tvrzeńı o vztahu hodnoty v riziku a pod-
mı́něné hodnoty v riziku.

Věta 1. Necht’ f(x,Y) je ztrátová funkce a α ∈ (0, 1). Potom pro všechna
x ∈ X plat́ı

VaRα(x) ≤ CVaRα(x).

(viz Rockafellar a Uryasev (2002), corollary 7.)

D̊ukaz. Platnost této nerovnosti plyne př́ımo z definic podmı́něné hodnoty v
riziku a hodnoty v riziku.

k
Dále se budeme věnovat robustifikaci měr rizika, zejména podmı́něné hodnoty v
riziku.

1.3 Robustifikace

Nyńı uvedeme zp̊usob, kterým se daj́ı dosud definované mı́ry rizika zobecnit.
Dosud jsme předpokládali, že rozděleńı budoućıch výnos̊u aktiv je zcela známé,
nyńı se budeme zabývat př́ıpadem, kdy tomu tak neńı. Předpokládejme, že máme
nějakou mı́ru rizika a nějakou množinu možných rozděleńı budoućıch výnos̊u aktiv
a chtěli bychom zadefinovat novou mı́ru rizika tak, aby vypov́ıdala o tom, jaké
hodnoty by nabyla p̊uvodńı mı́ra rizika v př́ıpadě, že skutečné rozděleńı budoućıch
výnos̊u aktiv je to nejhorš́ı možné z těch, které jsme uvažovali. T́ımto docháźı
k robustifikaci p̊uvodńı mı́ry rizika vzhledem k pravděpodobnostńımu rozděleńı
budoućıch výnos̊u aktiv.

Matematicky budeme výše popsanou situaci modelovat tak, že náhodný vektor
budoućıch výnos̊u aktiv Y budeme chápat jen jako měřitelné zobrazeńı z prostoru
(Ω,A) do prostoru (Rn,Bn), přičemž na prostoru (Ω,A) budeme uvažovat r̊uzné
pravděpodobnostńı mı́ry. T́ımto zp̊usobem dostaneme r̊uzná rozděleńı budoućıch
výnos̊u aktiv.
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Definice 5 (robustifikace mı́ry rizika). Necht’ M je libovolná neprázdná množina
pravděpodobnostńıch měr na prostoru (Ω,A), Z : (Ω,A) → (R,B) je měřitelné
zobrazeńı vyjadřuj́ıćı ztráty utrpené při určité investici. ZP : (Ω,A,P) → (R,B)
necht’ jsou náhodné veličiny, které vznikly ze zobrazeńı Z pouze přidáńım pravdě-
podobnostńı mı́ry P ∈M k prostoru (Ω,A). Necht’ dále ρ je libovolná mı́ra rizika,
potom zadefinujeme robustńı mı́ru rizika ρw

3 jako

ρw(Z) = sup
P∈M

ρ(ZP). (1.1)

(viz Zhu a Fukushima (2009), chapter 2)

Poznámka. Striktně vzato, zobrazeńı ρw definované výše neńı mı́rou rizika ve
smyslu definice 2. Pro jednoduchost ovšem ve zbytku této práce budeme takto
definovaná zobrazeńı také označovat jako mı́ry rizika.

Na tomto mı́stě zadefinujeme, jak přesně vypadá robustifikace podmı́něné hod-
noty v riziku.

Definice 6 (nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něná hodnota v riziku). Necht’ M je libo-
volná neprázdná množina pravděpodobnostńıch měr na prostoru (Ω,A), Y necht’

je měřitelné zobrazeńı z prostoru (Ω,A) do (Rn,Bn) vyjadřuj́ıćı budoućı výnosy
aktiv a α ∈ (0,1). Potom zadefinujeme nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něnou hodnotu v
riziku spojenou s výběrem portfolia x ∈ X na hladině α jako

WCVaRα(x) = sup
P∈M

CVaRα(x). (1.2)

(viz Zhu a Fukushima (2009), definition 1)

Poznámka. Značeńı nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něné hodnoty v riziku WCVaRα(x)
pocháźı z anglického výrazu pro nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něnou hodnotu v riziku
worst case conditional value at risk.

Nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něnou hodnotu v riziku jsme zavedli z d̊uvodu, aby-
chom se uměli vypořádat s př́ıpadem, kde neznáme přesné rozděleńı ztrátové
funkce. Lze snadno nahlédnout, že pokud zvoĺıme množinu M jednobodovou,
přejde nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něná hodnota v riziku na podmı́něnou hodnotu v
riziku. Jak už název napov́ıdá, nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něná hodnota v riziku vy-
jadřuje, jaká bude podmı́něná hodnota v riziku v př́ıpadě, že skutečné rozděleńı
budoućıch cen aktiv je to nejhorš́ı možné z těch, které připoušt́ıme.

V daľśı části tohoto textu ukážeme, že nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něná hodnota v
riziku si zachová některé d̊uležité vlastnosti podmı́něné hodnoty v riziku, zejména
koherenci.

3dolńı index w z anglického worst case tj. nejhorš́ı př́ıpad
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Kapitola 2

Podmı́něná hodnota v riziku a
jej́ı robustifikace

V této kapitole se budeme věnovat základńım vlastnostem podmı́něné hodnoty
v riziku a jej́ı robustifikaci. Ukážeme, jak je možné převést hledáńı CVaR na
řešeńı úlohy minimalizace konvexńı funkce v jedné proměnné. Ukážeme, že CVaR
je spojitá v parametru hladiny α. Definujeme, co znamená koherence mı́ry rizika
a vyšetř́ıme koherentnost CVaR i WCVaR.

2.1 Formule pro výpočet CVaR

Necht’ f(x,Y) je ztrátová funkce s konečným prvńım momentem a α ∈ (0, 1).
Potom zadefinujeme pomocnou funkci

Fα(x, ζ) = ζ +
1

1− α
E
[
|f(x,Y)− ζ|+

]
, ζ ∈ R, (2.1)

kde využ́ıváme značeńı |f(x,Y) − ζ|+ = max {0, f(x,Y) − ζ}. Tuto pomocnou
funkci následně využijeme při hledáńı hodnoty CVaRα(x), o čemž mluv́ı následu-
j́ıćı věta.

Věta 2 (minimalizačńı formule CVaR). Necht’ f(x,Y) je ztrátová funkce s ko-
nečným prvńım momentem pro všechna x ∈ X a necht’ α ∈ (0, 1). Potom funkce
Fα(x, ζ) zadefinovaná výrazem (2.1) je konvexńı a spojitá v proměnné ζ ∈ R.
Nav́ıc plat́ı

CVaRα(x) = min
ζ∈R

Fα(x, ζ) (2.2)

a argminζ∈RFα(x, ζ) je neprázdný uzavřený interval, jehož levý krajńı bod je
VaRα(x).

(viz Rockafellar a Uryasev (2002), theorem 10, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že Fα(x, ζ) je korektně zadefinována pro všechna x ∈
X a všechna ζ ∈ R. To je ovšem jednoduchý d̊usledek předpokladu o konečnosti
středńı hodnoty ztrátové funkce f , nebot’ středńı hodnota na pravé straně je
konečná pro všechna x ∈ X a všechna ζ ∈ R. Funkce Fα(x, ζ) je tedy korektně
zadefinována.
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Nyńı se zaměř́ıme na konvexnost a spojitost Fα(x, ·). Konvexnost Fα(x, ·)
plyne z konvexnosti funkce |f(x, y)− ζ|+ v proměnné ζ. Pro všechny λ ∈ (0, 1) a
ζ1, ζ2 ∈ R plat́ı vztah

λ |f(x, y)− ζ1|+ + (1− λ) |f(x, y)− ζ2|+ ≥ |f(x, y)− λζ1 − (1− λ)ζ2|+ .

Potom bude také nutně platit

E
[
λ |f(x,Y)− ζ1|+

]
+ E

[
(1− λ) |f(x,Y)− ζ2|+

]
≥

≥ E
[
|f(x,Y)− λζ1 − (1− λ)ζ2|+

]
,

což je vlastně ověřeńı konvexnosti funkce E
[
|f(x,Y)− ζ|+

]
v proměnné ζ. Funkce

Fα(x, ·) je součtem lineárńı (a tedy konvexńı) funkce a konvexńı funkce, muśı tedy
být také konvexńı. Nakonec využijeme faktu, že každá reálná konvexńı funkce
definovaná na celém R už je nutně spojitá a nav́ıc má konečné jednostranné
derivace, což budeme dále v d̊ukazu použ́ıvat.

Pro d̊ukaz samotného vzorce (2.2) budeme potřebovat vyjádřeńı těchto jed-
nostranných derivaćı. Začneme s vyjádřeńım derivačńıho pod́ılu pro ζ, ζ ′ ∈ R,
ζ 6= ζ ′

Fα(x, ζ ′)− Fα(x, ζ)

ζ ′ − ζ
= 1 +

1

1− α
E

[
|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ

]
, (2.3)

kde jsme pouze dosadili za Fα(x, ζ) z definice (2.1) a vzniklý výraz jsme upravili.
Nyńı se zaměř́ıme na výraz uvnitř středńı hodnoty a budeme zkoumat, jakých
hodnot může nabývat. Nejprve se zaměř́ıme na př́ıpad, kdy plat́ı ζ ′ > ζ. Je snadné
nahlédnout, že plat́ı

|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ


= −1, pokud f(x,Y) > ζ ′,
= 0, pokud f(x,Y) ≤ ζ,
∈ [−1, 0), pokud ζ < f(x,Y) ≤ ζ ′.

Dále si muśıme uvědomit, že plat́ı vztahy

P(ζ < f(x,Y) ≤ ζ ′) = Ψ(x, ζ ′)−Ψ(x, ζ),

P(f(x,Y) > ζ ′) = 1−Ψ(x, ζ ′),

z čehož plyne, že pro každé ζ ′ > ζ existuje ρ(ζ, ζ ′) ∈ [0, 1] takové, že plat́ı

E

[
|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ

]
=

= −(1−Ψ(x, ζ ′))− ρ(ζ, ζ ′) [Ψ(x, ζ ′)−Ψ(x, ζ)] .

Dı́ky spojitosti zprava distrubučńı funkce Ψ dostáváme

lim
ζ′↘ζ

Ψ(x, ζ ′) = Ψ(x, ζ)

a můžeme tedy vypoč́ıtat limitu

lim
ζ′↘ζ

E

[
|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ

]
= −(1−Ψ(x, ζ)). (2.4)
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Zkombinováńım rovnic (2.3) a (2.4) dostáváme vyjádřeńı derivace zprava funkce
Fα(x, ζ) jako

∂+Fα
∂ζ

(x, ζ) = lim
ζ′↘ζ

Fα(x, ζ ′)− Fα(x, ζ)

ζ ′ − ζ
= 1 +

1

1− α
[Ψ(x, ζ)− 1] =

=
Ψ(x, ζ)− α

1− α
. (2.5)

Nyńı se zaměř́ıme na př́ıpad, kdy ζ ′ < ζ, a budeme postupovat analogicky. Nej-
prve nahlédneme, že plat́ı

|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ


= −1, pokud f(x,Y) ≥ ζ,
= 0, pokud f(x,Y) ≤ ζ ′,
∈ [−1, 0), pokud ζ ′ < f(x,Y) < ζ.

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě plat́ı vztahy

P(ζ ′ < f(x,Y) < ζ) = Ψ(x, ζ−)−Ψ(x, ζ ′),

P(f(x,Y) ≥ ζ) = 1−Ψ(x, ζ−),

z čehož plyne, že pro každé ζ ′ < ζ existuje ρ(ζ, ζ ′) ∈ (0, 1) takové, že plat́ı

E

[
|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ

]
=

= −(1−Ψ(x, ζ−))− ρ(ζ, ζ ′)
[
Ψ(x, ζ−)−Ψ(x, ζ ′)

]
,

a můžeme tedy vypoč́ıtat limitu

lim
ζ′↗ζ

E

[
|f(x,Y)− ζ ′|+ − |f(x,Y)− ζ|+

ζ ′ − ζ

]
= −(1−Ψ(x, ζ−)). (2.6)

Zkombinováńım rovnic (2.3) a (2.6) dostáváme vyjádřeńı derivace zleva funkce
Fα(x, ζ) jako

∂−Fα
∂ζ

(x, ζ) = lim
ζ′↗ζ

Fα(x, ζ ′)− Fα(x, ζ)

ζ ′ − ζ
= 1 +

1

1− α
[
Ψ(x, ζ−)− 1

]
=

=
Ψ(x, ζ−)− α

1− α
. (2.7)

Dı́ky konvexitě funkce Fα(x, ·) máme zaručeno, že bude pro všechna ζ ∈ R
a všechna x ∈ X platit

∂−Fα
∂ζ

(x, ζ) ≤ ∂+Fα
∂ζ

(x, ζ)

a nav́ıc z odvozených vzorc̊u pro jednostranné derivace plynou následuj́ıćı limity

lim
ζ→∞

∂−Fα
∂ζ

(x, ζ) = lim
ζ→∞

∂+Fα
∂ζ

(x, ζ) = 1,

lim
ζ→−∞

∂−Fα
∂ζ

(x, ζ) = lim
ζ→−∞

∂+Fα
∂ζ

(x, ζ) = − α

1− α
.
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Využit́ım znalosti o konvexitě funkce Fα(x, ·) dostáváme, že pro každé c ∈ R
je úrovňová množina této funkce

{ζ : Fα(x, ζ) ≤ c} (2.8)

konvexńı. Nav́ıc d́ıky kladné limitě jednostranných derivaćı funkce Fα(x, ·) v ne-
konečnu a záporné limitě jednostranných derivaćı funkce Fα(x, ·) v mı́nus ne-
konečnu v́ıme, že se jedná o uzavřené omezené intervaly. Funkce Fα(x, ·) tedy
nabývá svého minima na uzavřeném omezeném intervalu, jehož všechny body
muśı splňovat podmı́nku

∂−Fα
∂ζ

(x, ζ) ≤ 0 ≤ ∂+Fα
∂ζ

(x, ζ).

S využit́ım odvozených vztah̊u (2.5) a (2.7) pro jednostranné derivace funkce
Fα(x, ·) lze tuto podmı́nku upravit na

Ψ(x, ζ−) ≤ α ≤ Ψ(x, ζ). (2.9)

Z definice hodnoty v riziku je vidět, že levý krajńı bod tohoto intervalu muśı být
VaRα(x).

Ze vztahu (2.9) plyne, že plat́ı

min
ζ∈R

Fα(x, ζ) = Fα(x,VaRα(x)) = VaRα(x) +
1

1− α
E
[
|f(x,Y)− VaRα(x)|+

]
=

=
1

1− α
E
[
f(x,Y) · I(f(x,Y)≥VaRα(x))

]
= CVaRα(x),

kde posledńı rovnost je př́ımo definice CVaRα(x). Ukázali jsme tedy platnost
vztahu (2.2), č́ımž je d̊ukaz věty dokončen.

k
Ukázali jsme tedy, že výpočet VaR a CVaR lze převést na hledáńı minima

konvexńı funkce jedné proměnné. Tato minimalizačńı formule je velmi d̊uležitá
pro formulaci optimalizačńıch úloh hledáńı portfolia s minimálńım CVaR, čehož
budeme dále využ́ıvat ve 3. kapitole.

2.2 Základńı vlastnosti CVaR

Mezi nejzákladněǰśı vlastnosti CVaR patř́ı spojitost dle parametru hladiny α
a koherence. Těmito dvěma vlastnostmi se nyńı budeme zabývat.

Věta 3 (spojitost CVaR). CVaRα(x) jako funkce proměnných x ∈ X a α ∈ (0, 1)
je spojitá v proměnné α.

(viz Rockafellar a Uryasev (2002), Proposition 13, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Uvažujme pevné x ∈ X a funkci

θζ(γ) = ζ + γE
[
|f(x,Y)− ζ|+

]
.

Potom bude dle věty 2 platit

CVaRα(x) = min
ζ∈R

θζ

(
1

1− α

)
.
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Jelikož pro každé pevné ζ ∈ R je funkce θζ(γ) afinńı, bude platit, že funkce

θ(γ) = min
ζ∈R

θζ(γ)

je konkávńı. Každá konkávńı funkce definovaná na R už je nutně spojitá. Dostá-
váme tedy, že funkce θ(γ) je spojitá. Ze vztahu

CVaRα(x) = θ

(
1

1− α

)
už s využit́ım faktu, že složeńı spojitých funkćı je spojitá funkce, plyne spojitost
CVaRα(x) v proměnné α.

k

Poznámka. Na tomto mı́stě je vhodné poznamenat, že VaRα(x) neńı spojitá
v proměnné α. Jako př́ıklad může posloužit libovolná ztrátová funkce, jej́ıž dis-
tribučńı funkce nabývá na nějakém nedegenerovaném intervalu konstantńı hod-
noty α0 z intervalu (0, 1). Potom VaRα(x) jako funkce parametru α zřejmě neńı
spojitá v bodě α0.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı měr rizika je koherence. Nejprve zde uvedeme defi-
nici koherentńı mı́ry rizika a následně ukážeme, že CVaR a WCVaR jsou kohe-
rentńı mı́ry rizika.

Definice 7 (koherentńı mı́ra rizika). Necht’ Q je prostor reálných náhodných
veličin vyjadřuj́ıćıch ztrátovou funkci a funkcionál ρ : Q → R ∪ {±∞} necht’

je mı́ra rizika. Potom řekneme, že ρ je koherentńı mı́ra rizika, pokud splňuje
následuj́ıćı čtyři podmı́nky:

Monotonie: Pokud Y, Z ∈ Q jsou dvě ztrátové funkce, pro které plat́ı Y ≤ Z,
potom muśı platit

ρ(Y ) ≤ ρ(Z).

Subaditivita: Pokud Y, Z ∈ Q jsou dvě ztrátové funkce, potom muśı platit

ρ(Y + Z) ≤ ρ(Y ) + ρ(Z).

Pozitivńı homogenita: Pokud Y ∈ Q je ztrátová funkce a λ ≥ 0 je reálné č́ıslo,
potom muśı platit

ρ(λY ) = λρ(Y ).

(Pro účely této definice uvažujeme 0 · ∞ = 0.)

Nezávislost na posunut́ı: Pokud Y ∈ Q je ztrátová funkce a λ ∈ R, potom muśı
platit

ρ(Y + λ) = ρ(Y ) + λ.

(viz Artzner a kol. (1999), definition 2.4)

Poznámka. Koherence zaručuje, že se mı́ra rizika chová v určitém smyslu hezky.
Zejména je dobré si uvědomit, že d́ıky splněńı podmı́nky subaditivity a pozitivńı
homegenity bude portfolio, vybrané na základě minimalizace koherentńı mı́ry
rizika, dobře diverzifikované. Je to zp̊usobeno t́ım, že volně řečeno podmı́nky
subaditivity a pozitivńı homogenity ř́ıkaj́ı, že riziko držeńı konvexńı kombinace
v́ıce aktiv je menš́ı nebo rovno než součet rizik držeńı aktiv samostatně.
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Je d̊uležité ukázat, zda mı́ry rizika, které jsme definovali v prvńı kapitole a
které budeme nadále použ́ıvat, jsou koherentńı. Vzhledem k omezenému rozsahu
této práce některá tvrzeńı uvedeme bez d̊ukazu, pouze poskytneme odkazy na
literaturu, kde jsou podrobné d̊ukazy uvedeny.

Věta 4 (Nekoherence VaR). VaR neńı koherentńı mı́rou rizika.

D̊ukaz. VaR nesplňuje podmı́nku subaditivity, podrobný protipř́ıklad uveden
např́ıklad v Artzner a kol. (1999), chapter 3.3.

k

Věta 5 (koherence CVaR). CVaR je koherentńı mı́rou rizika.

D̊ukaz. Důkaz uveden např́ıklad v Rockafellar a Uryasev (2002), corollary 12.

k

2.3 Koherence WCVaR

V této podkapitole si ukážeme, že WCVaR je také koherentńı mı́rou rizika.
Toho dosáhneme pomoćı obecněǰśıho tvrzeńı, ze kterého už bude př́ımo plynout
koherentnost WCVaR.

Věta 6 (robustifikace a koherence). Necht’ M je libovolná neprázdná množina
pravděpodobnostńıch měr na prostoru (Ω,A) a ρ necht’ je nějaká koherentńı mı́ra
rizika. Potom také robustifikace mı́ry rizika ρ zadefinovaná vztahem

ρw(Z) = sup
P∈M

ρ(ZP),

kde Z je libovolné měřitelné zobrazeńı z prostoru (Ω,A) do (R,B) a ZP je př́ısluš-
ná náhodná veličina vzniklá doplněńım prostoru (Ω,A) pravděpodobnostńı mı́rou
P ∈M , je koherentńı mı́ra rizika.

(viz Zhu a Fukushima (2009), proposition 1, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Necht’ U, V jsou dvě měřitelná zobrazeńı z prostoru (Ω,A) do (R,B)
a UP, VP jsou př́ıslušné náhodné veličiny. Dokážeme, že pro ρw plat́ı všechny
podmı́nky z definice koherentńı mı́ry rizika.

Monotonie: Pokud U ≤ V , potom muśı platit

ρw(U) = sup
P∈M

ρ(UP) ≤ sup
P∈M

ρ(VP) = ρw(V ),

kde využ́ıváme monotonie ρ. T́ımto je dokázána monotonie ρw.

Subaditivita: Muśı platit

ρw(U + V ) = sup
P∈M

ρ(UP + VP) ≤ sup
P∈M

(ρ(UP) + ρ(VP)) ≤

≤ sup
P∈M

ρ(UP) + sup
P∈M

ρ(VP) = ρw(U) + ρw(V ),

kde ve druhé úpravě využ́ıváme subaditivitu ρ a následně aritmetiku sup-
rém. T́ımto je dokázáno, že ρw je subaditivńı.
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Pozitivńı homogenita: Necht’ λ > 0, potom muśı platit

ρw(λU) = sup
P∈M

ρ(λUP) = λ sup
P∈M

ρ(UP) = λρw(U),

kde využ́ıváme pozitivńı homogenity ρ. V př́ıpadě λ = 0 požadovaná rov-
nost plat́ı triviálně. T́ımto je dokázána pozitivńı homogenita ρw.

Nezávislost na posunut́ı: Necht’ λ ∈ R, potom muśı platit

ρw(U+λ) = sup
P∈M

ρ(UP+λ) = sup
P∈M

(ρ(UP) + λ) = λ+ sup
P∈M

ρ(UP) = ρw(U)+λ,

kde využ́ıváme nezávislosti na posunut́ı ρ. T́ımto je dokázána nezávislost
na posunut́ı ρw.

Ověřili jsme tedy, že ρw splňuje všechny podmı́nky z definice koherentńı mı́ry
rizika.

k

D̊usledek. Triviálńım d̊usledkem vět 5 a 6 je tvrzeńı, že WCVaR je koherentńı
mı́rou rizika.
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Kapitola 3

Využit́ı CVaR a WCVaR v
optimálńım rozhodováńı

V této kapitole se budeme věnovat zejména úlohám hledáńı optimálńı skladby
portfolia . Jak už bylo popsáno v úvodu, naš́ım ćılem bude formulovat úlohu
hledáńı portfolia s požadovanou středńı hodnotou výnosu a nejmenš́ı možnou
mı́rou rizika (jako mı́ry rizika budeme uvažovat CVaR, resp. WCVaR) jako úlohu
lineárńıho programováńı.

Pro formulaci vět v této kapitole je d̊uležitý předpoklad o konečném prvńım
momentu uvažované ztrátové funkce f(x,Y), proto nadále v této kapitole budeme
uvažovat pouze ztrátové funkce s konečným prvńım momentem. Pro jednoduchost
zápisu už tento předpoklad nebudeme u každého tvrzeńı zvlášt’ uvádět, ale bu-
deme ho považovat za splněný. Také budeme potřebovat použ́ıvat jedno tvrzeńı
z teorie optimalizace, které na tomto mı́stě uvedeme bez d̊ukazu, pouze uvedeme
odkaz na literaturu, kde je d̊ukaz podán.

Lemma 7. Necht’ X ⊂ Rn a Y ⊂ Rm jsou kompaktńı konvexńı množiny a necht’

reálná funkce n+m reálných proměnných ψ(x, y) je konvexńı v proměnné x pro
všechna y ∈ Y a konkávńı v proměnné y pro všechna x ∈ X. Potom plat́ı

min
x∈X

max
y∈Y

ψ(x, y) = max
y∈Y

min
x∈X

ψ(x, y).

D̊ukaz. Důkaz uveden např́ıklad v Fan (1953), theorem 1.

k

3.1 Optimalizace na základě CVaR

Nejprve si muśıme odvodit, jak naj́ıt optimálńı skladbu portfolia x∗ ∈ X tak,
aby byla CVaRα(x∗) minimálńı. O tom hovoř́ı následuj́ıćı věta.

Věta 8 (minimalizace CVaR). Necht’ X ⊂ Rn a α ∈ (0, 1). Potom plat́ı

min
x∈X

CVaRα(x) = min
(x, ζ)∈X×R

Fα(x, ζ),
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kde Fα(x, ζ) je stejná funkce jako ve větě 2. Nav́ıc plat́ı

(x∗, ζ∗) ∈ argmin(x, ζ)∈X×RFα(x, ζ)⇔
⇔ x∗ ∈ argminx∈XCVaRα(x) a současně ζ∗ ∈ argminζ∈RFα(x∗, ζ).

(viz Rockafellar a Uryasev (2002), theorem 14, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Prvńı část věty plyne ze skutečnosti, že pokud chceme minimalizo-
vat funkci v́ıce proměnných, můžeme minimalizovat tuto funkci nejprve v jedné
proměnné a poté vzniklou funkci minimalizovat ve zbylých proměnných. Kon-
krétně v našem př́ıpadě z věty 2 v́ıme, že

CVaRα(x) = min
ζ∈R

Fα(x, ζ).

Jako d̊usledek dostáváme

min
x∈X

CVaRα(x) = min
x∈X

min
ζ∈R

Fα(x, ζ) = min
(x, ζ)∈X×R

Fα(x, ζ),

kde posledńı rovnost plyne z výše uvedého.
Druhá část tvrzeńı už je jen triviálńı d̊usledek prvńı části.

k
Ačkoliv někdy může být užitečné umět naj́ıt portfolio s nejmenš́ı CVaRα,

v praxi obvykle chceme přidat omezeńı na minimálńı požadovanou středńı hod-
notu výnosu portfolia. Toho doćıĺıme přidáńım podmı́nky

µ ≤ E[xTY], (3.1)

kde µ ∈ R vyjadřuje právě minimálńı požadovanou středńı hodnotu výnosu port-
folia. Snadno si uvědomı́me, že výraz na pravé straně nerovnosti (3.1) je právě
středńı hodnota výnosu portfolia. Nyńı můžeme formulovat následuj́ıćı d̊usledek.

D̊usledek. Necht’ α ∈ (0, 1), µ ∈ R a X ⊂ Rn. Potom je úloha

minimalizovat CVaRα(x) za podmı́nek x ∈ X,
µ ≤ E

[
xTY

]
ekvivalentńı úloze

minimalizovat θ za podmı́nek x ∈ X,
θ ≥ Fα(x, ζ),

µ ≤ E
[
xTY

]
.

D̊ukaz. Z věty 2 máme, že

CVaRα(x) = min
ζ∈R

Fα(x, ζ).

Nyńı si muśıme uvědomit, že d̊usledkem tohoto plat́ı, že pro libovolné pevné
x ∈ X je tvrzeńı

CVaRα(x) ≤ θ
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ekvivalentńı tvrzeńı
∃ ζ∗ ∈ R : Fα(x, ζ∗) ≤ θ.

Z tohoto už př́ımo plyne tvrzeńı d̊usledku.
k

Na tomto mı́stě se budeme věnovat výpočetńım aspekt̊um takto formulované
optimalizačńı úlohy. Zavedeme dva daľśı omezuj́ıćı předpoklady s ćılem převést
tuto optimalizačńı úlohu do lineárńıho tvaru.

Zaprvé budeme za ztrátovou funkci uvažovat pouze výnosy portfolia s opač-
ným znaménkem, tedy f bude mı́t nadále tvar

f(x,Y) = −xTY.

Zadruhé budeme o vektoru budoućıch výnos̊u aktiv Y předpokládat, že má disk-
rétńı rozděleńı s konečnou množinou možných hodnot

H = {Y1, . . . , YK} ⊂ Rn pro nějaké K ∈ N.

Na tomto mı́stě si muśıme uvědomit, že zavedeńı takovýchto předpoklad̊u neńı
pro reálné aplikace př́ılǐs omezuj́ıćı. Naše volba ztrátové funkce je velmi intuitivńı
a v praxi použitelná. Jelikož tyto optimalizačńı úlohy budeme cht́ıt aplikovat na
data z finančńıch trh̊u, muśıme si uvědomit, že ceny finančńıch aktiv nejsou na
burzách kótovány spojitě, nýbrž diskrétně. Proto ani náš druhý předpoklad neńı
v praxi př́ılǐs omezuj́ıćı.

Použit́ım těchto předpoklad̊u přejde nerovnost

θ ≥ Fα(x, ζ)

v nerovnost

θ ≥ ζ +
1

1− α

K∑
k=1

πk |f(x, Yk)− ζ|+ ,

kde πk = P(Y = Yk), k = 1, . . . , K. T́ımto jsme stále neźıskali lineárńı nerovnost,
ale snadno se můžeme přesvědčit, že tuto nerovnost můžeme v zadáńı optima-
lizačńı úlohy ekvivalentně nahradit soustavou lineárńıch nerovnost́ı

θ ≥ ζ +
1

1− α

K∑
k=1

πkuk,

uk ≥ f(x, Yk)− ζ, k = 1, . . . , K,

uk ≥ 0, k = 1, . . . , K,

kde jsme si zavedli nové pomocné nezáporné reálné proměnné uk, k = 1, . . . , K.
Podobně přejde nerovnost

µ ≤ E
[
xTY

]
na nerovnost

µ ≤
K∑
k=1

πkx
TYk,

což je také lineárńı nerovnost.
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Pokud ještě nav́ıc zvoĺıme množinu X ∈ Rn v takovém tvaru, aby se dala
zadat pomoćı konečného počtu lineárńıch omezeńı, přejde výše uvedená úloha na
úlohu lineárńıho programováńı. V našem př́ıpadě budeme uvažovat množinu X
ve tvaru

X = Rn
+,

což odpov́ıdá možnosti při investováńı zaujmout jen nezáporných pozic.
Nakonec přidáme ještě podmı́nku na počátečńı součet vah jednotlivých aktiv

v portfoliu w0 ∈ (0,∞), která bude mı́t následuj́ıćı tvar

w0 = eTnx,

kde en je vektor samých jednotek délky n.
Na tomto mı́stě už můžeme formulovat zněńı optimalizačńı úlohy v lineárńım

tvaru, která je aplikovatelná na reálné situace. Následuj́ıćı tvrzeńı vyjadřuje pouze
zněńı d̊usledku věty 8 se zavedeńım dvou výše uvedených doplňuj́ıćıch předpok-
lad̊u.

Tvrzeńı 9 (minimalizace CVaR jako úloha lineárńıho programováńı). Necht’

náhodný vektor Y má konečné diskrétńı rozděleńı, ztrátová funkce necht’ má tvar
f(x,Y) = −xTY a dále necht’ jsou určeny konstanty µ ∈ R, α ∈ (0,1) a w0 ∈
(0,∞) vyjadřuj́ıćı požadovanou minimálńı středńı hodnotu výnosu portfolia, hla-
dinu CVaR, resp. počátečńı součet vah aktiv v portfoliu. Potom z věty 8 a výše
uvedeného plyne, že úloha

minimalizovat CVaRα(x) za podmı́nek x ≥ 0,

w0 = eTnx,

µ ≤ E
[
xTY

]
je ekvivalentńı úloze

minimalizovat θ za podmı́nek x ≥ 0, (3.2)

θ ≥ ζ +
1

1− α

K∑
k=1

πkuk, (3.3)

µ ≤
K∑
k=1

πkx
TYk, (3.4)

w0 = eTnx, (3.5)

uk ≥ −xTYk − ζ, k = 1, . . . , K, (3.6)

uk ≥ 0, k = 1, . . . , K, (3.7)

což je úloha lineárńıho programováńı.

Toto tvrzeńı je př́ımo aplikovatelné na řešeńı reálných situaćı a ve čtvrté
kapitole této práce budou některé výsledky těchto aplikaćı ukázány.
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3.2 Optimalizace na základě WCVaR

Nyńı si poṕı̌seme, jak formulovat optimalizačńı úlohu výběru optimálńı sklad-
by portfolia v př́ıpadě, že jako mı́ru rizika budeme použ́ıvat WCVaR. Na začátku
zavedeme stejné omezuj́ıćı předpoklady jako v podkapitole 3.1, tedy budeme uva-
žovat pouze náhodné vektory budoućıch výnos̊u aktiv Y, které maj́ı diskrétńı
rozděleńı s konečnou množinou možných hodnot

H = {Y1, . . . , YK} ⊂ Rn pro nějaké K ∈ N. (3.8)

Také budeme uvažovat ztrátovou funkci pouze ve tvaru

f(x,Y) = −xTY (3.9)

a podobně jako v předchoźı části, budeme uvažovat množinu X ve tvaru

X = Rn
+.

Tyto předpoklady nebudeme pro jednoduchost zápisu opakovat pro každé tvrzeńı
nebo větu v této podkapitole zvlášt’, ale budeme je vždy považovat za splněné.

Jak už bylo popsáno v kapitole 1, náhodný vektor budoućıch výnos̊u aktiv
Y jsme považovali za měřitelné zobrazeńı z nějakého pravděpodobnostńıho pro-
storu (Ω,A,P) do (Rn,Bn). Nyńı se zaměř́ıme na př́ıpad, kdy pravděpodobnostńı
mı́ra P na prostoru (Ω,A) neńı určena jednoznačně, ale budeme o ńı pouze
předpokládat, že je elementem nějaké množiny M pravděpodobnostńıch měr na
prostoru (Ω,A). Tato představa je sice užitečná z teoretického hlediska, ale z
hlediska praktických výpočt̊u je lepš́ı pracovat s rozděleńım vektoru Y, tedy s
pravděpodobnostńı mı́rou indukovanou na (Rn,Bn). S ohledem na předchoźı ome-
zuj́ıćı předpoklady je tato mı́ra určena vektorem pravděpodobnost́ı

π = (π1, . . . , πK), kde πi = P(Y = Yi). (3.10)

Vzhledem k tomu, že mı́ra P na prostoru (Ω,A) může být libovolná mı́ra z
množiny M , bude existovat množina R rozděleńı na H indukovaná zobrazeńım Y
a množinou M pravděpodobnostńıch měr na (Ω,A). Nadále budeme pracovat s
touto množinou R, kterou budeme pokládat za množinu K-rozměrných vektor̊u
pravděpodobnost́ı podle výrazu (3.10).

Celou situaci si můžeme trochu zjednodušeně představovat tak, že máme
konečnou množinu H možných realizaćı výnos̊u aktiv a volbou vektoru prav-
děpodobnost́ı π ∈ R pouze ř́ıkáme, jak je která realizace pravděpodobná.

Necht’ máme dále zadáno α ∈ (0, 1) a konkrétńı volbu portfolia x ∈ X. Potom
zadefinujeme pomocnou funkci G následovně

Gα(x, ζ, π) = ζ +
1

1− α

K∑
i=1

πi |f(x, Yi)− ζ|+ ,

kde f je ztrátová funkce, kterou uvažujeme pouze ve tvaru jako ve výrazu (3.9).
Následuj́ıćı věta hovoř́ı o tom, jak můžeme ve výše popsaném př́ıpadě WCVaR

vypoč́ıtat.
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Věta 10 (minimalizačńı formule WCVaR). Necht’ α ∈ (0, 1) a nav́ıc R ⊂ RK je
kompaktńı konvexńı množina, potom plat́ı

WCVaRα(x) = min
ζ∈R

max
π∈R

Gα(x, ζ, π).

(viz Zhu a Fukushima (2009), theorem 2, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Bude platit, že

WCVaRα(x) = sup
π∈R

min
ζ∈R

Gα(x, ζ, π), (3.11)

nebot’ pro pevné π ∈ R je výraz minζ∈RGα(x, ζ, π) roven CVaRα(x), kde uvažu-
jeme pevné rozděleńı výnos̊u portfolia π (plyne z věty 2). Nyńı už tedy muśıme
jen dokázat, že lze prohodit operace minζ∈R a supπ∈R a následně supπ∈R nahradit
maxπ∈R. Toho doćıĺıme použit́ım lemmatu 7, které ale nemůžeme použ́ıt rovnou,
nebot’ R neńı kompaktńı množina a nemáme dokázány potřebné předpoklady o
funkci Gα. Nejprve tedy muśıme ukázat, že existuje neprázdný uzavřený interval
(tj. kompaktńı a konvexńı) I takový, že plat́ı

min
ζ∈R

Gα(x, ζ, π) = min
ζ∈I

Gα(x, ζ, π).

Z kompaktnosti (tj. uzavřenosti a omezenosti) množiny R plyne, že lze naj́ıt K-
rozměrnou krychli tak, aby množina R byla podmnožinou této krychle. Vrcholy
této krychle budeme značit v1, . . . , v2K . Výše uvedené tvrzeńı lze vyjádřit vztahem

R ⊂

v ∈ RK : v =
2K∑
i=1

viλi;
2K∑
i=1

λi = 1; λi ≥ 0; i = 1, . . . , 2K

 ,

kde množina na pravé straně je právě naše krychle. Množina

arg min
ζ∈R

Gα(x, ζ, vi)

pro i = 1, . . . , 2K je uzavřený interval Ii (plyne z věty 2) a pro konvexńı kombinaci
π z bod̊u vi tedy bude platit

arg min
ζ∈R

Gα(x, ζ, π) ⊂

min


2K⋃
i=1

Ii

 , max


2K⋃
i=1

Ii


 = I.

T́ımto jsme tedy dokázali existenci uzavřeného intervalu I. Z toho plyne, že plat́ı

sup
π∈R

min
ζ∈R

Gα(x, ζ, π) = max
π∈R

min
ζ∈R

Gα(x, ζ, π) = max
π∈R

min
ζ∈I

Gα(x, ζ, π), (3.12)

kde prvńı rovnost plyne z faktu, že spojitá funkce minζ∈RGα(x, ζ, π) nabývá na
kompaktńı množně R svého maxima, a druhá rovnost je jen přepis výše uve-
deného.

Funkce Gα(x, ζ, π) je pro pevné x konvexńı v proměnné ζ, což plyne př́ımo
z věty 2, a afinńı (tedy také konkávńı) v proměnné π. Dı́ky tomu z lemmatu 7
dostáváme, že plat́ı

max
π∈R

min
ζ∈I

Gα(x, ζ, π) = min
ζ∈I

max
π∈R

Gα(x, ζ, π). (3.13)
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Nyńı si muśıme uvědomit, že určitě plat́ı

min
ζ∈I

max
π∈R

Gα(x, ζ, π) ≥ inf
ζ∈R

max
π∈R

Gα(x, ζ, π). (3.14)

Ze známé minimaxové nerovnosti dostáváme, že muśı platit

inf
ζ∈R

max
π∈R

Gα(x, ζ, π) ≥ max
π∈R

min
ζ∈R

Gα(x, ζ, π), (3.15)

kde jsme na pravé straně výraz inf nahradili výrazem min, nebot’ v́ıme, že se
infima nabývá. Pomoćı rovnic (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) a (3.15) dostáváme,
že plat́ı

WCVaRα(x) = min
ζ∈R

max
π∈R

Gα(x, ζ, π),

č́ımž je d̊ukaz dokončen.
k

Nyńı bychom chtěli tuto úlohu ekvivalentně přeformulovat tak, aby byla ře-
šitelná pomoćı lineárńıho programováńı. K tomu využijeme d̊usledku věty 8 a s
využit́ım daľśıch předpoklad̊u o tvaru ztrátové funkce f podobným zp̊usobem
zformulujeme následuj́ıćı d̊usledek, jehož platnost triviálně plyne z výše uve-
deného.

D̊usledek. Optimalizačńı úloha uvedená ve větě 10 je ekvivalentńı úloze

minimalizovat θ za podmı́nek: θ ≥ max
π∈R

ζ +
1

1− α
πTu, (3.16)

uk ≥ −xTYk − ζ, k = 1, . . . , K,

uk ≥ 0, k = 1, . . . , K,

kde jsme zavedli nové nezáporné reálné proměnné u = (u1, . . . , uK) ∈ RK .

Jediný d̊uvod, proč takovouto úlohu nelze řešit pomoćı lineárńıho progra-
mováńı je operace maxπ∈R v nerovnici (3.16). Nyńı si ukážeme, jak tuto nerov-
nici ekvivalentně formulovat tak, aby byla pouze lineárńı. K tomu ale budeme
potřebovat přidat ještě daľśı omezuj́ıćı předpoklady na podobu množiny R. (viz
Zhu a Fukushima (2009))

Označme si π0 ∈ R nějaké výchoźı rozděleńı náhodného vektoru budoućıch
výnos̊u aktiv Y. Nadále budeme uvažovat množinu R pouze ve tvaru

R =
{
π ∈ RK : π = π0 + η; η ∈ RK ; eTKη = 0; η ≤ η ≤ η

}
, (3.17)

kde eK znač́ı vektor samých jednotek délky K. Omezeńı eTKη = 0 je zave-
deno z d̊uvodu, aby součet složek vektoru π z̊ustal roven 1 a tedy π mohlo
být pravděpodobnostńı rozděleńı. Parametry η, η ∈ RK muśı být v konkrétńım
př́ıpadě voleny tak, aby podmı́nkou η ≤ η ≤ η bylo zaručeno, že všechny složky
vektoru π jsou nezáporné.

Poznámka. Množina R zadefinovaná vztahem (3.17) je určitě kompaktńı a kon-
vexńı, vyhovuje tedy předpoklad̊um věty 10.

Poznámka. Takto zadefinovaná množina rozděleńı se v anglické literatuře často
označuje jako box uncertainty, nebot’ geometricky si tuto množinu lze představo-
vat jako krabičku.
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S využit́ım tohoto předpokladu můžeme nerovnici (3.16) upravit do tvaru

max
π∈R

ζ +
1

1− α
πTu = ζ +

1

1− α
πT0 u+

1

1− α
max

{η≤η≤η; eTKη=0}
ηTu. (3.18)

Nyńı už můžeme vyslovit větu o minimalizaci WCVaRα(x) jako úloze lineárńı-
ho programováńı. Nav́ıc si jako v př́ıpadě CVaR přidáme požadavek na počátečńı
součet vah aktiv v portfoliu.

D̊usledek. Necht’ α ∈ (0, 1), w0 ∈ (0,∞) a necht’ máme množinu R rozděleńı
náhodného vektoru Y jako v (3.17), potom úloha

minimalizovat WCVaRα(x) za podmı́nky 0 ≤ x,

w0 = eTKx

je ekvivalentńı úloze

minimalizovat θ za podmı́nek 0 ≤ x,

w0 = eTnx,

θ ≥ ζ +
1

1− α
πT0 u+

1

1− α
(
ηT ξ + ηTω

)
,

0 ≤ ξ,

0 ≥ ω,

uk = z + ξk + ωk, k = 1, . . . , K,

uk ≥ −xTYk − ζ, k = 1, . . . , K,

uk ≥ 0, k = 1, . . . , K.

(viz Zhu a Fukushima (2009), proposition 2, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Budeme se zabývat d́ılč́ı optimalizačńı úlohou v nerovnici (3.18) ve tvaru

maximalizovat ηTu za podmı́nek η ≤ η ≤ η,

0 = eTKη,

kde u nyńı považujeme za konstantńı vektor a maximaluzejeme jen v proměnné
η. Tato úloha lze převést na duálńı úlohu, která má následuj́ıćı podobu

minimalizovat ηT ξ + ηTω za podmı́nek uk = z + ξk + ωk, k = 1, . . . , K,

0 ≤ ξ,

0 ≥ ω,

kde zavád́ıme nové proměnné z ∈ R, ξ ∈ RK , ω ∈ RK .
Z teorie duality v lineárńım programováńı plyne, že hodnota účelové funkce

duálńı úlohy v libovolném př́ıpustném bodě bude vždy větš́ı nebo rovna op-
timálńımu řešeńı p̊uvodńı úlohy, přičemž rovnost nastane právě v př́ıpadě op-
timálńıho řešeńı. Můžeme tedy nahradit výraz

max
{η≤η≤η,eTKη=0}

ηTu
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výrazem
ηT ξ + ηTω

za současného přidáńı nerovnic

uk = z + ξk + ωk, k = 1, . . . , K,

0 ≤ ξ,

0 ≥ ω

do podmı́nek optimalizačńı úlohy, aniž by se změnilo jej́ı řešeńı. S využit́ım tohoto
faktu už je jednoduché si uvědomit, že obě úlohy jsou skutečně ekvivalentńı.

k

T́ımto jsme si odvodili zp̊usob, jak naj́ıt portfolio s minimálńım WCVaRα.
Ted’ se zaměř́ıme na problém minimalizace WCVaRα za podmı́nky na minimálńı
požadovanou středńı hodnotu výnosu portfolia v nejhorš́ım př́ıpadě, který volbou
množiny R připoušt́ıme. Všechny omezuj́ıćı předpoklady, které jsme zavedli na
začátku této podkapitoly, nadále z̊ustávaj́ı v platnosti včetně tvaru množiny R.
Pro daľśı práci je výhodné zavést následuj́ıćı značeńı. Zadefinujeme si matici
Z ∈ RK×n jako

Z =


Y T
1

Y T
2
...
Y T
K

 ,

kde Y1, . . . , YK jsou př́ıpustné hodnoty výnos̊u aktiv z definice množiny H ve
výrazu (3.8).

Nyńı už můžeme formulovat úlohu minimalizace WCVaRα za podmı́nky na
minimálńı středńı hodnotu výnosu portfolia v nejhorš́ım př́ıpadě, který volbou
množiny R připoušt́ıme, jako úlohu lineárńıho programováńı.

Tvrzeńı 11 (minimalizace WCVaR jako úloha lineárńıho programováńı). Necht’

α ∈ (0, 1), w0 ∈ (0,∞), µ ∈ R a necht’ máme množinu R př́ıpustných rozděleńı
náhodného vektoru budoućıch výnos̊u aktiv jako v (3.17). Potom úloha

minimalizovat WCVaRα(x) za podmı́nky µ ≤ min
π∈R

E[xTY], (3.19)

w0 = eTnx,

0 ≤ x
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je ekvivalentńı úloze

minimalizovat θ za podmı́nek 0 ≤ x, (3.20)

w0 = eTnx, (3.21)

Zx = δeK + τ + ν, (3.22)

µ ≤ (Zx)T π0 + ηT τ + ηTν, (3.23)

θ ≥ ζ +
1

1− α
πT0 u+

1

1− α
(
ηT ξ + ηTω

)
,

(3.24)

0 ≥ τ, (3.25)

0 ≤ ν, (3.26)

0 ≤ ξ, (3.27)

0 ≥ ω, (3.28)

uk = z + ξk + ωk, k = 1, . . . , K,
(3.29)

uk ≥ −xTYk − ζ, k = 1, . . . , K,
(3.30)

0 ≤ uk, k = 1, . . . , K,
(3.31)

kde τ ∈ RK, ν ∈ RK, δ ∈ R. Toto je úloha lineárńıho programováńı.
(viz Zhu a Fukushima (2009), chapter 3, převzato včetně d̊ukazu.)

D̊ukaz. Budeme vycházet z optimalizačńı úlohy formulované v předchoźım
d̊usledku. Přidáńı podmı́nky na minimálńı požadovanou středńı hodnotu výnosu
µ ∈ R portfolia v nejhorš́ım možném př́ıpadě, který připoušt́ıme, realizujeme
přidáńım nerovnosti (3.19) do podmı́nek optimalizačńı úlohy. Tuto nerovnost
můžeme s využit́ım znalosti podoby množiny R dále upravit do tvaru

(Zx)Tπ0 + min
{η≤η≤η; eTKη=0}

(Zx)Tη ≥ µ.

Tato nová nerovnost neńı lineárńı, budeme ji tedy muset do lineárńıho tvaru
přeformulovat. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě se zaměř́ıme na d́ılč́ı optima-
lizačńı úlohu

minimalizovat (Zx)Tη za podmı́nek 0 = eTKη,

η ≤ η ≤ η.

Toto je úloha lineárńıho programováńı. Můžeme k ńı naj́ıt duálńı úlohu, která
má tvar

maximalizovat ηT τ + ηTν za podmı́nek Zx = δeK + τ + ν,

0 ≥ τ,

0 ≤ ν,

kde jsme zavedli nové proměnné τ ∈ RK , ν ∈ RK , δ ∈ R a eK znač́ı vektor
samých jednotek délky K.
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Z teorie duality v lineárńım programováńı plyne, že hodnota účelové funkce
duálńı úlohy v libovolném př́ıpustném bodě muśı být menš́ı nebo rovna op-
timálńımu řešeńı p̊uvodńı úlohy, přičemž rovnost nastává právě v př́ıpadě op-
timálńıho řešeńı. S využit́ım tohoto faktu už je jednoduché si uvědomit, že mů-
žeme nahradit nerovnici

(Zx)Tπ0 + min
{η≤η≤η; eTKη=0}

(Zx)Tη ≥ µ

v podmı́nkách optimalizačńı úlohy soustavou nerovnic

µ ≤ (Zx)Tπ0 + ηT τ + ηTν,

Zx = δeK + τ + ν,

0 ≥ τ,

0 ≤ ν,

aniž by se změnilo řešeńı této optimalizačńı úlohy. T́ımto je dokázáno, že obě
optimalizačńı úlohy jsou ekvivalentńı.

k
Toto tvrzeńı je př́ımo aplikovatelné na řešeńı reálných situaćı a ve čtvrté kapitole
této práce budou některé výsledky těchto aplikaćı ukázány.

Poznámka. Uvažovali jsme jen velmi specifickou volbu množiny R. Např́ıklad v
práci Zhu a Fukushima (2009) můžeme naj́ıt odvozeńı formulace optimalizačńıch
úloh pro množinu R tvaru elipsoidu (anglicky ellipsoidal uncertainty) nebo pro
smı́̌sené rozděleńı náhodného vektoru výnos̊u Y. Tyto úlohy je možné také efek-
tivně numericky řešit, ale nejsou to úlohy lineárńıho programováńı. Tato práce se
jimi dále zabývat nebude.
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Kapitola 4

Ukázky aplikaćı na reálná data

Při konkrétńıch aplikaćıch výše popsaných postup̊u na reálné situace na-
raźıme na problém, že neznáme rozděleńı výnos̊u aktiv v budoucnu. Přirozeně
tedy muśıme toto rozděleńı nějakým zp̊usobem odhadovat z pozorováńı chováńı
výnos̊u aktiv v minulosti, kterou známe. Jelikož ćılem této práce neńı popiso-
vat statistické metody odhadu budoućıch výnos̊u aktiv, budeme postupovat t́ım
zp̊usobem, že za odhad distribučńı funkce budoućıch výnos̊u aktiv vezmeme em-
pirickou distribučńı funkci výnos̊u aktiv v minulém obdob́ı. Tento model odha-
dováńı budoućıch výnos̊u aktiv je velice zjednodušený, ale vzhledem k rozsahu
této práce si s ńım vystač́ıme. Zd̊uvodněńı, proč je z hlediska statistiky rozumné
odhadovat rozděleńı budoućıch výnos̊u aktiv právě t́ımto zp̊usobem, je nad rámec
této práce a proto zde nebude uvedeno.

Jako data, na základě kterých budeme odhadovat rozděleńı budoućıch výnos̊u
aktiv, byly zvoleny týdenńı výnosy 11 vybraných akciových titul̊u z americké
burzy cenných paṕır̊u v rozmeźı 31. 1. 2005 až 26. 12. 2006 (celkem 100 týdn̊u).
Konkrétně byly vybrány akcie s označeńım AAPL, AMZN, BA, BAC, CSCO,
CVX, F, GOOG, MSFT, NKE, XOM. Procentuálńı výnosy se poč́ıtaj́ı ze za-
v́ıraćıch cen akcíı na konci týdne očǐstěných o výplatu dividend. Tato data byla
čerpána z webového portálu Yahoo Finance1 a jsou k nalezeńı v př́ıloze této práce.
Počet akciových titul̊u a délka sledovaného obdob́ı byly voleny tak, aby byla tato
data co možná nejreprezentativněǰśı (tj. aby dat bylo co nejv́ıce) a aby současně
výše popsané úlohy na těchto datech byly řešitelné v rozumném výpočetńım čase.
Při této volbě vstupńıch dat se délka běhu jednoho výpočtu optimalizačńı úlohy
na běžném pracovńım notebooku pohybovala kolem 15 sekund. Konkrétńı volba
akciových titul̊u a začátku časového úseku byla provedena v́ıceméně náhodně
a neńı pro účely této práce př́ılǐs d̊uležitá, proto tomuto tématu nebude dále
věnována pozornost.

Numerické výpočty byly provedeny pomoćı použit́ı matematického softwaru
Wolfram Mathematica 10.3 Student Edition. Všechny optimalizačńı úlohy byly
řešeny pomoćı dvojfázového simplexového algoritmu, který je v použitém softvaru
implementován. Zdrojové kódy skript̊u, které byly k výpočt̊um použity, lze naj́ıt
v př́ıloze č. 1 této práce2.

1http://finance.yahoo.com/
2Pomoćı skript̊u v př́ıloze lze spoč́ıtat CVaR a WCVaR optimálńıho portfolia pro zadané

vstupńı parametry a vstupńı data. Pro výpočet výsledk̊u uvedených dále byly tyto skripty
volány v cyklu pro r̊uzné vstupńı hodnoty parametr̊u.
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Jelikož tyto zdrojové kódy nejsou nijak rozsáhlé, jako dokumentace poslouž́ı
výhradně komentáře v nich, které jsou voleny tak, aby bylo jasně vidět propojeńı
mezi teoretickými formulacemi optimalizačńıch úloh, které jsou uvedeny ve 3.
kapitole této práce, a jejich konkrétńı implementaćı.

4.1 Optimalizace na základě CVaR

Na tomto mı́stě jsou uvedeny výsledky optimalizačńı úlohy hledáńı portfolia
s minimálńım CVaR za podmı́nky na minimálńı požadovanou středńı hodnotu
výnosu portfolia, která je uvedena v tvrzeńı 9, na výše popsaných datech a pro
volbu počátečńıho součtu vah aktiv v portfoliu w0 = 1. V tabulce 4.1 můžeme
vidět hodnoty CVaRα optimálńıho portfolia pro r̊uzné volby hladiny α a r̊uzné
požadované středńı hodnoty výnosu portfolia. Na obrázku 4.1 jsou tato data
znázorněna graficky (v grafu je ve skutečnosti zaneseno v́ıce hodnot než v ta-
bulce).

Z těchto dat můžeme vidět, že pro ńızké požadované středńı hodnoty výnosu
portfolia je omezeńı na středńı hodnotu výnosu v optimalizačńı úloze neak-
tivńı. Naopak pro vysoké požadované středńı hodnoty výnosu se optimalizačńı
úloha stává neřešitelnou (tj. nelze nalézt portfolio s požadovanou středńı hod-
notou výnosu). Už ze zadáńı optimalizačńı úlohy je vidět, že o řešitelnosti nebo
neřešitelnosti nerozhoduje hladina α, ale pouze požadovaná středńı hodnota vý-
nosu. Nejvyšš́ı požadovaná středńı hodnota výnosu, pro kterou bude ještě úloha
řešitelná, je zřejmě nejvyšš́ı z pr̊uměrných výnos̊u akcíı za minulé časové obdob́ı.
V př́ıpadě, že zvoĺıme požadovanou středńı hodnotu výnosu nižš́ı než nejmenš́ı
z pr̊uměrných výnos̊u akcíı za minulé obdob́ı, bude určitě toto omezeńı v op-
timalizačńı úloze neaktivńı (je možné, že bude neaktivńı i pro vyšš́ı hodnoty
požadovaných středńıch hodnot výnosu).

Na obrázku 4.1 je vidět přibližný tvar křivky hranice eficientńıch portfólíı,
na které lež́ı všechna optimálńı portfolia (anglicky označované efficient frontier).
Všechna dosažitelná portfolia lež́ı na nebo pod touto křivkou.

Tabulka 4.1: Hodnoty CVaR optimálńıch portfolíı pro r̊uzné hodnoty parametr̊u

Středńı hodno- hladina α
ta výnosu µ 0,8 0,9 0,95

0,002 0,01601 0,02090 0,02403
0,003 0,01601 0,02090 0,02403
0,004 0,01657 0,02148 0,02474
0,005 0,01790 0,02339 0,02716
0,006 0,02006 0,02625 0,03114
0,007 0,02361 0,03088 0,03684
0,008 0,02853 0,03840 0,04549
0,009 0,03702 0,05109 0,06525
0,010 0,04842 0,06899 0,08801
0,011 — — —
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Obrázek 4.1: Hranice eficientńıch portfolíı při použit́ı CVaRα jako mı́ry rizika

4.2 Optimalizace na základě WCVaR

Na tomto mı́stě jsou uvedeny výsledky optimalizačńı úlohy hledáńı portfolia
s minimálńım WCVaR za podmı́nky na minimálńı požadovanou středńı hodnotu
výnosu portfolia v nejhorš́ım př́ıpadě, který volbou množiny R připoušt́ıme, na
výše popsaných datech a pro volbu počátečńıho součtu vah aktiv v portfoliu
w0 = 1. Formulace této optimalizačńı úlohy je uvedena v tvrzeńı 11. Množinu
R jsme uvažovali pouze ve tvaru uvedeném v (3.17) a pro jednoduchost byly
parametry rozměr̊u množiny R voleny pouze ve tvaru

−η = η = reK ,

kde eK označuje vektor samých jednotek délky3 K a r ∈
[
0, 1

K

]
je jediný pa-

rametr4, který bude tvar množiny R popisovat. V tabulkách 4.2 a 4.3 můžeme
vidět hodnoty WCVaRα optimálńıch portfolíı pro r̊uzné hodnoty parametru α,
r̊uzné minimálńı požadované středńı hodnoty výnosu portfolia a r̊uzné hodnoty
rozměru množiny R (tj. r̊uzné hodnoty parametru r). Tato data jsou také graficky
znázorněna na obrázćıch 4.2 a 4.3, kde lze vidět přibližné tvary křivek hranice
eficientńıch portfolíı (v grafech je zaneseno v́ıce dat než v tabulkách). Všechna
dosažitelná portfolia lež́ı na nebo pod těmito křivkami.

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě můžeme vidět, že pro malé požadované
středńı hodnoty výnosu je toto omezeńı neaktivńı a naopak pro vysoké požadova-
né středńı hodnoty výnosu se optimalizačńı úloha stává neřešitelnou. Je zaj́ımavé
si všimnout, že řešitelnost úlohy také záviśı na volbě parametru r, č́ım vyšš́ı

3K v tomto př́ıpadě označuje počet pozorováńı výnos̊u aktiv v minulosti.
4Takovouto volbou parametru r bude určitě splněna podmı́nka na η a η z definice množiny

R (tj. z výrazu 3.17).
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zvoĺıme hodnotu tohoto parametru, t́ım sṕı̌se se úloha stává neřešitelnou, což
odpov́ıdá intuitivńı představě, že při větš́ı nejistotě rozděleńı budoućıch výnos̊u
aktiv (tj. při vyšš́ı hodnotě parametru r) je obt́ıžněǰśı nalézt portfolio s určitou
středńı hodnotou výnosu v nejhorš́ım př́ıpadě, který uvažujeme (viz výraz 3.19).
Pokud bychom uvažovali parametr r nulový, přešla by tato úloha na úlohu mini-
malizace CVaRα.

Tabulka 4.2: Hodnoty WCVaR na hladině α = 0,95 optimálńıch portfolíı pro
r̊uzné hodnoty parametr̊u r a µ

Středńı hodno- parametr r
ta výnosu µ 0,0001 0,001 0,002 0,004 0,01

-0,010 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 0,02536
-0,009 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 0,02566
-0,008 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 0,02859
-0,007 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 —
-0,006 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 —
-0,005 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 —
-0,004 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 —
-0,003 0,02407 0,02437 0,02466 0,02495 —
-0,002 0,02407 0,02437 0,02466 0,02496 —
-0,001 0,02407 0,02437 0,02466 0,02654 —
0 0,02407 0,02437 0,02466 0,03383 —
0,001 0,02407 0,02437 0,02498 — —
0,002 0,02407 0,02451 0,02722 — —
0,003 0,02408 0,02583 0,03308 — —
0,004 0,02503 0,02952 0,05681 — —
0,005 0,02777 0,03520 — — —
0,006 0,03184 0,04857 — — —
0,007 0,03837 — — — —
0,008 0,04818 — — — —
0,009 0,07166 — — — —
0,010 — — — — —

28



Tabulka 4.3: Hodnoty WCVaR na hladině α = 0,90 optimálńıch portfolíı pro
r̊uzné hodnoty parametr̊u r a µ

Středńı hodno- parametr r
ta výnosu µ 0,0001 0,001 0,002 0,004 0,01

-0,010 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 0,02403
-0,009 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 0,02406
-0,008 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 0,02566
-0,007 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,006 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,005 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,004 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,003 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,002 0,02094 0,02135 0,02174 0,02240 —
-0,001 0,02094 0,02135 0,02174 0,02321 —
0 0,02094 0,02135 0,02174 0,02792 —
0,001 0,02094 0,02135 0,02187 — —
0,002 0,02094 0,02135 0,02357 — —
0,003 0,02094 0,02249 0,02773 — —
0,004 0,02176 0,02496 0,04513 — —
0,005 0,02379 0,03001 — — —
0,006 0,02688 0,04076 — — —
0,007 0,03204 — — — —
0,008 0,04083 — — — —
0,009 0,05586 — — — —
0,010 — — — — —
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ý
n
os

u
µ

Obrázek 4.2: Hranice eficientńıch portfolíı při použit́ı WCVaR0,95 jako mı́ry rizika
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Obrázek 4.3: Hranice eficientńıch portfolíı při použit́ı WCVaR0,90 jako mı́ry rizika
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4.3 Porovnáńı CVaR a WCVaR

V této podkapitole budeme uvažovat řešeńı problému hledáńı portfolia mi-
nimaluzij́ıćıho WCVaR na určité hladině α s omezeńım na požadovanou středńı
hodnotu výnosu a pro takto sestavené portfolio následně spočteme CVaR na
stejné hladině α a porovnáme ho s portfoliem, které má při stejné požadované
středńı hodnotě výnosu minimálńı CVaR. Pro jednoduchost budeme uvažovat
pouze jednu hladinu α = 0,90 a dvě r̊uzné hodnoty parametru r (význam para-
metru r ∈ R+ je stejný jako v podkapitole 4.2).

Výsledky takovýchto úloh můžeme vidět v tabulkách 4.4, 4.5 a na obrázćıch
4.4, 4.5 (v grafech je zaneseno v́ıce dat než v tabulkách). Význam značeńı v těchto
tabulkách a grafech je následuj́ıćı

WCVaR hodnota WCVaR portfolia s minimálńım WCVaR
CVaR* hodnota CVaR portfolia s minimálńım WCVaR
CVaR hodnota CVaR portfolia s minimálńım CVaR

Za povšimnut́ı stoj́ı fakt, že hodnota CVaR pro portfolio vzniklé minimalizaćı
WCVaR je vždy větš́ı nebo rovna než hodnota CVaR portfolia vniklého minima-
lizaćı CVaR na stejné hladině α při stejné minimálńı požadované středńı hodnotě
výnosu. Toto je jen d̊usledek formulace optimalizačńıch úloh, které řeš́ıme. Také
bude platit, že pro snižuj́ıćı se hodnotu parametru r bude řešeńı úlohy minimali-
zace WCVaR stále v́ıce a v́ıce podobné řešeńı úlohy minimalizace CVaR, s č́ımž
jsou ńıže uvedené výsledky v souladu. Jak už bylo popsáno v předchoźı podkapi-
tole, pokud bychom zvolili hodnotu parametru r = 0, potom obě úlohy splynou.
Toto si lze intuitivně představovat tak, že ńızké hodnoty parametru r odpov́ıdaj́ı
ńızké nejistotě rozděleńı budoućıch výnos̊u aktiv, č́ımž se situace přibližuje situaci
při výpočtu CVaR, kde rozděleńı budoućıch výnos̊u aktiv známe přesně a žádná
nejstota tedy neńı př́ıtomna.

31



Tabulka 4.4: Porovnáńı CVaR a WCVaR optimálńıch portfolíı na hladině α = 0,90
pro parametr r = 0,0001

Středńı hod-
nota výnosu WCVaR CVaR* CVaR

0,0096 0,06775 0,06748 0,06168
0,0090 0,05586 0,05565 0,05109
0,0084 0,04596 0,04580 0,04285
0,0078 0,03864 0,03853 0,03639
0,0072 0,03330 0,03320 0,03204
0,0066 0,02970 0,02963 0,02869
0,0060 0,02688 0,02680 0,02625
0,0054 0,02487 0,02481 0,02440
0,0048 0,02329 0,02324 0,02293
0,0042 0,02210 0,02204 0,02182
0,0036 0,02118 0,02113 0,02099
0,0030 0,02094 0,02090 0,02090
0,0024 0,02094 0,02090 0,02090
0,0018 0,02094 0,02090 0,02090

Tabulka 4.5: Porovnáńı CVaR a WCVaR optimálńıch portfolíı na hladině α = 0,90
pro parametr r = 0,002

Středńı hod-
nota výnosu WCVaR CVaR* CVaR

0,0038 0,03833 0,03601 0,02122
0,0036 0,03438 0,03272 0,02099
0,0034 0,03161 0,03023 0,02091
0,0032 0,02930 0,02795 0,02090
0,0030 0,02773 0,02655 0,02090
0,0028 0,02648 0,02534 0,02090
0,0026 0,02547 0,02445 0,02090
0,0024 0,02473 0,02374 0,02090
0,0022 0,02412 0,02322 0,02090
0,0020 0,02357 0,02268 0,02090
0,0018 0,02308 0,02219 0,02090
0,0016 0,02266 0,02178 0,02090
0,0014 0,02227 0,02142 0,02090
0,0012 0,02205 0,02123 0,02090
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Obrázek 4.4: Porovnáńı CVaR a WCVaR optimálńıch portfolíı na hladině α =
0,90 pro parametr r = 0,0001
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Obrázek 4.5: Porovnáńı CVaR a WCVaR optimálńıch portfolíı na hladině α =
0,90 pro parametr r = 0,002
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Závěr

V teoretické části této práce (tj. v prvńıch třech kapitolách) jsme definovali
zobecněńı Markovitzova modelu portfolia za použit́ı podmı́něné hodnoty v riziku,
resp. nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něné hodnoty v riziku jako mı́ry rizika. Následně
jsme se zabývali základńımi vlastnostmi těchto měr rizika, zejména koherenćı
a spojitost́ı. Na závěr jsme odvodili formulaci úlohy minimalizace mı́ry rizika,
za kterou jsme v našem př́ıpadě uvažovali podmı́něnou hodnotu v riziku, resp.
nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něnou hodnotu v riziku, za podmı́nky na minimálńı poža-
dovanou středńı hodnotu výnosu portfolia jako úlohy lineárńıho programováńı.

V posledńı čtvrté kapitole jsme se věnovali aplikaćım těchto postup̊u na reálná
data z finančńıch trh̊u. Pomoćı matematického softwaru Wolfram Mathematica
10.3 Student Edition jsme vyřešili výše odvozené optimalizačńı úlohy pro r̊uzné
hodnoty vstupńıch parametr̊u model̊u a r̊uzná vstupńı data. Výsledky jsme uvedli
v tabulkách a také v grafické podobě. Součást́ı čtvrté kapitoly je i stručná inter-
pretace výsledk̊u a jejich diskuze.

Teoretická část práce byla z větš́ı části převzata z dostupné literatury, zej-
ména z článk̊u Rockafellar a Uryasev (2002) a Zhu a Fukushima (2009). Hlavńı
př́ınos této bakalářské práce spoč́ıvá ve vlastńı implementaci odvozených opti-
malizačńıch úloh v matematickém softwaru, následné aplikaci na reálná data z
finančńıch trh̊u a interpretaci obdržených výsledk̊u.
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Seznam použitých symbol̊u

α parametr hladiny (∈ (0, 1))
δ pomacná proměnná v optimalizačńı úloze (∈ R)
ζ proměnná v distribučńı funkci Ψ,

pomocné funkci F , resp. G (∈ R)
η parametr rozděleńı budoućıch výnos̊u aktiv (∈ RK)
η, η parametry rozměru množiny R (∈ RK)
θ pomocná proměnná (∈ R)
µ požadovaná středńı hodnota výnosu portfolia (∈ R)
ν pomocný vektor proměnných v optimalizačńı úloze (∈ RK)
ξ pomocný vektor proměnných v optimalizačńı úloze (∈ RK)
πk označeńı pro P(Y = Yk) (πk ∈ (0,1), k = 1, . . . , K)
ρ obecná mı́ra rizika
ρw mı́ra rizika vzniklá robustifikaćı mı́ry rizika ρ
τ pomocný vektor proměnných v optimalizačńı úloze (∈ RK)
Ψ(x, ζ) distribučńı funkce náhodné veličiny f(x,Y)
ω pomocný vektor proměnných v optimalizačńı úloze (∈ RK)
(Ω,A,P) pravděpodobnostńı prostor
CVaRα(x) podmı́něná hodnota v riziku portfolia x na hladině α (∈ R)
en, eK vektor samých jednotek délky n, resp. K
f(x, y) ztrátová funkce, kde x ∈ X je skladba portfolia a y ∈ Rn

jsou budoućı výnosy aktiv (f : R2n → R)
Fα(x, ζ) pomocná funkce
Gα(x, ζ, π) pomocná funkce
H množina možných hodnot náhodné veličiny Y (⊂ Rn)
K počet možných hodnot náhodného vektoru Y (∈ N)
M množina pravděpodobnostńıch měr na prostoru (Ω,A)
n počet aktiv v portfoliu (∈ N)
r parametr rozměru množiny R (∈ R+)
R množina možných vektor̊u rozděleńı náhodného vektoru Y

(⊂ [0,1]K)
uk pomocná proměnná (∈ R, k = 1, . . . , K)
VaRα(x) hodnota v riziku portfolia x na hladině α (∈ R)
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w0 počátečńı součet vah aktiv v portfoliu (∈ R+)
WCVaRα(x) nejnepř́ıznivěǰśı podmı́něná hodnota v riziku portfolia x

na hladině α (∈ R)
x skladba portfolia (∈ Rn)
X množina př́ıpustných portfolíı (⊂ Rn)
Y náhodný vektor budoućıch výnos̊u aktiv

(Y : (Ω,A,P)→ (Rn,Bn))
Yk možné hodnoty náhodného vektoru Y (Yk ∈ Rn, k = 1, . . . , K)
z pomocná proměnná v optimalizačńı úloze (∈ R)
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Př́ılohy

Př́ıloha č. 1

Elektronická př́ıloha se skripty použitými k výpočtu výsledk̊u uvedených v ka-
pitole 4 a zdrojovými daty (konkrétně obsahuje soubory CVaR.nb, WCVaR.nb,
AAPL.csv, AMZN.csv, BA.csv, BAC.csv, CSCO.csv, CVX.csv, F.csv, GOOG.csv,
MSFT.csv, NKE.csv, XOM.csv)
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