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Abstrakt: V práci se budeme zabývat pojmem operačńı riziko, tak jak se na něj
d́ıvaj́ı směrnice Basel 2, platné pro finančńı instituce v Evropské unii. Hlavńım
problémem bude jeho modelováńı, tedy, jak ho měřit a následně pak ř́ıdit. V prvńı
části práce se pod́ıváme na možnosti výpočtu kapitálového požadavku pro operačńı
riziko právě podle Basel 2, hlavně na výpočet pomoćı interńıho modelu. Poṕı̌seme
konkrétńı postupy při vývoji interńıho modelu, zaměř́ıme se na př́ıstup LDA.
Tento interńı model bude založen na modelováńı ztráty v každé rizikové buňce
zvlášt’. V druhé části si ukážeme, jak modelovat pomoćı interńıho modelu závislosti
mezi rizikovými buňkami pomoćı kopul a následně si k tomu uvedeme ilustračńı
př́ıklad, na kterém se pod́ıváme, zda modelováńı závislost́ı vede ke sńıžeńı cel-
kového kapitálového požadavku.
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Abstract: In this thesis we will deal with the term of operational risk, as it is
presented in the directives Basel 2 that are mandatory for financial institutions
in the European Union. The main problem is operational risk modeling, therefore,
how to measure and manage it. In the first part we will look at the possibility
of calculating the capital requirements for operational risk under Basel 2, mainly
the calculation with the internal model. We will describe the specific procedures
for the development of the internal model and we will focus on Loss Distribution
Approach. The internal model will be based on modeling of loss in each risk
cell separately. In the second part we will show, how to include modeling of
dependence structure between risk cells to the internal model with using copulas.
Finally, we will show the illustrative example, where we will see, whether the
modeling of dependence leads to a reduction of the total capital requirement.
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Úvod

Finančńı rizika obecně jsou v současnosti velkým tématem, kterým se zabývá
téměř každá společnost na trhu. Možné ztráty z nich plynoućı jsou hrozbou pro
všechny firmy, nebot’ se jim žádná z nich nemůže úplně vyhnout. Operačńı riziko
je právě jedno z finančńıch rizik, které muśı řešit většina r̊uzných společnost́ı a
firem. Jejich ćılem je snaha předcházet událostem, které by jim mohly zp̊usobit
velké ztráty, či předpov́ıdat jejich výskyt. V posledńı době je snaha zabývat se
operačńım rizikem samostatně, dř́ıve bylo zařazováno pod jiná finančńı rizika.

V této práci se budeme zabývat právě měřeńım operačńıho rizika a ztrát
z něj, které by mohly v budoucnu nastat. Problém měřeńı a ř́ızeńı operačńıho
rizika je aktuálńı hlavně pro všechny finančńı instituce, které maj́ı povinnost
držet určitý kapitál pro př́ıpady velkých ztrát a zabránit tak neschopnosti tyto
ztráty ustát. Hlavńı otázkou se tak stává, jak určit kapitál, který je potřeba
držet, aby bylo splněno, že finančńı instituce s jeho využit́ım zvládne takové ztráty
pokrýt. Naopak ze strany institućı je snaha, aby tento kapitál nebyl př́ılǐs vysoký.
Stanoveńı přiměřeně vysokého kapitálu tedy v̊ubec neńı jednoduchou záležitost́ı.

V prvńıch dvou kapitolách si uvedeme definici operačńıho rizika a obecně
možnosti, jak ho měřit. Tyto kapitoly budeme čerpat hlavně ze zdroj̊u [4], [5]
a [6]. Ve třet́ı kapitole se pak pod́ıváme podrobněji na měřeńı operačńıho rizika
pomoćı interńıho modelu. Tuto kapitolu budeme čerpat ze zdroj̊u [3] a [4].

Ve čtvrté kapitole si uvedeme konkrétńı př́ıstup použ́ıvaný pro vytvořeńı in-
terńıho modelu – LDA př́ıstup. V této kapitole využijeme převážně literaturu [1],
doplněnou o [2]. Velikost kapitálu určeného pro kryt́ı operačńıho rizika může být
významně ovlivněna výskytem extrémńıch ztrát. Jako součást této kapitoly tedy
uvedeme i některé výsledky z teorie extrémńıch hodnot, pro kterou využijeme
literaturu [7]. Výstupem této kapitoly je jedna z možnost́ı, jak vytvořit základńı
interńı model.

V páté kapitole rozš́ı̌ŕıme interńı model z kapitoly čtvrté o možnost modelováńı
závislost́ı pomoćı kopul. Pro teorii kopul použijeme literaturu [8].

Ćılem práce je ukázat možnosti a postupy, jak vytvořit interńı model pro
modelováńı operačńıho rizika a následně tyto postupy ukázat na ilustračńıch si-
mulaćıch. V simulaćıch se nebudeme pokoušet o vytvořeńı skutečného interńıho
modelu na reálných datech, nýbrž sṕı̌se ukážeme rozd́ıly v r̊uzných př́ıstupech.
Ilustračńı simulace budou ukázány v závěrečné kapitole.
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Kapitola 1

Operačńı riziko

Operačńı riziko patř́ı mezi finančńı rizika. Podle [4] je definované jako ri-
ziko ztráty plynoućı z nedostatk̊u a selháńı interńıch proces̊u, lidských faktor̊u a
systémů nebo vlivem exterńıch událost́ı. Tato definice zahrnuje i riziko právńı,
tedy např. riziko z nesouladu s právńımi normami a z toho plynoućı pokuty,
penále, apod. Do operačńıho rizika se občas řad́ı i riziko reputačńı, tedy riziko
ztráty dobré pověsti, př́ıpadně riziko strategické, tj. riziko špatné současné stra-
tegie, která nepř́ıznivě ovlivńı budoucnost.

Do operačńıho rizika tedy mohou spadat velice r̊uznorodé události, které
zp̊usob́ı malé škody, ale i události, které by mohly firmě zp̊usobit katastrofálńı
následky, třeba i krach. To vede ke snaze toto riziko nějakým zp̊usobem modelovat
a ř́ıdit. Zpravidla se společnosti nesnaž́ı o modelováńı drobněǰśıch škod, kterých
je většina, nebot’ tyto škody nejsou většinou fatálńı.

My se nebudeme zabývat modelováńım operačńıho rizika ve všech typech
společnost́ı, ale zaměř́ıme se pouze na finančńı instituce, hlavně banky. Finančńı
instituce se operačńım rizikem musej́ı zabývat i proto, že se na ně vztahuj́ı re-
gulatorńı požadavky platné v Evropské Unii. Musej́ı tedy držet určitý kapitál,
který by pokryl př́ıpadné ztráty z operačńıho rizika. Máme dvoje hlavńı směrnice
vydané pro finančńı instituce, ve kterých jsou popsány regulatorńı požadavky.
Pro banky je vydán Basel 2 a pro pojǐst’ovny Solventnost 2. Oba tyto dokumenty
už́ıvaj́ı stejnou definici operačńıho rizika, a to stejnou jaká byla zmı́něna o dva
odstavce výše s jediným rozd́ılem - nezahrnuj́ı do něj reputačńı a strategické ri-
ziko. Důvodem může být to, že tato rizika nelze modelovat podobně jako zbytek
operačńıch rizik a je obt́ıžné je kvantifikovat, často se tedy už́ıvá sṕı̌se odborného
odhadu.

Poznámka. Aktuálně jsou jǐz vydané směrnice Basel 3. Tyto směrnice maj́ı za
ćıl opět zkvalitnit kapitálovou přiměřenost. Neupravuj́ı však kapitálové požadavky
na operačńı riziko jinak než Basel 2.

1.1 Basel 2 a operačńı riziko

Basel 2 jsou doporučeńı vydaná Basilejským výborem pro bankovńı dohled,
která byla implementována do finančńı regulace v Evropské unii prostřednictv́ım
směrnic. Tyto směrnice upravuj́ı měřeńı a ř́ızeńı rizik v bankách. Do českého
právńıho řádu jsou tyto směrnice zavedeny pomoćı vyhlášek České národńı banky,
viz [5] a [6].
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Směrnice Basel 2 jsou založeny na principu tř́ı piĺı̌r̊u:

• 1. piĺı̌r - Minimálńı kapitálové požadavky

• 2. piĺı̌r - Proces dohledu (aktivity bankovńıho dohledu)

• 3. piĺı̌r - Tržńı discipĺına

Prvńı piĺı̌r se zabývá výpočtem minimálńıho alokovaného kapitálu pro dané
riziko, který může být vypočten r̊uznými př́ıstupy. Druhý piĺı̌r je zaměřen na
dohled regulátor̊u bankovńıho systému a jejich kontrolu kapitálové přiměřenosti.
Třet́ı piĺı̌r je založen na zveřejňováńı relevantńıch informaćı ohledně ř́ızeńı rizik.
V této práci se budeme zabývat pouze prvńım piĺı̌rem.
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Kapitola 2

Př́ıstupy k měřeńı operačńıho
rizika

Podle Basel 2 ([4]) existuj́ı tři možnosti, jak přistupovat ke stanoveńı mi-
nimálńıho kapitálového požadavku pro operačńı riziko. Př́ıstupy jsou seřazeny
podle rostoućı sofistikovanosti.

2.1 Př́ıstup základńıho indikátoru

Př́ıstup základńıho indikátoru (The Basic Indicator Approach - BIA) je nej-
jednodušš́ı. Kapitálový požadavek pro operačńı riziko se vypoč́ıtá jako pr̊uměr
pevně stanoveného pod́ılu z kladných hrubých ročńıch př́ıjmů za posledńı 3 roky.
Pevně stanovený pod́ıl znač́ıme α. Záporné nebo nulové ročńı hrubé př́ıjmy nejsou
do výpočtu zahrnuty. Kapitálový požadavek lze vyjádřit následuj́ıćım vzorcem:

KBIA = α ∗ 1

N

3∑
i=1

max(GIi,0), (2.1)

kde

N =
3∑
i=1

I[GIi>0]

znač́ı počet let s kladným hrubým ročńım př́ıjmem,
GIi označuje hrubý ročńı př́ıjem v roce i a α je pevně stanovena na 15 %.

Poznámka. Hrubý ročńı př́ıjem se definuje jako součet čistého úrokového a
čistého neúrokového výnosu. Hrubý výnos by se měl poč́ıtat před odečteńım náklad̊u
na tvorbu rezerv, opravných položek a provozńıch náklad̊u. Do výpočtu se neza-
hrnuje zisk nebo ztráta realizované z prodeje nástroj̊u investičńıho portfolia, ani
mimořádné nebo nepravidelné výnosy, či výnosy z pojistného plněńı. Naopak se
do výpočtu zahrnuj́ı zisky nebo ztráty z přeceněńı finančńıch nástroj̊u na reálnou
hodnotu, které jsou zahrnuty do výkazu zisku a ztrát.

2.2 Standardizovaný př́ıstup

Standardizovaný př́ıstup (The Standardised Approach - TSA) je daľśım možným
př́ıstupem pro stanoveńı kapitálového požadavku pro operačńı riziko. Pro tento
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j Linie podnikáńı (BL) Faktor Beta
1 Podnikové financováńı β1 18 %
2 Obchodováńı na finančńıch trźıch β2 18 %
3 Retailové bankovnictv́ı β3 12 %
4 Podnikové bankovnictv́ı β4 15 %
5 Zúčtovaćı služby pro třet́ı osoby β5 18 %
6 Služby z pověřeńı β6 15 %
7 Obhospodařováńı aktiv β7 12 %
8 Retailové makléřstv́ı β8 12 %

Tabulka 2.1: Faktory beta pro linie podnikáńı.

př́ıstup jsou aktivity banky rozděleny do 8 liníı podnikáńı (Business lines - BL)-
podnikové financováńı, obchodováńı na finančńıch trźıch, retailové bankovnictv́ı,
podnikové bankovnictv́ı, zúčtovaćı služby pro třet́ı osoby, služby z pověřeńı, ob-
hospodařováńı aktiv a retailové makléřstv́ı.

V každé linii podnikáńı se použije hrubý př́ıjem jako měř́ıtko expozice operačńı-
ho rizika. Kapitálový požadavek v každé linii podnikáńı se spoč́ıtá vynásobeńım
hrubého př́ıjmu faktorem β př́ıslušným pro danou linii podnikáńı. Faktor β vy-
jadřuje vztah mezi ztrátou z operačńıho rizika (v dané linii podnikáńı) a celkovým
hrubým př́ıjmem pro danou linii podnikáńı. Hrubý př́ıjem se poč́ıtá pro každou
linii podnikáńı zvlášt’, ne pro celou banku, na rozd́ıl od př́ıstupu základńıho in-
dikátoru.

Celkový kapitálový požadavek se spoč́ıtá jako 3-letý pr̊uměr součtu kapitálových
požadavk̊u v jednotlivých liníıch podnikáńı. Kapitálový požadavek pro libovol-
nou linii podnikáńı může být záporný (pokud je záporný hrubý př́ıjem pro danou
linii podnikáńı) a snižovat tak kapitálový požadavek pro jinou linii podnikáńı.
Nicméně pokud celkový kapitálový požadavek pro daný rok vyjde záporný, pak
se do 3-letého pr̊uměru nezapočte. Celkový kapitálový požadavek lze vyjádřit
následuj́ıćım vzorcem:

KTSA =
1

3

3∑
i=1

max(
8∑
j=1

GIi,j ∗ βj,0), (2.2)

kde GIi,j označuje hrubý výnos v i-tém roce a v j-té linii podnikáńı a βj pevně
stanovené faktory pro jednotlivé linie podnikáńı, viz tabulka 2.1.

2.3 Pokročilý př́ıstup

Posledńım možným př́ıstupem je pokročilý př́ıstup (Advanced Measurement
Approach - AMA). Kapitálový požadavek pro operačńı riziko odpov́ıdá mı́̌re
rizika, kterou generuje interńı model pro operačńı riziko banky. Tento př́ıstup
podléhá schváleńı regulatorńıho dohledu.

Od mezinárodně p̊usob́ıćıch bank a bank, které jsou vystaveny možným význa-
mným ztrátám z operačńıho rizika, se očekává, že budou použ́ıvat sofistikovaněǰśı
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př́ıstup než př́ıstup základńıho indikátoru, tedy př́ıstup, který odpov́ıdá jejich
rizikovému profilu.

My se nyńı zaměř́ıme právě na posledńı zmı́něný př́ıstup.
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Kapitola 3

Pokročilý př́ıstup

Použit́ı pokročilého př́ıstupu pro modelováńı operačńıho rizika podléhá něko-
lika kvalifikačńım a kvantifikačńım kritéríım, které muśı banka splňovat.

Banka muśı v interńım modelu využ́ıt a vhodně kombinovat interńı a rele-
vantńı exterńı data. Dále použ́ıt analýzu scénář̊u a daľśı faktory odrážej́ıćı speci-
fické bankovńı prostřed́ı, včetně systémů interńıch kontrol.

Výpočet regulatorńıho kapitálového požadavku muśı dosahovat standardu
srovnatelného s hladinou spolehlivosti 99,9 % pro obdob́ı jednoho roku.

Basel 2 nedoporučuje žádné konkrétńı př́ıstupy a postupy, jak modelovat
operačńı riziko, nicméně banka muśı být schopná dokázat, že jej́ı interńı model
zahrnuje potenciálńı extrémńı škody, které nastávaj́ı s ńızkou pravděpodobnost́ı.

Interńı model muśı správně modelovat očekávanou i neočekávanou ztrátu z
operačńıho rizika. Kapitálový požadavek by pak měl sloužit hlavně k pokryt́ı
neočekávaných ztrát, zat́ımco očekávané ztráty by měla banka pokrýt k tomu
určenými vlastńımi rezervami. Pokud však banka nemůže doložit pokryt́ı očeká-
vaných ztrát vlastńı činnost́ı a zdroji, pak je regulatorńı kapitálový požadavek
stanoven jakou součet očekávané a neočekávané ztráty.

Očekávaná ztráta je středńı hodnotou celkové ztráty. A neočekávaná ztráta
se stanov́ı např́ıklad jako rozd́ıl hodnoty v riziku (VaR) na hladině 99,9 % a
očekávané ztráty. Abychom mohli provést tento výpočet, potřebujeme tedy znát
rozděleńı celkové ztráty. T́ım se budeme v́ıce zabývat později.

Poznámka. Pro ztrátu přesahuj́ıćı 99,9%-hodnotu v riziku neńı vyžadován ka-
pitál. Taková ztráta se nazývá katastrofickou ztrátou.

V pokročilém př́ıstupu se operačńı riziko a jeho události modeluj́ı v jednot-
livých rizikových skupinách (buňkách), které vzniknou rozděleńım aktivit banky
do 8 liníı podnikáńı (stejně jako ve standardizovaném př́ıstupu, viz tabulka 2.1)
a dále rozděleńım událost́ı operačńıho rizika do 7 typ̊u ztrátových událost́ı, po-
psaných v tabulce 3.1. T́ım nám vznikne matice r̊uzných typ̊u událost́ı.

Banka tedy modeluje ztráty z operačńıho rizika v jednotlivých liníıch pod-
nikáńı, kde je děĺı podle typ̊u ztrátových událost́ı. Každou buňku matice lze ještě
detailněji rozdělit na daľśı podskupiny a modelovat události až v nich. Nicméně
to neńı vždy možné vzhledem k nedostatku dat a tak většinou banky využ́ıvaj́ı
pouze děleńı do buněk matice typ̊u událost́ı.

V každé buňce se modeluje počet událost́ı, které v ńı nastanou a k nim
př́ıslušné ztráty, které z nich plynou. K tomu je potřeba opět znát rozděleńı
počt̊u a výš́ı ztrát v každé buňce.
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k Typ události (ET)
1 Vnitřńı nekalé jednáńı
2 Vněǰśı nekalé jednáńı
3 Pracovněprávńı postupy a bezpečnost provozu
4 Klienti, produkty a obchodńı postupy
5 Škody na hmotném majetku
6 Narušeńı činnost́ı a selháńı systémů
7 Prováděńı transakćı, dodávky a ř́ızeńı postup̊u

Tabulka 3.1: Typy ztrátových událost́ı.

Drobné nebo menš́ı ztráty z operačńıho rizika mohou nastávat hodně často a
takových událost́ı je velké množstv́ı. Takové ztráty však nejsou pro banku zásadńı
a neohrožuj́ı ji významně. Vzhledem k tomu se často přistupuje k omezeńı výše
jednotlivých ztrát zdola nějakou částkou a modeluj́ı se pouze ztráty, které tuto
částku přesahuj́ı. Tyto události se pak modeluj́ı pomoćı useknutých rozděleńı.

Také je potřeba zmı́nit, že některé události mohou ovlivnit v́ıce buněk v ma-
tici. Z toho pak plyne, že mezi buňkami může vznikat nějaká závislost. To zna-
mená, že ztráty v jednotlivých buňkách mohou být na sobě závislé. To pak může
výpočet celkové ztráty z operačńıho rizika značně ovlivnit. Závislostmi i usek-
nutými rozděleńımi se budeme v́ıce zabývat v následuj́ıćı kapitole.

Poznámka. Když banka použ́ıvá pokročilý př́ıstup pro modelováńı operačńıho ri-
zika, je povoleno, aby zohlednila vliv pojǐstěńı na sńı̌zeńı rizika. Pojǐstěńı se za-
hrne do výpočtu regulatorńıho minimálńıho kapitálového požadavku pro operačńı
riziko. Sńı̌zeńı kapitálového požadavku pojǐstěńım je omezeno na 20 % z celkového
kapitálového požadavku pro operačńı riziko.

Možnost využ́ıt tohoto sńı̌zeńı kapitálového požadavku záviśı na splněńı několika
podmı́nek. Např́ıklad, že poskytovatel pojǐstěńı má pro schopnost placeńı škod mi-
nimálńı rating A, př́ıpadně jemu ekvivalentńı, nebo že pojistná smlouva nesmı́ být
sjednána před méně než jedńım rokem a obdob́ı pro oznámeńı jej́ı výpovědi muśı
být alespoň 90 dńı.

3.1 LDA př́ıstup

Př́ıstup LDA neboli
”
loss distribution approach“ je metoda založená na mo-

delováńı počtu a výše událost́ı. Počet se modeluje za nějakou časovou jednotku,
většinou jeden rok, ke každé z nich pak výše. Tuto metodu často využ́ıvaj́ı pojǐst’ovny
při modelováńı škodńıch událost́ı. Lze ji však využ́ıt pro modelováńı výskytu li-
bovolných událost́ı, u kterých známe nebo můžeme odhadnout pravděpodobnost
výskytu událost́ı a z nich plynoućı ztrátu. Ztrátou rozumı́me např́ıklad jej́ı vyč́ısleńı
v peněžńıch jednotkách.

Počet a výši ztrát modelujeme jako náhodné veličiny. Počet událost́ı N je
diskrétńı náhodná veličina a ztráty z jednotlivých událost́ı Xi, i = 1,...,N jsou spo-
jité náhodné veličiny, vzájemně nezávislé a zároveň nezávislé na náhodné veličině
N .
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Celkovou ztrátu

L =
N∑
i=1

Xi

lze pak modelovat pomoćı složeného rozděleńı.
Basel 2 pro modelováńı operačńıho rizika pomoćı pokročilého př́ıstupu neurčuje

žádné konkrétńı postupy, jak již bylo řečeno, a nemá ani konkrétńı předpoklady
o rozděleńıch využitých k výpočt̊um. Lze tedy využ́ıt libovolné metody, včetně
př́ıstupu LDA. Právě tento př́ıstup budeme uvažovat a využijeme ho pro stano-
veńı rozděleńı celkové ztráty z operačńıho rizika.

3.2 Data operačńıho rizika

Základem pro vytvořeńı interńıho modelu jsou data, která odráž́ı zkušenost
konkrétńı banky s operačńım rizikem. Basel 2 určuje, jaká data muśı banka použ́ıt,
aby splnila požadavky pro použit́ı pokročilého př́ıstupu k modelováńı operačńıho
rizika. Muśı být využita interńı data, exterńı data a analýza scénář̊u. Kromě [4]
je tato část doplněna o [3].

Data tedy mohou být brána z r̊uzných zdroj̊u. Pro většinu bank nejsou in-
terńı data dostatečná, hlavně pokud se jedná o škody, které nastávaj́ı zř́ıdka a
jsou vysoké. Např́ıklad banka, která v minulosti měla ńızkou frekvenci škod z
operačńıho rizika, by měla nižš́ı požadovaný kapitál. Nicméně nic j́ı nezajǐst’uje,
že nižš́ı frekvence z minulosti bude znamenat nižš́ı ztráty do budoucna. Exterńı
databáze přidávaj́ı informaci o škodách, se kterými se banka prozat́ım nesetkala.
Je tedy užitečné využ́ıvat i exterńı zdroje a stanovit tak adekvátńı požadovaný
kapitál.

3.2.1 Interńı data

Banka muśı shromažd’ovat interńı data o škodách z operačńıho rizika. To je
základńım předpokladem pro vývoj a funkčnost spolehlivého interńıho modelu.

Interńı data by měla být jasně propojitelná s aktuálńımi obchodńımi aktivi-
tami banky, s technologickými postupy a s procedurami ř́ızeńı rizik.

Interńı model muśı být vytvořen (i validován) na základě dat o škodách z
alespoň pětiletého obdob́ı. V př́ıpadě, že banka přecháźı na pokročilý př́ıstup
poprvé, pak stač́ı data z tř́ıletého obdob́ı.

Proces sběru interńıch dat o škodách muśı splnit několik standard̊u, aby byl
vyhovuj́ıćı pro regulatorńı požadavky. Banka muśı být schopná svoje historická
interńı data o škodách roztř́ıdit do buněk matice . Vzhledem k poměrně ńızkému
obdob́ı pro sběr dat se může stát, že mnoho buněk bude obsahovat velmi málo
škod nebo dokonce žádné. Hlavně pokud p̊ujde o škody, které nenastávaj́ı často,
př́ıpadně které zp̊usob́ı velkou ztrátu. Dále muśı být zdokumentována kritéria,
na základě kterých jsou škody do jednotlivých buněk přǐrazeny.

Data muśı odpov́ıdat tomu, že banka postihla všechny svoje významné ak-
tivity a rizika plynoućı ze všech možných činnost́ı. V př́ıpadě, že banka některé
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aktivity nebo rizika vynechala, muśı být schopná prokázat, že by neměly vliv na
celkové odhady rizika.

Data mohou být nějak vhodně ohraničena (useknuta) zespoda (hranićı často
bývá 10 000 EUR). Banka by měla k dat̊um o škodách zaznamenávat i informace
o datu, okolnostech a př́ıčinách škody.

V interńıch datech o škodách mohou někdy nastat velice speciálńı př́ıpady -
okamžitě nahrazené škody, škody téměř nastalé, zisková událost, škody propojené
časem, škody s v́ıce efekty.

Okamžitě nahrazené škody jsou takové škody, které jsou úplně nahrazeny ve
velmi krátkém čase. Neńı přesně stanoveno, co je bráno jako krátký čas. Lze
stanovit např́ıklad 5 dńı.

Škody téměř nastalé jsou takové, které nevyústily ve ztrátu. Zpravidla se
nezahrnuj́ı do interńıch dat o škodách, které se využ́ıvaj́ı pro vytvořeńı modelu,
nicméně měly by se brát v potaz alespoň jako indikátor rizika.

Zisková událost mı́sto ztráty z operačńıho rizika generuje zisk. Stejně jako
škoda téměř nastalá se nezahrnuje do interńıch dat, ale informace o ńı se zazna-
menaj́ı.

Škody propojené v čase jsou sekvence škod v r̊uzných časech, zp̊usobených
jednou událost́ı operačńıho rizika. Do interńıch dat se zahrnou jako jednotlivé
škody, je však potřeba mı́t o nich informaci, že jsou vzájemně propojené.

Škody s v́ıce efekty jsou opět škody vzniklé v d̊usledku jedné události operačńıho
rizika, nicméně ovlivńı v́ıce linii podnikáńı. Takové škody jsou také zahrnuty jed-
notlivě do dat s informaćı, že mezi nimi vzniká nějaká závislost.

3.2.2 Exterńı data

Banka muśı použ́ıvat vhodná exterńı data, veřejná data a sdružená data z
oboru, obzvláště v př́ıpadě, kdy je d̊uvodné podezřeńı, že banka může být vysta-
vena málo častým a potenciálně extrémně vysokým škodám. Exterńı data by měla
zahrnovat aktuálńı výši škod, informaci o aktivitách, při kterých se škoda může
vyskytnout, informaci o př́ıčinách a okolnostech škody, mı́sto, kde se škoda stala,
nebot’ r̊uzné země mohou čelit r̊uzným rizik̊um, a daľśı informace, které mohou
ostatńım bankám pomoct při posouzeńı, zda je pro ně daná škoda relevantńı.
Exterńı data jsou dostupná přes exterńı databáze. Existuj́ı veřejné databáze a
konsorcia bank. Konsorcium bank je nejv́ıce využ́ıvanou exterńı databáźı. Jedná
se o sdružeńı bank, které si předávaj́ı informace o škodách z operačńıho rizika.

Exterńı databáze sdružuj́ı data ohraničená zespoda, přesahuj́ıćı např́ıklad
20 000 EUR nebo třeba 1 milion USD. Hlavńım d̊uvodem je právě to, že banky
sd́ılej́ı extrémńı škody, které nastávaj́ı s malou pravděpodobnost́ı, a většina bank
je v interńıch datech nemá.

Banka muśı mı́t systematický proces pro určováńı situaćı, kdy muśı být exterńı
data použita, a metodiky určuj́ıćı, jak data zahrnout.

Podmı́nky a praktiky využ́ıváńı exterńıch dat muśı být revidovány, dokumen-
továny a muśı podléhat pravidelnému nezávislému posouzeńı.
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3.2.3 Analýza scénář̊u

Banka muśı použ́ıvat analýzu scénář̊u v souvislosti s využit́ım exterńıch dat k
vyhodnoceńı rizika plynoućıho z extrémně vysokých škod. Tento př́ıstup vycháźı
ze znalost́ı zkušených manažer̊u a expert̊u ř́ızeńı rizik a použ́ıvá se k identifikováńı
rizik, analyzováńı historických interńıch i exterńıch škod, posuzuj́ı se aktuálńı i
plánované kontroly v bance, atd. To může zahrnovat názory na frekvenci výskytu
a velikost škod, názory na statistická rozděleńı potenciálńıch ztrát. Výsledkem
mohou být např́ıklad parametry předpokládaných statistických rozděleńı ztrát.

Analýza scénář̊u by měla být využita i k posouzeńı vlivu odchylek od předpo-
klad̊u vložených do interńıho modelu pro operačńı riziko. Dále také k vyhodnoceńı
potenciálńıch ztrát plynoućıch z mnoha souběžných událost́ı operačńıho rizika.

Analýza scénář̊u je velmi subjektivńı metoda a měla by být kombinována s
analýzou dat. V pr̊uběhu času muśı být výstupy z analýzy scénář̊u validovány a
př́ıpadně přehodnoceny při porovnáńı s aktuálńımi zkušenostmi/daty o ztrátách,
kv̊uli zajǐstěńı jejich rozumnosti.

3.2.4 Kombinace interńıch a exterńıch dat

Obvykle se předpokládá, že interńı data a exterńı data pocházej́ı ze stejného
rozděleńı. Nicméně sloučeńı interńıch a exterńıch dat vede k nepřesným kapi-
tálovým požadavk̊um, hlavně proto, že exterńı data jsou vychýlená vzhledem k
extrémńım škodám. K tomuto vychýleńı docháźı, protože v exterńıch databáźıch
jsou zaznamenávány pouze extrémńı škody. Je tedy potřeba se ujistit, že sloučeńı
databáźı povede k nevychýleným odhad̊um.

3.2.5 Úprava dat

Data použ́ıvaná pro vytvořeńı interńıho modelu, interńı i exterńı, mohou být
ovlivněna r̊uznými událostmi. Např́ıklad změnami v procesech banky, vývojem
IT technologíı, př́ıpadně využ́ıvá banka historických dat, která už nejsou apli-
kovatelná na aktuálńı obdob́ı. Exterńı data mohou pocházet z r̊uzných zdroj̊u,
které nejsou konzistentńı, protože sdružuj́ı r̊uzné individuálńı profily. V takových
př́ıpadech je potřeba data nějakým vhodným zp̊usobem upravit.

• Úprava inflace - v př́ıpadě využit́ı historických dat, je potřeba na škody
použ́ıt vhodný index pro inflaci, obzvláště když využ́ıváme data z r̊uzných
zemı́.

• Úprava exterńıch dat - využit́ı exterńıch dat může hodně ovlivnit výsledný
kapitálový požadavek. Je proto třeba vźıt v úvahu přesné informace o dané
škodě a jej́ı výši pak upravit pro potřeby konkrétńı banky. Např́ıklad vźıt
v úvahu počet zaměstnanc̊u nebo hrubý výnos banky, kde škoda vznikla a
banky, kde se škoda zahrne do dat a podle tohoto poměru škodu upravit.
Jakýkoliv proces úprav dat by měl být systematický a měl by vést k tomu,
že výstup bude konzistentńı s rizikovým profilem dané banky.

• Úprava interńıch dat - interńı data uprav́ıme např́ıklad při změnách pro-
ces̊u banky nebo v př́ıpadě, že banka přestala provozovat nějakou konkrétńı
činnost, ze které plynula možnost ztrát z operačńıho rizika. V takovém
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př́ıpadě je možnost část interńıch dat upravit, př́ıpadně úplně vynechat,
protože už nejsou relevantńı.
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Kapitola 4

LDA př́ıstup

V této kapitole se budeme zabývat pravděpodobnostńımi rozděleńımi, která
jsou využ́ıvána pro modelováńı ztrát z operačńıho rizika. Využijeme k tomu právě
př́ıstupu LDA.

Naš́ım ćılem je určit rozděleńı celkové ztráty modelované pomoćı náhodné
veličiny L se složeným rozděleńım:

L =
N∑
i=1

Xi,

kdeN je počet událost́ı (frekvence) během jednoho roku modelovaná jako diskrétńı
náhodná veličina s pravděpodobnostńı funkćı p(k) = P(N = k), k = 0,1, . . . a s
distribučńı funkćı P (n) = P(N ≤ n) =

∑n
k=0 p(k).

Xi, i = 1, . . . ,N jsou kladné výše škod modelované jako nezávislé stejně rozdě-
lené náhodné veličiny se spojitou distribučńı funkćı FX(x), x ≥ 0 a hustotou
fX(x). N a Xi jsou nezávislé pro všechna i. Distribučńı funkci ztráty L budeme
značit FL(x) a hustotu fL(x).

Distribučńı funkce ztráty L je následuj́ıćıho tvaru:

FL(x) =


P(L ≤ x) =

∑∞
n=0 p(n) · P(L ≤ x | N = n)

=
∑∞

n=0 p(n) · F ∗nX (x), pokud x > 0,

p(0), pokud x = 0,

kde ∗ je operátor konvoluce a F ∗nX (x) = P(X1+· · ·+Xn ≤ x) je n-tá konvoluce
distribučńı funkce FX(·) vyjádřená jako

F ∗nX (x) =

∫ x

0

F
∗(n−1)
X (x− y)fX(y)dy,

kde

F ∗0X (x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

V předchoźı kapitole bylo popsáno rozřazeńı jednotlivých škod/ztrát z operačńıho
rizika do rizikových buněk a bylo zmı́něno, že banka muśı modelovat pro každou
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buňku počet a výši škod. Ztrátu, tak jak je popsaná výše, budeme tedy potřebovat
pro každou rizikovou buňku zvlášt’.

Jednotlivé ztráty by měly být tedy označeny:

Xb,e
i , b = 1, . . . ,8, e = 1, . . . ,7, i = 1, . . . ,N b,e,

kde b znač́ı jednotlivé linie podnikáńı, e znač́ı jednotlivé typy událost́ı a N b,e znač́ı
počet událost́ı v rizikové buňce (b,e).

Ztráta v rizikové buňce (b,e) je pak označena

Lb,e =
Nb,e∑
i=1

Xb,e
i , b = 1, . . . ,8, e = 1, . . . ,7.

Pokud budeme mı́t rozděleńı ztráty pro každou rizikovou buňku, máme i cel-
kovou ztrátu:

L =
8∑
b=1

7∑
e=1

Lb,e.

Nyńı můžeme určit kapitálový požadavekKAMA. Ten spoč́ıtáme pomoćı nějaké
mı́ry rizika na hladině α:

KAMA = ρα(L).

Ke ztrátám z jednotlivých rizikových buněk také můžeme spoč́ıtat př́ıslušné
kapitálové požadavky Kb,e

AMA. Opět s využit́ım nějaké mı́ry rizika na hladině α:

Kb,e
AMA = ρα(Lb,e).

Muśıme však dávat pozor, nebot’ obecně plat́ı:

KAMA = ρα(L) 6=
8∑
b=1

7∑
e=1

ρα(Lb,e) =
8∑
b=1

7∑
e=1

Kb,e
AMA. (4.1)

Následuje tedy otázka, jak agregovat rizika z jednotlivých buněk do celkového
kapitálového požadavku.

Součet jednotlivých kapitálových požadavk̊u lze použ́ıt v př́ıpadě, že ztráty
z jednotlivých rizikových buněk jsou komonotónńı, tzn. jsou perfektně pozitivně
závislé. Potom ve vztahu 4.1 plat́ı rovnost.

Definice 1. Náhodné veličiny L1, . . . ,Lk jsou komonotónńı pokud existuj́ı nekle-
saj́ıćı funkce g1, . . . ,gk a náhodná veličina Z tak, že rozděleńı vektoru (L1, . . . ,Lk)
je stejné jako rozděleńı (g1(Z), . . . ,gk(Z)).

Daľśı možnost́ı, kdy lze využ́ıt součet jednotlivých kapitálovývh požadavk̊u je
v př́ıpadě, že zvolená mı́ra rizika je subaditivńı.

Definice 2. Mı́ra rizika ρ se nazývá subaditivńı, pokud pro libovolné dvě náhodné
veličiny X, Y plat́ı:

ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).
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Subaditivita nám tedy zaruč́ı, že součet jednotlivých kapitálových požadavk̊u
bude větš́ı nebo roven požadovanému celkovému kapitálovému požadavku. V ta-
kovém př́ıpadě se jedná o konzervativńı př́ıstup banky ke kapitálovému požadavku.
To však nemuśı být po banku žádoućı. Basel 2 povoluje i měřeńı závislost́ı mezi
rizikovými buňkami a rizika pak lze agregovat s využit́ım těchto závislost́ı - to
nám umožńı použit́ı i mı́ru rizika, která neńı subaditivńı. T́ımto se však budeme
zabývat až později.

Daľśı otázkou je volba mı́ry rizika, poṕı̌seme dvě nejznáměǰśı a nejčastěji použ́ıvané.

Hodnota v riziku

Hodnota v riziku na hladině α (VaRα) je definovaná jako α-kvantil rozděleńı
ztráty, tj.

VaRα(L) = F−1
L (α), α ∈ (0,1).

Hodnota v riziku obecně neńı subaditivńı mı́rou rizika, přesto je v praxi nejčastěji
použ́ıvanou mı́rou rizika. Zpravidla se tedy předpokládá, že ztráty v jednotlivých
buňkách jsou komonotónńı.

Zbytková hodnota v riziku

Zbytková hodnota v riziku na hladině α (ESα) je definovaná jako

ESα(L) =
1

1− α

∫ 1

α

VaRp(L)dp, α ∈ (0,1).

Protože rozděleńı ztráty L uvažujeme se spojitou distribučńı funkćı FL, plat́ı
následuj́ıćı vztah:

ESα(L) = E(L | L ≥ VaRα(L)).

Zbytková hodnota v riziku je tedy očekávaná ztráta v př́ıpadě, že je ztráta
vetš́ı než hodnota v riziku.

Zbytková hodnota v riziku je subaditivńı mı́rou rizika.

4.1 Rozděleńı

Abychom mohli určit rozděleńı ztráty, muśıme nejprve určit rozděleńı počtu
škod a rozděleńı výš́ı škod. V předchoźım textu bylo řečeno, že ztráta se určuje
pro každou rizikovou buňku zvlášt’, nicméně v následuj́ıćım textu budeme ztrátu
pro jednoduchost označovat pouze jako L (počet škod jako N a výše škod jako
Xi). Nebudeme použ́ıvat indexy určuj́ıćı, o kterou rizikovou buňku se jedná, nebot’

určováńı rozděleńı ztráty je pro každou buňku stejné.

4.1.1 Useknuté rozděleńı

Ztráty z operačńıho rizika jsou často hlášeny až nad nějakou minimálńı hranićı.
Banka tud́ıž nemá kompletńı data pro modelováńı operačńıho rizika. Takováto
data se nazývaj́ı zleva useknutá. Teorii k useknutým rozděleńım čerpáme z [1]
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a doplńıme ji o [2]. K odhadováńı parametr̊u se použij́ı škody nahlášené nad
minimálńı hranićı. Nejčastěǰśı metodou pro odhadováńı je pak metoda maximálńı
věrohodnosti. V praxi jsou často chyběj́ıćı data úplně ignorována. To však může
vést k významnému nadhodnoceńı nebo podhodnoceńı kapitálu.

Nyńı budeme použ́ıvat následuj́ıćı označeńı. Celková ztráta se složeným roz-
děleńım v roce m je Lm, počet škod v roce m je Nm. Dále jednotlivé výše škod
Xi(m) a časy, ve kterých nastaly Ti(m), i = 1 . . . ,Nm,m = 1,2, . . . (uspořádané
v čase) označ́ıme jako Xj a Tj, plat́ı T1 < T2 < . . . .

Dále označme distribučńı funkci Xj jako F (x | β) a hustotu f(x,β), kde β
znač́ı parametr nebo vektor parametr̊u rozděleńı výše škod. Pravděpodobnostńı
funkci Nm,m = 1,2, . . . označ́ıme p(n | λ) = P(Nm = n), kde λ je parametr
nebo vektor parametr̊u frekvence škod. Nakonec si označ́ıme γ = (λ,β) vektor
parametr̊u frekvence a výše škod.

Nejčastěji jsou události operačńıho rizika modelovány pomoćı homogenńıho
bodového Poissonova procesu s intenzitou λ. Pokud máme Poisson̊uv proces pak
Nm,m = 1,2, . . . je posloupnost nezávislých náhodných veličin s Poissonovým
rozděleńım:

P(Nm = n) = p(n | λ) =
λn

n!
exp(−λ), λ > 0, n = 0,1, . . .

Daľśı vlastnost́ı Poissonova procesu je, že doby mezi nastáńım událost́ı

δTj = Tj − Tj−1, j = 1,2, . . .

(T0 = t0 je počátek sledovaného obdob́ı) jsou nezávislé náhodné veličiny s expo-
nenciálńım rozděleńım s hustotou a distribučńı funkćı:

g(τ | λ) = λ exp(−λτ)

a
G(τ | λ) = 1− exp(−λτ).

Pokud jsou ztráty pocházej́ıćı z rozděleńı s hustotou f(x | β) hlášeny nad
hranićı H (ta je známá), pak hustota ztrát nad hranićı H je zleva useknutá a lze
ji vyjádřit takto:

fH(x | β) = f(x|β | X > H) =
f(x | β)

P(X > H)
=

f(x | β)

1− F (H | β)
, H ≤ x <∞. (4.2)

Př́ıslušná distribučńı funkce těchto ztrát je pak

FH(x|β) = P(X ≤ x | X > H) =
F (x|β)− F (H|β)

1− F (H|β)
, x > H.

Škody nad hranićı H se také ř́ıd́ı Poissonovým procesem s intenzitou

λH = λ(1− F (H | β)). (4.3)
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Vztah 4.3 dokážeme později i pro jiná rozděleńı (v části o rozděleńı počtu
škod).

Počet škod v daném roce nad hranićı H má tedy také Poissonovo rozděleńı s
parametrem λH .

Pro odhad parametr̊u rozděleńı počtu škod lze použ́ıt bud’ ročńı počty škod,
nebo časy, ve kterých události nastaly. Uvedeme nyńı obě možnosti.

1. Data o počtu škod.
Máme k dispozici data o počtu škod ñm za rok a o výš́ıch škod x̃j za obdob́ı T
let. Jedná se o škody hlášené nad hranićı H. Pro dané parametry modelu γ je
věrohodnostńı funkce při Ñm = ñm a X̃j = x̃j následuj́ıćı:

l(γ) =
J∏
j=1

fH(x̃j|β)
T∏

m=1

p(ñm|λH). (4.4)

2. Data o časech událost́ı
K dispozici máme data o časech nastalých událost́ı a výše škod v časovém inter-
valu [t0,tE],kde tE je maximálńı čas, do kterého pozorujeme data. Pak věrohodnostńı
funkce při δT̃j = τ̃j a X̃j = x̃j je následuj́ıćı:

l(γ) = (1−G(tE − t̃J |λH))
J∏
j=1

fH(x̃j|β)g(τ̃j|λH) (4.5)

= (λ)J exp(−λH(tE − t0))
J∏
j=1

f(x̃j|β), (4.6)

kde 1−G(tE− t̃J | λH) je pravděpodobnost, že v intervalu [t̃J ,tE] nenastane žádná
událost.

Poznámka. Pokud počátek a konec sledovaného obdob́ı odpov́ıdaj́ı prvńımu a po-
sledńımu roku, pak odvozeńı obou věrohodnostńıch funkćı je ekvivalentńı, protože
v takovém př́ıpadě se věrohodnostńı funkce 4.4 a 4.6 lǐśı pouze faktorem, který
nezáviśı na parametrech modelu.

Odhad metodou maximálńı věrohodnosti

Odhady metodou maximálńı věrohodnosti (MLE) γ̂ jsou hodnoty parametr̊u
γ rozděleńı počtu a výše škod maximalizuj́ıćı věrohodnostńı funkci. V př́ıpadě,
že máme data o počtech škod, maximalizujeme funkci 4.4 a v př́ıpadě, že máme
časy pozorovaných událost́ı, pak maximalizujeme funkci 4.6.

1. Data o počtech škod.
Z 4.4 budeme maximálně věrohodný odhad parametru γ hledat jako řešeńı rovnic:
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∂ ln l(γ)

∂λ
= 0, (4.7)

∂lnl(γ)

∂β
= 0, (4.8)

kde

ln l(γ) =
J∑
j=1

ln(fH(x̃j|β)) +
T∑

m=1

ln(p(ñm|λH)). (4.9)

Rovnice pro maximálně věrohodné odhady maj́ı tvar:

∂ ln l(γ)

∂λ
= (1− F (H|β))

T∑
m=1

∂

∂λH
ln(p(ñm|λH)) = 0, (4.10)

∂ ln l(γ)

∂β
=

∂

∂β

J∑
j=1

ln(fH(x̃j|β))− λ∂F (H|β)

∂β

T∑
m=1

∂

∂λH
ln(p(ñm|λH)) = 0.

(4.11)

Z rovnice 4.10 vid́ıme, že
∑T

m=1
∂

∂λH
ln(p(ñm|λH)) je nula nebot’ 1 − F (H|β)

je nenulové (nemá smysl uvažovat hranici H takovou, že P(X > H) = 0). Potom
z druhé rovnice vid́ıme, že odhad β̂ pro rozděleńı výš́ı škod źıskáme maximali-
zováńım pouze

J∑
j=1

ln fH(x̃j|β). (4.12)

Následně z rovnice 4.10 źıskáme odhad λ̂ dosazeńım Poissonovy pravděpodob-
nostńı funkce:

(1− F (H|β))
T∑

m=1

∂

∂λH
ln

(
(λH)ñm

ñm!
· exp(−λH)

)
= 0, (4.13)

(1− F (H|β))
T∑

m=1

∂

∂λH
(
ñm · ln(λH)− ln(ñm!)− λH

)
= 0, (4.14)

(1− F (H|β))

(
T∑

m=1

ñm ·
1

λH
− 1

)
= 0. (4.15)

(4.16)

Výsledný odhad je tedy:

λ̂ =
1

1− F (H|β̂)
· 1

T

T∑
m=1

ñm. (4.17)
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Zároveň vid́ıme, že maximálně věrohodný odhad λ̂H je:

λ̂H =
1

T

T∑
m=1

ñm.

2. Data o časech událost́ı.
Z 4.6 budeme maximálně věrohodný odhad parametru γ opět hledat jako řešeńı
rovnic, ve kterých polož́ıme derivace logaritmu věrohodnostńı funkce rovné 0.
Tentokrát máme:

ln l(γ) = J · lnλ− λH(tE − t0) +
J∑
j=1

ln(f(x̃j|β)). (4.18)

Plat́ı:

∂ ln l(γ)

∂λ
=
J

λ
− (1− F (H|β))(tE − t0) = 0, (4.19)

∂ ln l(γ)

∂β
= λ(tE − t0)

∂F (H|β)

∂β
+

J∑
j=1

∂

∂β
ln(f(x̃j|β)) = 0. (4.20)

Z 4.19 vid́ıme, že odhad λ̂ je

λ̂ =
J

(1− F (H|β̂))(tE − t0)
(4.21)

a to je ekvivalentńı k odhadu λ v 4.17 pokud počátek a konec sledovaného obdob́ı
odpov́ıdaj́ı začátku a konci prvńıho a posledńıho pozorovaného roku.

Když dosad́ıme λ̂ do 4.20 a následně pak využijeme vztah 4.2

f(x) = fH(x) · (1− F (H)), x > H

dostaneme:

0 =
J

(1− F (H|β))
· ∂F (H|β)

∂β
+

J∑
j=1

∂

∂β
ln(f(x̃j|β)), (4.22)

0 =
J

(1− F (H|β))
· ∂F (H|β)

∂β
+

J∑
j=1

∂

∂β
ln(fH(x̃j|β)) + J · ∂

∂β
ln(1− F (H|β)).

(4.23)

S využit́ım derivace logaritmu dostaneme:

∂

∂β
ln(1− F (H|β)) =

∂

∂β
(1− F (H|β)) · 1

(1− F (H|β))
= − ∂

∂β
F (H|β) · 1

(1− F (H|β))
.
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Nyńı vid́ıme, že odhad β̂ źıskáme opět maximalizováńım

J∑
j=1

ln fH(x̃j|β). (4.24)

Máme tedy parametr Poissonova rozděleńı pro počet všech kladných škod źıskaný
na základě dat o počtu škod nad hranićı H (nebo na základě dat o časech na-
stalých událost́ı) a s využit́ım rozděleńı výše škod.

Použit́ı useknutého rozděleńı

Data, která jsou pod minimálńı hranićı jsou často v analýzách ignorována
s od̊uvodněńım, že požadovaný kapitál je hlavně ovlivněn vysokými škodami s
malou pravděpodobnost́ı výskytu. Nicméně, i když je vliv těchto ńızkých škod
malý, měly by se brát v potaz alespoň kv̊uli ověřeńı vhodnosti minimálńı hranice.

Předpokládejme, že správný model je založen na ročńıch počtech škod N
pocházej́ıćıch z rozděleńı P (·|λ) a výš́ıch škod Xj z rozděleńı F (·|β) a s husto-
tou f(·|β). Nyńı P (·|λ) je obecně rozděleńı pro počet škod, nemuśı se jednat o
Poissonovo a λ je k němu př́ıslušný parametr, př́ıpadně vektor parametr̊u. Stále
plat́ı předpoklad, že výše škod jsou nezávislé stejně rozdělené a nezávislé na počtu
škod. Pak frekvence Ñ nad hranićı H je z rozděleńı P̃ (·|λH) (λH záviśı na para-
metrech λ a β a na hranici H) a výše škod X̃j větš́ı než hranice H jsou z rozděleńı
s distribučńı funkćı FH(x|β).

Odhadnut́ı správného modelu je následuj́ıćı:
S využit́ım rozděleńı frekvence P̃ (·|λH) a rozděleńı výše škod FH(x|β) useknutých
dat odhadneme parametry λ a β pomoćı metody maximálńı věrohodnosti na
datech, která jsou k dispozici. Potom ročńı ztráta je

L(0) =
N∑
i=1

Xi, N ∼ P (·|λ), Xi ∼ F (·|β).

Tento výpočet je za předpokladu, že data pod minimálńı hranićı jsou generována
ze stejného procesu jako data nad hranićı, což budeme nadále předpokládat.

4.1.2 Rozděleńı výš́ı škod

Abychom mohli použ́ıt metodu maximálńı věrohodnosti pro odhad parametr̊u
tak jak byla popsána, muśıme znát rozděleńı, jehož parametry chceme odhadovat.

V tabulce 4.1 máme několik možných rozděleńı vhodných pro modelováńı výš́ı
škod.

Pro ztráty z operačńıho rizika je typické, že je poměrně velká pravděpodobnost
výskytu velmi vysokých hodnot. Proto se pro jejich modelováńı použ́ıvaj́ı rozděleńı
s tzv. těžkými chvosty. Neńı jednoznačně určeno, jak určit těžké chvosty. Jednou
z možnost́ı je d́ıvat se na chováńı chvost̊u, tzn. sledovat limitńı chováńı funkce
P(X > x) = 1− F (x) = F̄ (x) pro x→∞.

Můžeme porovnat chováńı chvost̊u dvou rozděleńı s distribučńımu funkcemi
F1 a F2 a se stejnou středńı hodnotou, tak, že spočteme limitu

lim
x→∞

F̄1

F̄2

.
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Název rozděleńı hustota rozděleńı

Log-normálńı (µ, σ) f(x;µ,σ) = 1
xσ
√

2π
exp(− (ln(x)−µ)2

2σ2 ), σ2 > 0, µ ∈ R

Exponenciálńı (θ) f(x; θ) = θ exp(−θx), θ > 0

Paretovo (α,θ) f(x;α,θ) = αθα

(x+θ)α+1 , α > 0,θ > 0

Weibullovo (θ,τ) f(x; θ,τ) = τ(x/θ)τ exp(−(x/θ)τ )
x

, θ > 0,τ > 0

Gama (α,θ) f(x;α,θ) = (x/θ)α exp(−x/θ)
xΓ(α)

, α > 0,θ > 0

Log-logistické (γ,θ) f(x; γ,θ) = γ(x/θ)γ

x[1+(x/θ)γ ]
, γ > 0,θ > 0

Tabulka 4.1: Rozděleńı výš́ı škod.

Pokud tato limita vyjde nekonečná, pak můžeme ř́ıct, že rozděleńı s F1 má těžš́ı
chvost než rozděleńı s F2.

Vždy je potřeba otestovat na aktuálńıch datech několik r̊uzných rozděleńı a
pak určit, které je nejvhodněǰśı. Přesto plat́ı, že nejčastěji se pro modelováńı výš́ı
škod použ́ıvá logaritmicko-normálńı rozděleńı.

Při určováńı, které rozděleńı je nejvhodněǰśı se použ́ıvaj́ı grafické i analy-
tické metody. Analytickými metodami jsou hlavně statistické testy dobré shody
- např́ıklad Kolmogorov-Smirnov̊uv test.

4.1.3 Rozděleńı počtu škod

Zat́ım jsme se zabývali pouze Poissonovým rozděleńım pro počty škod. Daľśımi
možnostmi jsou negativně binomické a binomické rozděleńı. Plat́ı, že binomické
rozděleńı má větš́ı středńı hodnotu než rozptyl, naopak negativně binomické má
menš́ı středńı hodnotu než rozptyl a pro Poissonovo je středńı hodnota rovná
rozptylu. Této vlastnosti se často využ́ıvá při volbě vhodného rozděleńı pro počet
škod.

Daľśı užitečnou vlastnost́ı těchto rozděleńı je, že jejich typ je zachován při
jejich useknut́ı. Tuto vlastnost jsme již dř́ıve využili pro Poissonovo rozděleńı,
nyńı ji zavedeme formálně. Věta s d̊ukazem jsou převzaty z [1].

Věta 3. Frekvence useknutých škod.
Uvažujme nezávislé škody X1,X2, . . . ,XN s distribučńı funkćı F (x) během nějakého
obdob́ı. Předpokládejme, že škody jsou nezávislé na frekvenci N . Označme frek-
venci škod nad hranićı H jako NH . Potom

• Pokud N ∼ Poisson(λ), pak NH ∼ Poisson(λ(1− F (H))).

• Pokud N ∼ NegBin(r,p), kde parametr p = 1
1+q

pak NH ∼ NegBin(r,p̃) s

p̃ = 1
1+q̃

, kde q̃ = q(1− F (H)).
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• Pokud N ∼ Bin(n,p), pak NH ∼ Bin(n,p̃), kde p̃ = p(1− F (H)).

D̊ukaz. Ukážeme obecněǰśı výsledek aplikovatelný na všechny 3 typy rozděleńı.
Obecně lze vztah rozděleńı mezi N a NH vyjádřit následovně. Předpokládejme,
že pravděpodobnostńı funkce počtu škod N je známá ve tvaru pn = P(N = n) a
př́ıslušná vytvořuj́ıćı funkce pravděpodobnosti je

ψN(t) = E(tN) =
∑
k

pkt
k. (4.25)

Uvažujme součet S = M1 + · · · + MN , kde N je diskrétńı náhodná veličina
s vytvořuj́ıćı funkćı pravděpodobnosti právě ψN(t) a Mi jsou nezávislé diskrétńı
náhodné veličiny s vytvořuj́ıćı funkćı pravděpodobnosti ψM(t). S využit́ım faktu,
že vytvořuj́ıćı funkce pravděpodobnosti součtu nezávislých náhodných veličin je
součin jednotlivých vytvořuj́ıćıch funkćı pravděpodobnosti, je vytvořuj́ıćı funkce
pravděpodobnosti S následuj́ıćı

ψS(t) =
∑
k

P(S = k)tk (4.26)

=
∑
k

∑
n

P(M1 + · · ·+Mn = k|N = n) · P(N = n)tk (4.27)

=
∑
n

P(N = n)(ψM(t))n (4.28)

= ψN(ψM(t)). (4.29)

Počet škod nad hranićı H můžeme zapsat jako:

NH = I1 + · · ·+ IN ,

kde Ij jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny označuj́ıćı, zda daná škoda
překročila hranici H:

P(Ij = 1) = P(Xj > H) = 1− F (H), (4.30)

P(Ij = 0) = P(Xj ≤ H) = F (H), (4.31)

s vytvořuj́ıćı funkćı pravděpodobnosti

ψI(t) = F (H) + t(1− F (H)) = 1 + (1− F (H))(t− 1).

Vytvořuj́ıćı funkce pravděpodobnosti počtu škod nad hranićı H lze spoč́ıtat jako

ψNH (t) = ψN(ψI(t)).

Nav́ıc, pokud rozděleńı N je parametrizováno nějakým parametrem θ a jeho vy-
tvořuj́ıćı funkce pravděpodobnosti má speciálńı tvar ψN(t; θ) = g(θ(t − 1)), tj. t
a θ se objevuj́ı v ψN(t; θ) pouze jako θ(t− 1) pak

ψNH (t; θ) = g(θ(1− F (H))(t− 1)) = ψN(t; θ(1− F (H))).
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To znamená, že obě náhodné veličiny N a NH maj́ı stejný typ rozděleńı s r̊uznými
parametry θ. Tedy pokud N má rozděleńı P (·|θ), pak NH má rozděleńı P (·|θ̃),
kde θ̃ = θ(1− F (H)).

Posledńım krokem d̊ukazu je ověřit, že zmı́něná tři rozděleńı maj́ı vytvořuj́ıćı
funkci ve speciálńım tvaru ψN(t; θ) = g(θ(t− 1)).

Poissonovo rozděleńı:

ψNP (t) =
∑
k

λk

k!
· exp (−λ) · tk = exp (−λ)

∑
k

(λt)k

k!
= exp (λ(t− 1)).

Binomické rozděleńı:

ψNB(t) =
∑
k

(
n

k

)
pk · (1− p)n−k · tk = (pt+ (1− p))n = (1− p(1− t))n.

Negativně binomické rozděleńı:

ψNNB(t) =
∑
k

(
k + r − 1

k

)
pr · (1− p)k · tk.

V tomto př́ıpadě si nejprve uprav́ıme kombinačńı č́ıslo:(
k + r − 1

k

)
=

(k + r − 1)!

(r − 1)!k!
=

(k + r − 1) . . . r

1 · 2 . . . k
=

= (−1)k
(−r)(−r − 1) . . . (−r − k + 1)

1 · 2 . . . k
=

= (−1)k
(
−r
k

)
.

Nyńı můžeme upravit vytvořuj́ıćı funkci

ψNNB(t) =
∑
k

(
k + r − 1

k

)
pr · (1− p)k · tk = pr

∑
k

(
−r
k

)
(−(1− p)t)k =

= pr(1− (1− p)t)−n =

(
p

1− (1− p)t

)r
.

Toto vyjádřeńı nyńı uprav́ıme pomoćı p = 1
1+q

:

ψNNB(t) =
1

1 + q(1− t)
.

Všechny tři vytvořuj́ıćı funkce jsou tedy speciálńıho tvaru.
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4.2 Modelováńı extrémńıch ztrát

Při modelováńı ztrát z operačńıho rizika je těžké naj́ıt takové rozděleńı, které
by vhodně prokládalo všechna data - od ńızkých po vysoké škody. Proto je možné
předpokládat, že data jsou rozdělena na dvě části. Prvńı část jsou ńızké ztráty,
které nastávaj́ı s velkou pravděpodobnost́ı - z rozděleńı běžných škod. Druhá část
jsou vysoké ztráty nastávaj́ıćı s malou pravděpodobnost́ı - z rozděleńı chvostu.
Každou z těchto dvou část́ı budeme modelovat zvlášt’, pomoćı r̊uzných rozděleńı.
K modelováńı vysokých ztrát použijeme teorii extrémńıch hodnot. Tuto teorii
budeme čerpat z [7]. V této části nebudeme uvažovat hlášeńı škod nad minimálńı
hranićı H.

Horńı hranici, nad kterou jsou ztráty definovány jako extrémńı, označ́ıme u.
Necht’ X je náhodná veličina s distribučńı funkćı F . Při dané hranici u je rozděleńı
exces̊u (překročeńı X přes hranici u):

Fu(y) = P(X − u ≤ y | X > u) =
F (y + u)− F (u)

1− F (u)
. (4.32)

Základńım modelem pro modelováńı exces̊u je zobecněné Paretovo rozděleńı
(budeme značit GPD). Použit́ı právě tohoto rozděleńı je podloženo teoríı extrémů
(Věta Pickands-Balkema-de Haanova), která ř́ıká, že pro dostatečně velká u lze
rozděleńı exces̊u nad hranićı u aproximovat zobecněným Paretovým rozděleńım.
Proto lze toto rozděleńı použ́ıt jako model vystihuj́ıćı rozděleńı výše exces̊u nad
touto hranićı. Distribučńı funkce GPD je:

Gξ,β(y) =

1−
(

1 + ξ y
β

)− 1
ξ
, pokud ξ 6= 0,

1− exp
(
− y
β

)
, pokud ξ = 0,

kde y ≥ 0 když ξ ≥ 0 a 0 ≤ y ≤ −β
ξ

pokud ξ < 0.
ξ ∈ R je parametr tvaru a β > 0 je parametr měř́ıtka.

Pokud chceme určit rozděleńı škod překračuj́ıćıch hranici u můžeme k tomu
využ́ıt rozděleńı exces̊u nad hranićı u:

P(X ≤ x|X > u) = P(X − u ≤ x− u|X > u) = Fu(x− u) = Gξ,β(x− u).
(4.33)

Často potřebujeme modelovat celé rozděleńı výš́ı škod a ne pouze jeho chvost,
s využit́ım vztah̊u 4.32 a 4.33 dostaneme distribučńı funkci:

F (x) ∼=

{
(1− F (u))Gξ,β(x− u) + F (u), x > u,

F (x), x ≤ u.
(4.34)

Pro vysokou hranici u můžeme F (u) odhadnout empirickým odhadem dis-
tribučńı funkce F̂ (u) = n−Nu

n
, kde Nu znač́ı počet extrémńıch pozorováńı a n je

počet všech pozorováńı.
Odhad rozděleńı chvostu je pak:

F̂ (x) = 1− Nu

n

(
1 + ξ

x− u
β

)− 1
ξ

, x > u.
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Pro danou pravděpodobnost q > n−Nu
n

můžeme stanovit odhad kvantilu F̂−1(q)
invertováńım odhadu rozděleńı chvostu:

F̂−1(q) = u+
β

ξ

[(
n

Nu

(1− q)
)−ξ
− 1

]
.

Odhad kvantilu je zároveň odhadem hodnoty v riziku ˆVarq na hladině q.

4.2.1 Odhad parametr̊u GPD a určeńı hranice u

Pokud je určená hranice u, pak parametry GPD jsou odhadnuty na datech
větš́ıch než u. Nejběžněǰśı metodou pro odhad parametr̊u je metoda maximálńı
věrohodnosti. GPD má následuj́ıćı hustotu:

gξ,β(y) =

 1
β

(
1 + ξ y

β

)− 1
ξ
−1

, pokud ξ 6= 0,

1
β

exp
(
− y
β

)
, jinak.

Máme-li pozorováńı (excesy) y1, . . . ,yNu nad hranićı u, logaritmus věrohodnostńı
funkce je tvaru:

l(ξ,β) =
Nu∑
i=1

ln(gξ,β(yi))

a odhady parametr̊u źıskáme jako:

(ξ̂,β̂) = arg max
ξ,β

l(ξ,β).

Určeńı hranice u je poměrně zásadńı věc pro daľśı modelováńı. Při ńızké
hranici bude relevantńı počet dat, ale nebude zajǐstěno, že všechna data jsou
extrémńı. Naopak při př́ılǐs velké hranici bude málo dat k dispozici, tud́ıž se sńıž́ı
kvalita odhad̊u a zvětš́ı se jejich rozptyl. Jednou z možnost́ı je zvolit u pomoćı
grafické metody s využit́ım středńı hodnoty exces̊u. Středńı hodnota exces̊u je
definovaná jako:

e(u) = E(X − u | X > u)

a jej́ı empirický odhad je:

êu =
1

Nu

Nu∑
i=1

yi.

Pokud graf empirické středńı hodnoty exces̊u v závislosti na u vypadá, že je
lineárńı nad nějakou hranićı u, pak excesy nad touto hranićı maj́ı GPD. Grafická
metoda může být problematická vzhledem k subjektivńımu posouzeńı grafu. Gra-
fická metoda je založena na vztahu, který ř́ıká, že pokud rozděleńı exces̊u je GPD
s parametrem tvaru ξ a parametrem měř́ıtka β, pak středńı hodnota exces̊u je
lineárńı funkćı hranice u:

e(u) =
β + ξu

1− ξ
.

Máme-li již odhadnuté parametry ξ a β, můžeme tento vztah použ́ıt k posouzeńı
vhodnosti hranice u.
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4.3 Stanoveńı kapitálu

V předchoźıch částech jsme se zabývali jednotlivými možnostmi, jak mode-
lovat počty škod, výše škod a extrémńı škody. V této části dáme některé mo-
dely dohromady a poṕı̌seme, jak dospět ke kapitálovému požadavku. Výsledné
rozděleńı ročńı ztráty a z něj spočtený př́ıslušný kapitálový požadavek se budou
vztahovat k jedné rizikové buňce. Když máme spočteny kapitálové požadavky pro
každou rizikovou buňku zvlášt’, spočte se celkový kapitálový požadavek. Úlohou,
jak agregovat jednotlivé buňky dohromady se budeme zabývat v následuj́ıćı ka-
pitole.

Rozděleńı celkové ztráty za rok se skládá z rozděleńı počtu škod a výše škod.
Tato dvě rozděleńı budeme uvažovat a popisovat zvlášt’. Zároveň vzhledem k
využit́ı teorie extrémů muśıme oddělit rozděleńı běžných škod a rozděleńı chvostu.

4.3.1 Výše škod

Modelujeme zvlášt’ škody pod hranićı u a škody nad hranićı u. Pro odhadnut́ı
rozděleńı a parametr̊u pro škody pod hranićı u se použij́ı pouze interńı data,
zat́ımco pro odhadnut́ı rozděleńı chvostu se využij́ı interńı i exterńı data, př́ıpadně
data generovaná ze scénář̊u.

Hranice u se stanov́ı tak, aby data z r̊uzných zdroj̊u byla homogenńı a zároveň
aby jich byl dostatek nad hranićı u.

Na základě věty o úplné pravděpodobnosti můžeme distribučńı funkci X za-
psat jako

P(X ≤ x) = P(X ≤ x | X ≤ u) · P(X ≤ u)

+ P(X ≤ x | X > u) · P(X > u)

= P(X ≤ x | X ≤ u) · ω
+ P(X ≤ x | X > u) · (1− ω),

kde ω = F (u),1− ω = 1− F (u) jsou váhy rozděleńı běžných škod a rozděleńı
chvostu. Vid́ıme, že rozděleńı výš́ı škod je směśı rozděleńı běžných škod a rozděleńı
chvostu.

Již bylo zmı́něno, že pro rozděleńı běžných škod je potřeba otestovat několik
r̊uzných rozděleńı (viz tabulka 4.1) a následně odhadnout jejich parametry meto-
dou maximálńı věrohodnosti.

V části chvostu se rozděleńı aproximuje jako GPD. Jeho distribučńı funkce i
hustota byly popsány v předchoźı sekci o teorii extrémńıch hodnot.

4.3.2 Počet škod

Rozděleńı počtu škod a jeho parametry jsou odhadnuty na základě interńıch
dat. Můžeme zvolit mezi již zmı́něnými vhodnými rozděleńımi pro počty škod -
Poissonovo, negativně binomické nebo binomické rozděleńı. My se nyńı zaměř́ıme
pouze na Poissonovo rozděleńı. Je to nejčastěji použ́ıvané rozděleńı pro počty škod
a zároveň jeho použit́ı je jednodušš́ı d́ıky odhadováńı pouze jednoho parametru.

Stejně jako jsme při modelováńı výš́ı škod rozlǐsovali rozděleńı nad a pod
hranićı u, uděláme to i při modelováńı počtu škod. Budeme mı́t dvě rozděleńı
- počet běžných škod a počet škod nad hranićı u. Využijeme k tomu vlastnost
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Poissonova rozděleńı - pokud má celkový počet škod Poissonovo rozděleńı, pak
i pokud škody rozděĺıme na dvě části - pod a nad hranićı, pak i tyto dvě části
zvlášt’ maj́ı každá Poissonovo rozděleńı. Nav́ıc plat́ı, že parametr λ pro celkový
počet škod je roven součtu jednotlivých parametr̊u λbs a λch dvou Poissonových
rozděleńı. Plat́ı tedy

λ = λbs + λch.

Pokud nyńı nebereme v potaz minimálńı hranici H, z věty 3 ze sekce 4.1.3 již
umı́me určit tvar pro parametr λch rozděleńı počtu škod nad hranićı u

λch = λ · (1− F (u)) = λ · (1− ω)

a potom plat́ı, že
λbs = λ− λch = λ · F (u) = λ · ω.

4.3.3 Rozděleńı ztráty

Rozděleńı celkové ztráty za jeden rok vznikne součtem jednotlivých výš́ı škod:

L =
N∑
i=1

Xi.

Distribučńı funkce náhodné veličiny L je ve tvaru:

FL(x) = P(L ≤ x) =
∞∑
n=0

p(n) · P(L ≤ x | N = n)

=
∞∑
n=0

p(n) · F ∗nX (x), x > 0.

Většinou neńı možné naj́ıt uzavřenou formu pro FL, takže je nutné použ́ıt nu-
merické metody. Některé z možnost́ı jsou metoda Monte Carlo, Panjerova rekurze
nebo rychlá Fourierova transformace.

My zde poṕı̌seme metodu Monte Carlo, která je poměrně jednoduchá na apli-
kaci. Máme následuj́ıćı algoritmus:

Monte Carlo algorimus

1. Pro j = 1, . . . ,J

a. Simulujeme počet škod N z rozděleńı frekvence.

b. Simulujeme nezávislé výše škod X1, . . . ,XN z rozděleńı výše škod.

c. Spočteme ročńı ztrátu v roce j jako součet hodnot simulovaných v předchoźım
kroku: Lj =

∑N
i=1Xi.

2. Zvýš́ıme j o 1: j → j + 1 a vrát́ıme se do prvńıho kroku.

Algoritmus se opakuje J-krát. Č́ım větš́ı J , t́ım lepš́ı přesnost odhadováńı. Obecně
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se doporučuje alespoň J =1 000 000, nicméně při použit́ı J =10 000 000 budou
výsledky ještě přesněǰśı.

Protože modelujeme extrémńı hodnoty zvlášt’, budeme i Monte Carlo apliko-
vat zvlášt’ pro 2 části. Při daných λbs a λch máme následuj́ıćı realizace:

N bs
j , j = 1, . . . ,J z Poissonova rozděleńı s parametrem λbs

N ch
j , j = 1, . . . ,J z Poissonova rozděleńı s parametrem λch

Simulujeme N bs
j ztrát pod hranićı u pro každý rok j. Ročńı ztráta pro každý

rok j:

Lbsj =

Nbs
j∑

i=1

Xbs
ij , j = 1, . . . ,J.

Dále simulujeme N ch
j ztrát větš́ıch než u pro každý rok j z GPD. Ročńı ztráta je

pak:

Lchj =

Nch
j∑

i=1

Xch
ij , j = 1, . . . ,J.

Nyńı spočteme celkovou ročńı ztrátu jako

Lj = Lbsj + Lchj

a máme k dispozici náhodný výběr pro daľśı výpočty.

4.3.4 Kapitálový požadavek

Označ́ıme realizaci náhodného výběru z předchoźı části jako [l1, . . . ,lJ ] a můžeme
stanovit kapitálový požadavek pomoćı některé z měr rizika.

Prvńı možnost́ı je hodnota v riziku. Ztráty lj si srovnáme vzestupně:

l̃1 ≤ l̃2 ≤ · · · ≤ l̃J .

Hodnotu v riziku na hladině α źıskáme jako:

ˆVaRα = F̂−1
L (α) = l̃bJαc+1,

kde b.c znač́ı dolńı celou část č́ısla. Hladinu α nastav́ıme podle Basel 2 na 99,9%.

S využit́ım definice neočekávané ztráty (UL)

UL = VaR− EL,

kde EL znač́ı očekávanou ztrátu, můžeme hodnotu v riziku vyjádřit jako

VaR = EL + UL.

Očekávanou ztrátu je možné z kapitálového požadavku odeč́ıst. Jsou dva zp̊usoby,
jak určit očekávanou ztrátu. Prvńım je odhadnout ji jako pr̊uměr z ročńıch ztrát:

EL =
1

J

J∑
i=1

lj.
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Tato statistika však nemuśı být nejvhodněǰśı, vzhledem k tomu, že může být
hodně ovlivněná extrémńımi ztrátami, které nemůžeme klasifikovat jako očekávané.
Z tohoto d̊uvodu je lepš́ım a stabilněǰśım zp̊usobem odhadnout očekávanou ztrátu
jako medián:

EL = F̂−1
L (0,5).

Daľśı možnost́ı je zbytková hodnota v riziku. Pro jej́ı odhad potřebujeme
odhad hodnoty v riziku:

ÊSα =

∑J
i=1 li · I[li≥ ˆVaRα]∑J
i=1 ·I[li≥ ˆVaRα]

=

∑J
i=1 li · I[li≥ ˆVaRα]

J − bJαc
.

31



Kapitola 5

Agregace rizik pomoćı
modelováńı závislost́ı

V předchoźı kapitole jsme si ukázali, jak dospět ke kapitálovému požadavku v
jedné rizikové buňce. Nyńı se pod́ıváme na to, jak dát tyto kapitálové požadavky
dohromady a źıskat celkový kapitálový požadavek.

Už v́ıme, že pouhý součet jednotlivých kapitálových požadavk̊u nemuśı být
roven celkovému kapitálovému požadavku. Dále také v́ıme, že hodnota v riziku
neńı subaditivńı a tud́ıž nemuśı platit následuj́ıćı nerovnost:

VaRα(L) ≤
K∑
k=1

VaRα(Lk),

kde k znač́ı jednotlivé rizikové buňky a Lk znač́ı ztrátu v buňce k.
K modelováńı závislost́ı využijeme kopuly. Teorii kopul budeme čerpat z [8].

5.1 Kopuly

Kopuly jsou jednou z možnost́ı, jak modelovat závislosti mezi riziky.

Definice 4. Kopula je d-rozměrná distribučńı funkce C náhodného vektoru, jehož
všechna marginálńı rozděleńı jsou rovnoměrná na intervalu [0,1].

Plat́ı tedy, že:
1. C : [0,1]d −→ [0,1].

2. C má marginálńı funkce Ci tak, že:

Ci(u) = C(1, . . . ,1,u,1, . . . ,1) = u, ∀u ∈ [0,1].

Kopuly lze využ́ıt k vyjádřeńı sdružených rozděleńı, pomoćı Sklarovy věty
převzaté z [8].

Věta 5. Sklarova věta.
Necht’ F je d-rozměrná distribučńı funkce s marginálńımi distribučńımi funkcemi
F1, . . . ,Fd. Pak existuje d-rozměrná kopula C tak, že pro všechna x ∈ Rd plat́ı:

F (x1, . . . ,xd) = C(F1(x1), . . . ,Fd(xd)). (5.1)
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Když F1, . . . ,Fd jsou spojité, pak C je určená jednoznačně, jinak je C defino-
vaná na RanF1 × · · · × RanFd, kde RanFi je obor hodnot distribučńı funkce Fi.
Naopak, když C je d-rozměrná kopula a F1, . . . ,Fd jsou distribučńı funkce, pak
funkce F definovaná jako 5.1 je d-rozměrná distribučńı funkce s marginálńımi
distribučńımi funkcemi F1, . . . ,Fd.

D̊ukaz. Viz [8], strana 46.

Kopula tedy může být využita k odhadu nebo simulaci v́ıcerozměrných rozděleńı,
pokud známe marginálńı rozděleńı.

Definice 6. Necht’ F je distribučńı funkce. Pak kvazi-inverzńı funkce k F je
nějaká funkce F (−1) s nosičem [0,1] taková, že

1. pokud t patř́ı do RanF , pak F (−1)(t) je nějaké reálné č́ıslo x tak, že F (x) = t,
tzn. pro každé t reálné z RanF plat́ı

F (F (−1)(t)) = t;

2. pokud t nepatř́ı do RanF , potom

F (−1)(t) = inf {x|F (x) ≥ t} = sup {x|F (x) ≤ t} .

Pokud je F rostoućı, pak je kvazi-inverzńı funkce určena jednoznačně a rovná se
přesné inverzńı funkci F−1.

Důsledek 7. Necht’ F,C,F1, . . . ,Fd jsou stejné jako ve větě 5 a necht’ F
(−1)
1 , . . . , F

(−1)
d

jsou kvazi-inverzńı funkce k F1, . . . ,Fd. Pak pro každé u ∈ [0,1]d plat́ı

C(u1, . . . ,ud) = F (F
(−1)
1 (u1), . . . ,F

(−1)
d (ud)).

Sdruženou distribučńı funkci pro ztrátu źıskáme s využit́ım Sklarovy věty:

FL(l1, . . . ,ld) = C(FL1(l1), . . . ,FLd(ld)).

Uvedeme nyńı tři kopuly – Gaussovu, Gumbelovu a Studentovu.

5.1.1 Gaussova kopula

D-rozměrnou Gaussovu kopulu źıskáme transformaćı d-rozměrného normálńıho
rozděleńı:

CGa(u1, . . . ,ud) = FΣ(F−1(u1), . . . ,F−1(ud)),

kde F je distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı a FΣ je distribučńı
funkce standardńıho v́ıcerozměrného normálńıho rozděleńı s nulovou středńı hod-
notou a korelačńı matićı Σ = {σi,j}. Korelačńı matice Σ se skládá z lineárńıch
korelačńıch koeficient̊u.

K odhadu matice Σ̂ lze využ́ıt některého z následuj́ıćıch korelačńıch koefici-
ent̊u:

Definice 8. Uvedeme definici dvou korelačńıch koeficient̊u.
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• Lineárńı korelačńı koeficient pro dvě náhodné veličiny X1 a X2 s konečným
rozptylem je definován následovně:

ρ(X1,X2) =
Cov(X1,X2)√

Var(X1) · Var(X2)
.

• Kendall̊uv korelačńı koeficient (Kendallovo tau) pro dvě náhodné veličiny
X1 a X2 je definován jako:

ρτ (X1,X2) = P[(X1 − X̃1)(X2 − X̃2) > 0]− P[(X1 − X̃1)(X2 − X̃2) < 0],

kde (X̃1,X̃2) a (X1,X2) jsou nezávislé náhodné vektory ze stejného rozděleńı.

Zobrazeńı Gaussovy dvourozměrné kopuly s korelačńı matićı

Σ =

(
1 −1

2

−1
2

1
2

)
na intervalu(x,y) ∈ [−0.2,1.2]2 máme na obrázku 5.1.

5.1.2 Gumbelova kopula

Gumbelova kopula patř́ı do skupiny archimédovských kopul. Ty lze zapsat
jako:

C(u1, . . . ,ud) = φ−1(φ(u1) + · · ·+ φ(ud)),

kde φ je spojitá klesaj́ıćı funkce z [0,1] do [0,∞] taková, že φ(1) = 0 a φ[−1] je
určená následovně:

φ[−1](t) =

{
t, 0 ≤ t ≤ φ(0),

φ(0), φ(0) ≤ t ≤ ∞,
= min(t,φ(0)).

Funkce φ se nazývá se generátor. Gumbelova kopula vypadá následovně:

CGu(u1, . . . ,ud) = exp

−
(

d∑
i=1

(−lnui)ρ
) 1

ρ

 ,

kde ρ ≥ 1 je parametr závislosti. Literatura [2] uvád́ı, že jako odhad tohoto para-
metru lze uvažovat Kendallovo τ zpr̊uměrované přes všechny dvojice rizikových
buněk.

Zobrazeńı Gumbelovy dvourozměrné kopuly s parametrem ρ = 3 na intervalu
(x,y) ∈ [−0.2,1.2]2 máme na obrázku 5.2.

5.1.3 Studentova kopula

Studentova kopula je definována náseldovně: Necht’ X = (X1, . . . ,Xd) je vektor
s d-rozměrným t-rozděleńım s ν stupni volnosti. Kopula vektoru X může být
zapsána jako:

Ct(u1, . . . ,ud) = tdν(t
−1
R,ν(u1), . . . ,t−1

ν (ud)),
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Obrázek 5.1: Gaussova kopula.

Obrázek 5.2: Gumbelova kopula.
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kde tdR,ν znač́ı d-rozměrnou distribučńı funkci náhodného vektoru
√
νY/
√
S, kde

náhodná veličina S má χ2 rozděleńı s parametrem ν a náhodný vektor Y má
d-rozměrné standardńı normálńı rozděleńı. S a Y jsou nezávislé. tν označuje mar-
ginály tdR,ν a R je korelačńı matice Studentovy kopuly. Tato korelačńı matice se
odhaduje podobně jako ta pro Gaussovu kopulu.

Pokud je počet stupň̊u volnosti dostatečně velký, chová se Studentova kopula
jako Gaussova.

Zobrazeńı Studentovy dvourozměrné kopuly se dvěma stupni volnosti a s ko-
relačńı matićı

R =

(
1 1

3
1
3

1
2

)
na intervalu(x,y) ∈ [−0.2,1.2]2 máme na obrázku 5.3.

5.2 Využit́ı kopul

Abychom mohli použ́ıt kopuly k modelováńı závislost́ı, muśıme si nejprve
nějakou zvolit. Gumbelova a Studentova kopula na rozd́ıl od Gaussovy dobře
modeluj́ı závislost chvost̊u. U Studentovy kopuly však toto plat́ı pouze pro ńızký
počet stupň̊u volnosti, protože pro ν → ∞ konverguje Studentova kopula ke
Gaussově.

Využit́ı Gumbelovy kopuly je poměrně omezuj́ıćı, vzhledem k použit́ı pouze
jednoho parametru určuj́ıćıho celou závislostńı strukturu mezi rizikovými buňkami.
Studentova kopula tedy může být nejvhodněǰśı volbou pro modelováńı ztrát z
operačńıho rizika.

Kapitálový požadavek s využit́ım kopul źıskáme metodou Monte Carlo. Před-
pokládejme, že máme distribučńı funkce FLk , k = 1, . . . ,K ročńıch ztrát pro jed-
notlivé rizikové buňky. Distribučńı funkci celkové ročńı ztráty źıskáme aplikaćı
následuj́ıćıho algoritmu:

Monte Carlo algoritmus

1. Pro j = 1, . . . ,J

a. Simulujeme vektor (U1, . . . ,UK) ze zvolené kopuly C.

b. Ztráty pro jednotlivé rizikové buňky źıskáme jako:

Lj(k) = F−1
Lk

(Uk).

c. Celkovou ročńı ztrátu Lj źıskáme součtem ztrát z jednotlivých buněk:

Lj =
K∑
k=1

Lj(k).

2. Zvýš́ıme j o 1: j → j + 1 a vrát́ıme se do prvńıho kroku.
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Počet opakováńı J by měl být nastaven alespoň na 1 000 000.

Kapitálový požadavek źıskáme použit́ım některé z měr rizika (např́ıklad hod-
noty v riziku) na empirické rozděleńı ztráty na hladině 99,9 % stejným zp̊usobem
jako bylo uvedeno źıskáńı kapitálového požadavku pro jednu rizikovou buňku v
předchoźı kapitole.
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Obrázek 5.3: Studentova kopula.
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Kapitola 6

Simulace

V této kapitole budeme ilustrovat popsanou teorii na simulaćıch. Na simu-
laćıch ukážeme rozd́ıl při modelováńı bez závislost́ı a s využit́ım závislost́ı. Všechny
simulace jsou zpracované v programu Wolfram Mathematica 9.0. Výpočty nejsou
provedeny na žádných reálných datech, jedná se pouze o ilustrativńı př́ıklady.

Pro zjednodušeńı budeme uvažovat, že máme 4 rizikové buňky. Nejprve si
spočteme kapitálový požadavek pouze jako součet jednotlivých kapitálových poža-
davk̊u z jednotlivých buněk. Následně pak zavedeme nějakou závislostńı strukturu
a s využit́ım kopul spoč́ıtáme celkový kapitálový požadavek. Všechna uvedená
č́ısla jsou bez nějaké konkrétńı měny, nebot’ se jedná pouze o ilustračńı č́ısla.

6.1 Kapitálové požadavky v jednotlivých rizi-

kových buňkách

Pro tento výpočet využijeme postup popsaný v sekci 4.3. V jednotlivých
buňkách budeme pro výše škod uvažovat rozděleńı popsaná v tabulce 4.1. Před
stanoveńım rozděleńı běžných škod a rozděleńı chvostu je nutné určit hranici u,
která odděluje běžné škody od těch extrémńıch. Nastaveńı hranice pro jednotlivé
buňky je v tabulce 6.2.

V tabulce 6.1 máme popsaná rozděleńı pro běžné škody v jednotlivých buňkách
a v tabulce 6.2 jsou rozděleńı pro extrémńı škody v jednotlivých buňkách.

Rozděleńı běžných škod
počet výše

Buňka 1 Poisson (2) Log-N (6.5,1.2)
Buňka 2 Poisson (4) Log-N (7.6, 1.05)
Buňka 3 Poisson (7) Gama (0.65,500000)
Buňka 4 Poisson (3) Gama (0.35,700000)

Tabulka 6.1: Rozděleńı běžných škod v jednotlivých buňkách.

K výpočtu využijeme algoritmus Monte Carlo. Počet opakováńı algoritmu J
nastav́ıme na 1 000 000.

Pro každou buňku simulujeme počty běžných škod a k nim výše, pak počty
škod na chvostu a k nim výše a nakonec spočteme celkové ztráty. Výstupem
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Rozděleńı chvostu
počet výše Hranice u

Buňka 1 Poisson (1/10) GPD (1.2,4500) 200 000
Buňka 2 Poisson (1/20) GPD (0.7,8200) 300 000
Buňka 3 Poisson (1/100) GPD (0.9,28000) 1 000 000
Buňka 4 Poisson (1/50) GPD (0.8,13000) 600 000

Tabulka 6.2: Rozděleńı extrémńıch škod v jednotlivých buňkách.

je tedy realizace náhodného výběru ztrát, z něhož můžeme stanovit kapitálový
požadavek pro jednotlivé buňky.

Na obrázćıch 6.1, 6.2, 6.3 a 6.4 vid́ıme empirické distribučńı funkce ztrát v
jednotlivých rizikových buňkách. Vid́ıme, že ztráty v r̊uzných buňkách nabývaj́ı
r̊uzných hodnot, ve třet́ı buňce jsou dokonce o řád větš́ı. Dále vid́ıme, že většina
ztráty je tvořena extrémńımi škodami.

Na obrázćıch 6.5, 6.6, 6.7 a 6.8 pak vid́ıme zobrazeńı empirických kvantilových
funkćı jednotlivých rizikových buněk. Již z těchto obrázk̊u lze odhadnout, jaká
bude hodnota v riziku na hladině 99,9 %.

Spočteme odhady hodnoty v riziku a zbytkové hodnoty v riziku, obě na hladině
99,9 %.

Výsledky vid́ıme v tabulce 6.3.

Hodnota v riziku Zbytková hodnota v riziku
Buňka 1 2 281 490 2 518 560
Buňka 2 3 457 170 3 796 600
Buňka 3 11 078 600 12 396 100
Buňka 4 6 678 590 7 455 960

Tabulka 6.3: Kapitálové požadavky v jednotlivých buňkách.

Pro výpočet celkového kapitálového požadavku použijeme spočtené hodnoty
v riziku a zbytkové hodnoty v riziku a stanov́ıme ho jako součet jednotlivých
kapitálových požadavk̊u (přestože bylo řečeno, že hodnoty v riziku nelze sč́ıtat
bez daľśıch předpoklad̊u). Výsledky jsou v tabulce 6.4.

Kapitálový požadavek
Hodnota v riziku Zbytková hodnota v riziku
23 495 800 26 167 220

Tabulka 6.4: Celkový kapitálový požadavek
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Obrázek 6.1: Empirická distribučńı funkce buňky 1.

Obrázek 6.2: Empirická distribučńı funkce buňky 2.
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Obrázek 6.3: Empirická distribučńı funkce buňky 3.

Obrázek 6.4: Empirická distribučńı funkce buňky 4.
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Obrázek 6.5: Empirická kvantilová funkce buňky 1.

Obrázek 6.6: Empirická kvantilová funkce buňky 2.
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Obrázek 6.7: Empirická kvantilová funkce buňky 3.

Obrázek 6.8: Empirická kvantilová funkce buňky 4.
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6.2 Kapitálový požadavek s využit́ım závislost́ı

V této části budeme uvažovat možnost modelovat závislosti mezi buňkami
pomoćı kopul.

Marginálńı rozděleńı máme popsaná v předchoźı sekci. Muśıme tedy pouze
určit kopulu. Pro ilustraci provedeme výpočet pro Gaussovu a Studentovu ko-
pulu. Máme 4 buňky, kopuly tedy budou 4-rozměrné. Studentovu kopulu budeme
uvažovat se 3 stupni volnosti. Korelačńı matice uvažujeme pro obě kopuly stejné:

R = Σ =


3 1

3
3
2

0
1
3

2
3

0 1
2

3
2

0 1 1
5

0 1
2

1
5

1

 .

K výpočtu použijeme opět algoritmus Monte Carlo popsaný v sekci 5.2. Počet
opakovańı nastav́ıme na 1 000 000.

Simulujeme vektory z kopuly a z nich pak spočteme ztráty pro jednotlivé
rizikové buňky. Ty sečteme a źıskáme celkové ztráty v jednom roce. Výstupem je
tedy realizace náhodného výběru ztrát, z něhož můžeme př́ımo stanovit celkový
kapitálový požadavek.

Na obrázćıch 6.9 a 6.10 máme opět ukázanou empirickou distribučńı a kvanti-
lovou funkci ztráty generované z Gaussovy kopuly. Z empirické kvantilové funkce
vid́ıme, že hodnota v riziku na hladině 99,9 % bude nejsṕı̌se větš́ı než 20 000 000.

Na obrázćıch 6.11 a 6.12 máme opět ukázanou empirickou distribučńı a kvan-
tilovou funkci ztráty tentokrát generované ze Studentovy kopuly. Vid́ıme, že dis-
tribučńı funkce obou kopul jsou na prvńı pohled nerozeznatelné. Naopak co se
kvatilových funkćı týče, vid́ıme, že ze Studentovy kopuly jsou generované ztráty
vyšš́ı.

Opět spočteme odhady hodnoty v riziku a zbytkové hodnoty v riziku, obě
na hladině 99,9 %. Výsledky máme v tabulce 6.5. Vid́ıme, že se stejnou korelačńı
matićı nám vyšly nižš́ı obě statistiky pro Gaussovu kopulu, rozd́ıl však neńı velký.

Gaussova kopula Studentova kopula
Hodnota v riziku 20 171 800 21 697 600
Zbytkový hodnota v riziku 21 436 800 23 148 900

Tabulka 6.5: Kapitálové požadavky s využit́ım kopul.

Nyńı se pod́ıváme na porovnáńı kapitálových požadavk̊u, viz tabulka 6.6 -
hodnot v riziku s modelováńım závislost́ı a bez něj.

Vid́ıme, že kapitálové požadavky spočtené s využit́ım modelováńı závislost́ı
jsou nižš́ı. To znamená, že využ́ıt možnosti modelovat závislosti mezi buňkami
je pro banky výhodné, nebot’ jim to může umožnit držet nižš́ı požadovaný ka-
pitál. Jak moc je kapitál sńıžen je určeno závislostńı strukturou kopuly určenou
korelačńı matićı, která v naš́ı ilustraci nebyla odhadnuta na reálných datech. Je
proto možné, že s využit́ım skutečných závislost́ı bude mı́t banka spočtený kapitál
mnohem nižš́ı než ten bez modelováńı závislost́ı.
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Obrázek 6.9: Empirická distribučńı funkce ztráty z Gaussovy kopuly.

Obrázek 6.10: Empirická kvantilová funkce ztráty z Gaussovy kopuly.
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Obrázek 6.11: Empirická distribučńı funkce ztráty ze Studentovy kopuly.

Obrázek 6.12: Empirická kvantilová funkce ztráty ze Studentovy kopuly.
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Kapitálový požadavek
Hodnota v riziku Zbytková hodnota v riziku

Bez závislost́ı 23 495 800 26 167 220
Gaussova kopula 20 171 800 21 436 800
Studentova kopula 21 697 600 23 148 900

Tabulka 6.6: Porovnáńı kapitálových požadavk̊u.
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Závěr

V práci jsme si ukázali, jaké maj́ı banky v současnosti možnosti pro mode-
lováńı operačńıho rizika a následný výpočet kapitálového požadavku. Zaměřili
jsme se hlavně na to, jak postupovat při vytvářeńı interńıho modelu pro ztráty
z operačńıho rizika. Vývoj interńıho modelu jsme popsali postupně. Nejprve
jsme se pod́ıvali na sběr dat a jejich kombinováńı. Následně jsme ukázali od-
had konkrétńıch rozděleńı, až po źıskáńı celkového rozděleńı ztráty. Tyto metody
byly aplikovatelné na každou rizikovou buňku zvlášt’. Nakonec jsme tyto postupy
rozš́ı̌rili o modelováńı závislost́ı mezi jednotlivými buňkami pomoćı kopul.

Některé popsané metody byly ukázány na ilustračńıch simulaćıch. V těchto
simulaćıch jsme si hlavně ukázali, že se bankám vyplat́ı v interńım modelu zo-
hlednit závislostńı strukturu mezi jednotlivými rizikovými buňkami a d́ıky tomu
si tak sńıžit kapitálový požadavek pro operačńı riziko. Otázkou z̊ustává, zda se
v praxi tento př́ıstup vyplat́ı každé bance. V každém individuálńım př́ıpadě je
potřeba posoudit, zda je tohle sńıžeńı kapitálu dostatečné, aby se v̊ubec vyplatilo
vynaložit náklady na vývoj sofistikovaněǰśıho interńıho modelu.
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6.5 Empirická kvantilová funkce buňky 1. . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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