
Posudek vedoućıho na diplomovou práci

R. Puček: Applications of invariant operators in real parabolic geometries

Téma předkládané diplomové práce patř́ı do globálńı analýzy, resp. diferenciálńı geometrie. Kon-
krétńı problém studovaný v práci má historické kořeny. Projektivńı struktura na varietě M je stan-
dardně zadána volbou tř́ıdy ekvivalence kovariantńıch derivaćı, které maj́ı tu vlastnost, že všechny
maj́ı tutéž tř́ıdu neparametrizovaných geodetik. U. Dini a R. Liouville se v druhé polovině 19. sto-
let́ı zaj́ımali problém, jestli je možné naj́ıt Riemannovu metriku na varietě M, která má tutéž tř́ıdu
neparametrizovaných geodetik, což znamená, že se hledá Riemannova metrika, jej́ıž Levi-Civitova ko-
variantńı derivace patř́ı do tř́ıdy zadávaj́ıćı projektivńı strukturu na M. A objevili překvapuj́ıćı fakt,
že řešeńı tohoto nelineárńıho problému je možné (pro nedegenerované metriky) převést na problém
řešeńı vhodné soustavy lineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu na varietě M. Různé
zobecněńı tohoto problému pro daľśı typy geometríı byly postupně studovány řadou matematik̊u a
celá problematika se v posledńı době stala středem zájmu v souvislosti se zobecněńım celého problému
v rámci tzv. parabolických geometríı, tj. variet se zadanou geometrickou strukturou jistého typu.

Struktura parabolické geometrie záviśı na volbě jednoduché Lieovy grupy G a jej́ı parabolické
podgrupy P. Homogenńı model dané parabolické geometrie je vlajková varieta G/P a jej́ı struktura je
dána Maurer-Cartanovou formou ω. Obecná struktura parabolické geometrie je zadána zobecněńım
hlavńıho f́ıbrovaného prostoru G → G/P a zadáńım Cartanovy formy ω na M. Cartanova forma
neurčuje jednu kovariantńı derivaci na asociovaných vektorových f́ıbrovaných prostorech, ale celou
tř́ıdu tzv. Weylových kovariantńıch derivaćı. Zároveň je pak kanonicky určen jistý vektorový f́ıbrovaný
podprostor H tečného f́ıbrovaného prostoru. Pro obecný př́ıpad parabolické geometrie se pak hledá
Weylova kovariantńı derivace ∇ s vlastnost́ı, že existuje nedegenerovaná metrika na H anihilovaná
kovariantńı derivaćı ∇ ve směrech z H. To je obecná verse p̊uvodńıho problému Diniho a Liuovilla.

Hlavńı myšlenky řešeńı tohoto obecného problému v rámci parabolických geometríı jsou obsaženy
v dokončovaném preprintu D. Calderbanka, J. Slováka a V. Součka. Hlavńı metoda jak řešit popsaný
problém je spojena s vlastnostmi soustav invariantńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu na
varietě M. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v druhé kapitole práce. Hlavńı roli zde hraj́ı invariantńı
diferenciálńı operátory, nazývané tradičně BGG operátory.

Jejich použit́ı pro řešeńı daného problému je podrobě popsáno v 3. kapitole práce. Ukazuje se, že je
výhodněǰśı zkoumat duálńı problém, tj. problém hledat vhodné metriky na duálńım prostoru H∗. V
celé práci se systematicky využ́ıvá toho, že vlastnosti asociovaných f́ıbrovaných prostor̊u mohou být
studovány pomoćı vlastnost́ı indukuj́ıćıch representaćı, což převád́ı řadu analytických problémů na
varietě na problémy algebraické. Ve studovaném problému se nejdř́ıv representace indukuj́ıćı prostor
metrik na H∗ rozděĺı na ireducibilńı části a pak se zkoumá daný problém pro každou komponentu B
zvlášt’. Pro možnost použit́ı vlastnost́ı soustav lineárńıch diferenciálńıch operátor̊u na daný problém
je podstatný počet komponent v rozkladu tensorového součinu B s representaćı indukuj́ıćı prostor H,
který muśı být velmi malý. To vede na algebraickou podmı́nku použitelnosti metody (označovanou
ALC), formulovanou v Definici 4 práce. V daľśım se tedy p̊uvodńı problém redukuje na algebraický
problém nalezeńı př́ıpad̊u, kdy ALC je splněna. Tomu jsou věnovány daľśı kapitoly práce. Hledáńı
př́ıpad̊u, kdy je ALC splněna je složité t́ım, že je třeba probrat velké množstv́ı př́ıpad̊u. Je třeba
probrat všechny jednoduché komplexńı Lieovy algebry, jejich všechny reálné verse, všechny parabolické
podalgebry uvažovaného typu (často maximálńı podalgebry) a všechny možnosti volby ireducibilńı
části B. Celá věc je ještě komplikovaná t́ım, že v diferenciálńı geometrii se typicky vyskytuj́ı reálné
representace př́ıslušných Lieových grup a algeber a pro porozuměńı jej́ım vlastnostem je třeba pracovat
s jejich komplexifikacemi.

V kapitole čtvrté je ilustrován proces klasifikace př́ıpad̊u, splňuj́ıćıch ALC podmı́nku na př́ıpadě,
kdy (reálná) representace indukuj́ıćı H je ireducibilńı a Lieova grupa G je SLn(R). Jedná se o po-
drobnou verzi části klasifikace obsažené ve výše zmı́něném dokončovaném preprintu.

Hlavńı nové výsledky obsažené v předložené diplomové práci jsou obsaženy v 5. kapitole. Je zde
podána úplná klasifikace př́ıpad̊u komplexńıch jednoduchých Lieových group G a jejich parabolických
podgrup (uvažovaných jako reálné Lieovy grupy), pro které je kdy je H ireducibilńı a pro které je ALC

podmı́nka formulovaná v Definici 4 splněna. Úvodńı lemata slouž́ı k podstatné redukci počtu př́ıpad̊u,
které je třeba zkoumat a d̊ukaz samotné klasifikačńı věty pak rozeb́ırá jednotlivé zbylé př́ıpady a počet
komponent v př́ıslušných tensorových součinech. Obecně je problém rozkladu tensorového součinu na
komponenty velmi složitý. V př́ıpadech, které je třeba studovat v d̊ukazu věty se jedná většinou o
př́ıpady součinu jednodušš́ıch representaćı, kdy stač́ı použ́ıvat základńı věty o součinu (Klimykova for-
mule). V př́ıpadech algeber typu E,F,G je možné v některých př́ıpadech s výhodou použ́ıt poč́ıtačový
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program Lie. Odkaz na výsledky obsažené v páté kapitole bude součást́ı dokončovaného preprintu
zmı́něného výše.

V př́ıpadě homogenńıho modelu př́ıslušné geometrie je možné popsat prostor řešeńı odpov́ıdaj́ıćıho
BGG operátoru zcela explicitně, je to vždy konečně dimensionálńı komplexńı vektorový prostor.
Př́ıklady takového popisu jsou uvedeny v 6. kapitole práce. Konečně v kapitole sedmé je uvedeno,
jak je možné zobecnit ALC podmı́nku pro př́ıpad geometríı, které nejsou ireducibilńı a sestrojeno
několik př́ıpad̊u, kdy je tato obecněǰśı ALC podmı́nka splněna. Záverečných 5 Appendix̊u shrnuje
velmi stručně základńı pojmy z teorie parabolických geometríı a teorie representaćı použ́ıvané v práci.

Autora předložené práce je třeba ocenit, protože jako př́ıpravu pro předloženou diplomovu práci
musel absolvovat kromě svého základńıho studia v magisterském oboru Matematická analýza také
většinu přednášek z oboru Matematické struktury a porozumět podstatné části ze základńı monografie
A. Čapa a J. Slováka o parabolických geometríıch (jej́ıž četba je obvykle součást́ı až doktorandského
studia). A k tomu nav́ıc př́ıslušnou současnou časopiseckou literaturu. Výsledky dosažené v práci
jsou velmi pěkné (pátá kapitola obsahuje zaj́ımavé nové výsledky) a jsou systematicky a srozumitelně
presentovány. Slabš́ı stránkou práce je fakt, že autor ještě muśı zlepšit úroveň prezentace v anglickém
jazyce (v práci je řada drobných prohřešk̊u v tomto směru). V každé práci se najde určitý počet
misprint̊u, v předložené práci je jejich počet větš́ı než obvyklý. Práce źıskala (dělenou) 1. cenu ve
svém oboru v posledńım ročńıku soutěže SVOČ. Práci doporučuji k obhajobě.

Praha, 7.9.2016 Vladimı́r Souček


