Posudek vedouciho na diplomovou praci
R. Pucek: Applications of invariant operators in real parabolic geometries

Téma predkladané diplomové prace patii do globalni analyzy, resp. diferencidlni geometrie. Kon-
krétni problém studovany v praci ma historické kofeny. Projektivni struktura na varieté M je stan-
dardné zadana volbou ttidy ekvivalence kovariantnich derivaci, které maji tu vlastnost, ze vSechny
maji tutéz tfidu neparametrizovanych geodetik. U. Dini a R. Liouville se v druhé poloviné 19. sto-
leti zajimali problém, jestli je mozné najit Riemannovu metriku na varieté M, kterd ma tutéz tiidu
neparametrizovanych geodetik, coz znamend, ze se hleda Riemannova metrika, jejiz Levi-Civitova ko-
variantni derivace patii do tiidy zaddvajici projektivni strukturu na M. A objevili prekvapujici fakt,
Ze Feseni tohoto nelinedrniho problému je mozné (pro nedegenerované metriky) pfevést na problém
feSeni vhodné soustavy linedrnich parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu na varieté M. Ruzné
zobecnéni tohoto problému pro dalsi typy geometrii byly postupné studovany radou matematiku a
celd problematika se v posledni dobé stala stfedem zajmu v souvislosti se zobecnénim celého problému
v ramci tzv. parabolickych geometrii, tj. variet se zadanou geometrickou strukturou jistého typu.

Struktura parabolické geometrie zavisi na volbé jednoduché Lieovy grupy G a jeji parabolické
podgrupy P. Homogenni model dané parabolické geometrie je vlajkova varieta G/P a jeji struktura je
dédna Maurer-Cartanovou formou w. Obecnd struktura parabolické geometrie je zaddna zobecnénim
hlavniho fibrovaného prostoru G — G/P a zaddnim Cartanovy formy w na M. Cartanova forma
neurcuje jednu kovariantni derivaci na asociovanych vektorovych fibrovanych prostorech, ale celou
ttidu tzv. Weylovych kovariantnich derivaci. Zaroven je pak kanonicky urcen jisty vektorovy fibrovany
podprostor ‘H tecného fibrovaného prostoru. Pro obecny piipad parabolické geometrie se pak hleda
Weylova kovariantni derivace V s vlastnosti, Ze existuje nedegenerovand metrika na #H anihilovana
kovariantni derivaci V ve smérech z H. To je obecnd verse puvodniho problému Diniho a Liuovilla.

Hlavni myslenky feSeni tohoto obecného problému v rdamci parabolickych geometrii jsou obsazeny
v dokonc¢ovaném preprintu D. Calderbanka, J. Slovaka a V. Soucka. Hlavni metoda jak fesit popsany
problém je spojena s vlastnostmi soustav invariantnich parcialnich diferencidlnich rovnic 1. fddu na
varieté M. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v druhé kapitole prace. Hlavni roli zde hraji invariantni
diferencidlni operatory, nazyvané tradicné BGG operatory.

Jejich pouziti pro feseni daného problému je podrobé popsano v 3. kapitole prace. Ukazuje se, Ze je
vyhodnéjsi zkoumat dudlni problém, tj. problém hledat vhodné metriky na dudlnim prostoru H*. V
celé praci se systematicky vyuziva toho, ze vlastnosti asociovanych fibrovanych prostoru mohou byt
studovany pomoci vlastnosti indukujicich representaci, coz prevadi fadu analytickych problému na
varieté na problémy algebraické. Ve studovaném problému se nejdiiv representace indukujici prostor
metrik na H* rozdéli na ireducibilni ¢asti a pak se zkoumd dany problém pro kazdou komponentu B
zv145t. Pro moznost pouZiti vlastnosti soustav linedrnich diferencidlnich operatort na dany problém
je podstatny pocet komponent v rozkladu tensorového soucinu B s representaci indukujici prostor H,
ktery musi byt velmi maly. To vede na algebraickou podminku pouzitelnosti metody (oznacovanou
ALC), formulovanou v Definici 4 prace. V dalsim se tedy ptuvodni problém redukuje na algebraicky
problém nalezeni piripadu, kdy ALC je splnéna. Tomu jsou vénovany dalsi kapitoly prace. Hledani
piipadu, kdy je ALC splnéna je slozité tim, Ze je tFeba probrat velké mnozstvi piipadu. Je tieba
probrat vSechny jednoduché komplexni Lieovy algebry, jejich vSechny realné verse, vSechny parabolické
podalgebry uvazovaného typu (Gasto maximélni podalgebry) a vSechny moznosti volby ireducibiln{
casti B. Celd véc je jesté komplikovand tim, ze v diferencidlni geometrii se typicky vyskytuji redlné
representace piislusnych Lieovych grup a algeber a pro porozuméni jejim vlastnostem je tfeba pracovat
s jejich komplexifikacemi.

V kapitole ¢tvrté je ilustrovan proces klasifikace piipadi, spliujicich ALC podminku na piipadé,
kdy (redlnd) representace indukujici H je ireducibilni a Lieova grupa G je SL,(R). Jednd se o po-
drobnou verzi ¢asti klasifikace obsazené ve vyse zminéném dokonc¢ovaném preprintu.

Hlavni nové vysledky obsazené v predlozené diplomové praci jsou obsazeny v 5. kapitole. Je zde
podana tplna klasifikace ptipadi komplexnich jednoduchych Lieovych group G a jejich parabolickych
podgrup (uvazovanych jako redlné Lieovy grupy), pro které je kdy je H ireducibiln{ a pro které je ALC
podminka formulovand v Definici 4 splnéna. Uvodn{ lemata slouz k podstatné redukei poctu piipadu,
které je tieba zkoumat a dukaz samotné klasifika¢ni véty pak rozebira jednotlivé zbylé piipady a pocet
komponent v piislusnych tensorovych soucinech. Obecné je problém rozkladu tensorového souc¢inu na
komponenty velmi slozity. V pfipadech, které je tfeba studovat v dukazu véty se jednd vétsinou o
pifpady sou¢inu jednodussich representaci, kdy staci pouzivat zdkladn{ véty o soucinu (Klimykova for-
mule). V piipadech algeber typu E,F,G je mozné v nékterych piipadech s vyhodou pouzit poéitacovy



program Lie. Odkaz na vysledky obsazené v paté kapitole bude soucasti dokonc¢ovaného preprintu
zminéného vyse.

V ptipadé homogenniho modelu pfislusné geometrie je mozné popsat prostor feseni odpovidajiciho
BGG operdtoru zcela explicitné, je to vzdy konetné dimensionédlni komplexni vektorovy prostor.
Piiklady takového popisu jsou uvedeny v 6. kapitole prace. Koneéné v kapitole sedmé je uvedeno,
jak je mozné zobecnit ALC podminku pro piipad geometrii, které nejsou ireducibilni a sestrojeno
nékolik piipadi, kdy je tato obecnéjsi ALC podminka splnéna. Zavereénych 5 Appendixu shrnuje
velmi strucné zédkladni pojmy z teorie parabolickych geometrif a teorie representaci pouzivané v praci.

Autora predlozené préce je tieba ocenit, protoze jako pripravu pro predlozenou diplomovu préci
musel absolvovat kromé svého zdkladniho studia v magisterském oboru Matematickd analyza také
vétsinu prednasek z oboru Matematické struktury a porozumét podstatné ¢asti ze zdkladni monografie
A. Capa a J. Slovika o parabolickych geometriich (jejiz Getba je obvykle soucasti az doktorandského
studia). A k tomu navic pifslusnou soucasnou ¢asopiseckou literaturu. Vysledky dosazené v préci
jsou velmi pékné (patd kapitola obsahuje zajimavé nové vysledky) a jsou systematicky a srozumitelné
presentovany. Slabsi strankou prace je fakt, ze autor jesté musi zlepsit droven prezentace v anglickém
jazyce (v praci je fada drobnych prohfeski v tomto sméru). V kazdé praci se najde urcity pocet
misprinti, v pfedlozené préci je jejich pocet vétsi nez obvykly. Préce ziskala (délenou) 1. cenu ve
svém oboru v poslednim roéniku soutéze SVOC. Préci doporucuji k obhajobé.
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