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Abstrakt: V této praci se zamérime na optimalni multi-agentni planovani cest,
které je NP-tiplnym problémem. K feseni této tlohy budeme vyuzivat centrali-
zovany prohledavaci algoritmus A*, pro ktery navrhneme novou heuristiku. Ke
konstrukci ndmi navrzené heuristiky zkoumame feseni multi-agentniho planovani
pomoci prevodu na multi-komoditni tok, ktery je také NP-tplnym problémem.
Nase heuristika spoc¢iva v relaxaci multi-komoditniho toku na jedno-komoditni
tok, ktery lze fesit v polynomidlnim case. Ukazeme, Ze takto vybudovana heu-
ristika je pripustna a konzistentni. Dale také ukazeme typy zadani, pro které je
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Abstract: In this paper we focus on the optimal multi-agent path planning, which
is an NP-complete problem. To solve this task, we will use centralized A* search
algorithm for which we propose a new heuristic. To construct our proposed heu-
ristic, we examine the solution of multi-agent path planning via its reduction to
multi-commodity flow, which is also an NP-complete problem. Our heuristic is
based on relaxation of multi-commodity flow to single-commodity flow that can
be solved in polynomial time. We show that this new heuristics is admissible
and consistent. We also show types of problems for which our heuristic is more
successful than other heuristics.
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1. Uvod

Multi-agentni planovani je dtlezitym vypocetnim problémem, ktery nachézi
uplatnéni v oblasti robotiky, strategickych hrach, simulacich, efektivnim organi-
zovani skladist a dalsi. Neni proto divu, Ze v poslednich letech tento problém
ziskal pozornost odvétvi jako je uméla inteligence a robotika [9] [22] [2I]. Obec-
nym ukolem multi-agentniho planovani je navigace dvou a vice agentt do jejich
cili takovym zptsobem, aby nedochéazelo k jejich kolizim a zablokovani. Pro-
blém navigace jednoho agenta je Tesitelny efektivné a optimalné v polynomialnim
Case[2]. Pokud se v prostiedi ale vyskytuje vice nez jeden agent, jedné se o obtizny
ukol. Pro takové zadani mtizeme pozadovat optimalni feseni, v takovém pripadé
se ale jednd o NP-uplny problém[14] [28] [20]. Druhym piistupem je hledat néja-
kou aproximaci optimalniho feseni. Takovéto algoritmy casto nebyvaji iplné pro
obecné zadani a pro svou efektivitu predpokladaji néjaka omezeni na vstupni
prostiedi, které je reprezentovano grafem.

V této praci se zamérime vyhradné na hledani optimalniho feseni multi-
agentniho planovani. Reseni miZe byt optimalni v réiznych vlastnostech v zévis-
losti na mife abstrakce zadani. Mizeme pozadovat minimalizaci celkového ¢asu
feSeni, uslé vzdalenosti vSech agentii, po¢tu krok agentii, ¢i spotfebované energie
pri pfeprave. V této praci budeme pozadovat optimalni feSeni z pohledu celkového
¢asu Teseni, tedy doby, kterd uplynula od zacatku do prichodu posledniho agenta
do jeho cile. Toto feseni budeme hledat pomoci dobfe znamého prohledavaciho
algoritmu A*[7] s vyuzitim konzistentnich heuristik. Dale budeme zkoumat feseni
multi-agentniho planovani pomoci pfevodu na multi-komoditni toky nad casové
expandovanym grafem. Z tohoto pfevodu odvodime novou konzistentni heuristiku
vyuzitelnou v algoritmu A*. Déle odvodime a experimentalné ukazeme, v jakych
pripadech tato heuristika dosahuje lepsich vysledkt nez jiné heuristiky.

Jak bylo feceno, optimdlni multi-agentni planovani je NP-tplné, to obecné
znamena, ze jej nedokazeme tesit rychle. Z takového divodu se ¢asto v praxi, kdyz
je kladen diraz na rychlost, nevyuziva optimalni planovani, ale néjaké subopti-
malni feSeni (napfiklad v pocitacovych hrach). Na druhou stranu motivaci pro
hledani optimalnich cest pro vSechny agenty mohou byt situace, kdy se prostiedi
neméni a agenti ¢asto vykonavaji stejné prace a tedy se Casto presouvaji po stej-
nych cestach. V takovém piipadé se vyplati jednou spocitat optimalni trasy a
vyuzivat je v budoucnu vicekrat. Priikladem miuze byt pohybovani robott po
skladisti. Dalsi motivaci je obecné umét tfesit NP-tiplné problémy rychleji nez
trivialnim pristupem. To mize zahrnovat zménu prohledavaného stavového pro-
storu, lepsi prorezavani stavii nebo pravée lepsi heuristiky, které vypocet navadéji
spravnym smeérem.

V ramci celé prace se budeme bavit o agentech, aniz bychom tento pojem
formalné definovali. V praxi miize byt agentem mmnoho véci - robot, vlak, na-
kladni auto, jednotka v pocitacové hie, atd. V nasi reprezentaci o agentech nic
nemusime védét, pouze jejich pozici v kazdém casovém kroku a jejich kyzeny cil.
Netesime tedy moznost, ze agenti maji své individuélni cile, plany nebo uzitkové
funkce, jako je tomu v jinych oblastech multi-agentnich systému[25] [24]. Nasi
agenti budou Tizeni centralizovanym zptsobem a nemaji vlastni ”vili”. Také pro-
stfedi, které je reprezentovano spojitym grafem, bude znac¢né jednoduché. Agenti



se v ném pohybuji sekvence a vSechny hrany maji jednotkovou délku. Pfesun li-
bovolného agenta po libovolné hrané tak trva konstantné stejné a agenti se tedy
mohou vyskytovat pouze ve vrcholech v kazdém casovém okamziku.

Samotny text je strukturovany nasledujicim zptisobem. Ve druhé kapitole si
formalné definujeme tlohu multiagentniho planovani a typy grafi, které k feSeni
budeme vyuzivat. Ve ttfeti kapitole se blize podivame na souvisejici praci. Pro-
bereme jiné mozné pristupy k feSeni problému a také dalsi mozna omezeni na
zadani. Ctvrta kapitola podrobné popisuje algoritmus A*, jeho tipravu pro nase
ucely, pocitani celkového casu feseni, které je potfeba, aby bylo mozné ho mini-
malizovat, a heuristiky, které budeme pouzivat pro porovnani. V paté kapitole
se podivame na pfevod multi-agentniho planovani na multi-komoditni tok. Z to-
hoto prevodu odvodime nasi novou heuristiku a dokdzeme nékteré jeji vlastnosti.
V nasledujici kapitole poté tuto heuristiku experimentalné otestujeme na nahodné
generovanych prikladech.



2. Definice

V praci budeme predpokladat zakladni znalosti z teorie grafii. V této kapitole
si presto definujeme, jak budeme fikat nékterym konkrétnim typtm grafi. Déle
si také definujeme, co je ilohou multi-agentniho planovani.

Definice 1. Orientovanym grafem G nazveme dvojici (V,E), kde V' je neprazdnd
mnozina vrcholi a mnozina hran EE C 'V x V' je mnoZina usporadanych dvojic
vrcholi. O hrané (u,v) potom tTekneme, Ze vede z u do v. O orientovaném grafu
G Tekneme, Ze je silné souvisly, pokud mezi kaZdymi dvéma vrcholy u a v existuje
cesta respektujici orientaci hran.

Definice 2. Cisté orientovanym grafem budeme nazgvat orientovany graf G =
(V,E), kde pro kaZdou hranu {u,v) € E plati

(u,v) € E = (v,u) ¢ E.

Definice 3. Pro cisté orientovany graf G = (V,E) si zavedeme vstupni a vystupni
stupen vrcholu ndsledujicim zpusobem:

vstupni stupeit degt(u) =|{e € E|Fv eV :e= (v,u)}|

vystupni stupen deg™ (u) = [{e € E|Fv € V : e = (u,v) }|

Jak jsme zminili v ivodu, agenty bereme jako teoretické entity, o nichz nemu-
sime nic védét, pouze jejich pozice a kyzené cile.

Definice 4. Necht mdme graf G = (V,E) a mnoZinu agenti A. Pak stavem
grafu nazveme rozmisténi agenti do vrcholi V' tak, Ze v kaZdém vrcholu je nejvyse
jeden agent. Vrcholy, ve kterych neni Zadny agent, nazveme neobsazené vrcholy.
Formalné muZeme stav grafu reprezentovat prostou funkci

a:A—=V.

Pokud naopak potifebujeme védét, ktery agent je umistény v pozadovaném
vrcholu, mizeme pouzit inverzni funkci

a 'V s AUe

Funkce a~1 je dobfe definovana. To vyplyva z prostoty « a pfidani €, do
kterého se zobrazi neobsazené vrcholy. Stav grafu v case ¢ nam dava funkce o;.
Pozici jediného agenta a v Case i budeme znacit jako «;(a).

Stav grafu se mize zménit na jiny stav krokem agenta. Krok agenta je jeho
presunuti ze stavajiciho vrcholu do sousedniho neobsazeného vrcholu po oriento-
vané hrané. Z casového hlediska mtizeme na presouvani agentid pohlizet dvéma
zpusoby.

e V kazdém casovém okamziku se pfesune praveé jeden agent ze svého vrcholu
do sousediciho neobsazeného vrcholu. V ptipadé téchto jedno-agentnich
krokiu se ptame na soucet poctu krokt vsech agentti, vedoucich ke splnéni
ulohy.



e V kazdém casovém okamziku provedou pravé jeden krok vsSichni agenti.
V tomto piipadé povolime jako validni krok i stani na misté. Pro kazdého
agenta musi navic platit, Ze se presouva do vrcholu, kam se nepresouva
zéddny jiny agent. Jinak by doslo ke kolizi téchto dvou agentt. Pokud se
néjaky agent presune, pak se jiny agent muize ve stejném casovém kroku
premistit do tohoto uvolnéného vrcholu. Celkovému poctu téchto multi-
agentnich kroku vedoucich ke splnéni tllohy budeme tikat makespan.

V nasledujici kapitole si popiSeme i jiné omezeni na pohyby agentid v ramci
makespanu. V ramci této prace budeme ovsem uvazovat tyto podminky make-
spanu, pokud nebude vyslovné feceno jinak.

Definice 5. Instance problému multi-agentniho planovani v orientovaném grafu
je ctverice (G,A,ag,ay), kde G je orientovany graf, A je mnoZina agenti, ag je
pocdtecni stav a a. je cilovyj stav. Ukolem je najit posloupnost kroki agenti, kterd
povede z pocdtecniho do cilového stavu.

Obrazek 2.1: Priklad zadani multi-agentniho planovani. Barevné kruhy
znadi agenty a vlajky znaci jejich piislusné cile. Cerné ¢tverce jsou prekazky,
tj. vrcholy, do kterych nevedou hrany.

Kazdy agent mé tedy svou vychozi pozici a svij cil, kam se snazi dostat (viz
Obrazek . V multi-agentnim planovani musime organizovat vSechny agenty
tak, aby si navzajem na své cesté neptfekazeli a neblokovali cestu ostatnim agen-
tim. Kdyby se v pfedchozim piikladu kazdy agent snazil dostat do svého cile
sobecky, nevedlo by to k feseni problému.

V ptedchozim piikladu si mizeme vSimnout, Ze v navrhovaném feseni (viz
Obrazek jdou c¢asti cest vykonavat zaroven v ramci makespanu. Tedy jako
dalsi podminku tlohy mizeme navic pridat pozadavek na minimalitu poc¢tu krokt
vedoucich k feSeni. Tato optiméalni verze je NP-t&zky problém[20)].

V pozdéjsich kapitolach budeme vyuzivat casové expandovanych grafi. Tento
pojem si zavedeme jiz nyni a ukazeme si navic jeho vlastnost, které vyuzijeme.

Definice 6. Pro graf G = (V,E) nazveme ¢asové expandovaym grafem s i vrst-
vami graf G; = (V;,E;), kde V; obsahuje vrcholy {vo, vy, ... v;,vi} pro kaZdy v z
V' a E; obsahuje hrany (u},vjy1), pokud E obsahuje hranu (u,v), pro vSechny
j = 0,...,i—1. Navic priddme hrany (u},u;11) a (uj,uj) pro vsechna u a j.
Vsechny vrcholy se steynym indexem budeme nazyvat j-tou vrstvou gratu G;.
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Obrazek 2.2: Mozné feSeni problému multi-agentniho planovani.

Z definice je vidét, ze kazda vrstva Casové expandovaného grafu obsahuje
pouze hrany mezi vrcholem v; a jeho kopif v}. Déle ¢asové expandovany graf
obsahuje pouze orientované hrany z jedné vrstvy do nasledujici vrstvy. Tyto hrany
budto vedou mezi kopiemi vrcholt v} a vj;1, nebo odpovidaji hrandm z ptivodniho

grafu (viz Obrazek [2.3).

G G
- .
_’

Obréazek 2.3: Ukazka Casové expandovaného grafu.

Pozorovani 1. M¢éjme graf G a jeho casové expandovany graf G;. Navic méjme
agenta a a jeho stav reprezentovany funkci a. Necht a(a) = v} (1j. agent a je ve
vrcholu v} ). Pokud mél tento agent pocdtecni stav v néjakém vrcholu ug, pak jeho
stav odpovidd stavu v grafu G po néjakych j krocich (véetné stani na misté).

Dikaz. Posunuti po hrané (u;, u;> nepocitame jako krok agenta. Jinymi slovy,
kdyz se agent ocitne ve vrcholu u;, automaticky ho piemistime do vrcholu u} a
nezapoc¢itame mu zadny krok. V kazdém kroku se agent v grafu G; musi tedy
posunout o jednu vrstvu. Pokud se nachazi v j-té vrstve, musel tedy ujit j krok.
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Mohl se pohybovat po hrané (u},ux.1), to odpovidd v G stani na misté. Nebo se
mohl pohybovat po hrané (u},vx1), to odpovida v G presunuti z vrcholu u do v.
Ze takovato odpovidajici hrana musi byt i v piivodnim grafu G, plyne z definice
casové expandovaného grafu.
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3. Souvisejici prace

Multi-agentni planovani je rozsahlé téma, je tedy zfejmé, Ze existuji rizné
upravy zadani, omezeni a také zplisoby feseni. V této kapitole se podivame na
nékteré dodatecné podminky, které se vyskytuji v riznych c¢lancich. Také si stru-
¢né popiseme néktera reseni téchto problémi, dfive nez se zaméfime na zptsob,
jakym budeme multi-agentni planovani fesit my.

3.1 Pohyby agentti

Nase drivejsi omezeni na pohyby agentii neni jediné, které se miize pouzit.
Dalsi takova omezeni si nyni popiseme. Podle predchozi definice multi-agentniho
planovani a makespanu mohou agenti vkrocit pouze do volného vrcholu. To zahr-
nuje i vrcholy, které v tomto ¢asovém kroku opustil jiny agent. Kromé obecnych
krokti, kdy si agenti nijak neptekazeji, tedy dovolujeme i pohyb skupiny agentti
naraz po néjaké cesté v grafu. V Obrazku toto odpovida moznosti b).

Dalsi moznosti je, ze agenti se mohou pohybovat pouze do volnych vrcholi
a nemohou vyuzivat vrcholy, které jiny agent pravé opustil. Timto omezenim
zabranime pohybu vice agentt v fadé, jako tomu bylo v predchozim pripadé. Ta-
kovato definice odpovida pohybim v problému Loydovy patnactky. Na Obrazku
muzeme vidét piiklad takového pohybu v moznosti a). Pokud hleddme opti-
malni feseni multi-agentniho planovani za pouziti takovychto krokt, je problém
také NP-tuplny[14].

Posledni moznost, kterou si predstavime, je, ze agenti se mohou pohybovat
nejen do volnych vrcholt, které pravé opousti jiny agent, jako tomu je v nasi
ptvodni definici, ale navic se mohou pohybovat i po plné obsazenych kruznicich.
Pokud v grafu existuje néjaka orientovana kruznice délky alespon t¥i, ktera je plné
obsazend agenty, pak se po této kruznici mohou agenti pohnout v jednom sméru.
V Obrézku 3.1 toto odpovidd moznosti ¢). Pokud navic hleddme optimalni Fesen,
pak i tento problém zistava NP-tuplny [28]. Této moznosti budeme fikat multi-
agentni planovani s rotacemi. V pozdéjsich kapitolach jej vyuzijeme pro prevod na
jiny NP-tplny prolém a konstrukci heuristiky. Mizeme si vS§imnout, ze v zadném
z uvedenych omezeni nedovolujeme dvéma sousedicim agenttim prohozeni, které
v Obrazku predstavuje moznost d).

Pouziti rizného omezeni na pohyb agentii miize mit vliv nejen na délku make-
spanu, ale i na Tesitelnost celé tlohy. Prvni dvé moznosti jsou zajisté ekvivalentni,
co se Tesitelnosti tyce. Agenti se mohou pohybovat po cesté postupné, a tak docili
stejného stavu pouze za vice krokd. Multi-agentni planovani s rotacemi ale muze
fesit i jinak nesplnitelné problémy. Trividlnim pfikladem je miizka bez volného
vrcholu.

3.2 Optimalita reSeni

Jak bylo jiz zminéno, optimélni feseni je NP-tplné. To méa za disledek velké
¢asové naroky pro vypocet. Casto je oviem zapotiebi najit néjaké feseni rychle i
za cenu, ze se nejedna o nejlepsi feseni. Napriklad v real time strategickych hrach
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Obrazek 3.1: Ukazka raznych druhia pohybu agentu. a) V kazdém caso-
vém okamziku se mohou agenti pohnout pouze do volného vrcholu. b) Agenti
se mohou v jednom kroku pohnout po cesté, pokud je na konci cesty volny vr-
chol. ¢) Agenti se mohou pohybovat v jednom sméru po libovolné plné obsazené
kruznici. d) Prohozeni sousednich agentt neni povolené.

je potfeba naplanovat cestu pro velké mnozstvi jednotek pohybujicich se naréz.
Planovani pomoci prohledavani stavového prostoru (napfiklad pomoci algoritmu
A* ktery si pfedstavime v nésledujici kapitole) je sice uplné a optimélni, je ovsem
pomalejsi nez nalezeni suboptimalniho TreSeni.

Dalsim optimalnim feSenim je algoritmus Conflict Based Search (CBS)[16].
Tento algoritmus je rozdéleny na vyssi uroven, kde se stavi a prohledava binarni
strom omezeni, a na nizsi uroven, kde se hleda cesta pro jednotlivé agenty zv1ast



na zakladé danych omezeni. V bindrnim stromu kazdy vrchol obsahuje seznam
omezeni, seznam cest pro vSechny agenty a celkovou cenu feseni. Vrchol se oznaci
jako cilovy, pokud zadna z cest v ném neobsahuje konflikt (tj. Zddnd dvojice
agentl se nevyskytuje ve stejny ¢as ve stejném vrcholu). Prohledévani probiha
podle nejlepsi ceny feSeni. Pti prozkoumavani vrcholu probéhne nalezeni cest
pro kazdého agenta jednotlivé s omezenimi daného vrcholu. Tyto cesty jsou poté
validovany, a pokud se nalezne néjaky konflikt, je jasné, ze v néjakém case 7 se
ve vrcholu v vyskytuji naraz agenti a; a a;. Vytvori se tak dva nové vrcholy, do
kterych se pridaji vSechny podminky z rodice, a navic do jednoho podminka, ktera
zakazuje agentu a; byt ve vrcholu v v ¢ase i, a do druhého obdobna podminka
pro agenta a;.

Obecné se d4 planovéni fesit dvéma moznymi zptsoby [§] [6]. Prvnim je cent-
ralizované feseni, kdy existuje jediny rozhodovaci prvek, ktery planuje naraz cestu
vsem agentium. Tento pristup muze byt jak optimalni, tak neoptimalni. Druhym
feSenim je decentralizovany pfistup, kdy kazdy agent naplanuje svou cestu bez
ohledu na pozice a plany ostatnich agentt. V pripadé, Zze by mélo dojit ke ko-
lizi, jsou plany agentt néjakym zptisobem upraveny. Tento druhy piistup obecné
nemuze nalézt optiméalni feSeni. Piikladem takového algoritmu mtize byt Local
Repair A*[I§], kdy kazdy agent plni sviij plan podle pfedem nalezené nejkratsi
cesty. V pripadé, zZe se chce presunout na pozici, ktera je blokovana jinym agen-
tem, preplanuje svou trasu s touto nové znamou prekazkou. Tyto algoritmy casto
byvaji netiplné a v obecném piipad€ tak nezarucuji feseni. Konkrétné Local Re-
pair A* mé mnozstvi nedostatkll v obtiznych mapach s velkym poc¢tem agentt
cesty[17] pomoci rezervaci plant v ¢asovém rozvrhu.

Dalsi moznosti je zamérit se na konkrétni typy problémi, kdy klademe néjaké
pozadavky na vstupni graf, pripadné i pocet agenti. Naptiklad pro mfiizkové
grafy, které jsou Casto vyuzivany ve hrach, logistice, organizaci skaldisté a dalsi,
existuji specializované algoritmy. Jednim takovym prikladem je Multi-Agent Path
Planing (MAPP) [23], ktery opét planuje cesty vSem agentim jednotlivé a pfi-
padné kolize tesi obchazenim agentit nebo uhybanim stojicich agentti. Poslednim
typem grafli, které zminime, jsou orientované 2-souvislé grafy. Tyto grafy maji
vlastnost, ze jdou zkonstruovat z kruznice, ke které se pridavaji usi. Algoritmus
BIBOX [19] vyuziva této vlastnosti dekompozici grafu na kruznici a pridané usi
a naslednym serazenim agenti v kruznici a déle iterativnim umisténim agentt
v jednotlivych usich. Nejprve se vytesi posledni pridané ucho, tim vznikne stejny
problém, ovsem mensich rozmért. Nakonec nam ztistane pouze ptivodni kruznice,
ktera jiz ovSsem obsahuje agenty ve spravné permutaci, staci je tedy pootocit po-
dél této kruznice. Navic pokud takovyto graf ma alespon dva neobsazené vrcholy,
je vzdy problém splnitelny.

3.3 Tymy agentu

Zajimavym zobecnénim multi-agentniho planovani je rozdéleni agenti do sku-
pin. Méjme mnozinu agenti A a mnozinu cilovych vrcholi C. Pak tyto mnoziny
rozdélime na k podmnozin A; a C; tak, ze |A;| = |C;| proi = 1,... k. Ukolem je
navigovat vsechny agenty do pfislusnych cili tak, ze libovolny agent z A; skon¢i
v libovolném vrcholu z C; pro vSechna 7. Toto zobecnéni mé dva extrémy. Prv-
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nim je, ze kazda z mnozin je velikosti pravé jedna. Pak se jedna o multi-agentni
planovani tak, jak jsme si je definovali. Druhym extrémem je, kdyz mame pouze
jednu podmnozinu velikosti ptivodni A. Pak se libovolny agent musi dostat do
libovolného cilového vrcholu. Pokud v tomto pfripadé uvazujeme multi-agentni
pldnovani s rotacemi, lze optimélni feSeni najit v polynomidlnim case [26]. To
hleddme na casové expandovaném grafu pomoci toku. Obdobné obecnou vari-
antu s vice skupinami, ktera je v optimalni verzi NP-iplna, mizeme fesit pomoci
multi-komoditniho toku na expandovaném grafu. Toto téma bliZe prozkoumame
v jedné z nasledujicich kapitol. Jedna se totiz o zdkladni myslenku pfi konstrukci
nasi nové heuristiky.

11



4. Reseni pomoci A*

4.1 Algoritmus A*

V této praci se budeme vyhradné zabyvat nalezenim optimélniho feseni ulohy
multiagentniho planovani. K tomuto Gc¢elu budeme vyuzivat algoritmus A* (A
star), ktery byl poprvé publikovan v roce 1968[7]. Nyni si pfedstavime jeho za-
kladni verzi pro hledani cesty v grafu a dokdzeme nékteré jeho vlastnosti. A*
pouziva hladovy pfistup pro hledani optimalni cesty z pocatecniho do konco-
vého vrcholu. V pribéhu vypoctu navstivené vrcholy oznacujeme jako oteviené
nebo uzaviené. Na zacatku je pocatecni vrchol oznaceny jako otevieny a vSechny
ostatni nejsou oznacené. Oteviené vrcholy jsou udrzovany v prioritni fronté, ktera
je setfidéna na zékladé funkce f(v) = g(v)+h(v). Kde g(v) je jiz zndmé cena cesty
z poc¢atecniho vrcholu do vrcholu v a h(v) je heuristicky odhad ceny z v do konco-
vého vrcholu. Algoritmus vzdy vybere z prioritni fronty vrchol v s nejnizsi f(v),
zkontroluje, zda se jedna o cilovy vrchol, a pokud ne, najde jeho sousedy, které
prida k otevienym vrcholim. Vybrany vrchol je poté oznaceny jako uzavieny.
Dobré vlastnosti tohoto algoritmu jsou zavislé na pouzité heuristice h. Muzeme
si v§imnout, Ze pokud pouzijeme nulovou heuristiku (h(v) = 0 pro kazdy vrchol),
pak je algoritmus ekvivalentni Dijkstrovu algoritmu.

Definice 7. O heuristice h(v) fekneme, Ze je piipustné, pokud se pro vSechna v
jednd o spodni odhad nejkratsi cesty do koncového vrcholu.

Definice 8. O heuristice h(v) Tekneme, Ze je konzistentni, pokud spliuje ndsle-
dugici nerovnici

W) < (o) + h{u),
kde c(v,u) je cena cesty z v do u.

Konzistentni heuristika je vzdy pripustné, opacny vztah vSak obecné nemusi
platit[15].

Véta 2. Pokud pouZijeme konzistentni heuristiku, pak nalezend cesta pomoci A*
je optimdlni a navic do uzavienych vrcholi jsme jiZ nasli optimdlni cestu.

Dukaz. Konzistentni heuristika ndm zarucuje, Ze hodnota f(n) se béhem zadné
cesty nesnizi. Méjme zpracovavany vrchol n s f(n). To znamend, Zze vSechna
ostatni f(m) otevienych vrcholi nejsou mensi. Tedy ze vSech cest pfes oteviené
vrcholy neexistuje kratsi cesta do n. Pokud je tedy zpracovavané n cilovy vrchol,
nalezli jsme optimalni cestu. Zaroven do libovolného uzavieného vrcholu neexis-
tuje lepsi nez jiz nalezena cesta.

O

Pokud pouzivame konzistentni heuristiku, pak mame diky pfedchozi vété za-
ruceno, ze do uzavienych vrcholt jiz nepovede leps$i cesta, tedy se k nim béhem
vypoc¢tu nemusime vracet. V obecném pripadé musime ovSem kontrolovat, zda
jsme nenalezli lepsi cestu do néjakého z otevienych vrcholt (viz Algoritmus [1).
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Algorithm 1 Algoritmus A*
1: procedure ASTAR
2 closed < {}
3 open <— {start}
4: while open not empty do
5: current < extractMinimalF (open)
6
7
8
9

addToClosed( current)

if current = goal then return success

for each neighbor of current do
if neighbor in closed then continue
10: if neighbor in open then
11: keepBetter()
12: continue
13: addToOpen(neighbor)

14: return failure

Takto popsany algoritmus je vhodny pro hledani cest mezi dvéma vrcholy,
pokud mame dostupnou né€jakou heuristiku. Uvazujme piiklad hledani nejkratsi
cesty mezi dvéma mésty - vychozim a cilovym. Zname silni¢ni sit, kterd spojuje
vice mést, a také mame k dispozici vzdusnou vzdalenost vSech mést od cilového
mésta, ta bude slouzit jako heuristika.

Tento pfimocary postup ovsem nestaci pro nas problém, kdy chceme navigo-
vat vice agentii do vice cilii. Misto toho budeme prohledavat strom stavi, ktery
zaroven budujeme béhem jeho prohledavani. Vrcholy tohoto stromu odpovidaji
staviim grafu tak, jak jsme je definovali v Definici [4 Kazdy vrchol je navic ozna-
¢eny jako otevieny nebo uzavieny. Na zacatku je otevieny pouze kofen, ktery
odpovida stavu «q (fadek 3 v Algoritmu . Pti uzavirani vrcholu v s nejnizsi
hodnotou funkce f zkoumame vSechny stavy, do kterych se da dostat ze stavu
odpovidajicimu vrcholu v. Nové stavy tvorime postupnym presouvanim jednot-
livych agentii do v8ech moznych sousednich vrcholii (fadek 8). Pokud je tento
novy stav n jiz pritomny ve vybudované ¢asti stromu, ale odpovida uzavienému
vrcholu, zajisté do néj jiz zndme optimani cestu, a tedy tento stav nebudeme
pridavat a pokracujeme dale (Ffadek 9). Jinak vrcholu v pfiddme nového syna vy,
ktery odpovida stavu n a oznacime v, za otevieny. Pokud je n shodny se stavem
odpovidajicim néjakému otevienému vrcholu [, pak zkontrolujeme, zda jsme ne-
nalezli lepsi cestu do tohoto stavu. Pokud je cesta od kotene stromu do [ lepsi nez
cesta od kofene stromu do vy, tj. g(I) < g(v1), pak smazeme vrchol v;. Naopak
pokud plati g(1) > g(v1), pak smazeme vrchol [ a pokracujeme na dalsi stav (F4-
dek 10-12). Pokud novy stav n nebyl pfitomny ve vybudované ¢asti stromu, pak
pouze ozna¢ime novy vrchol vy jako otevieny (Fadek 13). Vypocet konci, pokud
uzavirame vrchol, ktery odpovida koncovému stavu oy (fadek 7). Pokud nam
jiz nezbyva zadny otevieny vrchol a stile jsme nenalezli koncovy stav, je tloha
nefesitelna (fadek 4).

Diky krokim na fadcich 10-12, kdy odstranujeme horsi cesty do jednotlivych
stavii, pak si pro kazdy unikatni navstiveny stav pamatujeme jednoznacnou cestu.
Stavény graf je tedy opravdu stromem. Dale si miizeme vSimnout, Ze kofenem
stromu je pocatecéni stav gy a oteviené vrcholy mohou byt pouze listy stromu,
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protoze k vrcholu pridavame potomky, pouze kdyz ho zpracovavame, a po zpra-
covani je vrchol vzdy uzavien. Vrchol muze byt listem stromu a zaroven uzavieny,
pokud jsme k nému jiz pii jeho uzavirani nevytvorili zadné potomky. Tedy z néj
nevedly zadné pripustné stavy nebo tyto stavy byly jiz uzaviené nebo oteviené
s lepsi cestou. Piipadné v pribéhu vypoctu tento vrchol pfisel o vSechny své
potomky, protoze jsme do nich nalezli lepsi cestu. Priklad stavéného stromu lze

vidét na Obrazku 4.1

—>o P

NN

o<— o)

f=g+h
'\ /4 \ \ /4”\
o<—0 o<—0
3=1+2 3=1+2
¥ A \

.\ / \ .\ /.\ \ /.\
O<—0 o< oO<——0
4=2+2 7=2+5 3__‘=2+1

P N
.\ / \
O<—0 [ )
3=3+0 je v uzavienych

Obrazek 4.1: Piiklad budovaného stavového stromu. Kofen je pocatecni stav
s vyznacenymi koncovymi pozicemi. Zakrouzkované stavy jsou praveé oteviené
stavy. V pristim kroku se vybere otevieny stav s nejmensi hodnotou funkce g, coz
je koncovy stav.

4.2 Hodnota funkce g

Nyni si popiSeme, jak presné poc¢itdme hodnotu funkce g. Jak bylo zminéno
diive, mizeme se na presouvani agenti divat dvéma moznymi zpiisoby. Prvnim,
primocarejsim postupem je, ze v jednom casovém okamziku se presune prave
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jeden agent do néjakého volného sousediciho vrcholu. Tuto variantu budeme nyni
znacit jako g,. Vypocet hodnoty g, béhem feseni tilohy je jednoduchy ze struktury
stavéného stromu. Kofen r odpovidajici stavu ap ma gs(r) = 0. Pro libovolny
vrchol vy s otcem v plati gs(v1) = gs(v) + 1. To vyplyva z toho, Ze novy stav
vytvorime presunutim pravé jednoho agenta do volného sousedniho vrcholu, jak
bylo ilustrovano na Obrazku Vyhodou, kterd souvisi se snadnym vypoctem,
je fakt, ze vsechny vrcholy v jedné trovni stavového stromu maji stejnou hodnotu
gs. Hodnota g, je tedy zaménitelna s vrstvou stavového stromu. Pro kazdy nové
vytvoreny vrchol ve stavovém stromu zaroven spocitame i heuristiku.

Druhym pristupem je makespan a tuto variantu budeme znacit jako g,,.
V tomto pfipadé se mohou pohnout vsSichni agenti najednou. I s timto piistu-
pem stavime strom stejnym zptisobem, tedy nové stavy ziskavame presunutim
jednoho agenta. Takto nezachovame hezkou souvislost hladiny stromu a hodnody
Jm, ale vyvarujeme se tak jinym problémtim. Kdybychom totiz chtéli tuto vlast-
nost zachovat, tak pro kazdy stav musime jako potomky vytvorit vSechny mozné
podmnoziny agenti, kteii se pfesunuli vSemi moznymi sméry. To by vedlo k ob-
rovskému vétveni stromu. Je tedy leh¢i nové stavy tvorit presunutim jednoho
agenta a zpétné dopocitat, zda jsme se timto krokem dostali do nové hodnoty
makespanu, tj., zda pro vrchol v; s otcem v plati g,,(v1) = ¢ (v) 4+ 1. Hodnotu g,,
zvysSime, pokud se posunul agent, ktery se jiz v této hodnoté makespanu posou-
val. Heuristiku v tomto pripadé pocitame pouze, pokud dojde ke zvétseni hodnoty
Jgm- Pokud ne, dostane vrchol hodnotu heuristiky stejnou, jako ma jeho otec. Toto
délame z toho divodu, Ze v jednom casovém okamziku maji provést krok nebo
stat na misté vsSichni agenti a heuristiku poc¢itdme pouze pro novy casovy krok.
Nase implementace, kdy vytvarime novy vrchol ve stavovém stromu po presunuti
jednoho agenta, je pouhé usnadnéni reprezentace.

@—~0—0
@00

O0—-0O—-e
O—~@—0

O—=0—@
O—~0—@

Obrazek 4.2: Poradi pfesunuti agentu v ramci g, a g, a) Pocatecni stav
b) Stav, do kterého se lze dostat dvéma rtiznymi zpisoby c¢) Koncovy stav

Je vhodné nahlédnout, ze v pripadé makespanu zalezi na potadi, v jakém
se agenti pfesouvaji. Uvazujme graf a rozestaveni agentd z Obrazku [4.2] Vzdy
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pohneme jednim agentem a zpétné dopocitame, zda se nezvétsila hodnota g,,.
Do stavu b) se lze dostat dvéma riznymi zptsoby:

1. Nejprve dvakrat pohneme modrym agentem a poté jednou zelenym. V ta-
kovém pripadé je g, = 2.

2. Nejprve pohneme modrym agentem, poté jednou zelenym a nakonec jednou
modrym. V takovém piipade€ je g, = 2.

Oba zptisoby nam daji stejnou hodnotu g,,, zapamatujeme si tedy pouze jeden
z nich. Prvni z nich ndm ale da celkové feseni v g,, = 3, zatimco druhy da
optimalni feseni g,, = 2. Z tohoto diivodu navic ke staviim pridame indikatory
pro vsechny agenty. Ty udavaji, zda se dany agent v daném case jiz presouval ¢i
nikoliv. To nam sice do stavéného stromu prida duplikatni vrcholy, ty ale od sebe
dokézeme rozlisit pomoci zminénych indikatori a vyhneme se tak problémiim, kdy
se do jednoho stavu mizeme dostat dvéma riznymi ztisoby, ale zapamatujeme si
jen jeden, ten neoptimalni. V piipadé g, tyto indikatory nepotfebujeme, protoze
pocet krokl nezalezi na poradi, v jakém se provedly.

Rozdilné funkce g uvadime, protoze riizné heuristiky davaji odhady bud pro g,
nebo pro g,,. Dvé jednoduché heuristiky si rozebereme v nasledujici podkapitole
a v nasledujici kapitole se blize podivame na nami navrzenou novou heuristiku

PIO G-

4.3 Heuristiky

Prvni jednoduchou heuristikou je suma nejkratsich cest. Pro stav «; mame
heuristiku

Y dlaia), ax(a)),

acA

kde d(a;(a), oy (a)) je vzdélenost mezi vrcholem, ve kterém je ve stavu i agent
a, a cilem agenta a. Tato heuristika odhaduje pocet kroki. Jisté totiz kazdy agent
musi ujit alespon tolik, aby se dostal do svého cile. Tyto cesty se mohou pouze
prodlouzit, pokud dojde ke kolizi dvou nebo vice agentti, ktefi se musi navzajem
obejit. Z toho plyne i nasledujici pozorovani.

Pozorovani 3. Heuristika sumy nejkratsich cest je spodnim odhadem celkového
poctu kroku, a tedy pripustnd pro gs.

Pro pouziti heuristiky v algoritmu A*, tak jak jsme jej definovali, musime
navic ukazat i jeji konzistenci.

Pozorovani 4. Heuristika sumy nejkratsich cest je konzistentni pro gs.

Diikaz. Konzistentni heuristika musi spliovat vztah

h(n) < c(n.k) + h(k), (*)

pro vSechny stavy n a jeho potomky k. ¢(n,k) zna¢i skute¢nou cenu pfrechodu
ze stavu n do k. V naSem pouzitém znaceni plati vztah c(n,k) = gs(k) — gs(n).
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Vztah @ staci dokdzat pouze pro n a k, kde k je potomek stavu n [12]. V ta-
kovém piipadé vzdy plati ¢(n,k) = 1, protoZe se posune pravé jeden agent a tim
zvysi gs o jedna. h(k) mize vzrist nebo zistat stejné, pokud se agent posune
smérem od svého cile. Na druhou stranu, pokud se posune smérem ke svému cili
po nejkratsi cesté, mize klesnout maximalné o jedna.

O

Druhou heuristikou je nejdelsi z nejkratsich cest vSech agentti do cile. Pro stav
«; méme heuristiku

max d(oi(a), aq(a)),

kde d(a;(a), ay(a)) je opét vzdalenost mezi vrcholem, ve kterém je ve stavu ¢
agent a, a cilem agenta a. Tato heuristika odhaduje makespan potiebny k dosazeni
cile z daného stavu. Jisté totiz agent, ktery ma pred sebou nejdelsi cestu, ji musi
ujit celou, ale mize se presunout pouze jednou v kazdém casovém okamziku.
Cesty ostatnich agentl neuvazujeme, protoze se agenti pfesouvaji naraz. Tento
¢as se opét muze pouze prodlouzit, pokud bude nutné vytesit kolize agenti, a tim
dostévame nasledujici tvrzeni.

Pozorovani 5. Heuristika nejdelsi z nejkratsich cest je spodnim odhadem make-
spanu, a tedy pripustnd pro g, .

Pozorovani 6. Heuristika nejdelsi z nejkratsich cest je konzistentni pro g,,.

Diikaz. Podobné jako v pfedchozim piipadé chceme ukazat, ze plati vztah

h(n) < c(n,k) + h(k),

pro vSechny stavy n a jeho potomky k. V jednom ¢asovém okamziku provedou
krok vSichni agenti (platnym krokem je i stdni na misté) a tim se dostaneme do
nového stavu. Opét tedy vzdy plati c(n,k) = 1. h(k) mize vzrist nebo ztstat
stejné, pokud se agent neposune nebo posune smérem od svého cile. Na druhou
stranu, pokud se posune smérem ke svému cili po nejkratsi cesté, muze klesnout
maximalné o jedna.

O

Obé tyto zminéné heuristiky maji vyhodu ve svém rychlém vypoctu. Pokud
totiz mame k dispozici tabulku vzdalenosti mezi vsemi vrcholy v grafu, pak nam
pro vypocet stac¢i pouze vycist pozadovanou hodnotu pro kazdého agenta.
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5. Heuristika pomoci toku

V této kapitole se podivame na pfevod multi-agentniho planovani na hledéani
nejlevnéjsiho multi-komoditniho toku v siti. Z tohoto pfevodu relaxaci multi-
komoditniho toku na jedno-komoditni tok odvodime nami navrhovanou heuris-
tiku a dokézeme jeji vlastnosti. Heuristiku budeme nejprve konstruovat pro cisté
orientované grafy, pozdéji ale ukdzeme, Ze v nezménéné podobé bude davat stejné
hodnoty i pro neorientované grafy.

5.1 Souvislost s multikomoditnim tokem

Nejprve definujeme co je multikomoditni tok, se kterym budeme dale pracovat.

Definice 9. Méjme tokovou sit G = (V,E), kde kazdd hrana (u,w) € E md prira-
zenu celociselnou kapacitu cap(u,v) a celociselnou cenu cost(u,v). Navic mame
k komodit K, Ko, ... K} definovanych jako K; = (s;,t;,d;), kde s; je zdroj, t; je
stok a d; je poptdvka dané komodity. Tok komodity i po hrané (u,v) je f;(uw).
Pak multi-komoditni tok musi splriovat nasledujici podminky:

1. Podminky kapacity
k
Zfi(u,v) < cap(u,v)
i=1

2. Kirchhoffiv zdkon
> filww) =0

weV

pro u # s, t;

3. Splnént poptavek

D filsiw) = filwit) = d;

weV weV

Pro takto zadefinovany tok poté chceme hledat nejlevnéjsi multi-komoditni
tok, tedy minimalizujeme sumu

k

Z (cost(u,v) Z fi(u,w)).

(u,v)eE i=1

Tento tok stale musi spliiovat vySe uvedené podminky, tedy nelze trivialné
zvolit nulovy tok, pokud mame pro komodity nenulové poptavky. Tento problém
je jiz pro dvé komodity NP-tplny[4].

Pokud se divame na agenty jako komodity, mtizeme tyto dva problémy spo-
jit vyuzitim ¢asové expandovaného grafu z Definice [6] V nésledujicim pfevodu
predpokladame, ze se jednd o multi-agentni planovani s rotacemi predstavené v
kapitole [3]

Necht mé problém feSeni v makespanu n, pak vytvofime ke vstupnimu grafu G
casové expandovany graf G, 1. Ke kazdému agentu a; ptfitadime jednu komoditu
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Obrazek 5.1: ReSeni multi-agentniho plinovani pomoci multi-
komoditniho toku. Nahofe je vidét puvodni graf s agenty a vlajkami,
které reprezentuji jejich cile. Ve spodni cCasti je feseni tohoto zadani pomoci
multi-komoditniho toku na expadnovaném grafu. Kopie vrcholi jsou oznaceny
¢isly, ktera odpovidaji ptvodnimu grafu. Barvy hran odpovidaji nasycenym
cestam jednotlivych komodit. Zdroj ,zelené“ komodity je ve vrcholu 1 v prvni
vrstve, jejl stok je ve vrcholu 5 v posledni vrstvé. Zdroj ,,modré“ komodity je ve
vrcholu 2 v prvni vrstveé, jeji stok je ve vrcholu 6 v posledni vrstve.

K, kterd bude mit zdroj v 0-té vrstvé G, 11, ve vrcholu, ktery odpovida pocatec-
nimu stavu agenta a;. Stok se bude nachéazet v n + 1-té vrstvé G,, 11, ve vrcholu,
ktery odpovida koncovému stavu a;. VSem hranam v grafu prifadime jednotkové
kapacity. Hrandm (u, v;;1) pfifadime cenu 1 a hrandm (u;, u’;) piifadime nulovou
cenu. Jinymi slovy, hrany mezi vrstvami maji jednotkové ceny a hrany v ramci
jedné vrstvy maji nulové ceny. Kazdé komodité ¢ prifadime pozadavek d; = 1.
Pokud nyni nalezneme v takovémto grafu nejlevnéjsi multi-komoditni tok, pak
tyto toky pro kazdou komoditu odpovidaji cestam agentii v ptivodnim grafu. Po-
kud je nasycend hrana (u;,u;41), odpovida to situaci, ze agent v ¢asovém kroku
j stal na misté. Pokud je naopak nasycena hrana (u;j,vji1), odpovida to pfe-
chodu agenta z vrcholu u do vrcholu v v ¢ase j. Ceny hran se tak plati pouze za
hrany, které odpovidaji ¢asovému kroku agenta v pivodnim grafu, at uz se agent
pohybuje nebo stoji na misté. Muzeme si vSimnout, ze dva agenti nikdy nemo-
hou byt v jednom vrcholu diky rozdéleni vnitinich vrstev ¢asové expandovaného
grafu. Pokud je navic makespan n optimalni, nalezli jsme i optimalni feseni. Toto
optiméalni n mizeme hledat iterativné. To vyplyva z nasledujiciho tvrzeni, které
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v této praci uvadime bez diikkazu. Diikaz je publikovan v ¢lanku Planning optimal
paths for multiple robots on graphs autort Jingjin Yu a Steven M. LaValle[27].

Tvrzeni 7. Ezistuje bijekce mezi resenimi multi-agentniho planovdni, které je
omezené makespanem T, a Tesenimi multi-komoditniho toku nad odpovidajicim
casové expandovanym grafem s T+1 vrstvami.

Priklad feseni takového prevodu muzeme vidét na obrazku Krokim od-
povidaji hrany mezi sousedicimi vrstvami, proto je pro tento priklad potieba
vytvorit 5 vrstev, i kdyz problém ma feseni v makespanu 4. Hrany uvnitt vrstev
jsou pritomné z divodu zabranéni nedovoleného pohybu agentt.

Je dilezité si povsimnout, ze takto navrzeny casové expandovany graf dava ko-
rektni feseni pouze pro Cisté orientované grafy. Pokud by ve vstupnim grafu exis-
tovala neorientovana hrana, pak by mohlo dojit k zakdzanému prohozeni agenti.

vvvvvv

tvoii pro kazdou hranu (u,v) z ptvodniho grafu [26] (viz Obréazek [5.2). Hrany
e; a eo opét slouzi pro simulovani agenta, ktery stoji na misté. Pridané vrcholy
wy a ws slouzi pro zaruceni, ze nalezeny tok bude odpovidat pouze pohybu ve
sméru (u, v) nebo (v, u). VSechny pfidané hrany maji opét jednotkovou kapacitu.
Ceny horizontalnich hran ((u;, uj+1), (vj, vj+1), (wa, wy)) jsou 1 a zbytek mé cenu
0. To opét odpovida tomu, zZe cena se plati pouze za hrany, které odpovidaji kroku
agenta v ptivodnim grafu.

=P)
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Obrazek 5.2: Konstrukce mezi vrstvami ¢asové expandovaného grafu pro
neorientované grafy. Pro kazdou hranu (u,v) vytvoiime takovouto konstrukei,
ktera zamezi prohozeni agenti.

Oba druhy casové expandovanych grafi jsou znacné vétsi nez piivodni graf.
Maximéalni pocet krokii nutnych k vyfeseni multi-agentniho planovani na grafu
s n vrcholy je ovsem shora omezeny O(n?) kroky [14]. Maximéalné tedy musime
budovat graf s O(n?) vrstvami o n vrcholech. Vysledny ¢asové expandovany graf,
na kterém hleddme multi-komoditni tok, je tedy veliky maximalng O(n?).

5.2 Odvozeni heuristiky

V této podkapitole predstavime nami navrzenou heuristiku pro algoritmus A*.
Vratime se tedy zpatky k multi-agentnimu planovani, tak jak jsme jej predstavili
na zacatku, tedy bez rotaci, a budeme jej fesSit pomoci popsaného algoritmu
A*. K nému zkonstruujeme heuristiku odhadujici makespan relaxaci pfedchoziho
feSeni problému. Relaxace bude spocivat v hledani maximéalniho toku namisto
multi-komoditniho toku. Tim anonymizujeme cile agentii, tedy budeme hledat
cestu agentti do libovolnych cild tak, aby kazdy doSel do riizného cile. Hodnota
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heuristiky je pocet prechodii mezi vrstvami casové expandovaného grafu, tedy
pocet vrstev - 1. Nejprve si opét definujeme tok.

Definice 10. Méjme orientovany graf G = (V,E), kde kazdd hrana (u,w) € E md
pritazenu celociselnou kapacitu cap(u,v). Navic mdme v grafu vrcholy s;t € V,
které oznacujeme jako zdroj a stok. Této ctverici (G,cap,s,t) Tikame sit. Tok je
ohodnoceni f : E — R, které musi splnovat ndsledujict podminky:

1. Podminky kapacity
0 < flu) < cap(uv)

2. Kirchhoffiv zdkon

Z fi(u’w) =0

weV

pro u # s,t

Ukol nalezeni maximalniho toku je poté nalezeni maximalniho mozného ohod-
noceni pro danou sit. Pro kazdou sif existuje néjaky maximalni tok. Navic pokud
jsou vSechny kapacity celoc¢iselné, pak je tento tok také celoc¢iselny [5].

Pouziti toku jako heuristiky nam prida navic interakci mezi agenty na rozdil
od heuristiky nejdelsi z nejkratsich cest. Pseudoalgoritmus pro nasi heuristiku
muzeme vidét na Algoritmu [2|

Algorithm 2 Heuristika pomoci toku
1: procedure FLOWHEURISTIC (G, A, ag, ay)
2 expandedG < ()
3 flow=10
4: i = getMaximalShortestPath(G, a;, o)
5: while tok < |A| do
6
7
8
9

1=14+1

expandedG < buildExpandedGraph(G, i)
addSourceAndSink(expandedG, «;, o)
flow = maxFlow(ezpandedG)

10: return +— 1

Heuristika potiebuje znat graf, ze kterého se bude stavét casové expando-
vany graf, mnozinu agenttl, respektive pouze jeji velikost, stav, pro ktery hle-
dame heuristicky odhad a cilovy stav. Na zacatku inicializujeme expandovany
graf na prazdny, vynulujeme nejvétsi nalezeny tok a nastavime inicidlni pocet
vrstev podle funkce getMaximalShortestPath(fadky 2-4). Tato funkce spocita
nejdelsi z nejkratsich cest agentti do jejich cile stejné jako dfive zminéna heuristika
pro makespan. Vypocet nejkratsich cest a nalezeni maxima z nich je vypocetné
méné narocné nez hledani maximalniho toku. Navic vime, ze nejdelsi z nejkratsich
My chceme nalézt pomoci toku tésnéjsi spodni odhad.

Pozadovana velikost hledaného toku musi byt alespon pocdet agentu (fadek
5). Kdyz mame expandovany graf s jednotkovou kapacitou vSech hran, pak ve-
likost toku odpovida poctu agentii, kteri nasli cestu ze své pozice do néjakého
z cili. Jak bylo jiz zminéno, krokim odpovidaji pfechody mezi vrstvami, proto
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zvétsime i na zaGatku cyklu, aby toto pravidlo platilo i v prvni iteraci (fadek
6). Déle pfimo postavime expandovany graf, tak jak jsme jej definovali, a navic
pfidame zdroj a stok (fadky 7 a 8). Zdroj a stok budou nové vrcholy. Zdroji pfi-
dame hrany, které vedou do vrcholt v 0-té vrstve, které odpovidaji vrcholiim, kde
jsou umisténi agenti ve stavu ay. Do stoku pak vedou hrany z posledni vrstvy z
vrcholti, které odpovidaji koncovému stavu «y (viz Obréazek . Vsechny tyto
nové hrany dostanou také jednotkovou velikost. To nam zaruci, ze pro kazdého
agenta, kterému jsme nasli cestu z jeho pocatecniho vrcholu do néjakého cile,
jsme nasli pravé jednu cestu. Ukoncovaci podminka tak skutecné plati, pouze po-
kud mame néjakou cestu pro kazdého agenta. Déle na takto vybudovaném grafu
nalezneme maximalni tok (fddek 9). Névratova hodnota je i — 1, coz odpovida
poctu pfechodt mezi vrstvami.

Tvrzeni 8. Méjme zaddni multi-agentniho planovdni s rotacemi (G, A, a0 ) pro
¢isté orientovany graf G. Navic necht md toto zaddni veseni v makespanu T. Pak
maximadlni tok nad casové expandovanym grafem Gryq s T+ 1 vrstvami odpovidad
cestam anonymizovanych agenti.

Diikaz. Maximalni tok na grafu G,1 méa velikost maximéalné |A|, protoze zdroj i
stok maji vystupni, respektive vstupni, stupeni |A| a vSechny hrany v grafu maji
jednotkovou kapacitu. Kazdy vrchol, mimo zdroje a stoku, m& budto vstupni
nebo vystupni stupen rovny jedné. V siti navic existuje celociselny maximéalni
tok. Diky tomu nam tok udéva az |A| cest ze zdroje do stoku, které jsou vr-
cholové disjunktni. To Ze téchto cest musi byt pravé |A| a Ze odpovidaji pravé
moznym pohybtim agentt, dostavame z definice ¢asové expandovaného grafu a
Pozorovani [l

OJ

Kdyz se podivame na ptiklad z Obrazku 5.3, mizeme si v§imnout, Ze nalezeny
tok neodpovida skutecnym cestam agentii, ale cestdm anonymizovanych agenti
podle Tvrzeni [8| Podle tohoto feseni by zeleny agent dosel do cile modrého a
naopak. V heuristice nas ovSem konkrétni cesty nezajimaji, pouze pocet kroki.
Uz v tomto jednoduchém piikladu nam dava nase heuristika lepsi odhad nez
heuristika nejdelsi z nejkratsich cest. Ta by v tomto prikladu byla rovna trem,
zatimco nase heuristika je rovna c¢tyfem. Vzdy plati, Ze heuristika pomoci toku
dava alespon tak dobry odhad, jako heuristika nejdelsi z nejkratsich cest podle
nasledujiciho pozorovani.

Pozorovani 9. Pro kazZdy stav «; je hodnota heuristiky pomoci toku vétsi nebo
rovna hodnoté heuristiky nejdelsi z nejkratsich cest.

Diikaz. Jednoduse vyplyva z pocatecniho nastaveni poctu vrstev casoveé expan-
dovaného grafu. I kdyby existoval tok pozadované velikosti na grafu s mensim
poctem vrstev, heuristika vrati toto dané minimum.

O

vvvvvv

rozeznat, ze se néjaky agent pohnul Spatnym smérem. Pokud se agent, ktery
nema do cile nejdelsi cestu pohne Spatnym smeérem, pak to heuristika nejdelsi z
nejkratsich cest ignoruje.
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Obecné nemusi platit, ze dostaneme pfesny odhad makespanu, vzdy ale do-
staneme spodni odhad nutného poc¢tu krokt, to vyplyva z konzistence heuristiky.
Tato vlastnost je také dulezita pro pouziti v nasi verzi A*.
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Obréazek 5.3: Casové expandovany graf pro heuristiku pomoci toku. Na-
hote je vidét ptvodni graf s agenty a vlajkami, které reprezentuji jejich cile. Ve
spodni ¢asti je casové expandovany graf pro tento stav s pridanym zdrojem a
stokem a nalezenym maximalnim tokem.

Tvrzeni 10. Heuristika pomoci toku je konzistentni.

Diikaz. Podobné jako v pozorovéanich [ a [6] chceme ukézat, Ze plati vztah

h(n) < c(n,k) + h(k),

pro vSechny stavy n a jeho potomky k. V jednom ¢asovém okamziku provedou
krok vSichni agenti (platnym krokem je i stdni na misté) a tim se dostaneme do
nového stavu. Plati tedy ¢(n,k) = 1. Pfedpoklddejme nyni, Ze h(n) i h(k) nejsou
rovny odpovidajici hodnoté heuristiky nejdelsi z nejkratsich cest. V takovém pii-
padé by tvrzeni platilo podle pozorovani[f] Tyto hodnoty jsou navic spodni odhad
pro heuristiku pomoci toku.

Necht |A| je pocet agentt a h(n) = j — 1. Potom j musi byt nejmensi ¢islo
takové, Ze v Casové expandovaném grafu G s j vrstvami nalezneme tok velikosti
|A|. Tento tok ozna¢me f;. Nyni vyuzijeme tvrzeni |l o pozicich agent v pivod-
nim grafu a v casové expandovaném grafu. Stav n odpovida rozmisténi agenti
v 0-té vrstvé grafu G;. Stav k ziskdme presunutim vsech agentt do 1. vrstvy po
néjaké hrané. Nyni hleddme miniméalni pocet vrstev, aby v ¢asové expandovaném
grafu existoval tok velikosti |A|, za pfedpokladu, Ze zdroj je napojeny na vrcholy
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odpovidajici stavu k. Pokud se vSichni agenti pfesunuli po hranach, které mohly
byt nasycené v toku f;, pak je toto ¢islo j — 1, jinak by to byl spor s minimalitou
j. Na druhou stranu, pokud se néktefi agenti presunuli po jinych hranach, musi
toto ¢islo byt alespon j, jinak by to byl opét spor s minimalitou j.

OJ

Diky tomuto tvrzeni mtizeme nasi heuristiku vyuzivat efektivné v algoritmu
A* bez nutnosti opétovné navstévovat jiz jednou uzaviené vrcholy.

Jedno z moznych vylepseni predstavené heuristiky, co se doby vypoctu tyka, je
chytré stavéni casoveé expandovaného grafu. V pseudoalgoritmu neresime, jakym
zpusobem vyuzit jiz postavenou cast grafu, kdyz se pfesuneme do dalsi iterace.
Vzhledem k vrstevnaté struktufe ¢asové expandovaného grafu je jednoduché vyu-
stok a hrany pro néj pridané. Obdobnym zptisobem muzeme vyuzit diive zkon-
struovany graf pri jiném volani samotné heuristiky. V takovém pripadé mame jiz
zkonstruovany graf s néjakym poctem vrstev n. Pokud tento pocet vrstev neni
dostacujici pro soucasné volani, pridame dalsi. Pokud naopak ma graf vice vrstev,
nez je potieba, pridame pouze stok k zadouci vrstvé k. Vrstvy k4 1,...,n pak
nebudou vyuzity pii hledani toku, jelikoz nevede hrana do nizsi vrstvy.

Posledni pozndmkou k vyuziti navrzené heuristiky je, pro jaky druh multi-
agentnich pohybu ji vyuzivame. A* tak, jak jsme jej popsali, nedovoluje po-
hyby agentti po obsazenych orientovanych kruznicich. Jeho modifikace na dovoleni
téchto pohybt by byla naro¢na, protoze by bylo potfeba najit vSechny kruznice
v grafu a v kazdém kroku kontrolovat, zda neni mozné po nékteré z nich tento
pohyb provést. Na druhou stranu nase heuristika pomoci toku ale agentiim pohyb
po kruznicich nezakazuje. Je totiz relaxaci feseni multi-agentniho planovani po-
moci multi-komoditniho toku, kde jsou tyto pohyby povolené. V obecném ptipadé
je ale vétsi limitaci heuristiky anonymizovani cilti nez predpoklad, ze se jedna o
multi-agentni planovani s rotacemi.

5.3 Heuristika v neorientovanych grafech

P1i popisovani nami navrzené heuristiky jsme pfimo nekladli pozadavky na
vstupni graf. Konkrétné zda se ma jednat o Cisté orientovany nebo neoriento-
vany graf. Podle konstrukce casové expandovaného grafu by se mohlo zdat, ze
heuristika bude na neorientovanych grafech fungovat hiite a je pro né potieba
stavét Ccasoveé expandované grafy za pomoci grafové konstrukce popsané u multi-
komoditniho feseni problému (viz Obrazek . V pripadé pfevodu na hledani
nejlevnéjsiho multi-komoditniho toku v siti jsme vyzadovali, aby se jednalo o ¢isté
orientovany graf, jinak by nalezené cesty nebyly korektni. Nyni ovSem ukéazeme,
ze 1 pro neorientované grafy bude heuristika davat stejné hodnoty pti pouziti nami
definované konstrukce ¢asové expandovaného grafu. Tato konstrukce na rozdil od
pouziti pfidanych vrcholi dovoluje prohozeni agenti (viz Obréazek .

Tvrzeni 11. Povoleni prohozeni agenti v casové expandovaném grafu pri viypoctu
heuristiky pomoct toku ddvd stejnou hodnotu jako pri jeho zakdzdni.

Dikaz. Piivypoctu heuristiky pomoci toku jsou anonymizované cile, tedy i agenti
jsou anonymni. Prohozeni dvou agentii nam tedy nezméni stav a je ekvivalentni
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situaci, kdy se oba tito agenti nepohnuli. Pokud tedy nalezneme minimalni pocet
vrstev casové expandovaného grafu pomoci toku, kde doslo k prohozeni dvou
agenti, mohli jsme stejného vysledku dosahnout tokem, kde se tito dva agenti v
daném casovém kroku nehybaji.

O

V nékterych predchozich tvrzenich jsme ptfedpokladali, ze se jedna o Cisté
orientované grafy. V téchto tvrzenich jsme ale spojovali nalezeny tok s napla-
novanymi cestami agentii. Od heuristiky ale ocekavame pouze numericky odhad
makespanu do cilového stavu. Jak jsme ukdzali v Tvrzeni [11], je tato hodnota
stejnd. Nasi heuristiku miizeme tedy beze zmény a s leh¢i konstrukei ¢asové ex-
pandovaného grafu pouzivat i v neorientovanych grafech.

Ulj. > @ l-'|j+1
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Obréazek 5.4: Expandovany graf pro neorientovanou hranu. Pokud mezi
vrcholy u a v vede neorientované hrana, pak takto vypada prechod mezi dvéma
vrstvami ¢asové expandovaného grafu.

Na zakladé tohoto pozorovani muzeme doporucit mozné vylepseni k existu-
jicimu algoritmu, ktery fesi multi-agentni planovani, kde jsou agenti rozdéleni
do skupin netrividlnim zptsobem. Tedy se nejednd o jednu skupinu obsahujici
vSechny agenty ani o pocet skupin rovny poctu agentti. Tyto varianty jsme popi-
sovali diive v Kapitole [3| Tento algoritmus ConflictBased Min-Cost-Flow (CBM)
[10] je zaloZeny na prohledavacim algoritmu CBS, ktery jsme jiz také zminovali.
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Obrazek 5.5: Uprava toku v Casové expandovaném grafu. Barevné hrany
zna¢l nasycené hrany. Tato Uprava zajisti, ze agenti misto prohozeni stoji na
misté.

Na vyssi tirovni opét stavi a prohledava strom obsahujici podminky pro za-
mezeni nalezenych konfliktti. Na nizsi Grovni ovSem plénuje cestu nikoliv pro
jednotlivé agenty, ale pro jednotlivé skupiny agentti. Cesty pro jednotlivé tymy
agentil se hledaji pomoci nalezeni maximalniho toku na expandovaném grafu.
Autofi v ¢lanku ovSem vyuzivaji grafové konstrukce z Obrazku Tento napad
pfimo vychézi z planovani cest pomoci multi-komoditniho toku. Jak jsme nyni
ukazali, pro validaci cesty anonymnich agentid nemusime tuto konstrukci vyuzi-
vat. Tok je tak mozné hledat na grafu, ktery je az o (k — 1)2|E| vrcholi mensi
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a (k — 1)3|E| hran mensi, kde k je pocet vrstev ¢asové expandovaného grafu a
|E| je pocet hran puvodniho grafu. Tato ¢isla vyplyvaji jednoduse z porovnani
Obrézku 5.2 af5.4l Za kazdou hranu si usetfime 2 vrcholy a 3 hrany a toto délame
pro k—1 pfechodi mezi k vrstvami. Tyto nalezené cesty nebudou odpovidat sku-
tecnym cestam agentil. Pro validaci, zda je plan bez konflikti, ovsem staci. Pokud
nalezneme cilovy vrchol, pak tyto cesty miizeme jednoduse upravit na skutecné
cesty jednim priichodem do hloubky ¢asové expandovaného grafu. Pokud existuje
nasycend hrana (u’,v;,1) a zéroven je nasycena hrana (v},u;;1), tak doglo k pro-
hozeni agenti. Cesty jednoduse upravime tak, ze témto hranam vynulujeme tok
a nasytime hrany (u’,u;1) a (v},0;11), které jisté nasycené nebyly (viz Obrazek
. Zda je toto vylepseni v praxi znatelné, v této praci nebudeme zkoumat.
Jednd se pouze o postieh vyvozeny z naseho vyzkumu.
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6. Vysledky experimenti

K otestovani nové navrzené heuristiky provedeme sérii experimentt. V téchto
experimentech budeme vyuzivat ndmi napsané implementace algoritmu A* tak,
minimalizujeme makespan. Jako heuristiky, tedy funkce h, pouziva podle para-
metri programu budto heuristiku pomoci toku, nebo heuristiku nejdel$i z nej-
kratsich cest. Po zbytek této prace budeme heuristiku pomoci toku oznacovat
jako flowheuristic, flow nebo hy. Obdobné heuristiku nejdelsi z nejkratsich cest
budeme oznacovat jako shortheuristic, short nebo hg. Implementace zakladniho
algoritmu je stejna pro obé pouzité heuristiky, rozdil ve vykonu je tedy pouze na
zakladé pouzitych heuristik. Detailni informace k implementaci algoritmu A* se
nachézeji v ptiloze Implementacni detaily.

Vsechny testy probihaly na stejném pocitaci. Timto pocitacem je virtualni
stroj vytvoreny pomoci programu VMware Workstation verze 12.0.0. Na virtu-
alnim stroji je operacni systém Ubuntu verze 14.04 64-bit. Tento virtudlni stroj
vyuziva dvé jadra procesoru a dva gigabyte fyzické paméti fyzického pocitace.
Parametry fyzického pocitace jsou nasledujici: Intel(R) Core(TM) i7-2600K CPU
@ 3.40GHz, Windows 10 64-bit. Program je napsany v jazyce C++ a prelozeny
pomoci prekladace gcc verze 4.8.4.

6.1 Testovaci instance

Jak bylo zminéno drive, heuristika flow bere v tivahu interakci mezi agenty
pri presouvani. Zabranujeme totiz vice agenttim byt po cesté v jednom vrcholu,
zatimco heuristika short bere v ivahu pouze nejvzdéalené¢jsiho agenta a nefesi,
jak se bude po cesté potkavat s dalsimi agenty (viz Obrazek ktery uvadi
konkrétni ptiklad z testovacich instanci). Navic pokud se néjaky agent, ktery nemé
pred sebou nejdelsi cestu ze vSech, pohne Spatnym smérem, heuristika short na to
nereaguje vcas, zatimco heuristika flow ma tendenci posouvat stale vSsechny agenty
smérem k cili. Na druhou stranu heuristika flow nerozeznava jednotlivé cile, dava
tedy lepsi odhad, pokud jsou cile blizko sebe, a kone¢né usporadani agentt v ramci
cilii se najde hrubou silou. Zadani, kde jsou agenti i jejich cile rozmistény nahodné,
tedy nedostavaji lepsi odhad, protoze agenti jsou navadéni do cilt tak, aby byl
makespan co nejmensi, coz vétsinou nebude spravny cil. Ovsem diky tomu, zZe tok
zaciname hledat na poctu vrstev, ktery odpovida nejdelsi z nejkratsich cest, tak
nedostaneme nikdy horsi odhad nez u heuristiky short. V takovychto ndhodnych
grafech ale trva vypocet znacné déle, protoze zbytecné stavime expandovany graf
a hledame tok, ktery neda lepsi odhad.
kdy se pohromadé presouva skupina agentii z jednoho mista do jiného, a navic
je nutné obejit néjakou prekazku, ¢imz se vynuti jejich interakce. Pro testovani
jsme vytvorili sadu ndhodné generovanych zadani. Tato zadani jsou vytvorena na
dvou typech mfizkovych grafi. Prvnim je mfizka, kterd obsahuje tizké hrdlo (viz
Obrazek vlevo). Tento typ grafu budeme dale znacit jako BottleNeck nebo
BN. Druhym je mtizka, ktera uprostied obsahuje prekazku, kterou je nutno obejit
(viz Obréazek [6.2| vpravo). Tento typ grafu budeme déle znacit jako Obstacle nebo
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Obréazek 6.1: Vizualizace naplanovanych cest pomoci jednotlivych heu-
ristik. Nahote je vidét zadani a heuristika short, kde se uvazuje pouze cesta jed-
noho agenta bez interakce se zbytkem skupiny. Dole je vidét naplanovany pohyb
vsech agentli pomoci heuristiky flow. Agenti jsou zdmérné neoznaceni, z divodu
anonymizace agentl pti pouziti heuristiky. V tomto pripadé je feSeni problému v
makespanu 7, coz je odhad heuristiky flow. Odhad short je 5.

OB. Obé tyto mrizky maji hranu velikosti 5, tedy celkové obsahuji 25 vrcholt.

Na téchto grafech vytvorime nékolik typi zadani, ktera se budou lisit ve star-
tovnich a cilovych pozicich agentti. Pro oboje méame dvé moznosti - pohromadé
a nahodné rozmisténé. Pouzijeme tak nasledujici tii typy zadani

1. Start pohromadé, cil pohromadé.
Budeme oznacovat centralized — centralized (¢ — c).

2. Start nahodné, cil pohromadé.
Budeme oznacovat scattered — centralized (s — c).

3. Start ndhodné, cil nahodné.
Budeme oznacovat scattered — scattered (s — s).

Ctvrtou moznost, kterou je start pohromadé a cil ndhodné, nebudeme uvazo-
vat, protoze pfi pouzitych heuristikach je obdobny tieti uvedené moznosti.

Posledni zcela odlisné zadani bude ¢isté orientovany 2-souvisly graf vytvoreny
jako kluZznice, ke které jsou pfidané usi[19] (viz Obrézek [6.3)). Kruznice obsahuje
5 vrcholi a kazdé ze 4 pridanych usi obsahuje 5 vrcholi. Celkova veliksot grafu
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Obrézek 6.2: Miizkové grafy pouzité pri testovani heuristik. Cerna pole
predstavuji prekazky.
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Obrazek 6.3: Priklad Cisté orientovaného 2-souvislého grafu. Na obrazku
je vidét rozlozeni na kruznici a usi. V testovani heuristik pouzijeme vétsi instance
grafu.

je tedy také 25 vrchol. Rozmisténi agent v tomto grafu bude zcela ndhodné,
stejné tak jako jejich cilii. Tento typ grafu budeme znacit jako Oriented nebo
OR. Vsechna mozné zadani jsou uvedena v Tabulce [6.1] Generédtory i vstupni
a vystupni format programu jsou detailné popsany v ptilohadch Vstupni format,
Vystupni format a Generatory.

’ Typ grafu ‘ Rozmisténi agentti ‘ #agentll ‘ #instanci ‘ Celkem instanci

OB c-C 2-8 10 70
OB s-c 2-8 10 70
OB S-S 2-5 10 40
BN c-C 2-8 10 70
BN s-C 2-8 10 70
BN S-S 2-5 10 40
OR random 2-9 10 80

Tabulka 6.1: Instance pouzité pro testovani.

Tyto parametry byly zvoleny tak, aby byly pozorovatelné rozdily mezi pou-
zitymi heuristikami, ale zaroven byl tinosny vypocetni ¢as. Pro instance s malo
agenty je rozdil mezi heuristikami mensi, ale vypocet je rychlejsi. Na druhou
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stranu pro vice agentl je rozdil mezi heuristikami znatelny, ale vypocetni cas se
znacné zvysuje. Testovani je proto narocné na velkém mnozstvi instanci. Kon-
krétni namérené vysledky predstavime v nasledujici podkapitole.

6.2 Porovnani heuristik

V této podkapitole porovname algoritmus A* za pouziti heuristik short a
flow. Pri vypoctu dfive popsanych zadani problému méfime dvé veli¢iny - pocet
navstivenych stavii a vypocetni ¢as. Pocet navstivenych stavi odpovida poctu
stavli ze stavéného stavového stromu, které jsou béhem vypoctu prozkoumany
a uzavieny. Toto ¢islo tedy odpovida poctu stavi, které jsou na konci vypoctu
oznaceny jako closed. Vypocetni ¢as pfimocafe udava pocet vterin od zacatku
do konce vypoctu. Pro kazdou instanci problému jsme stanovili jako timeout
100 minut, tedy 6000 vterin. V nasledujicich grafech pocitame pouze ty instance,
které byly vyTeSeny ve stanoveném case. VSechny grafy v nasledujicich sekcich jsou
setfidéné instance podle dané méfené veliciny (¢as nebo pocet stavil). X-ova osa
tedy odpovida poradi instance, zatimco y-ova osa odpovida ¢asu, respektive poctu
navstivenych stavi, ktery uplynul, respektive bylo navstiveno, béhem vypoctu.
V kazdém grafu jsou pak dvé kiivky, jedna pro kazdou heuristiku. Pokud néktera
z nich neobsahuje vSechny hodnoty, pak to znamenéa, ze tato instance nebyla
vyTesena v Casovém limitu.

Vzhledem k tomuto setfidéni a rtistu slozitosti instanci na grafech nezobrazu-
jeme prvnich nékolik instanci, které jsou vyreseny nejrychleji nebo za navstiveni
nejméné stavii. Na téchto instancich neni patrny zadny rozdil mezi heuristikami
ani neni vidét rist slozitosti. Navic zizenim grafu budou lépe pozorovatelné roz-
dily u slozitych instanci. Grafy jsou rovnany tak, ze vlevo je graf odpovidajici
typu Bottle Neck a vpravo typu Obstacle.

V nasledujicich ¢tytech sekcich prozkoumame vysledky pro rizné pocatecni a
cilové rozmisténi agentti na miizkovych grafech a pro ¢isté orientované grafy.

6.2.1 centralized - centralized

Jako prvni porovname rozmisténi centralized - centralized. Na grafech na Ob-
razku muzeme vidét pocet navstivenych stavii pro oba typy grafti. Mtizeme si
vsimnout, ze pro grafy typu Bottle Neck roste pocet navstivenych stavi u heu-
ristiky short mnohem razantnéji nez pro heuristiku flow. Navic heuristika flow
vyTesila o 6 vice instanci v ¢asovém limitu. Konkrétné short nevytesila zddnou z
instanci s 8 agenty a flow vyfesila 6 z 10 téchto instanci.

Pro grafy typu Obstacle neni rozdil v poc¢tu navsivenych stavi tolik znatelny.

vvvvvv

rozdil vSsak neni nijak veliky.
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Obrazek 6.4: Pocet navstivenych stava c-c. Vlevo je vidét pocet navstivenych
stavi pro grafy typu BN. Vpravo je vidét pocet navstivenych stavli pro grafy typu
OB.

Pokud porovname celkovy vypocetni ¢as pro oba typy grafi (viz Obrazek
, vidime, Ze heuristika flow je ispésnéjsi na grafech Bottle Neck. To odpovida
tomu, ze v téchto instancich prozkoumava i méné stavi. Konkrétné pro instance
se 7 agenty byla flow vice nez desetkrat rychlejsi nez short. Instance s nejdelsim
vypocetnim ¢asem pro flow je instance s 8 agenty, zatimco pro short ma nejdéle
pocitana instance agentt 7 (short nevyftesila zddnou instanci s 8 agenty). Nejdelsi
instance fesend pomoci flow je tak vyfeSena rychleji nez nejdelsi instance fesena
short, i kdyz jsou s rtiznym poctem agenti.
tika short. To opét odpovida poc¢tu navstivenych stavii. Pokud obé heurisitiky
prozkoumavaji podobny pocet stavil je vypocetni ¢as delsi pro flow, jelikoz je
naroc¢néjsi na vypocet. Znatelny rozdil je ale az u poslednich 3 instanci. Pro tento
typ grafu byla véas vyresena vSechna zadani.
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Obrazek 6.5: Celkovy ¢as c-c. Vlevo je vidét celkovy cas pro grafy typu BN.
Vpravo je vidét celkovy cas pro grafy typu OB.
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6.2.2 scattered - centralized

Dalsim rozmisténim je scattered - centralized. Opét muzeme vidét na Ob-
razku pocty navstivenych stavi. I v tomto piipadé je v grafech Bottle Neck

teCnich pozic agentii. V pripadé, Ze se v prostfedi vyskytuje maly pocet agent,
je pravdépodobnost jejich interakce mensi, nez kdyz je graf zaplnény. Pri tomto
typu rozmisténi byly obé heuristiky méné tuspésné, co se tyce poctu vyresenych
instanci v ¢asovém limitu (viz Tabulka. Flow celkové vyrtesila o jednu instanci
vice nez short.

Pocet navstivenych stavi pro grafy typu Obstacle je takika totozny pro obé
heuristiky ve vSech instancich. Rozdily jsou maximalné v desitkach stavi, coz na
grafu neni pozorovatlené. Jedinou poznamkou je, ze celkovy pocet navstivenych
stavi je razantné mensi nez u zadani stejné velikosti nad grafy Bottle Neck s

vyjimkou jedné instance.

10° Bottle Neck 10° Obstacle
T T T 8 T T T T —H
s flow —=— flow
—=—short —=—short
e <
g 6] 3
z Z
£ 4t 2 Y
S ST
5 5
Z 9| Z 2+
(Ceesaaese8888588 () bEEcEsEE0aG0EE6500288
30 35 40 4 30 35 40 45 50 55 60
Poradi instance Poradi instance

Obrazek 6.6: Pocet navstivenych stavia s-c. Vlevo je vidét pocet navstivenych
stavi pro grafy typu BN. Vpravo je vidét pocet navstivenych stavi pro grafy
typu OB.

2-6 agentl 7 agentl 8 agentl

BN OB | BN | OB | BN | OB
flow | 100% | 100% | 80% | 70% | 40% | 50%
short | 100% | 100% | 80% | 70% | 30% | 50%

Tabulka 6.2: UspéSnost instanci s-c.

Celkovy vypocetni ¢as (viz Obrazek odpovida namérenému poctu navsti-
venych stavi. Pro grafy Bottle Neck je rychlejsi flow, i kdyz zobrazeny rozdil
se nezda byt prilis velky. Ve vétsiné slozitych instanci, s jedinou vyjimkou, je
rychlejsi flow. Ta navic vyfesila jednu instaci, kterou short nezvladla v ¢asovém

limitu.
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Pro grafy typu Obstacle také plati, ze rozdily v ¢asu nejsou prilis zaranzni.
V tomto pripadé je ovSsem rychlejsi heuristikou short. Opét to plyne z toho, Ze
pocet navstivenych stavi je podobny, ale potfebny ¢as pro vypocteni heuristiky
flow je delsi.
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Obrazek 6.7: Celkovy cCas s-c. Vlevo je vidét celkovy Cas pro grafy typu BN.
Vpravo je vidét celkovy ¢as pro grafy typu OB.

6.2.3 scattered - scattered

Pro tplnost uvadime i posledni uvazované rozdéleni agentii a to scattered -
scattered. V tomto piipadé obé heuristiky na obou typech grafii prozkoumaji
prakticky stejné mnozstvi stavil a rozdily jsou maximalné v desitkach a tedy
nejsou viditelné (viz Obrazek . Na vypocetnim case tyto rozdily také nejsou
patrné (viz Obrazek , porotoze jsme se v tomto rozmisténi omezili pouze na
malé instance. Ve vétsich instancich by rozdil zacal znatelné rist. Ty jsme ale
nezahrnuli, protoze v ostatnich experimentech jsme ukézali, Ze pfi stejném mnoz-
stvi navstivenych stavii roste vypocetni ¢as heuristiky flow rychleji nez heuristiky

short.
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Obrazek 6.8: Pocet navstivenych stavu s-s. Vlevo je vidét pocet navstivenych
stavi pro grafy typu BN. Vpravo je vidét pocet navstivenych stavi pro grafy
typu OB.
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Obrazek 6.9: Celkovy cas s-s. Vlevo je vidét celkovy cas pro grafy typu BN.
Vpravo je vidét celkovy ¢as pro grafy typu OB.

6.2.4 Oriented

Jako experiment pro porovnani vypocetniho ¢asu volani obou heuristik jsme
vytvorili ndhodné fesitelné instance. Pro zajisténi feSitelnosti jsme vyuzili Cisté
orientované 2-souvisé grafy, na kterych je instance multi-agentniho planovani vzdy
Fesitelnd, pokud existuji alesponi dva volné vrcholy [1]. Do téchto instanci jsme
rozmistili ndhodné startovaci i cilové pozice agentti. Nas predpoklad, ze obé heu-
ristiky budou prozkoumévat stejny pocet stavii, se potvrdil (viz Obréazek .
VSechny vyresené instance, s vyjimkou dvou, vyzadovaly prozkouméni stejného
poctu stavii pro obé heuristiky.
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Obrazek 6.10: Pocet navstivenych stava oriented.

Jak mizeme vidét na Obrazku|6.11] nas predpoklad se potvrdil a volani heuris-

vvvvvv

tak velky. Tento rozdil jsme ocekavali z toho divodu, Ze v heuristice flow pro-
vadime nejprve cely vypocet, ktery probihd v heuristice short a navic stavime
casové expandovany graf, na kterém hledame maximéalni tok. V pripadech, kdy
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tento extra vypocet neprinese tésnéjsi spodni odhad a tim navstiveni méné stavi,
nemuzeme dosahnout lepsiho celkového vypocetniho ¢asu.

Oriented
400 F T T T T nl
—= flow
—=—short
300
S
O
>
Z 200
=4
<]
O
100

O a0 55 60

Poradi instance

Obrazek 6.11: Celkovy Cas oriented.

6.3 Zhodnoceni heuristik

Na drive uvedenych zadani jsme testovali nami nové navrzenou heuristiku,
ktera vyuziva toki v siti nad expandovanym grafem. Tato heuristika dava odhad
makespanu z daného stavu do cilového stavu aproximaci cest pro vSechny agenty.
Tyto cesty jsou bez kolizi, na druhou stranu aproximace spociva v anonymizaci
agentl a jejich cili. Jako zndmou heuristiku, oproti které jsme testovali nasi
novou heuristiku, jsme zvolili heuristiku nejdelsi z nejkratsich cest. Tato udava
odhad makespanu z daného stavu do cilového stavu jako nejdelsi z nejkratsich
cest vSech agentt do jejich konkrétnich cil. Tato heuristika tak neanonymizuje
agenty, na druhou stranu ale nebere v tivahu jejich interakci po cesté do cili.

7 téchto vlastnosti jsme odhadli typy grafii a rozmisténi agentti, pro které
bude nase heuristika tispésna, a pro které naopak netspésna. Na namétenych vy-
sledcich z predchozi kapitoly jsme vidéli, Ze na grafech typu Bottle Neck, tedy
grafech s tzkym hrdlem, kterym museji agenti projit, byla nase heuristika zna-
¢né uspésnéjsi, jak v poctu navstivenych stavi, tak v celkovém vypocetnim case.

vvvvvv
vvvvvv
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Pro grafy typu Obstacle, tedy grafy, kde je uprostied grafu prekazka, kterou
lze obejit ze dvou stran, jsme také cekali, Zze bude nase heuristika tspésna. Expe-
riemnt ale tento predpokald neoptvrdil pro libovolné rozlozeni agentti. Na druhou
stranu naSe heuristika nebyla tolik pozadu. Navic pro tyto instance se feSeni je-
vilo byt jednoduzsi nez pro grafy typu Bottle Neck, protoze vétsina zadani byla
splnéna v ¢asovém limitu. Je tedy mozné, Ze pro vétsi instance by se projevil vétsi
rozdil ve zkoumanych heuristikach.
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Jako experiment pro vypocetni ¢as jednotlivych volani obou heuristik jsme
vytvorili i instance s grafy, kde jsme spravné predpokladali, ze obé heuristiky
prozkoumaji podobny pocet stavil. Z tohoto experimentu jsme vyvodili, Ze volani

N 24
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padé nebyl vice nez dvakrat vétsi. V zavérecéné kapitole také rozebirame moznosti
zrychleni vypoctu nasi nové heuristiky, které mohou tento rozdil ve vypocetnim
case nadale snizit.
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7. 7Z.avér

V této praci jsme prozkoumali planovani optiméalnich cest pro skupinu agenti.
Toto multi-agentni planovani jsme fesili prohledavanim stavového prostoru po-
moci algoritmu A* a zarovern pomoci pfevodu na multi-komoditni toky nad ¢asové
expandovanym grafem. Nasim pfinosem v této praci je vytvoreni nové heuristiky
pro algoritmus A*, kterou jsme odvodili pravé ze zminéného prevodu na multi-
komoditni toky. Heuristika hleda cesty pro agenty nad cCasové expandovanym
grafem, kde kazda vrstva odpovida jednomu ¢asovému okamziku. Hledani cest
probiha pomoci hledani maximélniho jedno-komoditniho toku, ktery lze najit v
polynomialnim case. Touto relaxaci ovSem anonymizujeme agenty, kteri se tak
mohou dostat do cizich cili. Z tohoto divodu se jedna o heuristicky odhad a
nikoliv o pfesné planovani cest. Navic jsme také ukézali, Ze konstrukce casové
expandovaného grafu pro ¢isté orientované grafy dava stejné hodnoty heuristiky
jak pro orientované, tak pro neorientované grafy.

O této heuristice jsme ukézali, Ze je konzistentni a tedy i pfipustna. Z toho vy-
plava, ze ji 1ze vyuzit efektivné v algoritmu A* bez nutnosti opétovné navstévovat
jiz jednou uzaviené vrcholy. Dale jsme teoreticky popsali jeji vyhody v odhadu
celkového makespanu do cilového stavu. Tyto vyhody vyplyvaji z toho, Ze vice
bere v tivahu interakci mezi agenty pfi pohybu. Na druhou stranu jsme popsali
i jeji nevyhody, které spocivaji v anonymizaci agentl. Z téchto poznatkl jsme
teoreticky prepovédéli typy zadani, ve kterych bude nase heuristika tspésna.

Implementovali jsme nasi verzi algoritmu A* a pro ni jsme zdrover implemen-
tovali nové navrhovanou heuristiku spole¢né s dalsimi dobfe znadmymi heuristi-
kami. S témito programy jsme provedli fadu experimentd pro porovnani heuris-
tik. Pfi porovnavni jsme se zamérili na dvé veli¢iny vypoctu - pocet navstivenych
stavli a celkovy vypocetni ¢as. Pro obecny druh zadani nase nova heuristika ne-
dosahovala nejlepsich vysledki ve viypocetnim case, ale pro konkrétni typ zadani,
ktery jsme predpokladali, se jevila jasné lepsi v obou sledovanych veli¢inach.
Jedna se o zadani, kde je vynucena velka interakce mezi jednotlivymi agenty a
zaroven jsou vsSechny cilové pozice umisténé pobliz sebe.

Z vlastnosti nové navrzené heuristiky, jsme také odvodili teoretické vylepSeni
algoritmu CBM, ktery v roce 2016 predstavili autoti Hang Ma a Sven Koenig[10].
Toto vylepseni spocivalo ve zmenseni grafu, na kterém se az exponencialné krat
hleda tok, za cenu jednoho priichodu do hloubky daného grafu na konci vypoctu.

7.1 Budouci prace

Jelikoz vypocet nasi nové nevrzené heuristiky neni tiplné pfimocary a trivialni,
je zde vétsi prostor pro vylepsovani implementace. Nékteré tyto vylepseni jsme v
praci samotné popsali a zaclenili do nasi iplementace. Naptiklad se jedné o chytré
stavéni c¢asové expandovaného grafu a vyuzivani jiz jednou postavenych casti.
Dalsim dulezitym prvkem heuristiky je hledani toku, o kterém jsme se ale blize
nezminovali. Zajimavym experimentem by bylo porovnani jednotlivych algoritmu
na hledani maximalniho toku v siti. Navic je moznost provést teoreticky odhad
casové slozitosti téchto algoritmi, ktery by mohl vychazet znacné 1épe, nez odhad
pro obecné sité, protoze nas casové expandovany graf ma specifickou strukturu.
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Zmamé algoritmy pro hledani maximalniho toku také mohou zacit s libovolnym
tokem[11]. Dalsim moznym vylepSenim je tedy neza¢inat s tokem nulovym, ale
vyuzit maximalni nalezeny tok v predchozi iteraci heuristiky.

Jednou z velkych oblasti a potenciadlniho vylepSeni je vyuziti paralelizace. V
dnesni dobé jsou vicejadrové procesory prakticky samoziejmosti a protoze pri
experiemntech byl vzdy tzkym hrdlem vypocetni ¢as a nikoliv pamét, jevi se
paralelizace jako dobry kandidat na vylepSeni. Obtiznym tkolem ovSem bude
realizace paralelniho prohledavani stavového prostoru, urceni spravnych mist pro
vétveni a navrzeni podminek pro ukonceni prohledavani oblasti, které maji Spatné
vyhlidky na to byt tispésné.

V neposledni fadé je zajimavou tlohou experimentalné ovérit nase navrhované
vylepSeni algoritmu CBM a namétit zménu vypocetniho ¢asu pri zmenseni grafu.
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P¥ilohy

Implementacni detaily

V této priloze si popiSeme nekteré datové struktury a procedury pouzité pii
implementaci algoritmu A*. Jak bylo dfive zminéno, feSeni hleddme v prostoru
stavi. PTi tomto prohledavani si stavime strom stavi, kde vrchol odpovidajici
stavu «; ma potomky odpovidajici moznym stavim «;,;. Pro takovyto vrchol
si pamatujeme kromeé piislusného stavu i hodnoty funkci g a f = g + h a pred-
chiidce vrcholu. Potomky vrcholi si nemusime pamatovat, jelikoz nikdy béhem
vypoctu neprochazime strom smérem od kofenu, pouze pridavame noveé nalezené
stavy nebo presouvame jiz existujici pod vrcholy, ze kterych existuje lepsi cesta
vzhledem k g.

Samotné vrcholy neudrzujeme ve stromové struktufe, nybrz je rozdélime na
dvé disjunktni mnoziny - oteviené a uzaviené. S uzavienymi vrcholy jiz nemu-
sime pracovat diky konzistenci pouzitych heuristik. Pti prechodu do nového stavu
musime kontrolovat, zda tento stav nebyl jiz diive uzavieny. Uzaviené vrcholy si
tedy budeme udrzovat v hash tabulce, oproti které vsechny nové stavy porovna-
vame. Pokud je takovyto stav jiz uzavieny, nemusime jej dale uvazovat. Do této
tabulky pouze pridavame nové vrcholy, nikdy je nemazeme.

Obdobnym zptisobem porovnavame stavy i s otevienymi vrcholy, tedy si i
pro né potidime hash tabulku. Z té ovSem vybirdme vrchol s nejnizsi hodnotou
f. Pro tuto operaci si pofidime haldu s ukazateli na vSechny oteviené vrcholy
sefazenou podle hodnoty f. Po vybrani minima z haldy vymazeme pfislusny
vrchol i z hash tabulky. Oteviené vrcholy mohou navic ménit hodnotu funkce
f, pokud nalezneme lepsi cestu do odpovidajiciho stavu a tim snizime hodnotu
g. V takovém pripadné upravime hodnoty g a f daného vrcholu, zménime jeho
predchtidce a provedeme prislusné operace na haldé k udrzeni podminky haldy.

Pouzita hash funkce je nasledujici

hash(7') = Zz * X, kde n je pocet vrcholi.
i=1

{0, pro neobsazeny vrchol,
XT; =

¢islo agenta, jinak.

Takovato hash funkce zajisté nezabranuje kolizim a musime tedy jednotlivé
kontrolovat vSechny vrcholy odpovidajici hash(?). Pti testovani se ovsem ukéa-
zalo, ze Cas straveny prochazenim koliznich stavii je zanedbatelny v ramci celko-
vého vypocetniho ¢asu. Jedna z moznych lepsich hashovacich funkci je

hash(?) = pri, kde p; je i-té prvocislo a n pocet vrcholt.
i=1
0, pro neobsazeny vrchol,
x; =
¢islo agenta, jinak.
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Takovato funkce dava jednoznacné zakddovani, jelikoz kazdé ma unikatni roz-
tfebou znat alespon tolik prvocisel, kolik je vrchol v ptivodnim grafu.

Pro pouzité heuristiky je potfeba znat vzdalenost vsech dvojic vrcholt. Tu jed-
nou spocteme pred zacatkem vypoctu pomoci Floydova—Warshallova algoritmu
a v pribéhu pouze vycitame potiebné hodnoty ze zapamatované tabulky. Dale je
pro nasi heuristiku potfeba umeét nalézt nejvétsi tok v siti. K tomuto tcelu jsme
zvolili Edmondsiv-Karpiv algoritmus[3], ktery bézi v ¢ase O(E'F), kde E je pocet
hran a F' je maximalni tok. Navic F' bude vzdy maximélné pocet agentii. To je
lepsi odhad, nez naptiklad u Dinicova algoritmu, ktery nad grafy s jednotkovou
kapacitou bé&zi v dase O(V2/3E)[11].
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Vstupni format

N&s program, na prilozeném médiu prelozeny a pojmenovany AStar, bere
pét rtznych parametri. Prvni bezargumentovy parametr je -h. Pokud je tento
pritomny, jsou vSechny ostatni argumenty ignorovany, dojde k vypsani napovédy
a ukonceni programu. Dalsi parametr je -f, ten navic bere jako jeden argument
jméno souboru obsahujicitho zadani tlohy. Pokud option -f neni pfitomny, pak
se zadani tlohy nacita ze standardniho vstupu. Jediny povinny parametr je -e,
ktery bere jeden argument. Tento argument urcuje, ktera heuristika se ma pfi
vypoctu pouzit. Mozné volby jsou:

e short pro heuristiku nejdelsi z nejkratsich cest.

e flow pro heuristiku vyuzivajici tok v sitich.

Dalsim parametrem je -a, ktery, pokud je pritomny, prepina tlohu na ano-
nymni multi-agentni problém. V tomto problému nema kazdy agent pfifazeny
vlastni cil, kam méa dojit, pouze se pozaduje, aby na konci byl kazdy cil obsazeny
néjakym agentem. Pokud parametr neni piitomny, fesi se klasicka tiloha. Oba
druhy tloh pfijimaji stejné formatované zadani.

Posledni bezargumentovy option je -g. Pokud je tento pritomny, predpoklé-
dame, ze vstupnim grafem bude mfizka n krat n. V tomto grafu je kazdy vrchol
spojeny neorientovanou hranou se vSemi svymi sousedy, pokud timto sousedem
neni sténa. Do vrcholu oznaceného jako sténa nevede zadna hrana. Tento typ
grafu vede k jednodussimu zapsani. Vrcholy jsou oznaceny ., stény x a pocatecni
polohu agenta reprezentuje jeho ¢islo na misté vrcholu (agenti jsou ¢islovani od
0). Vstup tlohy se pak sklada z fadku, ktery obsahuje dvé ¢isla - pocet agentii a
délka hrany mrizky. Dalsi fadek obsahuje cile agentii, kde j-té cislo je cil j-tého
agenta. Vrcholy se ¢isluji od nuly po fadcich. Nasleduje vyse popsany graf se
sténami a poc¢atecnimi pozicemi agentu (viz Obréazek .

2 4

11 15
.01

. X X X

Obrazek 7.1: Ukazka vstupu miizky.

Pokud neni option -g pritomny, pak se pfedpoklada, ze je iloha nad obecnym
grafem. Tato tloha mé nasledujici vstupni format. Prvni fadek obsahuje dvé ¢isla
- pocet agentti a pocet vrcholi. Agenti i vrcholy jsou ¢islovani od 0. Dalsi radek
obsahuje cile agentii. Opét pro kazdého agenta jedno ¢islo, které odpovida ¢islu
vrcholu, ktery je jeho cil. Na dalsim radku je pocatecni stav - pro kazdy vrchol
jedno ¢islo. Pokud je v pocatecnim stavu vrchol neobsazeny, pak je toto ¢islo
—1, jinak je to ¢islo agenta, ktery se v tomto vrcholu nachazi. Nasleduje tolik
radkt, kolik je vrchold. Na kazdém radku je seznam sousedtt tohoto vrcholu. To
odpovidé orientovanym hrandm z vrcholu do vSech jeho sousedii. Pro jednoduchy
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graf z Obréazku [7.2] kde agent 0 za¢ind ve vrcholu 2 a konéi ve vrcholu 1, agent 1
zacina ve vrcholu 0 a konci ve vrcholu 2 a agent 2 zac¢ind ve vrcholu 1 a konci ve
vrcholu 0, odpovida vstup na Obrazku [7.3]

o—————>0

NN

yad o

Obrazek 7.2: Obecny graf.

QOO NNEFL, P, P W
NN
o O

Obrazek 7.3: Ukazka vstupu obecného grafu.
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Vystupni format

Béhem nacitani parametri a vstupu tlohy program hlasi pokrok, piipadné
objevenou chybu, ktera vzdy zptisobi ukonceni programu. V piipadé bezchybného
zadani tlohy dojde k vlastnimu vypoctu, jehoz zacatek je ohlasen. B€hem vypoctu
k dalsim vypistiim nedochéazi, az po skonceni je ohlaSeno, zda existuje feseni, v tom
pfipadé je i vypséno, nebo zda FeSeni neexistuje. ReSeni je vypsédno po fadcich,
kde kazdy fadek odpovida jinému stavu grafu. Jednotlivé fadky se lisi krokem
pravé jednoho agenta, ktery se pfesunul. Na zacatku radku je vypsano, ke kterému
c¢asovému intervalu tento stav patii. Dale dostavame informaci o délce makespanu
potfebnému k vyteseni tlohy a kolik stavii se pri hledani feseni navstivilo. Piiklad
vystupu pro vstup z Obrazku je vidét na Obrazku [7.4]

> ./AStar -e short -f example_input
short - Using shortest path heuristic
Loading input...

Done loading input

Solving. ..

Number of visited states: 11
Solution:

201 -1

-1012

0-112

01-12

012-1

-1120

1-120

12-10

120 -1

makespan: 8

= =, N WP ooy N oo

Obréazek 7.4: Ukazka vystupu programu.
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Generatory

Pro Gcely testovani jsme vytvorili n€kolik generatorti, které jsou pouzity pro
generovani riznych typt grafi. Vsechny nize popsané generatory jsou také na
priloZzeném médiu.

Prvnim je generator, ktery vytvaii ¢isté orientované silné souvislé grafy. Toho
lze docilit vytvofenim orientované kruznice a naslednym pridavanim orientova-
nych usi. Po¢atecni rozmisténi agentti i jejich cilovy stav je ndhodné urcen. Gene-
rator samotny bere ¢tyfi argumenty - pocet agentti, velikost pocatecniho cyklu,
velikost usi a pocet usi. Vyhodou tohoto typu grafii je, ze pokud je pocet agentt
alespon o dva mensi nez celkovy pocet vrcholl, pak je tloha nad timto grafem
vzdy Tesitelna [I].

Dalsim je generator miizkovych grafi. Ten generuje grafy s dvéma typy pfe-
kézek - uzké hrdlo a piekazka uprostied mifzky (viz Obrazek [6.2)). Podle parame-
tri generatoru jsou pocatecni pozice agentti budto ndhodné nebo v jedné oblasti
grafu. Obdobné cilové pozice mohou byt ndhodné nebo v jedné jiné oblasti grafu.
Velikost hrany miizky mize byt zvolena z mnoziny 5, 7, 10 a 13. Pocet agentii je
také volitelny, predpoklada se ovSem, ze takovy pocet agentii se vejde do zvolené
miizky. Vygenerovany graf je ve formatu pro miizkové grafy popsany diive.
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