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Úvod

Mnoho dat z oblasti ekonomie a �nancí se uvádí v podob¥ tzv. £asových
°ad. Jde o uspo°ádanou posloupnost pozorování v £ase, která máme k dispozici
s ur£itou frekvencí, nap°. týdenní, denní, hodinovou i n¥kolikaminutovou. M·ºe
se jednat o ceny akcií, úrokové sazby, cenové indexy, m¥nové kurzy a dal²í. Za
ú£elem popisu chování takových °ad a konstrukce p°edpov¥dí jejich budoucího
vývoje se pouºívají r·zné matematické modely. P°i jejich aplikaci je klí£ová vol-
ba vhodného modelu pro konkrétní data, tzv. identi�kace modelu. Cílem této
práce je p°edstavit vybrané matematické modely vhodné pro analýzu �nan£ních
£asových °ad a popsat jejich identi�ka£ní kritéria. Na rozdíl od £etné literatury,
nap°. [3], jsou ve vzájemných souvislostech uvedeny identi�ka£ní procedury jak
pro jednorozm¥rné, tak i mnohorozm¥rné °ady. Fungování jednotlivých kritérií
bude ov¥°eno pomocí softwaru na simulovaných £asových °adách a následn¥ bu-
dou aplikována na reálná data z �nan£ní praxe.

Práce se zabývá lineárními modely ARMA, které jsou pro svou jednoduchost,
snadnou interpretovatelnost a implementaci v softwarových produktech populární
a v praxi pouºívané i p°es to, ºe pro analýzu �nan£ních dat byly navrºeny r·z-
né obecn¥j²í a sloºit¥j²í modely. Práce je rozd¥lena do dvou tematických blok·.
Kapitoly 1 � 4 pojednávají o modelech jednorozm¥rných £asových °ad a kapi-
toly 5 � 8 se v¥nují model·m mnohorozm¥rných °ad. Oba bloky jsou £len¥ny
stejným zp·sobem: nejprve jsou shrnuty základy teorie náhodných proces·, poté
jsou p°edstaveny jednotlivé modely AR, MA a ARMA a jejich vlastnosti. V dal-
²í kapitole se £tená° dozví o jednotlivých moºnostech identi�kace, která spo£ívá
ve volb¥ vhodného modelu a jeho °ádu. Jedná se o postupy zaloºené na korela£ní
struktu°e £asové °ady a informa£ní kritéria. Krom¥ klasických postup· jsou po-
psány i n¥které mén¥ známé, nap°íklad roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce
u jednorozm¥rných °ad a n¥které typy maticových autokorela£ních funkcí u mno-
horozm¥rných °ad. Dále je ov¥°eno fungování popsaných kritérií na simulovaných
£asových °adách. Jednotlivá kritéria jsou porovnána z hlediska jejich spolehlivosti
a jednoduchosti pouºití. V záv¥re£né kapitole kaºdého bloku pak uvádíme ukázku
identi�kace modelu pro konkrétní £asové °ady z �nan£ní praxe.

Teoretické podklady byly £erpány zejména z knih [20] a [4]. Na p°íslu²ných
místech v textu jsou citovány i dal²í pouºité zdroje. Pro zpracování simulovaných
i reálných £asových °ad jsme pouºili software R. Na p°iloºeném CD jsou umíst¥ny
zdrojové kódy a zpracovaná data.
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Kapitola 1

Lineární modely pro jednorozm¥rné
£asové °ady

1.1 Základní pojmy

Nejprve de�nujeme základní pojmy týkající se problematiky £asových °ad.

De�nice 1. Nech´ (Ω,F ,P) je pravd¥podobnostní prostor, nech´ T ⊂ R. Mnoºinu
reálných náhodných veli£in {Z (ω, t) , ω ∈ Ω, t ∈ T} de�novaných na (Ω,F ,P)
nazveme náhodný proces.

Hodnoty t ∈ T interpretujeme jako £as. Pro pevné t ∈ T je Z (ω, t) náhodná
veli£ina. Naopak pro dané ω ∈ Ω odpovídá Z (ω, t) jako deterministická funkce
prom¥nné t trajektorii náhodného procesu, která je pozorovatelná v praxi.

De�nice 2. Náhodný proces {Z (ω, t) , ω ∈ Ω, t ∈ T}, kde T ⊂ Z, nazveme
£asovou °adou.

Dále budeme místo Z (ω, t) psát pouze Zt.

De�nice 3. �asovou °adu {Zt, t ∈ T} nazveme siln¥ stacionární, pokud je
pravd¥podobnostní rozd¥lení daného náhodného procesu invariantní v·£i posun·m
v £ase, tedy pro libovolné n ∈ N, pro v²echna t1, . . . , tn ∈ T a pro libovolné k ∈ Z
takové, ºe ti + k ∈ T pro 1 ≤ i ≤ n, platí

L (Zt1 , . . . ,Ztn) = L (Zt1+k, . . . ,Ztn+k) .

De�nice 4. �asovou °adu {Zt, t ∈ T} s kone£nými druhými momenty nazve-
me slab¥ stacionární, pokud pro v²echna s, t ∈ T a libovolné k ∈ Z takové, ºe
s+ k, t+ k ∈ T, platí

E (Zt) = µ = konst,

cov (Zs,Zt) = cov (Zs+k,Zt+k) .

Stacionarita znamená ur£itou stochastickou ustálenost chování £asové °ady.
Striktní stacionarita poºaduje invarianci pravd¥podobnostního rozd¥lení daného
náhodného procesu v·£i posun·m v £ase; pro slabou stacionaritu sta£í, aby byly
v·£i posun·m v £ase invariantní pouze první dva momenty. Z de�nice slab¥ sta-
cionární £asové °ady také vyplývá, ºe var (Zt) = σ2

Z = konst. Slabou stacionaritu
budeme dále nazývat pouze stacionaritou.
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V praxi je obvyklá silná korelovanost hodnot £asové °ady. Popisuje se pomocí
autokovarian£ní a autokorela£ní funkce, které nyní de�nujeme pro stacionární
£asové °ady.

De�nice 5. Autokovarian£ní funkci pro zpoºd¥ní k de�nujeme jako

γk = cov (Zt,Zt+k) = E (Zt − µ) (Zt+k − µ) , k = . . . ,− 1,0,1, . . .

De�nice 6. Autokorela£ní funkci (ACF) pro zpoºd¥ní k de�nujeme jako

ρk =
cov (Zt,Zt+k)√
varZt

√
varZt+k

=
γk
γ0

=
γk
σ2
Z

, k = . . . ,− 1,0,1, . . .

Autokovarian£ní a autokorela£ní funkce stacionárního procesu mají následující
vlastnosti:

• γ0 = varZt, ρ0 = 1,

• |γk| ≤ γ0, |ρk| ≤ 1,

• γk = γ−k, ρk = ρ−k, tedy γk a ρk jsou sudé funkce.

Vzhledem k poslední vlastnosti se gra�cky zobrazují hodnoty autokorela£ní
funkce pouze pro nezáporná zpoºd¥ní k. Jejich graf se nazývá korelogram.

Korelace mezi náhodnými veli£inami Zt a Zt+k pro k > 1 je £asto ovlivn¥na
veli£inami Zt+1, Zt+2, . . . ,Zt+k−1. Proto nás obvykle zajímá také parciální korelace
veli£in Zt, Zt+k o£i²t¥ná o vliv veli£in leºících mezi nimi.

De�nice 7. Parciální autokorela£ní funkci (PACF) pro zpoºd¥ní k de�nujeme
jako parciální korela£ní koe�cient φkk mezi Zt a Zt+k p°i pevných hodnotách
Zt+1, . . . , Zt+k−1.

Poznámka. Z°ejm¥ platí φ00 = 1 a φ11 = ρ1.

Dále zavedeme vytvo°ující funkci autokovarian£ní a autokorela£ní funkce dle
[20], str. 25.

De�nice 8. Pro danou autokovarian£ní funkci γk, k = 0,±1,±2, . . . de�nujeme
vytvo°ující funkci autokovarian£ní funkce jako

γ (B) =
∞∑

k=−∞

γkB
k. (1.1)

De�nice 9. Pro danou autokorela£ní funkci ρk, k = 0,±1,±2, . . . de�nujeme
vytvo°ující funkci autokorela£ní funkce jako

ρ (B) =
∞∑

k=−∞

ρkB
k =

γ (B)

γ0
. (1.2)

V praxi máme k dispozici jednu pozorovanou trajektorii £asové °ady Z1, . . . , Zn.
Z ní lze odhadnout st°ední hodnotu, autokovarian£ní a autokorela£ní funkci násle-
dujícím zp·sobem.
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De�nice 10. Pro stacionární £asovou °adu de�nujeme odhad st°ední hodnoty
jako

µ̂ = Z̄ =
1

n

n∑
t=1

Zt.

De�nice 11. Pro stacionární £asovou °adu de�nujeme odhad autokovarian£ní
funkce jako

γ̂k = ck =
1

n

n−k∑
t=1

(
Zt − Z̄

) (
Zt+k − Z̄

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

De�nice 12. Odhad autokorela£ní funkce de�nujeme jako

ρ̂k = rk =
ck
c0

=

∑n−k
t=1

(
Zt − Z̄

) (
Zt+k − Z̄

)∑n
t=1

(
Zt − Z̄

)2 , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Odhad parciální autokorelace φkk lze podle [4], str. 331 získat jako odhad
parametru ϕkk v regresním modelu

Zt+k = δ + ϕk1Zt+k−1 + ϕk2Zt+k−2 + . . .+ ϕkkZt + εt+k,

nicmén¥ v praxi se obvykle pouºívá odhad dle následující de�nice.

De�nice 13. Odhad parciální autokorela£ní funkce de�nujeme rekurentn¥ jako

φ̂11 = r11 = r1,

φ̂kk = rkk =
rk −

∑k−1
j=1 rk−1,j · rk−j

1−
∑k−1

j=1 rk−1,j · rj
, k > 1,

kde
rkj = rk−1,j − rkk · rk−1,k−j, j = 1, . . . k − 1.

1.2 Lineární proces

De�nice 14. �asovou °adu {εt} nazveme bílý ²um, pokud {εt} je posloupnost
náhodných veli£in spl¬ující E (εt) = 0, var (εt) = σ2

ε > 0 a γk = cov (εt,εt+k) = 0
pro v²echna k 6= 0.

Snadno nahlédneme, ºe bílý ²um má autokorela£ní funkci

ρk =

{
1 pro k = 0,
0 pro k 6= 0

a parciální autokorela£ní funkci

φkk =

{
1 pro k = 0,
0 pro k 6= 0.

Jelikoº ale ρ0 = φ00 = 1 platí pro libovolnou £asovou °adu, zajímá nás je-
jich chování pouze pro k 6= 0. Proto obvykle °íkáme, ºe autokorela£ní a parciální
autokorela£ní funkce bílého ²umu jsou identicky rovny nule.
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De�nice 15. Lineární proces de�nujeme jako nekone£nou £asovou °adu

Zt = εt + ψ1εt−1 + ψ2εt−2 + . . . =
∞∑
j=0

ψjεt−j, (1.3)

kde εt je bílý ²um a ψj ∈ R jsou parametry.

Lineární proces tedy p°edstavuje lineární kombinaci £len· posloupnosti bílé-
ho ²umu, ve které ψ0 = 1. Jiné vyjád°ení je moºné p°i zavedení tzv. operátoru
£asového posunu B, který zpozdí veli£inu o jedno £asové období, tedy

BZt = Zt−1,

a jeho j-tá mocnina zpozdí veli£inu o j £asových období:

BjZt = Bj−1 (BZt) = Bj−1Zt−1 = . . . = Zt−j.

Lineární proces pak lze psát jako

Zt =
(
1 + ψ1B + ψ2B

2 + . . .
)
εt = Ψ (B) εt,

kde Ψ (B) =
∑∞

j=0 ψjB
j, ψ0 = 1.

V mocninné °ad¥ Ψ (B) se operátor B chová jako prom¥nná z v klasické moc-
ninné °ad¥ Ψ (z). Podmínka

Ψ (z) konverguje pro |z| ≤ 1,

tedy na jednotkovém kruhu v komplexní rovin¥, je posta£ující pro existenci a staci-
onaritu lineárního procesu. Potom má proces st°ední hodnotu E (Zt) = 0 a rozptyl
var (Zt) = σ2

ε

∑∞
j=0 ψ

2
j . Jeho autokovarian£ní funkce je

γk = E (ZtZt+k) = E

(
∞∑
i=0

∞∑
j=0

ψiψjεt−iεt+k−j

)
= σ2

ε

∞∑
i=0

ψiψi+k,

kde jsme v poslední rovnosti vyuºili, ºe náhodné veli£iny εt a εt+k jsou nekorelo-
vané pro k 6= 0. Autokorela£ní funkce má tvar

ρk =

∑∞
i=0 ψiψi+k∑∞
i=0 ψ

2
i

.

Dle (1.1) lze psát vytvo°ující funkci autokovarian£ní funkce jako

γ (B) = σ2
ε

∞∑
k=−∞

∞∑
i=0

ψiψi+kB
k j=i+k

= σ2
ε

∞∑
i=0

∞∑
j=0

ψiψjB
j−i =

= σ2
ε

∞∑
j=0

ψjB
j

∞∑
i=0

ψiB
−i = σ2

εψ (B)ψ
(
B−1

)
, (1.4)

kde jsme ve druhé rovnosti vyuºili, ºe ψj = 0 pro j < 0.
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V p°ípad¥, ºe je lineární proces invertibilní, lze ho zapsat ve tvaru

Zt = π1Zt−1 + π2Zt−2 + . . .+ εt, (1.5)

tj. εt = Zt − π1Zt−1 − . . . = Π (B)Zt,

kde Π (B) = 1 −
∑∞

j=1 πjB
j. Toto vyjád°ení je moºné p°i spln¥ní posta£ující

podmínky
Π (z) konverguje pro |z| ≤ 1,

tedy na jednotkovém kruhu v komplexní rovin¥.

1.3 Model klouzavých sou£t·

De�nice 16. �ekneme, ºe £asová °ada {Zt} se °ídí modelem klouzavých sou£t·
°ádu q, pokud platí

Zt = εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q = Θ (B) εt,

kde εt je bílý ²um, θ1, . . . , θq ∈ R jsou parametry (θq 6= 0) a

Θ (B) = 1 + θ1B + . . .+ θqB
q

je operátor klouzavých sou£t·.

Model klouzavých sou£t· °ádu q zna£íme MA(q) a dostaneme ho z lineárního
procesu (1.3) vynulováním jeho parametr· krom¥ prvních q z nich. Model MA(q)
je vºdy stacionární s nulovou st°ední hodnotou a za podmínky, ºe v²echny ko°eny
polynomu

Θ (z) = 1 + θ1z + . . .+ θqz
q

leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovin¥, také invertibilní. Jeho rozptyl je

γ0 = σ2
ε

q∑
j=0

θ2j ,

kde θ0 = 1.

Autokovarian£ní funkce má tvar

γk =

{
(θk + θ1θk+1 + . . .+ θq−kθq)σ

2
ε pro k = 1, . . . , q,

0 pro k > q

a snadno získáme i autokorela£ní funkci

ρk =

{
θk+θ1θk+1+...+θq−kθq

1+θ21+...+θ
2
q

pro k = 1, . . . , q,

0 pro k > q.
(1.6)

�íkáme, ºe autokorela£ní funkce modelu klouzavých sou£t· má bod useknutí
k0 rovný °ádu q. Jak uvádí [4] na str. 334, parciální autokorela£ní funkce mo-
delu MA(q) je omezena lineární kombinací geometricky klesajících posloupností
a sinusoid s geometricky klesajícími amplitudami a nemá bod useknutí.
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1.4 Autoregresní model

De�nice 17. �ekneme, ºe £asová °ada {Zt} se °ídí autoregresním modelem °ádu
p, pokud platí

Zt = ϕ1Zt−1 + . . .+ ϕpZt−p + εt, (1.7)

tj. Zt − ϕ1Zt−1 − . . .− ϕpZt−p = Φ (B)Zt = εt, (1.8)

kde εt je bílý ²um, ϕ1, . . . , ϕp ∈ R jsou parametry (ϕp 6= 0) a

Φ (B) = 1− ϕ1B − . . .− ϕpBp

je autoregresní operátor.

Autoregresní model °ádu p zna£íme AR(p) a dostaneme ho z invertované-
ho zápisu lineárního procesu (1.5) vynulováním jeho parametr· krom¥ prvních
p z nich. Model AR(p) je tedy vºdy invertibilní a za posta£ující podmínky, ºe
v²echny ko°eny polynomu

Φ (z) = 1− ϕ1z − . . .− ϕpzp

leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovin¥, také stacionární s nulovou st°ední
hodnotou a rozptylem

γ0 =
σ2
ε

1− ϕ1ρ1 − . . .− ϕpρp
.

Vynásobíme-li rovnici (1.7) hodnotou Zt−k pro k > 0, m·ºeme napsat její
st°ední hodnotu jako

E (Zt · Zt−k) = ϕ1 E (Zt−1 · Zt−k) + . . .+ ϕp E (Zt−p · Zt−k) + E (εt · Zt−k)︸ ︷︷ ︸
0

,

kde poslední st°ední hodnota je nulová, jelikoº z (1.8) je Zt−k = Φ−1 (B) εt−k
lineární proces vytvo°ený z hodnot εt−k, εt−k−1, . . . a náhodné veli£iny εt a Zt−k
jsou tedy pro k > 0 nekorelované. Dále lze psát

γk = ϕ1γk−1 + . . .+ ϕpγk−p,

odkud po vyd¥lení rozptylem γ0 dostaneme diferen£ní rovnici pro autokorela£ní
funkci modelu AR(p)

ρk = ϕ1ρk−1 + . . .+ ϕpρk−p. (1.9)

Zapsáním rovnice (1.9) pro k = 1, . . . , p dostaneme soustavu tzv. Yule-
Walkerových rovnic, pomocí které lze vypo£ítat parametry ϕ1, . . . , ϕp:

ρ1 = ϕ1 +ϕ2ρ1 + . . .+ϕpρp−1,

ρ2 = ϕ1ρ1 +ϕ2 + . . .+ϕpρp−2,

...
ρp = ϕ1ρp−1+ϕ2ρp−2+ . . .+ϕp.

Autokorela£ní funkce modelu AR(p) je lineární kombinace klesajících geome-
trických posloupností a sinusoid r·zných frekvencí s geometricky klesajícími am-
plitudami, viz nap°. [4], str. 335. Parciální autokorela£ní funkce má bod useknutí
k0 roven °ádu modelu p.
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1.5 Smí²ený model ARMA

V praxi se stává, ºe pouºití AR nebo MA modelu vyºaduje pro adekvátní
popis dané £asové °ady pouºití modelu vysokého °ádu. Proto je uºite£né do mo-
delu zahrnout autoregresní £leny i £leny modelu klouzavých sou£t· zárove¬, £ímº
vznikne tzv. smí²ený model ARMA. Pot°ebný po£et parametr· se v takovém
p°ípad¥ £asto sníºí.

De�nice 18. �ekneme, ºe £asová °ada {Zt} se °ídí modelem ARMA °ád· p a q,
pokud platí

Zt = ϕ1Zt−1 + . . .+ ϕpZt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q, (1.10)

tj. Φ (B)Zt = Θ (B) εt, (1.11)

kde εt je bílý ²um, ϕ1, . . . , ϕp, θ1, . . . , θq ∈ R jsou parametry (ϕp 6= 0, θq 6= 0),

Φ (B) = 1− ϕ1B − . . .− ϕpBp

je autoregresní operátor a

Θ (B) = 1 + θ1B + . . .+ θqB
q

je operátor klouzavých sou£t·.

Posta£ující podmínka stacionarity modelu ARMA(p,q) odpovídá podmínce
stacionarity modelu AR(p), tedy ºe v²echny ko°eny polynomu

Φ (z) = 1− ϕ1z − . . .− ϕpzp

leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovin¥. Stejn¥ tak podmínka invertibi-
lity modelu ARMA(p,q) odpovídá podmínce invertibility modelu MA(q), tedy ºe
v²echny ko°eny polynomu

Θ (z) = 1 + θ1z + . . .+ θqz
q

leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovin¥.

P°enásobením rovnice (1.10) £lenem Zt−k a p°echodem ke st°edním hodnotám
dostaneme

E (Zt · Zt−k) = ϕ1 E (Zt−1 · Zt−k) + . . .+ ϕp E (Zt−p · Zt−k) +

+ E (εt · Zt−k) + θ1 E (εt−1 · Zt−k) + . . .+ θq E (εt−q · Zt−k) .

Dále vyuºijeme, ºe platí

E (εt−i · Zt−k) = 0 pro k > i,

nebo´ z (1.11) je
Zt−k = Φ−1 (B)Θ (B) εt−k

lineární proces vytvo°ený z hodnot εt−k, εt−k−1, . . . a náhodné veli£iny εt−i a Zt−k
jsou pro k > i nekorelované. Lze tedy psát

γk = ϕ1γk−1 + . . . ϕpγk−p pro k > q

10



a po vyd¥lení rozptylem γ0 dostaneme diferen£ní rovnici pro autokovarian£ní funk-
ci modelu ARMA(p, q)

ρk = ϕ1ρk−1 + . . . ϕpρk−p pro k > q.

Ta nemá bod useknutí a dle [4], str. 337 tvo°í lineární kombinaci klesajících ge-
ometrických posloupností a sinusoid r·zných frekvencí s geometricky klesajícími
amplitudami krom¥ hodnot ρ0, ρ1, . . . , ρq−p (v p°ípad¥, ºe p ≤ q).

Parciální autokovarian£ní funkce dle téhoº zdroje taktéº nemá bod useknu-
tí a je omezena lineární kombinací klesajících geometrických posloupností a si-
nusoid r·zných frekvencí s geometricky klesajícími amplitudami krom¥ hodnot
ρ00,ρ11, . . . , ρp−q,p−q (v p°ípad¥, ºe p ≥ q).

Poznámka. Uvedené stacionární modely lze zobecnit i pro nenulovou (v £ase
nem¥nnou) st°ední hodnotu EZt = µ. Nap°íklad model ARMA(p, q) se st°ední
hodnotou µ pak má tvar

Zt − µ = ϕ1 (Zt−1 − µ) + . . .+ ϕp (Zt−p − µ) + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q,

neboli

Zt = α + ϕ1Zt−1 + . . .+ ϕpZt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q, (1.12)

kde α = µ · (1− ϕ1 − . . .− ϕp) .

1.6 Výstavba modelu

V praxi se obvykle pro pozorovanou £asovou °adu provádí konstrukce modelu
v následujících t°ech krocích:

1. identi�kace modelu � pro pozorovanou £asovou °adu hledáme typ modelu
(AR, MA, ARMA) a jeho °ád, nap°íklad MA(2);

2. odhad parametr· modelu � nap°íklad v modelu MA(2) odhadujeme para-
metry θ1, θ2;

3. diagnostika modelu � ov¥°ujeme shodu identi�kovaného a odhadnutého mo-
delu s daty a p°ípadn¥ jeho p°edpov¥dní schopnosti.

Metody odhadu parametr· v ARMA modelu jsou popsány v knize [20], kap. 7.
Jedná se nap°íklad o metodu nejmen²ích £tverc·, metodu maximální v¥rohod-
nosti £i momentovou metodu. Pro jejich praktickou aplikaci se pouºívají vhodné
softwarové produkty. Stejný zdroj uvádí i r·zné diagnostické nástroje, pomocí
kterých se ov¥°uje vhodnost modelu pomocí posouzení spln¥ní jeho p°edpoklad·.
Kontrolujeme zejména nulovost st°ední hodnoty vypo£teného bílého ²umu, jeho
konstantní rozptyl, nekorelovanost a normalitu. V dal²í £ásti práce se budeme
podrobn¥ji v¥novat identi�ka£nímu kroku výstavby modelu.
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Kapitola 2

Identi�kace model·
jednorozm¥rných £asových °ad

P°i konstrukci modelu £asové °ady je klí£ová volba správného typu modelu
a jeho °ádu. Prvním krokem je vºdy gra�cká prohlídka analyzovaných dat a zji²-
t¥ní, zda °ada v £ase nem¥ní sv·j charakter a má konstantní úrove¬. V p°ípad¥,
ºe st°ední hodnota není nulová, ale v £ase se nem¥ní, lze °adu nejprve centrovat
nebo zvolit model s konstantní st°ední hodnotou, nap°. (1.12). Pokud je °ada ne-
stacionární, obvykle se provádí vhodná transformace, a to zejména diferencování
a transformace homogenizující rozptyl, nap°íklad Boxova-Coxova transformace.

2.1 Boxova-Coxova transformace

Tvar Boxovy-Coxovy transformace je

Z
(λ)
t =

 (Zt + c)λ − 1

λ
pro λ 6= 0,

ln (Zt + c) pro λ = 0,

kde c > 0 je úrov¬ový parametr volený tak, aby Zt + c > 0, a λ ∈ R je typový
parametr klí£ový pro tvar transformace. Volbu logaritmické transformace pro
λ = 0 dostaneme z toho, ºe

lim
λ→0

(Zt + c)λ − 1

λ
= ln (Zt + c) .

Zp·sob odhadu parametru λ je popsán v [20], str. 84, ale v praxi se obvykle
stanovuje následujícím postupem (viz [4], str. 317):

1. °ada z1, . . . , zn se rozd¥lí do krátkých segment· stejné délky,

2. v j-tém segmentu se vypo£te výb¥rový pr·m¥r z̄(j) a výb¥rová sm¥rodatná
odchylka sz(j),

3. gra�cky se znázorní body (z̄(j), sz(j)),

4. body se p°ibliºn¥ proloºí hladkou k°ivkou a podle jejího tvaru se zvolí λ dle
tabulky 2.1.

Krom¥ £ty° moºností volby typového parametru uvedených v tabulce 2.1 p°i-
pou²tí zdroj [20] také volbu λ = −1 s transformací typu 1/Zt.
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Tvar k°ivky Volba λ Typ transformace

konstanta 1 Zt
konkávní 1

2

√
Zt

p°ímka 0 lnZt
konvexní −1

2
1/
√
Zt

Tabulka 2.1: Volba typového parametru λ v Boxov¥-Coxov¥ transformaci

Boxova-Coxova transformace nejen homogenizuje rozptyl, aby byl p°ibliºn¥
konstantní v £ase, ale také se²ikmené rozd¥lení °ady p°ibliºuje k symetrickému,
£asto dokonce normálnímu rozd¥lení, které je uºite£né pro konstrukci p°edpov¥d-
ních interval· a linearizuje model £asové °ady. Boxova-Coxova transformace se
doporu£uje provést je²t¥ p°ed p°ípadným diferencováním.

2.2 Transformace diferencováním

P°ed vlastní volbou modelu je vhodné ov¥°it nutný °ád diferencování analy-
zované °ady. Vykreslíme odhadnutý korelogram a parciální korelogram p·vodní
°ady (po p°ípadné Boxov¥-Coxov¥ transformaci) a rozhodneme o pot°eb¥ a °ádu
diferencování podle následujících pravidel (dle [20], str. 105):

1. V p°ípad¥, ºe odhadnutá ACF velmi pomalu klesá a odhadnutá PACF má
bod useknutí k0 = 1, provedeme diferencování. Diference prvního °ádu do-
staneme jako ∆Zt = (1−B)Zt = Zt−Zt−1. Jde o velmi subjektivní meto-
du, kterou lze nahradit provedením statistického testu na jednotkový ko°en,
nap°. Dickeyova-Fullerova testu, viz dále.

2. V n¥kterých p°ípadech je pot°eba vy²²í °ád diferencování (1−B)d Zt pro
d > 1. �ád d obvykle bývá 0, 1 nebo 2. Diferencování se doporu£uje volit co
nejjednodu²²í, aby nedo²lo k tzv. p°ediferencování, které vede k rostoucímu
rozptylu transformované °ady, viz [4], str. 320.

Moºnost stacionarizace £asové °ady pomocí diferencování souvisí s tím, ºe p°í-
slu²ný autoregresní operátor modelu má (tém¥°) jednotkový ko°en. Podle prohlíd-
ky odhadnutého korelogramu v²ak nelze vºdy jednozna£n¥ rozli²it nestacionární
model náhodné procházky s jednotkovým ko°enem Zt = Zt−1+εt nap°. od stacio-
nárního AR(1) modelu Zt = 0.95Zt−1+εt s tém¥° jednotkovým ko°enem. Proto je
vhodné krom¥ prohlídky ACF a PACF pouºít také statistický test na jednotkový
ko°en.

2.2.1 Dickey·v-Fuller·v test

Uvaºujeme model AR(1)

Zt = ϕ1Zt−1 + εt, t = 1,2, . . .

kde Z0 = 0. Pokud |ϕ1| = 1, existuje jednotkový ko°en autoregresního polynomu
a proces je nestacionární. Dickey a Fuller navrhli v £láncích [5] a [6] t°i varianty
testu na jednotkový ko°en, souhrnn¥ ozna£ované jako τ -testy:
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τ -test: H0: Zt = Zt−1 + εt proti H1: Zt = ϕ1Zt−1 + εt, ϕ1 < 1,

τµ-test: H0: Zt = Zt−1 + εt proti H1: Zt = µ+ ϕ1Zt−1 + εt, ϕ1 < 1,

ττ -test: H0: Zt = Zt−1 + εt proti H1: Zt = µ+ βt+ ϕ1Zt−1 + εt, ϕ1 < 1.

Jde o jednostranné testy, ve kterých v alternativ¥ uvaºujeme ϕ1 < 1. V nulové
hypotéze vystupuje model náhodné procházky a v alternativ¥ postupn¥ stacio-
nární model AR(1), stacionární model AR(1) s nenulovou konstantní st°ední hod-
notou µZ = µ

1−ϕ1
a stacionární model AR(1) s lineárním trendem µ+ βt. Nulová

hypotéza lze pro v²echny t°i varianty testu napsat jako

H0: ∆Zt = δZt−1 + εt, kde δ = 0 (2.1)

a alternativa jako

H1: ∆Zt = µ+ βt+ δZt−1 + εt, kde δ < 0,

p°i£emº δ = ϕ1−1, pro τ -test µ = β = 0 a pro τµ-test β = 0. U τµ-testu a ττ -testu
nás zajímá pouze to, zda δ < 0. Na významnosti parametr· µ a β nezáleºí.

Jelikoº tedy testujeme významnost parametru δ v regresním modelu (2.1),
testová statistika pro v²echny t°i verze testu odpovídá testové statistice t-testu

DF =
δ̂

σ̂
(
δ̂
) , (2.2)

kde δ̂ zna£í odhad parametru δ metodou nejmen²ích £tverc· a σ̂
(
δ̂
)
je odhad

sm¥rodatné odchylky odhadu parametru δ.

Zp·sob výpo£tu t¥chto odhad· pro pozorování Z1, . . . , Zn se pro jednotlivé
varianty testu li²í. Pro τ -test uvaºujeme regresní model ∆Z2

...
∆Zn

 =

 Z1
...

Zn−1

 · δ +

 ε2
...
εn

 ,

ve kterém odhad parametru δ dostaneme jako

δ̂ =

∑n
t=2 (∆Zt)Zt−1∑n

t=2 Z
2
t−1

a odhad jeho sm¥rodatné odchylky jako

σ̂
(
δ̂
)

=

√√√√∑n
t=2

(
∆Zt − δ̂Zt−1

)2
(n− 2)

∑n
t=2 Z

2
t−1

.

V p°ípad¥ τµ-testu pracujeme s regresním modelem ∆Z2
...

∆Zn

 =

 1 Z1
...

...
1 Zn−1

 · ( µ
δ

)
+

 ε2
...
εn

 ,
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pro který vycházejí odhady parametr·

µ̂ =
z̄(0)
∑n

t=2 Z
2
t−1 − z̄(−1)

∑n
t=2 (∆Zt)Zt−1∑n

t=2 Z
2
t−1 − z̄(−1)

∑n
t=2 Zt−1

,

δ̂ =

∑n
t=2

(
∆Zt − z̄(0)

) (
Zt−1 − z̄(−1)

)∑n
t=2

(
Zt−1 − z̄(−1)

)2 ,

kde

z̄(0) =

∑n
t=2∆Zt
n− 1

, z̄(−1) =

∑n
t=2 Zt−1
n− 1

a odhad sm¥rodatné odchylky parametru δ pot°ebný pro testovou statistiku (2.2)

σ̂
(
δ̂
)

=

√√√√√ ∑n
t=2

(
∆Zt − µ̂− δ̂Zt−1

)2
(n− 3)

∑n
t=2

(
Zt−1 − z̄(−1)

)2 .
Odvození testové statistiky ττ -testu probíhá obdobn¥ s vyuºitím regresního

modelu  ∆Z2
...

∆Zn

 =

 1 2 Z1
...

...
...

1 n Zn−1

 ·
 µ

β
δ

+

 ε2
...
εn

 .

Testová statistika DF za platnosti nulové hypotézy nemá t-rozd¥lení jako v p°í-
pad¥ klasického t-testu, ale nestandardní rozd¥lení, pro které bylo nutné kvantily
τ̂α (n) napo£ítat simula£n¥ pro r·zné délky °ad n. Kvantily pro jednotlivé typy
testu jsou uvedeny v tabulkách 2.2, 2.3 a 2.4 p°evzatých z [7], str. 642. Kritický
obor má tvar

DF ≤ τ̂α (n) .

2.2.2 Roz²í°ený Dickey·v-Fuller·v test

Dickey·v-Fuller·v test je pouºitelný jen pro model AR(1), jehoº reziduální
sloºka εt je nezávislý bílý ²um. Pokud °ád autokorelace °ady Zt je v¥t²í neº 1,
prom¥nná ∆Zt v modelu (2.1) stále obsahuje autokorelovanost. Potom test vyka-
zuje pravd¥podobnost chyby prvního druhu v¥t²í, neº je zvolená hladina α. Tento
problém °e²í tzv. roz²í°ený Dickey·v-Fuller·v test (ADF) zmín¥ný v [4], str. 355.
Nulová hypotéza má tvar

H0: ∆Zt = δ0Zt−1 + δ1∆Zt−1 + . . .+ δp∆Zt−p + εt, kde δ0 = 0

a testová statistika i kritické obory pro test nulovosti parametru δ0 jsou stejné
jako u p°edchozího Dickeyova-Fullerova testu. �ád p autoregrese je t°eba stano-
vit p°ed pouºitím testu. K jeho volb¥ se doporu£uje vyuºít informa£ní kritéria
popsaná v kapitole 2.5.
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Délka °ady n
α

0,01 0,025 0,05 0,10 0,50 0,90 0,95 0,975 0,99

25 �2,65 �2,26 �1,95 �1,60 �0,47 0,92 1,33 1,70 2,15
50 �2,62 �2,25 �1,95 �1,61 �0,49 0,91 1,31 1,66 2,08
100 �2,60 �2,24 �1,95 �1,61 �0,50 0,90 1,29 1,64 2,04
250 �2,58 �2,24 �1,95 �1,62 �0,50 0,89 1,28 1,63 2,02
500 �2,58 �2,23 �1,95 �1,62 �0,50 0,89 1,28 1,62 2,01
∞ �2,58 �2,23 �1,95 �1,62 �0,51 0,89 1,28 1,62 2,01

Tabulka 2.2: Kvantily testové statistiky τ -testu

Délka °ady n
α

0,01 0,025 0,05 0,10 0,50 0,90 0,95 0,975 0,99

25 �3,75 �3,33 �2,99 �2,64 �1,53 �0,37 0,00 0,34 0,71
50 �3,59 �3,23 �2,93 �2,60 �1,55 �0,41 �0,04 0,28 0,66
100 �3,50 �3,17 �2,90 �2,59 �1,56 �0,42 �0,06 0,26 0,63
250 �3,45 �3,14 �2,88 �2,58 �1,56 �0,42 �0,07 0,24 0,62
500 �3,44 �3,13 �2,87 �2,57 �1,57 �0,44 �0,07 0,24 0,61
∞ �3,42 �3,12 �2,86 �2,57 �1,57 �0,44 �0,08 0,23 0,60

Tabulka 2.3: Kvantily testové statistiky τµ-testu

Délka °ady n
α

0,01 0,025 0,05 0,10 0,50 0,90 0,95 0,975 0,99

25 �4,38 �3,95 �3,60 �3,24 �2,14 �1,14 �0,81 �0,50 �0,15
50 �4,16 �3,80 �3,50 �3,18 �2,16 �1,19 �0,87 �0,58 �0,24
100 �4,05 �3,73 �3,45 �3,15 �2,17 �1,22 �0,90 �0,62 �0,28
250 �3,98 �3,69 �3,42 �3,13 �2,18 �1,23 �0,92 �0,64 �0,31
500 �3,97 �3,67 �3,42 �3,13 �2,18 �1,24 �0,93 �0,65 �0,32
∞ �3,96 �3,67 �3,41 �3,13 �2,18 �1,25 �0,94 �0,66 �0,32

Tabulka 2.4: Kvantily testové statistiky ττ -testu
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Poznámka. Nevýhodou Dickeyova-Fullerova testu je, ºe má n¥kdy slabou roz-
li²ovací schopnost. Proto se £asto provádí sou£asn¥ s KPSS-testem (viz [11]), jehoº
nulová hypotéza a alternativa jsou opa£né, neº u roz²í°eného Dickeyova-Fullerova
testu. Nulovou hypotézou je tedy stacionarita testované °ady. Podle výsledku
obou test· se pak rozhodne takto:

• pokud HADF

0 se zamítá a HKPSS

0 nelze zamítnout, je potvrzena stacionarita,

• pokud HADF

0 nelze zamítnout a HKPSS

0 se zamítá, je potvrzena nestacionarita
a p°ítomnost jednotkového ko°ene autoregresního polynomu,

• ve zbývajících dvou p°ípadech se výsledek povaºuje za nepr·kazný.

2.3 Identi�kace pomocí tvaru ACF a PACF

Po provedení pot°ebných transformací lze p°istoupit k vlastní identi�kaci
vhodného modelu. Jednou z moºností je identi�kace podle tvaru odhadnuté auto-
korela£ní a parciální autokorela£ní funkce. Jde o subjektivní metodu, která spo-
£ívá v prohlídce odhadu korelogramu a parciálního korelogramu transformované
£asové °ady a porovnání s jejich teoretickými prot¥j²ky. Rozhodujeme se zejména
podle bodu useknutí k0, za kterým je funkce jiº nulová, (£i jeho neexistence) a pod-
le tvaru korelogramu. Základní vlastnosti autokorela£ní a parciální autokorela£ní
funkce stacionárních a invertibilních proces· AR(p), MA(q) a ARMA(p, q) shr-
nuje tabulka 2.5 p°evzatá z [4], str. 339. Písmenem U se zde ozna£uje k°ivka ve
tvaru lineární kombinace klesajících geometrických posloupností a sinusoid s ge-
ometricky klesajícími amplitudami.

P°i ov¥°ování bodu useknutí je t°eba stanovit, jak blízko nule musí odhadnutá
autokorela£ní funkce být, abychom mohli s p°edem danou spolehlivostí tvrdit,
ºe ρk = 0. Lze testovat hypotézu, ºe p°irozené £íslo k0 je bod useknutí, pomocí
následujících aproximací (viz [4], str. 340):

• Bartlettova aproximace pro autokorela£ní funkci s asymptotickým kritickým
oborem na hladin¥ významnosti 5 %

|rk| ≥ 2

√√√√ 1

n

(
1 + 2

k0∑
j=1

r2j

)
pro n¥jaké k > k0, (2.3)

• Quenouilleova aproximace pro parciální autokorela£ní funkci s kritickým
oborem na hladin¥ významnosti 5 %

|rkk| ≥ 2

√
1

n
pro n¥jaké k > k0. (2.4)

V [20] na str. 105 se pro úsp¥²nou identi�kaci doporu£uje délka pozorované
°ady n ≥ 50 a sestavení korelogramu pro k = 1, . . . , n

4
.

17



AR(p) MA(q) ARMA(p, q)

ρk ve tvaru k°ivky U ;
neexistuje k0

k0 = q ve tvaru k°ivky U po
prvních q − p hodnotách;
neexistuje k0

ρkk k0 = p omezená k°ivkou U ;
neexistuje k0

omezená k°ivkou U po
prvních p − q hodnotách;
neexistuje k0

Tabulka 2.5: Vlastnosti ACF a PACF stacionárních a invertibilních proces· AR,
MA a ARMA

2.4 Identi�kace pomocí speciálních funkcí

K identi�kaci vhodného modelu lze také vyuºít n¥které speciální funkce jako
inverzní autokorela£ní funkci nebo roz²í°enou výb¥rovou autokorela£ní funkci,
které jsou popsány nap°. v kapitolách 6.3 a 6.4 knihy [20].

2.4.1 Inverzní autokorela£ní funkce

Uvaºujme stacionární a invertibilní model ARMA(p, q)

Φ (B)Zt = Θ (B) εt, (2.5)

kde Φ (B) je autoregresní operátor a Θ (B) je operátor klouzavých sou£t·. Rovnici
(2.5) lze psát ve tvaru lineárního procesu (1.3) jako

Zt =
Θ (B)

Φ (B)
εt = ψ (B) εt.

Vytvo°ující funkci autokovarian£ní funkce tohoto modelu dostaneme z (1.4) jako

γ (B) =
∞∑

k=−∞

γkB
k =

= σ2
εψ (B)ψ

(
B−1

)
=

= σ2
ε ·
Θ (B)Θ (B−1)

Φ (B)Φ (B−1)
. (2.6)

P°edpokládejme, ºe |γ (B) | > 0 pro v²echna |B| ≤ 1 a ozna£me

γ(I) (B) =
1

γ (B)
=

∞∑
k=−∞

γ
(I)
k Bk =

=
1

σ2
ε

· Φ (B)Φ (B−1)

Θ (B)Θ (B−1)
. (2.7)

Proces, jehoº vytvo°ující funkce autokovarian£ní funkce je γ(I) (B), nazýváme
inverzním procesem k procesu (2.5). γ(I) (B) nazýváme vytvo°ující funkcí inverzní
autokovarian£ní funkce procesu {Zt}.
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De�nice 19. Vytvo°ující funkci inverzní autokorela£ní funkce de�nujeme jako

ρ(I) (B) =
γ(I) (B)

γ
(I)
0

.

De�nice 20. Inverzní autokorela£ní funkci (IACF) jako funkci zpoºd¥ní k de�-
nujeme jako

ρ
(I)
k =

γ
(I)
k

γ
(I)
0

.

Hodnota γ(I)k p°edstavuje koe�cient u Bk a B−k v °ad¥ γ(I) (B). Hodnota ρ(I)k
p°edstavuje koe�cient u Bk a B−k v °ad¥

ρ(I) (B) =
∞∑

k=−∞

ρ
(I)
k Bk.

Z rovnic (2.6) a (2.7) dostaneme, ºe pokud se £asová °ada {Zt} °ídí nap°.
modelem ARMA(p, q), pak inverzní proces je ARMA(q, p) apod. Tento a dal²í
vztahy mezi procesy AR, MA a ARMA a jejich inverzními procesy shrnuje tabulka
2.6.

Proces Inverzní proces

AR(p) MA(p)
MA(q) AR(q)

ARMA(p, q) ARMA(q, p)

Tabulka 2.6: Procesy AR, MA a ARMA a jejich inverzní procesy

Pokud je {Zt} proces MA(q) s bodem useknutí autokorela£ní funkce v bod¥ q,
pak jeho inverzní autokorela£ní funkce je omezená k°ivkou U a nemá bod usek-
nutí. Je-li {Zt} proces AR(p) s autokorela£ní funkcí ve tvaru k°ivky U bez bodu
useknutí, pak jeho inverzní autokorela£ní funkce má bod useknutí k0 = p. Inverzní
autokorela£ní funkce tedy má vlastnosti, které odpovídají parciální autokorela£ní
funkci, a lze ji taktéº pouºít k identi�kaci vhodného modelu.

Jako p°íklad uve¤me inverzní autokorela£ní funkci modelu AR(p). Ta odpo-
vídá autokorela£ní funkci modelu klouzavých sou£t· MA(p) dle (1.6) a má tvar

ρ
(I)
k =

{
ϕk+ϕ1ϕk+1+...+ϕp−kϕp

1+ϕ2
1+...+ϕ

2
p

pro k = 1, . . . , p,

0 pro k > p.

Její odhad lze získat nahrazením parametr· ϕi odhady ϕ̂i získanými metodou
nejmen²ích £tverc·, tedy jako

ρ̂
(I)
k = r

(I)
k =

{
ϕ̂k+ϕ̂1ϕ̂k+1+...+ϕ̂p−kϕ̂p

1+ϕ̂2
1+...+ϕ̂

2
p

pro k = 1, . . . , p,

0 pro k > p.

Podobn¥ jako u ACF a PACF, p°i ur£ování bodu useknutí je d·leºité ur£it, jak ma-
lou hodnotu musí odhadnutá inverzní autokorela£ní funkce mít, abychom ji mohli
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povaºovat za nulovou. Pro testování bodu useknutí k0 lze pouºít Quenouilleovu
aproximaci (2.4) s kritickým oborem na hladin¥ významnosti 5 %∣∣r(I)k ∣∣ ≥ 2

√
1

n
pro n¥jaké k > k0. (2.8)

2.4.2 Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce

V p°ípad¥ modelu MA(q) je identi�kace podle bodu useknutí k0 = q odhadnu-
té ACF pom¥rn¥ snadná. Stejn¥ tak u AR(p) nebývá sloºité identi�kovat model
podle bodu useknutí k0 = p odhadnuté PACF a IACF. Obtíºn¥j²í situace v²ak
nastává u model· ARMA(p, q), jejichº ACF, PACF i IACF nemají bod useknutí
a tvarem odpovídají k°ivce U . Alternativou, pomocí které lze najít °ády modelu
ARMA, je roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce (ESACF).

Uvaºujme model ARMA(p, q)

(1− ϕ1B − · · · − ϕpBp)Zt = (1 + θ1B + · · ·+ θqB
q) εt. (2.9)

Platí, ºe
Yt = (1− ϕ1B − · · · − ϕpBp)Zt

se °ídí modelem MA(q)

Yt = (1 + θ1B + · · ·+ θqB
q) εt.

Jednou z moºností je nejprve odhadnout model AR(p) metodou nejmen²ích £tver-
c· a pomocí ACF odhadnutých reziduí identi�kovat °ád modelu MA(q). Tím do-
staneme °ády p, q modelu ARMA(p, q). Takový postup v²ak m·ºe vést k chybné
identi�kaci, jelikoº odhady ϕ̂i autoregresních parametr· ϕi metodou nejmen²ích
£tverc· nejsou konzistentní, pokud se £asová °ada {Zt} °ídí modelem ARMA(p, q)
pro q > 0. Podrobné zd·vodn¥ní uvádí [20], str. 147-149.

Pro nalezení konzistentních odhad· parametr· ϕi p°edpokládejme, ºe máme
k dispozici n pozorování £asové °ady, která se °ídí modelem (2.9). Pro model
AR(p)

Zt =

p∑
i=1

ϕiZt−i + et, t = p+ 1, . . . , n,

kde et je chybová sloºka, najdeme odhady metodou nejmen²ích £tverc· ϕ̂(0)
i pa-

rametr· ϕi, i = 1, . . . , p, a spo£ítáme rezidua

ê
(0)
t = Zt −

p∑
i=1

ϕ̂
(0)
i Zt−i.

Odhady ϕ̂(0)
i nejsou konzistentní a odhadnutá rezidua ê(0)t netvo°í bílý ²um. Proto

autor [20] navrhuje následující itera£ní postup.

• 1. itera£ní krok
Uvaºujeme AR(p) model s dopln¥ným regresorem ê

(0)
t−1 ve tvaru

Zt =

p∑
i=1

ϕ
(1)
i Zt−i + β

(1)
1 ê

(0)
t−1 + e

(1)
t , t = p+ 2, . . . , n.
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Spo£ítáme odhady metodou nejmen²ích £tverc· parametr· ϕ̂(1)
i , i = 1, . . . , p

a β̂(1)
1 . Odhady ϕ̂(1)

i jsou konzistentní pouze pro q = 1. Pro q > 1 jsou op¥t
nekonzistentní a odhadnutá rezidua ê(1)t netvo°í bílý ²um.

• 2. itera£ní krok
Uvaºujeme AR(p) model

Zt =

p∑
i=1

ϕ
(2)
i Zt−i + β

(2)
1 ê

(1)
t−1 + β

(2)
2 ê

(0)
t−2 + e

(2)
t , t = p+ 3, . . . , n.

Spo£ítáme odhady parametr· ϕ̂
(2)
i , i = 1, . . . , p, β̂

(2)
1 a β̂

(2)
2 a odhadnutá

rezidua ê
(2)
t . Odhady ϕ̂

(2)
i metodou nejmen²ích £tverc· jsou konzistentní

pouze pro q = 2.
...

• q-tý itera£ní krok
Uvaºujeme AR(p) model

Zt =

p∑
i=1

ϕ
(q)
i Zt−i +

q∑
i=1

β
(q)
i ê

(q−i)
t−i + e

(q)
t , t = p+ q + 1, . . . , n,

kde ê
(j)
t = Zt −

∑p
i=1 ϕ̂

(j)
i Zt−i −

∑j
i=1 β̂

(j)
i ê

(j−i)
t−i jsou odhadnutá rezidua

z j-tého itera£ního kroku a ϕ̂(j)
i a ˆ

β
(j)
i jsou odhady metodou nejmen²ích

£tverc· z j-tého itera£ního kroku. Odhady ϕ̂(q)
i jiº jsou konzistentní, tedy

platí
ϕ̂
(q)
i

P−−→ ϕi, i = 1, . . . , p.

V pr·b¥hu identi�kace vhodného modelu jsou v²ak °ády p, q modelu ARMA
neznámé a je t°eba je odhadnout. P°edpokládejme, ºe ϕ̂(j)

i , i = 1, . . . ,m, jsou
odhady metodou nejmen²ích £tverc· z j-tého itera£ního kroku modelu AR(m)
pro £asovou °adu {Zt}, která se °ídí modelem ARMA.

De�nice 21. Pro £asovou °adu {Zt} de�nujeme m-tou roz²í°enou výb¥rovou
autokorela£ní funkci (ESACF) r(m)

j jako výb¥rovou autokorela£ní funkci trans-
formované °ady

Y
(m,j)
t =

(
1− ϕ̂(j)

1 B − . . .− ϕ̂(j)
m Bm

)
Zt, t = m+ 1, . . . , n. (2.10)

Hodnoty ESACF lze uspo°ádat do tabulky 2.7. Prvek r(m)
j zna£í výb¥rovou

autokorela£ní funkci °ady {Y (m,j)
t } pro zpoºd¥ní j. �ísla °ádk· tabulky odpovída-

jí °ádu m modelu AR a £ísla sloupc· °ádu j modelu MA. Hodnoty r(0)j v prvním
°ádku tabulky tvo°í klasickou odhadnutou autokorela£ní funkci £asové °ady {Zt}
dle de�nice 12.

Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce r(m)
j je funkce po£tu pozorování n.

Jak je ukázáno v [18], pro proces ARMA(p, q) platí následující konvergence v prav-
d¥podobnosti pro n→∞

r
(m)
j

P−−→
{

0 pro 0 ≤ m− p < j − q,
X 6= 0 jinak,
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kde m = 1, 2, . . . a j = 1, 2, . . .. Konkrétn¥ nap°íklad pro model ARMA(1,1) platí

r
(m)
j

P−−→
{

0 pro 1 ≤ m < j,
X 6= 0 jinak,

coº m·ºeme p°ehledn¥ zapsat do tabulky 2.8. Vidíme, ºe nulové hodnoty asympto-
tické ESACF tvo°í trojúhelník s vrcholem na pozici (1,1). Pro obecný model
ARMA(p, q) bude vrchol tohoto trojúhelníka leºet na pozici (p, q).

MA(j)

0 1 2 3 4 · · ·

0 r
(0)
1 r

(0)
2 r

(0)
3 r

(0)
4 r

(0)
5 · · ·

1 r
(1)
1 r

(1)
2 r

(1)
3 r

(1)
4 r

(1)
5 · · ·

AR(m) 2 r
(2)
1 r

(2)
2 r

(2)
3 r

(2)
4 r

(2)
5 · · ·

3 r
(3)
1 r

(3)
2 r

(3)
3 r

(3)
4 r

(3)
5 · · ·

...
...

Tabulka 2.7: Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce

MA

0 1 2 3 4 · · ·

0 X X X X X · · ·
1 X 0 0 0 0 · · ·

AR 2 X X 0 0 0 · · ·
3 X X X 0 0 · · ·
4 X X X X 0 · · ·
...

...

Tabulka 2.8: Asymptotická ESACF modelu ARMA(1, 1)

Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce tedy m·ºe být vhodným nástrojem
pro identi�kaci smí²eného modelu ARMA. V praxi máme k dispozici jen kone£ný
po£et pozorování, a proto hodnota r(m)

j pro 0 ≤ m− p < j− q nemusí být p°esn¥
nula. Lze v²ak testovat nulovost r(m)

j pomocí Bartlettovy aproximace (2.3). Pro
ú£ely identi�kace modelu pak m·ºeme pro danou £asovou °adu sestrojit tabulku
ESACF, ve které symbol X zna£í hodnoty r(m)

j spl¬ující

∣∣∣r(m)
j

∣∣∣ ≥ 2

√√√√ 1

n−m− j

(
1 + 2

j−1∑
t=1

(
r
(m)
t

)2)

a 0 ozna£uje ostatní hodnoty. V tabulce pak hodnoty 0 nazna£ují tvar trojúhel-
níku, pomocí jehoº vrcholu ur£íme °ády p, q modelu ARMA. Lze pouºít i mén¥
p°esný postup s dolní mezí 2

√
1

n−m−j .
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2.5 Identi�kace pomocí informa£ních kritérií

K identi�kaci modelu lze pouºít také informa£ní kritéria. Jde o b¥ºn¥ pouºíva-
ný p°ístup, který umoº¬uje rutinní identi�kaci modelu bez subjektivního pohledu
badatele. K identi�kaci modelu ARMA se p°istupuje jako ke hledání odhad· p̂, q̂
°ád· modelu p, q pomocí optimalizace

(p̂, q̂) = argmin
k,l

A (k, l) ,

kde A (k, l) je vhodné kritérium, p°es p°edem danou sí´ hodnot k = 0,1, . . . , K
a l = 0,1, . . . , L. Je tedy nutné odhadnout (K + 1)(L + 1) model· ARMA a pro
kaºdý z nich vypo£ítat p°íslu²né kritérium. P°edstavíme si n¥kolik informa£ních
kritérií zaloºených na reziduích modelu. Poznamenejme, ºe de�nice jednotlivých
kritérií se v literatu°e r·zní.

2.5.1 Akaikeho informa£ní kritérium

Pro statistický model s M parametry de�nuje autor [20] (str. 153) Akaikeho
informa£ní kritérium (AIC) jako

AIC (M) = −2 ln [maximální v¥rohodnost] + 2M.

P°edpokládejme, ºe máme k dispozici n pozorování £asové °ady {Zt}, která
se °ídí modelem ARMA

(1− ϕ1B − . . .− ϕpBp)Zt = (1 + θ1B + . . .+ θqB
q) εt, (2.11)

kde {εt} je posloupnost nezávislých stejn¥ rozd¥lených náhodných veli£in s nor-
málním rozd¥lením s nulovou st°ední hodnotou a konstantním rozptylem σ2

ε .
Ozna£me ε = (ε1, . . . , εn)> , Φ = (ϕ1, . . . , ϕp)

> , Θ = (θ1, . . . , θq)
> .

Pouºívá se nepodmín¥ná metoda maximální v¥rohodnosti (viz [20], str. 138).
Logaritmickou v¥rohodnostní funkci máme ve tvaru

lnL
(
Φ,Θ, σ2

ε

)
= −n

2
ln
(
2πσ2

ε

)
− S (Φ,Θ)

2σ2
ε

, (2.12)

kde

S (Φ,Θ) =
n∑

t=−∞

[E (εt|Φ,Θ,Z)]2 (2.13)

je sou£et £tverc· podmín¥ných st°edních hodnot εt p°i daných Φ,Θ a vektoru
Z = (Z1, . . . ,Zn)>. Po získání odhad· parametr· Φ̂ a Θ̂, které maximalizují
(2.12), odhad σ̂2

ε rozptylu σ
2
ε dostaneme jako

σ̂2
ε =

S
(
Φ̂,Θ̂

)
n

(2.14)

a odhad logaritmické v¥rohodnostní funkce podle 2.12 p°ejde na tvar

ln L̂ = −n
2

ln σ̂2
ε −

n

2
(1 + ln 2π) . (2.15)
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Jelikoº druhý s£ítanec ve (2.15) je konstantní, tvar AIC kritéria lze psát jako

AIC (M) = n ln σ̂2
ε + 2M.

Poznámka. Ukaºme nyní moºný postup výpo£tu sou£tu £tverc· (2.13). V pra-
xi se obvykle nahrazuje výrazem

S (Φ,Θ) =
n∑

t=−N

[E (εt|Φ,Θ,Z)]2 , (2.16)

p°i£emº dle [20], str. 139 se volí takové N , pro které je p°ír·stek |E (Zt|Φ,Θ,Z)−
E (Zt−1|Φ,Θ,Z) | men²í neº p°edem zvolená hodnota pro t ≤ −N − 1. Uvaºujme
model ARMA(1,1) ve tvaru

Zt = ϕ1Zt−1 + εt + θ1εt−1. (2.17)

V [13] je na str. 188-189 uveden postup výpo£tu (2.16), který vyuºívá tzv. zp¥tné
vyjád°ení modelu £asové °ady, tedy v tomto p°ípad¥

Zt = ϕ1Zt+1 + et + θ1et+1, (2.18)

kde {et} je bílý ²um s nulovou st°ední hodnotou a konstantním rozptylem σ2
e .

Ozna£íme-li [X] = E (X|Φ,Θ,Z), potom z (2.17) a (2.18) postupn¥ dostaneme

[εt] = [Zt]− ϕ1[Zt−1]− θ1[εt−1], (2.19)

[Zt] = ϕ1[Zt+1] + [et] + θ1[et+1]. (2.20)

V prvním kroku vypo£ítáme

[et] = [Zt]− ϕ1[Zt+1]− θ1[et+1] pro t = 1, 2, . . . , n− 1,

p°i£emº volíme [en] = 0 a [et] = 0 pro t ≤ 0. Dále lze získat st°ední hodnoty
zpoºd¥ných hodnot £asové °ady jako

[Zt] = ϕ1[Zt+1] + θ1[et+1] pro t = −N,−N + 1, . . . , 0

a naposledy podmín¥né st°ední hodnoty bílého ²umu

[εt] = [Zt]− ϕ1[Zt−1]− θ1[εt−1] pro t = −N + 1,−N + 2, . . . , n,

kde uvaºujeme startovací hodnotu [ε−N ] = [Z−N ]. Hodnoty [εt] poté dosazujeme
do (2.16).

2.5.2 Akaikeho Bayesovské informa£ní kritérium

Autor [16] uvedl, ºe AIC má tendenci nadhodnocovat °ády autoregrese. Akaike
proto v [1] a [2] provedl roz²í°ení na Akaikeho Bayesovské informa£ní kritérium
(ABIC) de�nované jako

ABIC (M) = n ln σ̂2
ε − (n−M) ln

(
1− M

n

)
+M lnn+M ln

[(
σ̂2
Z

σ̂2
ε

− 1

)
/M

]
,

kde σ̂2
ε je maximáln¥ v¥rohodný odhad rozptylu bílého ²umu σ2

ε , M je po£et
parametr· a σ̂2

Z = γ̂0 je odhad rozptylu pozorované °ady {Zt}. V [1] bylo poté
simulacemi zji²t¥no, ºe ABIC mén¥ nadhodnocuje °ády autoregrese neº AIC.
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2.5.3 Dal²í informa£ní kritéria

Mezi dal²í pouºívaná kritéria vhodná k identi�kaci modelu s M parametry
pat°í:

• Schwartzovo Bayesovské kritérium (BIC) de�nované v [20], str. 153 ve tvaru

BIC (M) = n ln σ̂2
ε +M lnn,

• Parzenovo informa£ní kritérium (CAT � criterion for autoregressive transfer
functions) pro °ád p autoregresního modelu de�nované dle [14] jako

CAT (p) =


−
(

1 +
1

n

)
pro p = 0,

1

n

p∑
j=1

1

σ̂2
j

− 1

σ̂2
p

pro p = 1, 2, 3, . . . ,

kde σ̂2
j je nestranný odhad σ2

ε v modelu AR(j) pro danou £asovou °adu
a n je po£et pozorování,

• Hannanovo-Quinnovo informa£ní kritérium (HQ) dle [8] ve tvaru

HQ (M) = n ln σ̂2
ε + 2M ln lnn.
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2.6 Postup identi�kace modelu

Na záv¥r shr¬me varianty postupu p°i identi�kaci modelu jednorozm¥rné £a-
sové °ady. Po gra�cké prohlídce dat a provedení nutných transformací odhadneme
autokorela£ní, parciální autokorela£ní a inverzní autokorela£ní funkci. Podle jejich
tvaru lze identi�kovat autoregresní model £i model klouzavých sou£t·. �ád smí²e-
ného modelu ARMA v²ak z t¥chto funkcí rozpoznat nedokáºeme, proto se nabízí
sestrojit tabulku roz²í°ené výb¥rové autokorela£ní funkce a podle sou°adnic vr-
cholu trojúhelníka nulových hodnot ur£it °ád modelu ARMA. Dal²í variantou jsou
informa£ní kritéria, pro jejichº pouºití není t°eba °adu diferencovat. Informa£ními
kritérii totiº lze vybírat model z t°ídy proces· ARIMA, které jsou obecn¥ nestaci-
onární. Tyto modely jsou podrobn¥ popsány nap°. v [20], str. 67-82. Schematicky
lze identi�ka£ní proceduru znázornit následovn¥:

Gra�cká prohlídka dat

��
Boxova-Coxova transformace

�� ++
Dickey·v-Fuller·v test

��

Informa£ní kritéria

""

��

��

Diferencování

��
ACF, PACF, IACF

��

//

,,

AR

ESACF

--

MA

ARMA
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Kapitola 3

Simulace jednorozm¥rných £asových
°ad

Nyní p°istoupíme k ov¥°ení fungování vý²e popsaných identi�ka£ních kritérií
na simulovaných jednorozm¥rných £asových °adách. Nejprve podrobn¥ ukáºeme
postup identi�kace modelu pro t°i simulované °ady dle model· AR, MA a ARMA
pomocí jednotlivých kritérií. Z informa£ních kritérií budeme pouºívat AIC a BIC.

3.1 Simulace procesu AR(1)

Budeme generovat £asovou °adu délky n = 1000, která se °ídí modelem AR(1)
s parametrem ϕ1 = −0.75 ve tvaru

Zt = −0.75Zt−1 + εt,

p°i£emº rozd¥lení bílého ²umu volíme normální s jednotkovým rozptylem, tedy
εt ∼ N(0,1). Tento proces je invertibilní a vzhledem k tomu, ºe ko°en polynomu
Φ (z) = 1 + 0,75z leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovin¥, také stacio-
nární. V obrázku 3.1 je zobrazena trajektorie procesu a odhadnuté autokorela£ní
a parciální autokorela£ní funkce spolu s mezemi pro test jejich nulovosti sestro-
jenými dle aproximací (2.3) a (2.4). Tvar ACF odpovídá k°ivce U a PACF je
useknutá v bod¥ k0 = 1. Podle odhadnutých autokorela£ních funkcí bychom te-
dy identi�kovali model AR(1). Odhadnuté hodnoty inverzní autokorela£ní funkce
jsou zobrazené v grafu 3.1 (d) spole£n¥ s mezemi dle aproximace (2.8). Bod usek-
nutí k0 = 1 odhadnuté IACF op¥t vede na model AR(1).

Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce je uºite£ná zejména pro smí²ené mo-
dely ARMA, ale její fungování vyzkou²íme i na procesu AR(1). Nulové body
v tabulce 3.1 sice netvo°í p°esný trojúhelník, ale nazna£ují jeho tvar s pravd¥-
podobným vrcholem na pozici (1,0). Odhad r(1)1

.
= −0,0666 na sou°adnici (1,0)

je navíc jen nepatrn¥ men²í neº dolní mez −0,0633. Z hlediska ESACF bychom
zvolili model AR(1).

Vypo£tené hodnoty informa£ních kritérií jsou uvedeny v tabulce 3.2. Na zá-
klad¥ AIC identi�kujeme model AR(2) a podle BIC model AR(1). AIC v tomto
p°ípad¥ nadhodnotilo °ád autoregrese, jak bylo zmín¥no v kapitole 2.5.2, nicmén¥
odli²nost hodnot AIC pro AR(1) a AR(2) je zanedbatená.
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(a) Simulace AR(1)

0 200 400 600 800

−
4

−
2

0
2

4

0 5 10 15 20

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0

(b) ACF

5 10 15 20

−
0.

6
−

0.
2

(c) PACF

5 10 15 20

0.
0

0.
2

0.
4

(d) IACF

Obrázek 3.1: Simulovaná £asová °ada AR(1) a odhadnuté autokorela£ní funkce

MA

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 X X X X X X X X X
1 X 0 0 0 0 0 0 0 0
2 X 0 0 0 0 0 0 0 0

AR 3 0 X 0 0 0 0 0 X 0
4 X X X 0 0 0 0 X 0
5 X X X 0 0 0 0 0 0
6 X X X X X 0 0 0 0

Tabulka 3.1: Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce v modelu AR(1)
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AIC BIC

AR(1) 2817,791 2827,607
AR(2) 2817,292 2832,015
MA(1) 3101,641 3111,456

ARMA(2,1) 2818,747 2838,387
ARMA(2,2) 2820,230 2844,769

Tabulka 3.2: Hodnoty informa£ních kritérií

3.2 Simulace procesu MA(1)

P°istoupíme k simulaci £asové °ady délky n = 1000 dle modelu MA(1) s pa-
rametrem θ1 = 0,6 a bílým ²umem εt ∼ N(0,1). P°íslu²ný zápis modelu je

Zt = εt + 0,6εt−1.

Tento proces je stacionární a jelikoº ko°en polynomu Θ (z) = 1 + 0,6z leºí vn¥
jednotkového kruhu v komplexní rovin¥, je také invertibilní. V obrázku 3.2 vidíme
trajektorii procesu a odhadnuté autokorela£ní funkce. ACF je useknutá v bod¥
k0 = 1 a PACF má tvar k°ivky U . Na základ¥ t¥chto dvou odhadnutých funkcí
pro uvaºovanou £asovou °adu identi�kujeme model MA(1).

Odhadnutá inverzní autokorela£ní funkce zobrazená v grafu 3.1 (d) má tvar
p°ipomínající k°ivku U , coº odpovídá chování teoretické IACF modelu klouza-
vých sou£t·. V tomto p°ípad¥ v²ak odhadnutá IACF neumoºní ur£ení p°esného
°ádu modelu, jako tomu bylo u autoregresního procesu.

Správnou identi�kaci modelu poskytla i roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funk-
ce, jejíº hodnoty jsou uvedené v tabulce 3.3. Vrchol trojúhelníka nulových hodnot
je v bod¥ na pozici (0,1), coº vede k identi�kaci modelu MA(1).

P°ístup pomocí Akaikeho informa£ního kritéria a Schwartzova Bayesovského
informa£ního kritéria dal v obou p°ípadech správný výsledek. Nejmen²í hodnota
obou kritérií byla softwarem vypo£tena pro model MA(1), viz tabulka 3.4.

MA

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 X 0 0 0 0 0 0 0 0
1 X X 0 0 0 0 0 0 0
2 X X X 0 0 0 0 0 0

AR 3 X X X X 0 0 0 0 0
4 X X X X 0 0 0 0 0
5 X X 0 0 0 0 0 0 0
6 X X X 0 X 0 X 0 0

Tabulka 3.3: Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce v modelu MA(1)
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(a) Simulace MA(1)
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Obrázek 3.2: Simulovaná £asová °ada MA(1) a odhadnuté autokorela£ní funkce

AIC BIC

AR(1) 2923,370 2933,185
MA(1) 2825,504 2835,319
MA(2) 2827,098 2841,821

ARMA(1,1) 2827,155 2841,878
ARMA(1,2) 2827,860 2847,491
ARMA(2,2) 2829,066 2853,605

Tabulka 3.4: Hodnoty informa£ních kritérií
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3.3 Simulace procesu ARMA(1,1)

Dále provedeme simulaci £asové °ady délky n = 1000, která se °ídí modelem
ARMA(1,1) s parametry ϕ1 = 0,9 a θ1 = 0,6. Volíme normální rozd¥lení bílého
²umu εt ∼ N(0,1). Model zapí²eme rovnicí

Zt = 0,9Zt−1 + εt + 0,6εt−1.

Ko°en polynomu Φ (z) = 1−0,9z leºí vn¥ jednotkového kruhu, tedy proces je sta-
cionární. Navíc i ko°en polynomu Θ (z) = 1 + 0,6z leºí vn¥ jednotkového kruhu
v komplexní rovin¥, proto je proces invertibilní. Simulovaná £asová °ada je zná-
zorn¥na v obrázku 3.3 spolu s odhadnutými autokorela£ními funkcemi. V tomto
p°ípad¥ odhadnuté ACF, PACF i IACF odpovídají k°ivce U a nelze podle nich
jednozna£n¥ identi�kovat p°íslu²ný model.

Jasný záv¥r naopak získáme z roz²í°ené výb¥rové autokorela£ní funkce. Troj-
úhelník nulových hodnot v tabulce 3.5 má vrchol v bod¥ na pozici (1,1). Podle
ESACF tedy identi�kujeme model ARMA(1,1).

Stejný výsledek dávají i pouºitá informa£ní kritéria. Jako nejvhodn¥j²í model
byl podle AIC i BIC zvolen smí²ený model ARMA(1,1), viz tabulka 3.6.

MA

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 X X X X X X X X X
1 X 0 0 0 0 0 0 0 0
2 X X 0 0 0 0 0 0 0

AR 3 X X X 0 0 0 0 0 0
4 X X X X 0 0 0 0 0
5 X X X X 0 0 0 0 0
6 X X 0 X 0 X 0 0 0

Tabulka 3.5: Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce v modelu ARMA(1,1)

AIC BIC

AR(1) 3119,225 3129,040
MA(1) 4123,296 4133,112

ARMA(1,1) 2849,951 2864,674
ARMA(1,2) 2851,855 2871,486
ARMA(2,1) 2851,870 2871,501
ARMA(2,2) 2853,871 2878,410

Tabulka 3.6: Hodnoty informa£ních kritérií
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(a) Simulace ARMA(1,1)
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Obrázek 3.3: Simulovaná £asová °ada ARMA(1,1) a odhadnuté autokorela£ní
funkce
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3.4 Porovnání identi�ka£ních kritérií

V p°edchozí £ásti jsme podrobn¥ ukázali pouºití jednotlivých identi�ka£ních
kritérií na simulované jednorozm¥rné £asové °ady. Ov¥°ili jsme, ºe identi�kace
modelu pomocí graf· autokorela£ních funkcí i podle tabulky s hodnotami roz²í°e-
né výb¥rové autokorela£ní funkce velmi závisí na subjektivním pohledu badatele.
Nap°íklad bod useknutí odhadnutých autokorela£ních funkcí není vºdy jednozna£-
ný £i nulové hodnoty ESACF nemusí tvo°it p°esn¥ trojúhelník, jak jsme vid¥li
v tabulce 3.1. Potom m·ºe být nejasné, který model bychom pro danou £asovou
°adu identi�kovali. Naproti tomu p°ístup pomocí informa£ního kritéria vºdy dá
jednozna£ný výsledek, jelikoº vybíráme minimum z p°edem daného po£tu hodnot.
Proto je vhodné pouºít odhady zmín¥ných autokorela£ních funkcí pro orienta£ní
posouzení chování £asové °ady a �nální výb¥r modelu provést pomocí informa£-
ních kritérií.

Dále se budeme v¥novat ob¥ma pouºitým informa£ním kritériím � AIC a BIC.
Porovnáme jejich fungování na 100 simulovaných £asových °adách dle model·
AR(1), MA(1) a ARMA(1,1) délky n = 1000. U kaºdého z nich budeme sledovat,
pro kolik procent simulovaných °ad byl identi�kován správný model dle Akaikeho
kritéria a dle Schwartzova Bayesovského kritéria.

Pro model AR(1) volíme shodn¥ s kapitolou 3.1 tvar

Zt = −0.75Zt−1 + εt.

Tabulka 3.7 shrnuje, v kolika p°ípadech byly pomocí AIC a BIC identi�kovány
uvedené modely. Ukázalo se, ºe Akaikeho kritérium bylo v identi�kaci autore-
gresního modelu prvního °ádu mnohem mén¥ p°esné neº Bayesovské kritérium.
Potvrdil se fakt, ºe Akaikeho informa£ní kritérium má tendenci nadhodnocovat
°ád autoregrese. Ke správné identi�kaci vedlo jen v 74 % p°ípad·. Ve zbylých p°í-
padech by AIC identi�kovalo autoregresní °ád druhého °ádu £i smí²ené modely
ARMA, a to dokonce aº do °ád· (3,2). Úsp¥²n¥j²í bylo Schwartzovo Bayesovské
identi�ka£ní kritérium, které správn¥ rozpoznalo model AR(1) u 96 % simulací.

AIC BIC

AR(1) 74 96
AR(2) 8 3

ARMA(1,1) 5 1
ARMA(1,2) 5 0
ARMA(1,3) 1 0
ARMA(2,1) 5 0
ARMA(2,2) 1 0
ARMA(3,2) 1 0

Tabulka 3.7: Po£ty identi�kovaných model· dle AIC a BIC
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Stejný postup jsme opakovali také pro simulované °ady dle modelu klouzavých
sou£t· °ádu 1 ve tvaru

Zt = εt + 0,6εt−1.

Po£ty jednotlivých identi�kovaných model· jsou uvedeny v tabulce 3.8. V tomto
p°ípad¥ bylo Akaikeho kritérium je²t¥ mén¥ úsp¥²né neº u modelu AR(1). Správ-
n¥ identi�kovalo model klouzavých sou£t· °ádu 1 jen v 69 % p°ípad·. Naproti
tomu Schwartzovo Bayesovské informa£ní kritérium bylo bezchybné u 98 % simu-
lovaných °ad.

AIC BIC

MA(1) 69 98
MA(2) 2 0

ARMA(1,1) 15 2
ARMA(1,2) 8 0
ARMA(2,1) 4 0
ARMA(2,2) 2 0

Tabulka 3.8: Po£ty identi�kovaných model· dle AIC a BIC

Na záv¥r jsme generovali £asové °ady podle smí²eného modelu ARMA(1,1)
ve tvaru

Zt = 0,9Zt−1 + εt + 0,6εt−1.

V tabulce 3.9 vidíme, ºe Schwartzovo Bayesovské informa£ní kritérium bylo op¥t
úsp¥²n¥j²í � správn¥ identi�kovalo model ARMA(1,1) u 98 % °ad. P°ístup pomocí
Akaikeho kritéria vedl k tomuto modelu v 83 % p°ípad·.

AIC BIC

ARMA(1,1) 83 98
ARMA(1,2) 10 1
ARMA(2,2) 6 1
ARMA(3,1) 1 0

Tabulka 3.9: Po£ty identi�kovaných model· dle AIC a BIC

U autoregresního modelu, modelu klouzavých sou£t· i smí²eného modelu spo-
lehliv¥ji identi�kovalo model Schwartzovo Bayesovské informa£ní kritérium. Akai-
keho kritérium £ast¥ji nadhodnocovalo °ády model·. Nejmén¥ úsp¥²né bylo u mo-
delu MA(1), naopak nejv¥t²ího procenta správn¥ identi�kovaných model· dosáhlo
u modelu ARMA(1,1).
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3.5 Dickey·v-Fuller·v test

D·leºitým krokem p°i identi�kaci modelu £asové °ady je ov¥°ení její stacio-
narity. To lze provést pomocí testu na jednotkový ko°en, nap°íklad Dickeyova-
Fullerova testu. Nyní p°istoupíme k ov¥°ení jeho fungování na simulovaných £a-
sových °adách. Budeme generovat vºdy 100 realizací £asových °ad délek n =
100, 250, 500, 1000, které odpovídají nulové hypotéze náhodné procházky a alter-
nativám jednotlivých τ -test· z kapitoly 2.2.1. Pomocí funkce ur.df z balí£ku
urca v softwaru R budeme následn¥ testovat stacionaritu simulovaných £asových
°ad. Rozhodnutí o zamítnutí £i nezamítnutí nulové hypotézy u£iníme porovnáním
testové statistiky s p°íslu²ným kvantilem z tabulek 2.2, 2.3, 2.4.

Nejprve budeme generovat £asové °ady odpovídající nulové hypotéze

H0: Zt = Zt−1 + εt,

tedy modelu náhodné procházky s bílým ²umem εt ∼ N(0,1) Tabulka 3.10 uvádí,
kolik procent ze 100 test· skon£ilo zamítnutím nulové hypotézy pro r·zné hladiny
významnosti. Vidíme, ºe procento zamítnutých hypotéz se blíºí zvolené hladin¥
α, v n¥kterých p°ípadech se jí p°ímo rovná.

Délka °ady n
α

0,01 0,05 0,10

100 0,00 0,05 0,13
250 0,00 0,05 0,09
500 0,03 0,07 0,14
1000 0,01 0,04 0,07

Tabulka 3.10: Procento zamítnutých nulových hypotéz Dickeyova-Fullerova testu

Dále budeme generovat £asové °ady dle alternativních hypotéz jednotlivých
variant Dickeyova-Fullerova testu:

τ -test: H1: Zt = ϕ1Zt−1 + εt, ϕ1 < 1,

τµ-test: H1: Zt = µ+ ϕ1Zt−1 + εt, ϕ1 < 1,

ττ -test: H1: Zt = µ+ βt+ ϕ1Zt−1 + εt, ϕ1 < 1.

Ve v²ech t°ech p°ípadech volíme dv¥ r·zné hodnoty parametru ϕ1 = 0,95; 0,98.
Pro τµ-test a ττ -test volíme µ = 5 a β = 0,2. Budeme pozorovat, kolik procent
ze sta test· skon£ilo zamítnutím nulové hypotézy, a podle toho ur£íme dosaºenou
sílu testu. Její hodnoty jsou uvedeny v tabulkách 3.11, 3.12, 3.13. Nejv¥t²í sílu
z pouºitých test· má τ -test a nejmen²í ττ -test. Pro £asové °ady krátkých délek
v²ak bylo dosaºeno velmi malé síly u v²ech t°í variant testu. U volby autoregres-
ního parametru ϕ1 = 0,98 ≈ 1 se projevilo, ºe generovaná °ada je velmi blízká
náhodné procházce, coº vede k men²í síle testu.
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Délka °ady n
ϕ1 = 0,95 ϕ1 = 0,98

α α

0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10

100 0,07 0,35 0,61 0,02 0,11 0,28
250 0,54 0,93 0,98 0,06 0,32 0,58
500 0,99 1,00 1,00 0,40 0,77 0,93
1000 1,00 1,00 1,00 0,91 1,00 1,00

Tabulka 3.11: Dosaºená síla τ -testu

Délka °ady n
ϕ1 = 0,95 ϕ1 = 0,98

α α

0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10

100 0,02 0,20 0,32 0,01 0,05 0,12
250 0,16 0,52 0,72 0,02 0,13 0,27
500 0,83 0,98 0,99 0,07 0,37 0,61
1000 0,99 0,99 0,99 0,53 0,85 0,91

Tabulka 3.12: Dosaºená síla τµ-testu

Délka °ady n
ϕ1 = 0,95 ϕ1 = 0,98

α α

0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10

100 0,03 0,11 0,18 0,00 0,04 0,12
250 0,07 0,29 0,47 0,00 0,06 0,13
500 0,40 0,85 0,91 0,04 0,14 0,35
1000 0,98 0,98 0,98 0,27 0,65 0,80

Tabulka 3.13: Dosaºená síla ττ -testu
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Kapitola 4

Softwarové zpracování
jednorozm¥rné £asové °ady

Na záv¥r první £ásti práce, která se zabývá jednorozm¥rnými £asovými °ada-
mi, ukáºeme postup identi�kace modelu na reálných �nan£ních datech. Pouºijeme
denní £asovou °adu kurz· akcií Bank of America Corporation o délce n = 1258
pozorování (od 3.1.2011 do 31.12.2015). Jde o zavírací ceny uvedené v amerických
dolarech. Data byla získána z webové stránky �nance.yahoo.com.

P°i identi�kaci modelu pro uvedenou £asovou °adu se budeme °ídit postupem
popsaným v kapitole 2.6. Z obrázku 4.1 (a) usuzujeme, ºe °ada je nestacionární
ve st°ední hodnot¥ i rozptylu, a proto p°istoupíme k pot°ebným transformacím.
Nabízí se Boxova-Coxova transformace, o jejímº tvaru lze rozhodnout nap°íklad
podle metody popsané v kapitole 2.1. V na²em p°ípad¥ tento postup dává nejed-
nozna£ný výsledek, který velmi závisí na volb¥ délky segment·. Z grafu 4.1 (a)
se v²ak lze domnívat, ºe rozptyl °ady roste s její vzr·stající hodnotou, a proto
p°istoupíme k logaritmické transformaci, která pat°í v oblasti �nancí k nej£ast¥j-
²ím.

V dal²ím kroku je nutné £asovou °adu stacionarizovat a centrovat, nap°íklad
pomocí diferencování. O pot°eb¥ diferencování se m·ºeme rozhodnout podle od-
hadnuté autokorela£ní funkce logaritmované °ady na obrázku 4.1 (c), která velmi
pomalu klesá, a odhadnuté parciální autokorela£ní funkce v grafu (d), která je
useknutá v bod¥ 1, jak bylo popsáno v kapitole 2.2. Alternativn¥ je moºné pro-
vést Dickey·v-Fuller·v test, jehoº testová statistika pro na²e data vychází 0,0672.
Nulovou hypotézu nestacionarity tedy na hladin¥ 5 % nezamítáme, protoºe tes-
tová statistika je v¥t²í neº p°íslu²ný kvantil −1,95 (viz tabulka 2.2). Dále budeme
pracovat s °adou prvních diferencí, která je na obrázku 4.1 (b). Tu jiº povaºujeme
za stacionární, nebo´ Dickey·v-Fuller·v test pro tuto °adu zamítá na hladin¥ 5%
nulovou hypotézu nestacionarity s hodnotou testové statistiky −38,0031.

Po provedení pot°ebných transformací p°istoupíme k vlastní volb¥ vhodného
modelu £asové °ady. První moºností je prohlídka odhadnutých autokorela£ních
funkcí na obrázku 4.2. Hodnoty ACF, PACF a IACF jsou statisticky významné i
pro v¥t²í zpoºd¥ní a vzhledem k absenci bodu useknutí tedy p°ipou²tíme moºnost
pouºití smí²eného modelu ARMA.
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Obrázek 4.1: �ada kurz· akcií, její transformace a autokorela£ní funkce

�ády smí²eného modelu ARMA se pokusíme ur£it podle roz²í°ené výb¥rové
autokorela£ní funkce v tabulce 4.1. Vidíme, ºe její nulové hodnoty mnohem mén¥
tvo°í trojúhelník neº v p°ípad¥ simulovaných £asových °ad v kapitole 3. P°esto
bychom jako nejpravd¥podobn¥j²í vrchol p°ípadného trojúhelníka ozna£ili bod
(1,1), který vede na identi�kaci modelu ARMA(1,1).

Jako poslední moºnost vyuºijeme informa£ní kritéria. V tabulce 4.2 jsou uve-
deny jejich vypo£tené hodnoty. V tomto p°ípad¥ bychom na základ¥ AIC i BIC
zvolili model ARMA(1,1) ve shod¥ s roz²í°enou výb¥rovou autokorela£ní funkcí.

Dal²ími kroky výstavby modelu jsou odhad parametr· a diagnostika, kterými
se tato práce podrobn¥ji nezabývá. Jsou podrobn¥ zpracovány nap°. v kapitole 7
knihy [20]. Uve¤me pouze výsledný model spolu s odhadnutými parametry, který
má tvar

Zt = −0,9096Zt−1 + εt + 0,8472εt−1.
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Obrázek 4.2: Odhadnuté autokorela£ní funkce

MA

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 X X 0 0 X 0 0 X 0
1 X 0 0 0 X X 0 X 0
2 X X 0 0 X 0 0 X 0

AR 3 X 0 X 0 X 0 0 X 0
4 X X X X X 0 0 X 0
5 0 0 X X 0 0 0 0 0
6 X 0 X X 0 X 0 0 0

Tabulka 4.1: Roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce

AIC BIC

AR(1) �5932,090 �5921,817
ARMA(1,1) �5952,107 �5936,698
ARMA(1,2) �5950,403 �5929,857
ARMA(2,1) �5950,390 �5929,844
ARMA(2,2) �5948,109 �5922,426

Tabulka 4.2: Hodnoty informa£ních kritérií
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Kapitola 5

Lineární modely pro
mnohorozm¥rné £asové °ady

V ekonomii a �nancích £asto sledujeme vývoj a vzájemné ovliv¬ování v £ase
n¥kolika r·zných veli£in. Mohou to být nap°íklad £asové °ady cen akcií n¥kolika
spole£ností nebo indexu spot°ebitelských cen v r·zných zemích. Jejich vzájem-
né vztahy lze popisovat pomocí model· mnohorozm¥rných £asových °ad. Mís-
to náhodných veli£in Zt tedy budeme uvaºovat m-rozm¥rné náhodné vektory
Zt = (Z1,t, Z2,t, . . . , Zm,t)

>, jejichº sloºky tvo°í jednorozm¥rné £asové °ady. V ná-
sledující £ásti zobecníme pojmy a modely uvedené v kapitole 1 pro mnohoroz-
m¥rný p°ípad.

5.1 Základní pojmy

De�nice 22. Nech´ náhodné veli£iny Z1, . . . , Zt jsou de�novány na stejném prav-
d¥podobnostním prostoru (Ω,F ,P). Potom vektor Zt = (Z1, . . . , Zt)

> nazveme
náhodným vektorem.

De�nice 23. Nech´ (Ω,F ,P) je pravd¥podobnostní prostor, nech´ T ⊂ R. Nech´
pro kaºdé t ∈ T je Zt m-rozm¥rný náhodný vektor. Potom mnoºinu reálných
náhodných vektor· {Zt, t ∈ T} de�novaných na (Ω,F ,P) nazveme m-rozm¥rný
náhodný proces.

De�nice 24. m-rozm¥rný náhodný proces {Zt, t ∈ T}, kde T ⊂ Z, nazveme
m-rozm¥rnou £asovou °adou.

De�nice 25. �asovou °adu {Zt, t ∈ T} nazveme siln¥ stacionární, pokud je
pravd¥podobnostní rozd¥lení daného náhodného procesu invariantní v·£i posun·m
v £ase, tedy pro libovolné n ∈ N, pro v²echna t1, . . . , tn ∈ T a pro libovolné k ∈ Z
takové, ºe ti + k ∈ T pro 1 ≤ i ≤ n, platí

L (Zt1 , . . . ,Ztn) = L (Zt1+k, . . . ,Ztn+k) .

De�nice 26. �asovou °adu {Zt, t ∈ T} s kone£nými druhými momenty nazve-
me slab¥ stacionární, pokud pro v²echna s, t ∈ T a libovolné k ∈ Z takové, ºe
s+ k, t+ k ∈ T, platí

E (Zt) = µ = konst,

cov (Zs,Zt) = cov (Zs+k,Zt+k) .
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Stejn¥ jako v jednorozm¥rném p°ípad¥ budeme pod pojmem stacionarita ro-
zum¥t slabou stacionaritu. Z její de�nice také vyplývá, ºe var (Zt) = ΣZ = konst.
Pro vektor st°edních hodnot µ = (µ1,µ2, . . . ,µm)> platí µi = E (Zi,t). Nadále bu-
deme uvaºovat pouze stacionární £asové °ady.

Korelovanost vícerozm¥rných £asových °ad se popisuje pomocí maticových
funkcí, které nyní de�nujeme dle [20], str. 333.

De�nice 27. Maticovou autokovarian£ní funkci pro zpoºd¥ní k de�nujeme jako

Γk = cov (Zt,Zt+k) = E (Zt − µ) (Zt+k − µ)> =

=


γ11(k) γ12(k) · · · γ1m(k)
γ21(k) γ22(k) · · · γ2m(k)

...
... . . . ...

γm1(k) γm2(k) · · · γmm(k)

 , k = . . . ,− 1,0,1, . . .

Pro i 6= j ozna£uje γij(k) = E (Zi,t − µi) (Zj,t+k − µj) vzájemnou kovarian£ní
funkci £asových °ad Zi,t a Zj,t.

Prvky na diagonále uvedené matice, tedy v p°ípad¥ i = j, odpovídají autoko-
varian£ním funkcím jednorozm¥rných £asových °ad (viz de�nice 5). Tedy γii(k)
je autokovarian£ní funkce £asové °ady Zi,t. Jako speciální p°ípad maticové auto-
kovarian£ní funkce pro k = 0 dostaneme varian£ní matici Γ0 = ΣZ .

De�nice 28. Maticovou autokorela£ní funkci pro zpoºd¥ní k de�nujeme jako

ρk = D−1ΓkD
−1 =


ρ11(k) ρ12(k) · · · ρ1m(k)
ρ21(k) ρ22(k) · · · ρ2m(k)

...
... . . . ...

ρm1(k) ρm2(k) · · · ρmm(k)

 , k = . . . ,− 1,0,1, . . . ,

kde D je diagonální matice D = diag{
√
γ11(0),

√
γ22(0), . . . ,

√
γmm(0)}. Pro i 6= j

ozna£uje

ρij(k) =
γij(k)√

γii(0) · γjj(0)

vzájemnou korela£ní funkci £asových °ad Zi,t a Zj,t.

Matice D v p°edchozí de�nici má na diagonále sm¥rodatné odchylky £asových
°ad Z1,t, . . . ,Zm,t. Prvky na diagonále matice ρk jsou autokorela£ní funkce jed-
norozm¥rných £asových °ad (viz de�nice 6), tedy ρii(k) je autokorela£ní funkce
£asové °ady Zi,t.

Poznamenejme, ºe autokovarian£ní a autokorela£ní maticová funkce nejsou
sudé funkce, jako tomu bylo v jednorozm¥rném p°ípad¥. Platí totiº

γij(k) = E (Zi,t − µi) (Zj,t+k − µj) = E (Zj,t+k − µj) (Zi,t − µi) = γji(−k),

a tedy Γk = Γ>−k a ρk = ρ>−k. Ze stejného vztahu také dostaneme, ºe Γk a ρk jsou
symetrické matice pouze pro k = 0. Nadále budeme uvaºovat jen k ∈ N0.

P°edpokládejme, ºe máme k dispozici pozorování Z1,Z2, . . . ,Zn mnohoroz-
m¥rné £asové °ady. Z nich m·ºeme spo£ítat odhady st°ední hodnoty, autokovari-
an£ní a autokorela£ní maticové funkce následujícím zp·sobem.
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De�nice 29. Pro stacionární £asovou °adu de�nujeme odhad st°ední hodnoty
jako

µ̂ = Z̄ =
1

n

n∑
t=1

Zt.

Vektor Z̄ má sloºky Z̄1, . . . , Z̄m, kde

Z̄i =
1

n

n∑
t=1

Zi,t.

De�nice 30. Odhad maticové autokovarian£ní funkce de�nujme jako

Γ̂k = Ck =
1

n

n−k∑
t=1

(
Zt − Z̄

) (
Zt+k − Z̄

)>
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

De�nice 31. Odhad maticové autokorela£ní funkce de�nujeme jako matici ρ̂k =
Rk s prvky

ρ̂ij(k) = rij(k) =

∑n−k
t=1

(
Zi,t − Z̄i

) (
Zj,t+k − Z̄j

)√∑n
t=1

(
Zi,t − Z̄i

)2∑n
t=1

(
Zj,t − Z̄j

)2 =
cij(k)√

cii(0) · cjj(0)

pro k = 0, 1, . . . , n− 1, kde cij(k) jsou prvky matice Ck.

Podle hodnot vzájemné korela£ní funkce ρij(k) rozli²ujeme n¥kolik typ· line-
ární závislosti mezi °adami {Zi,t} a {Zj,t} v £ase (dle [4], str. 420):

• Mezi °adami {Zi,t} a {Zj,t} neexistuje ºádná lineární závislost (tj. jsou vzá-
jemn¥ nekorelované), pokud ρij(k) = ρji(k) = 0 pro v²echna k ≥ 0.

• �ady {Zi,t} a {Zj,t} jsou sou£asn¥ nekorelované, pokud ρij(0) = 0.

• �ady {Zi,t} a {Zj,t} jsou nesou£asn¥ nekorelované, kdyº ρij(k) = ρji(k) = 0
pro v²echna k > 0.

• Existuje jednosm¥rná závislost °ady {Zi,t} na {Zj,t}, pokud ρij(k) = 0 pro
v²echna k > 0, ale ρji(l) 6= 0 pro n¥jaké l > 0. V takovém p°ípad¥ {Zj,t}
nezávisí na ºádné minulé hodnot¥ {Zi,t}, ale {Zi,t} závisí na n¥jaké minulé
hodnot¥ {Zj,t}.

• Existuje zp¥tná vazba mezi °adami {Zi,t} a {Zj,t}, pokud ρij(k) 6= 0 pro
n¥jaké k > 0 a ρji(l) 6= 0 pro n¥jaké l > 0.

Uve¤me také zobecn¥ní de�nic bílého ²umu a lineárního procesu pro mnoho-
rozm¥rný p°ípad.

De�nice 32. �asovou °adu {εt} nazveme mnohorozm¥rný bílý ²um, pokud {εt}
je posloupnost náhodných vektor· spl¬ující

E (εt) = 0,

E
(
εsε

>
t

)
=

{
Σε pro s = t,
0 pro s 6= t,

(5.1)

kde Σε je symetrická pozitivn¥ de�nitní matice a 0 je matice s nulovými prvky.
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Vztah (5.1) znamená, ºe sloºky vektor· bílého ²umu jsou nesou£asn¥ neko-
relované, ale ve stejném £ase mohou být korelované s rozptylovou maticí Σε.
V p°ípad¥, ºe je matice Σε diagonální, pak jsou sloºky bílého ²umu sou£asn¥
nekorelované.

De�nice 33. Mnohorozm¥rný lineární proces de�nujeme jako nekone£nou £aso-
vou °adu

Zt = εt + Ψ1εt−1 + Ψ2εt−2 + . . . =
∞∑
j=0

Ψjεt−j, (5.2)

kde εt je mnohorozm¥rný bílý ²um a Ψj jsou maticové parametry.

Analogicky s jednorozm¥rným p°ípadem (viz de�nice 15), mnohorozm¥rný
lineární proces p°edstavuje lineární kombinaci £len· posloupnosti mnohorozm¥r-
ného bílého ²umu, ve které Ψ0 = I je jednotková matice, a lze ho zapsat pomocí
operátoru zp¥tného posunutí jako

Zt =
(
1 + Ψ1B+ Ψ2B

2 + . . .
)
εt = Ψ (B) εt,

kde Ψ (B) =
∑∞

j=0 ΨjB
j. P°edpokládejme, ºe matice Ψj mají prvky {ψk,l,j}, kde

k,l ∈ {1, . . . ,m}. Proces (5.2) je stacionární, jestliºe platí

∞∑
j=0

ψk,l,j
2 <∞ ∀k, l ∈ {1, . . . ,m}.

Pokud je vícerozm¥rný lineární proces invertibilní, lze ho zapsat ve tvaru

Zt = Π1Zt−1 + Π2Zt−2 + . . .+ εt,

tj. εt = Zt −Π1Zt−1 − . . . = Π (B)Zt,

kde Π (B) = I−
∑∞

j=1 ΠjB
j a Πj jsou maticové koe�cienty s prvky {πk,l,j}, kde

k,l ∈ {1, . . . ,m}. Podmínkou invertibility procesu (5.2) je

∞∑
j=0

|πk,l,j| <∞ ∀k, l ∈ {1, . . . ,m}.

Poznámka. Ukaºme podrobn¥ji, jak funguje operátor zp¥tného posunutí ve ví-
cerozm¥rném p°ípad¥. Jeho pouºitím na náhodný vektor Zt dostaneme

BZt =


B 0 · · · 0
0 B · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · B




Z1,t

Z2,t
...

Zm,t

 =


Z1,t−1
Z2,t−1

...
Zm,t−1

 = Zt−1.
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5.2 Vektorový model klouzavých sou£t·

De�nice 34. �ekneme, ºe £asová °ada {Zt} se °ídí vektorovým modelem klouza-
vých sou£t· °ádu q, pokud platí

Zt = εt + Θ1εt−1 + . . .+ Θqεt−q = Θ (B) εt,

kde εt je m-rozm¥rný bílý ²um, Θ1, . . . ,Θq jsou matice o rozm¥rech m×m (Θq 6=
0) a

Θ (B) = I + Θ1B+ . . .+ ΘqB
q

je operátor klouzavých sou£t·.

Vektorový model klouzavých sou£t· VMA(q) je vºdy stacionární. Ozna£me
|Θ (B)| determinant maticového polynomu Θ (B). Za podmínky, ºe v²echny ko-
°eny polynomu |Θ (B)| leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovin¥, je proces
VMA(q) invertibilní. Jeho vektor st°edních hodnot je E (Zt) = µ = 0. Maticová
autokovarian£ní funkce má tvar

Γk = E (εt + Θ1εt−1 + . . .+ Θqεt−q)
(
ε>t+k + ε>t+k−1Θ

>
1 + . . .+ ε>t+k−qΘ

>
q

)
=

=

{ ∑q−k
j=0 ΘjΣεΘ

>
j+k pro k = 0, 1, . . . , q,

0 pro k > q,
(5.3)

kde Θ0 = I, a je useknutá v bod¥ q. Odtud dostaneme také vztah pro maticovou
autokorela£ní funkci

ρk = 0 pro k > q.

Uve¤me jako p°íklad model VMA(1)

Zt = εt + Θ1εt−1,

který lze nap°íklad pro m = 2 zapsat maticov¥ jako(
Z1,t

Z2,t

)
=

(
ε1,t
ε2,t

)
+

(
θ11 θ12
θ21 θ22

)(
ε1,t−1
ε2,t−1

)
nebo pomocí rovnic

Z1,t = ε1,t + θ11ε1,t−1 + θ12ε2,t−1,

Z2,t = ε2,t + θ21ε1,t−1 + θ22ε2,t−1.

Z tohoto zápisu vidíme, ºe mimodiagonální prvky matice Θ1 vyjad°ují vzájemnou
£asovou závislost mezi °adami {ε1,t} a {ε2,t}. Jak uvádí [20] na str. 344, podmínka
invertibility procesu VMA(1) je ekvivalentní podmínce, ºe vlastní £ísla matice Θ1

leºí uvnit° jednotkového kruhu.

Maticová autokovarian£ní funkce (5.3) modelu VMA(1) se zjednodu²í na

Γk =


Σε + Θ1ΣεΘ

>
1 pro k = 0,

ΣεΘ
>
1 pro k = 1,

0 pro k > 1.
(5.4)
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5.3 Vektorový autoregresní model

De�nice 35. �ekneme, ºe £asová °ada {Zt} se °ídí vektorovým autoregresním
modelem °ádu p, pokud platí

Zt = Φ1Zt−1 + . . .+ ΦpZt−p + εt, (5.5)

tj. Zt −Φ1Zt−1 − . . .−ΦpZt−p = Φ (B)Zt = εt,

kde εt je m-rozm¥rný bílý ²um, Φ1, . . . ,Φp jsou matice o rozm¥ru m×m (Φp 6= 0)
a

Φ (B) = I−Φ1B− . . .−ΦpB
p

je autoregresní operátor.

Vektorový autoregresní model VAR(p) je vºdy invertibilní a za podmínky, ºe
v²echny ko°eny polynomu |Φ (B)| leºí vn¥ jednotkového kruhu v komplexní rovi-
n¥, také stacionární s nulovou st°ední hodnotou.

Ukaºme nyní, jak vypadá model VAR(1). Jeho tvar je

Zt = Φ1Zt−1 + εt. (5.6)

Nech´ nap°íklad m = 2. Potom model (5.6) zapí²eme maticov¥ jako(
Z1,t

Z2,t

)
=

(
φ11 φ12

φ21 φ22

)(
Z1,t−1
Z2,t−1

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)
nebo pomocí rovnic

Z1,t = φ11Z1,t−1 + φ12Z2,t−1 + ε1,t, (5.7)
Z2,t = φ21Z1,t−1 + φ22Z2,t−1 + ε2,t. (5.8)

Z rovnic 5.7, 5.8 a z tvaru kovarian£ní matice 5.9 je patrná souvislost mimo-
diagonálních prvk· matice Φ1 se závislostí mezi °adami {Z1,t} a {Z2,t} v £ase.
Pokud je navíc matice Σε diagonální, pak platí následující vztahy:

• Pokud φ12 6= 0 a φ21 6= 0, pak existuje zp¥tná vazba mezi °adami {Z1,t} a
{Z2,t}.

• Pokud φ12 6= 0 a zárove¬ φ21 = 0, existuje jednosm¥rná závislost °ady {Z1,t}
na {Z2,t}.

• Pokud φ12 = φ21 = 0, pak jsou °ady {Z1,t} a {Z2,t} nesou£asn¥ nekorelované.

Jak je ukázáno v [20] na str. 339-340, podmínka stacionarity procesu VAR(1) je
ekvivalentní podmínce, ºe vlastní £ísla matice Φ1 leºí uvnit° jednotkového kruhu.
Maticovou autokovarian£ní funkci modelu (5.6) dostaneme jako

Γk = E
(
ZtZ

>
t+k

)
=

= E

(
Zt (Φ1Zt+k−1 + εt+k)

>
)

=

= E
(
ZtZ

>
t+k−1Φ

>
1 + Ztε

>
t+k

)
=

=

{
Γ−1Φ

>
1 + Σε pro k = 0,

Γk−1Φ
>
1 = Γ0

(
Φ>1
)k pro k ≥ 1.

(5.9)
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V poslední rovnosti pro k ≥ 1 jsme vyuºili, ºe E
(
Ztε

>
t+k

)
= 0, nebo´ Zt =

Φ−1 (B) εt je lineární proces vytvo°ený z hodnot εt, εt−1, . . . a náhodné vektory
εt+k a Zt jsou pro k ≥ 1 nekorelované.

Pro obecný model VAR(p) lze obdobn¥ jako v jednorozm¥rném p°ípad¥ sesta-
vit soustavu Yule-Walkerových rovnic. Pokud vynásobíme vztah (5.5) hodnotou
Z
>
t−k pro k > 0 a p°ejdeme ke st°edním hodnotám, dostaneme rovnici

Γk = Γk−1Φ
>
1 + . . .+ Γk−pΦ

>
p ,

která pro k = 1, . . . , p tvo°í p°íslu²nou soustavu.

5.4 Vektorový smí²ený model VARMA

De�nice 36. �ekneme, ºe £asová °ada {Zt} se °ídí vektorovým smí²eným mo-
delem VARMA °ád· p a q, pokud platí

Zt = Φ1Zt−1 + . . .+ ΦpZt−p + εt + Θ1εt−1 + . . .+ Θqεt−q,

tj. Φ (B)Zt = Θ (B) εt,

kde εt je m-rozm¥rný bílý ²um, Φ1, . . . ,Φp,Θ1, . . . ,Θq jsou matice o rozm¥ru
m×m (Φp 6= 0 a Θq 6= 0),

Φ (B) = I−Φ1B− . . .−ΦpB
p

je autoregresní operátor a

Θ (B) = I + Θ1B+ . . .+ ΘqB
q

je operátor klouzavých sou£t·.

Posta£ující podmínka stacionarity modelu VARMA(p,q) obdobn¥ jako v jed-
norozm¥rném p°ípad¥ odpovídá podmínce stacionarity modelu VAR(p) a pod-
mínka invertibility modelu VARMA(p,q) odpovídá podmínce invertibility modelu
VMA(q).

Jako p°íklad uve¤me model VARMA(1,1), který má tvar

Zt = Φ1Zt−1 + εt + Θ1εt−1. (5.10)

M¥jme m = 2. Potom lze ekvivalentn¥ psát(
Z1,t

Z2,t

)
=

(
φ11 φ12

φ21 φ22

)(
Z1,t−1
Z2,t−1

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)
+

(
θ11 θ12
θ21 θ22

)(
ε1,t−1
ε2,t−1

)
,

neboli

Z1,t = φ11Z1,t−1 + φ12Z2,t−1 + ε1,t + θ11ε1,t−1 + θ12ε2,t−1,

Z2,t = φ21Z1,t−1 + φ22Z2,t−1 + ε2,t + θ21ε1,t−1 + θ22ε2,t−1.
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P°enásobením rovnice (5.10) zpoºd¥nou hodnotou Z>t−k dostaneme

ZtZ
>
t−k = Φ1Zt−1Z

>
t−k + εtZ

>
t−k + Θ1εt−1Z

>
t−k

a po p°echodu ke st°edním hodnotám

Γ−k = Φ1Γ−k+1 + E
(
εtZ

>
t−k
)

+ Θ1 E
(
εt−1Z

>
t−k
)
.

S vyuºitím vztahu Γk = Γ>−k lze psát

Γ>k = Φ1Γ
>
k−1 + E

(
εtZ

>
t−k
)

+ Θ1 E
(
εt−1Z

>
t−k
)
,

odkud dostaneme vyjád°ení maticové autokovarian£ní funkce modelu (5.10)

Γk =


Γ>1 Φ>1 + Σε + (Φ1 + Θ1) ΣεΘ

>
1 pro k = 0,

Γ>0 Φ>1 + ΣεΘ
>
1 pro k = 1,

Γk−1Φ
>
1 pro k ≥ 2.
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Kapitola 6

Identi�kace model·
mnohorozm¥rných £asových °ad

Postup identi�kace model· mnohorozm¥rných £asových °ad je obdobný jed-
norozm¥rnému p°ípadu. Po gra�cké prohlídce se provedou p°ípadné transformace
vedoucí ke stacionarizaci °ady a homogenizaci jejího rozptylu. Dále lze pouºít n¥-
kterou z identi�ka£ních metod, jako jsou odhady maticových korela£ních funkcí
nebo informa£ní kritéria.

6.1 Identi�kace pomocí maticové autokorela£ní
funkce

Nejprve se podíváme na identi�kaci modelu pro mnohorozm¥rnou £asovou
°adu pomocí maticové autokorela£ní funkce ρk. Lze ji odhadnout z dat dle de�nice
31 a porovnat její chování s teoretickými prot¥j²ky. Body useknutí k0 jednotlivých
sloºek rij(k) odhadnuté matice lze dle [20], str. 350 testovat pomocí Bartlettovy
aproximace s asymptotickým kritickým oborem na hladin¥ významnosti 5 %

|rij(k)| ≥ 2

√√√√ 1

n− k

(
1 + 2

k0∑
l=1

rii(l)rjj(l)

)
pro n¥jaké |k| > k0.

V p°ípad¥, ºe °ada {Z t} je vícerozm¥rný bílý ²um, uvedený kritický obor se
zjednodu²í na

|rij(k)| ≥ 2

√
1

n− k
pro n¥jaké |k| > k0, (6.1)

p°i£emº jmenovatel (n− k) uvedených zlomk· se pro del²í £asové °ady nahrazuje
výrazem n. Auto°i [17] navrhli vyuºít zjednodu²ený kritický obor (6.1) a nahradit
jednotlivé prvky odhadnutých maticových autokorela£ních funkcí rij(k) symboly

+ pro rij(k) > 2√
n
,

− pro rij(k) < − 2√
n
,

· jinak.

V dal²ím kroku lze na jejich základ¥ stanovit bod useknutí maticové autokorela£ní
funkce. Uvedený postup je vhodný pro identi�kaci vektorového modelu klouza-
vých sou£t· VMA(q), nebo´ jeho teoretická maticová autokorela£ní funkce má bod
useknutí k0 = q.
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6.2 Identi�kace pomocí parciální korela£ní
maticové funkce

Podobn¥ jako u jednorozm¥rných £asových °ad lze i vektorové procesy studo-
vat z hlediska parciální korelace jejich sloºek. Za tímto ú£elem de�nujeme dle [20]
(str. 356-358) parciální korela£ní maticovou funkci pro zpoºd¥ní k, pomocí které
se popisuje korelace náhodných vektor· Zt a Zt+k po vylou£ení lineární závislosti
na vektorech Zt+1, . . . ,Zt+k−1 leºících v £ase mezi nimi.

De�nice 37. Zave¤me vektory

uk−1,t+k = Zt+k −αk−1,1Zt+k−1 −αk−1,2Zt+k−2 − · · · −αk−1,k−1Zt+1

a vk−1,t = Zt − βk−1,1Zt+1 − βk−1,2Zt+2 − · · · − βk−1,k−1Zt+k−1,

kde αk−1,s,βk−1,s pro s = 1, . . . , k − 1 jsou matice minimalizující E|uk−1,t+k|2,
resp. E|vk−1,t|2. Dále ozna£me matice

Vu(k) = var(uk−1,t+k),

Vv(k) = var(vk−1,t),

Vvu(k) = cov(vk−1,t,uk−1,t+k),

diagonální matici Du(k), jejíº i-tý diagonální prvek je odmocnina i-tého diago-
nálního prvku matice Vu(k) a diagonální matici Dv(k), která je odvozena stej-
ným zp·sobem z matice Vv(k). Parciální korela£ní maticovou funkci pro zpoºd¥ní
k = 1, 2, . . . de�nujeme jako

φk = [Dv(k)]−1Vvu(k)[Du(k)]−1. (6.2)

Autor [20] na str. 359-361 uvádí rekurentní postup výpo£tu matice φk. Pro
k = 1 máme

Vu(1) = Vv(1) = Γ0,

Vvu(1) = Γ1,

α1,1 = Γ>1 (Γ0)
−1 ,

β1,1 = Γ1 (Γ0)
−1

a pro k ≥ 2 a s = 1, . . . , k − 1

Vu(k) = Γ0 −
k−1∑
s=1

αk−1,sΓs,

Vv(k) = Γ0 −
k−1∑
s=1

βk−1,sΓ
>
s ,

Vvu(k) = Γk −
k−1∑
s=1

Γk−sα
>
k−1,s,

αk,k = V >
vu

(k)(Vv(k))−1,

αk,s = αk−1,s −αk,kβk−1,k−s,
βk,k = Vvu(k)(Vu(k))−1,

βk,s = βk−1,s − βk,kαk−1,k−s.
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Matice Du(k) a Dv(k) vypo£ítáme dle de�nice 37 a parciální korela£ní maticovou
funkci získáme dosazením do (6.2).

Uvedený rekurentní postup je zárove¬ metodou pro výpo£et odhadu φ̂k funk-
ce φk, pokud bychom místo Γs brali Γ̂s dle de�nice 30 pro s = 0, . . . , k− 1. Tyto
odhady jsou uºite£né pro identi�kaci autoregresního modelu VAR(p), nebo´ jeho
teoretická parciální korela£ní maticová funkce je useknutá v bod¥ k0 = p. Pokud
ozna£íme prvky odhadnuté matice φ̂k jako rij(kk), pak m·ºeme jejich body usek-
nutí testovat pomocí Quenouilleovy aproximace s kritickým oborem na hladin¥
významnosti 5 %

|rij(kk)| ≥ 2

√
1

n
pro n¥jaké |k0| > k.

Poznámka. Alternativn¥ lze k ur£ení °ádu modelu VAR(p) vyuºít také par-
ciální autoregresní maticovou funkci. V knize [20] na str. 351-355 je de�nována
jako maticový koe�cient Φk,k v lineárním regresním modelu

Zt+k = Φk,1Zt+k−1 + Φk,2Zt+k−2 + . . .+ Φk,kZt + ek,t+k.

Stejný zdroj uvádí, ºe pro model VAR(p) mají parciální autoregresní maticová
funkce a parciální korela£ní maticová funkce stejný bod useknutí k0 = p.

6.3 Identi�kace pomocí informa£ních kritérií

P°edchozí postupy vyºadují subjektivní zásah badatele, proto £asto vedou
k r·zným výsledk·m a je obtíºné je automatizovat. Navíc neumoº¬ují identi�-
kaci smí²eného modelu VARMA(p,q). Stejn¥ jako v jednorozm¥rném p°ípad¥ se
v²ak i zde nabízí p°ístup pomocí informa£ních kritérií. Ten spo£ívá ve výb¥ru
nejmen²í z p°edem daného po£tu hodnot, a vede tak k jednozna£nému záv¥ru.
Uve¤me nyní de�nice nejpouºívan¥j²ích informa£ních kritérií pro vektorový pro-
ces VARMA(p,q) dle [12], str. 147-150:

• Akaikeho informa£ní kritérium (AIC) ve tvaru

AIC = ln
∣∣Σ̂ε

∣∣+
2(p+ q)m2

n
,

kde n je po£et pozorování,
∣∣Σ̂ε

∣∣ je determinant odhadnuté varian£ní matice
bílého ²umu a m je rozm¥r vektorového procesu Zt,

• Schwartzovo Bayesovské informa£ní kritérium (BIC) ve tvaru

BIC = ln
∣∣Σ̂ε

∣∣+
(p+ q)m2 lnn

n
,

• Hannanovo-Quinnovo informa£ní kritérium (HQ) ve tvaru

HQ = ln
∣∣Σ̂ε

∣∣+
2(p+ q)m2 ln lnn

n
.

Poznamenejme, ºe kritéria AIC, BIC a HQ jsou p°ímou analogií svých jedno-
rozm¥rných verzí uvedených v kapitolách 2.5.1 a 2.5.3.
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Kapitola 7

Simulace mnohorozm¥rných
£asových °ad

V této kapitole ukáºeme fungování identi�ka£ních kritérií na simulovaných
mnohorozm¥rných £asových °adách. Vyuºijeme jak autokorela£ní maticovou funk-
ci a parciální korela£ní maticovou funkci, tak Akaikeho a Schwartzovo Bayesovské
informa£ní kritérium. K výpo£t·m pouºijeme program R.

7.1 Simulace procesu VAR(1)

Nejprve budeme generovat dvourozm¥rnou £asovou °adu délky n = 1000, která
se °ídí vektorovým autoregresním modelem °ádu 1 s maticovým parametrem

Φ1 =

(
0,8 0,3
0,1 0,6

)
a normálním bílým ²umem s jednotkovou varian£ní maticí, tj. εt ∼ N(0,I). Model
lze zapsat jako (

Z1,t

Z2,t

)
=

(
0,8 0,3
0,1 0,6

)(
Z1,t−1
Z2,t−1

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)
.

Autoregresní proces je invertibilní a vzhledem k tomu, vlastní £ísla matice Φ1

(0,9 a 0,5) leºí uvnit° jednotkového kruhu v komplexní rovin¥, také stacionární.
Trajektorie obou sloºek simulované £asové °ady jsou zobrazeny v grafu 7.1.

Odhadnutá autokorela£ní maticová funkce nemá bod useknutí, naproti tomu
výb¥rová parciální korela£ní maticová funkce je useknutá v bod¥ k0 = 1, jak
je vid¥t v odhadnutých korelogramech na obrázcích 7.2 a 7.3. Tyto odhady auto-
korela£ních funkcí tedy vedou na identi�kaci modelu VAR(1).

Pomocí Akaikeho informa£ního kritéria i Schwartzova Bayesovského informa£-
ního kritéria bychom taktéº identi�kovali vektorový autoregresní model °ádu 1.
Hodnoty obou t¥chto kritérií totiº vycházejí pro model VAR(1) nejmen²í, jak je
vid¥t v tabulce 7.1.
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Poznámka. Pro úplnost uve¤me význam jednotlivých graf· na obrázku 7.2.
Horní levý graf zobrazuje odhadnutou autokorela£ní funkci ρ11(k) jednorozm¥r-
né £asové °ady {Z1,t} a dolní pravý graf odhadnutou autokorela£ní funkci ρ22(k)
£asové °ady {Z2,t}. Ve zbylých dvou grafech je vykreslen odhad vzájemné auto-
korela£ní funkce ρ12(k) obou t¥chto °ad, p°i£emº platí ρ12(k) = ρ21(−k).
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Obrázek 7.1: Simulovaná dvourozm¥rná £asová °ada VAR(1)

AIC BIC

VAR(1) 0,009 0,029
VAR(2) 0,016 0,055
VMA(1) 1,142 1,161

VARMA(1,1) 0,014 0,053
VARMA(1,2) 0,022 0,081

Tabulka 7.1: Hodnoty informa£ních kritérií
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Obrázek 7.2: Odhadnutá autokorela£ní maticová funkce
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Obrázek 7.3: Odhadnutá parciální korela£ní maticová funkce
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7.2 Simulace procesu VMA(1)

Nyní p°istoupíme k simulaci dvourozm¥rné £asové °ady délky n = 1000 dle
vektorového modelu klouzavých sou£t· °ádu 1 s maticovým parametrem

Θ1 =

(
0,4 0,2
0,3 0,6

)
.

Pro model lze zvolit zápis(
Z1,t

Z2,t

)
=

(
ε1,t
ε2,t

)
+

(
0,4 0,2
0,3 0,6

)(
ε1,t−1
ε2,t−1

)
.

Bílý ²um byl generován z rozd¥lení N(0,I).

Proces klouzavých sou£t· je stacionární a navíc také invertibilní, jelikoº vlast-
ní £ísla matice Θ1 (0,76 a 0,24) leºí uvnit° jednotkového kruhu v komplexní rovin¥.
Graf 7.4 zobrazuje trajektorie obou sloºek simulované £asové °ady.
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Obrázek 7.4: Simulovaná dvourozm¥rná £asová °ada VMA(1)
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Uve¤me v tomto p°ípad¥ namísto odhadnutého korelogramu druhý obvyk-
lý zp·sob vyobrazení hodnot odhadnuté maticové autokorela£ní funkce zmín¥-
ný v kapitole 6.1, a to pomocí matic se symboly +,− a ·. Tabulka 7.2 zob-
razuje odhady maticové ACF pro zpoºd¥ní k = 1, . . . , 8 spole£n¥ s p°íslu²ný-
mi symboly, na základ¥ kterých ur£íme bod useknutí. Pokud bychom ignoro-
vali hodnotu ρ̂11(3)

.
= −0,07, která je jen nepatrn¥ men²í neº p°íslu²ná mez

− 2√
n

= − 2√
1000

.
= −0,063, za bod useknutí odhadnuté maticové autokorela£ní

funkce lze povaºovat k0 = 1. Naproti tomu jednotlivé grafy odhadnuté parciál-
ní korela£ní maticové funkce na obrázku 7.5 p°ipomínají spí²e k°ivku U . Proto
bychom se na základ¥ t¥chto odhadnutých funkcí p°iklonili k modelu VMA(1).

k 1 2 3 4

ρ̂k

(
�0,35 �0,17

) (
0,06 0,04

) (
�0,07 �0,04

) (
0,03 0,03

)
�0,19 �0,40 �0,01 �0,05 �0,01 0,02 0,02 �0,01(

� �
) (

· ·
) (

� ·
) (

· ·
)

� � · · · · · ·

k 5 6 7 8

ρ̂k

(
0,02 �0,04

) (
�0,04 0,01

) (
�0,04 0,00

) (
�0,01 0,02

)
0,00 0,01 �0,02 �0,01 0,02 �0,02 �0,03 0,01(
· ·

) (
· ·

) (
· ·

) (
· ·

)
· · · · · · · ·

Tabulka 7.2: Odhadnutá autokorela£ní maticová funkce
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Obrázek 7.5: Odhadnutá parciální korela£ní maticová funkce
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Ke správné identi�kaci modelu vedl také p°ístup pomocí Akaikeho a Schwar-
tzova Bayesovského informa£ního kritéria. V tabulce 7.3 vidíme, ºe ob¥ kritéria
nabyla své minimální hodnoty práv¥ pro model VMA(1).

AIC BIC

VMA(1) �0,055 �0,036
VMA(2) �0,050 �0,010

VARMA(1,1) �0,051 �0,012
VARMA(1,2) �0,046 0,012
VARMA(2,1) �0,046 0,013

Tabulka 7.3: Hodnoty informa£ních kritérií

7.3 Simulace procesu VARMA(1,1)

Na záv¥r budeme generovat dvourozm¥rnou £asovou °adu délky n = 1000 dle
modelu VARMA(1,1) s maticovými parametry

Φ1 =

(
0,8 0,1
0,2 0,7

)
a Θ1 =

(
0,5 0,3
0,1 0,6

)
a bílým ²umem εt ∼ N(0,I). Tvar uvaºovaného modelu je(

Z1,t

Z2,t

)
=

(
0,8 0,1
0,2 0,7

)(
Z1,t−1
Z2,t−1

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)
+

(
0,5 0,3
0,1 0,6

)(
ε1,t−1
ε2,t−1

)
.

Vlastní £ísla matice Φ1 jsou 0,9 a 0,6. Jelikoº ob¥ leºí uvnit° jednotkového
kruhu v komplexní rovin¥, proces je stacionární. To samé platí i pro vlastní £ísla
matice Θ1 (0,73 a 0,37), a proto je proces také invertibilní. Graf 7.6 ukazuje tra-
jektorie obou sloºek simulované £asové °ady.

Grafy odhadnuté autokorela£ní maticové funkce i parciální korela£ní maticové
funkce na obrázcích 7.7 a 7.8 p°ipomínají k°ivku U , a proto nevedou k jednozna£-
né identi�kaci vhodného modelu. Nabízejí se tedy informa£ní kritéria AIC a BIC,
která se v tomto p°ípad¥ neshodují. Akaikeho kritérium nadhodnotilo °ády mo-
delu a jako nejvhodn¥j²í zvolilo model VARMA(2,2). Naproti tomu BIC správn¥
identi�kovalo model VARMA(1,1), viz tabulka 7.4.
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Obrázek 7.6: Simulovaná dvourozm¥rná £asová °ada VARMA(1,1)

AIC BIC

VAR(1) 0,0142 0,0338
VAR(2) �0,1146 �0,0753
VMA(1) 0,1658 0,1855
VMA(2) 0,0282 0,0675

VARMA(1,1) �0,1780 �0,1387
VARMA(1,2) �0,1737 �0,1148
VARMA(2,1) �0,1739 �0,1150
VARMA(2,2) �0,1828 �0,1043

Tabulka 7.4: Hodnoty informa£ních kritérií
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Obrázek 7.7: Odhadnutá autokorela£ní maticová funkce
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7.4 Porovnání identi�ka£ních kritérií

V p°edchozím textu jsme na simulovaných dvourozm¥rných £asových °adách
ukázali moºné p°ístupy k identi�kaci modelu. Ukázalo se, ºe identi�kace pomocí
odhadnutých maticových autokorela£ních funkcí je mírn¥ komplikovan¥j²í neº u
jednorozm¥rných £asových °ad. Za bod useknutí maticové autokorela£ní funkce
se totiº povaºuje takový bod, za kterým jsou nulové v²echny prvky této matice. U
£asových °ad v¥t²ích rozm¥r· tak m·ºe být volba bodu useknutí jiº velmi subjek-
tivní záleºitost. Jeho nalezení lze provést dv¥ma zp·soby � podle grafu p°íslu²né
maticové funkce nebo podle tabulky se symboly +,− a ·. Druhá moºnost je pro
£asové °ady velkých rozm¥r· p°ehledn¥j²í, ale její nevýhodou je, ºe v tabulce na
první pohled nepoznáme, o kolik jsou hodnoty zastoupené symboly + a − v¥t²í
£i men²í neº p°íslu²ná mez. Tuto informaci nám dávají grafy maticových autoko-
rela£ních funkcí, a proto je výhodné oba p°ístupy kombinovat.

Identi�kace modelu pomocí informa£ních kritérií funguje na stejném principu
jako v jednorozm¥rném p°ípad¥. Spo£ívá ve výb¥ru minima z p°edem daného po-
£tu hodnot, a proto vºdy vede k jednozna£nému výsledku.

Podívejme nyní se podrobn¥ji na praktické pouºití Akaikeho a Schwartzova
Bayesovského informa£ního kritéria. Podobn¥ jako v kapitole 3.4 porovnáme je-
jich fungování na 100 simulovaných dvourozm¥rných £asových °adách dle model·
VAR(1), VMA(1) a VARMA(1,1) délky n = 1000. Budeme pozorovat, které kri-
térium vedlo ke správné identi�kaci p°íslu²ného modelu ve v¥t²ím po£tu p°ípad·.

Tabulka 7.5 ukazuje po£ty identi�kovaných model· pro simulovanou £asovou
°adu dle modelu VAR(1) ve tvaru(

Z1,t

Z2,t

)
=

(
0,8 0,3
0,1 0,6

)(
Z1,t−1
Z2,t−1

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)
.

Vidíme, ºe Akaikeho kritérium správn¥ ur£ilo model v 83 % p°ípad·, naproti
tomu Schwartzovo Bayesovské kritérium bylo tentokrát bezchybné.

AIC BIC

VAR(1) 83 100
VAR(2) 5 0

VARMA(1,1) 4 0
VARMA(1,2) 3 0
VARMA(2,1) 4 0
VARMA(2,2) 1 0

Tabulka 7.5: Po£ty identi�kovaných model· dle AIC a BIC

Dále jsme generovali 100 dvourozm¥rných £asových °ad dle modelu klouzavých
sou£t· ve tvaru(

Z1,t

Z2,t

)
=

(
ε1,t
ε2,t

)
+

(
0,4 0,2
0,3 0,6

)(
ε1,t−1
ε2,t−1

)
.
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Schwartzovo Bayesovské kritérium op¥t vedlo u kaºdé °ady k identi�kaci správ-
ného modelu. Akaikeho kritérium tentokrát bylo mén¥ úsp¥²né neº v p°ípad¥
autoregresního modelu. Rozpoznalo model VMA(1) jen v 66 % p°ípad·. Podrob-
n¥j²í výsledky jsou uvedeny v tabulce 7.6.

AIC BIC

VMA(1) 66 100
VMA(2) 7 0

VARMA(1,1) 6 0
VARMA(1,2) 13 0
VARMA(2,1) 6 0
VARMA(2,2) 2 0

Tabulka 7.6: Po£ty identi�kovaných model· dle AIC a BIC

Nakonec jsme generovali dvourozm¥rné £asové °ady podle smí²eného modelu
VARMA(1,1) ve tvaru(

Z1,t

Z2,t

)
=

(
0,8 0,1
0,2 0,7

)(
Z1,t−1
Z2,t−1

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)
+

(
0,5 0,3
0,1 0,6

)(
ε1,t−1
ε2,t−1

)
.

Podle tabulky 7.7 Akaikeho kritérium identi�kovalo správný model VARMA(1,1)
u 71 % simulací, ve zbylých p°ípadech byly nadhodnoceny °ády modelu. Schwar-
tzovo Bayesovské informa£ní kritérium op¥t u v²ech £asových °ad identi�kovalo
model správn¥.

AIC BIC

VARMA(1,1) 71 100
VARMA(1,2) 4 0
VARMA(2,1) 6 0
VARMA(2,2) 19 0

Tabulka 7.7: Po£ty identi�kovaných model· dle AIC a BIC

Ov¥°ili jsme, ºe i v p°ípad¥ mnohorozm¥rných £asových °ad je p°esn¥j²í Ba-
yesovské neº Akaikeho informa£ní kritérium, které má tendenci nadhodnocovat
°ády modelu. Identi�kace pomocí BIC byla tentokrát u 100 % simulací úsp¥²-
ná. Co se tý£e AIC, nejv¥t²ího procenta správných identi�kací dosáhlo u modelu
VAR(1), naopak nejmén¥ p°esné bylo v identi�kaci modelu VMA(1).

60



Kapitola 8

Softwarové zpracování
mnohorozm¥rné £asové °ady

Na záv¥r p°istoupíme k ukázce identi�kace modelu reálné mnohorozm¥rné �-
nan£ní £asové °ady. Bude se jednat o trojrozm¥rnou °adu m¥sí£ních m¥nových
kurz· USD1/CAD2, USD/CNY3 a USD/RUB4 za období od ledna 2006 do pro-
since 2015 £ítající n = 120 pozorování, vºdy z posledního dne kaºdého m¥síce.
Data byla získána z webové stránky www.quandl.com. Jednotlivé sloºky analyzo-
vané °ady jsou vykresleny v obrázku 8.1. Pro dosaºení stacionarity jsme vypo£etli
první diference logaritm· kaºdé ze sloºek.

U v¥t²ího po£tu £asových °ad se samoz°ejm¥ nabízí moºnost modelovat je od-
d¥len¥ kaºdou zvlá²´. Výhodn¥j²í v²ak je nahlíºet na n¥ jako na mnohorozm¥rnou
£asovou °adu a modelovat je spole£n¥. Díky tomuto p°ístupu lze sledovat jejich
vzájemné vztahy a vazby v £ase. Jedna z °ad m·ºe nap°íklad ovliv¬ovat ostat-
ní s ur£itým £asovým zpoºd¥ním. Jak uvád¥jí auto°i [17], dal²í výhodou je v¥t²í
p°esnost p°edpov¥dí budoucích hodnot.
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Odhadnuté autokorela£ní funkce trojrozm¥rné £asové °ady v tabulce 8.1 a
na obrázku 8.2 jsou jiº pom¥rn¥ komplikovaným nástrojem. Pokud se podíváme
pouze na autokorela£ní funkce jednorozm¥rných £asových °ad (v tabulce 8.1 se
jedná o diagonální prvky matic a na obrázku 8.2 jsou to t°i grafy na hlavní diago-
nále), mohli bychom p°edpokládat moºné pouºití autoregresního modelu nízkého
°ádu vzhledem k bod·m useknutí jednotlivých parciálních korela£ních funkcí.

Dv¥ pouºitá informa£ní kritéria � Akaikeho a Schwartzovo Bayesovské � se
v tomto p°ípad¥ neshodují. Jak vidíme v tabulce 8.2, nejniº²í hodnota AIC vy-
chází pro model VARMA(1,1), zatímco BIC vy²lo nejmen²í pro model VAR(1).
Vzhledem k v¥t²í úsp¥²nosti BIC v kapitole 7 zvolíme model VAR(1), který má
také jednodu²²í interpretaci a mén¥ parametr· oproti VARMA(1,1). Uvádíme
odhad maticového parametru Φ1 a p-hodnoty test· nulovosti jednotlivých od-
hadnutých prvk· matice.

Φ̂1 =

 −0,23 0,10 0,15
0,01 0,36 0,01
−0,28 −0,66 0,43

 p-hodnoty:

 0,03 0,82 0,03
0,49 <0,01 0,43
0,10 0,36 <0,01


V matici p-hodnot vidíme, ºe na hladin¥ 5 % nezamítáme nulovost odhad·

na diagonále. Jedná se o odhady parametr·, které charakterizují závislost jed-
notlivých jednorozm¥rných °ad na svých vlastních zpoºd¥ných hodnotách. Z mi-
modiagonálních prvk· byla zamítnuta nulovost pouze odhadu φ̂13

.
= 0,15, který

souvisí se závislostí m¥nového kurzu USD/CAD na zpoºd¥ných hodnotách kurzu
USD/RUB. Z d·vodu nezamítnutí nulovosti odhad· ostatních parametr· nastaví-
me jejich hodnoty pevn¥ na nulu a vypo£ítáme odhady zbylých parametr· znovu.
Ty se proto mohou li²it od p°ede²lých. Výsledný tvar modelu je Z1,t

Z2,t

Z3,t

 =

 −0,13 0 0,11
0 0,41 0
0 0 0,29

 Z1,t−1
Z2,t−1
Z3,t−1

+

 ε1,t
ε2,t
ε3,t

 . (8.1)

Mohli bychom také pracovat s ob¥ma alternativními modely VAR(1) a VAR-
MA(1,1) a �nální volbu provést aº v pr·b¥hu veri�kace jejich porovnáním z hle-
diska spln¥ní p°edpoklad·. Odhadu parametr· a veri�ka£ní £ásti výstavby mode-
lu se v této práci blíºe nev¥nujeme. Touto problematikou v£etn¥ pouºitého testu
nulovosti odhad· parametr· se podrobn¥ zabývá kapitola 14 knihy [20].

k 1 2 3 4

ρ̂k

( · · · )( · · + )( · · · )(+ · · )
· + + · + + · · · · + ·
· · + · · · · · · · · ·

k 5 6 7 8

ρ̂k

( · · · )( · · · )( · · · )( · · · )
· · · · · · · + + · · ·
· · · · · · · · · · · ·

Tabulka 8.1: Odhadnutá autokorela£ní maticová funkce
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Obrázek 8.2: Odhadnutá parciální korela£ní maticová funkce

AIC BIC

VAR(1) �23,823 �23,612
VAR(2) �23,832 �23,412
VMA(1) �23,747 �23,537
VMA(2) �23,831 �23,410

VARMA(1,1) �23,970 �23,549
VARMA(1,2) �23,855 �23,225
VARMA(2,1) �23,842 �23,211
VARMA(2,2) �23,892 �22,051

Tabulka 8.2: Hodnoty informa£ních kritérií

63



Záv¥r

Cílem práce bylo popsat vybrané matematické modely vhodné k analýze �-
nan£ních £asových °ad a jejich identi�ka£ní kritéria a dále ov¥°it fungování kritérií
na simulovaných £asových °adách a reálných datech z �nan£ní praxe.

V první polovin¥ práce byly p°edstaveny jednorozm¥rné lineární modely AR-
MA a r·zné p°ístupy k jejich identi�kaci. P°i analýze reálných dat je prvním
krokem obvykle gra�cká prohlídka £asové °ady a provedení pot°ebných trans-
formací jako nap°. Boxova-Coxova transformace nebo diferencování. O pot°eb¥
diferencování se lze rozhodnout pomocí Dickeyova-Fullerova testu, jehoº fungo-
vání bylo ov¥°eno na simulovaných £asových °adách. Ukázalo se, ºe pro krátké
£asové °ady má test malou sílu, ale pro del²í °ady m·ºe být pom¥rn¥ spolehlivým
ukazatelem nutnosti diferencování i v p°ípad¥ autoregresní posloupnosti s tém¥°
jednotkovým ko°enem.

Z vlastních identi�ka£ních kritérií jsme se zabývali autokorela£ní funkcí, parci-
ální autokorela£ní funkcí a inverzní autokorela£ní funkcí, které jsou vhodné k iden-
ti�kaci model· AR a MA, nicmén¥ model ARMA z nich rozpoznat nedokáºeme.
Alternativou je roz²í°ená výb¥rová autokorela£ní funkce, podle které je moºné
ur£it i °ád modelu ARMA. Tato kritéria zaloºená na korela£ní struktu°e vyºadují
subjektivní posouzení situace a £asto poskytují nejednozna£ný výsledek. Proto
bychom doporu£ili pouºít je spí²e pro orienta£ní pohled na chování £asové °ady
a kone£nou volbu modelu a jeho °ádu provést pomocí informa£ních kritérií. Jejich
fungování bylo taktéº ov¥°eno pomocí simulovaných £asových °ad. Ukázalo se, ºe
Schwartzovo Bayesovské kritérium bylo u v²ech typ· model· p°esn¥j²í neº Akai-
keho kritérium, které £ast¥ji nadhodnocovalo °ády modelu. Identi�ka£ní kritéria
jednorozm¥rných model· ARMA byla následn¥ aplikována na reálnou �nan£ní
£asovou °adu. �lo o kurzy akcií Bank of America Corporation.

Ve druhé polovin¥ práce jsme se zabývali mnohorozm¥rnými lineárními mode-
ly ARMA a jejich identi�ka£ními kritérii, a to maticovými autokorela£ními funk-
cemi a informa£ními kritérii. Maticové autokorela£ní funkce jsou mnohem mén¥
p°ehledné neº autokorela£ní funkce v jednorozm¥rném p°ípad¥. Proto bychom
je doporu£ili pouze jako orienta£ní nástroj a pro �nální volbu modelu bychom
dali p°ednost informa£ním kritériím. Ta jsme také pouºili k identi�kaci model·
simulovaných £asových °ad a zjistili jsme, ºe Akaikeho kritérium bylo op¥t mén¥
spolehlivé neº Schwartzovo Bayesovské. K ukázce identi�kace mnohorozm¥rného
modelu pro reálná data jsme pouºili trojrozm¥rnou °adu m¥sí£ních m¥nových
kurz· USD/CAD, USD/CNY a USD/RUB. Zvolený model nazna£uje, ºe se jed-
notlivé £asové °ady navzájem výrazn¥ neovliv¬ují.
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