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Uvod

Mnoho dat z oblasti ekonomie a financi se uvadi v podobé tzv. C¢asovych
fad. Jde o usporadanou posloupnost pozorovani v c¢ase, kterd mame k dispozici
s urcitou frekvenci, napi. tydenni, denni, hodinovou i nékolikaminutovou. Muze
se jednat o ceny akcii, arokové sazby, cenové indexy, ménové kurzy a dalsi. Za
ucelem popisu chovani takovych fad a konstrukce predpovédi jejich budouciho
vyvoje se pouzivaji rizné matematické modely. Pii jejich aplikaci je klicova vol-
ba vhodného modelu pro konkrétni data, tzv. identifikace modelu. Cilem této
prace je pfedstavit vybrané matematické modely vhodné pro analyzu finan¢nich
¢asovych Tad a popsat jejich identifikac¢ni kritéria. Na rozdil od cetné literatury,
napi. [3], jsou ve vzajemnych souvislostech uvedeny identifika¢ni procedury jak
pro jednorozmérné, tak i mnohorozmérné rady. Fungovani jednotlivych kritérii
bude ovéieno pomoci softwaru na simulovanych ¢asovych fadach a nasledné bu-
dou aplikovana na redlné data z finan¢ni praxe.

Préce se zabyva linearnimi modely ARMA, které jsou pro svou jednoduchost,
snadnou interpretovatelnost a implementaci v softwarovych produktech popularni
a v praxi pouzivané i pies to, ze pro analyzu finan¢nich dat byly navrzeny riiz-
Kapitoly 1 — 4 pojednavaji o modelech jednorozmérnych casovych fad a kapi-
toly 5 — 8 se vénuji modelim mnohorozmérnych rad. Oba bloky jsou ¢lenény
stejnym zptsobem: nejprve jsou shrnuty zaklady teorie ndhodnych procesi, poté
jsou predstaveny jednotlivé modely AR, MA a ARMA a jejich vlastnosti. V dal-
Si kapitole se ¢tenar dozvi o jednotlivych moznostech identifikace, kterd spociva
ve volbé vhodného modelu a jeho fadu. Jedna se o postupy zalozené na korelac¢ni
strukture ¢asové fady a informacni kritéria. Kromé klasickych postupt jsou po-
psany i nékteré méné znamé, napiiklad rozsitend vybérova autokorelac¢ni funkce
u jednorozmérnych rad a nékteré typy maticovych autokorelac¢nich funkci u mno-
horozmérnych tad. Dale je ovéfeno fungovani popsanych kritérii na simulovanych
¢asovych fadéch. Jednotliva kritéria jsou porovnana z hlediska jejich spolehlivosti
a jednoduchosti pouziti. V zavérecné kapitole kazdého bloku pak uvadime ukizku
identifikace modelu pro konkrétni ¢asové fady z finan¢ni praxe.

Teoretické podklady byly ¢erpany zejména z knih [20] a [4]. Na piislusnych
mistech v textu jsou citovany i dalsi pouzité zdroje. Pro zpracovani simulovanych
i realnych ¢asovych fad jsme pouzili software R. Na prilozeném CD jsou umistény
zdrojové kody a zpracované data.



Kapitola 1

Linearni modely pro jednorozmeérné
c¢asové rady

1.1 Zakladni pojmy

Nejprve definujeme zékladni pojmy tykajici se problematiky ¢asovych rad.

Definice 1. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, necht T C R. MnoZinu
redlngch ndhodnijch velicin {Z (w,t),w € 2,t € T} definovangch na (£2,F, P)
nazveme nahodny proces.

Hodnoty ¢t € T interpretujeme jako ¢as. Pro pevné t € T je Z (w,t) ndhodna
veli¢ina. Naopak pro dané w € {2 odpovida Z (w,t) jako deterministicka funkce
proménné t trajektorii ndhodného procesu, ktera je pozorovatelnd v praxi.

Definice 2. Ndhodny proces {Z (w,t),w € 2,t € T}, kde T C 7Z, nazveme
casovou Tadou.

Déle budeme misto Z (w,t) psat pouze Z;.

Definice 3. Casovou Fadu {Zi,t € T} nazveme silné staciondrni, pokud je
pravdépodobnostni rozdéleni daného ndhodného procesu invariantni vict posunim
v case, tedy pro libovolné n € N, pro vsechna ty,...,t, € T a pro libovolné k € Z
takové, Zet;+ k € T pro 1 < i <mn, plati

ﬁ (Ztl, . o 7Ztn) - E (Zt1+k7 . e 7Ztn+k) .

Definice 4. Casovou Fadu {Z,t € T} s konecnymi druhymi momenty nazve-
me slabé staciondrni, pokud pro vsechna s,t € T a libovolné k € Z takové, Ze
s+k,t+keT, plati

E(Z:) = p = konst,
cov (Zs,Z;) = cov (Zsipy Ziak) -

Stacionarita znamenda urcitou stochastickou ustélenost chovani ¢asové tady.
Striktni stacionarita pozaduje invarianci pravdépodobnostniho rozdéleni daného
nadhodného procesu vii¢i posuntiim v case; pro slabou stacionaritu staci, aby byly
vi¢i posunim v ¢ase invariantni pouze prvni dva momenty. Z definice slabé sta-
cionarni ¢asové fady také vyplyva, ze var (Z;) = 0% = konst. Slabou stacionaritu
budeme déle nazyvat pouze stacionaritou.



V praxi je obvykla silna korelovanost hodnot ¢asové fady. Popisuje se pomoci
autokovarian¢éni a autokorela¢ni funkce, které nyni definujeme pro stacionarni
casové tady.

Definice 5. Autokovariancni funkci pro zpozZdéni k definujeme jako
Vg = CoV (Ztathrk) =E (Zt - ILL) (Zt+k - ,U) ) k=... ) 170717 s
Definice 6. Autokorelacni funkci (ACF) pro zpoZdeni k definujeme jako

_cov (Z4,Zivk) _ Ok _ Ok
WarZpNarZyy, Y 0y

Autokovarianc¢ni a autokorela¢ni funkce stacionarniho procesu maji nasledujici
vlastnosti:

O k=...,—101,...

® o =varZ, pg=1,
o [l <0, lol <1,
® Vi = Y-k, Pk = P—k, tedy v, a pi jsou sudé funkce.

Vzhledem k posledni vlastnosti se graficky zobrazuji hodnoty autokorelacni
funkce pouze pro nezaporné zpozdéni k. Jejich graf se nazyva korelogram.

Korelace mezi ndhodnymi veli¢inami Z; a Z;,y pro k > 1 je casto ovlivnéna
veli¢inami Z; 1, Zy19, ..., Zii—1. Proto nas obvykle zajim4 také parcialni korelace
veli¢in Z;, Z; 1 oCisténa o vliv velicin lezicich mezi nimi.

Definice 7. Parcidlni autokorelacni funkci (PACF) pro zpoZdeni k definujeme
jako parcidlni korelacni koeficient ¢ mezi Z, a Zyip pTi pevngch hodnotdch
Zig1y s Ligk1-

Poznamka. Ziejmé plati ¢oo =1 a ¢11 = p1.

Dale zavedeme vytvotujici funkci autokovarian¢ni a autokorela¢ni funkce dle
[20], str. 25.

Definice 8. Pro danou autokovariancni funkci v, k = 0,1, 12, ... definujeme
vytvotujict funkci autokovariancéni funkce jako

y(B)= > wB". (1.1)

k=—o00

Definice 9. Pro danou autokorelacni funkci px, k = 0,£1,£2,... definujeme
vytvorugict funkci autokorelacni funkce jako

S v(B)
p(B)= 3 g =12 (12)
o0 Yo
V praxi mame k dispozici jednu pozorovanou trajektorii ¢asové fady 21, ..., Z,.

Z ni lze odhadnout stfedni hodnotu, autokovarianc¢ni a autokorela¢ni funkci nasle-
dujicim zptsobem.



Definice 10. Pro staciondrni casovou Tadu definujeme odhad stiedni hodnoty

jako
N I
Mzzzgzzt.
t=1

Definice 11. Pro staciondrni casovou Tadu definujeme odhad autokovariancéni
funkce jako

7
o

~

Ve = Cp = (Zt—Z)(ZH_k—Z), kzO,l,...,n—l.

1

SRS

t

Definice 12. Odhad autokorelacni funkce definujeme jako

n—k ~ ~
N2y —Z) (Zyo — Z
ﬁk:Tk:C—k: t_l(nt )(i‘i'l; )’ kIO,l,...,n_l.
co Zt:l (Zt B Z)
Odhad parcidlni autokorelace ¢y lze podle [4], str. 331 ziskat jako odhad
parametru g, v regresnim modelu

Zivk =0+ 0r1Zeik—1 + Pr2lerk—2 + o+ Orkle + Erpr,
nicméné v praxi se obvykle pouziva odhad dle nasledujici definice.
Definice 13. Odhad parcidlni autokorelacni funkce definujeme rekurentné jako
€2A511 =T =",

k—1
Tk = D1 Th=Lj " Th—j

k—1 )
L= i ety 75

Duk = The = kE>1,

kde

Tki = Tk—1,5 — Tkk " Tk—1,k—j> J=1... k-1

1.2 Linearni proces

Definice 14. Casovou fadu {e:} nazveme bily sum, pokud {e;} je posloupnost
ndhodnijch velicin spliujici E (g;) = 0,var (g;) = 02 > 0 a 1 = cov (e,e041) = 0
pro vSechna k # 0.

Snadno nahlédneme, Ze bily Sum mé autokorela¢ni funkei
| 1 prok=0,
PE=9 0 prok #0

a parcidlni autokorela¢ni funkeci

Sk — 1 pro k=0,
71 0 prok #£0.
Jelikoz ale pg = ¢oo = 1 plati pro libovolnou casovou radu, zajima nas je-
jich chovéani pouze pro k # 0. Proto obvykle fikdme, Ze autokorelaéni a parcialni
autokorela¢ni funkce bilého Sumu jsou identicky rovny nule.



Definice 15. Linedrni proces definujeme jako nekonecnou casovou Fadu
Zy=¢ci+ g+ g o+ ... = Z Yige—j, (1.3)
j=0

kde e, je bily Sum a +; € R jsou parametry.

Linearni proces tedy predstavuje linearni kombinaci ¢lent posloupnosti bilé-
ho Sumu, ve které ¢y = 1. Jiné vyjadieni je mozné pii zavedeni tzv. operdtoru
casového posunu B, ktery zpozdi veli¢inu o jedno ¢asové obdobi, tedy

BZ, =7, 4,
a jeho j-t4 mocnina zpozdi veli¢inu o j ¢asovych obdobi:
B'Z,=B'(BZ)=B""2%_1=...= 7.
Linearni proces pak lze psat jako
Zy=(1+v1B+ B> +..) e, =¥ (B)ey,
kde ¥ (B) = Y207, B/, = 1.

V mocninné fadé ¥ (B) se operator B chova jako proménné z v klasické moc-
ninné fadé ¥ (z). Podminka

¥ (z) konverguje pro |z| <1,

tedy na jednotkovém kruhu v komplexni roviné, je postacujici pro existenci a staci-
onaritu linearniho procesu. Potom ma proces stfedni hodnotu E (Z;) = 0 a rozptyl
var (Z;) = 02 32 13- Jeho autokovariancni funkce je

Yo = E(ZZsr) = E (Z Z¢i¢j€t—iﬁt+k—j> =02 ditis,
i=0 j=0 i=0

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili, ze ndhodné veli¢iny ¢; a €, jsou nekorelo-
vané pro k # 0. Autokorela¢ni funkce méa tvar

P >oico wﬂm@

2o Ui
Dle (1.1)) lIze psat vytvofujici funkei autokovarian¢ni funkce jako
o0 o0 itk oo 00 -
Y(B)=02 Y > WhikBY =02 N i B =
k=—o00 =0 i=0 j=0
=02y By wBT = o*w(B)y (BT, (1.4)
§=0 i=0

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili, Ze ¢; = 0 pro 57 < 0.



V pripadé, Ze je linearni proces invertibilni, lze ho zapsat ve tvaru
Zt = 71'12{/,1 -+ 7T2Zt,2 + ...+ Et, (15)

tJ Et = Zt —7T12t_1 — ... = H(B) Zt7

kde I (B) = 1 — Zj’;l 7;B?. Toto vyjadieni je mozné pii splnéni postacujici
podminky
II (z) konverguje pro |z| <1,

tedy na jednotkovém kruhu v komplexni roviné.

1.3 Model klouzavych soucti

Definice 16. Rekneme, Ze casovd fada {Z:} se Fidi modelem klouzavych soucti
rdadu q, pokud plati

Zy=er+bie 1+ ...+ 0,604 =0 (B)ey,
kde € je bily sum, 0y,...,0, € R jsou parametry (6, # 0) a
©B)=1+6,B+...+0,B1
je operdtor klouzaviych soucti.

Model klouzavych souc¢t fadu g zna¢ime MA(q) a dostaneme ho z linearniho
procesu (1.3) vynulovanim jeho parametri kromé prvnich ¢ z nich. Model MA(q)
je vzdy stacionarni s nulovou stfedni hodnotou a za podminky, Ze vSechny koteny
polynomu

O(2)=14+01z2+4... 40,27

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné, také invertibilni. Jeho rozptyl je

q
=02 0
7=0
kde 90 =1.

Autokovarian¢ni funkce méa tvar

_ Ok + 010531+ ...+ 0,40,) 02 prok=1,....,q,
T 0 pro k > q

a snadno ziskame 1 autokorela¢ni funkci

O +610k 11+ 40y 10
B B k4 prok=1,...,q,
Pr =

1467 +...462 (1.6)
0 pro k > q.

Rikéme, ze autokorela¢ni funkce modelu klouzavych souc¢ti méa bod useknuti
ko rovny ¥adu g. Jak uvadi [4] na str. 334, parcidlni autokorela¢ni funkce mo-
delu MA(q) je omezena linearni kombinaci geometricky klesajicich posloupnosti
a sinusoid s geometricky klesajicimi amplitudami a nemé bod useknuti.



1.4 Autoregresni model

Definice 17. Rekneme, Ze casovd Fada {Z;} se Fidi autoregresnim modelem Fddu
p, pokud plati
Zy=p1Zea+ ...+ oplip t e, (1.7)

. Zy — 1241 — ... — SDpZt—p = (B) Zy = &y, (1-8)
kde e, je bily sum, @1, ..., ¢, € R jsou parametry (v, # 0) a
O(B)=1—py1B—...—p,B"
je autoregresni operdtor.

Autoregresni model fadu p znac¢ime AR(p) a dostaneme ho z invertované-
ho zapisu linearniho procesu ([1.5) vynulovanim jeho parametrii kromé prvnich
p z nich. Model AR(p) je tedy vzdy invertibilni a za postacujici podminky, ze
vSechny kofeny polynomu

DP(z)=1—p1z2—...—p,2°

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné, také stacionarni s nulovou stredni
hodnotou a rozptylem

2

O¢

=g — oy

Yo

Vynésobime-li rovnici (1.7) hodnotou Z;_j pro k£ > 0, mizeme napsat jeji
stfedni hodnotu jako

E (Zt . Zt—k) = Y1 E (Zt—l . Zt—k) + ...+ Pp E (Zt—p . Zt—k) + E (€t . Zt—k) s
0
kde posledni stiedni hodnota je nulova, jelikoz z (1.8) je Z; x = @1 (B)e;_s
linearni proces vytvoreny z hodnot €, p,e;_1_1,... a ndhodné veli¢iny ¢, a Z;
jsou tedy pro k > 0 nekorelované. Dale lze psat

Ve = O1Vk=1 + - - - T PpVe—p,

odkud po vydéleni rozptylem =y dostaneme diferen¢ni rovnici pro autokorela¢ni
funkei modelu AR(p)

Pk = P1Pk—1+ ...+ OpPr—p. (1.9)
Zapsanim rovnice (1.9) pro k = 1,...,p dostaneme soustavu tzv. Yule-
Walkerovych rovnic, pomoci které lze vypocitat parametry ¢y, ..., @,

pP1 =1 +op1 + A OpPp-1,
P2 = Solpl +902 +.. .+80ppp—27

Pp = P1Pp—1+PY20p—2F .. .+ Pp.

Autokorela¢ni funkce modelu AR(p) je linearni kombinace klesajicich geome-
trickych posloupnosti a sinusoid ruznych frekvenci s geometricky klesajicimi am-
plitudami, viz napf. [4], str. 335. Parcialni autokorela¢ni funkce ma bod useknuti
ko roven fadu modelu p.



1.5 SmiSeny model ARMA

V praxi se stava, ze pouziti AR nebo MA modelu vyzaduje pro adekvatni
popis dané casové fady pouziti modelu vysokého radu. Proto je uzite¢né do mo-
delu zahrnout autoregresni ¢leny i ¢leny modelu klouzavych souc¢tu zaroven, ¢imz
vznikne tzv. smiSeny model ARMA. Potiebny pocet parametri se v takovém
pripadé casto snizi.

Definice 18. Rekneme, Ze casovd fada {Z;} se 7idi modelem ARMA rddip a g,
pokud plati

Zi=p1Za+ ...+ opZip+er+ b1+ ...+ 06, (1.10)
tj. ®(B) Z; = O (B) ey, (1.11)
kde e je bily sum, p1,...,0p,01,...,0, € R jsou parametry (p, # 0,0, # 0),
&(B)=1—p1B—...—p,B?
je autoregresni operdtor a
©B)=1+6,B+...+0,B1
je operdtor klouzaviych soucti.

Postac¢ujici podminka stacionarity modelu ARMA(p,q) odpovidd podmince
stacionarity modelu AR(p), tedy 7e vSechny kofeny polynomu

D(z)=1—prz—...— ppaf

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné. Stejné tak podminka invertibi-
lity modelu ARMA (p,q) odpovida podmince invertibility modelu MA(q), tedy Ze
vSechny kofeny polynomu

O(2)=1401z24... 40,27

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné.

Pfenéasobenim rovnice (|1.10]) ¢lenem Z;_ a pfechodem ke stfednim hodnotam
dostaneme

E(Zi-Ziyx) =1 E(Zicq - Zog) + ... + ©pE (Zt—p Zyg) +
+ E (5t . Zt,k) + 91 E (8{/,1 . thk) 4+ ...+ Hq E (&‘t,q . thk) .

Déle vyuzijeme, Ze plati

E (gt—i . Zt—k‘) =0 pPro k > Z',

nebot z (1.11)) je
Zy =0 (B)O (B) ey

linearni proces vytvoreny z hodnot €;,_1, €4—r_1, ... a ndhodné veli¢iny ¢,_; a Z;_
p y y t—ky> Et—k—1, Y €t—i t—k
jsou pro k > ¢ nekorelované. Lze tedy psat

Ve = P1Vk—=1+ - - - PpVk—p pro k > q
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a po vydéleni rozptylem vy dostaneme diferenc¢ni rovnici pro autokovarianéni funk-

ci modelu ARMA(p, ¢)

P = P1Pk—1+ - PpPr—p  Prok>gq.

Ta nemé bod useknuti a dle [4], str. 337 tvoii linearni kombinaci klesajicich ge-
ometrickych posloupnosti a sinusoid ruznych frekvenci s geometricky klesajicimi
amplitudami kromé hodnot py, p1, ..., ps—p (v piipadé, ze p < q).

Parcialni autokovarianc¢ni funkce dle téhoz zdroje taktéz nemé bod useknu-
ti a je omezena linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a si-
nusoid riiznych frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami kromé hodnot

£00sP11s - - - s Pp—qp—q (V DEIpadé, ze p > q).

Poznamka. Uvedené stacionarni modely lze zobecnit i pro nenulovou (v ¢ase
neménnou) stfedni hodnotu E Z; = p. Napiiklad model ARMA(p, q) se stiedni
hodnotou p pak méa tvar

Zy—p=p1(Zr =)+ 0 (Zi—p — ) +er + g1 4.+ Oggr—yg,
neboli
Zt =+ goth_l + ...+ QDpZt—p + &+ 91815_1 + ...+ 9q£t—q7 (112)

kdea=p-(1—¢@1—...— ).

1.6 Vystavba modelu

V praxi se obvykle pro pozorovanou ¢asovou fadu provadi konstrukce modelu
v nésledujicich tfech krocich:

1. identifikace modelu — pro pozorovanou c¢asovou fadu hleddme typ modelu
(AR, MA, ARMA) a jeho tad, napiiklad MA(2);

2. odhad parametri modelu — napiiklad v modelu MA(2) odhadujeme para-
metry 60, 0s;

3. diagnostika modelu — ovéfujeme shodu identifikovaného a odhadnutého mo-
delu s daty a pripadné jeho predpovédni schopnosti.

Metody odhadu parametri v ARMA modelu jsou popsany v knize [20], kap. 7.
Jednd se napfiklad o metodu nejmensich ¢tverci, metodu maximéalni vérohod-
nosti ¢i momentovou metodu. Pro jejich praktickou aplikaci se pouzivaji vhodné
softwarové produkty. Stejny zdroj uvadi i riizné diagnostické nastroje, pomoci
kterych se ovéruje vhodnost modelu pomoci posouzeni splnéni jeho predpokladii.
Kontrolujeme zejména nulovost stiedni hodnoty vypocteného bilého Sumu, jeho
konstantni rozptyl, nekorelovanost a normalitu. V dalsi ¢asti prace se budeme
podrobnéji vénovat identifika¢nimu kroku vystavby modelu.
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Kapitola 2

Identifikace modelu
jednorozmeérnych c¢asovych rad

Pti konstrukci modelu ¢asové tfady je klicova volba spravného typu modelu
a jeho fadu. Prvnim krokem je vzdy grafickd prohlidka analyzovanych dat a zjis-
téni, zda fada v Case neméni sviij charakter a ma konstantni aroven. V piipadé,
ze stfedni hodnota neni nulova, ale v ¢ase se neméni, lze fadu nejprve centrovat
nebo zvolit model s konstantni stfednf hodnotou, napf. (1.12). Pokud je fada ne-
stacionarni, obvykle se provadi vhodné transformace, a to zejména diferencovani
a transformace homogenizujici rozptyl, naptiklad Boxova-Coxova transformace.

2.1 Boxova-Coxova transformace

Tvar Boxovy-Coxovy transformace je

(Z,+e)* =1
zMN = T

pro A # 0,

In(Z; +¢) pro A =0,
kde ¢ > 0 je Grovhovy parametr voleny tak, aby Z;, +c¢ > 0, a A € R je typovy
parametr kli¢ovy pro tvar transformace. Volbu logaritmické transformace pro
A = 0 dostaneme z toho, ze

A

e )\ = hl (Zt + C) .

Zpisob odhadu parametru A je popsan v [20], str. 84, ale v praxi se obvykle
stanovuje nasledujicim postupem (viz [4], str. 317):

1. fada zy,..., z, se rozdéli do kratkych segmentii stejné délky,

2. v j-tém segmentu se vypocte vybérovy pramér z(j) a vybérova smérodatna
odchylka s, (j),

3. graficky se znézorni body (2(5), s.(j)),

4. body se priblizné prolozi hladkou kfivkou a podle jejiho tvaru se zvoli A dle
tabulky

Kromé ¢tyi moznosti volby typového parametru uvedenych v tabulce 2.1] pii-
pousti zdroj [20] také volbu A = —1 s transformaci typu 1/Z;.
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Tvar kiivky Volba A Typ transformace

konstanta 1 Zy

konkavni % N
piimka 0 In Z;

konvexni -3 1/ Z;

Tabulka 2.1: Volba typového parametru A v Boxové-Coxové transformaci

Boxova-Coxova transformace nejen homogenizuje rozptyl, aby byl ptiblizné
konstantni v case, ale také seSikmené rozdéleni rady ptiblizuje k symetrickému,
¢asto dokonce normalnimu rozdéleni, které je uzite¢né pro konstrukci predpovéd-
nich intervalt a linearizuje model ¢asové fady. Boxova-Coxova transformace se
doporucuje provést jesté pied pripadnym diferencovanim.

2.2 Transformace diferencovanim

Pted vlastni volbou modelu je vhodné ovérit nutny rad diferencovani analy-
zované tady. Vykreslime odhadnuty korelogram a parcialni korelogram piivodni
fady (po piipadné Boxové-Coxové transformaci) a rozhodneme o potfebé a fadu
diferencovani podle nasledujicich pravidel (dle [20], str. 105):

1. V pripadé, ze odhadnuta ACF velmi pomalu klesa a odhadnutd PACF méa
bod useknuti ky = 1, provedeme diferencovani. Diference prvniho fadu do-
staneme jako AZ, = (1 — B) Z; = Z; — Z;_1. Jde o velmi subjektivni meto-
du, kterou lze nahradit provedenim statistického testu na jednotkovy kofen,
napt. Dickeyova-Fullerova testu, viz dale.

2. V nékterych piipadech je potfeba vyssi fad diferencovani (1 — B)d Z; pro
d>1.Rad d obvykle byva 0, 1 nebo 2. Diferencovani se doporucuje volit co
nejjednodussi, aby nedoslo k tzv. prediferencovani, které vede k rostoucimu
rozptylu transformované tady, viz [4], str. 320.

Moznost stacionarizace ¢asové fady pomoci diferencovani souvisi s tim, Ze pri-
slusny autoregresni operator modelu ma (témé¥) jednotkovy kotfen. Podle prohlid-
ky odhadnutého korelogramu vSak nelze vzdy jednoznacné rozlisit nestacionarni
model ndhodné prochazky s jednotkovym kofenem Z; = Z,_| +¢; napt. od stacio-
narniho AR(1) modelu Z; = 0.957;_; +¢; s témé&f jednotkovym kofenem. Proto je
vhodné kromé prohlidky ACF a PACF pouzit také statisticky test na jednotkovy
kofen.

2.2.1 Dickeytiv-Fullertv test
Uvazujeme model AR(1)

Zt:¢1Zt_1+€t7 t = 172,...

kde Zy = 0. Pokud |p;| = 1, existuje jednotkovy kotfen autoregresniho polynomu
a proces je nestacionarni. Dickey a Fuller navrhli v ¢lancich [5] a [6] tii varianty
testu na jednotkovy koten, souhrnné oznacované jako 7-testy:
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T-test: Ho: Zy =2y 1+¢& proti Hy: Zy = p1 21 + &4, 1 < 1,
Tu-test: Hor Zy =21 +¢& protil;: Zy=pu+ @141 + &y, P < 1,
T-test: Ho: Zy =214 protily: Ziy=p+pBt+oiZiq+e, o1 <1

Jde o jednostranné testy, ve kterych v alternativé uvazujeme ¢; < 1. V nulové
hypotéze vystupuje model ndhodné prochazky a v alternativé postupné stacio-
narni model AR(1), stacionarni model AR(1) s nenulovou konstantni stfedni hod-

notou pz = 1% a staciondrni model AR(1) s linedrnim trendem 1 + S¢. Nulova
hypotéza lze pro vSechny tii varianty testu napsat jako
H(]Z AZt = (5th1 + &4, kde 6 =0 (21)

a alternativa jako
H1: AZt = U + Bt + 5Zt—1 + Et, kde 6 < 0,

pficemz § = 1 —1, pro 7-test = § = 0 a pro 7,-test § = 0. U 7,-testu a 7-testu
nas zajima pouze to, zda 6 < 0. Na vyznamnosti parametru u a § nezalezi.

Jelikoz tedy testujeme vyznamnost parametru § v regresnim modelu (2.1,
testova statistika pro vSechny tfi verze testu odpovida testové statistice t-testu
0
O
kde 0 zna¢i odhad parametru ¢ metodou nejmensich ¢tverci a &(5) je odhad
smérodatné odchylky odhadu parametru .

DF =

(2.2)

Q>

Zpusob vypoctu téchto odhadi pro pozorovani 7y, ..., Z, se pro jednotlivé
varianty testu lisi. Pro 7-test uvazujeme regresni model
AZQ Zl €2
: = : 0+ : )
AZn anl En

ve kterém odhad parametru 6 dostaneme jako

Z?:z (AZt) thl
Dt Zia

a odhad jeho smérodatné odchylky jako

5\:

N 2
) S (A% -67)
A (n—2)3 "0, 72,

V piipadé 7,-testu pracujeme s regresnim modelem

AZQ 1 Zl €9

D T e :
T e
AZ,

n

,_..

N

L
™



pro ktery vychazeji odhady parametri

[ = 40 Z?:2 Zt2—1 — (-1 Z?:z (AZy) Z
Dot 21 = A1) 2opn Zt ’

Yoo (AZ = 20) (Zi1 — Z())

5 - n _ 2 )
>to (Ze-1 = Z-)
kde . .
= Zt:2 AZt — o thg thl
== "1 0 A=

a odhad smérodatné odchylky parametru § potiebny pro testovou statistiku (2.2)

N 2
) Sis (AZ - - 070)
g = .
(n=3) %1 (Zia = 2n)]

Odvozeni testové statistiky 7.-testu probih& obdobné s vyuzitim regresntho
modelu

AZQ 1 2 Zl ol €2
S B B A e
AZn 1 n Zn—l 0 En

Testova statistika DF' za platnosti nulové hypotézy nemé t-rozdéleni jako v pfi-
padé klasického t-testu, ale nestandardni rozdéleni, pro které bylo nutné kvantily
7o (n) napocitat simula¢éné pro rizné délky rad n. Kvantily pro jednotlivé typy
testu jsou uvedeny v tabulkich a [2.4] prevzatych z [7], str. 642. Kriticky
obor ma tvar

DF <7,(n).

2.2.2 Rozsiteny Dickeyuav-Fullertv test

Dickeyuv-Fulleriv test je pouZitelny jen pro model AR(1), jehoZ rezidualni
slozka e; je nezavisly bily Sum. Pokud tad autokorelace fady Z; je vétsi nez 1,
proménnd AZ; v modelu stale obsahuje autokorelovanost. Potom test vyka-
zuje pravdépodobnost chyby prvniho druhu vétsi, nez je zvolena hladina «. Tento
problém fesi tzv. rozsifeny Dickeyiv-Fulleriv test (ADF) zminény v [4], str. 355.
Nulova hypotéza mé tvar

HOZ AZt = (50215_1 + (51AZt_1 + ...+ 6pAZt—p + &4, kde 50 =0

a testova statistika i kritické obory pro test nulovosti parametru dy jsou stejné
jako u predchoziho Dickeyova-Fullerova testu. Rad p autoregrese je tfeba stano-
vit pfed pouzitim testu. K jeho volbé se doporucuje vyuzit informac¢ni kritéria
popsand v kapitole [2.5]
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Délka rady n

«

0,01 0,025 0,05 0,10 0,50 0,90 0,95 0,975 0,99
25 -2,66 2,26 -1,95 -1,60 0,47 0,92 1,33 1,70 2,15
50 -2,62 225 -19 -161 -049 091 1,31 1,66 2,08
100 -2,60 224 -195 -1,61 -0,50 0,90 1,29 1,64 2,04
250 -258 224 -19 -1,62 -0,50 0,89 1,28 1,63 2,02
500 -2,68 2,23 19 -1,62 -0,50 0,89 1,28 1,62 2,01
00 -2,b8 223 -195 -1,62 -0,51 0,89 1,28 1,62 2,01
Tabulka 2.2: Kvantily testové statistiky 7-testu
Délka rady n a
0,01 0,025 0,05 0,10 0,50 090 0,95 0975 0,99
25 -3,75 3,33 299 -264 -153 -037 0,00 0,34 0,71
50 -3,59 -3,23 293 -2,60 -1,55 -041 -0,04 0,28 0,66
100 -3,50 3,17 290 -2,59 -1,56 -042 -0,06 0,26 0,63
250 -3,45 3,14 288 258 -156 -042 0,07 0,24 0,62
500 -3,44 3,13 2,87 -2,57 -1,57 -044 -0,07 0,24 0,61
o0 -3,42 3,12 286 -2,b7 -1,57 -044 -0,08 0,23 0,60
Tabulka 2.3: Kvantily testové statistiky 7,-testu
Délka rady n a
0,01 0,025 0,05 0,10 0,50 090 095 0,975 0,99
25 -4.38 -3,95 -3,60 -324 -214 -1,14 -0,81 -0,50 -0,15
50 -4.16 -3,80 -3,50 -3,18 -2,16 -1,19 0,87 0,58 0,24
100 -4,05 -3,73 -3,45 -3,15 2,17 -1,22 -0,90 -0,62 -0,28
250 -3,98 3,69 -3,42 -3,13 -2,18 -1,23 0,92 0,64 0,31
500 -3,97 3,67 -342 -3,13 -2,18 1,24 0,93 0,65 -0,32
00 -3,96 -3,67v -341 -3,13 -2,18 -1,25 0,94 -0,66 -0,32

Tabulka 2.4: Kvantily testové statistiky 7.-testu
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Poznamka. Nevyhodou Dickeyova-Fullerova testu je, Zze ma nékdy slabou roz-
lisovaci schopnost. Proto se ¢asto provadi soucasné s KPSS-testem (viz [11]), jehoz
nulova hypotéza a alternativa jsou opac¢né, nez u rozsireného Dickeyova-Fullerova
testu. Nulovou hypotézou je tedy stacionarita testované fady. Podle vysledku
obou testu se pak rozhodne takto:

e pokud HSDF se zamita a Hf){PSS nelze zamitnout, je potvrzena stacionarita,

HE)ADF Hé(PSS

e pokud nelze zamitnout a se zamita, je potvrzena nestacionarita
a pfitomnost jednotkového kotene autoregresniho polynomu,

e ve zbyvajicich dvou piipadech se vysledek povazuje za neprukazny.

2.3 Identifikace pomoci tvaru ACF a PACF

Po provedeni potifebnych transformaci lze pristoupit k vlastni identifikaci
vhodného modelu. Jednou z moznosti je identifikace podle tvaru odhadnuté auto-
korela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce. Jde o subjektivni metodu, ktera spo-
¢iva v prohlidce odhadu korelogramu a parcidlntho korelogramu transformované
casové fady a porovnani s jejich teoretickymi protéjsky. Rozhodujeme se zejména
podle bodu useknuti kg, za kterym je funkce jiz nulova, (¢i jeho neexistence) a pod-
le tvaru korelogramu. Zakladni vlastnosti autokorela¢ni a parciadlni autokorelac¢ni
funkce stacionarnich a invertibilnich procesi AR(p), MA(q) a ARMA(p, q) shr-
nuje tabulka prevzatd z [4], str. 339. Pismenem U se zde oznacuje kiivka ve
tvaru linearni kombinace klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid s ge-
ometricky klesajicimi amplitudami.

Pti ovérovani bodu useknuti je tfeba stanovit, jak blizko nule musi odhadnuta
autokorela¢ni funkce byt, abychom mohli s pfedem danou spolehlivosti tvrdit,
ze pr = 0. Lze testovat hypotézu, 7e ptirozené cislo kg je bod useknuti, pomoci
nasledujicich aproximaci (viz [4], str. 340):

e Bartlettova aprorimace pro autokorelac¢ni funkei s asymptotickym kritickym
oborem na hladiné vyznamnosti 5 %

ko
1
k] > 2, — (1 +2 E rj2> pro né&jaké k > ko, (2.3)
n

e Quenouilleova aproximace pro parcidlni autokorela¢ni funkci s kritickym
oborem na hladiné vyznamnosti 5 %

1
7| > 2\/j pro n&jaké k > k. (2.4)
n

V [20] na str. 105 se pro uspé&snou identifikaci doporucuje délka pozorované

fady n > 50 a sestaveni korelogramu pro k =1,... 7.
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AR(p) MA(q) ARMA(p, q)

Pk ve tvaru krivky U, ve tvaru kfrivky U po
neexistuje kg prvnich ¢ — p hodnotéch;
neexistuje ko

T
=}
I
Q

Pk ko=1p omezend kiivkou U; omezena kiivkou U po
neexistuje ko prvnich p — ¢ hodnotéach;
neexistuje ko

Tabulka 2.5: Vlastnosti ACF a PACF stacionarnich a invertibilnich procesu AR,
MA a ARMA

2.4 Identifikace pomoci specidlnich funkci

K identifikaci vhodného modelu lze také vyuzit nékteré specialni funkce jako
inverzni autokorelac¢ni funkci nebo rozsifenou vybérovou autokorela¢ni funkci,
které jsou popsany napf. v kapitolach 6.3 a 6.4 knihy [20].

2.4.1 Inverzni autokorela¢ni funkce
UvaZujme stacionarni a invertibilni model ARMA(p, q)
& (B)Z; = O (B) ey, (2.5)
kde @ (B) je autoregresni operator a © (B) je operator klouzavych sou¢tii. Rovnici
lze psat ve tvaru linearniho procesu jako

O (B)
Z; = ¢(3)5t2¢(3)5t.

Vytvoiujici funkei autokovarianéni funkce tohoto modelu dostaneme z (1.4)) jako

v(B)= Y wB=

o2 (B)y (B —
, ©(B)6 (B
=o: - &(B)d(B1)° (2.6)

Predpokladejme, ze |y (B) | > 0 pro vSechna |B| < 1 a oznaéme

1 oo
ND(By= — — E () gk —
Y °

k=—00

1 eBem
“ 2 emed) (2.7)

£

Proces, jehoz vytvofujici funkce autokovarian¢ni funkce je 4\ (B), nazyvame
wmwverznim procesem K procesu () D (B) nazyvame vytvorugici funkei inverzni
autokovariancni funkce procesu {Z;}.
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Definice 19. Vytvorujici funkci inverzni autokorelacni funkce definujeme jako

(B
~
PU) (B) = (g) )'
Yo
Definice 20. Inverzni autokorelacni funkci (IACF) jako funkci zpoZdeni k defi-
nujeme jako

(1)

g):l
=
9

Hodnota 7,21) piedstavuje koeficient u B¥ a B~ v ¥adé v(!) (B). Hodnota p,(f)
piedstavuje koeficient u B* a B~* v fadé

p(B)= > p'B".

k=—00

Z rovnic (2.6) a (2.7) dostaneme, Ze pokud se ¢asova fada {Z;} ¥idi napft.
modelem ARMA((p, q), pak inverzni proces je ARMA(q,p) apod. Tento a dalsi
vztahy mezi procesy AR, MA a ARMA a jejich inverznimi procesy shrnuje tabulka
2.0l

Proces Inverzni proces
AR(p) MA(p)
MA(q) AR(q)

ARMA(p,q)  ARMA(q,p)

Tabulka 2.6: Procesy AR, MA a ARMA a jejich inverzni procesy

Pokud je {Z,;} proces MA(q) s bodem useknuti autokorela¢ni funkce v bodé g,
pak jeho inverzni autokorela¢ni funkce je omezena kfivkou U a nemda bod usek-
nuti. Je-li {Z;} proces AR(p) s autokorela¢ni funkei ve tvaru kiivky U bez bodu
useknuti, pak jeho inverzni autokorela¢ni funkce ma bod useknuti ky = p. Inverzni
autokorela¢ni funkce tedy mé vlastnosti, které odpovidaji parcialni autokorelac¢ni
funkci, a lze ji taktéz pouzit k identifikaci vhodného modelu.

Jako priklad uvedme inverzni autokorela¢ni funkci modelu AR(p). Ta odpo-
vida autokorela¢ni funkci modelu klouzavych souc¢ttt MA(p) dle (1.6) a ma tvar

PrTP1PE41+- T Pp_kPp _
(1 _ { R a—”" prok=1,....p,

P = 0 pro k > p.

Jeji odhad lze ziskat nahrazenim parametri ; odhady ¢; ziskanymi metodou
nejmensich ¢tverci, tedy jako

1+ +...+¢2 prok=1,....p,

Pk TP1Pr+1t+-+Pp—_kPp
0 pro k > p.

Podobné jako u ACF a PACF, pfi ur¢ovani bodu useknuti je dulezité urcit, jak ma-
lou hodnotu musi odhadnutéa inverzni autokorela¢ni funkce mit, abychom ji mohli
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povazovat za nulovou. Pro testovani bodu useknuti kg 1ze pouzit Quenouilleovu
aproximaci (2.4) s kritickym oborem na hladiné vyznamnosti 5 %

1
0| > 2\/7 pro n&jaké k > k. (2.8)
n

2.4.2 Roz8ifena vybérova autokorela¢ni funkce

V piipadé modelu MA(q) je identifikace podle bodu useknuti ky = ¢ odhadnu-
té ACF pomérné snadné Stejné tak u AR( ) nebyva slozité identiﬁkovat model

nastava u modelt ARMA (p, q), jejichz ACF, PACF i IACF nemaji bod useknuti
a tvarem odpovidaji kiivce U. Alternativou, pomoci které 1ze najit fady modelu
ARMA, je rozsifend vijbérovd autokorelacni funkce (ESACF).

Uvazujme model ARMA (p, q)
(]_—QolB——QOpo)Zt == (1+6)1.B++9qu)€t (29)
Plati, ze
Y= (l— B B Z
se Fidi modelem MA(q)
Y, =(1+60B+---+0,B%) ¢

Jednou z moZnosti je nejprve odhadnout model AR(p) metodou nejmensich ¢tver-
ci a pomoci ACF odhadnutych rezidui identifikovat fad modelu MA(g). Tim do-
staneme Fady p, ¢ modelu ARMA(p, ¢). Takovy postup vSak mize vést k chybné
identifikaci, jelikoz odhady ; autoregresnich parametru ¢; metodou nejmensich
¢tvercil nejsou konzistentni, pokud se ¢asova fada {Z;} ¥idi modelem ARMA(p, q)
pro ¢ > 0. Podrobné zdivodnéni uvadi [20], str. 147-149.

Pro nalezeni konzistentnich odhad parametri ¢; predpokladejme, Ze mame
k dispozici n pozorovani ¢asové fady, kterd se Fidi modelem (2.9). Pro model
AR(p)

p
Zt:ZSDiZt—i_}_et) t:p+17an
i=1

kde e; je chybova slozka, najdeme odhady metodou nejmensich ¢tverci @EO) pa-

rametri ¢;,i = 1,...,p, a spo¢itame rezidua
p
0 =2-> "2,
i=1
(0)

Odhady @EO) nejsou konzistentni a odhadnuté rezidua €, ’ netvofi bily Sum. Proto
autor [20] navrhuje nasledujici iteraéni postup.

o 1. iteracni krok
Uvazujeme AR(p) model s doplnénym regresorem éﬁ“)l ve tvaru

Zy = ZSOEI)Z—Z—FB(I)(igOl—i—eEI), t=p+2,....n
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Spocitame odhady metodou nejmensich ¢tvercl parametri @El),z’ =1,...,p
a ﬁfl). Odhady @El) jsou konzistentni pouze pro ¢ = 1. Pro ¢ > 1 jsou opét
nekonzistentni a odhadnuté rezidua égl) netvoii bily Sum.

o 2. iteracni krok
Uvazujeme AR(p) model

2y = Z‘Pz(z)z—z+5(2) (11+522) (0)2+€£ )a t=p+3,.

Spoéitéme odhady parametrﬁ @52),2' =1,...,p, 59) a 852) a odhadnuta
rezidua et . Odhady cpl ) metodou nejmensich ¢tverci jsou konzistentni

pouze pro q = 2.

o -ty iteracni krok
Uvazujeme AR(p) model

Zt—Zgogq)Z_z—i—ZB(Q)engz +€t , t=p+qg+1,...,n,

kde égj) = 2y — ) i 1g02(])Zt P — ‘Z IB( )eg Z) jsou odhadnuta rezidua

) g ﬁi(] jsou odhady metodou nejmengich

¢tvercu z j-tého itera¢niho kroku. Odhady @5‘”

plati

z j-tého iteracntho kroku a ¢,
jiz jsou konzistentni, tedy
gogq)—m% 1=1,...,p.

V pritbéhu identifikace vhodného modelu jsou vSak rady p, ¢ modelu ARMA
neznamé a je tfeba je odhadnout. Piedpokladejme, ze @E]),z’ =1,...,m, jsou
odhady metodou nejmensich ¢tvercit z j-tého itera¢niho kroku modelu AR(m)
pro ¢asovou fadu {Z;}, ktera se ¥idi modelem ARMA.

Definice 21. Pro casovou tadu {Z;} definujeme m-tou rozsifenou vybérovou

autokorelacni funkci (ESACF) r§m) jako wviybérovou autokorelacni funkci trans-
formované Fady

Yt(m,j) _ (1 @EJ)B - @%)Bm) Ziy, t=m+1,...,n. (2.10)

Hodnoty ESACF lze uspotradat do tabulky Prvek r§m) znaci vybérovou

autokorela¢ni funkci fady {Y;(m’j )} pro zpozdeéni j. Cisla radki tabulky odpovida-
ji ¥adu m modelu AR a ¢isla sloupci fadu j modelu MA. Hodnoty r](-o) v prvnim
fadku tabulky tvori klasickou odhadnutou autokorela¢ni funkei ¢asové fady {Z;}
dle definice 12

Rozsitena vybérova autokorela¢ni funkce r§m) je funkce poctu pozorovani n.
Jak je ukazano v [18|, pro proces ARMA(p, q) plati nasledujici konvergence v prav-

dépodobnosti pro n — oo

(m) P 0 prOOSm_p<j_Qa
" X #0 jinak,
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kdem =1,2,...aj =1,2,.... Konkrétné napiiklad pro model ARMA(1,1) plati
MCONE N Y pro 1 <m <,
j X 40 jinak,

coZ muzeme piehledné zapsat do tabulky [2.8] Vidime, Ze nulové hodnoty asympto-
tické ESACF tvofi trojuhelnik s vrcholem na pozici (1,1). Pro obecny model
ARMA (p, ¢) bude vrchol tohoto trojihelnika lezet na pozici (p, q).

MA(j)
0 1 2 3 4
0 r&o) 7“50) 7“;(50) rio) réo)
1 r%l) rél) Tél) Tfll) rél)
AR(m) 2 r§2) 7’52) 7“?()2) rf) réQ)
3 @ 6 6 B (3

Tabulka 2.7: Rozsifena vybérova autokorela¢ni funkce

MA
0o 1 2 3 4
0 X X X X X
1 X 0 0 0 O
AR 2 X X 0 0 O
3 X X X 0 0
4 X X X X 0

Tabulka 2.8: Asymptotickd ESACF modelu ARMA(1, 1)

Rozsitena vybérova autokorelacni funkce tedy miize byt vhodnym nastrojem
pro identifikaci smiSeného modelu ARMA. V praxi mame k dispozici jen konec¢ny
pocet pozorovani, a proto hodnota rj(-m) pro 0 < m —p < j — ¢ nemusi byt pfesné
nula. Lze vsak testovat nulovost r](-m) pomoci Bartlettovy aproximace 1) Pro
ucely identifikace modelu pak muzeme pro danou ¢asovou fadu sestrojit tabulku

ESACF, ve které symbol X zna¢i hodnoty rj(-m) splhujici

(m) 1 & (om)?
S R (e

a 0 oznacuje ostatni hodnoty. V tabulce pak hodnoty 0 naznacuji tvar trojihel-
niku, pomoci jehoz vrcholu ur¢ime fady p,q modelu ARMA. Lze pouzit i méné

presny postup s dolni mezi 2 —
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2.5 Identifikace pomoci informac¢nich kritérii

K identifikaci modelu lze pouzit také informacni kritéria. Jde o bézné pouziva-
ny piistup, ktery umozinuje rutinni identifikaci modelu bez subjektivniho pohledu
badatele. K identifikaci modelu ARMA se pfistupuje jako ke hledani odhadu p, ¢
radu modelu p, ¢ pomoci optimalizace

(p,q) = argmmA(k l),

kde A (k,1) je vhodné kritérium, pfes pfedem danou sit hodnot £ = 0,1,..., K
al=0,1,...,L. Je tedy nutné odhadnout (K + 1)(L + 1) modeli ARMA a pro
kazdy z nich vypocitat prislusné kritérium. Predstavime si nékolik informacnich
kritérii zalozenych na reziduich modelu. Poznamenejme, Ze definice jednotlivych
kritérii se v literatufe ruzni.

2.5.1 Akaikeho informac¢ni kritérium

Pro statisticky model s M parametry definuje autor [20] (str. 153) Akaikeho
informacnd kritérium (AIC) jako

AIC (M) = —2In [maximalni vérohodnost] 4+ 2.

Piedpokladejme, 7ze mame k dispozici n pozorovani ¢asové fady {Z;}, ktera
se Tidi modelem ARMA

l—pB—...—¢,B)Z; =(1+6B+...+6,B ¢, (2.11)

kde {e;} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s nor-

méalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem oZ.

Oznatme € = (e1,...,6,) P = (1,...,0,) ,O = (01,...,0,)".

Pouziva se nepodminénd metoda maximalni vérohodnosti (viz [20], str. 138).
Logaritmickou vérohodnostni funkci mame ve tvaru

n S (P,0)
InL (,0,0?2) =5 (2m0?) — 202 (2.12)
kde .
S(@,0) =Y [E(0.0,2) (2.13)

t=—0o0

je soucet ¢tverci podmmenych stfednich hodnot ¢, pri danych &, © a vektoru
Z = (Zy,... 7Z ) Po ziskéni odhadi parametri ¢ a ©, které maximalizuji
(2.12)), odhad 62 rozptylu o2 dostaneme jako

62 = S(i’e) (2.14)

a odhad logaritmické vérohodnostni funkce podle prejde na tvar

lnL——Elna —5(1+1n27r) (2.15)
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Jelikoz druhy s¢itanec ve (2.15)) je konstantni, tvar AIC kritéria lze psat jako
AIC (M) = nlné? 4 2M.

Poznamka. Ukazme nyni mo7ny postup vypoc¢tu souétu ¢tvercu (2.13). V pra-
xi se obvykle nahrazuje vyrazem

S($,0) = zn: E (e/|®,0,2)]7, (2.16)

t=—N

pricemz dle [20], str. 139 se voli takové N, pro které je piirustek | E (Z;|®,0,Z) —
E(Zi_1|®,0,Z) | mensi nez predem zvolend hodnota pro ¢ < —N — 1. Uvazujme
model ARMA(L,1) ve tvaru

Zt = <p1Zt_1 + &+ 91515_1. (217)

V [13] je na str. 188-189 uveden postup vypoctu (2.16)), ktery vyuziva tzv. zpétné
vyjadieni modelu ¢asové fady, tedy v tomto pripadé

Zt = g01Zt+1 + e + 916t+1, (218)

2

e

kde {e;} je bily Sum s nulovou stifedni hodnotou a konstantnim rozptylem o
Oznac¢ime-li [X] = E (X|$,0,Z), potom z (2.17) a (2.18) postupné dostaneme

e = [Ze] — o1[Zia] — Orler—1], (2.19)
(Zi] = ©1[Zi1] + [ed] + bi[ewsa]. (2.20)

V prvnim kroku vypocitdme
[et] = [Zt] — (,Dl[ZtJrl] — 91[6t+1] pro t = 1, 2, e — 1,

pficemz volime [e,] = 0 a [e;] = 0 pro t < 0. Déle lze ziskat stfedni hodnoty
zpozdénych hodnot ¢asové fady jako

[Zi] = p1[Zs1] + O1es1] prot=—-N,—N+1,...,0
a naposledy podminéné stifedni hodnoty bilého Sumu
led = [Ze) — p1[Zi-1] — O1[er—1] prot=—-N+1,—N+2,....n,

kde uvazujeme startovaci hodnotu [e_y] = [Z_y]. Hodnoty [g;] poté dosazujeme

do (216).

2.5.2 Akaikeho Bayesovské informacni kritérium

Autor [16] uvedl, 7ze AIC m4 tendenci nadhodnocovat fady autoregrese. Akaike
proto v [I] a [2] provedl rozsiteni na Akaikeho Bayesovské informacni kritérium
(ABIC) definované jako

~2
ABIC (M) =nlné? — (n— M)In (1 - %) +Mlnn+ Mln K"g - 1) /M] ,
g

n 5

kde 62 je maximalné vérohodny odhad rozptylu bilého sumu o2, M je pocet
parametrii a 6% = 9y je odhad rozptylu pozorované rady {Z;}. V [I] bylo poté
simulacemi zjisténo, ze ABIC méné nadhodnocuje fady autoregrese nez AIC.
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2.5.3 Dalsi informacni kritéria

Mezi dalsi pouzivané kritéria vhodnda k identifikaci modelu s M parametry
patii:

e Schwartzovo Bayesovské kritérium (BIC) definované v [20], str. 153 ve tvaru

BIC (M) =nIné? + MInn,

e Parzenovo informacni kritérium (CAT — criterion for autoregressive transfer
functions) pro tad p autoregresniho modelu definované dle [14] jako

1
—(1+—) pro p =0,
n

CAT (p) = 1i 11
n 6]2- o

J=1

prop=1,2,3,...,

ESAN)

kde 57]2 je nestranny odhad o2 v modelu AR(j) pro danou ¢asovou fadu
a n je pocet pozorovani,

e Hannanovo-Quinnovo informacni kritérium (HQ) dle [8] ve tvaru

HQ (M) =nlné?+2MInlnn.
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2.6 Postup identifikace modelu

Na zavér shriime varianty postupu pfi identifikaci modelu jednorozmérné c¢a-
sové fady. Po grafické prohlidce dat a provedeni nutnych transformaci odhadneme
autokorelac¢ni, parciadlni autokorela¢ni a inverzni autokorela¢ni funkei. Podle jejich
tvaru lze identifikovat autoregresni model ¢i model klouzavych soucti. Rad smise-
ného modelu ARMA vsak z téchto funkei rozpoznat nedokazeme, proto se nabizi
sestrojit tabulku rozsifené vybérové autokorela¢ni funkce a podle soufadnic vr-
cholu trojihelnika nulovych hodnot urcit fad modelu ARMA. Dalsi variantou jsou
informacni kritéria, pro jejichZ pouziti neni tfeba fadu diferencovat. Informac¢nimi
kritérii totiz lze vybirat model z tfidy procesi ARIMA, které jsou obecné nestaci-
onarni. Tyto modely jsou podrobné popsany napt. v [20], str. 67-82. Schematicky
Ize identifikac¢ni proceduru znazornit nasledovné:

Graficka prohlidka dat
Boxova-Coxova transformace

Dickeyiiv-Fullerav test Informacni kritéria

Diferencovani
ACF, PACF, TACE - o= AR
e \\
ESACF i MA
............................. \\
= ARMA
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Kapitola 3

Simulace jednorozmeérnych ¢asovych
rad

Nyni pfistoupime k ovéreni fungovani vyse popsanych identifika¢nich kritérii
na simulovanych jednorozmérnych casovych fadach. Nejprve podrobné ukazeme
postup identifikace modelu pro tii simulované fady dle modeli AR, MA a ARMA
pomoci jednotlivych kritérii. Z informac¢nich kritérii budeme pouzivat AIC a BIC.

3.1 Simulace procesu AR(1)

Budeme generovat ¢asovou fadu délky n = 1000, ktera se ¥idi modelem AR(1)
s parametrem ¢ = —0.75 ve tvaru

Zt = —0.75Zt_1 + Et,

pricemz rozdéleni bilého Sumu volime normalni s jednotkovym rozptylem, tedy
e ~ N(0,1). Tento proces je invertibilni a vzhledem k tomu, Ze kofen polynomu
@ (z) = 1+ 0,752 lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roving, také stacio-
narni. V obrazku je zobrazena trajektorie procesu a odhadnuté autokorelacni
a parcialni autokorelac¢ni funkce spolu s mezemi pro test jejich nulovosti sestro-
jenymi dle aproximaci a ([2.4). Tvar ACF odpovida kiivce U a PACF je
useknutd v bodé kg = 1. Podle odhadnutych autokorelacnich funkei bychom te-
dy identifikovali model AR(1). Odhadnuté hodnoty inverzni autokorelaéni funkce
jsou zobrazené v grafu (d) spole¢né s mezemi dle aproximace (2.8)). Bod usek-
nuti ky = 1 odhadnuté IACF opét vede na model AR(1).

Roz§itena vybérova autokorelacni funkce je uzite¢na zejména pro smisené mo-
dely ARMA, ale jeji fungovani vyzkousime i na procesu AR(1). Nulové body
v tabulce sice netvoii pfesny trojuhelnik, ale naznacuji jeho tvar s pravdeé-
podobnym vrcholem na pozici (1,0). Odhad 7{” = —0,0666 na souiadnici (1,0)
je navic jen nepatrné mensi nez dolni mez —0,0633. Z hlediska ESACF bychom
zvolili model AR(1).

Vypoctené hodnoty informacnich kritérii jsou uvedeny v tabulce Na z&-
kladé AIC identifikujeme model AR(2) a podle BIC model AR(1). AIC v tomto
piipadé nadhodnotilo fad autoregrese, jak bylo zminéno v kapitole nicméné
odlisnost hodnot AIC pro AR(1) a AR(2) je zanedbatena.
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Obrazek 3.1: Simulovana ¢asova fada AR(1) a odhadnuté autokorelaéni funkce

MA

o 1 2 3 4 5 6 7 8

0 X X X X X X X X X

1 X 0 0 0 0 0 0 0 O

2 X 0 0o 0 0 0 0 0 0

AR 3 o X 0 0 0 0 0 X 0
4 X X X 0 0 0 0 X 0

5 X X X 0 0 0 0 0 0

6 X X X X X 0 0 0 0

Tabulka 3.1: Rozsifena vybérova autokorela¢ni funkce v modelu AR(1)
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AIC BIC

AR(1) 2817,791 2827,607
AR(2)  2817,292 2832,015
MA(1)  3101,641  3111,456
ARMA(2,1) 2818,747 2838387
ARMA(2,2) 2820,230  2844,769

Tabulka 3.2: Hodnoty informa¢nich kritérif

3.2 Simulace procesu MA(1)

Piistoupime k simulaci ¢asové fady délky n = 1000 dle modelu MA(1) s pa-
rametrem 6; = 0,6 a bilym Sumem &, ~ N(0,1). Pfislusny zapis modelu je

Zt =&+ 0,6€t_1.

Tento proces je stacionarni a jelikoz kofen polynomu © (z) = 1+ 0,6z lezi vné
jednotkového kruhu v komplexni roviné, je také invertibilni. V obrazku vidime
trajektorii procesu a odhadnuté autokorela¢ni funkce. ACF je useknutd v bodé
ko = 1 a PACF ma tvar kiivky U. Na zakladé téchto dvou odhadnutych funkei
pro uvazovanou ¢asovou fadu identifikujeme model MA(1).

Odhadnuta inverzni autokorela¢ni funkce zobrazena v grafu (d) m4 tvar
pripominajici kiivku U, coz odpovid4 chovani teoretické TACF modelu klouza-
vych souctu. V tomto piipadé vsak odhadnutd IACF neumozni urcéeni piesného
fadu modelu, jako tomu bylo u autoregresniho procesu.

Spravnou identifikaci modelu poskytla i rozsifend vybérova autokorela¢ni funk-
ce, jejiz hodnoty jsou uvedené v tabulce Vrchol trojtihelnika nulovych hodnot
je v bodé na pozici (0,1), coz vede k identifikaci modelu MA(1).

Pristup pomoci Akaikeho informac¢niho kritéria a Schwartzova Bayesovského
informacniho kritéria dal v obou pfipadech spravny vysledek. Nejmensi hodnota
obou kritérii byla softwarem vypoctena pro model MA(1), viz tabulka

=
=

AR

oG W = O
PR R e | O
PR e O |
PO R KO O
Cokio ool w
Hooocoooo|k
coocococoo|w

coocococol|la
SO OoOD oo oo |
cocoocococoolwx

Tabulka 3.3: Rozsifena vybérova autokorela¢ni funkce v modelu MA(1)
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Obrazek 3.2: Simulovana ¢asova fada MA(1) a odhadnuté autokorelaéni funkce

AIC BIC
AR(1) 2923,370  2933,185
MA(1)  2825,504 2835,319
MA(2) 2827,098  2841,821
ARMA(1,1) 2827,155 2841878
ARMA(1,2) 2827,860  2847,491
ARMA(2,2) 2829,066  2853,605

Tabulka 3.4: Hodnoty informac¢nich kritérii
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3.3 Simulace procesu ARMA(1,1)

Dale provedeme simulaci ¢asové tfady délky n = 1000, kterd se ¥idi modelem
ARMA(1,1) s parametry ¢; = 0,9 a 6; = 0,6. Volime normalni rozdéleni bilého
Sumu &; ~ N(0,1). Model zapiSeme rovnici

Zt = O,QZt_l + &+ 0,6€t_1.

Koten polynomu @ (z) = 1 —0,92 lezi vné jednotkového kruhu, tedy proces je sta-
cionarni. Navic i kofen polynomu 6 (z) = 1+ 0,6z lezi vné jednotkového kruhu
v komplexni roviné, proto je proces invertibilni. Simulovana ¢asové fada je zna-
zornéna v obrazku spolu s odhadnutymi autokorela¢nimi funkcemi. V tomto
piipadé odhadnuté ACF, PACF i IACF odpovidaji kiivce U a nelze podle nich
jednoznac¢né identifikovat ptislusny model.

Jasny zavér naopak ziskame z rozgitené vybérové autokorelac¢ni funkce. Troj-
thelnik nulovych hodnot v tabulce [3.5] ma vrchol v bodé na pozici (1,1). Podle
ESACF tedy identifikujeme model ARMA(L,1).

Stejny vysledek dévaji i pouzité informacni kritéria. Jako nejvhodnéjsi model
byl podle AIC i BIC zvolen smiSeny model ARMA(1,1), viz tabulka [3.6]

=
=

AR

@mgwwgo
SIS
S -
O o o |
o o o b | w
coococoox|e
<o oo oox|w
cococo oMo
cooc oo o M|
cooco oo |w

Tabulka 3.5: Rozsifena vybérova autokorela¢ni funkce v modelu ARMA(1,1)

AIC BIC
AR(1) 3119,225  3129,040
MA(1) 4123296  4133,112
ARMA(1,1) 2849,951 2864,674
ARMA(1,2) 2851,855  2871,486
ARMA(2,1) 2851,870  2871,501
ARMA(2,2) 2853871 2878410

Tabulka 3.6: Hodnoty informac¢nich kritérif
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Obrazek 3.3: Simulovand casova fada ARMA(1,1) a odhadnuté autokorelaéni
funkce
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3.4 Porovnani identifika¢nich kritérii

V predchozi ¢asti jsme podrobné ukéazali pouziti jednotlivych identifika¢nich
kritérii na simulované jednorozmeérné casové rady. Ovérili jsme, ze identifikace
modelu pomoci grafii autokorelac¢nich funkci i podle tabulky s hodnotami rozsite-
né vybérové autokorela¢ni funkce velmi zavisi na subjektivnim pohledu badatele.
Napiiklad bod useknuti odhadnutych autokorelac¢nich funkci neni vzdy jednoznad-
ny ¢i nulové hodnoty ESACF nemusi tvorit piesné trojuhelnik, jak jsme vidéli
v tabulce [3.1] Potom muize byt nejasné, ktery model bychom pro danou ¢asovou
fadu identifikovali. Naproti tomu piistup pomoci informac¢niho kritéria vzdy da
jednoznacny vysledek, jelikoz vybirAme minimum z pfedem daného poc¢tu hodnot.
Proto je vhodné pouzit odhady zminénych autokorelac¢nich funkci pro orientacni
posouzeni chovani ¢asové fady a finalni vybér modelu provést pomoci informad-
nich kritérif.

Dale se budeme vénovat obéma pouzitym informacénim kritériim — AIC a BIC.
Porovname jejich fungovani na 100 simulovanych ¢asovych fadach dle modelu
AR(1), MA(1) a ARMA(1,1) délky n = 1000. U kazdého z nich budeme sledovat,
pro kolik procent simulovanych ad byl identifikovan spravny model dle Akaikeho
kritéria a dle Schwartzova Bayesovského kritéria.

Pro model AR(1) volime shodné s kapitolou [3.1] tvar
Zt = —0.75Zt_1 + &

Tabulka [3.7] shrnuje, v kolika p¥ipadech byly pomoci AIC a BIC identifikovany
uvedené modely. Ukéazalo se, ze Akaikeho kritérium bylo v identifikaci autore-
gresniho modelu prvniho fd&du mnohem méné piesné nez Bayesovské kritérium.
Potvrdil se fakt, ze Akaikeho informacni kritérium mé tendenci nadhodnocovat
iad autoregrese. Ke spravné identifikaci vedlo jen v 74 % pripadi. Ve zbylych pii-
padech by AIC identifikovalo autoregresni fad druhého fadu ¢i smiSené modely

vvvvvv

identifika¢ni kritérium, které spravné rozpoznalo model AR(1) u 96 % simulaci.

AIC BIC
AR(1) 74 96
AR(2) 8 3
ARMA(1,1) 5 1
ARMA(1,2) 5 0
ARMA(1,3) 1 0
ARMA(2,1) 5 0
ARMA(2,2) 1 0
ARMA(32) 1 0

Tabulka 3.7: Pocty identifikovanych modelu dle AIC a BIC
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Stejny postup jsme opakovali také pro simulované fady dle modelu klouzavych
soucti fadu 1 ve tvaru
Zt =&+ 0,6575,1.

Poc¢ty jednotlivych identifikovanych modelt jsou uvedeny v tabulce 3.8 V tomto
piipadé bylo Akaikeho kritérium jesté méné uspésné nez u modelu AR(1). Sprav-
né¢ identifikovalo model klouzavych souc¢tu Fadu 1 jen v 69 % pripada. Naproti
tomu Schwartzovo Bayesovské informacni kritérium bylo bezchybné u 98 % simu-
lovanych rad.

AIC  BIC

MA(1) 69 98
MA(2) 2 0
ARMA(L1) 15 2
ARMA(1,2) 8 0
ARMA(2,1) 4 0
ARMA(22) 2 0

Tabulka 3.8: Poc¢ty identifikovanych modeli dle AIC a BIC

Na zavér jsme generovali ¢asové fady podle smiSeného modelu ARMA(1,1)
ve tvaru

Zt = O,Qthl + &+ 0,681‘/,1.
V tabulce Vidime ze Schwartzovo Bayesovské informacni kritérium bylo opét

vvvvvv

Akaikeho kritéria vedl k tomuto modelu v 83 % prlpadu.

AIC BIC
ARMA(1,1) 83 98
ARMA(1,2) 10 1
ARMA(22) 6 1
ARMA(3,1) 1 0

Tabulka 3.9: Pocty identifikovanych modelu dle AIC a BIC

U autoregresniho modelu, modelu klouzavych souctii i smiseného modelu spo-
lehlivéji identifikovalo model Schwartzovo Bayesovské informacni kritérium. Akai-
keho kritérium ¢astéji nadhodnocovalo fady modeli. Nejméné tispésné bylo u mo-
delu MA (1), naopak nejvétsiho procenta spravné identifikovanych modeli dosahlo
u modelu ARMA(1,1).
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3.5 Dickeytiv-Fulleriv test

Dulezitym krokem pii identifikaci modelu ¢asové fady je ovéfeni jeji stacio-
narity. To lze provést pomoci testu na jednotkovy koten, napfiklad Dickeyova-
Fullerova testu. Nyni pristoupime k ovéieni jeho fungovani na simulovanych ca-
sovych fadach. Budeme generovat vzdy 100 realizaci ¢asovych tad délek n =
100, 250, 500, 1000, které odpovidaji nulové hypotéze nahodné prochazky a alter-
nativam jednotlivych 7-testii z kapitoly Pomoci funkce ur.df z balicku
urca v softwaru R budeme nésledné testovat stacionaritu simulovanych ¢asovych
fad. Rozhodnuti o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy uc¢inime porovnanim

testové statistiky s prislusnym kvantilem z tabulek

Nejprve budeme generovat ¢asové fady odpovidajici nulové hypotéze
Ho: Zi =724 1 + &4,

tedy modelu ndhodné prochazky s bilym Sumem &, ~ N(0,1) Tabulka uvadi,
kolik procent ze 100 testi skoncilo zamitnutim nulové hypotézy pro rizné hladiny
vyznamnosti. Vidime, Ze procento zamitnutych hypotéz se blizi zvolené hladiné
«, v nékterych piipadech se ji pfimo rovna.

Délka rady n a
0,01 0,05 0,10
100 0,00 0,05 0,13
250 0,00 0,05 0,09
500 0,03 0,07 0,14
1000 0,01 0,04 0,07

Tabulka 3.10: Procento zamitnutych nulovych hypotéz Dickeyova-Fullerova testu

Dale budeme generovat c¢asové fady dle alternativnich hypotéz jednotlivych
variant Dickeyova-Fullerova testu:

T-test: Hi: Zy = 1411 + &4, p1 <1,
Tu-test: Hit Zy=p+ o121 + ey, p1 <1,
T-test: Hy: Zy=p+p0t+piZi 1 +e, o1 <l

Ve v8ech tiech pripadech volime dvé rizné hodnoty parametru ¢, = 0,95;0,98.
Pro 7,-test a 7,-test volime p1 = 5 a § = 0,2. Budeme pozorovat, kolik procent
ze sta testil skoncilo zamitnutim nulové hypotézy, a podle toho uréime dosazenou
silu testu. Jeji hodnoty jsou uvedeny v tabulkach [3.11] 3.12] B.13] Nejvétsi silu
z pouzitych testi ma 7-test a nejmensi 7.-test. Pro casové fady kratkych délek
vsak bylo dosazeno velmi malé sily u vSech t¥i variant testu. U volby autoregres-
niho parametru ¢; = 0,98 =~ 1 se projevilo, ze generovana fada je velmi blizka
nadhodné prochézce, coz vede k mensi sile testu.
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v1 =10,95 p1 = 0,98

Délka rady n Q Q
0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10
100 0,07 0,35 0,61 0,02 0,11 0,28
250 0,54 0,93 098 0,06 0,32 0,58
500 0,99 1,00 1,00 0,40 0,77 0,93
1000 1,00 1,00 1,00 091 1,00 1,00

Tabulka 3.11: Dosazené sila m-testu

1 = 0,95 p1 = 0,98
Délka fady n Q Q@
0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10
100 0,02 0,20 0,32 0,01 0,05 0,12
250 0,16 0,52 0,72 0,02 0,13 0,27
500 0,83 0,98 0,99 0,07 0,37 0,61
1000 0,99 0,99 099 0,53 0,85 0,91

Tabulka 3.12: DosaZena sila 7,-testu

Délka fady n Q Q@
0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10
100 0,03 0,11 0,18 0,00 0,04 0,12
250 0,07 0,29 047 0,00 0,06 0,13
500 0,40 0,85 091 0,04 0,14 0,35
1000 0,98 0,98 098 0,27 0,65 0,80

Tabulka 3.13: Dosazena sila 7.-testu
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Kapitola 4

Softwarové zpracovani
jednorozmeérné casové rady

Na zavér prvni ¢asti prace, ktera se zabyva jednorozmérnymi c¢asovymi fada-
mi, ukazeme postup identifikace modelu na realnych finan¢nich datech. Pouzijeme
denni ¢asovou radu kurzu akcii Bank of America Corporation o délce n = 1258
pozorovani (od 3.1.2011 do 31.12.2015). Jde o zaviraci ceny uvedené v americkych
dolarech. Data byla ziskana z webové stranky finance.yahoo.com.

Pfi identifikaci modelu pro uvedenou ¢asovou fadu se budeme fidit postupem
popsanym v kapitole 2.6] Z obrazku (a) usuzujeme, Ze fada je nestacionarni
ve stfedni hodnoté i rozptylu, a proto pristoupime k potfebnym transformacim.
Nabizi se Boxova-Coxova transformace, o jejimz tvaru lze rozhodnout naptiklad
podle metody popsané v kapitole 2.1} V nasem piipadé tento postup déva nejed-
nozna¢ny vysledek, ktery velmi zavisi na volbé délky segmenti. Z grafu (a)
se vSak lze domnivat, ze rozptyl fady roste s jeji vzrustajici hodnotou, a proto
pristoupime k logaritmické transformaci, ktera patii v oblasti financi k nejcastéj-
Sim.

V dalsim kroku je nutné casovou fadu stacionarizovat a centrovat, napiiklad
pomoci diferencovani. O potiebé diferencovani se muzeme rozhodnout podle od-
hadnuté autokorela¢ni funkce logaritmované fady na obrazku [4.1| (c), ktera velmi
pomalu kles&, a odhadnuté parcialni autokorela¢ni funkce v grafu (d), ktera je
useknutd v bodé 1, jak bylo popsano v kapitole Alternativné je mozné pro-
vést Dickeytv-Fullertuv test, jehoz testova statistika pro nase data vychézi 0,0672.
Nulovou hypotézu nestacionarity tedy na hladiné 5 % nezamitame, protoze tes-
tova statistika je vétsi nez prislusny kvantil —1,95 (viz tabulka. Dale budeme
pracovat s fadou prvnich diferenci, které je na obrazku (b). Tu jiz povazujeme
za stacionarni, nebot Dickeyuv-Fulleruv test pro tuto fadu zamita na hladiné 5%
nulovou hypotézu nestacionarity s hodnotou testové statistiky —38,0031.

Po provedeni potiebnych transformaci pristoupime k vlastni volbé vhodného
modelu ¢asové fady. Prvni moznosti je prohlidka odhadnutych autokorelac¢nich
funkei na obrazku [4.2] Hodnoty ACF, PACF a IACF jsou statisticky vyznamné i
pro vétsi zpozdéni a vzhledem k absenci bodu useknuti tedy pfipoustime moznost
pouziti smiseného modelu ARMA.
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Obréazek 4.1: Rada kurzi akcii, jeji transformace a autokorelac¢ni funkce

f{édy smiSeného modelu ARMA se pokusime urcit podle rozsitené vybérové
autokorela¢ni funkce v tabulce Vidime, 7Ze jeji nulové hodnoty mnohem méné
tvori trojihelnik nez v piipadé simulovanych ¢asovych fad v kapitole [3| Ptesto
bychom jako nejpravdépodobnéjsi vrchol pfipadného trojuhelnika oznacili bod
(1,1), ktery vede na identifikaci modelu ARMA(1,1).

Jako posledni moznost vyuzijeme informaé¢ni kritéria. V tabulce jsou uve-
deny jejich vypoctené hodnoty. V tomto piipadé bychom na zakladé AIC i BIC
zvolili model ARMA(1,1) ve shodé s rozsifenou vybérovou autokorela¢ni funkei.

Dalsimi kroky vystavby modelu jsou odhad parametrii a diagnostika, kterymi
se tato prace podrobnéji nezabyva. Jsou podrobné zpracovany napf. v kapitole 7
knihy [20]. Uvedme pouze vysledny model spolu s odhadnutymi parametry, ktery
ma tvar

Zt = —0,9096Zt_1 + &+ 0,8472€t_1.
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Tabulka 4.1: Rozsifena vybérova autokorela¢ni funkce

AIC BIC
AR(1) -5932,090  ~5921,817
ARMA(1,1) -5952,107 —5936,698
ARMA(1,2) 5950403  —5929,857
ARMA(2,1) -5950,390  —5929,844
ARMA(2,2) -5948,109  —5922,426

Tabulka 4.2: Hodnoty informac¢nich kritérii
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Kapitola 5

Linearni modely pro
mnohorozmeérné casové rady

V ekonomii a financich ¢asto sledujeme vyvoj a vzajemné ovliviiovani v case
nékolika riznych veli¢in. Mohou to byt napiiklad ¢asové fady cen akcii nékolika
spole¢nosti nebo indexu spotfebitelskych cen v riznych zemich. Jejich vzajem-
né vztahy lze popisovat pomoci modeli mnohorozmérnych ¢asovych fad. Mis-
to nahodnych veli¢in Z; tedy budeme uvazovat m-rozmérné nadhodné vektory
Zy = (Zyy, Loy, - - - Zm7t)T, jejichz slozky tvori jednorozmérné ¢asové fady. V né-
sledujici ¢asti zobecnime pojmy a modely uvedené v kapitole (1| pro mnohoroz-
mérny piipad.

5.1 Zakladni pojmy

Definice 22. Necht ndhodné veliciny Z1, . .., Z; jsou definovdny na stejném prav-
dépodobnostnim prostoru ({2, F,P). Potom vektor Z; = (Z,.. .,Zt)T nazveme
ndhodnym vektorem.

Definice 23. Necht (2, F, P) je pravdépodobnosini prostor, necht T C R. Necht
pro kazdé t € T je Z; m-rozmérny ndhodny vektor. Potom mnoZinu redlnijch
ndhodngjch vektori {Z;,t € T} definovangch na (2, F, P) nazveme m-rozmérny
ndhodny proces.

Definice 24. m-rozmérny ndhodny proces {Z;,t € T}, kde T C 7, nazveme
m-rozmeérnou casovou Tadou.

Definice 25. Casovou fadu {Z;,t € T} nazveme silné staciondrni, pokud je
pravdépodobnostni rozdéleni daného ndhodného procesu invariantni vict posuniim
v case, tedy pro libovolné n € N, pro vsechna ty,...,t, € T a pro libovolné k € Z
takové, Zet;+ k €T pro 1 <1 <n, plati

;C (Ztla e 7Ztn) - ,C (Zt1+k, e 7Ztn+k) .

Definice 26. Casovou fadu {Z;,t € T} s konecngmi druhymi momenty nazve-
me slabé staciondrni, pokud pro vsechna s,t € T a libovolné k € Z takové, Ze
s+ k,t+keT, plati

E(Z) = p = konst,
cov (Zs,Z;) = cov (Zsig, Ziv) -
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Stejné jako v jednorozmérném piipadé budeme pod pojmem stacionarita ro-
zumét slabou stacionaritu. Z jeji definice také vyplyva, ze var (Z;) = 3z = konst.
Pro vektor stiednich hodnot p = (py,p2, - - ,um)T plati u; = E(Z;;). Nadale bu-
deme uvazovat pouze stacionarni casové rady.

Korelovanost vicerozmérnych ¢asovych fad se popisuje pomoci maticovych
funkci, které nyni definujeme dle [20], str. 333.

Definice 27. Maticovou autokovariancni funkci pro zpoZdeni k definujeme jako

Ty = cov(Z,Zisi) =E(Z — p) (Zo, — p) | =

Yi(k)  y2(k) o (k)
_ 721:(k) %2:(]{) 72’":(@ . k=...,—101,...
ot (B) k) = Yo (B)

Pro i # j oznacuje v;;(k) = E(Ziy — ;) (Zj 4 — ptj) vzdjemnou kovariancni
funkci casovijch Tad Z;y a Zj;.

Prvky na diagonale uvedené matice, tedy v pripadé ¢« = j, odpovidaji autoko-
varian¢nim funkcim jednorozmérnych ¢asovych fad (viz definice |5). Tedy ~;;(k)
je autokovarian¢ni funkce ¢asové rfady Z;;. Jako specialni pfipad maticové auto-
kovarian¢ni funkce pro k = 0 dostaneme varian¢ni matici I'y = 3.

Definice 28. Maticovou autokorelacni funkci pro zpoZdeni k definujeme jako

pi(k)  pia(k) - pim(K)
pr=D7T,D7 = pm_” p”,() _ pQ_U L k=...,—101,...,
pm1(k)  pma(k) - pmm(k)

kde D je diagondlni matice D = diag{\/711(0),4/722(0), . . . ,;\/Ymm(0)}. Proi # j

oznacuje
i ()

7:i(0) - 755(0)
vzdjemnou korelacni funkci casovijch Tad Z;y a Zj ;.

pij(k) =

Matice D v predchozi definici mé na diagondle smérodatné odchylky ¢asovych
fad Zi4,...,Zmne. Prvky na diagonale matice pj jsou autokorela¢ni funkce jed-
norozmérnych ¢asovych fad (viz definice [f]), tedy p;;(k) je autokorela¢ni funkce
Casové fady Z;;.

Poznamenejme, 7e autokovarian¢ni a autokorela¢ni maticova funkce nejsou
sudé funkce, jako tomu bylo v jednorozmérném piipadé. Plati totiz

Vij(k) = E(Ziy — 1) (Zjsr — 15) = E(Zjpn — 13) (Zig — pi) = 75i(=k),
atedy Ty =T, a pp = p',. Ze stejného vztahu také dostaneme, Ze T'y a py jsou

symetrické matice pouze pro k = 0. Nadale budeme uvazovat jen k € Nj.

Predpokladejme, Zze mame k dispozici pozorovani Zi, Z,, ..., Z, mnohoroz-
mérné ¢asové fady. Z nich mazeme spocitat odhady stfedni hodnoty, autokovari-
anc¢ni a autokorela¢ni maticové funkce nasledujicim zptsobem.

41



Definice 29. Pro staciondrni casovou Tadu definujeme odhad stiedni hodnoty
jako

Vektor Z md slozky Z1,. .., 2y, kde

Definice 30. Odhad maticové autokovariancni funkce definugme jako

n—k
fo=C=-3(2-2)(Zx—2)", k=01 n—1

t=1

3

Definice 31. Odhad maticové autokorelacni funkce definujeme jako matici py, =
R, s prvky

n—k ~ ~

i (Zie—Zi) (Zjwwe — Z5) — _ cy(k)

(k) = 2 _
\/Z?:l (Zi,t — Zi) Yoy (Zj,t — Zj) ¢ii(0) - ¢5(0)

prok=0,1,...,n—1, kde ¢;j(k) jsou pruky matice Cj.

pij(k) = rij

Podle hodnot vzajemné korela¢ni funkce p;;(k) rozlisujeme nékolik typu line-
arni zavislosti mezi fadami {Z;,} a {Z;,} v ¢ase (dle [4], str. 420):

o Mezi fadami {Z;,;} a {Z;,} neexistuje zadna linearni zavislost (tj. jsou vza-
jemné nekorelované), pokud p;;(k) = pj;(k) = 0 pro vSechna k > 0.

e Rady {Z,} a {Z;,} jsou soucasné nekorelované, pokud p;;(0) = 0.

e Rady {Z;,} a {Z;,} jsou nesoucasné nekorelované, kdyz p;; (k) = p;i(k) = 0
pro vSechna k > 0.

e Existuje jednosmérna zavislost fady {Z;,} na {Z;,}, pokud p;;(k) = 0 pro
vSechna k > 0, ale pj;;(I) # 0 pro néjaké { > 0. V takovém piipadé {Z;,}
nezavisi na zadné minulé hodnoté {Z,,}, ale {Z;,} zavisi na né&jaké minulé
hodnoté {Z;,}.

e Existuje zpétna vazba mezi fadami {Z;;} a {Z;;}, pokud p;;(k) # 0 pro
néjaké £ > 0 a pj;(1) # 0 pro néjaké [ > 0.

Uvedme také zobecnéni definic bilého Sumu a linearniho procesu pro mnoho-
rozmérny piipad.

Definice 32. Casovou Fadu {&,} nazveme mnohorozmerny bily um, pokud {e,}
je posloupnost nahodngch vektori spliugici

E(e) =0,

Y. pros=t
Ty __ € )
E(ese)) = { 0 prossti (5.1)

kde 3. je symetrickd pozitivné definitni matice a 0 je matice s nulovymi proky.
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Vztah znamend, ze slozky vektoru bilého Sumu jsou nesoucasné neko-
relované, ale ve stejném case mohou byt korelované s rozptylovou matici X..
V pripadé, ze je matice X¥. diagonalni, pak jsou slozky bilého Sumu soucasné
nekorelované.

Definice 33. Mnohorozmérng linedrni proces definujeme jako nekonecnou caso-
vou Tadu

Zt =&+ ‘I’let—l + \I’2€t_2 +...= Z \I’jet—ja (52)
j=0

kde €, je mnohorozmeérny bily sum a W; jsou maticové parametry.

Analogicky s jednorozmérnym piipadem (viz definice [15), mnohorozmérny
linearni proces predstavuje linearni kombinaci ¢lenti posloupnosti mnohorozmér-
ného bilého sumu, ve které Wy =1 je jednotkova matice, a lze ho zapsat pomoci
operatoru zpétného posunuti jako

Z,=(1+ ¥, B+ ¥,B°+...)e, = ¥ (B)e,,

kde ¥ (B) =}, U, B’. Piedpokladejme, e matice W; maji prvky {1}, kde
ke {1,...,m}. Proces (5.2) je stacionarni, jestlize plati

St <oo  Vkie{l,...m}.
7=0

Pokud je vicerozmérny linedrni proces invertibilni, lze ho zapsat ve tvaru
2 =172y | + 1122y 5+ ... + &,

tJ Er = Zt — let—l — ... = H(B) th
kde II(B) =1->"7, 1, B’ a I1; jsou maticové koeficienty s prvky {ms;;}, kde
kil € {1,...,m}. Podminkou invertibility procesu (5.2)) je

o0

D Il <o Vk1€{l,...m}.

J=0

Poznamka. Ukazme podrobnéji, jak funguje operator zpétného posunuti ve vi-
cerozmérném piipadé. Jeho pouzitim na ndhodny vektor Z; dostaneme

B 0 --- 0 AR Zi4-1
0O B --- 0 Z Lo+

BZ, = S Pl T =2
0 0O --- B Zm,,t Zm,t—l

43



5.2 Vektorovy model klouzavych soucti

Definice 34. Rekneme, Ze casovd Fada {Z,} se ridi vektorovgm modelem klouza-
vych soucti rddu q, pokud plati

Zt =&+ ®1€t—1 + ..+ Gth_q =0 (B) Et,

kde ¢ je m-rozmérny bily sum, Oy, ..., 0, jsou matice o rozmérech mxm (O, #
0)a
O(B)=1+6:B+...+0,B!

je operdtor klouzavijch soucti.

Vektorovy model klouzavych sou¢ti VMA(q) je vidy stacionérni. Oznac¢me
|® (B)| determinant maticového polynomu © (B). Za podminky, ze vSechny ko-
feny polynomu |® (B)] lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roving, je proces
VMA(q) invertibilni. Jeho vektor stfednich hodnot je E (Z;) = p = 0. Maticova
autokovarian¢ni funkce ma tvar

Di=E(e,+Oiei1+...+Oueiy) (el + €4 1©] +.. .+ ,0,) =

E?;g 9;%.0/,, prok=0,1,...,q, (5.3)
0 pro k > q, '

kde ®y =1, a je useknutd v bodé ¢q. Odtud dostaneme také vztah pro maticovou
autokorela¢ni funkci
pr.=0 pro k > q.

Uvedme jako piiklad model VMA(1)
Z,=¢ +0Og_y,
ktery lze naptiiklad pro m = 2 zapsat maticové jako
< Zl,t ) _ < €1t ) + < O b2 ) ( €1,t—1 >
Zz,t ot Oa1 Oz €2.¢—-1
nebo pomoci rovnic

Zig=¢€14+ 01141 + 126241,

Zoy = €24+ Oa161 41 + O2,—1.

Z tohoto zépisu vidime, 7Ze mimodiagonalni prvky matice ®; vyjadiuji vzajemnou
¢asovou zavislost mezi fadami {1, } a {2, }. Jak uvadi [20] na str. 344, podminka
invertibility procesu VMA(1) je ekvivalentni podmince, Ze vlastni ¢isla matice ©
lezi uvniti jednotkového kruhu.

Maticova autokovarian¢ni funkece (5.3) modelu VMA(1) se zjednodusi na

3. +0,3.0] prok=0,
I, ={ 2.0/ pro k =1, (5.4)
0 pro k > 1.
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5.3 Vektorovy autoregresni model

Definice 35. Relmeme, Ze casovd Tada {Z;} se Tidi vektorovym autoregresnim
modelem Tddu p, pokud plati

Zt = ¢1Zt—1 + R @IJZt_p ‘l— E¢, (55)
tj Zt — @IZt—l — ... q)pZt—p = (B) Zt = &4,
kde e; je m-rozmeérny bily Sum, ®,. .., ®, jsou matice o rozméru mxm (®, #0)
a
®B)=1-»B—-...—®,B

je autoregresni operdtor.

Vektorovy autoregresni model VAR(p) je vzdy invertibilni a za podminky, Ze
v8echny kofeny polynomu |® (B)| lezi vné jednotkového kruhu v komplexni rovi-
né, také stacionarni s nulovou stredni hodnotou.

Ukazme nyni, jak vypada model VAR(1). Jeho tvar je
Zt = ¢1Zt—1 + Et. (56)

Necht naptiklad m = 2. Potom model (5.6)) zapiSeme maticové jako

Zig \ _ [ P11 o2 211 L e
Loy 21 P22 Lot Eat
nebo pomoci rovnic
iy = oulig—1+ Q12loy—1 + €1y,
Zoy = ¢nZ1-1+ P2lai-1+ 2y (5.8)

7Z rovnic a z tvaru kovarian¢ni matice [5.9) je patrna souvislost mimo-
diagonélnich prvku matice ®, se zavislosti mezi fadami {Z;,} a {Z2,} v Case.
Pokud je navic matice 3. diagonalni, pak plati nasledujici vztahy:

e Pokud ¢15 # 0 a ¢ # 0, pak existuje zpétna vazba mezi fadami {Z;;} a

{Zy4}.

e Pokud ¢y5 # 0 a zaroveil 9 = 0, existuje jednosmeérna zavislost fady {Z;;}
na {Zs:}.

e Pokud ¢12 = ¢o1 = 0, pak jsoutady {Z:,} a {Zs,} nesoucasné nekorelované.

Jak je ukdzano v [20] na str. 339-340, podminka stacionarity procesu VAR(1) je
ekvivalentni podmince, ze vlastni ¢isla matice ®, lezi uvniti jednotkového kruhu.
Maticovou autokovarian¢ni funkci modelu ({5.6) dostaneme jako

I.=E(2z.,) =
=E (Zt (P1Z; k-1 + €t+k)T> =
=E (ZtZtT—Hc—l(I)I + Zte:—&-k) =

{ & +3. pro k = 0,

, 2.9
I‘k,lfI'lT =T, (<I>1T)k pro k > 1. (5:9)
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V posledni rovnosti pro £ > 1 jsme vyuzili, ze E (Ztetlk) = 0, nebot Z;, =
®~1 (B) g, je linearni proces vytvoreny z hodnot &;,&;_1,... a nahodné vektory
Eirk & Z; jsou pro k > 1 nekorelované.

Pro obecny model VAR(p) 1ze obdobné jako v jednorozmérném piipadé sesta-
vit soustavu Yule- Walkerovych rovnic. Pokud vynasobime vztah (5.5) hodnotou
ZtT_,c pro k > 0 a prejdeme ke stfednim hodnotam, dostaneme rovnici

Dy =T ® +...+ T ,®,,

kterd pro k =1,...,p tvoii pfislusnou soustavu.

5.4 Vektorovy smiseny model VARMA

Definice 36. Rekneme, Ze casovd fada {Z;} se #idi vektorovgm smiSenym mo-
delem VARMA 7ddi p a q, pokud plati

Zt = (bth—l + ...+ (ﬁpZt—p +& + @1875_1 + ...+ @qet—qa

tj. & (B) Z, = © (B)e,,

kde g, je m-rozmérny bily sum, ®q,...,P®,, O4,...,0, jsou matice o rozmeru
mxm (®,#0 a0, #0),

®B)=I1-»B—-...—9,B
je autoregresni operdtor a

®OB)=1+6,B+...+0,B!
je operdtor klouzaviyjch soucti.

Postac¢ujici podminka stacionarity modelu VARMA (p,q) obdobné jako v jed-
norozmérném piipadé odpovida podmince stacionarity modelu VAR(p) a pod-
minka invertibility modelu VARMA (p,q) odpovida podmince invertibility modelu
VMA(q).

Jako priklad uvedme model VARMA(1,1), ktery ma tvar
Zy=®17Z; | +e+ O 1. (5.10)
Méjme m = 2. Potom lze ekvivalentné psat
( Zl,t ) _ ( b1 P12 ) ( Zl,t—l ) + ( €1t ) + ( 011 012 ) ( €1,¢—1 )
Z27t P21 P22 ZZ,t—l ot o1 0o €2.¢—1 ’
neboli

Zig = Oulig—1 + ¢1aloy—1 + 1+ O11614-1 + Oroca1,
Zoy = G211+ P2aloy1 + a4 + 0216141 + Oxeny—1.
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Pfenasobenim rovnice zpozdénou hodnotou Z , dostaneme
ZZ =122+ e 2]+ O Z/,
a po prechodu ke stfednim hodnotéam
I, =®T 41 +E(e2 ) +©.E (6,12 ,).
S vyuzitim vztahu Ty, = T'", Ize psét
T, =&, +E(eZ ) +©.E(er12,),
odkud dostaneme vyjadieni maticové autokovarian¢ni funkce modelu ((5.10))

e +3. +(®,+0,)3.0] pro k=0,
I,=¢ Ij® +3.0/ pro k=1,
| pro k > 2.
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Kapitola 6

Identifikace modelu
mnohorozmeérnych c¢asovych rad

Postup identifikace modeli mnohorozmérnych ¢asovych fad je obdobny jed-
norozmérnému piipadu. Po grafické prohlidce se provedou pfipadné transformace
vedouci ke stacionarizaci fady a homogenizaci jejiho rozptylu. Dale 1ze pouzit né-
kterou z identifika¢nich metod, jako jsou odhady maticovych korelac¢nich funkci
nebo informadni kritéria.

6.1 Identifikace pomoci maticové autokorelacni
funkce

Nejprve se podivime na identifikaci modelu pro mnohorozmérnou ¢asovou
fadu pomoci maticové autokorela¢ni funkce py. Lze ji odhadnout z dat dle definice
a porovnat jeji chovani s teoretickymi protéjsky. Body useknuti kg jednotlivych
slozek r;;(k) odhadnuté matice lze dle [20], str. 350 testovat pomoci Bartlettovy
aproximace s asymptotickym kritickym oborem na hladiné vyznamnosti 5 %

ko
1
|rij (k)| > 2 — (1 + 2;rii(l)rjj(l)> pro n&jakeé |k| > k.

V piipadé, ze fada {Z,;} je vicerozmérny bily Sum, uvedeny kriticky obor se

zjednodusi na
1
i (R)| = 24/ ’ pro n&jaké k| > ko, (6.1)
n E—

pri¢emz jmenovatel (n — k) uvedenych zlomku se pro delsi ¢asové fady nahrazuje
vyrazem n. Autofi [I7] navrhli vyuzit zjednodugeny kriticky obor (6.1]) a nahradit
jednotlivé prvky odhadnutych maticovych autokorela¢nich funkei r;;(k) symboly

+ pro r;;(k) > \%,
— pro (k) < —\/lﬁ,
jinak.
V dalsim kroku lze na jejich zakladé stanovit bod useknuti maticové autokorelac¢ni
funkce. Uvedeny postup je vhodny pro identifikaci vektorového modelu klouza-
vych souétds VMA(q), nebot jeho teoretickd maticova autokorela¢ni funkce ma bod
useknuti ky = gq.
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6.2 Identifikace pomoci parcidlni korelac¢ni
maticové funkce

Podobné jako u jednorozmérnych c¢asovych fad lze i vektorové procesy studo-
vat z hlediska parcialni korelace jejich slozek. Za timto ucelem definujeme dle [20]
(str. 356-358) parcialni korela¢ni maticovou funkei pro zpozdéni k, pomoci které
se popisuje korelace ndhodnych vektorti Z; a Z;,; po vylouceni linearni zavislosti
na vektorech Z;,q,..., Z; 1 lezicich v ¢ase mezi nimi.

Definice 37. Zavedme vektory

Up—1,t4+k = Zyy — akfl,lzt+k71 - akfl,QZtJrk:fZ — = akfl,kflzt+1
o V-1t =2t — Br-11241 — Br—12Zit12 — - — Br-1k-1Zt+k-1,
kde o1, Bk-15 pro s = 1,...,k — 1 jsou matice minimalizujici E|ug_11:1|?,

resp. E|vg_1,4|?. Ddle oznacme matice
Vu(k) = var(ug_1¢+%),
Vu(k) = var(vg_14),
V'v'u,(k) == Cov(vk—l,tauk—l,t-‘rk)?

diagondlni matici Dy(k), jejiz i-ty diagondini prvek je odmocnina i-tého diago-
ndlniho proku matice Vy(k) a diagondlni matici Dy(k), kterd je odvozena stej-
nygm zpisobem z matice Vy(k). Parcidlni korelacni maticovou funkei pro zpoZdéni
k=1,2,... definujeme jako

b1 = [Do(k)] ™ Vou(k) [Du(k)] 7 (6.2)

Autor [20] na str. 359-361 uvadi rekurentni postup vypoctu matice ¢g. Pro
k =1 méme

Va(l) = Vo(1) = Ty,
Vou(1) =Ty,
a1 = FlT (Fo)_l )
Bi1 =11 (Fo)_l
aprok>2as=1,....,k—1

k—1
V'u.<k) = FO - Z akfl,srs;
s=1

k—1
Vo(k) =To =Y Bro1. Ty,
s=1

k—1

Voulk) =Tp = > Th_sa) .

s=1
Qg = Vo () (Vo(k)) 1,
O s = &p—15 — ak,kﬁkz—l,k—sa
/Bk,k - Vvu(k>(vu(k))_17

/Bk,s = /kal,s - /Bk,kakfl,kfs-
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Matice Dy (k) a Dy(k) vypocitame dle definice [37]a parcidlni korelaéni maticovou
funkei ziskdame dosazenim do (6.2)).

Uvedeny rekurentni postup je zaroven metodou pro vypocet odhadu (ﬁk funk-
ce @, pokud bychom misto I'y brali I, dle deﬁnice pros=0,...,k—1. Tyto
odhady jsou uZite¢né pro identifikaci autoregresniho modelu VAR(p), nebot jeho
teoretickd parcialni korela¢ni maticova funkce je useknuta v bodé ky = p. Pokud
oznacime prvky odhadnuté matice qgk jako r;;(kk), pak mizeme jejich body usek-
nuti testovat pomoci Quenouilleovy aproximace s kritickym oborem na hladiné
vyznamnosti 5 %

1
|75 (kk)| > 2\/j pro né&jaké |ko| > k.
n

Poznamka. Alternativné lze k urceni fadu modelu VAR(p) vyuzit také par-
cidlni autoregresni maticovou funkci. V knize [20] na str. 351-355 je definovana
jako maticovy koeficient ®; ; v linedrnim regresnim modelu

Zigrk = Pr1Zigr1 + Propliyro+ ...+ Prpdi + ep ik

Stejny zdroj uvadi, Ze pro model VAR(p) maji parcialni autoregresni maticova
funkce a parcidlni korela¢ni maticova funkce stejny bod useknuti kg = p.

6.3 Identifikace pomoci informac¢nich kritérii

Ptedchozi postupy vyzaduji subjektivni zésah badatele, proto ¢asto vedou
k riznym vysledkim a je obtizné je automatizovat. Navic neumoziuji identifi-
kaci smiSeného modelu VARMA (p,q). Stejné jako v jednorozmérném piipadé se
vSak i zde nabizi pristup pomoci informacnich kritérii. Ten spociva ve vybéru
nejmensi z predem daného poc¢tu hodnot, a vede tak k jednoznac¢nému zavéru.
Uvedme nyni definice nejpouZivanéjSich informacnich kritérii pro vektorovy pro-

ces VARMA (p,q) dle [12], str. 147-150:
o Akaikeho informacnd kritérium (AIC) ve tvaru

2
AIC:ln|2€\+2(p++)WL,

kde n je pocet pozorovani, ’EE} je determinant odhadnuté varian¢ni matice
bilého sumu a m je rozmér vektorového procesu Z;,

e Schwartzovo Bayesovské informacni kritérium (BIC) ve tvaru

2
BIC = In [$,| 4 P-@m nn

n
e Hannanovo-Quinnovo informacni kritérium (HQ)) ve tvaru

p+q)m*inlnn

HQ:1n|2€\+2( -

Poznamenejme, ze kritéria AIC, BIC a HQ jsou pfimou analogii svych jedno-
rozmérnych verzi uvedenych v kapitolach a
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Kapitola 7

Simulace mnohorozmérnych
c¢asovych rad

V této kapitole ukédzeme fungovani identifika¢nich kritérii na simulovanych
mnohorozmérnych ¢asovych fadach. Vyuzijeme jak autokorela¢ni maticovou funk-
ci a parcialni korela¢ni maticovou funkei, tak Akaikeho a Schwartzovo Bayesovské
informacni kritérium. K vypoc¢tim pouzijeme program R.

7.1 Simulace procesu VAR(1)

Nejprve budeme generovat dvourozmérnou ¢asovou fadu délky n = 1000, ktera
se Tidi vektorovym autoregresnim modelem fadu 1 s maticovym parametrem

08 0,3
¢“‘<Q105)

a normalnim bilym Sumem s jednotkovou varian¢ni matici, tj. &, ~ N(0,I). Model

lze zapsat jako
Zl,t o 0,8 0,3 Zl,t—1 + €1
Z2,t N 0,1 0,6 Z2,t—1 Eat '

Autoregresni proces je invertibilni a vzhledem k tomu, vlastni ¢isla matice ®4
(0,9 a 0,5) lezi uvnit¥ jednotkového kruhu v komplexni roving, také stacionarni.
Trajektorie obou slozek simulované ¢asové rfady jsou zobrazeny v grafu

Odhadnuta autokorela¢ni maticova funkce nema bod useknuti, naproti tomu
vybérova parcidlni korela¢ni maticova funkce je useknutd v bodé ky = 1, jak
je vidét v odhadnutych korelogramech na obréazcich a Tyto odhady auto-
korela¢nich funkef tedy vedou na identifikaci modelu VAR(1).

Pomoci Akaikeho informac¢niho kritéria i Schwartzova Bayesovského informac-
niho kritéria bychom taktéz identifikovali vektorovy autoregresni model fadu 1.
Hodnoty obou téchto kritérii totiz vychazeji pro model VAR(1) nejmensi, jak je
vidét v tabulce
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Poznamka. Pro uplnost uvedme vyznam jednotlivych grafii na obrazku
Horni levy graf zobrazuje odhadnutou autokorela¢ni funkei pi;(k) jednorozmér-
né ¢asové fady {Z; .} a dolni pravy graf odhadnutou autokorela¢ni funkci pas (k)
casové fady {Za2.}. Ve zbylych dvou grafech je vykreslen odhad vzajemné auto-
korela¢ni funkce p12(k) obou téchto fad, pticemz plati p12(k) = pa1(—k).

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

-2

-4

-6

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

Obrazek 7.1: Simulovana dvourozmérna ¢asova fada VAR(1)

AIC BIC

1) 0,009 0,029
VAR(2) 0,016 0,055
VMA(1) 1,142 1,161
VARMA(1,1) 0,014 0,053
(1,2) 0,022 0,081

Tabulka 7.1: Hodnoty informac¢nich kritérii
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Obrazek 7.2: Odhadnuta autokorela¢n{ maticova funkce
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Obrézek 7.3: Odhadnuta parcidlni korela¢ni maticova funkce

53



7.2 Simulace procesu VMA(1)

Nyni pristoupime k simulaci dvourozmérné c¢asové rady délky n = 1000 dle
vektorového modelu klouzavych souc¢ti fadu 1 s maticovym parametrem

0.~ (3 1t )
Pro model lze zvolit zapis
(1) (2)- (24 8) ()
Loy €2t 0,3 0,6 €241
Bily Sum byl generovan z rozdéleni N(0,I).

Proces klouzavych souctii je stacionarni a navic také invertibilni, jelikoz vlast-
ni ¢isla matice @, (0,76 a 0,24) lezi uvniti jednotkového kruhu v komplexni roving.
Graf zobrazuje trajektorie obou slozek simulované ¢asové fady.

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

Obrazek 7.4: Simulovana dvourozmérna ¢asova fada VMA(1)
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Uvedme v tomto piipadé namisto odhadnutého korelogramu druhy obvyk-
Iy zpisob vyobrazeni hodnot odhadnuté maticové autokorelac¢ni funkce zminé-
ny v kapitole [6.1, a to pomoci matic se symboly +,— a -. Tabulka zob-
razuje odhady maticové ACF pro zpozdéni k = 1,...,8 spoletné s piislusny-
mi symboly, na zakladé kterych uré¢ime bod useknuti. Pokud bychom ignoro-
vali hodnotu ﬁ11(3) = —0,07, kterd je jen nepatrné mensi nez piislusna mez
% = m = —0,063, za bod useknuti odhadnuté maticové autokorelacni
funkce lze povazovat ky = 1. Naproti tomu jednotlivé grafy odhadnuté parcial-
ni korela¢ni maticové funkce na obrazku [7.5] pfipominaji spiSe kiivku U. Proto
bychom se na zakladé téchto odhadnutych funkei pfiklonili k modelu VMA(1).

2 3 4
) 0,35 0,17 0,06 0,04\ [/ 0,07 0,04 0,03 0,03
Pk 0,02 0,01

-0,19 0,40 -0,01 -0,05 -0,01 0,02

N N /‘\A
N— N N—— —
/\/—\ /\/—\
N— N——
N N N
N———" N———
VRS N N
N N~

k 5 7 8
R 0,02 -0,04 -0,04 0,01 -0,04 0,00 -0,01 0,02
Pk 0,00 0,01 -0,02 -0,01 0,02 -0,02 -0,03 0,01
Tabulka 7.2: Odhadnuta autokorela¢ni maticovi funkce
o "".'"'.'['.".'I'."i'j ol 11
° __H_'_[\_I_!_'__'_l__l_'___'.. ° .\-J.l'.'..l.'.'.'.'!..'.'.'.__'_'
T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
R ""I'"""'-""”"H ; 'H T
T T T T T T T T T T
-25 -15 -5 0 0 5 10 15 20 25

Obrézek 7.5: Odhadnuta parcidlni korela¢ni maticova funkce
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Ke spravné identifikaci modelu vedl také pristup pomoci Akaikeho a Schwar-
tzova Bayesovského informa¢niho kritéria. V tabulce [7.3] vidime, Ze obé& kritéria
nabyla své minimalni hodnoty pravé pro model VMA(1).

AIC  BIC
VMA(1)  —0,055 —-0,036
VMA(2)  —0,050 0,010

VARMA(1,1) -0,051 0,012
VARMA(1,2) -0,046 0,012
VARMA(2,1) -0,046 0,013

Tabulka 7.3: Hodnoty informac¢nich kritérii

7.3 Simulace procesu VARMA(1,1)

Na zavér budeme generovat dvourozmérnou casovou fadu délky n = 1000 dle
modelu VARMA(1,1) s maticovymi parametry

08 0,1 (05 03
q’l_(o,z 0,7) * 91_(0,1 0,6)

a bilym Sumem &; ~ N(0,I). Tvar uvazovaného modelu je
Zl,t . 0,8 0,1 Zl,tfl + €14 + 0,5 0,3 €1,t—1
Z2,t N 0,2 0,7 Zz,t—l €2t 0,1 0,6 €2t—1 '

Vlastni c¢isla matice ®; jsou 0,9 a 0,6. Jelikoz obé lezi uvniti jednotkového
kruhu v komplexni roviné, proces je stacionarni. To samé plati i pro vlastni ¢isla
matice ©; (0,73 a 0,37), a proto je proces také invertibilni. Graf[7.6 ukazuje tra-
jektorie obou slozek simulované ¢asové fady.

Grafy odhadnuté autokorelaéni maticové funkce i parcidlni korela¢ni maticové
funkce na obrazcich a[7.8| pripominaji kiivku U, a proto nevedou k jednoznad-
né identifikaci vhodného modelu. Nabizeji se tedy informacni kritéria AIC a BIC,
ktera se v tomto piipadé neshoduji. Akaikeho kritérium nadhodnotilo fady mo-
delu a jako nejvhodnéjsi zvolilo model VARMA(2,2). Naproti tomu BIC spravné
identifikovalo model VARMA(1,1), viz tabulka [7.4]
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Obrazek 7.6: Simulovana dvourozmérné ¢asova fada VARMA(1,1)

AIC BIC
VAR(1) 0,0142  0,0338
VAR(2) -0,1146  —0,0753
VMA(1 0,1658  0,1855

)
VMA(2) 0,0282  0,0675

VARMA(1,1) -0,1780 —0,1387
VARMA(1,2) -0,1737 -0,1148
VARMA(2,1)  -0,1739  ~0,1150
VARMA(2,2) —0,1828 -0,1043

Tabulka 7.4: Hodnoty informac¢nich kritérif
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7.4 Porovnani identifikac¢nich kritérii

V predchozim textu jsme na simulovanych dvourozmérnych ¢asovych fadach
ukézali mozné piistupy k identifikaci modelu. Ukazalo se, ze identifikace pomoci
odhadnutych maticovych autokorela¢nich funkei je mirné komplikovanéjsi nez u
jednorozmeérnych c¢asovych fad. Za bod useknuti maticové autokorela¢ni funkce
se totiz povazuje takovy bod, za kterym jsou nulové vSechny prvky této matice. U
casovych tad vétsich rozmért tak mize byt volba bodu useknuti jiz velmi subjek-
tivni zalezitost. Jeho nalezeni lze provést dvéma zpusoby — podle grafu piislugné
maticové funkce nebo podle tabulky se symboly +, — a -. Druha mozZnost je pro
¢asové fady velkych rozméru prehlednéjsi, ale jeji nevyhodou je, Ze v tabulce na
prvni pohled nepozname, o kolik jsou hodnoty zastoupené symboly + a — veétsi
¢ mensi nez piislusna mez. Tuto informaci nam davaji grafy maticovych autoko-
relac¢nich funkci, a proto je vyhodné oba piistupy kombinovat.

Identifikace modelu pomoci informacnich kritérii funguje na stejném principu
jako v jednorozmérném piipadé. Spoc¢iva ve vybéru minima z pfedem daného po-
¢tu hodnot, a proto vzdy vede k jednozna¢nému vysledku.

Podivejme nyni se podrobnéji na praktické pouziti Akaikeho a Schwartzova
Bayesovského informac¢niho kritéria. Podobné jako v kapitole |3.4] porovname je-
jich fungovani na 100 simulovanych dvourozmérnych ¢asovych fadach dle modeli
VAR(1), VMA(1) a VARMA(1,1) délky n = 1000. Budeme pozorovat, které kri-
térium vedlo ke spravné identifikaci piislusného modelu ve vétsim poctu pripadi.

Tabulka ukazuje pocty identifikovanych modela pro simulovanou ¢asovou
fadu dle modelu VAR(1) ve tvaru

Zl,t . 0,8 0,3 Zl,t—1 + €1t

Z2,t N 0,1 0,6 ZQ,t—l €t '
Vidime, ze Akaikeho kritérium spravné urcéilo model v 83 % piipadu, naproti
tomu Schwartzovo Bayesovské kritérium bylo tentokrat bezchybné.

AIC BIC

VAR(1) 83 100
VAR(2) 5 0
VARMA(L,1) 4 0
VARMA(1,2) 3 0
VARMA(2,1) 4 0
VARMA(22) 1 0

Tabulka 7.5: Pocty identifikovanych modelu dle AIC a BIC

Dale jsme generovali 100 dvourozmérnych c¢asovych fad dle modelu klouzavych
souctu ve tvaru

Zl,t o €1 + 0,4 0,2 E1,t—1
Z2,t N ot 0,3 0,6 E2,t—1 '
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Schwartzovo Bayesovské kritérium opét vedlo u kazdé fady k identifikaci sprav-
ného modelu. Akaikeho kritérium tentokrat bylo méné uspé$né nez v pripadé
autoregresniho modelu. Rozpoznalo model VMA(1) jen v 66 % piipadi. Podrob-
néjsi vysledky jsou uvedeny v tabulce

AIC BIC

VMA(1) 66 100
VMA(2) 70
VARMA(1,1) 6 0
VARMA(1,2) 13 0
VARMA(21) 6 0
VARMA(2,2) 2 0

Tabulka 7.6: Pocty identifikovanych modeli dle AIC a BIC

Nakonec jsme generovali dvourozmérné casové fady podle smiSeného modelu

VARMA(1,1) ve tvaru

Zl,t _ Oa8 Oal Zl,t—l + El,t + Oa5 0a3 617t—1

Zz,t N 0,2 0,7 Z2,t71 ot 0,1 0,6 €2t—1 '
Podle tabulky [7.7] Akaikeho kritérium identifikovalo spravny model VARMA (1,1)
u 71 % simulaci, ve zbylych piipadech byly nadhodnoceny fady modelu. Schwar-

tzovo Bayesovské informacni kritérium opét u vSech ¢asovych rad identifikovalo
model spravné.

AIC BIC
VARMA(1,1) 71 100
VARMA(1,2) 4 0
VARMA(2,1) 6 0
VARMA(2,2) 19 0

Tabulka 7.7: Poc¢ty identifikovanych modeli dle AIC a BIC

Ovérili jsme, 7e i v pfipadé mnohorozmérnych ¢asovych fad je presnéjsi Ba-
yesovské nez Akaikeho informacni kritérium, které mé tendenci nadhodnocovat
fady modelu. Identifikace pomoci BIC byla tentokrat u 100 % simulaci aspés-
na. Co se tyc¢e AIC, nejvétsiho procenta spravnych identifikaci dosdhlo u modelu
VAR(1), naopak nejméné piesné bylo v identifikaci modelu VMA(1).
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Kapitola 8

Softwarové zpracovani
mnohorozmeérné casové rady

Na zavér pristoupime k ukazce identifikace modelu redlné mnohorozmérné fi-
nanc¢ni casové fady. Bude se jednat o trojrozmérnou radu mési¢nich ménovych
kurzit USDff/CADP| USD/CNYf|a USD/RUB] za obdobi od ledna 2006 do pro-
since 2015 ¢itajici n = 120 pozorovani, vzdy z posledniho dne kazdého meésice.
Data byla ziskdna z webové stranky www.quandl.com. Jednotlivé slozky analyzo-
vané fady jsou vykresleny v obréazku Pro dosazeni stacionarity jsme vypocetli
prvni diference logaritmi kazdé ze slozek.

U vétsiho poctu casovych fad se samoziejmé nabizi moznost modelovat je od-
délené kazdou zvlast. Vyhodnéjsi v8ak je nahlizet na né jako na mnohorozmérnou
¢asovou fadu a modelovat je spolec¢né. Diky tomuto pristupu lze sledovat jejich
vzajemné vztahy a vazby v c¢ase. Jedna z fad miize napiiklad ovliviiovat ostat-
ni s ur¢itym ¢asovym zpozdénim. Jak uvadéji autofi [17], dalsi vyhodou je vétsi
presnost predpovédi budoucich hodnot.
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Obrazek 8.1: Rady meénovych kurzi pied a po stacionarizaci
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Odhadnuté autokorela¢ni funkce trojrozmérné casové fady v tabulce [8.1] a
na obréazku jsou jiz pomérné komplikovanym nastrojem. Pokud se podiviame
pouze na autokorelaéni funkce jednorozmérnych ¢asovych fad (v tabulce se
jedné o diagondlni prvky matic a na obrazku jsou to t¥i grafy na hlavni diago-
néle), mohli bychom piedpokladat mozné pouziti autoregresniho modelu nizkého
fadu vzhledem k bodim useknuti jednotlivych parcidlnich korela¢nich funkeci.

Dvé pouzita informacni kritéria — Akaikeho a Schwartzovo Bayesovské — se
v tomto piipadé neshoduji. Jak vidime v tabulce nejniz$i hodnota AIC vy-
chéazi pro model VARMA(1,1), zatimco BIC vyslo nejmensi pro model VAR(1).
Vzhledem k vétsi uspésnosti BIC v kapitole [7] zvolime model VAR(1), ktery méa
také jednodu$si interpretaci a méné parametri oproti VARMA(1,1). Uvadime
odhad maticového parametru ®; a p-hodnoty testid nulovosti jednotlivych od-
hadnutych prvki matice.

) 023 0,10 0,15 0,03 082 0,03
= 001 036 001 p-hodnoty: | 049 <001 0,43
—0,28 —0,66 0,43 0,10 0,36 <0,01

V matici p-hodnot vidime, Ze na hladiné 5 % nezamitame nulovost odhadu
na diagonéle. Jedni se o odhady parametrii, které charakterizuji zavislost jed-
notlivych jednorozmérnych fad na svych vlastnich zpozdénych hodnotach. Z mi-
modiagonalnich prvki byla zamitnuta nulovost pouze odhadu (%13 = 0,15, ktery
souvisi se zavislosti ménového kurzu USD/CAD na zpozdénych hodnotach kurzu
USD/RUB. Z duvodu nezamitnuti nulovosti odhadi ostatnich parametrii nastavi-
me jejich hodnoty pevné na nulu a vypocitame odhady zbylych parametri znovu.
Ty se proto mohou lisit od piedeslych. Vysledny tvar modelu je

Zl7t —0713 0 0,11 Zl,t—l €1
Zgﬂg = 0 0,41 0 Zzytfl + Eat . (81)
th 0 0 0,29 ZS,t—l €34

Mohli bychom také pracovat s obéma alternativnimi modely VAR(1) a VAR-
MA(1,1) a finalni volbu provést a7z v prubéhu verifikace jejich porovnanim z hle-
diska splnéni pfedpokladii. Odhadu parametri a verifika¢ni ¢asti vystavby mode-
lu se v této préci blize nevénujeme. Touto problematikou véetné pouzitého testu
nulovosti odhadi parametrii se podrobné zabyva kapitola 14 knihy [20].

0 )

el

()0 )0 )0 )

Tabulka 8.1: Odhadnuta autokorelac¢ni maticova funkce
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Obrézek 8.2: Odhadnuta parcidlni korela¢ni maticova funkce

AIC BIC
VAR(1) 23823 —23,612
VAR(2) 23832 23,412
VMA(1) 23,747 23537
VMA(2)  —23,831 -23,410
VARMA(1,1) —23,970 23,549
VARMA(1,2) 23855 —23,225
VARMA(2,1) 23,842 23211
VARMA(2,2) 23,892 —22,051

Tabulka 8.2: Hodnoty informac¢nich kritérii
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Zaver

Cilem prace bylo popsat vybrané matematické modely vhodné k analyze fi-
nanc¢nich ¢asovych fad a jejich identifika¢ni kritéria a dale ovérit fungovani kritérii
na simulovanych ¢asovych rfadach a redlnych datech z financ¢ni praxe.

V prvni poloviné prace byly predstaveny jednorozmérné linearni modely AR-
MA a rizné piistupy k jejich identifikaci. P¥i analyze redlnych dat je prvnim
krokem obvykle grafickd prohlidka ¢asové fady a provedeni potfebnych trans-
formaci jako napt. Boxova-Coxova transformace nebo diferencovani. O potiebé
diferencovani se lze rozhodnout pomoci Dickeyova-Fullerova testu, jehoz fungo-
vani bylo ovéfeno na simulovanych ¢asovych fadach. Ukazalo se, zZe pro kratké
casové fady ma test malou silu, ale pro delsi fady mize byt pomérné spolehlivym
ukazatelem nutnosti diferencovani i v pfipadé autoregresni posloupnosti s témér
jednotkovym kofenem.

Z vlastnich identifika¢nich kritérii jsme se zabyvali autokorela¢ni funkei, parci-
alni autokorelacni funkci a inverzni autokorela¢ni funkei, které jsou vhodné k iden-
tifikaci modeli AR a MA, nicméné model ARMA z nich rozpoznat nedokazeme.
Alternativou je rozsitend vybérova autokorelacni funkce, podle které je mozné
urcit i fad modelu ARMA. Tato kritéria zalozené na korela¢ni struktuie vyzaduji
subjektivni posouzeni situace a ¢asto poskytuji nejednoznacny vysledek. Proto
bychom doporucili pouzit je spiSe pro orienta¢ni pohled na chovani ¢asové fady
a kone¢nou volbu modelu a jeho fadu provést pomoci informac¢nich kritérii. Jejich
fungovani bylo taktéz ovéreno pomoci simulovanych ¢asovych fad. Ukazalo se, ze
Schwartzovo Bayesovské kritérium bylo u vSech typiu modelu pfesnéjsi nez Akai-
keho kritérium, které ¢astéji nadhodnocovalo fady modelu. Identifikac¢ni kritéria
jednorozmérnych modeli ARMA byla nasledné aplikovana na redlnou finan¢ni
asovou Ffadu. Slo o kurzy akcii Bank of America Corporation.

Ve druhé poloviné prace jsme se zabyvali mnohorozmérnymi linedrnimi mode-
ly ARMA a jejich identifika¢nimi kritérii, a to maticovymi autokorela¢nimi funk-
cemi a informacnimi kritérii. Maticové autokorelac¢ni funkce jsou mnohem méné
piehledné nez autokorela¢ni funkce v jednorozmérném piipadé. Proto bychom
je doporudili pouze jako orienta¢ni néstroj a pro finalni volbu modelu bychom
dali pfednost informac¢nim kritériim. Ta jsme také pouzili k identifikaci modelu
simulovanych ¢asovych fad a zjistili jsme, ze Akaikeho kritérium bylo opét méné
spolehlivé nez Schwartzovo Bayesovské. K ukazce identifikace mnohorozmérného
modelu pro realnd data jsme pouzili trojrozmérnou fadu mési¢nich ménovych
kurza USD/CAD, USD/CNY a USD/RUB. Zvoleny model naznacuje, 7e se jed-

notlivé casové fady navzajem vyrazné neovliviiuji.
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