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Pouzité znacenie

N mnozina prirodzenych ¢isel

Ny mnozina nezapornych celych ¢isel

Z mnozina celych ¢isel

R mnozina realnych cisel

R+ mnozina nezapornych redlnych cisel

E vektor strednych hodnot

X stfpcovy vektor

A obecnd matica

I jednotkova matica

0 nulova matica

N(0,0%) normélne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a rozptylom o>
R(0,1) rovnomerné rozdelenie na intervale (0,1)

Exp(\) exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou A

X ~R(0,1) ndhodn4 veli¢ina s rovnomernym rozdelenim na intervale (0, 1)
1.0.d. nezavislé, rovnako rozdelené

NSD najvicsi spoloény delitel

pe(0,1) diskontny faktor



Uvod

T4to diplomova praca sa zaoberd optimalnym riadenim v Markovovych retazcoch,
kde je nakoniec aplikovand na obchodovanie pri existencii proporcionalnych tran-
sakénych nakladov.

Prvé kapitola sa venuje Markovovym retazcom s diskrétnym ¢asom (zdroj [9]),
postupne je pridany pojem riadenia v refazcoch a diskontovanie (publikacie [2]
a [9]). Kapitola je ukonc¢ena algoritmom, ktory sa pouziva k najdeniu optimélne;
obchodnej stratégie s nazvom Howardov itera¢ny algoritmus.

V druhej kapitole sa zaoberdme Markovovymi refazcami so spojitym casom.
Klticovou castou je taktiez definovanie a dokaz Howardovho itera¢ného algoritmu.
Ako zdroje boli pouzivané publikécie [3], [5] a [9].

V tretej kapitole je priblizena tedria stochastickej analyzy potrebna k vybudo-
vaniu modelu, ktory je zalozeny na Brownovom pohybe. Definovany je spojity aj
diskrétny model a na zaver je takisto sformulovany a vyrieseny priklad ku ktorému
bola napisand programova realizdcia - ndjdenie optimalneho retazca Howardovym
iteracnym algoritmom. Tedria bola ¢erpand hlavne z publikdcii [4] a [6].



Kapitola 1

Markovové retazce s diskrétnym
casom

1.1 Teéria Markovovych retfazcov s diskrétnym
casom

1.1.1 Zakladné vztahy

Definicia 1.1. Ndhodny proces je rodina ndhodnych velicin {X;, t € T}, T C R
definovanych na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).

Pozndmka 1.2. Nech S je mnozina hodnot ndhodnych velicin X; a € je o-algebra
podmnozin S. Takto definovanu dvojicu (S, €) nazyvame stavovy priestor.

{X}, t € T'} nazyvame procesom s diskrétnymi stavmi, ak je mnozina S spocetna.
Naopak, ak nadobtida hodnoty z nejakého intervalu, ide o proces so spojitymi
stavmia.

Dalej mozeme klasifikovat ndhodné procesy podla T. V pripade T C Z hovorime
o procese s diskrétnym casom. Ak T = [a,b], —oo < a < b < 400 ide o proces
so spojitym casom. V tejto kapitole sa budeme venovat Markovovym refazcom
s diskrétnym ¢asom, takze uvazujeme 7' = Nj.

Definicia 1.3. Systém celoé¢iselnych ndhodnych veli¢cin {X,,, n € Ny} s hodno-
tami v S sa nazyva Markovov retfazec s diskrétnym casom a spocetnou mnozinou
stavov S, ak plati

P(Xn—‘rl - j|Xn - i7Xn—1 = in—l; e 7XO = Zo) = P(Xn+1 = ]an - Z) (11)

pre vsetky i, 7,41,...,i, € S a pre vsetky n € Ny, pre ktoré P(X,, =i, X,,_1 =
in_1,---Xo=1p) > 0. Vztah (1.1) oznacujeme ako markovovski vlastnost.

Definujme pravdepodobnosti prechodu zo stavu i v ¢ase n do stavu j v case
n + 1 ako

pij(n,n+1) = P(X,41 = j| X, = 1),

ktoré oznacujeme tiez ako pravdepodobnosti prechodu 1.rddu. Analogicky oznac¢ime
pravdepodobnosti prechodu m-tého rddu

pij(n,n+m) = P(X,pm = j| X, =1), m > 1.



Markovov retazec je homogénny, ak pravdepodobnosti prechodu p;;(n,n + m)
zévisia iba na rozdiele n a n + m, ¢ize na prirastku ¢asu m. Dalej sa budeme
zaoberat homogénnymi markovovymi retazcami.

Definujme este pociatoéné rozdelenie Markovového retazca p = {p;, i € S}
s vlastnostou pravdepodobnostného vektora

ViGS:piZO,Zpizl
€S
a maticu pravdepodobnosti prechodu P = {p;;, i,j € S}, ktord je stochastickou
maticou, t.z. je to §tvorcova matica s vlastnostami

(1) pij 2 Oa pre VZ,j € Sa

(i) > jespij =1, pre Vi € S.

Absolitnymi pravdepodobnostami v ¢ase n voldme nepodmienené pravdepo-
dobnosti p;(n) = P(X, =j), j € S.

Veta 1.4.

(i) Nech {X,, n € No} je homogénny Markovov retazec s mnoZinou stavov S,
s pociatoénym rozdelenim p = {p;, j € S} a s maticou pravdepodobnosti
prechodu P = {p;;, 1,5 € S}. Potom konecnerozmerné rozdelenia si dané
vyrazom:

P(Xo =g, X1 =11,..., Xk = ik) = DipPioirPiris - - - Pin—_rir» (1.2)

(i) Nech je dany vektor p = {p;j, j € S}, pj > 0,3 ;cgp; =1 a nech P =
{pi;(t), i,5 € S} je stochastickd matica. Nech {X,, n € No} je postupnost
ndhodnyjch veli¢in s hodnotami v S, pre ktorid plati (1.2).

Potom {X,, n € Ng} je homogénny Markovov retazec s mnoZinou stavov
S, pociatocnym rozdelenim p a maticou pravdepodobnosti prechodu P.

Dokaz. Dokaz je mozné ndjst v publikécii [9] na strane 17 a 18. O

Dalej ukdzeme, ako je mozné vypocitat pravdepodobnosti prechodov vyssich
radov u homogénneho Markovovho retazca. Oznacme

p@ = 0;j, kde d;; je Kroneckerov symbol, §;; = L=, (1.3)
N 0, ©#7,
pﬁ}) = Pij> (1.4)
pY =" pprg, n > 1, (1.5)
kesS
maticovo
PO =1,
PV =P,

P(n+1) _ P(n)P _ Pn—l—l'



Pozndmka 1.5. Matematickou indukciou sa da ukézat, ze P = P" si stochas-
tické matice pre Vn € Nj.

Pozndmka 1.6. Pre m,n € Ny vieme zobecnit vztah (1.5) ako

m+n m n
=D wn (1.6)
kes
maticovy zapis
pmtn) — pmp®), (1.7)

Rovnice (1.6) a (1.7) nazyvame Chapman-Kolmogorovova rovnost.

Veta 1.7. Nech {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s maticou prav-
depodobnosti prechodu P = {p;;, i,j € S}. Potom pre pravdepodobnost prechodu
plati

P(Xin = jXm = 1) =y}, (1.8)
Dékaz. Dokaz tvrdenia mozno néjst v publikdcii [9], veta 2.2. O

1.1.2 Klasifikacia stavov Markovového retazca

Na klasifikovanie stavov Markovového retfazca si najprv pripravime pomocné de-
finicie.

Definicia 1.8. Nech {X,,, n € Ny} je postupnost ndhodnych veli¢in s hodnotami
v S definovanéd na pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P). Potom zobrazenie
7:Q — Nyg U {+oo} je Markovovskyj cas (stopping time) procesu {X,, n € Ny},
ak prvky {w: 7(w) =k} € 0{Xo,..., Xi}.

Definicia 1.9. Nech {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec na (Q, A, P)
so stavmi S. Definujeme na € zobrazenie 7;(1) predpisom

7;(1) ;== inf{n e N: X,, = j}, (1.9)

ak by sa inf{n € N: X,, = j} = 0, polozime 7;(1) = +00. Potom 7;(1) oznacuje
¢as prvého vstupu do stavu j, pokial X # j a ¢as prvého ndvratu do stavu j, ak
Xo=17.

Pozndmka 1.10. 7;(1) je Markovovsky ¢as, pretoze plati
[Tj<1) = k] = [XU € S7X1 %j7X2 #j?"'anfl #jan :.7] S U{X()v"'an}'

Definicia 1.11. Nech {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s mnozinou
stavov S. Stav j € S Markovovho retazca je trvaly, ak plati

P(1j(1) < 0| Xo =7) =1, (1.10)

¢o znamens, ze refazec vychddzajici zo stavu j sa do j vrati po koneéne vela
krokoch s pravdepodobnostou 1. Stav j je prechodngj, ak

P;(7j(1) = 00| Xo = j) > 0. (1.11)

Dalej delime trvalé stavy na nulové, a to v pripade j; := E(1;(1)| Xy = j) = 00
a nenulové, ak p; < oo.



Definicia 1.12. Stav j € S Markovovho retazca je periodicky s periddou d;, ak
dj > 1,kde d; .= NSD{n e N: pg»?) > 0}. V pripade d;=1 hovorime, ze stav j je
neperiodicky.

Definicia 1.13. Stav j € S je dosiahnutelny zo stavu i € S, ak existuje n € Ny
také, ze pg.l) > 0.

Definicia 1.14. Neprazdna mnozina stavov C' je uzavrend, ak ziadny stav mimo
mnoziny C' nie je dosiahnutelny zo Ziadneho stavu patriacemu mnozine C. Uzav-
rend mnozina stavov je nerozloZitelnd, ak neobsahuje Ziadnu uzavrent vlastni
podmnozinu.

Definicia 1.15. Nech {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s mnozinou
stavov S. Povieme, Ze je nerozloZitelny, ak je mnozina stavov S nerozloZitelna,
t.z. neobsahuje ziadnu vlastnu uzavreti podmnozinu. Inymi slovami, kazdy stav
je dosiahnutelny z kazdého stavu. V opa¢nom pripade je retazec rozloZitelns.

Lemma 1.16. V nerozloZitelnom retazci si vietky stavy rovnakého typu.

Pozndmka 1.17. To, ze si dva stavy rovnakého typu znamend, Ze st bud oba
prechodné alebo trvalé nulové, pripadne oba trvalé nenulové a sucasne su oba
aperiodické alebo periodické s rovnakou periédou.

Dékaz. Lemma plynie priamo z vety 2.13 v [9], ktord hovori o tom, ze ak st dva
stavy navzdjom dosaZitelné, potom si rovnakého typu. O]

Lemma 1.18. V refazci s koneéne mnoho stavmi nemézu byt vietky stavy pre-
chodné a neexistuji tu stavy nulové.

Dékaz. V publikaci [9], vety 2.16 a veta 2.17. O]

Veta 1.19. V nerozlozitelnom retazci s koneéne mnoho stavmi si vsetky stavy
trvalé nenulové.

Dokaz. Veta je priamym dosledkom lemmy 1.16 a 1.18. [

1.1.3 Stacionarne rozdelenie

Definicia 1.20. Nech {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s mnozinou
stavov S a maticou pravdepodobnosti prechodu P. Vektor m = {n;, j € S}
s vlastnostami 7; > 0, j € S, Zjes 7; = 1 definujeme ako staciondrne rozdelenie,
ak plati

T = Zﬂkpk:j, j € S, maticovon! = n’P. (1.12)
keS

Veta 1.21.

(i) Ak su vsetky stavy trvalé nulové alebo prechodné, staciondrne rozdelenie
neexistuje.



(11) Ak si vsetky stavy v retazci trvalé nenulové, potom staciondrne rozdelenie
existuje a je jediné. V pripade, Ze su tieto stavy neperiodické, staciondrne
rozdelenie md tvar

m = lim pl}) >0, i,j€s, (1.13)
n—oo

;= lim p;(n) >0, je€&8. (1.14)
n—oo

V pripade, Ze sa jednd o trvalé nenulové stavy, ktoré su periodické, stacio-
ndrne rozdelenie md predpis

N .
m=lim =S p ijes, (1.15)
k=1
N .
m=lim — pi(k), jES. (1.16)
k=1
Dékaz. Dokaz je sformulovany v [9], veta 2.25. O

Pozndmka 1.22. Vztah (1.13) znamend maticovo

lim P" =TI, (1.17)
n—00
kde
T To 7TT
T

Veta 1.23. V nerozlozitelnom retazci s konecéne mnoho stavmi staciondrne roz-
delenie existuge.

Dékaz. Z vety 1.19 plynie, Ze v nerozlozitelnom retazci s koneéne mnoho stavmi st
vietky stavy trvalé nenulové. Tym z vety 1.21 (i7) plynie, Ze existuje staciondrne
rozdelenie a je jediné. O]

Definicia 1.24. Ergodickijm refazcom budeme oznacovat nerozloZitelny retazec,
ktory ma vsetky stavy trvalé nenulové a neperiodické.



1.2 Markovové retfazce s diskontovanym ocenenim
prechodov

Predpokladajme, ze kapital je troceny a uvazujme jeho hodnotu prepocitani
k pociatocnému okamihu. Tento pristup sa nazyva diskontovanie a diskontny fak-
tor oznacime ako parameter 3 € (0, 1).

Nech {X,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s koneéne mnoho stavmi
z mnoziny S a maticou pravdepodobnosti prechodu P. Zavedieme maticu oce-
nenia Z = {z;, i,j € S} (kazdému prechodu zo stavu i do stavu j je priradené
ocenenie z;;, prechody si za jednotku ¢asu).

Poznamka 1.25. Ak sa uskutoéni prechod zo stavu @ v ¢ase n do stavu j v Case
n + 1 a toto ocenenie ma v ¢ase n hodnotu z;;, potom pri diskontnom principe
bude ocenenie tohto prechodu prepocitané k pociatocnému okamihu ako 3"z;;.
V pripade realizacie [ Xy =i, Xy = i1,..., X, = i, dostdvame vynos

(zisy + Bziyi, + B2Zi2i3 + ...+ 5”712@1_1%)-

Ocakévany stredny vynos realizacie [Xo = i, Xy = i1,..., X,, = i, teda bude

2 -1
(Ziiy + Bziyiy + B Zigis + -+ B Ziny 1 )DiisPivin - - - Pin_1ins

kde sme vyuzili vztah kone¢nerozmernych rozdelen{ (1.2).

Oznac¢me stredny vynos za n obdobi ako vektor v(n), ktory mé zlozky v;(n),
ktoré oznacuji stredny vynos za n obdobi, ak retfazec vychadzal zo stavu i. Do-
definujme este v;(0) := 0 a nech vektor q so zlozkami ¢;, i € S je vektor vynosov
realizovanych za jedno obdobie a je definovany predpisom

n

¢ =v(l) = Zzz'jpij- (1.18)

Jj=1

Potom mozeme odvodit oc¢akdvany vynos z realizdcie dIZky n, ak je systém
na pociatku v stave ¢. Plati pre 1 <n < oo a t,%1,...1, <n €S

vz(n) = Z Z ce Z(ZZ“ + 5Zi1i2 +...+ 671_121'”712%)]?1'1'1 c oo Dip_1in (119)

11€S i €S in€S

= Zpiilziil + sziilvil(n 1) =v(1)+p an‘lvil(n —1) (1.20)

11ES i1 i1€8
IQi—FﬂZPiilUil(N— 1). (1.21)
11ES
Vektorovo

v(n) =q+ fPv(n—1) (1.22)
=q+ BP(q+ BPv(n —2)) = q + BPq + B*P?*v(n — 2) (1.23)
=q+BPq+...+ 5P q (1.24)

n—1
=Y B'Pkq. (1.25)

k=0



Pozndmka 1.26. Kedze 8 € (0,1) a P je stochastickd matica, plat{ 5"P"™ — 0,
pretoze S"P"™ ma nezaporné prvky a sucty na kazdom riadku su " a plati 0 <
g < 1.

Podla poznamky 1.26 sme splnili predpoklad pre pouzitie vety z dodatku a tak
za pomoci vztahov z dodatku (A.1) a (A.2) dostdvame

v(o0) £ lim v(n) = le B*PEq = (I1— BP) 'q. (1.26)

n—oo

Dalej mozeme na zéklade (1.25) odvodit

= (6P Z BP)q=(I-pP) 'q— "P"(I1-pP)'q (1.27)
= (I-pP)"'[I - 5”P"] (1.28)

a pre n — oo dostaneme z (1.27)
v(n) = v(oo) — B"P"(I— fP)'q = v(co) + O(3"), (1.29)
s vyuzitim vztahu P*(I — 8P) 'q — TI(I — SP)~!
Zhrnieme si dolezité vztahy, ktoré sme v tejto podkapitole dokazali odvodenim

(1.22), (1.26), (1.27) a (1.29).

V homogénnom retazci s diskontovanym ocenenim prechodov a konecnou
mnozinou stavov S plati pre stredny vynos za n obdobi

(i) v(n) =q+ fPv(n—1),
(i) v(n) = (I—pBP)~[I—p"P"q,
(iii) v(oo) = (I—pP)~"

(iv) v(n) = v(oo) + O(p"), n — 0.

10



1.3 Riadené Markovové retazce

Nech {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s koneénou mnozinou sta-
vov S. Nech ku kazdému stavu ¢ € S existuje mnozina rozhodnuti R;. Cel-
kovii mnozinu riadeni oznac¢me predpisom R := [],. ¢ R;. Homogénnym riadenim
retazca {X,, n € Ny} potom rozumieme nejaky systém rozhodnuti

r = (1)ies € R, (1.30)

ktory ku kazdému stavu i € S prirad{ refazcu rozhodnutie r; € R;.
Danému riadeniu r € R odpovedd Markovov retazec s diskrétnym éasom, cha-

rakterizovany maticou pravdepodobnosti prechodu P a maticou ocenenia pre-
chodov ,.Z

rP (rzpz)zES ( pij)i,j657
vZ = (2] )ies = (rizij)i,jes'

Analogicky ako vo vztahu (1.18) kde sme definovali vektor q, oznacime vypocet
tohto vektora pre dané riadenie r predpisom .q, kde

vd = (9;)ies = (r,v;(1))ics = (2; r,Pi" )ics- (1.31)

Pozndmka 1.27. Princip riadenych Markovovych refazcov je to, Ze v kazdom
kroku (€ase) mozeme volit, ktorymi maticami P a .Z sa bude retazec {X,, n €
Ny} riadit a podla toho vypocitame im prislichajici vektor ,q.

Nehomogénnemu riadeniu Markovového retazca na intervale (0, N) rozumie-
me postupnost homogénnych riadeni (r!, ..., r") € RY. Pre pevne zvolené riade-
nie r oznac¢ime v;(n, N) ako ocakdvany vynos za ¢asovy interval (n, N) a polozime
pre Vi € S : v;(N, N) := 0. Dalej odvodime zo vfahu (1.22)

v(n,N)=.q+ 3,Pv(n+1,N). (1.32)

Definujeme pre n € {1,..., N}

Oi(n —1,N) = max{,.q, + B npi0i(n, N)} = max{,,q; + 5r,p;V(n. N)}.
" (1.33)
Potom plati
v(n, N) < 9(n, N). (1.34)

Dokaz vztahu (1.34) je v [2] na strane 124 pre Markovovské retazce s ocenenfm
prechodu, pre diskontovany pripad by sme dokazovali analogicky. Prislusné neho-
mogénne riadenie je teda na intervale (0, N) optimélne.
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1.4 Howardov iteracny algoritmus

V tejto podkapitole predstavime algoritmus, ktory hlad4 optimdlne riadenie s cie-
Tom maximalizovat ocakdvany diskontovany vynos. Uvedme najprv znacenie,
ktoré budeme pouzivat. Predny index, ktory odpoved4 riadeniu r* v k-tom kro-
ku algoritmu budeme oznacovat ako k. TakZze namiesto P piseme skratene ,P
a podobne plati pre ostatné matice a vektory.

Algoritmus je iteracny, najprv zvolime nejaké homogénne riadenie, z ktorého
budeme vychadzat. Algoritmus popiseme nasledovne:

1. Zvolime nulté priblizenie r* k& = 0 k hladanému homogénnemu riadeniu.

2. Riadenie r* jednoznaéne uréuje matice ;P a ,Z. Ich dosadenim do vzorca

(1.31) pre ¢ € S tak vypocitame zlozky vektora pq, teda stredny vynos

za obdobie dlzky 1, ktoré ndm prinieslo riadenie r*.

3. Ku riadeniu r* vypoéitame diskontovany ocakavany vynos ,v podla vzorca
W =(1-5P) ra. (1.35)

4. S vypocitanymi hodnotami ,v a rq najdeme pre vSetky stavy i € S roz-
hodnutia rf“ € R;, ktoré prinesi maximalny zisk, a teda

rFtl = arg max(,q; + ,P]kV). (1.36)
pPER;

V pripade, ze rozhodnutie rf“ nie je uréené jednoznacne, volime riadenie

z minulého kroku 7. To znamen4, Ze v pripade, Ze zmenime riadenie, zvysi

sa vynos. S hodnotami r**! = (rf“)ies znovu pokracujeme od bodu 2.

Algoritmus sa skoné¢i najdenim optimélneho riadenia, teda v pripade, ak
daldi iteracny krok nevedie k vyssiemu ocakdvanému vynosu.
Pozndmka 1.28. 7 algoritmu z bodu 4 plynie vztah
k19 + B Ppv > vq + 5Py, (1.37)

pre Tubovolné riadenie r € R.

Dokaz Howardovho itera¢ného algoritmu:

(i) Pre k € Ny plati
k+1V 2 kV. (1.38)

Ak mdme vo vzfahu (1.38) rovnost, potom plati pre lubovolné riadenie
reR

KV 2 rV.

Riadenie r* je potom optimélne.
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Dékaz. Volbou r = r* mame z poznamky (1.28)

19 + Br1Pv > kq + Bk Pv.

Z tohto vztahu a z rovnosti v = (I — 3;P)'1q, ktora sa d4 inak prepisat
ako pq + [BxP.v = v, plynie

k414 > iV — B Pv = (I — By P)yv.

Vyndsobenim tejto nerovnosti nezdpornou maticou (I — 851 P)~! dostane-
me

k+1V = iV,

¢o znamend, ze dalsim itera¢nym krokom pri zmene riadenia nedochidza
ku poklesu vynosu.

Za predpokladu, Ze vo vztahu v = v dochédza k rovnosti, plati z po-
znamky (1.28) pre lubovolné riadene r € R

k+19 + /Bk+1Pk+1V Z rq + ﬁrPkVa

=k+1V=kV

¢o je po uprave v(I—(5,P) > .q. Vyndsobenim predchédzajicej nerovnosti
nezdpornou maticou (I — 3,P)~! ziskavame

1% Z (I - ﬁrP)_qu =rV,

t.j. »v > v, takie pri zastaveni Howardovho algoritmu je riadenie r¥

optimélne. O
Algoritmus skoné¢i po koneéne vela krokoch.

Dokaz. Plynie z toho, ze mame koneény pocet riadeni a faktom, ze algorit-
mus sa zastavi, ak d’al3{ itera¢ny krok nevedie k vysSiemu vynosu. O
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Kapitola 2

Markovové retazce so spojitym
casom

2.1 Tedéria Markovovych refazcov so spojitym
casom

2.1.1 Zakladné pojmy

Definicia 2.1. Systém celociselnych ndhodnych velic¢in {X;, ¢ > 0} definovanych
na pravdepodobnostnom priestore (€2, .4, P) s hodnotami v S sa nazyva Markovov
refazec so spojitym casom, ak

P(Xt :j’XS — i,th — 7:77,7' .. ’th = Zl) = P(Xt :J‘XS — Z) (21)

pre vsetky 4,7,41,...1, € Sapret > s >t, > ... >ty > t; > 0, pre ktoré
P(X,=1,X;, =ipn,... Xy, =141) > 0. Vztah (2.1) oznacujeme ako markovovski
vlastnost.

Oznacme:
pij(s,t) .= P(Xy = j|Xs =1) ... pravdepodobnosti prechodu zo stavu i v ¢ase s
do stavu j v caset
p; =p;j(0)=P(Xo=j),j €S ... pociatocné pravdepodobnosti
P(t) = {pi;(t), 3,5 € S} ... matica pravdepodobnosti prechodu v ¢ase t
1, 1=y,
pij(t) = b0;j = 0, i#j.

Plati p;(t) > 0 pre vSetky j € S, t >0a > p;(t)=1,¢t>0.

Hovorfme, ze retazec je homogénny, ak funkcia p;(s,s + t) je funkciou ¢, ¢ize
pij(s,s +1t) = pi(t), s > 0,t > 0. V opacnom pripade je retazec heterogénny.
Dalej sa budeme zaoberat homogénnymi markovovymi refazcami.

Definicia 2.2. Proces {X;, t € T'} sa nazyva stochasticky spojity v bode to € T,
ak pre kazdé € > 0 plati

lim P(|Xt _Xto‘ > E) =0

t—to

Proces je stochasticky spojty, ak je stochasticky spojity v kazdom bode T
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Veta 2.3.

(i) Nech {X;, t > 0} je homogénny Markovov retazec s mnoZinou stavov S, s
pociatocnym rozdelenim p = {pj, j € S} a systémom matic pravdepodob-
nosti prechodu {P(t),t > 0}. Potom konecnerozmerné rozdelenia si dané
vyrazom:

P(Xo =10, Xt, =11, ., Xb,, = 1n) = Pig(0)Digiy (81)Divin (ta—11) - - Dip_yin (tn—tn—1),

(2.2)
odkial specidlne dostdvame
pi(t) = P(X; = j) = > _pi(0)pi;(1), j € S, (2.3)
ieS
maticovy zdpis
p(t)" = p(0)"P(t). (2.4)

(i) Nech je dany vektor p = {p;(t),j € Sk, p; > 0,2 ;cspj = 1 a nech
{P(t),t > 0} je systém stochastickych matic. Nech {X;, t > 0} je postup-
nost ndhodnych veli¢in s hodnotami v S, pre ktori plati (2.2).

Potom {X;, t > 0} je homogénny Markovov retazec s mnozinou stavov
S, pociatocnym rozdelenim p a systémom matic pravdepodobnosti prechodu

{P(t),t > 0}.
Dokaz.

(i) Nech je {X;, t > 0} Markovov retazec so spojitym ¢asom a mnozinou stavov
S. Podla podmienenej pravdepodobnosti plat{ pre vSetky t, > t,_4 > ... >
t1 >0

P(th - in,th_l — Z'nfl, oo 7XO — 7,0)
- P(th - in|th71 - 'L.n—ly e ,XO - Z.O)P(th71 - Z.n—la PN 7)(() - ZO)

S vyuzitim markovskej vlastnosti (2.1) dostavame
P(th = in, th71 = in—l) R 7X0 = ZO)

= P(th = in‘th,l = Z.nfl)P(th,l =lp_1,--- 7X0 = io)
= Dip_rin(tn — tn—1)P(Xe, | = tn_1,...,Xo = 1p).

Takymto sposobom budeme pokracovat vo vyjadrovani podmienenej prav-
depodobnosti s vyuzitim (2.1) az do eliminécie posledného ¢lena P(X;, =
i1, Xo = i)
P(Xy, =in, X, , =tn-1,---,X0=1p)
= Di,_vin,(tn — tn1) - Diyiy(ta — t1) P(Xy, = 11, Xo = 0)
= Pin_yin (tn — tn1) -« Diyiy (t2 — 1) P(Xy, = 11| Xo = 0) P(Xo = o)
= Pipyin (tn = tn—1) - - Diriy (t2 — 1) Pigi, (11)P4, (0),

a tym je tvrdenie dokazané.
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(ii)) Nech pre dané p a P(t) existuje ndhodny proces so spojitym ¢asom, pre
ktory plati (2.2). Chceme ukdzat, Ze tento ndhodny proces je Markovov
refazec a teda splna markovovski Vlastnost

P(Xo=1i0) =Y Y - > Pio(O)pigis (t1)Pirin (t2 — t1) - i iy (b — 1)

i1ES 12€S in€S

= pio

P(X;, =in| Xy, | =in_1)
B P(X;, =in, X, | = in_1)
B P(Xy, , =in1)
B ZiOGS Zz’les ce Zin,ges Pio (0)Pigiy (t1) - - - Piy_yi (b — t1)
B Zioes Ziles cee Zz‘n,ges Pio (0)Pigiy (1) - - - Pi_pin_y (tn1 — tn2)

= Pip_yin (tn — tn-1)

P(Xy, =in| Xy, | =tn-1,Xt, , =ln_2,..., X0 =1p)
P(Xy, = in Xey =i, Xo = ig)
B P(X:, , =in_1,...,X0=1p)
_ Pio (0)Pigiy (t1) - - - Diry_yin (tn — tn1)
Pio (0)Pigiy (t1) - - - Di_gin_s (tne1 — tn—2)
= Pin_1in(tn — tn-1)

Tym sme dokézali, ze pre vsetky ¢, > t,_1 > ...ty > 0 plati (2.1), a tym
je retazec {X;, t > 0} Markovov.

]

Veta 2.4. Nech {X;, t > 0} je homogénny Markovov retazec so systémom matic
pravdepodobnosti prechodu {P(t),t > 0}. Potom pre vsetky s,t > 0 plati

pl] S +t szk pk] Z?j € S? (25>
kes
maticovo
P(s +t) = P(s)P(t) (2.6)

Vztah (2.5) a (2.6) oznacujeme ako Chapman-Kolmogorovovii rovnost.
Dékaz. Dokaz tvrdenia mozno néjst vo vete 1 v publikdcii [3]. O

Veta 2.5. Nech {X;, t > 0} je homogénny Markovov retazec so spojitym casom,
mnozinou stavov S a maticami {p;;(t), t > 0}. Nech limy_,o, pi;(k) = 6;;. Potom
pravdepodobnosti prechodu p;j(t) si stejnomerne spojité funkcie t.
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Dokaz. Cheeme dokézat, ze pre lubovolné ¢ plati: p;;(t+h) LniiN pij(t). Vyuzijeme
vztah (2.5)

pii(t+ 1) = pii(t) =Y par(W)prj (1) — pis (1)

kesS
= pa(Wpi () + Y pir()prj (1) — pij(t)
kEeS k#i
= —pi ()1 =pa() + > pir(h)pis(t)
kES,k#i

a teda
| pi(t+ 1) = pig(t) | < pig ()1 = pi(h) + > pi(h)
keS, ki
1—pii(h)
< (1= pi(h) (1 +pi;(t) < 2(1 — pi(h))
Po limitnom prechode h — 0, dostavame

; . .. < 1 .. —
dm | pij(t+h) —pi(0) < lim 2(1 = pi(h)) =0,

z ¢oho vyplyva stejnomernd spojitost p;;(t), a tym je tvrdenie dokdzané. n

Veta 2.6. Nech { Xy, t > 0} je homogénny Markovov retazec so spojitym éasom a
pravdepodobnostami prechodu p;;(t), t > 0 a mnoZinou stavov S. Nech prei,j € S
plati limy_, pi;(k) = ;5. Potom {X, t > 0} je stochasticky spojity proces.

h—)0+

Dékaz. Staci dokdzat, ze pre vsetky t > 0 plati X, — Xy —— 0 a X,_) —
h~>0+
X 0.
P(Xpn=Xy) =Y P(Xo=j, Xepn = 5) = > _ p;(t)psi(h)

jes jes

Po limitnom prechode h — 0, méame

lim P(Xy = X;3) = Zp] hm pjj (h) =1.

h—0 + ]GS
Analogicky pre P(X;_, = X;). O
Veta 2.7. Pre kazdé v € S existuje limita
. 1—pi(h)
— =q; < .
hhgi. A qi > 00, (2 7)
pre kazdé i,j € S, i # j existuju limity
s
lim P (h) =g < 00, (2.8)

h—)0+ h,

a pre kazdé 1 € S plati

Zqij < - (2.9)

J#i
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Dokaz. Dokaz vztahov (2.7) a (2.8) najdeme v [1] vo vete I1.2.4 a 11.2.5. Podla
vlastnosti stochastickej matice je pre kazdé h > 0an €N

1_pzz Z ng > Z ng

JES,j#i J=0,j#i

Po limitnom prechode pre h — 0, a N — oo s vyuzitim (2.7) a (2.8) dostavame
dokaz vztahu (2.9)

Pozndmka 2.8. V nerovnosti (2.9) nastdva rovnost vzdy, ked je mnozina stavov
S konecna.

Definicia 2.9. Nezdporné ¢isla g;; definované vo vete 2.7 sa nazyvaju intenzity
prechodu zo stavu ¢ do stavu j, nezaporné cislo ¢; sa nazyva celkovd intenzita.
Matica Q = {gij, 7,5 € S}, kde ¢;; = —q;, sa nazyva matica intenzit prechodu.

Veta 2.10. (Kolmogorovove diferencidlne rovnice) Predpokladajme, Ze pre vsetky
1€ S plati ¢; < 00 a q; = Z#i ¢ij- Potom pravdepodobnosti prechodu p;j(t) su
diferencovatelné pre vsetky i,7 € S at > 0 a plati

pi;(t) = —a@ipi;(t) + Z GirPrj () = Z qirPr;j(t) (2.10)
ki kes

(retrospektivne rovnice).
Ak je konvergencia stejnomernd v i, potom pre kazdé i,j € S at >0

Pt = —pi(q; + > pict)ar; = > pir(t)ai; (2.11)
k#j kesS

(prospektivne rovnice).
Maticovo mézeme sistavu retrospektivnych rovnic prepisat ako P'(t) = QP(t)
a sustavu prospektivnych rovnic ako P'(t) = P()Q.

Pozndmka 2.11. Vsimnime si, ze v retrospektivnej rovnici st derivdcie pf;(t)
vyjadrené pomocou vsetkych moznych pravdepodobnosti do stavu j, zatial ¢o
v prospektivnej rovnici do stavu i.

Dokaz.

v e Pt h) = pi(t)

Budeme vychadzat z Chapman-Kolmogorovovej rovnosti:

ng t + h szk pkj pzz ng + szk pk]
keS k#£1

:pu pz] + Z pzk pk‘] + Z pzk pk] N>Z
k=0, k£i k=N+1
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kde dostaneme

pij(t +h) — pi;(t) (pii(h) L)pij(t Z pir(h)pk; () pik(h pk]
. S
h k=0, ki k=N+1
:Zh;;(h,t)

Pre vsetky h > 0,t > 0 plati

N
pzk pzk 1 - Zk:() pzk(h)
0 < hy( =
<y ;
k=N+1 k=N+1

§1

1 - pm pzk

k=0,k#1

odkial plati

(pii(h> Pzg + Z pzk pk]

k=0, ki
< pij(t 4 h) — pi;(t) <
h
< (pll<h) plj Z pzk pkj + 1 - pzz
k=0,k#1 k=0,k#1i

Limitnym prechodom pre h — 0, s vyuzitim (2.7) a (2.8) dostavame
—aipi() + D qkpri(t) S Pt < —api(t) + Y quepis () + 4 — Z Qi
k=0,ki k=0,k#i k=0,k#i

kde pj;(t) znaci deriviciu p;; v bode t sprava.
Limitnym prechodom pre N — oo zistime, ze pj;(t) vyhovuje vzorcu (2.10).
Analogicky odvodime prospektivnu ststavu. 0
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Veta 2.12. Nech stvorcovd matica Q s prokami ¢, kde pre 1,5 € S,1 # j plati
gi; > 0a ZjeS gij = 0. Potom existuje prdve jedno riesenie sustav diferencidlnych
rovnic (2.10) a (2.11) rovnaké pre obe sustavy vyhovujice pociatocénej podmienke
P(0) =1 a je rovné

P(t) — e i tkk?k. (2.12)
k=0 ’

P(t) je matica pravdepodobnosti prechodu nejakého homogénneho Markovového
retazca s mnozinou stavov {1,2,... ,n}.

Dokaz. Dokaz tvrdenia mozeme néjst v [9] vo vete 3.10. O

2.1.2 Kilasifikacia stavov Markovového retazca

Na klasifikiciu stavov Markovovho retfazca si najprv zadefinujeme pojem marko-
vovsky cas.

Definicia 2.13. Nech {X;, ¢t > 0} je ndhodny proces na (2, .A, P), ktory ma
sprava spojité trajektorie a spocetni mnozinu stavov S. Nech F; je o-algebra
generovand rodinou ndhodnych velicin { X, s < t}, t.j. Fr = o{X,, s < t}.
Néhodna velicina 7 : Q — [0, 00| sa nazyva markovouvsky ¢as procesu { Xy, t > 0},
ak plati [7 < t] € F; pre vsetky ¢ > 0.

Pozndmka 2.14. Cas prvého vystupu zo stavu j Markovovho retazca budeme
znacit ako 7; = inf{t > 0, X; # j} a je to tiez markovovsky ¢as. Vzhladom
k separabilite (@ je hustd spocetnd v [0, 00)) plati

[Tj>t]:[Xs:j70§8<t]: ﬂ [stj]eft
s€(0,6)NQ

a teda [1; < t] € Fi.
Nech

Foo=o(|JF) = o{X0t = 0}.

t>0
Plati F;, C F C A.

Veta 2.15. Nech 7 je markovouvsky c¢as procesu {X;, t > 0}. Potom X, je F,-
meratelnd ndhodnd veli¢ina, kde

F.={AeFo An[r <t] € F, t >0}
Dékaz. Dokaz tvrdenia je v publikdcii [9] ako dokaz vety 3.7. O

Definicia 2.16. Stav j € S Markovovho retazca so spojitym ¢asom a maticou
intenzit @ je

e trvaly, ak bud ¢; = 0 alebo ¢; > 0 a plati

Py(7j(1) < 00) £ P(7j(1) < 00 | Xo = j) = 11
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e prechodny, ak ¢; > 0 a P;(7;(1) = 00) > 0;
e trvaly nulovy, ak E;(1;(1)) £ E(;(1)|Xo = j) = 00
e trvaly nenulovy, ak bud ¢; = 0 alebo ¢; > 0 a E;(7;(1)) < oc.

Pozndmka 2.17. Symbolom E budeme oznacovat vektor strednych hodnot E;
pre j € S nejakej ndhodnej veliciny, t.j. E(A) = (E(A|Xo = j))jes pre nejakd
ndhodni veli¢inu A. Podobne P bude znamenat vektor podmienenych pravdepo-
dobnosti, ak Xy =7 pre j € S.

Definicia 2.18. Nech {X;, ¢t > 0} je Markovov refazec so spojitym Casom,
mnozinou stavov S a maticami P(t). Povieme, ze stav j je dosiahnutelny zo
stavu i, ak existuje ¢ > 0 také, ze p;;(t) > 0. Retazec je nerozlozitelny, ak kazdy
stav je dosiahnutelny z kazdého stavu.

Definicia 2.19. Stav ¢ taky, ze ¢; = 0 sa nazyva absorpény stav. Stav i volame
stabilng, ak 0 < ¢; < 0o a nestabilny ak ¢q; = oo.

2.1.3 Stacionarne a limitné rozdelenie

Definicia 2.20. Nech {X;, ¢t > 0} je homogénny Markovov retazec s mnozinou
stavov S a maticami P(¢), t > 0. Nech # = {m;, j € S} je pravdepodobnostné
rozdelenie na S. Potom 7 je staciondrne rozdelenie, ak

nl =nTP(t), t > 0. (2.13)
Vektor n = {n; >0, i € S} taky, ze

n" =n"P(t),t>0 (2.14)
sa nazyva invariantnd miera procesu {X;, t > 0} na S vzhladom k {P;, t > 0}.

Definicia 2.21. Nech {X;, ¢t > 0} je homogénny Markovov retazec s mnozinou
stavov S a maticami {P(¢), t > 0}. Pravdepodobnostny vektor a = {a;, j € S}
na S sa nazyva limitné rozdelenie v {X;, t > 0}, ak pre vsetky i,7 € S

Veta 2.22. Pokial existuje limitné rozdelenie Markovového retazca, je to stacio-
ndrne rozdelenie.

Dékaz. Nech existuje limy_,, p;;(t) = a;, a; > 0, ZjeS aj = 1.
Chceme ukédzat, ze ' = a"P(t), t > 0, a; = >, g arpr;(t), j € S. Pre h > 0
pevné

N

pz] t + h szk pk’] Z pk:]

keS =0
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a teda

N

N
= hm Zp,k ki (R Z 1H1 pir(t)pri(h Zak‘pkj

> kes k=0 k=0
Po limitnom prechode N — oo dostdvame pre lubovolné j € S

a; > Zakpkj(h), h > 0.
kes

Sporom dokéZeme, Ze v tomto vztahu plati pre kazdé j € S rovnost. Nech teda
existuje j € S také, pre ktoré plati a; > >, o axpr;(h). Potom

Y ai> > O ap(h) =D a Yy pi(h) =Y a

jes j€S kesS keS  jes kes

1

Dospeli sme teda k sporu ZjeS aj > Y pcg @k, 2 Coho vyplyva pre Tubovolné
je€Sa; =3 cqarpr;(h), takze pokial existuje limitné rozdelenie, tak je rovné
staciondrnemu. ]
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2.2 Koneéné homogénne Markovove retazce so spo-
jitym c¢asom a diskontovanym ocenenim precho-
du a doby zotrvania

Nech {X;, t > 0} je nerozlozitelny homogénny Markovov retazec s konecnou
mnozinou stavov S = {0,1,..., N} charakterizovany maticou intenzit prechodu
Q = {gij, i,j € S} anech ¢;; = —q;.

Majme maticu ocenenia Z = {z;;, i,j € S}, ¢ize nech prechod zo stavu ¢
do stavu j dava vynos z; a nech z; := 0. Zadefinujme vektor vynosu zotrvania
za jednotku ¢asu ako z = (2;)ies, t.j. ak refazec zotrva v stave ¢ po dobu h > 0,
dostavame vynos z;h.

Sledujeme proces do casu t. Pre i, 7 € S definujme pocet prechodov zo stavu
i do stavu j ktoré sa uskutocnili v intervale (0,t) ako ¢;;(t) a ¢;(t) ozna¢me ako
celkovii dobu, po ktori je systém v stave i € S behom intervalu (0, t).

Potom vynos z realizdcie retazca za dobu t je rovny

N N N
i=0 i=0 j=0
Pozndmka 2.23. Opat uvazujeme, ze kapital je tiroeny spojito, zaujima nés vsak
jeho hodnota prepocitand k pociatoénému obdobiu. Budeme teda diskontovat
spojito s parametrom intenzity uroku ¢ := log(1 + i), kde i je tirokova miera a
spojité diskontovanie z casu 0 do casu t sa vypocita ako fg e %%ds.

Oznaéime V(t) ako diskontovany vynos za ¢as t pri danej intenzite troku 0.
Vynos z realizicie refazca za dobu ¢ diskontovany k pociatku je potom rovny

Vi(t) = Zzz/o e %% dp;(s) + ZZZU/O e % dipyi(s). (2.17)

i=0 j=0
Vidime, ze Vs je ndhodna veli¢ina. Polozme v;(t) := EV,(t).
Pozndmka 2.24. Pre prehladnost zépisu v dalsich vztahoch ozna¢me vektor p
ako vektor s prvkami

N
j=0
Veta 2.25. Pre diskontovany stredny vynos za cas t plati
t
vs(t) = / e P (s) dsp. (2.19)
0
Dokaz.
N t N N t
vs(t) = EV4(t) = EZ zz/ e dyp;(s) + E Z Z 2ij / e dpii(s)  (2.20)
i=0 0 i=0 j=0 0
N t N N t
= Z ZZE/ e %dip;(s) + Z Z 2ij E/ e dy;;(s) (2.21)
i=0 0 i=0 j=0 0 - ,
J
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Za predpokladu

0
si odvodime oznacené J z rovnice (2.21). Budeme integrovat metédou per partes:
t t
J = ]E/ e dipi;(s) = E[—de ™ pi;(s)]} + E/ de %% pii(s) ds
0
= [—6655/ P(X, = 1) ¢ij dul}, / Se° / =) q;; duds
t
= / e " P(X, =1) g, ds.
0

Teraz dosadime vyjadrené J do rovnice (2.21) a pokracujeme vo vypocte vs(t)

N N
EZZZ/ 5sdg01 +ZZZU /t 68]P’ Xs=1)q;ds
7=0

i=

N t N
= Z/ eiéS]P)(XS = Z) ds [Zl -+ Z zijqij]
i=0 70

J=0

=pi

]
Veta 2.26. Pre diskontovany stredny vynos plati
vs(s0) = (6T - Q)'p. (2.23)
Dokaz.
vs(00) = EV;(00) = / et dip. (2.24)
0

S vyuzitim vzfahu P(t) = e? z rovnice (2.12) dostavame

V(;(OO):/ e P (1) dtp:/ e“Stthdtp:/ e QM dtp (2.25)
0 0 0

=(0I-Q)'p, (2.26)
¢fm sme tvrdenie dokézali. Vo vzfahu (2.25) sme pre sicin e %eQ vyuzili vetu
(A.6) z dodatku. O
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2.3 Riadené Markovové retazce

Nech {X;, t > 0} je homogénny Markovov retazec s konec¢nou mnozinou stavov
S. Podobne ako v diskrétnom pripade uvazujeme, ze ku kazdému stavu ¢ € S
mame k dispozicii koneéni mnozinu rozhodnuti R;. Celkovii mnozinu riadeni
oznacime opit R. Systém rozhodnuti r = (r;);cs, ktory priradi kazdému stavu
1 € S rozhodnutie r; € R; voldme homogénnym riadenim.

Danému riadeniu r prislicha Markovov refazec so spojitym ¢asom charakteri-
zovany maticou intenzit prechodu .Q, maticou oceneni prechodu ,Z a vektorom
ocenenia zotrvania ,z.

Uvazujme nehomogénne riadenie, ktoré budeme oznacovat s dolnym indexom
m a ktoré sa na intervale (0,¢) riadi riadenim r a na intervale (¢,00) inym ria-
denim, ktoré nebudeme pre nase potreby oznacovat. Plati

] t ]
mVs(00) = / e P(s)ds mp = / e %%, P(s)ds .p + / e P)P(s—t)dsp
0 0 ¢ N e’
=mP(s) 2 (2.6)
(2.27)

Oznacime Jy := [ e 9, P(s)ds p a Jo:= [ e %P(t)P(s — t)ds p.
Postupne pre J; a Js odvodime

Jy = 1«P(t)eét/ e P(s — t)ds p = e L P (t)vs(o0). (2.28)
t

Ji = yvs(o0) — /too e P(s)ds yp = 1v5(00) — o(Jo) = [T — e P(t)] 1vs(c0).
(2.29)

Dosadenim odvodenych vztahov (2.29) a (2.28) do (2.27) dostaneme
mVs(00) = I — e P(t)] rvs(0c0) + e P(t)vs(c0). (2.30)
Zo vtahu (2.12): (P(t) = Q") d'alej plynie

efétrP(t) _ e(rQﬂSI)t’

[ee] x"
n=0 n!?’

a to moézeme pomocou Taylorovho rozvoja (e” = > r € R) vyjadrit ako
exp{(:Q —0I)t} =1+ (Q — 1)t + O(t), t — oo. (2.31)
Dosadenim (2.31) a (2.26) do vztahu (2.30) dostaneme
mVs(00) = vg(00) + [rp + (rQ — ) vs(c0)|t + O(t), t — 0. (2.32)

Ulohou bude teda maximalizovaf
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2.4 Howardov iteracny algoritmus

Podobne ako v diskrétnom pripade preznacime predny index odpovedajuci riade-
niu r* v k-tom kroku algoritmu skratene ako k. Namiesto k& Teda namiesto .»Q
pisSeme len Q. U ostatnych symbolov analogicky.

Hovardov iteracny algoritmus:
1. Zvolime nulté priblizenie r*, k = 0 k hladanému homogénnemu riadeniu.

2. Riadenie r* jednoznac¢ne urcéuje matice ,Q, ,Z a vektor z. Dosadenim
do vzorca (2.18) vypocitame hodnoty xp.

3. Ku riadeniu r* vypocitame podla vzorca (2.26) ocakévany diskontovany
Vynos ,vs(00).

4. S vypocitanymi hodnotami vy a ,p ndjdeme ku kazdému stavu ¢ € S také
rozhodnutia rf“ € R,;, ktoré vedu k najvéicsiemu zisku, teda

= arg Eré%x(pg + ,qi ;Vs(00)). (2.34)

Pokial nie je volba urc¢end jednoznacne (iné riadenie ako v minulom kroku
neviedlo k zlepSeniu), volime riadenie r¥ z minulého kroku. S hodnotami
rF+1 = (r¥t1). g pokracujeme znovu od bodu 2.

Pozndmka 2.27. 7 algoritmu z bodu 4 plynie
k1P + k+1Qrv5(00) 2 vp +:Qrvs(00), (2.35)
to je
k1P + (k1 Q — 1] kvs(00) = vp + [rQ — 1] kvs(00), (2.36)

pre Tubovolné riadenie r € R.

Dokaz Howardovho iteracného algoritmu:

(i) Pre k € Ny plati
k+1V5(00) > kvs(00). (2.37)

Ak mdme vo vztahu (2.37) rovnost, potom plati pre lubovolné riadenie
recR

kVs(00) > yvs(00).
Riadenie r* je potom optimalne.
Dékaz. Volbou r = r* mame zo vztahu (2.36)

k1P + [k1Q — 6I] pvs(o0) > kp + [Q — 1] xvs(00) = 0.
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Ked'ze
0< / P (t)dt = / @SVt — (51— Q).
0 0

dostaneme po vyndsobeni touto maticou odpovedajicou riadeniu r*+!

sledujicu nerovnost

na-

0 < (01 = 541Q) k1P — 1V5(00) = j1V5(00) — xVs(00),

¢o znamena, ze dalsim iteracnym krokom pri zmene riadenia nedochidza
ku poklesu vynosu, t.j. pvs(00) < gy1vs(00). Pokial je vo vztahu (2.37)
rovnost, potom plati

k1P + [k1Q — 0] py1v(00) > pp + [rQ — 6] pvs(c0) = 0.

Vyndsobenim predchddzajicej nerovnosti nezdpornou maticou (61 —,Q)~*
ziskavame

0> (61— Q) 'rp — vs(00) = pvs(00) — vs(00),

t.j. rvs(00) < pvs(00), takze pri zastaveni Howardovho algoritmu je riadenie
r* optimalne. O

Algoritmus skoné¢i po koneéne vela krokoch.

Dokaz. Plynie z toho, ze mame koneény pocet riadeni a faktom, ze algorit-
mus sa zastavi, ak d’als{ itera¢ny krok nevedie k vysSiemu vynosu. O]
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Kapitola 3

Optimalna obchodna stratégia

3.1 Itoova formula

Definicia 3.1. Stochasticky proces na T C Rt je sibor X = (Xy,t € T)
ndhodnych veli¢in na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).
Trajektoria X (w) stochastického procesu X na T C R* je funkcia na R dana
t — X;(w) pre dany nahodny jav w € .
Stochasticky proces s hodnotami v E, inak povedané E - hodnotovy nahodny pro-
ces je sibor X = (X, ¢t € T) a (F,e)-meratelnych funkcif X, : Q@ — E, kde (E,¢)
je meratelny priestor (stavovy). Ak nie je E $pecifikované, rozumieme F = R.
Namiesto R™-hodnotového procesu hovorime spravidla o n-dimenzionalnom.
Definicia 3.2. Stochasticky proces X = (X;,t € T) je (sprava, zlava) spojity,
pokial je jeho trajektéria X (w) : ¢t € T — X,(w) (sprava, zlava) spojitd funkcia.
Definicia 3.3. Nahodny proces X mé konecni varidciu, ak pre vsetky jeho
trajektérie X (w) plati

X(t,w) = supV > (X (w)) < 00, A(t) ={0 =ty < ... <ty =1},
kde A(t) obieha vsetky konecné delenia intervalu (0, ¢) a kde pre konkrétne delenie
Alt)={0=ty < ... <ty =t} je funkcia V2O definovand ako

VAOX () =) | X(tj,w) = X(tj-1,w) |-

j=1
Zobrazenie t — X"(t,w) nazyvame konecnou varidciou X (t).

Veta 3.4. Nech X je spojity ndahodny proces s konecnou varidciou, potom X" je
spojity neklesajici nahodny proces, ktory oznacujeme varidcia procesu X .

Dokaz. Dokaz mozno najst v publikdcii [4] na strane 232. O

Definicia 3.5. Nahodny proces X ma konecni kvadraticki varidciu, ak existuje
spojity ndhodny proces {(X)(t), t € R™} taky, ze

(X)(t) = plim Q" (X), ¥V | A,(t) |- 0, Vt € R,

kde Q4" (X) = Z§=1 | X(t7) — X(t}_,) |*.Tento proces budeme nazyvat kvad-
ratickd varidcia procesu X.
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Veta 3.6. Ak je X spojity proces konecényjch kvadratickyjch varidcii, potom pre vsetky
t € Rt a mimo P-nulovej mnozZiny plati, ak X" (t,w) < oo, potom {(X)(t,w) = 0.

Dokaz. Dokaz mozno néjst v publikdcii [4] na strane 233, Lemma 1.1.5. O
Pozndmka 3.7. Mnozina A je P-nulovd, ak miera mnoziny A je rovna 0.

Definicia 3.8. Nech L je linearny priestor procesov s konec¢nou variaciou. Potom
definujeme bilinedrnu formu na L

(X,Y)(t) = i((x +Y)(t) = (X + Y1) = plimQ>"D(X,Y), t € RY,

kde Q*®(X,Y) je definované ako
Z(X(tj) X)) -Y(E ) = ;L(QA“)(X +Y) - QWX +Y)).

Proces (X,Y) = ((X,Y)(t), t > 0) definujeme ako kovariancia procesov X a Y.

Definicia 3.9. Filtrdciou sa v meratelnom priestore (€2, F) nazyva neklesajici
systém {F;,t > 0}, ak pre vsetky t je F; C F o-algebra.
Znacime

Foo = VierFr = 0(U=0F7).
Definicia 3.10. Kanonickd filtrdcia procesu X na (£, F, P) je filtracia
FX=0(X(s), s <t),

Definicia 3.11. Nech na pravdepodobnostnom priestore (£2,.A, P) existuje fil-
tracia {F;}. Ndhodny proces X nazyvame {F;}-adaptivny proces, pokial F* C F;
pre vsetky ¢ > 0.

Definicia 3.12. Stochasticky proces je F-progresivny, ak (s,w) — X(s,w) je
B0, t|®F; — B(R)-meratelna mapa Vt € R™. Mnozinu vsetkych JF; progresivnych
procesov oznacime PM (F).

Definicia 3.13. Stochasticky proces (X;, t € T), kde T C RT je F-adaptivny
proces a pre Vt € T : X, € L. Potom

(i) (Xi, t€T)je(Fi, t €T) submartingal, ak E[X;|Fs] > Xs pre Vs <t, s,t €
T,

(i) (X, t € T) je (F, t € T) supermartingal, ak E[X;|Fs] < X, pre Vs <
t,s,teT,

(iii) (X, t €T)je (Fi, t € T) martingal, ak E[X|Fs] = XspreVs <t, s,t € T.

Definicia 3.14. Stochasticky proces (X, t € T)) je martingal (supermartingal,
submartingal), ak (X, t € T') je (X4, t € T)-martingal (supermartingal, submar-
tingal) pre prirodzent filtraciu X; = o(Xj, s < t).
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Pozndmka 3.15. Obecne plati: (X;, t € T) je (F, t € T)-martingal (supermartin-
gal, submartingal) = j(X;, t € T') je martingal (supermartingal, submartingal).

Definicia 3.16. Stochasticky proces (X;, t € T') je Fi-lokdlny martingal, ak exis-
tuji Fi-markovovské casy 7 < 7 < ... také, ze 7, — o0 a X™ = X (min{7,,t})
je Fr-martingal.

Pozndmka 3.17. Ak (X, t € T)) je martingal, potom je aj lokdlny martingal.

Oznacme

C M o.(F;) = {spojité lokélne F; martingaly M s M (0) = 0s.j.},

t
PM,(B,F:) ={G € PM(F): / | G(s) [P dB,(s) < 0os.j. pre vietky ¢t € R*}.
0

X € CSM(F;), kde CSM (F;) nech je mnozina spojitych semimartingalov, kde
vieme rozlozit sucet X na X(0)+ B+ M, kde B € CFV(F,) a M € CM,.(F).

Veta 3.18. Nech G je otvorend mnoZina v R?, f € C*(G) a X € CSM? taky, ze
X € G vsade na RIQ. Pre x = (z1,...,2d)T € G oznacme

_ df

filw) = dx; - dx;dxy

(2),  fi(x) () (3.1)

Potom proces f(X) € CSM a jeho stochasticky diferencidl je rovny

d d
1
df(X) =) fi(X)dX; + 5 S XX, X;),  t>0. (3.2)
i=1 ij=1
Dékaz. Dokaz je v publikacii [4]. O

Vztah (3.2) sa nazyva Itoova formula. My ju vSak budeme vyuzivaf v inej
aproximovanej forme pre y,0 € R a pre f € C*(R):

Af(X) ~ f'(Xo) (uAt + eoVAL) + wezﬁAt. (3.3)

Odvodenie je mozné najst v [10] na strane 17.

3.2 Brownov pohyb a Wienerov proces

Definicia 3.19. Nahodny proces X je Brownov pohyb, ak X (0) £ 0, je to proces
s nezavislymi prirastkami a pre lubovolné s, ¢ € T je X (t) — X (s) ~ N (0, |t — s]).

Definicia 3.20. Nahodny proces W = (W (t),t > 0) nazyvame Wienerov proces,
ak

(i) W(0) =0;

(ii) W mad spojité trajektorie s.v.;
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(iii) W ma nezavislé prirastky, t.j. W(t,) — W(t,—1),...,W(t2) — W(t;) su
nezavislé nahodné veliciny pre V0 < t; <ty < ... < ty;

(iv) W(t) — W(s) ~ N(0,t — s) pre vietky s <t € R .
Pozndmka 3.21. Spojity Brownov pohyb je Wienerov proces.
Veta 3.22.

(i) Pre nejaké t > 0 je Wy(s) == (W(t+s) —W(t),s > 0) je Wienerov proces
nezdvisly na o - algebre FYV := o{W (u),u < t};

(1) W definovany ako Wt =W (), Wo = 0 je Brownov pohyb so spojitymi

trajektoriami na (0, 00);

(iii)) W je proces koneénych kvadratickych varidcit s (W) (t) =t pre vetky t €
R*.

Doékaz. Dokaz je mozné néjst v [4] vo vete 1.2.2. O
Pozndmka 3.23. Analogicky zapis vztahu (W) (t) =t je
(dW (t))? = dt.

Nech p; a oy st spojité procesy, ktorych histéria do ¢asu t je nezavislas (W (T)—
W(t), T > t) a nech infinitezimdlny prirastok procesu X; sa d4 zapisat ako

dXt = /J,tdt ‘I— Utth' (34)
Potom proces X; nazyvame [toov proces s driftom p; a disperznym koeficientom
0. o nazyvame difizny koeficient.
Dosadenim $pecidlnej volby u; = uX; a 0y = 0X; do (3.4) ziskavame

Vztah (3.5) nazyvame geometrickyj Brownov pohyb.
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3.3 Spojity model

N4&s investor investuje na akciovom a penaznom trhu. Predpokladajme, ze trznéa
cena akcie K; je modelovand pomocou (3.5), t.j. podla geometrického Brownovho
pohybu

dK; = pKydt + o K dW,, Ko = k. (3.6)

Ozna¢me
e X, - trzna cena portfélia;
e Y, - pocet akcii v portféliu;

e T, - investorova pozicia v ¢ase t, ktora je urcena podielom investicii na ak-
ciovom trhu v investorovom portféliu, predpokladajme m; € (0,1).

S takymto ozna¢enim mozeme cenu akciovej ¢asti portfélia vyjadrit ako:
7TtXt = Yth (37)

Ak investor neobchoduje, pocet akcii sa nezmenil a precenime portfélio len
o zmenu trznej ceny akcif. S vyuzitim vztahu (3.6) je prirastok trznej ceny
portfélia potom rovny

Zo vztahu (3.8) a Itoovej formuly s volbou f(z) = z~! plati:

dX dx,\’
XX = —7: + (f) = m(—p + o*m)dt — modW. (3.9)

Zo vztahu (3.8) a Itoovej formuly s volbou f(z) = Inx dostdvame
1
dIn X, = (um — 5027Tf)dt + omdWy. (3.10)

Podla vzorca stochastickej verzie per partes vztahu (3.7) s vyuzitim (3.8) a s pred-
pokladom, ze Y; je konstantné dostaneme

dr, = Y, X, VK, + Y X Xd X+ Yi(dE) (dX ) (3.11)
=m(1 — ) [(n — o*m,)dt + odWy). (3.12)

Oznacme drift ako B(x) a diftizny koeficient S?(x). Z definovania driftu a difizie
(vztah (3.4)) aplikovanej na predosly vztah plynie

B(x)
S(x)

r(1 —z)[p — o?x], (3.13)
ox(l —z). (3.14)

Prirastok pozicie pri neobchodovani sa d4 zapisat v tvare

d7Tt = B(’T('t)dt + S(Ti't)th. (315)
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Predpokladajme, ze v ¢ase t kipime AY; > 0 akcii, potom Y;K; = X;m; sa
navysi o hodnotu K;AY;, ¢o ukazuje objem tohto obchodu. Predpokladajme, ze
pri ndkupe platime (1 + 0)-krét trzni cenu akcie, kde § > 0. Naslednd vyska
transakénych nékladov je potom rovna

Nékup sa uskutoéni v nekonecne kréatkom ¢asovom intervale [t, ¢ + td], pocas
ktorého sa cena akcie K; nezmeni. O tito hodnotu musi klesnut trznd cena
portfélia. Nasledujica hodnota pocas ndakupu ostava konstantna

Xt + 5}/;5Kt = Xt(l + 57Tt)
Diferencidlnu podobu zapiseme:
dtinX, = —d*in(1+ ém) = 94 (m)d " m,,

kde d* je infinitezimdlna zmena sposobend ndkupom akcii zodpovedajica infini-
tezimalnej zmene pozicie d¥m; = dr, a kde

B )
14z

9. (x) (3.16)

Mozeme predpokladat, ze pri predaji dostaneme (1 — €)-krat trznu cenu akcie,
kde 0 < € < 1. Tak ako pri nakupe, aj pri predaji ostava konstantna nasledujica
hodnota

Xt — E}/;Kt = Xt(l — E7Tt).

V diferencidlnej podobe s vyuzitim d~, ktoré prezentuje zmenu sposobent
predajom akcii zodpovedajicim infinitezimalnej zmene pozicie —d~m =: —dm,
dostaneme,

d InX; = —d In(l —em) = —0_(m)d™ (m) = —9_(m)dm,
kde

9_(2) = — (3.17)

1l —ex’

Vseobecne potom celkovy prirastok pozicie vyjadruje rovnica:
dry = B(m)dt + S(m)dW; + dm,) — dm; . (3.18)

Predchddzajicu rovnost chdpeme tiez ako definiénii rovnost pre diferencidly
d*m; a d”m; spolu s obmedzujicim predpokladom, ze ich neurcité integraly su
neklesajuce procesy, ¢o v diferencidlnej symbolike napiseme v tvare

d+7Tt, diﬂ't Z 0.

Celkovii dynamiku trznej ceny portfélia nasledne mozeme zapisat do rovnice

1
dinX, = (/Mrt — 502@2) dt + o dW; — 9 (m)dm, — 9_(mp)dm; . (3.19)
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3.4 Aproximacia spojitého modelu diskrétnym

Spojity model investorovej pozicie (3.18) aproximujeme modelom diskrétnym.
Aby vsak bola aproximécia vhodnd, mali by ostat zachované vlastnosti daného
modelu ako je strednd hodnota a rozptyl. Predpokladajme, ze pociatocna pozicia
investora v case 0 je mp = .

Pri vypocte podmienenej strednej hodnoty a rozptylu vyuzijeme vztah (3.18)
a vlastnosti Wienerovho procesu, ktorého pritastok dW (t) ~ N(0,dt).

Vypocet podmienej strednej hodnoty:

Elrg — mo|mo = x| ~ B(x)dt, (3.20)
kde dm; £ w4 — .

Vypocet rozptylu:

var|rg — mo | 1o = x| ~ E|(7q — 7'('0)2 | 7o = x| — (Elmg — mo | Mo = 2] 2

~ S2(z)dt — B2(x)(dt)>.

Za predpokladu, ze casové prirastky dt st dostatoéne malé, mozeme zanedbat
viraz (E[rg —mo | mo = x])? ~ B?*(x)(dt)?, z toho plynie pre podmieneny rozptyl
vztah

var[ng — mo | mo = 1] ~ El(74: — m0)* | mo = z]) ~ S*(z)dk.

Podla predpokladu je pociatoctna investorova pozicia v ¢ase 0 v bode x. V case
dt bude s pravdepodobnostou P, (x) investorova pozicia mg v © + h a s pravde-
podobnostou P_(x) v bode x — h. S pravdepodobnostou Py(x) bude investorova
pozicia 74 = x. Kedze suéet pravdepodobnosti tychto javov musi byt 1, plati

Py(x)=1— Py (x) — P_(x). (3.21)
Pre strednt hodnotu investorovej pozicie my; plati
Elrg | mo = x] = P_(z)(x — h) + Py(x)x + Py(z)(x + h),
kde dosadenim (3.21) dostaneme
Elrg | mo = 2] = x + P_(x)(—h) + Py (x)h.

Po odcitani my ziskame vyjadrenie pre strednt hodnotu a rozptyl prirastku tohto
diskétneho modelu

Elrg —my | mo = x] = h(Py(z) — P_(x)) (3.22)
var[rg — mo | T = 2] ~ E[(7g — m0)? | 0 = 2] (3.23)
~ h*(P_(z) + P, (z)). (3.24)

34



Vo vztahu (3.23) sme opit zanedbali druhy ¢len rozptylu, ¢o je mozné ak predpo-
kladdame iba malé zmeny investorovej pozicie h. Porovnanim vysledkov spojitého
a diskrétneho pristupu mame odhady P, (z) a P_(x):
B(z)dt ~ h[Py(x) — P_(z)] (3.25)
S%(x) dt ~ h*[P,(z) + P_(x)]. (3.26)

Riesenim sustavy rovnic (3.25) a (3.26) pre dt — 0 a h — 0 plynie

hB(x)dt + S*(x)dt
P () ~ (z) oI5 (z) >0 (3.27)
—hB(z)dt + S*(z)dt
P (z) ~ —B@) 2};5 (@)dt -, (3.28)
Dopocitame Py(zx) z (3.21):
S%(z)dt

Py(z) =1—[Pi(z)+ P_(x)] ~1—

oS (3.20)

s pozornostou na to, ze Py(x) > 0. To plati pokial S*(z)dt < h? a vtedy mozme
zvolit

h2

dt
k

kde k > S?(x) plati pre vietky pouzivané x.

3.5 Diskrétny model - priklad

Nech mnozina stavov S Markovového retazca je v tvare S = {1,2,...m}, kde
m :=1/h — 1. To odpovedd investorovej pozicii m = {my, k =1,...,m} C (0,1),
kde m, = h - k.

Nech su rozhodnutia investora nasledovné

e (+): kupit akcie;
e (—): predat akcie;

e (0): neobchodovat.

Mnoziny moznych riadeni retazca v jednotlivych stavoch si R = [, R;, kde
R; definujeme nasledovne

e R ={+}, R, = {—}: krajné polohy, v tomto pripade zahdjime okamzity
nakup, respektive predaj s cielom udrzat investorovu poziciu m; v [h, 1 — h];
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e Ry ={+,0}, R,_1 ={—,0}: vstavoch, ktoré susedia s krajnymi polohami
volime stratégiu tak, aby bola udrzana investorova pozicia m; v [h, 1 — hj;

e R, = {+,0,—} kde i € {3,4,...,m — 2} neobmedzujeme investorovo roz-
hodnutie.

Pre kazdé riadenie musime uréit maticu pravdepodobnosti prechodu P, kto-
rej ¢leny zdvisia podla toho, ako sa investor rozhodne. Ak sa investor rozhodne
neobchodovat v stave i, rozdelenie pravdepodobnosti prechodu je dané vztahmi
(3.27), (3.28) a (3.29) nasledovne

Diic1 = P_(m);
(0) = 3 Pi; = P0<7Ti>§
Piiv1 = P+(7Ti)-

Ak sa investor rozhodne nakupovat, pravdepodobnosti prechodu si dané

Dii = Pf(m'ﬂ);
(+) =< piit1 = Po(misa);
Dii+2 = P+(7Tz'+1)-

Ak sa rozhodne investor preddvat, potom st pravdepodobnosti prechodu na-
sledovné

Dii2 = P_ (mic1);
(=) = Pii-1 = Po(mi—1);
Dii = P+(7Tz‘—1).
Investor sa rozhoduje na zdklade matice ocenenia Z s cielom maximalizovat

zisk.
Pre maticu ocenenia Z a transakéné néklady plati:

e Ak investor neobchoduje, nie je zatazeny ziadnymi transakénymi nakladmi.
Ocenenie prechodu odpoveda

1
0% = 02(7Tz‘) = (/“Tz‘ - §U2W§)dt' (3'30>

e Ak investor nakupuje, plati transakéné naklady h (7) urcené (3.16). Prislusné
ocenienie je rovné

vz, = 4 2(m) = oz(m) — hiy(m;). (3.31)
e V pripade predaja ¢inia transakéné naklady hd_(w) zo vztahu (3.17) a
ocenenie prechodu je
_Z; = ,Z(’/Ti) = 02(77'1') — hﬁ,<’ﬂ'z) (332)
Predpokladajme, Ze ocenenie z;; nezévisi na j, ¢ize ,z; = ,z;.1, ked Ze oceniujeme
zotrvanie refazca v jednotlivych stavoch a nie prechody medzi nimi. Diskontny

faktor § polozme § = exp{—a.dt}. Na takto formulovani ulohu, uz mozeme
pouzit Howardov algoritmus, kde by sme pociatoéné pribliZenie poloZili

or 2 (+,0,...,0,-). (3.33)
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3.6 Riesenie prikladu

Pre lepsiu predstavivost ¢itatela ako funguje Howardov algoritmus ukéZeme pod-
robnejsie jeho prvy iteracny krok.

Najprv polozme premenné transakénych nakladov 6 = ¢ = 2%, volatilitu
o =1 pu = 1/2a a = 0,005 Parametre aproximécie spojitého modelu na
diskrétny st volené h = 0,005, ¢asova zmena dt = 0,0004 pri volbe e = 0, 00001.

Pri takejto volbe h dostdvamem = 1/h — 1 = 199. Budeme postupovat na
zéklade Howardovho itera¢ného algoritmu, ktory bol predstaveny a popisany v
kapitole 1.

Hovardov iteracny algoritmus:

1. Zvolime nulté pribliZzenie r*, k = 0 k hladanému homogénnemu riadeniu.
To je v nasom pripade rovné riadeniu (+,0,...,0,—).

2. Riadenie r* jednoznaéne uréuje matice ,P a ,Z. V prvom itera¢nom kroku

vyzerd matica oP pre riadenie (+,0,...,0, —) nasledovne
P_(2h) Py(2h) Py(2h) 0 ... 0 0 0
P_(2h) Py(2h) Py (2h) 0O 0 0 0
0 P_(3h) Py(3h) Py (3h) 0 0 0
P=| o0 0 P_(4h) Py(4h) 0 0 0
0 0 0 0 ... P_(198h) Py(198h) P, (198h)
0 0 0 0 ... P_(198h) Py(198h) P.(198h)

Pre zadant volbu h = 0,005 vypocitame maticu P pomocou vzorcov (3.27),
(3.28) a (3.29). Do ich vzorcov vstupujui drift B(z) a difizia S?(z), ktoré
st vyjadrené vztahom (3.13).

Matica ocenenia bude pre riadenie (+,0,...,0, —) vyzerat ako m-rozmern4
Stvorcova matica
OZ(Bh) 02(3h) . 02’(3h) 02(3h>

VZ =

_2(198h) _z(198h) ... _z(198h) _z(198h)

Vypocitame ju dosadenim vztahov (3.31), (3.32) a (3.30). Ked'ze uz mdme
vyjadrené matice ;P a ,Z, mozeme vypocitat vektor rq rovnicou (1.31).

3. Ku riadeniu r* vypoéitame diskontovany oc¢akavany vynos ;v podla vzorca
vv = (I — 8;P)71xq. Na nasledujicom obrazku 3.1 mézeme vidiet vektor
oV.

4. S vypocitanymi hodnotami ,v a rq najdeme pre vsetky stavy i € S roz-
hodnutia rf“ € R;, ktoré prinesi maximalny zisk, a teda

k+1 __ T
ri = arg max(,q; + ,PlkV)-
PER;
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Obr. 3.1: Diskontovany oc¢akavany vynos pre prvu iteraciu

k41 _ (TkJrl

S hodnotami r "1)ies by sme pokracovali od bodu 2 d'alsou iterdciou.

V programe Wolfram Mathematica 10 bol naprogramovany Howardov ite-
raény algoritmus pomocou rekurzivnej funkcie Howard|h, dt, pu, o, §, €, a, rPre-
vious, step|. Jeho kéd je pre pripadnych zdujemcov mozné ndjst v dodatku B.
Vystupom funkcie je optimdlne riadenie r, pocet iteracii, ktoré boli potrebné
k najdeniu optimélneho riadenia a vysledny vektor ,v. Stratégiu nakupit repre-
zentuje 1, predat -1 a neobchodovat 0.
Optimélne riadenie r = {1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1,

) ? Y Y P

LLLLLL L L L L L L L L L L L L L L L L L L L 11 L 11, 1
1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,—1,—1,—1,—1,—1,—1,—1,—1, -1, -1, -1, 1,
-1,-1,-1,-1,-1,—-1,-1,-1,-1,—1,—-1,—1,-1,—1,—1,—1,—1,—1,—1, -1, -1, -1,
111 -1 -1 11 —1—1.—1.—1. 1.1 -1 -1 —1.—1.—1.—1.—1.—1.—1

-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,—-1,-1,-1,-1,-1,—1,—-1,—1}

Pocet iteracii = 9.

Graf vektora v pre optimélne riadenie je zobrazeny na nasledujicom obréazku.
Za nim je na obrazku zachytené porovnanie diskontovaného ocakavaneho vynosu
pre vietky iterdcie, kde mozeme vidiet, Ze kazd4 iterdcia ndm priniesla vyssi zisk
a nase riadenie je naozaj optimalne, pretoze odpovedd najvyssiemu zisku.

Na obrazku 3.4 je zndzorneny diskontovany ocakavany vynos pre meniace sa
transakcné néklady. Zo vzorca transakcnych nakladov ako aj grafu je zjavné, ze
¢im vysSie su transakéné néklady, tym mame mensi zisk.

Nevyhodou modelu je, Ze volba kroku by mala byt ¢o najmensia, ¢im sa ale
zvysuje ¢asova narocnost vypoctu.

Pokial' bude diskontovanie velké, strata z transakénych nakladov bude potom
prilis velk4 a bude sa menej obchodovat.

) ) ) ) )
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Obr. 3.3: Porovnanie diskontovaného ocakavaného vynosu pre vsetky iteracie
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Obr. 3.4: Porovnanie diskontovaného ocakavaneho vynosu pre meniace sa tran-
sakéné naklady
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Zaver

Diplomovd préaca sa zaoberala hladanim optimalneho riadenia v Markovovych
retazcoch v diskrétnom, aj v spojitom c¢ase. Ciel sa podarilo tispesne naplnit,
v prvej kapitole bol predstaveny modifikovany Howardov iteracny algoritmus,
ktory ndjde optimalne riadenie, ktoré ma priniest maximdlny diskontovany vynos.
V druhej kapitole sme postupovali analogicky, nachddza sa tu Howardov algorit-
mus aj s dokazom, avSak pre spojity cas.

V tretej kapitole sme uviedli spojity model obchodovania s portféliom akeii,
kde nasledovala aproximéacia spojitého modelu diskrétnym. Trzné cena akcie bo-
la modelovand pomocou Brownovho pohybu. Pre lepsiu predstavivost ¢itatela je
v zavere sformulovany priklad, ku ktorému bol napisany Howardov iteracny algo-
ritmus v programe Wolfram Mathematica pomocou rekurzivnej funkcie a nésledne
bolo takto najdené opiméalne riadenie.
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Dodatok A

Teoria matic

Lemma A.1. Nech A je stvorcovd matica takd, e A" == 0. Potom matica

(I—A) je reguldrna a plati
(I-A)"=> A~ (A1)
k=0

Dokaz. Dokaz je mozné najst v [9] na strane 142. O

Veta A.2. Nech Stvorcova matica P je stochastickd. Potom ¢islo 1 je jej jed-
noduchym charakteristickym ¢islom a vektor (c,...c),c # 0 jej vlastngm vekto-
rom prisluchajicim k tomuto ¢islu. Pre vsetky jej charakteristické cisla A\ plati
Akl < 1.

Dokaz. Dokaz je mozné ndjst v [2] na strane 113. O

Veta A.3. Nech stvorcovd matica Q je matica intenzit prechodu. Potom ¢islo O
je jej charakteristickym c¢islom a vektor (c,...,c)7,c # 0 je jej vlastnym vektorom
prislichagici k tomu cislu. Pre vsetky ostatné charakteristické cisla plati, Ze ich
redlna zlozZka je mensia ako 0.

Dékaz. V publikaci [3] na strane 43. O
Definicia A.4. Hovorime, ze matice A a B spolu komutuju, ak plati AB = BA.

Veta A.5. Majyme stvorcovi maticu A. Potom plati

A
€A = ZE
k=0

Veta A.6. Nech A a B su stvorcové matice, ktoré spolu komutuji. Potom plati

oA+B _ A B (A.2)
Dokaz.
A B __ = " — S_ — r r—sS = (A_'_B)S_ A+B
RIS I (IFEE D B
r=0 s=0 r=0 s=0 s=0
kde sme vyuzili binomicku vetu. O]
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Dodatok B

Kdéd programovej realizacie

Blx_, u_, o_] :=x% (1-x) * (u—x*oz);

S[x_, 0_] :=o*x* (1-x);

h*B[x, u, o] *dt + (S[x, o])% *dt
pPlus[x_, h_,dt_, u_, o_] := ;

’

2 xh?
-h*B[x, u, o] *dt + (S[x, o])? +dt

pMinus([x_, h_, dt_, u_, o_] :=

7

2 % h?
(S[x, 0])2xdt
pZero[x_, h_,dt_, u_,0.]:=1-—m;
h2
I}
vPlus[x_, 6_] := ;
l+6xx
€
vMinus[x_, €_] := ——;
l-exx
pMatrix[r_, h_, dt_, u_, o_] :=
Table[
Which[
r[i] == 1,

{ConstantArray[0, i-1],
{pMinus[h+i+h, h, dt, u, o], pZero[h*xi+h, h, dt, u, o],
pPPlus[h*i+h, h, dt, u, o]}, ConstantArray[0, Length[r] -i-2]} // Flatten,
r[i] == -1,
{ConstantArray[0, i-3],
{pMinus[h*i-h, h, dt, u, o], pZero[h*xi-h, h, dt, u, o],
pPPlus[h*i-h, h, dt, u, o]}, ConstantArray [0, Length[r] -i]} // Flatten,
r[i] == 0,
{ConstantArray[0, i-2], {pMinus[h*i, h, dt, u, o], pZero[h*i, h, dt, u, o],
pPPlus[h*i, h, dt, u, o]}, ConstantArray [0, Length[r] -i-1]} // Flatten
1,

{i, 1, Length[r]}
1;
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zMatrix[r_, h_,dt_, u_, o_, 6_, e_] :=
Table[
Which[
r[i] == O,
1 2 2
ConstantArray[ (u *ixh-—0%"2%i“+h ) +dt, Length[r] ] ,
2

r[i]]l =1,
ConstantArray [
1
[u* (i+1) *h-—0"2% (i+1)2*h2] *dt -h*xvPlus[(i+1) vh, 8], Length[r]],
2
r[i] = -1,
ConstantArray [
1 2, 1.2
(u* (i-1)*h-—0"2% (i-1)“*h ] *dt -h*vMinus[(i-1) *h, €], Length[r]]
2

{i, 1, Length[r]}

|k
Howard[h_, dt_, u_, o_, 6_, e_, a_, rPrevious_, step_] :=

Module[(k, B, m, xr, P, 2, q, v, rtNew, vnutro},

k=—;
dt
B =Exp[-axdt];

m= Round[%] -1;

If[rPrevious === 0,

r = ConstantArray[0, m],

(*tj. na zaciatku algoritmu: u vstupu davame za rPrevious vzdy Ox)
r = rPrevious] (xkvoli rekurziix)

rf[l] =1;
rm] = -1;

P = pMatrix[r, h, dt, u, o];
Z = zMatrix[r, h, dt, u, o, 6, €];

(*vynos za Jjedno obdobiex)
q = Diagonal[Z.Transpose[P]];

(*stredny ocakavany vynosxk)
v = Inverse[IdentityMatrix[m] - 8 * P] .Transpose[{q}];

AppendTo [vVectors, Flatten[v]];

rNew = ConstantArray[0, m];
rNew[1l] = 1;
rNew[m] = -1;

(*toto dosadi opti hodnotu pre druhu poziciu vektoru r (z 2 moznosti)«)
rNew[2] =

If[
((*0_q_2%)
Diagonal[zMatrix[Table[If[i =2, 0, r[i]l], {i, 1, m}], h, dt, u, o, §, €]
.Transpose [pMatrix[Table[If[i == 2, 0, r[i]], {i, 1, m}], h, dt, u, o]11[
2] +
(*0_P_2 krat vx) {pMatrix[Table[If[i =2, 0, r[i]l], {i, 1, m}],
h, dt, u, o][2]}.v) [[1, 1]]
<
((*1_g 2%*)
Diagonal[zMatrix[Table[If[i == 2, 1, r[i]]], {i, 1, m}], h, dt, u, o, &, €]
.Transpose [pMatrix[Table[If[i == 2, 1, r[i]], {i, 1, m}], h, dt, u, o]]]1[
2] +
(*1_P_2 krat vx) {pMatrix[Table[If[i =2, 1, r[i]l], {i, 1, m}],
h, dt, u, o][2]}.v) [[1, 1]]
4 44
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(*toto dosadi opti hodnotu pre predposlednu poziciu vektoru r (z 2 moznosti)*)
rNew[m - 1] =
If[
((*0_g m-1x)
Diagonal[zMatrix[Table[If[i=m-1, O, r[i]], {i, 1, m}], h, dt, u, o, 6, €]
.Transpose [pMatrix[Table[If[i=m-1, 0, r[i]], {i, 1, m}],
h,dt, u, o]]]1[m-1] +
(*0_P_m-1 krat vx) {pMatrix[Table[If[i=m-1, 0, r[i]], {i, 1, m}],
h, dt, u, ol[m-17}.v) [[1, 1]]
<
((*-1_g m-1x)
Diagonal [zMatrix[Table[If[i=m-1, -1, r[i]]], {i, 1, m}], h, dt, u, o, &, €]
.Transpose[pMatrix[Table[If[i=m-1, -1, r[i]]], {i, 1, m}],
h,dt, u, o]]1][m-1] +
(#-1_P_m-1 krat vs) {pMatrix[Table[If[i==m-1, -1, r[i]], {i, 1, m}],
h, dt, u, o]lm-1]}.v) [[1, 1]]

(*toto spocita opti hodnoty pre vnutorne pozicie vektora r (vzdy 3 moznosti) )
vnutro =
Flatten|
Map [Position[#, Max[#]] &,

Table[
{
((*1_g _j*)
Diagonal [zMatrix[Table[If[i == j, 1, r[i]], {i, 1, m}], h, dt, u, o, §, €]
.Transpose[pMatrix[Table[If[i == j, 1, r[i]], {i, 1, m}],
h, dt, u, o]11031 +
(*1_P_3j krat vx) {pMatrix[Table[If[i == j, 1, r[i]], {i, 1, m}],
h, dt, u, ol[30}.v) [[1, 1]]

((*0_q_3j*)
Diagonal[zMatrix[Table[If[i == j, O, r[i]], {i, 1, m}], h, dt, u, o, &, €]
.Transpose[pMatrix[Table[If[i == j, O, r[i]], {i, 1, m}],
h, dt, u, o]11031 +
(*0_P_3j krat vx) {pMatrix[Table[If[i = 3j, 0, r[i]], {i, 1, m}],
h, dt, u, ol[30}.v) [[1, 1]]

((*-1_q J*)
Diagonal [zMatrix[Table[If[i == j, -1, r[i]], {i, 1, m}], h, dt, u, o, &, €]
.Transpose [pMatrix[Table[If[i = j, -1, r[i]]], {i, 1, m}],
h, dt, u, o]1]1031 +
(¥-1_P_j krat vx) {pMatrix[Table[If[i == j, -1, r[i]l], {i, 1, m}],

h, dt, u, ol[30}.v) [[1, 1]]

}

, {3, 3, m-2}]

1
1/.{1-»1,2-50, 3»-1}; (*nahradime 1,2,
3 poradia za hodnoty 1,0,-1 aby sme mali co chcemex)

(*toto len doplni rNew vektor o spocitane opti vnutorne hodnotyx)
Table[rNew[j + 2] = vnutro[j]l, {j, 1, Length[vnutro]}];

(*podmienky na posledne hodnoty - ani by to tam nemuselo byt,
pretoze sme to vyriseili uz o krok predtymx)

If[rNew[1l] # 1, rNew[1] =1];

If[rNew[m] # -1, rNew[m] = -1];

If[rNew[2] == - 1, rNew[2] = r[2]];
If[rNew[m-1] == 1, rNew[m-1] = r[m-1]];

(*rekurzia: ak sme tam kde sme boli a nic nezmenili,
tak koniec, inak rekurzivne Howarda s novym rx)
If[rNew === r, {rNew, step, Flatten[v]}, Howard[h, dt, u, o, §, €, a, rNew, step+1]]
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(*pred-posledny aj posledny prvok davame vzdy O,
ine hodnoty si bude davat len rekurzia sama!!!x)
(*vystup je optimalne r a pocet iteracii k jeho dosiahnutiux)
vVectors = {};
vysledok = Howard[h, dt, u, o, 6, €, a, 0, 0]
spread[r_] := {Position[r, 1] // Last, Position[r, -1] // First} // Flatten;
{al, a2} = spread[vysledok[1]] *h
vVectors;
legenda =
Map[Style[#, 14] &,

Table[StringJoin["iteration ", ToString[i]], {i, 0, 9}]
]
obrazokl = ListLinePlot [vVectors, BaseStyle » {FontSize -» 14}, PlotRange - All,
PlotLegends - Placed[legenda // SwatchLegend, Below],
ImageSize -» 600, PlotStyle -» Thick]
Export [NotebookDirectory[] <> "obrl.eps", obrazokl]
ListPlot [vVectors[1], BaseStyle » {FontSize - 14},
PlotStyle » Thick, ImageSize - 500]
ListPlot [vysledok[3], BaseStyle » {FontSize - 14},
PlotStyle -» Thick, ImageSize - 500]
vysledok[3, i] - vysledok[3, i-1]

h

ListLinePlot [Table[— , {i, 2, Round[1/h] - 1}],

BaseStyle » {FontSize - 14}, PlotStyle -» Thick, ImageSize - 500]
#Ii] - #[i-1]

, {i, 2, Round[1/h] -1)] &, vVectors],
h

ListLinePlot [Map [Table [-

PlotRange » {-0.11, 0.11},
BaseStyle » {FontSize -» 14}, PlotRange - All,
PlotLegends -» Placed[legenda // SwatchLegend, Below],

ImageSize -» 600, PlotStyle - Thick]

deltas = {0.01, 0.015, 0.02, 0.025, 0.03};
vysledokA = Table|[
vysledok = Howard[0.005, dt, u, o, deltas[[i]], deltas[[i]], a, O, O] [[3]]
, {i, 1, Length[deltas]}]
legenda2 =
Map[Style[#, 14] &,

Table[StringJoin["6 = € = ", ToString[i]], {i, 0.01, 0.03, 0.005}]
]
ListLinePlot [vysledokA, BaseStyle -» {FontSize -» 14}, PlotRange - All,
PlotLegends —» Placed[legenda2 // SwatchLegend, Below],
ImageSize -» 600, PlotStyle -» Thick, AxesOrigin -» {0, 23}]
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