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Uvod

Modelovani vyvoje timrtnosti v case, zejména ve vyssich vécich, hraje vy-
znamnou roli v oblasti zivotniho a dichodového pojisténi. Postupné snizovani
miry amrtnosti v jednotlivych vécich, jehoz disledkem je prodluzujici se nadéje
doziti, ktera je jednou z hlavnich pfic¢in starnuti populace, patii mezi velmi dis-
kutovand témata, a to nejen na urovni pojistoven, ale i statti a nadnarodnich
organizaci.

Pro modelovani amrtnosti bylo od konce 20. stoleti popsano néekolik stochas-
tickych modeli, které jsou dodnes v praxi velmi ¢asto vyuzivané. Mezi nejpopular-
n€jsi modely patii Lee-Cartertiv, Cairns-Blake-Dowdtv a Renshaw-Habermantiv
model, pripadné jejich modifikace. Tyto modely ve své ptivodni podobé vsak
slouzi k modelovani timrtnosti v samostatnych populacich a nezachycuji pripad-
nou souvislost s timrtnosti v jiné populaci.

Umrtnost v blizk§ch populacich je ale ve skuteénosti ovlivnéna mnoha spo-
le¢nymi faktory. Témito faktory mohou byt napiiklad epidemické vyskyty chorob
na ur¢itém tzemi, pokroky v 1é¢bé zavaznych onemocnéni, vale¢né konflikty nebo
dalsi dopady politické, socialni ¢i ekonomické situace v daném regionu, které mo-
hou byt stale vyznamnéjsi diky integraci statt do nadnarodnich celkti a rozvoji
v oblasti dopravy a komunikace. Tyto aspekty vedou k predstavé, ze rozdily
v umrtnosti v blizkych populacich by se nemély z dlouhodobého hlediska zvysSo-
vat.

Vyuziti modeld pro soucasné modelovani tmrtnosti ve vice populacich umoz-
nuje pristoupit k tloze modelovani timrtnosti komplexnéji a zohlednit i Gamrt-
nostni zkusenosti jiné blizké populace. Jinou populaci nemusi byt nutné myslena
populace disjunktni, naopak mohou v praxi tyto modely nalézt uplatnéni v po-
jistovnictvi pii modelovani timrtnosti v pojistném kmeni se zohlednénim vyvoje
umrtnosti v celé populaci daného statu.

Tato diplomova prace si klade za cil popsat navrhovana rozsiteni stochastic-
kych modeli imrtnosti v samostatnych populacich na modely timrtnosti ve dvou
¢i vice korelovanych populacich a nésledné ilustrovat tyto postupy na mirach
tmrtnosti v populacich Ceské a Slovenské republiky.

Samotna prace je rozclenéna do ¢tyr kapitol. V prvni ¢asti prace jsou defi-
novany zakladni pojmy z oblasti demografie, které se vyuzivaji pii modelovani
umrtnosti, dale je v této kapitole popsan zptisob zverejiiovani idaji o imrtnosti
a jsou vymezeny zakladni metody uzivané k jejimu modelovani.

Navazuje kapitola 2], ve které jsou blize popsany nejuzivanéjsi stochastické pii-
stupy k modelovani Gmrtnosti — a sice vySe zminény Lee-Carteriiv, Renshaw-
Habermantiv a Cairns-Blake-Dowdtv model. Pro jednotlivé modely jsou popsany
metody odhadu jejich parametrii a modely pro projekci vyvoje tmrtnosti v bu-
doucich letech.

Tteti kapitola nasledné uvadi moznéa zobecnéni téchto modeld pro modelovani



umrtnosti ve vice populacich soucasné. Tedy modely, které zohlednuji zavislost
mezi témito populacemi a projektuji vyvoj vékove specifické miry imrtnosti tak,
aby rozdily v mife iimrtnosti mezi populacemi nenartstaly.

Teoreticky popsané poznatky jsou poté ilustrovany na timrtnostech v Ceské a Slo-
venské republice v kapitole [4] ve které jsou srovnany projekce pomoci samostat-
nych modeli a modeli pro soucasné modelovani timrtnosti v obou populacich.
Pro vypocty byl vyuzit software Wolfram Mathematica a EViews.



1. Umrtnost

Kapitola Umrtnost se zab§va zavedenim nékterych zakladnich pojmi z ob-
lasti demografie, které jsou vyuzivané v dalSich kapitolach, dale popisuje udaje
zvefejnované v amrtnostnich tabulkach a uvadi zakladni pristupy k modelovani
umrtnosti. Ziskané poznatky pochéazeji zejména z literatury [I] a [2], neni-li uve-
deno jinak.

1.1 Zakladni pojmy z demografie

Oznacéme T,,x > 0, ndhodnou veli¢inu reprezentujici zbyvajici délku Zivota
jedince ve véku x za podminky, Ze se tohoto véku dozil. Predpokladejme, ze T, je
spojita nahodnéa veli¢ina na R(}r, tedy zbyvajici délka zivota nabyva nezapornych
redlnych hodnot, a ozna¢me f,(t) jeji hustotu a F,(t) (kumulationi) distribucni
funkci.

Hodnotu F,(t) je tedy mozné interpretovat jako pravdépodobnost umrti z-leté
osoby pred dozitim veku x+t, pro jeji oznaceni se standardné uziva symbol ;q,
(pro t = 1 pouzivejme znaceni ¢)

Gz = Fo(t) = P(T, <t).
Casto se vedle distribuéni funkce zbyvajici délky Zivota uzivéa také funkce preZiti
Sy(t) =1—F.(t) =P(T, > t),

hodnota S,(t) poté zna¢i pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku z se dozije véku
x + t, oznacme ji ¢p,

tPz = Sx(t) = P(Tx > t)‘
O zbyvajici délce zivota T, predpokladame, ze
tj. pro F.(t), f.(t) a S.(t) plati

Plx <Th < ¢
F.(t)=P(T, <t)=P(ly <z+t|Ty >z) = (z 0_$+):

P(TO > .I)
i Fo(l‘ + t) — FO(.:C) B Fo((L’ + t) — Fo(w)
KA T — L'g\T o\ZL
f:p(t) _ %Fx(t) _ ot (FO( ;;é;) F( )) _ féo(;:)t)’ (1‘2)
Su(t) = P(T, > ) = P(Ty > o+ | Ty > 7) = P<PT<°TO>>“";” _ Soéo‘”(;t).



Stredni hodnota nahodné veliciny 7, se v demografii oznacuje jako stredni
délka Zivota jedince ve véku x

e, =E(T,) = / t- f.(t)dt.
0
Intenzita umrtnosti jedince ve véku x je, dle [3], oznacdovand symbolem p,
a definovana vztahem

[y = lim — lim &
t— 0 t t—0 ¢

P(T, < 1)

S vyuzitim vztahu [T1.1] miiZzeme p, pfepsat do tvaru
t—=0 t-(1— Fy(x)) t— 0 t-So(x)

. — 1.
ox So(z)  So(z)’ (1.3)
respektive
. Fo(l’ + t) — F()(ZE) aF()(ZL’) 1 _w
qu = hm = . = =
t—=0 t-(1—Fy(z)) Jr  1—Fy(x) 1—Fy(x)
0 0
= " In(1 — Fo(x)) = —%ln(xpo).
Pomoci vztahti [1.2] a [1.3] Ize dile snadno ziskat
Jo(x +1) fa(t) 0
_ - = —Zn(l - F,(t)) = —= In, p,.

Alternativné lze tedy pomoci intenzity imrtnosti vyjadfit pravdépodobnost
doziti ;p, vztahem

x4+t t
tPz = €XP (_/ ,uudu) = exp (_/ Mz’-ﬁ-udu) .
T 0

1.2 Umrtnostni tabulka

Umrtnostni tabulky pfedstavuji model vymirani teoretické populace jedinct
s pocateénim rozsahem [ly. Dle [3] mtizeme vyclenit dva druhy Gmrtnostnich ta-
bulek:

e generacni (kohortni) — tmrtnostni tabulky zalozené na sledovani aktualniho
poctu zivych jedinci ve véku 1, 2, ..., w, pochazejicich ze skupiny [y jedincii,
kteti se narodili stejném kalendainim roce,

e prifezové (bézZné) — timrtnostni tabulky, které se v daném kalendéinim roce
zakladaji na timrtnosti jedinci, kteri se pravé v tomto roce nachazeji ve véku
1,2, w,



kde w oznacuje mazimdlni veék doZiti — Cesky statisticky tifad napiiklad uvazuje
w = 105. Konstrukce generac¢nich tmrtnostnich tabulek tedy zfejmé vyzaduje
sledovani obdobi dlouhého w + 1 let.

Jednotlivé ukazatele uvddéné v tmrtnostnich tabulkach jsou konstruovany
na zakladé pravdépodobnosti tmrti ¢, a pravdépodobnosti preziti p,, které byly
definovéany v podkapitole [I.1} Jedna se zejména o funkce

e [, —stfedni pocet jedinct, ktefi se pfi daném vychozim stavu [y (nejéastéji se
uvazuje hodnota Iy = 100000) doZziji véku x, hodnotu ly nazyvame kofenem
umrtnostni tabulky,

l, = lo -2 po, resp. lyrn = lp *n Pa-

Mezi viceletymi pravdépodobnostmi doziti/amrti a pocty dozivajicich se
plati vztahy

lm_i,_n l:E - lm-l—'rl

nPz = lm s nqz = lm

e d, — stfedni pocet jedincii, ktefi pti vychozim stavu [y zemfou ve véku mezi
rax+1,
dy =1l — lpyq.

Umrtnostni tabulky obvykle dale uvadéji také hodnoty zavedené pro tcely
aproximace stiedni délky Zivota:

e [, — stfedni pocet ”¢lovékorokt”, které ve véku x celkem prozije [, jedincti

la: + lz—i—l

1
L,=1, —d, =
+1+2 5

e T, — (stfedni) celkovy pocet zbyvajicich let zivota jedincti, ktefi jsou nazivu
ve véku x
’]Tm — L.I + Lm—‘rl ‘I— Lx+2 + ‘I— LOJ'

e ¢, — nadéje doziti (stfedni délka Zivota ve véku x)

Jelikoz z tmrtnostni tabulky zname zpravidla tdaje o timrtnosti pouze pro
celociselné veky, zatimco nahodnou veli¢inu 7T, reprezentujici zbyvajici dobu zi-
vota z-leté osoby uvazujeme spojitou, je v demografii zvykem uzivat nasledujici
predpoklady:



e predpoklad podrocéni linearity imrtnosti: pro t € (0;1) plati g, =t - qu,

e predpoklad konstantni intenzity iumrtnosti: prot € (0;1) plati s = p, kde
x je pevné zvoleny celociselny vék a konstantu p ziskdme ze vztahu
n=—= lnpwa
e Balducciho predpoklad: pro t € (0;1) plati 1_4qers = (1 — 1) - s

Nezbytnym krokem pro vypocet vyse uvedenych tdajt imrtnostni tabulky je
odhad pravdépodobnosti timrti. Dle metodiky Ceského statistického tiadu [4] je
mozné ji za predpokladu konstantni intenzity imrtnosti odhadnout jako

Qe = 1- eXp(_mx>7 (14>
kde m, znaci vekove specifickou miru umrtnosti, kterd je definovana vztahem

_ S()(CC) — So(ZL‘ + 1)

X
fol So(x + u)du
a pro realnou populaci je mozné ji uréit pomoci vzorce
Da 1,2,3
m,=—, x=12,3,..,
T Ex

ve kterém D, oznacuje absolutni pocet zemfelych osob ve véku x na zkoumaném
uzemi v daném roce a F, absolutni pocet obyvatel ve véku x k 1. ¢ervenci daného
roku na zkoumaném tzemi. Ziskané hodnoty ¢, se v praxi jesté dale upravuji —
vyrovnavaji pomoci klouzavych priméri nebo extrapoluji pomoci Gompertzova-
-Makehamova vzorce.

1.3 Modelovani imrtnosti

Jak uvadi [3], ukazuje se, ze tmrtnost v jednotlivych vécich se v ¢ase méni —
vek, ve kterém dochézi k nejvétsimu poctu umrti se s casem posouva k vyssim
vékim (tento efekt nazyvame expanzi) a zaroven se okolo néj tmrti v ostatnich
vécich ¢im dal vice koncentruji (dochézi k tzv. rektangularizaci k¥ivky prezivani
zachycujici hodnoty [, z tmrtnostni tabulky). Z tohoto divodu se pro modelo-
vani umrtnosti vyuzivaji dynamické modely, tedy modely, které predpokladaji,
ze pravdépodobnosti tmrti (pfipadné dalsi sledované ukazatele) nezavisi pouze
na véku osoby x, ale jsou i funkci roku, ve kterém jedinec daného véku dosahne.
Napftiklad namisto jednoleté pravdépodobnosti tmrti ¢, tedy v dynamickém mo-
delu uvazujeme ¢, (t), funkci véku a kalendainiho roku.

P1i dynamickém modelovani amrtnosti tedy pravdépodobnosti amrti z priite-
zovych tmrtnostnich tabulek z po sobé jdoucich kalendainich let tvofi matici,
jejiz tadky odpovidaji veékiim a sloupce roktim. Uvazujeme-li celociselné veky,
muizeme naptriklad matici pravdépodobnosti amrti ve véku x zapsat ve tvaru



qx_l(;f —1) qx_;(t) qx_l(i +1)
Gt=1) )  qt+1)
Gz+1 (t - 1) qyc—i-l(t) Qx—i-l(t + 1)

Na prvky uvedené matice poté muzeme nahlizet

o vertikalné — qo(t), q1(t), q2(t), ... — jako na posloupnost pravdépodobnosti
umrti uvedenou v uplné prifezové tmrtnostni tabulce,

o diagondlné — qo(t), qi(t + 1), g2(t + 2), ... — jako na posloupnost prav-
dépodobnosti timrti uvedenou v kohortni timrtnostni tabulce pro kohortu
narozenou v roce t,

e horizontalné — q.(t), q.(t + 1), q.(t + 2), ... — jako na amrtnostni profil
vztahujici se k véku x.

Zaméime se dale na extrapolacni metody, které predpokladaji, Zze trend pozo-
rovany v minulych datech bude pretrvavat i do budoucna. Jejich cilem je popsat
umrtnost matematickou funkci, jejimz grafem je hladka kiivka. Piestoze se ex-
trapola¢ni metody hodi spise pro kratkodobé predpovidani (jelikoz nezohlednuji
limity lidského téla a dalsi, napfiklad medicinské, faktory), jsou v aktuérské praxi
nejrozsitenéjsi. Podle pristupu k pozorovanym hodnotam mizeme rozdélit modely
umrtnosti na:

o deterministicke, které predpokladaji, ze hodnoty uvedené v timrtnostnich
tabulkach jsou pevné dana cisla,

e stochastické, u kterych povazujeme hodnoty uvedené v timrtnostnich tabul-
kach za realizace nahodnych velicin.

Pti deterministickém modelovani imrtnosti, konkrétné modelovani pravdépo-
dobnosti imrti ve véku x, se pii horizontalnim pristupu k dattim casto vyuziva
predpoklad, ze vyvoj logaritmu pravdépodobnosti timrti ve véku x je pro vsechna
x linearni. Tedy, ze pro h =1,2,...,n — 1 plati

10g qgc(tthl) - log %c(th) ~ _5z(th+1 - th>7
neboli
0o (the1)
Gz (th)
kde pro kazdy vék x je parametr J, mozné odhadnout naptiklad pomoci metody
nejmensich ¢tverci. Tento pristup nazyvame exponencidlni formuli.

~ exp{—0dz(ths1 — tn)},

Naopak pii vertikalnim pristupu k dattim, modelovani tmrtnosti v daném
roce t, se pii deterministickém modelovani vyuziva umrtnostnich zdkonu. Jedno-
tlivé zakony jsou charakterizovany typickym tvarem funkce popisujici intenzity

umrtnosti nebo pravdépodobnosti tmrti. Mezi nejznaméjsi timrtnostni zakony
patri:



e Gompertziv zdkon (1825): u,(t) = B(t) - C(t)*,
e Gompertziv-Makehamiv zdkon (1890): p.(t) = A(t) + B(t) - C(t)*,

e (Druhy) Heligmaniv-Pollardiv zdkon (1980):

G(t) - H(t)*

(1) = A1) @HBEOFY | D). o~ E@1og-log F(0))?

kde jednotlivé parametry A(t), B(t), C(t), D(t), E(t), F(t), G(t) a H(t) mizeme
opét odhadnout pomoci metody nejmensich ¢tverct.
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2. Stochastické modely timrtnosti
v jedné populaci

Dle [3] povazujeme pii stochastickém modelovani imrtnosti pozorované miry
umrtnosti za realizace nahodnych veli¢in reprezentujicich minulou timrtnost. Pro-
jektované miry imrtnosti poté chapeme jako odhady nahodnych veli¢in reprezen-
tujicich budouci timrtnost. Stochasticky pristup ndm umoznuje urcit mimo bo-
dovych odhad® tmrtnosti i odhady intervalové, na druhou stranu vsak vyzaduje
splnéni jistych statistickych predpokladii (rozdéleni poc¢tu tmrti).

Pro stochastické modelovani imrtnosti bylo v minulosti vytvoreno nékolik
modelil. Za prvni z nich a zaroven v soucasnosti stale nejpouzivanéjsi je mozné
povazovat Lee-Carteriiv model z roku 1992. Tento model byl nékolikrat modifi-
kovan, jednou z pouzivanych modifikaci je Renshaw-Habermantv model. Dalsim
ze zékladnich typd modelii Gmrtnosti je Cairns-Blake-Dowdv model (téZ ozna-
¢ovany zkratkou jmen autori — CBD), k némuz bylo rovnéz odvozeno nékolik
modifikaci, jimi se vSak nebudeme podrobnéji zabyvat.

Nékteré modely modeluji logaritmus vékové specifické miry amrtnosti m,(t),
jiné logitovou transformaci pravdépodobnosti tmrti osoby ve véku x, oznac¢ovanou
logit(q,(t)). Miru tumrtnosti lze za pfedpokladu konstantni intenzity tmrtnosti
vyjadrit s vyuzitim vztahu jako

mg(t) = —log(1 — ¢u(t)).

V pfipadé modelu CBD (a jeho modifikaci) je mozné vyuzit zminénou logitovou
transformaci, pfipomenme proto, ze plati

logit(p) = log({—) = log(p) — log(1 ~ )

Prehled nejpouzivanéjsich modelt dle [5] je uvedeny v tabulce 2.1 V jedno-
tlivych modelech zastupuji

a1(x), as(x), asz(x) funkce popisujici efekt véku z,
k1(t), ko(t) funkce popisujici efekt kalendainiho roku ¢,

c(t — x) funkce vztahujici se ke kohortnimu efektu, tedy funkce zahrnujici
vliv roku narozeni t — z.

V tabulce je mozné si povsimnout, ze nékteré modely nevyuzivaji slozku kohor-
tniho efektu, takové modely obvykle nazyvame age-period modely. Naopak v pii-
padé zahrnuti kohortniho efektu se jedna o takzvané age-period-cohort modely
(také se uziva zkratka APC).

Nasledujici podkapitoly se podrobnéji vénuji Lee-Carterovu, Renshaw-Haber-

manovu a Cairns-Blake-Dowdovu modelu. Uvedené modely jsou specifikovany, je
pro né shrnuta metodika odhadu parametri a dédle popsana tvorba (bodovych)
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Nézev Formulace

Lee-Carter log(m,(t)) = a1(x) + az(x) - ky(
Renshaw-Haberman log(m,(t)) al(x§+a2( x) - ky(
aq t

)

t)

t) + ag(x) c(t —x)
APC model (Currie) log(m,(t)) (x) + ki(t) + (ng) ™t - e(t —x)
Cairns-Blade-Dowd  logit(q.(t)) = ki(t) + x - ko(t)
Zobecnény CBD logit(g,(t)) = ki(t) + @ - ko(t) + c(t — x)

Pozn: m oznacuje pocet vekli zahrnutych v datovém souboru

Tabulka 2.1: P¥ehled nejpouzivanéjsich stochastickych modelt

projekci. Intervalové odhady vSak nejsou popsdny analyticky, nebot je slozité
pii predpovédi zahrnout rizné zdroje nejistoty (nepfesnost v odhadu parametri,
nejistota v projekci ¢asové slozky do budoucnosti). Proto se pii vytvareni inter-
valovych odhadt budouciho vyvoje timrtnosti v praxi vyuziva metoda bootstrap.

2.1 Lee-Carteruv model

Jak navrhuji R. D. Lee a L. R. Carter ve své praci [6] z roku 1992, uvazujme
model pro logaritmus vékové specifické miry imrtnosti, ktery je mozné zapsat ve
tvaru

log(m,(t)) = a1(x) + az(x) - k1 (t) + €p, (2.1)

kde a1(z) a as(x) zastupuji vhodné zvolené vékové specifické konstanty a ki (t)
oznacuje s Casem se ménici index, tento index je mozné interpretovat jako troven
umrtnosti v roce t.

Hodnota a;(x) tedy udava primérnou zavislost tmrtnosti na véku a hodnota
as(x) Tika, jak rychle klesd s ¢asem timrtnost v jednotlivych vécich oproti ostat-
nim véktm. Teoreticky by pro néjaky vék x mohlo byt i as(z) < 0, coz by zna-
menalo, ze ve véku z mira tmrtnosti s casem roste, zatimco v ostatnich vécich
klesa, coz v praxi (zejména v dlouhodobém horizontu) nenastava.

€.+ zna¢i ndhodné odchylky s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 2. Splnéni
predpokladu homoskedasticity je v praxi diskutabilni, nebot variabilita logaritmu
skutecné vékove specifické miry timrtnosti je ve vyssich vécich vétsi nez u mladsich
jedincti. Ukazuje se vSak, ze pokud omezime rozsah pro modelovani naptiklad na
umrtnost ve vécich vyssich nez 50 let, ¢imz se vyhneme nestabilni oblasti imrt-
nosti 20-30-letych jedinci (takzvany accident hump), neéini tento predpoklad
dale potize.

Predpokladejme, ze zname vékové specifické miry timrtnosti jedincti ve vécich
X1, ...,Tm V po sobé jdoucich kalendarnich letech ¢4, ...,%,. Parametry modelu
nejsou urceny jednoznacné, proto se nejcastéji zavadi omezujici podminky

12



2.1.1 Odhad parametra

K odhadu parametri a;(z1),...,a1(Ty), az(x1), ..., a2(xm), k1(t1), ..., ki(t,)
Lee-Carterova modelu na zakladé pozorovanych hodnot my, (t1),...,m,, (t,) se
dle [3] vyuzivaji nej¢astéji metody:

e Metoda nejmensich ¢tverci — singularni rozklad,
e Metoda nejmensich ¢tvercii — Newton-Raphsontv algoritmus,
e Poissonovsky model.

Vsimnéme si, Ze nejde o klasicky regresni model, nebot na pravé strané rovnice
se nenachazi zadna pozorovana hodnota, ale pouze parametry modelu, které
chceme odhadnout.

Metoda nejmensich ¢tvercta — singularni rozklad

Ulohou metody nejmensich étvercii (v pifpadé vyuziti singularniho rozkladu
i Newton-Raphsonova itera¢niho algoritmu) je najit odhady a,(z1), ..., a1(zm),
as(x1), ..., ao(xm) a ki(ty), ..., ki(t,) minimalizujici

OLs(al, g, kl) = zm: zn: (log(mgc(t)) — CL1<I') — CLQ(?L’) : kl(t))z . (23)

r=x1 t=t1

Polozenim parciélni derivace Opg podle a;(z), © = 1, ..., &, rovné nule ziskdme
vztah

tn
D log(ma(t) = (tn =t + 1) - @y (2) + aa(x Z ey (t
t=t1 t=t1

odkud je mozné s vyuzitim omezujici podminky pro ks (t) vyjadfit odhad pro
ai(x) jako

i R -
ai(z) = Zlog(mx(t)), T =121, ..., T
1

(tn —t1+1) &

Odhady parametri a;(z) jsou tedy pro kazdé = rovné aritmetickému priméru
log(m,(t)) pfes index kalendainiho roku.

Pro odhad zbylych parametri modelu (ag(z1), .., as(xm), k1(t1), - .., ki(tn))
vyuzijme singularniho rozkladu matice Z s prvky z,; = logm,(t) —a;(z) dimenze
(Xm —x1 + 1) X (t, — t; + 1). Hledejme tedy odhady minimalizujici

Tm

(ag, k1) = ZZ Zpt — 2T k’l()) )

rx=x1 t=1t1

OSVD

Oznaéme \; nejvétsi vlastni ¢islo matice Z'Z, uy vlastni vektor odpovidajici
vlastnimu ¢islu \; matice Z ' Z a obdobné v piislusny vlastni vektor matice ZZ .
Nejlepsi aproximaci Z ve smyslu nejmensich ¢tverci zalozenou na vektorech u;
a vi a hodnoté \; potom muzeme zapsat jako

N T
Z ~\/\iviu,,
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odkud Ize odvodit, Ze

v Tm—x1+1

~ 1

Az = me—an—‘rl ' a kl - Uy,
j=1 U1 =1

pro > 7" 1y, #0.

Metoda nejmensich ¢tvercti — Newton-Raphsonav algoritmus

Alternativni metodou k feSeni ulohy minimalizace nejmensich ¢tvercti 2.3 je
vyuziti Newton-Raphsonova itera¢niho algoritmu. Funkce Ops(ay, az, ky) nabyva
minimélni hodnoty, pokud kazd4 z parcialnich derivaci (podle a1 (z), ax(z) a ki (t))
je rovna nule, tj. pokud

tn

=3 (10g(m.(1)) = @ (2) = aa(2) - ka (1)) T=11, . T,

Tm

0= ay(x) (log(mx(t)) ~ (@) — aa(z) - /él(t)) L b=t .t (24)

r=x1

0= Z/ﬁ <10g ma(t)) — a1 (z) — aa(x) - /2;1(75)) C w=a1, ..., T

t=t1

Newton-Raphsonova itera¢ni formule pro feSeni obecné rovnice f(y) = 0 ma tvar

(k+1) _ (k) _ f(y(k))
Y fry®)’

kde za y(©) zvolime vhodnou po¢éte¢ni hodnotu. Pro odhadnuti parametrii ai(x),
as(x) a kyi(t), z = x1, ..., T, t =11, ..., 1, ze soustavy rovnic navrhuje [3]
postupné pouzit kroky

e, (log(ma (1) - al" (@) - (2) - KO (1))
tp—t1+1
s, a8 (@) (1og(ma 1) - af V(@) — o (0) - BV (1))

s (@)

~(k+1 ~(k
al"V (@) = al" (@) +

M @) = P @) +

iy (2) = a3 (a)+
e B0 (@) (loglma (1) = af V(@) — () - KV ()

(M)

za inicializacni hodnoty algoritmu se dle [7] ukazuje vhodné pouzit

a\V(z) = (ty =ty + 1) Zlog (mo(t)), K20 =0 a o) =m"

t=t1
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Poissonovsky model

Poissonovsky model umoziiuje odhad vyvoje timrtnosti pomoci metody maxi-
malni vérohodnosti. Narozdil od vyse uvedenych metod nepracuje s vékové speci-
fickymi mirami Gamrtnosti, ale s pocty amrti osob ve véku x v roce t, ozn. D,(t),
a s prislusnymi expozicemi E,(t) (napf. pocet jedinct ve véku x v poloviné roku t).
O poc¢tu umrti ve véku z v roce t predpokladame, Ze se jedna o ndhodnou veli¢inu
s Poissonovym rozdélenim

D,(t) ~ Po(E,(t) - exp{ar(x) + as(w) - ka(D)})

Logaritmickou vérohodnostni funkci poté muzeme za predpokladu nezavislosti
poctu amrti zapsat jako

l(ay,az,ky) = iz r) + az(v) - ki(t))—

— E,(t) - exp{ai(z) + az(x) - k1 (t)}] + ¢,

kde ¢ je konstanta, kterad nezavisi na odhadovanych parametrech. Pfi maximali-
zaci £(ay, ag, ky) polozime parcidlni derivace podle parametrii a;(z), as(x), k1 (t)
rovné nule a dale miizeme najit feseni opét pomoci Newton-Raphsonova iterac-
niho algoritmu, jednotlivé kroky lze dle [3] zapsat pomoci formuli:

i, (Dalt) = Bu(t) - explal () +al () - B0 (1)})

~ (k+1) ~ (k)
ay () =ay () + N
e B() - exp{al® () + ad? (x) - kP (1))

9

S, (Delt) = Eult) - exp{a™) () + " (@) - B (0)}) 6 (2)
_|_

S, B(t) - esp{af V(@) + @) B0} (@)

(D0~ B0 oxp(a ™ ) ) B0

~ ~ 2
" Bo(t) - exp{a* V(@) + i (@) - V@) (V)

I

=221, ...,Tm,t =11, ...,t,. Za pocatecni hodnoty je vhodné zvolit dgo) (x) =0,

Korekce odhadua

Radu odhadti ay(z), 7 = x4, ..., T, je tieba pied pouzitim k projekci tmrt-
nosti vyhladit, jednou z moznosti, jak zajistit jeji hladky priibéh, je napriklad pri
pouziti metody nejmensich ¢tvercli minimalizovat vyraz

Zm:Z (log(my (1)) — ay(z) — ag(x) - k1 (t))” +

rx=x1 t=t1

Tm

+p Y (ax(@ +2) = 205w + 1) + az(a))?

T=x1
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namisto pivodné uvazované funkce Opg. Parametr p poté nazyvame vyhlazova-
cim parametrem.

Jak navrhuje ptuvodni ¢lanek [6], je dale vhodné po ziskani odhadt a(z),
as(x), © = x1, ..., Zy,, metodou nejmensich ¢tverci jesté jednou prepocitat ky (t)
tak, aby odhadovana timrtnost co nejlépe odpovidala pozorované timrtnosti v ¢ase
t,t =1y, ..., t,, tj. aby pro kazdé t platilo

S Dty = 3 Eult) - expin(e) + as(a) - Fa(1)) (25)

r=x1 r=x1

V pripadé odhadu parametrti Lee-Carterova modelu pomoci metody nejmen-
sich ¢tvercd i pomoci poissonovského modelu se vysledné odhady upravuji tak,
aby spliiovaly stanovené omezujici podminky [2.2}

dl(flj') — dl(l’) + dg(l‘) : ]%17
]Aﬁ(t) — (l;?l(t) - ]_51)&207

inr) — 2
A2e
kde
l_fl :% iitl ]ﬂ(t)?
dg. = ile &Q(ZE)

2.1.2 Modelovani a predpovidani casové slozky

Na ky(t) je dle [6] mozné pohlizet jako na realizaci ¢asové fady Fidici se auto-
regresnim integrovanym procesem klouzavych priméra ARIM A(p,d, q):

Ai(t) = p+ A% (t— 1) + GA% (t—2) + - + ¢ A% (t — p)
+ & i&a F o+ F ey,

kde ¢, # 0, ¥, # 0, A%;(t) znadi d-tou diferenci procesu {k(t)} a {&} je
Gaussovsky bily sum s rozptylem ag > (. V praxi se ukazuje, Ze ¢asto je vhodnym
modelem pro k;(t) ndhodna prochazka s driftem, tedy proces ARIM A(0,1,0)

ka(t) = ki(t — 1) +d + &,
kde {&} je opét Gaussovsky bily Sum s rozptylem o? > 0 a d je parametr driftu.

Projekci pro ' > t, v pfipadé modelovani ki(¢) jako ndhodné prochazky
s driftem je mozné zapsat jako

e (t') = exp{ay (z) + aq(x) -k (t)},
kde k1 (t') zna&i bodovy odhad ¢asové slozky a plati pro néj
kit = E(k(t) | ki(th), ... ka(tn)) =

= E (lﬁ(tn) + (' —t,) - d+ ilgw | k1(t1), ...,kl(tn)> =
= ki(tn) +d- (' —t,). g
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Pro podminény rozptyl k;(¢') plati
var (ky(t)) | ki(ty), ... ki(t,)) = (' —t,) - o>

Druhou moznosti je projektovat imrtnost na zakladé posledni znamé hodnoty
miry amrtnosti m,(t,), v takovém pfipadé mizeme bodovy odhad i, (t') vyjadrit
jako 3 R

M (') = ma(tn) - exp{aa(z) - (k1(t) — k1(tn))}-

Pouziti ndhodné prochéazky s driftem znamena, ze pro kazdy vék = se snizuje
ocekavana veékoveé specifickd mira imrtnosti exponencialné rychlosti zavislou na
parametru as(z):

logm,(t+ 1) —logm,(t) = as(x) - E(ki(t + 1) — k1(t)) = as(x) - d.

Jelikoz pro rozdil ky(t) — ki1 (t —1), t = to, ..., t,, plati, Ze se jedné o nezavislé
normalné rozdélené nahodné veli¢iny se stiedni hodnotou d a rozptylem o2, je
mozné ziskat pomoci metody maximalni vérohodnosti odhady parametrii d a o>

7e vzorci
. 1 . . key(tn) — ki (ty)
d = § k() —ki(t—1)) =
tn_tlm( 1(t) — Fa( ) PRSI
1 &
_ . . -y
o2 = tn_t1§:(k1(t)—k1(t—1)—d).

t=to

2.1.3 Rezidua

Spravnost modelu v pripad€, ze byly parametry odhadnuty pomoci metody
nejmensich ¢tvercti, je mozné dle [3] diagnostikovat pomoci grafického znézor-
néni standardizovanych Pearsonovych rezidui. Jednotliva rezidua lze vypocitat
ze vzorce

ro(t) = log(my(t)) — (a1 (x) + az(x) - ki (t)) A

Y E—— O O O

V pripadé poissonovského modelu je pro diagnostiku rezidui vhodné pouzit zna-
zornéni deviancnich rezidui definovanych vztahem

r.(t) = sign(D,(t) — bx(t)) dev(z,t),

kde dev(z,t) = 2{D,(t) - log(D.(t)/ Do (t)) — (Du(t) — Du(t)}.

Pokud je z grafického znézornéni ziejmé, Ze (v urcité jeho ¢asti) rezidua nejsou
nahodné rozprostiena, ale systematicky sleduji néjaky trend, znaci to, Ze uvazo-
vany model neni schopen zcela zachytit vyvoj amrtnosti.
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2.2 Renshaw-Habermanuv model

vvvvv

o kohortni efekt. Kohortou se rozumi skupina osob, kterou spojuje stejna udalost
v daném casovém intervalu — v nasem pripadé narozeni ve stejném kalendainim
roce. Zavedeni kohortniho efektu bylo motivovano tim, Ze se mezi jednotlivymi
generacemi méni tmrtnost, divodem miize byt rizny pristup ke koufeni, zména
stravovacich navyki nebo obecné jiny zivotni styl.

Dle Renshawa a Habermana je mozné vékové specifickou miru imrtnosti mo-
delovat jako

log(ma (1)) = ax(z) + as(x) - ky () + ag(w) - et — ),

kde a1 (x) oznacuje hlavni (staticky) efekt véku a as(x), az(z) tvoii spolu s k(%)
a ¢(t — x) dynamické vékové specifické efekty roku a kohorty.

Vsimnéme si, ze Lee-Cartertv model je specialnim pfipadem Renshaw-Haber-
manova modelu pro as(x) = 0 pro kazdy vék z. Naopak, pokud pro kazdy vék z
poloZzime as(x) = 0, ziskdme age-cohort model, ktery nezahrnuje efekt kalenda-
fniho roku, ale pouze efekty véku a roku narozeni.

2.2.1 Odhad parametru

Pii odhadu parametrt se narozdil od predchoziho modelu, kdy jsme zdoku-
mentovali v sekci vSechny nejpouzivanéjsi metody odhadu, zaméirme pouze
na odhad pomoci poissonovké odezvy.

Predpokladejme, ze pocet timrti ve véku x v roce t je ndhodna veli¢ina se
stfedni hodnotou a rozptylem:

ED.(t) = E.(t)- explai(x)+ as(x) - k1(t) + az(x) - c(t — )},

var D,(t) = ¢E D$(t):¢w%i:)<t>>7

kde ¢ znaci skalovaci parametr, V(E D,(t)) = E D,(t) je rozptylova funkce a pro
vahy w,(t) plati, ze w,(t) = 1, pokud jsou piislusné vstupni udaje k dispozici
(v opa¢ném piipadé w,(t) = 0).

Uvazujme zobecnény nelinearni model pro pocet tmrti D, (t) — model s pois-
sonovskou odezvou a logaritmickou linkovou funkci, tj.

logE D,(t) = log E.(t) + ai(x) + as(x) - k1(t) + az(x) - c(t — z).

Aby byly parametry modelu jednoznacné urceny, je tfeba i v pripadé Renshaw-
-Habermanova modelu zavést omezujici podminky

Tm Tm

Z as(x) =1, Z az(x) =1

T=x1 T=T1

a déle bud ¢(t; — ) =0, mnebo ki(ty) =0.
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Obdobné jako v pripadé Lee-Carterova modelu lze hodnotu parametru a;(z) od-
hadnout jako

tn

Zlog(mﬁ(t)), T =101, ..., Tm,

t=t1

. 1
a(x) = (th—t1+ 1)

pro odhad ostatnich parametri navrhuji autoii iteracni postup zalozeny na New-
ton-Raphsonové algoritmu, vzorce pro jednotlivé iteracni kroky jsou uvedeny v [7].

2.2.2 Modelovani a predpovidani ¢asové slozky

Na ki(t) a c(t — ) je opét dle autort [7] pohlizeno jako na realizaci ¢asové
fady fidici se modelem ARIM A(p, d, q), opét se ¢asto jako vhodny model ukazuje
nahodna prochazka s driftem, tedy ARIM A(0, 1,0).

Projekci pro t' > t,, je mozné zapsat ve tvaru
tia(t') = explan(e) + as(x) - Ba(t) + ag(a) -t — ),

druhou moznosti je opét projektovat miru tmrtnosti na zakladé jeji posledni
znamé hodnoty m,(t,) jako

i (t') = ma(t) - exp{as(e) - (ku(t') = ka(ta)) + as(z) - (&(t' — ) = é(t, — )}

V obou moznostech vypoctu projektovanych hodnot oznacuje

= 7) = ¢t —x), jelio<t —t, <xz—ux,
¢t —z), prot —t, >x—x,

kde ¢(t'—r) znaci odhad ziskany na zékladé pozorovanych hodnot pomoci metody
uvedené v odstavci a ¢(t' — z) (stejné jako k;(t')) zastupuje bodovy odhad
casové slozky jako ndhodného procesu.

2.2.3 Rezidua

Kvalitu odhadnutého modelu lze i v tomto pfipadé vyhodnotit na zakladé
grafického znazornéni devianc¢nich rezidui, ktera lze vypocitat dle vzorce

ro(t) = sign(Da(t) — Du(1)) %

kde
dev(a,t) = 2we(){Dx(t) -log(Dy(t)/Da(t)) — (Dalt) — Dau(1))},
5 — > s dev(zt)

14

v = m(n—3)—2(n—2).
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2.3 Cairns-Blake-Dowduv model

Cairns-Blake-Dowdtiv model (viz [8]), stejné jako Lee-Cartertiv model, patii
do skupiny age-period modelti. Jedna se o model zalozeny na predstave, ze ve
vyssich vécich zavisi log(q.(t)/p.(t)) na x (pro pevné dané t) piiblizné lineérné.

Cairns-Blake-Dowdiiv model se zpravidla uvadi ve tvaru, kdy odezvou je logis-
tickd transformace pravdépodobnosti tmrti z-leté osoby (respektive logaritmus
podilu pravdépodobnosti tmrti a preziti z-letého jedince). Model CBD lze zapsat
ve tvaru:

q(t)

Pa(t)

kde k1 (t), k2(t) jsou Casové fady. Intercept ki(t) obecné s ¢asem klesa, coz je dano
tim, ze timrtnost v jednotlivych vécich se ¢asem snizuje.

logit(q. (1)) = log 220 — ky(t) + 2 - ks (1),

2.3.1 Odhad parametru

Narozdil od Lee-Carterova a Renshaw-Habermanova modelu jsou parametry
ki(t), ka(t) uréeny jednoznacéné i bez dalsich omezujicich podminek. Pro jejich
odhad na zékladé pozorovanych pravdépodobnosti iimrti uvazujme regresni model

z(t)
pa(t)

kde ¢,; oznacuje nahodné odchylky — nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny
s rozdélenim N (0, 0?).

logit(q.(t)) = log =k (t) + 2 ko(t) + €p,

K odhadu parametr modelu CBD je mozné vyuzit naptiklad béznou metodu
nejmensich ¢tvercti. Pro kazdy pevné dany kalendaini rok ¢ ziskdme hodnoty
k1(t), ko(t) minimalizaci funkce

L B S z(t) ?
O™ (ka(t), ka(t)) = ) | (log D) ki1 () —x-k:g(t)) .

r=x1

2.3.2 Modelovani a predpovidani ¢asové slozky
Na k(t) = (ki(t), k2(t))" je dle [3] mozné pohlizet jako na realizaci dvojroz-

mérné nahodné prochazky s driftem ve tvaru

ki(t) = kit — 1) + di + &(2),
ko(t) = ka(t — 1) + da + &a(2),

kde symboly di, ds oznacuji parametry driftu jednotlivych nahodnych prochazek

a &(t) = (&1(t),&(1)) T jsou nezavislé ndhodné vektory s dvojrozmérnym normél-
nim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni matici X

0'% 012
Y= 5.
0'172 0'2

20



Parametry driftu d;,dy, marginalni rozptyly o%,03 a kovarianci o;5 je mozné
odhadnout podle vzorct

~

. ki(tn) — ki(ty)

dy = 2 U =12,
Zfn_tl

1 In 2
57 = kit) — it — 1) — d; ) =1,2
6 tn—m;(” (t-D-d), =12

1 tn—1t,—1 R R . R . )
b2 = ZZ(kl(erl)—kl(s)—dl) (kz(t—l—l)—kg(t)—dQ).

[CRS S,

2.3.3 Rezidua

Pro zhodnoceni spravnosti uvazovaného modelu navrhuje [3] opét vyuzit gra-
fického znéazornéni standardizovanych Pearsonovych rezidui, ktera lze v pripadé
modelu CBD ziskat ze vztahu

log e (1)/p2(0) = (ha(8) + 2 - (1) |
ot S T log(@(0)/pa(t) — (a(t) + 7 a0

re(t) =
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3. Modelovani vyvoje iumrtnosti
v korelovanych populacich

Stochastické modely timrtnosti uvedené v kapitole 2| byly vytvofené pro mode-
lovani imrtnosti v jedné populaci. V nasledujicich podkapitolach uvedeme moz-
nosti jejich rozsiteni pro soucasné modelovani timrtnosti ve vice populacich.

Uvahy o spoleéném modelovani imrtnosti vychazeji podle [9] z predstavy, Ze
pokud pfedpokladame skupinu populaci s podobnymi socio-ekonomickymi pod-
minkami a dalsimi spojujicimi faktory, kterda mutize byt tvorena napiiklad popu-
lacemi muzt a Zen stejné zemé, populacemi rtiznych provincii nebo ras v jedné
zemi nebo populacemi rtznych statt z podobného regionu, nemély by se proje-
ktované umrtnosti v populacich v ¢ase z dlouhodobého hlediska vzdalovat. [10]
formuluje tuto hypotézu matematicky pomoci podilu vékové specifickych mér
umrtnosti v populacich i a j, tj. ml (t)/m;[g] (t), tento podil by pro kazdy veék x
nemél divergovat, kdyz t — oo.

3.1 Rozsireni Lee-Carterova modelu

K popisu nejcastéji uvazovanych metod na zobecnéni stochastickych modeli
umrtnosti pro soucasné modelovani ve vice populacich vyuzijme nejprve Lee-
-Carteriv model. Problematikou rozsifeni Lee-Carterova modelu se jiz v roce
2005 zabyvali Li a Lee v [9], kde autofi popisuji tzv. model spolecnijch faktori
a rozsireny model spolecnych faktoru. Ptehled metod uvadénych v nasledujicich
odstavcich dopliiuji zobecnéni pochézejici zejména z [11].

Zatimco prvni tii niZze uvazovana zobecnéni nespliuji nutnou podminku pro
konvergenci podilu vékové specifickych mér imrtnosti (viz déle vztah , v pii-
padé modelu spolecnych faktori, rozsireného modelu spolecnyjch faktori a modelu
se spolecnym As je mozné vhodnym projektovanim casovych fad reprezentuji-
cich efekt roku narozeni tuto konvergenci zarucit (mozné zptisoby projekce uvadi

podkapitola 3.5.1)).

3.1.1 Nezavisly model

Nejjednodussi metodou modelovani imrtnosti ve dvou populacich je vyuziti
samostatného Lee-Carterova modelu pro kazdou z populaci, kde jednotlivé mo-
dely mezi sebou nemaji zadny vztah. Matematicky mtzeme takovy model popsat
jako | S

log(m(t)) = all(z) + ail(z) - k(1) + €, i=1,2, (3.1)
kde
mgf] (t) oznacuje specifickou miru timrtnosti ve véku x v roce t v populaci i,
a[lﬂ(x) je veékove specificky parametr primérné imrtnosti ve véku x v i-té
populaci,
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k[l] t) zastupuje v ¢ase se ménici index udéavajici troven amrtnosti v popu-
1
laci 7 v roce t
)

a[;}(x) je parametr uréujici citlivost In(m/ (t)) na kgi] (1),

[7]

€4, Jsou nahodné odchylky.

Parametr a[f ] (x) v i-tém modelu je mozné odhadnout jako aritmeticky prameér
ln(mg] (1)) pres ¢asovy index a odhady parametrii kgﬂ (t) a a[;] (x) poté ziskat z his-

torickych dat pomoci singularniho rozkladu matice log(mu[f] (1)) — a[lﬂ () nebo dal-
Sich metod uvedenych v sekei [2.1.7]

Obdobné jako v pfipadé bézného Lee-Carterova modelu je v mnoha ptipadech
vhodné modelovat kgl] (t) pomoci ndhodné prochazky s driftem:

B0 = k= 1)+ d g

kde dl!! zastupuje drift pro jednotlivé populace a {ftm} jsou posloupnosti nezavis-
Ifch normélné rozdélenych nahodnych veliéin, o kterych predpokladame, ze &/
a 5,{2} jsou nezavislé. Pokud rezidua nahodné prochéazky nesplnuji tyto predpo-
klady, je mozné pro modelovani rady kgﬂ (t) vyuzit ARIM A(p,d, q) proces s vys-
simi fady nebo jinou diferenci.

Tento pristup zanedbava jakoukoli zavislost mezi mirami timrtnosti ve zkou-
manych populacich. Predpoklad nezavislosti je vsak tézko naplnitelny, v praxi bu-
dou tmrtnosti v blizkych populacich ovlivnény mnoha spoleénymi faktory, mtize
se jednat naptiklad o vyskyt riznych epidemii (pfipadné pandemii), pokroky v 1é-
¢bé zavaznych onemocnéni, valecné konflikty v regionu nebo ekonomicky vyvoj
oblasti. Uvedme proto dale modely, které zavislost tmrtnosti mezi dvéma popu-
lacemi zohlednuji.

3.1.2 Model se spolecnym K,

Model se spoleénym K; piredpoklada, ze vékove specifické miry tmrtnosti ve
dvou korelovanych populacich je mozné modelovat pomoci Lee-Carterovych mo-
delu se spole¢nymi parametry K (t) := k;gl](t) = kF] (t),t =ty, ..., t,, udavajicimi
hladinu tmrtnosti v roce t. Model pro i-tou populaci tedy lze zapsat ve tvaru

log(m{(t)) = a}'(x) +a)'(a) - Ku(t) +epy,  i=12,

x,t)
kde vyznam ostatnich symbolt je shodny s modelem v predchozi sekci [3.1.1]

Parametry a[f] (x) je mozné opét odhadnout jako aritmeticky primeér ln(m;[,f] (1))
pres ¢asovy index v dané populaci. Pro ziskani odhadt parametri K;(t) a a[;] (x)
je poté autory navrzeno pouZzit singularni rozklad matice, kterd obsahuje hodnoty

ln(mg] (t)) — d[f] (x) spole¢né pro obé populace.
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3.1.3 Kointegrovany model

Moznosti, jak do nezdvislého modelu z odstavce [3.1.1] vnést vztah mezi pro-
Jektovanyml mirami imrtnosti ve dvou populacich, je pohlizet na ndhodny vektor
ki(t) = (k ( ), k:[2]( t))T jako na dvojrozmérnou ndhodnou prochéazku, tj.

ki(t)=ki(t—1)+d+&, (3.2)

kde d = (dM,d?)T je vektor parametrt driftu a & = ( t[” [2]) je posloupnost
nekorelovanych nahodnych vektori s dvojrozmérnym normalnim rozdélenim s nu-
lovou stifedni hodnotou a kovarian¢ni matici Y. Pravé prostfednictvim matice X
je v modelu zohlednéna zavislost mezi populacemi.

V praxi miizeme ¢asto pozorovat kointegraci mezi rocesy, ted?r jak uvadeéji Li
a Hardy ve své praci [11], situaci, kdy oba procesy {k‘ i)} a {k: t)} jsou nesta-
cionarni a zaroven existuje konstanta [ takova, ze ¢asova fada {kﬁ ]( t)— Bk:f]( t)}
je stacionarni (ve smyslu slabé stacionarity). Proto navrhuji pro identifikaci exi-
stence kointegrace mezi dvéma procesy a pro odhad konstanty [ nasledujici al-
goritmus:

1. Pouzit rozs1reny Dicke Fulleruv test pro ovéreni nestacionarity kazdého
7 procesu {k t)}, {k:[2 } zaloZeny na vztahu

Ak () Z AR — 5+ kP = 1)+ €(),

kde AR (t) = K1) — k{i (t — 1), p znadf pocet zpozdéni a £(t) nahodnou
odchylku. Tento test testuje nulovou hypotézou, ze v = 0, tedy Ze pro-
ces je nestacionarni, proti alternativé, ze v < 0. Testovou statistikou je
tzv. t-pomeér: t, = 4/sd(%), ve kterém 4 znaci odhad parametru v metodou
nejmensich ¢tverci v uvedeném vztahu a sd(¥) jeho smérodatnou odchylku.
Kritické hodnoty pro tento test jsou tabelovany. Vice o testu uvadi [12].
Pokud nezamitame H, pro oba procesy, je mozné pokracovat dalsim krokem
algoritmu. V opac¢ném piipadé nelze povazovat procesy za kointegrované.

2. Odhadnout konstantu g v linearnim regresnim modelu
k() = ot B k() +

kde « je konstanta.

3. Testovat stacionaritu rezidudlni slozky {u;} z kroku 2 pomoci rozsifeného
Dickey-Fullerova testu. Pokud tento test zamitne hypotézu nestacionarity,
je mozné povazovat procesy {k:g” (1)}, {k? (t)} za kointegrované.

V piipadé, ze shledame, Ze procesy {k{” (1)} a {k[f] (t)} jsou kointegrované,
je mozné oba procesy modelovat pouze pomoci jedné (jednorozmérné) ndhodné
prochazky

i) = ke —1)+d+ e,
) = a+b- kY1) +u, (3.3)
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kde a,b a d jsou konstanty a ft[l] a uy jsou nahodné odchylky s norméalnim roz-
délenim s nulovou stifedni hodnotou.

3.1.4 Model spolecnych faktoru

Postacujici podminkou pro to, aby podil projektovanych mér timrtnosti dvou
populaci nedivergoval, je dle [10]

a[QH (r) = a[22] ()  pro vSechna x a (3.4)

kgl] () — kF] (t) je ,mean-reverting®, (3.5)
kde procesem s vlastnosti mean-reverting rozumime proces, ktery ma tendenci se

navracet k dlouhodobé stfedni trovni. Proces se spojitym ¢asem {Y;} s vlastnosti
mean-reversion podle [I3] vyhovuje stochastické diferencidlni rovnici

dY, = 0(K — Y,)dt + odW,

kde 8 > 0, K a o jsou parametry a W, oznacuje Wienertuv proces. Pro tucely
modelovéni k' (t) — k(¢) je viak vhodné uvaZovat analogii takového procesu
pro diskrétni ¢as, kterou je dle [I3] autoregresni proces prvniho fadu AR(1)

X,=K1—e)+e?X, 1 +0y(1—e20)/20-¢,

kde 0 < e7? < 1 a & jsou nezévislé veli¢iny s rozdélenim N(0,1). Jednu z moz-
nosti, jak lze projektovat efekt kalendarniho roku ve dvou populacich takovym
zpusobem, aby byla splnéna uvedend podminka, popisuje podkapitola |3.5.1].

Pokud bychom modelovali efekty kalendainich roku (k{l] (1) a k?] (t)) pomoci
nédhodnych prochéazek s driftem, bylo by podle [9] nutné pro splnéni podminky, aby

podil ocekavanych mér timrtnosti v populacich nedivergoval, pozadovat rovnost
a[;] (x) a a[22] () a déle shodny parametr driftu ndhodnych prochéazek. V takovém

pripadé by byl uvedeny podil v ¢ase konstantni pro kazdy vek x.
Jelikoz je dle autort v praxi nepravdépodobné, aby dva rizné procesy k{” (t)

a k;?] (t) mély stejné driftové parametry, navrhuje [9] pouzit model, ve kterém
a[;](x) = a[22] (x) =: As(x) pro vSechna z,
k;gl] (t) = k?] (t) =: Ki(t) pro vSechna t.
Tento model lze tedy zapsat ve tvaru
log(ml (1) = ay () + As(z) - Ki(t) + ey, i=1,2,
kde eﬁ]t jsou ndhodné odchylky. Soucin parametri Ay(z) a K;(t) v takovém pii-

padé zachycuje spole¢né zmény v imrtnosti obou populaci.

3.1.5 Rozsifreny model spoleé¢nych faktoru

Li a Lee v [9] déle zobectiuji model spolecnyjch faktord pfiddnim populacné-
-specifickych faktorti al’(z) a kll(¢) do modelu, ten lze poté zapsat jako

log(mll (1)) = ay'(x) + Az(x) - () + ol (2) - K1) + &y, = 1,2
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Pro odhad parametrii al ( ), As(z) a K1(t) je mozné, stejné jako v piipadé modelu
spolecnych faktori, vyuzit napriklad metodou nejmensich ¢tverci, tedy minima-
lizaci

manlog [’] () As(z) - K1 (1)),

odkud lze po pouziti podminky pro Jednoznacnost parametri Lee-Carterova mo-

delu (3", Ki(t) = 0) ziskat odhad ail(z ):

tn

all(z) = =4 log(my (1))
t,—t1+1 ’

Odhadnout parametry As(z) a Ki(t) je poté mozné pouzitim singularniho roz-
kladu matice, které obsahuje hodnoty 3.7 1[log(m;[lc](t)) all(z )].

Odhady parametri al!(z) a kl(t) rozsifeného modelu se nasledné ziskaji sin-
guldrnim rozkladem matice rezidui i-té populace (tj. rezidui, ktera vzejdou z mo-
delu spolecnijch faktori a piisluseji i-té populaci).

Narozdil od ostatnich verzi Lee-Carterova modelu doporucuji autoii pro pro-
jekei specifické miry imrtnosti modelovat fady k[ (¢) jako AR(1) proces (namisto
obvykle uzivané ndhodné prochazky s driftem)

Ll (t) = Cg] + C[li] ) k[ﬂ( 1) + g[Z]

kde c cl] jsou konstanty a 5 oznacuje nezavislé stejné rozdélené nahodné chyby
[i

s nulovou stfedni hodnotou. Od konstant 01] dale pozadujeme, aby |C1]| < 1 pro
obé populace.

3.1.6 Model se spolecnym A,

Posledni z moznych rozsiteni Lee-Carterova modelu pro modelovani timrtnosti
vice populaci, které budeme v této praci uvazovat, uvadi [10]. Jednd se o model,
Ve kterem Fro obé popula,ce uvazujeme pouze shodné vékove specifické parametry

2

=ay ( ().
Model pro i-tou populaci tedy je tedy mozné zapsat jako
log(m{)(1)) = a(x) + Ag(x) - k(1) + ), i=1.2

Stejné jako u modelu spolecnych faktori a rozsireného modelu spolecnych faktord
Ize i v tomto modelu zajistit, aby se projektované vékoveé specifické miry amrtnosti
ve dvou populacich nevzdalovaly. V tomto [prlpade je mozné tohoto dosdhnout,
pokud pro projekci ¢asovych rad k[ ’] ) vyuzijeme proces RWAR, ktery
je blize popsan v podkapitole [3.5]
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3.2 Renshaw-Habermantiv model pro vice po-
pulaci

Stejné jako v pripadé Lee-Carterova modelu je mozné uvazovat nékolik moz-
nych zpiisobi spole¢ného modelovani imrtnosti ve dvou populacich pomoci Ren-
shaw-Habermanova modelu. Uvazujme obecné model

log(m1(t)) = al () + d(z) - K (t) + i (2) - (¢ — z) + I i=1,2.

x,t)

Postacujici podminkou pro konvergenci podilu projektovanych mér amrtnosti ve
dvou populacich je dle [10]

kgl] (t) — k:?](t) je ,mean-reverting“ a
Mt —x) — ?(t —x) je ,mean-reverting*
a obdobné jako v ptipadé Lee-Carterova modelu ji spliuje naptiklad model, ve

kterém uvazujeme rovnost mezi parametry zminénymi v kazdém radku této pod-
minky — model spolecnych faktori.

V ptipadé Renshaw-Habermanova modelu je mozné mimo nezavislého modelu
uvazovat i modely se spojenymi nékterymi z casovych rad:

model se spole¢nym K;: kgl] (t) = k?] (t) = Kq(t),
model spoleéné kohorty : At —z) =Bt —2) = Ct — ),
model spoleéné kohorty a spole¢ného K7: kgl] (t) = k:?] (t) =: Kq(t),
At —z) =t —2) = Ct — ),
pokud zéaroven pozadujeme rovnost parametri a[zi] (x) pro i = 1,2, respektive

ag}(x) pro i = 1,2, tj.

ay (z) = ay (xr) =: As(x) pro vSechna z,

Clz[;l]@) = ai[;?}(x) =: As(x) pro vSechna z,

lze projektovat vékove specifickou miru timrtnosti v populacich tak, aby jeji podil
pro kazdy vék z nedivergoval, a to pomoci modelt pro efekt kalendainiho roku
a kohortni efekt, které uvadi dale podkapitola [3.5]

3.3 Zobecnéni Cairns-Blake-Dowdova modelu

V ptipadé Cairns-Blake-Dowdova modelu lze zobecnéni pro soucasné mode-
lovani timrtnosti ve dvou populacich zapsat ve tvaru:

i
logit(ql(¢)) = log q[i]it; =) +z- @), =12
Pz
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Postacujicimi podminkami pro konvergenci podilu projektovanych mér amrtnosti
ve dvou populacich jsou v pfipadé tohoto modelu podminky:

kgﬂ (t) — k?] (t) je ,mean-reverting“ a

) — kP (4) je ,mean-reverting®.

Tyto podminky jsou rovnéz splnény naptiklad v modelu, ve kterém plati rovnost
mezi parametry v fadcich podminek, tj.

K = k(@)
k) = k(@)

: K (t)
Kg(t).

Dale je pro soucasné modelovani imrtnosti ve vice populacich i v pripadé
Cairns-Blake-Dowdova modelu mozné uvazovat nezavisly model, pfipadné model
se spolecnym K, nebo model se spolecnym Ks. V pripadé téchto modelt je pro
splnéni podminky konvergence podilu mér amrtnosti dle [10] rovnéz vyzadovana
projekce ¢asovych fad pomoci modeld uvedenych v podkapitole |3.5]

3.4 (Odhad metodou maximalni vérohodnosti

Odhadnout parametry modelt uvedenych v pfedchozich podkapitolach (re-
spektive jejich zobecnéni pro p zkoumanych populaci), tedy modelt

LC logmll(t)) = o)+ dl(z) k@), i=1,2, ... ,p,
RH :log(mll(t)) = o' (x) +ag)(@) - k' (t) +

+ dl@) dt—2), i=1,2 ...,p (3.6)
¢ (t)
(2

je mozné za predpokladu poissonovsky rozdélenych pocti tmrti DY (t) v i-té
populaci ve véku x a v roce t, tj.

D, (t) ~ Po (E,(t) - m) (1)) ,

s vyuzitim metody maximalni vérohodnosti. Funkci, kterou chceme maximalizo-
vat, je mozné dle [I0] obecné zapsat ve tvaru

=35 37wl (D) -log(EY(D) - 1))~

i=1 x=x1 t=t
_ ELZ'} (t) -m[xﬂ (t) — log(D:[,f} (tH}, (3.7

CBD :logit(¢/l(t)) = log kO +a- k) i=12 ... p,

kde EM( t) je prislusna expozice vici riziku tmrti ve véku z v roce t v i-té po-
pulaci. Vahy w! ]( t) je mozné vyuzit k vylouceni nezadoucich kohort z datového
souboru (napf. prvni ¢tyfi a posledni ¢tyfi kohorty).

V obecném zapise modelt 3.6 je mozné nahradit (respektive sjednotit) nékteré
parametry s ohledem na vyse zminéné moznosti zobecnéni stochastickych modeli
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umrtnosti pro modelovani vice populaci. Nasledné je mozné ziskat odhady para-
metri polozenim parcialnich derivaci funkce ¢ podle prislusnych parametri rovné
nule a Tresenim ziskaného vztahu napriklad s vyuzitim Newton-Raphsonovy ite-
racni metody.

Na zaveér kazdé iterace je tfeba pro Lee-Carteriv a Renshaw-Habermantv

model zohlednit podminky pro jednoznac¢nost feseni, obdobné jako v pfipadé
modelli pro jednu populaci se jedna o podminky:

v pripadé Lee-Carterova modelu a

Sal@) =1, Y dl@) =1
T=x1 T=T1

adale bud c(t; —2,) =0 mnebo k'(t))=0, i=1,2 ....p

v pripadé Renshaw-Habermanova modelu.

3.5 Projekce ¢asovych rad

Pro projekci casovych tad reprezentujicich efekt kalendainiho roku a efekt
roku narozeni (kohortni efekt) ve dvou populacich navrhuje [10] vyuZit nize uve-
dené modely casovych tad.

Modely se lisi v zavislosti na tom, zda se jednd o modelovani casové rady
efektu spojeného pro obé populace nebo zbyvajicich efekti, které jsou pro jed-
notlivé populace rozdilné.

Jelikoz se budeme zamétrovat na projekci timrtnosti ve stejném vékovém roz-
sahu, jaky byl uvazovan pro odhad parametrti, neni tfeba se zabyvat extrapolaci
parametrti udavajicich zavislost miry tmrtnosti na véku, tj. parametrt a[f} (x),

ad)(x) a af ().

3.5.1 Projekce efektu kalendainiho roku

Pro modelovani efektt kalendainiho roku samostatnych pro jednotlivé popu-
lace navrhuji autori pouzit ndhodnou prochdzku s autoregresnim procesem prv-
niho Tddu, oznacme RW AR. Pri tomto pristupu je efekt kalendainiho roku prvni
populace k‘l[l] (t) modelovan jako nédhodnd prochéazka s driftem, zatimco rozdil
efekt mezi dvéma populacemi k:l[l] (t) — k?] (t) je modelovan pomoci autoregres-
niho procesu prvniho fadu. Dolni index ¢ je v piipadé Lee-Carterova a Renshaw-
-Habermanova modelu roven 1, v pfipadé Cairns-Blake-Dowdova modelu nabyva
hodnot 1 a 2.
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Model RWAR lze tedy zapsat ve tvaru

B = w R -0+ 200,
B0 =k = wf ol (= 1) = KA - 1) + 2700,

]

kde ,ugl], MEQ] a gbzm jsou parametry modelu a Zi[l] () a Zip] () jsou nédhodné od-

chylky. O vektoru (Zim (1), Zi[g] (t)) pfedpokladame, ze ma dvojrozmérné normalni
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a konstantni kovarian¢ni matici a Ze pro
t # u plati, ze vektory (2" (t), ZP(t)) a (ZM(u), ZP)(u)) jsou nezavislé.

Od parametru ngZP] vyzadujeme, aby splioval 0 < ngZP] < 1, ¢imz zaruéime, ze
[1]

rozdil procest k; ' (t) — k?] (t) je mean-reverting.

Pokud je pro modelovani samostatnych efektt kalendainiho roku vyuzit mo-
del RW AR, je mozné pro modelovani spojenych fad K;(t) pouzit ndhodnou pro-
chazku s driftem, tj.

Ki(t) = i + Ki(t — 1) + Zi(t),

kde p; je parametr driftu a Z;(f) jsou nezavislé normalné rozdélené ndhodné
veli¢iny s nulovou stifedni hodnotou a konstantnim rozptylem.

3.5.2 Projekce kohortniho efektu

K modelovani efekt roku narozeni (kohortnich efekti) v pfipadé, kdy jsou
prislusné casové rady samostatné pro jednotlivé populace je navrhovano pouzit
gravitacni model, ve kterém pro efekty roku narozeni y = ¢t — x v jednotlivych
populacich, tj. cl(y) a c?(y), plati

My) =My —1) = pl 46 (M(y —1) = My - 2)) + 21(y),
Py~ Py~ 1) = 40l (D 1)~y - 1) +
+ & ( Py —1) = Py —2) + 2P (),

kde plt!) ol 1Pl a2 a ¢l jsou parametry modelu a ZM(y) a ZP2(y) jsou na-
hodné odchylky s dvojrozmérnym normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hod-
notou a konstantni kovarianéni matici. Od parametru ¥ dale pozadujeme, aby
|a/?| < 1, z dfivodu, aby se rozdil v projekcich kohortnich efektt nezvysoval.

Pro modelovani spojenych kohortnich efektt C'(y) je navrzeno pouZit proces
ARIM A(p,d, q), tj.

AC(y) = p+ ¢ AC(y — 1)+ GAC(y —2) + - + ¢ACly — p) +
+ Z(y) +0iZ(y = 1)+ Z(y —2) + -+ Z(y — ),
s diferenci d a fady p a ¢ takovymi, aby hodnota Bayesova informac¢niho kri-
téria tohoto procesu byla co nejlepsi. V rovnici procesu oznacuji pu, ¢1, ..., ¢,

a 1, ..., ¥, parametry modelu a Z(y) nezavislé normalné rozdélené nahodné
veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem.
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4. Aplikace modelti na realna
data

Cilem této casti prace je aplikovat stochastické modely tmrtnosti pro vice
populaci z kapitoly |3 na redlna data a ilustrovat rozdilnost predikci plynoucich
z téchto modelti v porovnani s modely pro samostatné populace. Pro vypocty byly
vyuzity idaje o tmrtnosti v Ceské a Slovenské republice v letech 1970 — 2014.
Pouzité data jsou v obou piipadech pfevzata z Human Mortality Database [14],
kterd shromazduje tidaje o poctech narozeni, velikostech populace a o imrtnosti
ve vybranych statech svéta (aktuélné se jedné o 38 stéti).

7. Human mortality database byla vyuzita souhrnna data pro obé pohlavi,
kterd jsou vazenym primérem zohlednujicim zastoupeni jednotlivych pohlavi
v daném véku a kalendainim roce v populaci. Zverejiiované tidaje jsou dale upra-
veny tak, aby byla naptiklad doplnéna chybéjici data, blizsi informace o metodice
tprav dat je mozné nalézt v [15].

Pro vypocty byl vyuzit software Wolfram Mathematica, pouzity zdrojovy kéd
je ulozen na pfilozeném CD. Projekce ¢asovych fad a testovani jejich vlastnosti
(resp. vlastnosti reziduélnich slozek) bylo provedeno v systému EViews, soubor
je rovnéz ulozen na CD. Uvazované testy byly provadény na hladiné spolehlivosti

5%.

4.1 TUmrtnost ¢eské populace

Vénujme se nejprve tmrtnosti ¢eské populace. Obrazek znazornuje v loga-
ritmickém méFitku vékové specifickou miru timrtnosti v Ceské republice v letech
1970, 1990 a 2010. V obrazku je zfejma pomérné vysokd tmrtnost v prvnim
roce zivota, kterd souvisi s rizikem umrti pfi porodu a kojeneckych nemocech.
Priblizné do patnactého roku je potom mira tmrtnosti velmi nizka. Od puberty
vsak priblizné do 25 let zaznamenavame zna¢ny nartst tmrtnosti, ktery souvisi
s nehodovosti, neopatrnym uzivanim drog a alkoholu a chronickymi chorobami
postihujicimi osoby v tomto véku, tento skokovity nartist timrtnosti obvykle na-
zyvame ”accident hump”. Priblizné od triceti let poté tmrtnost exponencialné
nartista bez vyznamneéjsich vykyvi. Z obrazku vidime, ze v nizsim véku se s ka-
lenddinim rokem vyznamné snizuje tmrtnost a zejména po roce 1990 dochézi
ke snizovani tmrtnosti ve vSech vécich. Detailnéjsi zachyceni vyvoje specifické
miry tmrtnosti v Ceské republice ve vécich 50, 60, 70 a 80 let v priibéhu obdobi
1970 — 2014 poskytuje obrazek [4.2]

Jak bylo uvedeno diive, pouziti Cairns-Blake-Dowdova modelu je vhodné pro
modelovani amrtnosti ve vyssich vécich, proto se s odhadem stochastickych mo-

deltt omezme na tmrtnost ve véku 45 — 90 let v letech 1970 — 2014.

K modelovani timrtnosti vyuzijme stochastickych modelti uvedenych v ka-
pitole 2 tedy Lee-Carterova a Renshaw-Habermanova modelu pro vékové spe-
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cifickou miru tmrtnosti m,(t), z = 45, ...,90, ¢t = 1970, ...,2014 a Cairns-
-Blake-Dowdova modelu pro logistickou transformaci pravdépodobnosti tmrti
¢u(t), 2 = 45, ...,90, t = 1970, ..., 2014.

Obrazek znazornuje postupné standardizovana Pearsonova rezidua Lee-
-Carterova modelu, devian¢ni rezidua Renshaw-Habermanova a Pearsonova re-
zidua Cairns-Blake-Dowdova modelu pro timrtnost ¢eské populace. Vyobrazena
jsou rezidua modelu pro vék 60 a 80 let. Jak vidime z obrazku, pro modelovani
umrtnosti je nejméné vhodny Cairns-Blake-Dowdiv model, ve kterém je ziejmy
trend rezidui po roce 1980 (rostouci v ptipadé véku 60 let a klesajici pro 80 let).
Naproti tomu rezidua Lee-Carterova a Renshaw- -Habermanova modelu je mozné
dle tohoto obrazku povazovat za ndhodné rozmisténa.

Pro rozhodnuti, ktery model je pro modelovani timrtnosti v Ceské republice
nejvhodnéjsi, vyuzijme logaritmické vérohodnostni funkce — za predpokladu, ze
po¢ty umrti D, (t) v kazdém véku x = 45, ...,90 a roce t = 1970, ..., 2014 maji
Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou FE,(t) - m,(t). Abychom penalizovali
modely s vétsim poc¢tem parametrii, rozhodnéme o nejvhodnéjsim modelu na
zékladé hodnoty Bayesova informac¢niho kritéria (BIC)

BIC,, = l(¢,) — %,,m -log N, (4.1)
kde ¢,, je vektor parametri modelu m, gzgm je jejich maximalné vérohodny odhad,
E(&m) je hodnota logaritmické vérohodnostni funkce v gBm, Vp, 0znacuje pocet od-
hadovanych parametrii snizeny o pocet podminek a /N znaci pocet pozorovani,
na jejichz zakladé je model odhadnut. Pti takto definovaném BIC preferujeme
modely s vyssi hodnotou informac¢niho kritéria.

Tabulka ¢islo uvadi pro kazdy z uvazovanych modelt maximum loga-
ritmické vérohodnostni funkce, poc¢et odhadovanych parametri a hodnotu BIC.
Odhady parametrii modeli vychézeji z idaji o timrtnosti ve 46 vécich a 45 ka-
lendarnich rocich, hodnota N je tedy ve vSech ptipadech rovna 2070. Vidime,
ze nejvyssiho BIC nabyva i pres penalizaci za vétsi pocet parametri Renshaw-
-Habermantv model, ktery predstihl Lee-Carteriv model. Obdobné jako v gra-
fickém znazornéni rezidui (obréazek se Cairns-Blake-Dowdiv model ukazuje
pro modelovani tmrtnosti v Ceské republice jako nejméné vhodny.

Model Maximalni = Poet g porag;
vérohodnost parametri
Lee-Carter —12921,1 135 —13436,5 2
Renshaw-Haberman —11638,9 270 —12681,1 1
Cairns-Blake-Dowd —18322/4 90 —18666,0 3

Tabulka 4.1: Odhad parametrt metodou maximalni vérohodnosti - CR

Jelikoz Lee-Cartertiiv model je specialnim pripadem Renshaw-Habermanova
modelu, ve kterém az(x) = 0 pro kazdy vék z, je mozné dale testovat hypotézu, ze
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Lee-Cartertiv model popisuje tmrtnost ¢eské populace stejné dobfe jako Renshaw-
-Habermantiv model, proti alternativé, ze Renshaw-Habermantv model je pro
modelovani imrtnosti ¢eské populace signifikantné lepsi. K tomuto tcelu je mozné
vyuzit likelihood-ratio test, jehoz testova statistika je zaloZena na rozdilu maxim
logaritmickych vérohodnostnich funkci

2. (ﬁ(ggR_H) - £(§£L—C>)

a za platnosti nulové hypotézy mé asymptoticky rozdéleni y? s poctem stupiti
volnosti rovnym rozdilu v poctu parametri modelt. Jelikoz pro vyuzitda data
o umrtnosti v ¢eské populaci nabyva testova statistika hodnoty 2564,4 a je tedy
viyrazné vyssi nez kritickd hodnota testu x%;5(0,95) = 163,12, zamitame (na hla-
diné spolehlivosti 5 %) nulovou hypotézu a mizeme konstatovat, Ze z uvazovanych
modelt pro amrtnost ve véku 45 — 90 let v ¢eské populaci je nejvhodnéjsim mo-
delem Renshaw-Habermantv.

4.2 Umrtnost slovenské populace

Pfed samotnym modelovanim tmrtnosti ve slovenské populaci uvedme opét
nejprve obrazek znazornujici vyvoj specifické miry tmrtnosti v letech 1970,
1990 a 2010. Vidime, ze v imrtnosti se pro jednotlivé roky vyskytuji podobné rysy
jako v pripadé ¢eské populace (vysSsi Gmrtnost v prvnim roce zivota, ”accident
hump”, exponencilni nartist specifické miry tmrtnosti po t¥icatém roce zivota)
a rovnéz je z obrazku zfejmé snizeni imrtnosti zejména mezi lety 1990 a 2010,
toto snizeni se vSak nezda byt tolik vyrazné jako v pripadé ceské populace. Vyvoj
specifické miry timrtnosti ve véku 50, 60, 70 a 80 let mezi lety 1970 a 2014 lze
posoudit v obrézku [4.5]

Pokles imrtnosti ve véku 60 a 70 let ve sledovaném obdobi v Ceské a Slo-
venské republice je mozné srovnat na zakladé obrazku [4.6] Pro oba véky nejprve
specifickd mira imrtnosti ¢eské populace prevysuje miru imrtnosti slovenské po-
pulace, v obou ptipadech vsak timrtnost kolisd okolo konstantni arovné. Po roce
1985 zacina v obou populacich imrtnost klesat, v té ceské vSak vyrazné rychleji,
proto lze pozorovat, ze od roku 1990 je specificka mira imrtnosti ve sledovanych
vécich v ceské populaci nizsi.

Stejné jako v pripadé ceské populace se omezme na modelovani tmrtnosti ve
veku 45 —90 let v letech 1970 — 2014, opét vyuzijme tii model popsanych v kapi-
tole 2] Obrazek [4.7] znazornuje standardizovana Pearsonova rezidua Lee-Cartero-
va, devian¢ni rezidua Renshaw-Habermanova a Pearsonova rezidua Cairns-Blake-
-Dowdova modelu pro timrtnost ve slovenské populaci pro vék 60 a 80 let. Uka-
zuje se, ze pro modelovani imrtnosti je i ve slovenské populaci nejméné vhodny
Carins-Blake-Dowdiiv model, ve kterém muiZeme pozorovat rostouci trend rezidui
ve véku 60 let a klesajici trend ve véku 80 let. Narozdil od ceské populace ale ani
rezidua Lee-Carterova modelu nevypadaji jako ndhodné rozprostiena okolo nuly.
Rezidua Renshaw-Habermanova modelu se zdaji byt rozmisténa nejlépe.
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Obrazek 4.4: Specifickd mira tmrtnosti v letech 1970, 1990 a 2010, Slovensko
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Pro rozhodnuti o tom, ktery model je nejvhodnéjsi pro modelovani tmrt-
nosti slovenské populace, predpokladejme Poissonovo rozdéleni poc¢tt tmrti D, (t)
a vyberme model s nejvyssi hodnotou BIC. Hodnotu informac¢niho kritéria spolu
s maximem logaritmické vérohodnostni funkce pro kazdy z uvazovanych modeld
uvadi tabulka Nejvyssiho BIC nabyva, stejné jako v pripadé ceské populace,
Renshaw-Habermantiv model. Jako nejméné vhodny se opét ukazuje model CBD.

Pokud bychom testovali vhodnost vyuziti Lee-Carterova modelu jako podmo-
delu Renshaw-Habermanova modelu pomoci likelithood-ratio testu, zjistime, ze
Renshaw-Habermantiv model opét popisuje data vyrazné lépe (testova statistika
je rovna 3194,2 >> 163,12 = x735(0,95)).

Model Maximalni = Pofet — pyo poraqg;
vérohodnost parametra
Lee-Carter —11681,3 135 —12196,7 2
Renshaw-Haberman —10084,2 270 —11126,4 1
Cairns-Blake-Dowd —14726,7 90 —15070,3 3

Tabulka 4.2: Odhad parametri metodou maximalni vérohodnosti — Slovensko

4.3 Spolecné modelovani timrtnosti ¢eské a slo-
venské populace

V této podkapitole se zaméfme na soucasné modelovani tmrtnosti v ceské
a slovenské populaci pomoci zobecnéni Lee-Carterova, Renshaw-Habermanova
a Cairns-Blake-Dowdova modelu, ktera byla teoreticky popsana v kapitole [3

Obdobné jako v piipadé modelovani imrtnosti v samostatnych populacich
vyberme nejvhodnéjsi model, za predpokladu poissonovsky rozdélenych pocti
umrti, na zakladé hodnoty Bayesova informac¢niho kritéria definovaného vztahem
[4.1] povsimnéme si, ze vzhledem k dvojnasobnému po¢tu pozorovanych tmrtnosti
(N = 4140) je pocet parametrii v modelu penalizovan vice nez v pfipadé vyse
uvazovanych samostatnych modelt.

Symboly pfislusejici ceské populaci ozna¢me hornim indexem 1, tj. ml! (1),

1 1 1 1 1 1 1
D (1), BX(®), ai'(x), ab (), ai(2), all(@), by (0), K'(0), K(2) @ Mt - ).
Pro oznaceni slovenské populace vyuzijme horni index 2.

4.3.1 Lee-Carteruv model

Jako zobecnéni Lee-Carterova modelu pro modelovani timrtnosti ve dvou po-
pulacich uvazujme modely, které byly v kapitole [3| pojmenovany jako:

e nezavisly model,
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e model se spoleénym K7,

e kointegrovany model,

e model spole¢nych faktor,

e rozsifeny model spole¢nych faktord a

e model se spoleénym A,.

Obrazek (.8 zobrazuje odhadnuté parametry Lee-Carterova modelu samo-
statné pro ceskou a slovenskou populam tJ Fa,rametry nezdavisleho modelu. Za-
mérime-li se na graf ¢asovych rad k 2] ), resp. k-1 CZ a k_1 SK, které
reprezentuji aroven tmrtnosti v case t v Jednothvych populacich, vidime, ze do
roku 1985 maji krivky v obou populacich pfiblizné konstantni trend. Po roce 1985
zacinaji obé trovné tmrtnosti klesat a vidime, Ze k¥ivka vztahujici se k ¢eské po-
pulaci, tj. kgl] (t), klesd vyrazné rychleji nez k?] (t), a jelikoz jeji hodnoty byly
na pocatku sledovaného obdobi vyssi nez v pripadé slovenské populace, dochézi
okolo roku 1995 dokonce k prekfizeni téchto kiivek.

Néktera uvazovand zobecnéni Lee-Carterova modelu predpokladaji spojeni
Casovych fad k;gl] () a k?] (t) do fady spole¢né pro obé populace K(t). Podle
tdajti uvedenych v tabulce [4.3] toto propojeni vSak vyznamné snizi maximum
logaritmické vérohodnostni funkce i hodnotu informac¢niho kritéria. Vyjimkou je
rozgireny model spolecnych faktori, ktery sice uvazuje spojeni Fad k:[ ]( t) a kZ[Q]( t)
do K(t), aviak toto spojeni kompenzuje piiddnim dalsich Gasovych fad (kU (1))
specifickych pro kazdou populaci. Dle hodnoty Bayesova informac¢niho kritéria
muzeme toto zobecnéni Lee-Carterova modelu pro spolecné modelovani tamrt-
nosti v Ceské a Slovenské republice povazovat za nejvhodnéjsi i pres nejvyssi
pocet parametrti. Druhé nejvyssi hodnota informacniho kritéria prislusi modelu

se spolecngm As.

Tabulka [4.3| neobsahuje udaje pro kointegrovany model, jeho odhady parame-
tri, stejné tak jako maximum logaritmické vérohodnostni funkce a hodnota BIC,
jsou totiz shodné s témi z nezdvislého modelu, 1isi se vSak pohled na procesy k:[ ]( t)

a k;g ]( t) a tedy jejich pfipadné predikované hodnoty pro t' > t,,.

Testujme moznost vyuziti kointegrovaného modelu pomoci algoritmu uvede-
ného na strané V prvnim kroku ovéfme nestacionaritu rad kgﬂ (t),i = 1,2,
z nezdvislého modelu pomoci rozsifeného Dickey-Fullerova testu (pro zpozdéni
do péatého fadu) na hladiné o = 0,05, pro uvazovana data ziskdme p-hodnotu
rovnou 0,958 v ptipadé ceské populace a 0,890 v ptripadé slovenské. Nezamitame
tedy hypotézu, ze k:[ll] () a k?] (t) jsou nestacionarni ¢asové fady, a je proto mozné
pokracovat druhym krokem algoritmu, ve kterém odhadneme linearni regresni
model pro kgl] (t):

KN () = —5,30 - 1071 + 1,58 - kP () + u(?),
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Obrazek 4.8: Parametry LC modelu pro ¢eskou a slovenskou populaci
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kde u(t) oznac¢uje ndhodné odchylky. Dale opét pomoci rozsifeného Dickey-Fulle-
rova testu testujme hypotézu o nestacionarité fady u(t) (rovnéz pro 5 zpozdéni),
v pripadé této rady je p-hodnota testu rovna 0,118. Na hladiné o« = 0,05 tedy
nezamitame hypotézu, Ze je fada nestacionarni, a dle doporuceného algoritmu
nemiizeme povazovat procesy k{l] (1) a k?] (t) za kointegrované.

Model Maximalni =~ Pofet g pogaqs
vérohodnost parametri

Nezavisly model —24602.4 270 —25726,7 3
Model se spole¢nym K, —28977,9 226 —29919,0 4
Model spolecnych 308485 181 316022 5
faktort

Rozsifeny model —23451,6 363 249632 1
spolecnych faktori

Model se spole¢nym A, —24659,9 225 —25596,9 2

Tabulka 4.3: Odhad parametri zobecnénych LC modeld metodou maximéalni
vérohodnosti

4.3.2 Renshaw-Habermanuv model

Pro modelovani timrtnosti v samostatné ceské i slovenské populaci se ukéa-
zal Renshaw-Habermantv model jako nejvhodnéjsi ze t¥i uvazovanych model.
Vénujme se dale jeho modifikacim pro modelovani timrtnosti v obou populacich
soucasné a zkoumejme, zda je mozné nékteré casové fady v modelu pro obé po-
pulace sjednotit, aniz bychom snizili hodnotu Bayesova informacniho kritéria.
Pro v8echna zobecnéni uvazujme jednotné parametry a[21] (x) = a[;}(x) =: As(x)
a ag](m) = az[f](a:) =: As(x), které dle [I0] zaruci, Ze bude mozné projektovat
specifickou miru imrtnosti v populacich tak, aby jeji podil nedivergoval.

Obréazek ¢islo |4.9| znézornuje vyvoj parametri kgi] (t) a cll(t — z) Renshaw-Ha-
bermanova modelu pro ¢eskou a slovenskou populaci (se spoleénymi parametry
Ay(x) a As(z)), jejichz mozné sjednoceni budeme déle vyhodnocovat. Ve vy-
voji trovni tmrtnosti k[11] () a k‘?] (t) 1ze vidét obdobné tendence jako v piipadé
téchto Gasovych fad v Lee-Carterové modelu. Casové fady cll(t — ) zastupujici
efekt roku narozeni (kohortni efekt) vykazuji v obou populacich podobny trend
— v amrtnosti osob narozenych mezi lety 1885 a 1915 miizeme pozorovat rostouci
trend, v obdobi okolo prvni svétové valky kolisani hodnot a nasledné ptiblizné
konstantni trend (na podobné trovni) v obdobi od roku 1925. Obé ¢asové fady
se v Ceské a slovenské populaci prilis nelisi, mtzeme tedy usuzovat, ze je vhodné
uvazovat modely, ve kterych jsou efekty kalendairniho roku nebo roku narozeni
modelovany spole¢nou ¢asovou radou.

V tabulce [4.4] jsou uvedené uvazované modely pro zobecnéni Renshaw-Haber-

manova modelu k modelovani iimrtnosti ve vice populacich z podkapitoly
Vidime, ze model, ktery uvazuje spole¢nou fadu pro kohortni efekt C(t — z) :=
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Obrazek 4.9: Parametry RH modelu pro ¢eskou a slovenskou populaci
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At — ) = Bt — 2) dosahuje jen o nékolik set niz§iho maxima logaritmické
veérohodnostni funkce ve srovnani s nezdvislym modelem. Diky poc¢tu parametri
zahrnutych v téchto modelech a nasledné penalizaci za néj jsou rozdily v Bayesové
informac¢nim kritériu velmi malé a jako nejvhodnéjsi model na zakladé hodnoty
tohoto kritéria miizeme vyhodnotit model spolecné kohorty.

Ve srovnani s Lee-Carterovym modelem nabyvaji témétf vsechna uvazovana
zobecnéni Renshaw-Habermanova modelu, mimo modelu spolecnych faktori, vy-
$$1 hodnoty Bayesova informac¢niho kritéria.

Model Maximalni = Polet gy poyagi
vérohodnost parametri
Nezavisly model —21389,4 450 —23263,3 2
Model se spole¢nym K, —22271,2 405 —23957,7 3
Model spole¢né kohorty —21685,7 361 —23189,0 1
Model spolecnjch —97680,2 316 989961 4

faktoru

Tabulka 4.4: Odhad parametri zobecnénych RH modeli metodou maximalni
vérohodnosti

4.3.3 Cairns-Blake-Dowduv model

Prestoze se Cairns-Blake-Dowdiv model ukazal jako nejméné vhodny pro mo-
delovani timrtnosti v ¢eské a ve slovenské populaci, zaméfme se v nasledujici ¢asti
i na zobecnéni tohoto modelu pro souc¢asné modelovani timrtnosti ve dvou popu-
lacich.

Obrazek ¢islo zachycuje casové rady kgi] (t) a kg] () pro jednotlivé popu-
lace, tedy parametry nezdavislého modelu. Vidime, ze odhady mezi jednotlivymi
populacemi se znacné lisi, mizeme proto ocekavat, ze spojeni nékteré z casovych
fad do spoleéné fady K7 (t) nebo Ks(t) se ukaze jako nevhodné.

V tabulce (4.5 jsou zaznamendna maxima logaritmické vérohodnostni funkce
modeld umrtnosti ve dvou populacich a jim pfislusné hodnoty Bayesova infor-
macniho kritéria. Vidime, ze modely se spojenou nékterou z casovych rad se pro
dané populace ukazuji jako vyznamné horsi nez nezavisly model.

4.4 Predpovéd timrtnosti ¢eské a slovenské po-
pulace

Jelikoz je Cairns-Blake-Dowdiv model nejméné vhodnym i mezi nezavislymi
modely (respektive mezi modely pro samostatné modelovani tmrtnosti v jedno-
tlivych populacich) a spojeni ¢asovych fad vedla k vyznamnému sniZeni maxim
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Obrazek 4.10: Parametry CBD modelu pro ¢eskou a slovenskou populaci

Model Maximalni = PoCet — pro  poyag;
vérohodnost parametra
Nezavisly model —33049,1 180 —33798.,7 1
Model se spole¢nym K; —186 837,0 135 —187399,2 3
Model se spole¢nym K, —157334,0 135 —157896,2 2

Tabulka 4.5: Odhad parametri zobecnénych CBD modeli metodou maximéalni
vérohodnosti
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logaritmické vérohodnostni funkce, uvazujme pro predikci timrtnosti ceské a slo-
venské populace pouze varianty Lee-Carterova a Renshaw-Habermanova modelu
pro soucasné modelovani tmrtnosti v obou populacich, které dosahovaly nejvy-
$$1 hodnoty Bayesova informac¢niho kritéria. Zamérme se tedy dale na rozsiteny
model spolecnych faktoru jako zobecnéni Lee-Carterova modelu a model spolecné
kohorty jako variantu Renshaw-Habermanova modelu.

4.4.1 Rozsifeny Lee-Carteriiv model spoleénych faktoru

Jak bylo uvedeno v podkapitole , muzeme u ¢asovych rad kﬁ” () a k?] (1)
reprezentujicich troven timrtnosti v modelu pro samostatné populace (tj. v neza-
vislém modelu) pozorovat zménu trendu — pfiblizné do roku 1985 je konstantni
a nasledné zac¢ind droven tmrtnosti vyznamné klesat. Obdobné je tomu i v pfi-
padé spojené casové fady K(t) v rozsifeném modelu spoleénych faktoru, jak je
mozné vidét dale z obrazku [4.11] Zaméfme se proto pii odhadu vhodného modelu
pro projekci casovych fad na obdobi po roce 1985.

Uvazujme nejprve modely pro samostatné populace. Jak je navrzeno v ¢asti
2.1.2] pro modelovani a pfedpovidani ¢asovych slozek Lee-Carterovych modeld je
mozné vyuzit ndhodné prochéazky s driftem.

V pfipadé Ceské populace byla hodnota parametru driftu odhadnuta (pomoci
softwaru EViews) jako —0,996, model pro ¢asovou fadu kgl] (t) je tedy mozné
zapsat ve tvaru

() — k(= 1) = —0,996 + £(t).

Pokud testujeme hypotézu o nestacionarité rezidualni slozky {e(¢)} pomoci rozsi-
feného Dickey-Fullerova testu (pro péaty fad zpozdéni), ziskdme p-hodnotu 0,000,
hypotézu je tedy dle vysledkti tohoto testu mozné zamitnout a rezidua lze pova-
zovat za stacionarni.

Déle testujme, zda maji rezidua nulovou stfedni hodnotu, jsou nekorelovana,
homoskedasticka a norméalné rozdélena. Nulova stiedni hodnota byla testovana
v EViews pomoci t-testu. Pro otestovani hypotézy, Ze rezidua nejsou korelovani,
byl vyuzit Ljung-Boxtv test (testujici korelaci do patého fadu), blizsi informace
o tomto testu lze nalézt v [12]. Homoskedasticita rezidualni slozky byla testovana
pomoci testu ARCH, rovnéz viz [12]. Pro testovani normality rezidualni slozky
byl vyuzit Shapiro-Wilktv test v Mathematice.
p-hodnoty jednotlivych testl jsou

t-test: 1,000,
Ljung-Box: 0,465,
ARCH: 0,533,

Shapiro-Wilk: 0,469,

na hladiné spolehlivosti 5 % tedy nezamitame nulovou stfedni hodnotu, nekorelo-
vanost, homoskedasticitu ani normalitu rezidualni slozky. Pro ¢eskou populaci se
tedy nahodna prochéazka s driftem zda byt vhodnym modelem pro ¢asovou fadu
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kgl] (t) a neni tedy tfeba uvazovat pro modelovani casové slozky Lee-Carterova
modelu ARIM A proces s nenulovymi fady p a ¢, pfipadné jinou diferenci.

Ve slovenské populaci uvazujme rovnéz pro modelovani Grovné timrtnosti v ka-
lendainim roce nahodnou prochazku s driftem, pro slovenskou populaci ji lze
zapsat jako

KAt — kPt — 1) = —0,686 + £(t).

I v pripadé slovenské populace je p-hodnota rozsiteného Dickey-Fullerova testu
pro rezidualni slozku modelu rovna 0,000, rezidua tedy lze povazovat za stacio-
narni.

V pripadé testu dalsich vlastnosti rezidui jsou p-hodnoty rovny

t-test: 1,000,
Ljung-Box: 0,388,
ARCH: 0,218,

Shapiro-Wilk: 0,282

a tedy opét na hladiné spolehlivosti 5 % nezamitdme nulovou stiedni hodnotu,
nekorelovanost, homoskedasticitu ani jejich normalitu. Ve slovenské populaci lze
tedy pro modelovani ¢asové rady kgl] (t) rovnéz vyuzit ndhodnou prochézku s drif-
tem.

Pro projekci aimrtnosti pomoci rozsiteného modelu spole¢nych faktortt mo-
delujme spojeny efekt kalendainiho roku K (¢) ndhodnou prochéazkou s driftem
a samostatné efekty kl’!(t) procesem AR(1) tak, jak navrhuje [9]. Po odhadnuti
parametri lze modely pro jednotlivé fady zapsat jako

Ey(t) = Ki(t—1) = —0893+£(t),
KU = 0,026 +0982- k(- 1)+ ell(2),
K1) = 0,030 +0,955 - K2 (¢ — 1)+ £2(0).

Testujeme-li stacionaritu rezidualnich slozek v modelech pomoci rozsiteného

Dickey-Fullerova testu, ziskdme ve vSech ptipadech p-hodnotu nizsi nez 0,05
(0,001 v pfipadé {e(t)}, 0,021 u rezidui modelu efektu kalendainiho roku ceské
populace {el!/(t)} a 0,039 v p¥ipadé rezidui slovenské populace {e?/(#)}), vSechny
rezidualni slozky tedy mizeme povazovat za stacionarni.
Tabulka dale zachycuje p-hodnoty testt nulové stiedni hodnoty, nekorelova-
nosti, homoskedasticity a normality rezidualnich slozek. Vidime, Ze mimo pred-
pokladu normality v pripadé rezidui spojeného efektu kalendainiho roku a mimo
predpokladu nekorelovanosti v ptripadé specifické fady pro ceskou populaci, tes-
tované hypotézy o vlastnostech rezidualnich slozek nezamitame.

Obrazek znazornuje projekci efektii kalendainiho roku v ceské populaci

a ve slovenské populaci, tj. fad k;gl] (t) a k;?] (t), a dale projekci spojeného efektu
pro obé populace v rozsitfeném modelu spole¢nych faktort. Populacné specifické
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rada t-test Ljung-Box ARCH Shapiro-Wilk

Ki(t) 1,000 0,582 0,677 0,010
EM() 1,000 0,012 0,247 0,345
ERI(t) 1,000 0,696 0,625 0,115

Tabulka 4.6: p-hodnoty testii rezidualnich slozek modeld ¢asovych fad v modelu
LC

fady klU(t) a kl?(t) z tohoto modelu znézoriiuje spolu s projektovanymi hodno-
tami pomoci modelt AR(1) obrazek [4.12]

— k1CzZ
— k18K
—or — K_1

Obrazek 4.11: Projekce efektt kalendainich roki LC modelu

Obrazek znazornuje projekce specifické miry dmrtnosti v ¢eské a sloven-
ské populaci ve véku 55, 65, 75 a 85 let, a to pomoci Lee-Carterovych modelt pro
samostatné populace i pomoci rozsiteného modelu spole¢nych faktortt (RMSF).
Vidime, ze v pfipadé vyuziti rozsiteného modelu spolecnych faktorti pozorujeme
rychlejsi pokles miry tmrtnosti v nizsich vécich uvazovaného vékového rozsahu
(pfedevsim v piipadé tmrtnosti ve véku 55 let), zatimco ve vysSich vécich (75
a 85 let) dochézi v pfipadé rozsifeného modelu spole¢nych faktori k vyrazné po-
malejsimu poklesu veékové specifické miry amrtnosti v porovnani s modely pro
samostatné populace.

Dale je mozné porovnat imrtnosti predikované pomoci jednotlivych modeli
v tabulce [4.7], kterd uvadi srovnani pravdépodobnosti, Ze osoba, kterd je v roce
2015 ve veku 45, 55 a 65 let, bude zit jeste 20 let. V tabulce jsou uvedené tyto prav-
dépodobnosti pro ¢eskou i slovenskou populaci predikované podle obou uvazova-
nych modeltd. Obdobné jako z grafického znazornéni [4.13| mizeme konstatovat, ze
v piipadé mladsich véki je rozsifenym modelem spoleénych faktori predikovan
rychlejsi pokles miry timrtnosti, ve véku 45 let je tedy pravdépodobnost preziti
dvaceti let vyssi nez v pripadé modelti samostatnych populaci. Naopak v ptfipadé
osob ve vstupnim veéku 65 let dochéazi pri vyuziti spolecného modelu ke snizeni
pravdépodobnosti preziti.
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Obrazek 4.13: Projekce specifické miry imrtnosti LC
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vék v 2015 CZ nezavisly CZ RMSF SK nezavisly SK RMSF

45 0,910 0,912 0,875 0,888
55 0,796 0,791 0,745 0,750
65 0,547 0,528 0,469 0,455

Tabulka 4.7: Dvacetileté pravdépodobnosti preziti v LC modelu

4.4.2 Renshaw-Habermanuv model spoleé¢né kohorty

Casové fady reprezentujici efekt kalendainiho roku v Renshaw-Habermanové
modelu (pro samostatné populace i v modelu pro obé populace se spole¢nou fa-
dou kohortniho efektu) vykazuji podobny trend jako v piipadé Lee-Carterova
modelu. Zhruba do roku 1985 tedy mtizeme pozorovat priblizné konstantni trend
a nasledné postupny pokles irovné umrtnosti. Opét se proto pifi odhadu vhod-
ného modelu pro projekci ¢asovych tad zachycujicich efekt kalendainiho roku
zaméime na obdobi az po roce 1985.

Rady kgl] () a k?] (t) v samostatnych populacich, respektive v nezavislém mo-
delu, modelujme opét pomoci ndhodné prochazky s driftem

o) — kM@ —1) = —0,989 4+ M(e),
) — kP —1) = —0,604 + (1),

v piipadé obou procesii zamitame na hladiné spolehlivosti 5% nestacionaritu
rezidualni slozky pomoci rozsiteného Dickey-Fullerova testu, p-hodnota testu je
v pripadé ceské populace rovna 0,011 a v ptipadé slovenské populace 0,040, obé
rezidualni slozky tedy lze povazovat za stacionarni. Pokud dale testujeme hy-
potézy o nulové stredni hodnoté, nekorelovanosti, homoskedasticité a normalité
rezidui, vidime z tabulky [4.8] Ze vSechny p-hodnoty jsou vyssi nez 0,05, tedy zad-
nou z uvedenych hypotéz nezamitame a uvedené nahodné prochazky s driftem
mtzeme povazovat za vhodné pro modelovani ¢asovych fad kgl] () a k?] (t).

rada t-test Ljung-Box ARCH Shapiro-Wilk

kM) 1,000 0,444 0,582 0,436
KBl(¢) 1,000 0,350 0,638 0,998

Tabulka 4.8: p-hodnoty testii rezidualnich slozek modelt k;gi] (t) v RH modelu

K modelovani fad k[ll] (t) a k;?] (t) ve spoletném modelu pro obé populace,
ktery obsahuje spojenou radu pro kohortni efekt, vyuzijme dle podkapitoly
model RW AR — tedy model, ve kterém efekt kalendainiho roku v ¢eské populaci
modelujeme pomoci ndhodné prochazky s driftem a rozdil v tomto efektu mezi
¢eskou a slovenskou populaci pomoci autoregresniho procesu prvniho radu.
Jelikoz o vektorech ndhodnych odchylek (Zlm (v), Z?] (y)) v modelu RW AR pred-
pokladame, Ze jsou vzajemné nezavislé s dvojrozmérnym normalnim rozdélenim
s nulovou stifedni hodnotou a konstantni kovarian¢ni matici, je mozné odhadnout

parametry modelu u[ll], u[12] a ¢[12} a hodnoty v kovarianc¢ni matici pomoci metody

49



maximalni vérohodnosti. Vyraz, ktery maximalizujeme je mozné dle [10] zapsat

jako
tn—1

Z log fN2(/J*+¢RWAR'St7 V) (St+1)7

t=t,
kde argumentem logaritmu je hustota dvojrozmérného normalniho rozdéleni s ve-
ktorem stfednich hodnot g + ¢rwar - S¢ a kovarian¢ni matici V' v bodé Siiq,
pricemz jednotlivé symboly oznacuji:

!
ro= 2]
251
1 0
OrwaAr = (0 ¢[12]>

_ k()
e (k?] ()~ Hf <t>) |

Po vypocitani odhad parametri u[lu, ,u[lz] a gb[f] lze model RW AR pro timrtnost

v Ceské populaci a rozdily v timrtnosti ceské a slovenské populace zapsat jako

) — ke —1) = —0972+ 21 @),
V) — k@) = 0,522+ 0,899 - (k¢ — 1) — k2t — 1)) + ZP(0).

0,708 0,424
(0,424 0,608) )

Testujeme-li hypotézu, ze vektory ndhodnych odchylek pochézeji z dvojroz-
meérného normalniho rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni matici V'
pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu, ziskdme p-hodnotu rovnou 0,953, spl-
néni predpokladu dvojrozmérného normalniho rozdéleni s konstantni kovarianc¢ni
matici tedy nezamitdme. Pro testovani, zda jsou vektory ndhodnych odchylek
vzajemné nekorelované, byl vyuzit vicerozmérny Ljung-Boxiv test v softwaru R,
pro detaily viz [16], p-hodnota pro zpozdéni do patého fadu je rovna 0.300, ne-
zamitame tedy hypotézu nekorelovanosti, a jelikoz jsme nezamitali ani hypotézu
o dvojrozmérném normalnim rozdéleni, mizeme vektory ndhodnych odchylek po-
vazovat i za nezavislé. Pfedpoklady modelu jsou tedy splnény.

Kovarianéni matice V' ma tvar

Srovnani projekci efektti kalendarnich roki v ceské a slovenské populaci v Ren-
shaw-Habermanové modelu pro samostatné populace a v zobecnéném modelu se
spojenym kohortnim efektem (a se spoleénymi parametry A,(z) a As(x)) je mozné
v obrazku[4.14] Vidime, Ze v pfipadé spoleéného modelovani tohoto efektu dochazi
v Ceské populaci k mirnému zpomaleni poklesu projektované trovné timrtnosti
v porovnani s projekci tohoto efektu v modelu pro samostatnou ¢eskou populaci.
Naopak v ptipadé slovenské populace je pokles tirovné timrtnosti ve spole¢ném
modelu se spojenym kohortnim efektem vyznamné rychle;jsi.

Pro modelovani kohortnich efektti v samostatnych modelech i modelovani spo-
jeného kohortniho efektu ve spoleéném modelu vyberme model ARIM A(p, d, q),
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Obrazek 4.14: Projekce efektu kalendarniho roku v RH modelu

ktery dosahuje nejvyssi hodnoty Bayesova informac¢niho kritéria z ARIM A pro-
cesu s parametry p, d, ¢ € {0, 1, 2}. Jelikoz ve vSech fadach kohortnich efektt
miizeme pozorovat velké vykyvy v letech 1915 — 1925, zaméfme se pii modelovani
tohoto efektu na obdobi po roce 1925.

Pro modelovani kohortniho efektu v ¢eské populaci se ukazuje jako nejvhod-
néjsi proces ARIM A(2,0,2). Ve slovenské populaci dosahuje nejvyssi hodnoty Ba-
yesova informaé¢niho kritéria ndhodné prochézka s driftem, ARIM A(0, 1,0), a pro
modelovani spojeného kohortniho efektu je nejlepsim modelem ARIM A(1,0,2).

AMy) = 0.020+1.117- My —1) = 0.357 - M (y — 2)
eW(y) —0.910 - My — 1) +0.996 - M (y — 2),
Ply) = Py —1)—0.002+P(y),
C(y) = 0.139+0.853-C(y — 1)
+ e(y) —0.416-e(y — 1) +0.469 - (y — 2).

_|_

Testujeme-li stacionaritu rezidualnich slozek pomoci rozsiteného Dickey-Fullerova
testu, ziskdme ve vsech trech ptripadech p-hodnotu rovnou 0,000, z tohoto divodu
zamitame nulové hypotézy, které tikaji, ze rezidualni slozky nejsou stacionarni.
p-hodnoty testl nulové stifedni hodnoty, nekorelovanosti, homoskedasticity a nor-
mality jednotlivych rezidudlnich slozek uvadi tabulka [£.9] Vidime, Ze na hladiné
spolehlivosti 5% neni splnén pouze predpoklad normality u rezidui kohortnich
efekti pro samostatnou ceskou a slovenskou populaci. Splnéni ostatnich predpo-
klad nezamitame.

Obrazek zndzoriiuje vyvoj kohortnich efektd v letech 1880 — 1969 a n4-
sledné uvadi predikce pro vyvoj kohortnich efektu mimo rozsah vyuzitych dat.
Vidime, ze predikované hodnoty pro jednotlivé kohortni efekty jsou témét kon-
stantni, kohortni efekt tedy pro projekci imrtnosti osob narozenych po roce 1969
v uvazovanych modelech neni pfili§ vyznamny.

Obdobné jako v pfipadé Lee-Carterovych model uvedme nyni i pro Renshaw-
-Habermantiv model obrazek porovnavajici vyvoj specifickych mér imrtnosti ve
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rada t-test Ljung-Box ARCH Shapiro-Wilk

cM(y) 1,000 0,169 0,999 0,027
c?l(y) 1,000 0,127 0,952 0,006
C(y) 1,000 0,547 0,832 0,074

Tabulka 4.9: p-hodnoty testii rezidualnich slozek kohortnich efekt® RH modelu
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Obrazek 4.15: Projekce kohortniho efektu v RH modelu

vécich 55, 65, 75 a 85 let. Predikovany vyvoj specifickych mér amrtnosti dle sa-
mostatnych modeli pro ¢eskou a slovenskou populaci a dle spole¢ného modelu se
spojenym kohortnim efektem (MSKE) je mozné srovnat v obrazku .Vidime,
ze v Ceské populaci dochéazi v 55, 65 a 75 letech jen k nepatrné zméné amrtnosti
pri vyuziti spoleéného modelu, ve véku 85 let miizeme pozorovat vyraznéjsi zpo-
maleni poklesu amrtnosti. Naopak u slovenské populace je ve spolecném modelu
ve vSech uvazovanych vécich zfejmy rychlejsi pokles imrtnosti ve srovnani s mo-
delem pro samostatnou slovenskou populaci.

Tabulka uvadi pravdépodobnosti, ze se osoby, které jsou v roce 2015 ve
veku 45, 55 a 65 let doziji véku o dvacet let vyssiho. V tabulce je mozné srovnat
tyto pravdépodobnosti pro populace Ceské i Slovenské republiky, a to podle samo-
statnych modelt a spolecného modelu se spojenym kohortnim efektem. V ceské
populaci se pravdépodobnost preziti osob ve véku 45 a 55 let v obou mode-
lech témér nelisi, k vyraznéjsimu snizeni dvacetileté pravdépodobnosti pfeziti
dochézi pouze u osob v pocatecnim véku 65 let. V pripadé slovenské populace
je zména opét vyraznéjsi, v pripadé vsech vstupnich vékl se pravdépodobnosti
preziti zvysily, a to postupné o jednu, dvé a tii setiny pro osoby ve véku 45, 55
a 65 let v roce 2015.
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Obrazek 4.16: Projekce specifické miry amrtnosti RH

vék v 2015 CZ nezavisly CZ MSKE SK nezavisly SK MSKE

45 0,911 0,910 0,877 0,887
55 0,798 0,796 0,750 0,768
65 0,543 0,538 0,466 0,496

Tabulka 4.10: Dvacetileté pravdépodobnosti preziti v RH modelu
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Z.avér

Cilem této diplomové prace bylo popsat moznosti rozsifeni vybranych sto-
chastickych modeld tmrtnosti v samostatnych populacich na modely amrtnosti
ve dvou ¢i vice korelovanych populacich a déle ilustrovat tyto postupy na mirach
tmrtnosti v populacich Ceské a Slovenské republiky.

V teoretické ¢asti byly nejprve definovany zakladni pojmy z oblasti demogra-
fie, které se uzivaji v souvislosti s imrtnosti, nasledné byl popsan Lee-Cartertiv,
Renshaw-Habermantiv a Cairns-Blake-Dowdtv model pro stochastické modelo-
vani tmrtnosti. Ve treti kapitole teoretické casti byly uvedeny moznosti pro
rozsireni téchto modeli na soucasné modelovani imrtnosti ve vice populacich,
které zohlednuji vztah mezi uvazovanymi populacemi. Rovnéz byly popsany me-
tody pro projekci ¢asovych fad v téchto modelech, které zaruci splnéni postacujici
podminky pro konvergenci podilu vékove specifickych mér imrtnosti v téchto po-
pulacich.

V praktické ¢asti byly navrzené postupy pro samostatné modelovani imrtnosti
v dané populaci ¢i spolecné modelovani imrtnosti ve vice populacich ilustrovany
na udajich o timrtnosti v ¢eské a slovenské populaci v letech 1970 — 2014 ve vécich
45—90 let. Ukézalo se, ze pro modelovani imrtnosti v samostatnych populacich je
v obou pfipadech nejvhodnéjsim modelem Renshaw-Habermantv model, naopak
nejméné vhodnym modelem je Cairns-Blake-Dowdiv model.
Déle byla uvazovana zobecnéni Lee-Carterova a Renshaw-Habermanova modelu
pro soucasné modelovani imrtnosti v ¢eské a slovenské populaci. Na zakladé hod-
noty Bayesova informac¢niho kritéria byl jako nejvhodnéjsi model vybran rozsireny
Lee-Carteruv model spolecnych faktori a Renshaw-Habermaniv model spolecné
kohorty. Pro tyto modely byla projektovana vékové specifickd mira imrtnosti,
ktera byla porovnana s projektovanymi hodnotami pomoci samostatnych modeli
pro jednotlivé populace. Pti vyuziti Lee-Carterova modelu doslo u rozsireného
modelu spolecnyjch faktori ke zrychleni poklesu specifické miry imrtnosti v nizsich
vécich uvazovaného rozsahu (do 65 let), naopak ve vyssich vécich projektuje tento
spolecny model pomalejsi pokles specifické miry imrtnosti ve srovnani se samo-
statnymi modely pro jednotlivé populace. V pripadé Renshaw-Habermanova mo-
delu spolecné kohorty klesa ve vSech uvazovanych vécich projektovana specificka
mira umrtnosti ¢eské populace pomaleji a specifickd mira amrtnosti slovenské
populace rychleji nez projektovana mira imrtnosti v samostatnych modelech.
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