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Principy alokace kapitálu
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Studijńı program: Matematika
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Autor: Daniel Dvořák
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iii



Obsah

Úvod 3

1 Kvantifikace rizika 4
1.1 Mı́ra rizika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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4 Ilustrace 31
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Úvod

Tato práce se zabývá problémem alokace kapitálu. Jedná se o problém, kdy
firma přerozděluje částku vyhrazenou na pokryt́ı finančńıch rizik mezi své d́ılč́ı
části. Dle [1] je k tomuto několik d̊uvod̊u. Zaprvé, alokace náklad̊u mezi jed-
notlivé d́ılč́ı části je potřebná kv̊uli finančńımu reportingu. Zadruhé, alokace ka-
pitálu je užitečným nástrojem pro porovnáńı výkonnosti jednotlivých d́ılč́ıch část́ı
při uvážeńı návratnosti alokovaného kapitálu. Dále znalost výkonnosti jednot-
livých část́ı je užitečná např́ıklad při strategickém rozhodováńı při daľśım roz-
voji firmy. Prvńı kapitola této práce se zabývá pojmy mı́ra rizika a alokačńı
metoda. Tyto pojmy jsou hlavńı náplńı celé práce. V této kapitole jsou uve-
deny vlastnosti, které je rozumné od měr rizika a alokačńıch metod vyžadovat.
Pokud tyto vlastnosti splňuj́ı, nazývaj́ı se v obou př́ıpadech koherentńımi. Jsou
zde také uvedeny př́ıklady některých měr rizika a alokačńıch metod. Druhá ka-
pitola předvád́ı problém alokace kapitálu jako optimalizačńı úlohu. Význam to-
hoto př́ıstupu spoč́ıvá v tom, že tato optimalizačńı úloha poskytuje sjednocuj́ıćı
rámec pro řadu zdánlivě nesouvisej́ıćıch alokačńıch metod. Jsou zde shrnuty
některé poznatky o komonotonii, které jsou dále použity při odvozeńı kvanti-
lového alokačńıho pravidla. Je zde navrhnuta modifikace kvantilového pravidla.
Třet́ı kapitola pojednává o problému splněńı podmı́nky plné alokace u alokačńıch
pravidel. Jsou zde porovnány dva jednoduché př́ıstupy k tomuto problému: pro-
porcionálńı alokačńı pravidlo a v této práci navržené alokačńı pravidlo založené
na projekci do nadroviny. Tyto dva př́ıstupy jsou porovnány z hlediska splněńı
podmı́nek koherence. Čtvrtá kapitola této práce pomoćı vygenerovaných dat ilu-
struje metody, o kterých se pojednává v kapitolách předešlých.
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Kapitola 1

Kvantifikace rizika

Tématem této práce je alokace kapitálu. Vysvětleme zde nejprve, o jaký
problém se jedná a jak ho lze kvantifikovat. Finančńı instituce při svých aktivitách
podstupuj́ı finančńı rizika spojená se ztrátou, např́ıklad že výnos určité investice
bude nižš́ı, než se očekávalo. Pro pokryt́ı př́ıpadných ztrát spojených s podstou-
peńım finančńıho rizika je nutné mı́t připraven rizikový kapitál. K určeńı výše to-
hoto kapitálu lze použ́ıt tzv. mı́ru rizika. Při použit́ı mı́ry rizika se předpokládá, že
riziko je reprezentováno náhodnou veličinou, která má nějaký přesně definovaný
význam, např́ıklad současná hodnota ztrát za následuj́ıćı pololet́ı. V závislosti na
zp̊usobu fungováńı dané finančńı instituce lze celkové riziko reprezentovat jako
součet několika d́ılč́ıch rizik. Problém alokace kapitálu pak spoč́ıvá v rozděleńı
celkového rizikového kapitálu mezi jednotlivá d́ılč́ı rizika takovým zp̊usobem, aby
alokované částky co nejlépe odpov́ıdaly těmto rizik̊um. K źıskáńı vhodné alokace
rizikového kapitálu mezi jednotlivá d́ılč́ı rizika se už́ıvaj́ı tzv. alokačńı metody.

1.1 Mı́ra rizika

Mı́rou rizika rozumı́me zobrazeńı přǐrazuj́ıćı reálné náhodné veličině reprezen-
tuj́ıćı riziko reálné č́ıslo. Mı́ru rizika budeme ve většině tohoto textu označovat
ρ(·), př́ıpadně upozorńıme na jiné značeńı. Při zkoumáńı měr rizika je vhodné
zabývat se takovými mı́rami, které splňuj́ı určité požadované vlastnosti. Popǐsme
podle [4] tzv. koherentńı mı́ry rizika. Jsou to takové mı́ry rizika, které splňuj́ı
vlastnosti uvedené v následuj́ıćım odstavci:

1.1.1 Koherentńı mı́ra rizika

Subaditivita

Mı́ra rizika ρ(·) splňuje podmı́nku subaditivity, pokud pro libovolné reálné náhodné
veličiny X, Y plat́ı

ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

Tato podmı́nka popisuje požadavek, aby kapitál potřebný pro pokryt́ı kombi-
nace dvou rizik nebyl větš́ı než kapitál potřebný pro pokryt́ı těchto rizik, jsou-li
uvažována samostatně.
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Monotonie

Pokud pro reálné náhodné veličiny X, Y plat́ı X ≤ Y skoro jistě, pak požadujeme,
aby také platilo, že ρ(X) ≤ ρ(Y ). Tato podmı́nka představuje požadavek, aby
pro riziko představuj́ıćı větš́ı ztráty byl také potřebný větš́ı kapitál připravený
pro jejich pokryt́ı.

Pozitivńı homogenita

Ř́ıkáme, že mı́ra rizika ρ(·) splňuje podmı́nku pozitivńı homogenity, pokud pro
každé kladné č́ıslo λ plat́ı ρ(λX) = λρ(X). To odpov́ıdá požadavku, že množstv́ı
kapitálu potřebného pro pokryt́ı daného rizika nemá záviset na měně, která se
uvažuje.

Translačńı invariance

Řekneme, že mı́ra rizika ρ(·) splňuje podmı́nku translačńı invariance, pokud pro
každé č́ıslo λ plat́ı ρ(X+λ) = λ+ρ(X). Toto odpov́ıdá požadavku, aby na pokryt́ı
ztráty, jej́ıž hodnota je s jistotou předem známa, nebylo nutné kromě jej́ı známé
hodnoty vyhrazovat žádné daľśı prostředky.

1.1.2 Př́ıklady měr rizika

Uved’me zde několik známých měr rizika uvedených např́ıklad v [3]. X zde je
náhodná veličina reprezentuj́ıćı riziko.

Značeńı 1. Necht’ X je reálná náhodná veličina. Kvantilovou funkci X znač́ıme
F−1X (p) := inf{x ∈ R : FX(x) ≥ p}, p ∈ (0,1). Necht’ α ∈ [0,1]. Dále označme:
F−1+X (p) := sup{x ∈ R : FX(x) ≤ p}, p ∈ (0,1),

F
−1(α)
X (p) := αF−1X (p) + (1− α)F−1+X (p), p ∈ (0,1).

Hodnota v riziku (VaR)

Pro p ∈ (0,1) je hodnota v riziku definována jako

V aRp(X) = F−1X (p).

Jedná se tedy pouze o kvantil. VaR neńı koherentńı mı́rou rizika. Nesplňuje
podmı́nku subaditivity, protipř́ıklad lze nalézt např́ıklad v [7].

Zbytková hodnota v riziku (TailVaR)

Pro p ∈ (0,1) je zbytková hodnota v riziku definována jako

TV aRp(X) = E
[
X|X > F−1X (p)

]
.

Jedná se o středńı hodnotu X za podmı́nky, že X přesáhne kvantil F−1X (p).
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Očekávaný deficit pojistńıka (EPD)

Pro p ∈ (0, 1) je očekávaná ztráta pojistńıka definována jako

EPDp(X) = E
[(
X − F−1X (p)

)
+

]
,

kde (·)+ je kladná část. EPD je zkratka anglického Expected Policyholder Deficit.
V [3] je uveden následuj́ıćı vztah mezi EPD a TailVaR, který plat́ı v př́ıpadě
spojité FX .

E
[
X|X > F−1X (p)

]
= F−1X (p) + E

[
X − F−1X (p)|X > F−1X (p)

]
= F−1X (p) +

1

1− p
E
[(
X − F−1X (p)

)
+

]
.

1.2 Alokačńı metoda

Poté, co je zvolena výše rizikového kapitálu pro celkové riziko, zabýváme se
otázkou, jak rozdělit tuto částku mezi jednotlivá d́ılč́ı rizika co nejvhodněji. K
tomu použijeme některou z alokačńıch metod. Rizikový kapitál př́ıslušej́ıćı cel-
kovému riziku S =

∑n
i=1Xi budeme označovat K. Náhodné veličiny reprezen-

tuj́ıćı d́ılč́ı rizika budeme označovat X1, . . . ,Xn a částky zvolenou metodou aloko-
vané těmto rizik̊um budeme označovat K1, . . . ,Kn. Podobně jako od mı́ry rizika
požadujeme některé rozumné vlastnosti, které z ńı pak dělaj́ı koherentńı mı́ru ri-
zika, zformulujme zde čtyři vlastnosti kladené na alokačńı metody zavedené v [6].
Alokačńı metodě, která tyto vlastnosti splňuje, se pak ř́ıká koherentńı alokačńı
metoda.

1.2.1 Koherentńı alokačńı metoda

Při formulaci vlastnost́ı koherentńı alokačńı metody předpokládejme, že mı́ra
rizika zvolená k určeńı celkového rizikového kapitálu je ρ, tedy že K = ρ(S).
Zaved’me následuj́ıćı značeńı:

Značeńı 2. Alokačńı metoda přiřazuje d́ılč́ım rizik̊um X1, . . . ,Xn a částce K =
ρ(S) vyhrazené k pokryt́ı rizika S =

∑n
i=1Xi alokace K1, . . . ,Kn, kde Ki je

částka danou metodou určená riziku Xi, i = 1, . . . ,n. Necht’ M = {i1, . . . ,im}
⊆ {1, . . . ,n}. Označme KM := ρ(

∑
i∈M Xi) částku vyhrazenou k pokryt́ı rizika∑

i∈M Xi. Dále pro i ∈ M označme KM
i alokaci metodou určenou riziku Xi.

Speciálně pak pro N = {1, . . . ,n} plat́ı KN = K a KN
i = Ki, i = 1, . . . ,n.

Po zavedeńı nezbytného značeńı následuje výčet vlastnost́ı.

Plná alokace

Alokačńı metoda splňuje podmı́nku plné alokace, pokud plat́ı K1 + · · ·+Kn = K.
Tedy celý kapitál dostupný pro pokryt́ı rizik je použit.
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No Undercut

Alokačńı metoda splňuje podmı́nku
”
no undercut“, pokud pro každou M =

{i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n} plat́ı

Ki1 + · · ·+Kim ≤ KM .

To znamená, že pro libovolnou skupinu d́ılč́ıch rizik nebude výhodněǰśı odtrhnout
se od celku.

Symetrie

Nejprve uved’me slovńı formulaci z [6]. Pokud rizika i a j po přidáńı k libovolné
skupině rizik {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n} \ {i,j} přispěj́ı stejně k riziku této skupiny,
potom Ki = Kj.

V [5] nalezneme i matematický zápis této podmı́nky. Dvojice rizik i a j, i 6=
j, je vzhledem k dané metodě symetrická, pokud z toho, že pro každou M =
{i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n} splňuj́ıćı {i,j} ⊆ M plat́ı KM

i = KM
j , plyne Ki = Kj.

Alokačńı metoda pak splňuje podmı́nku symetrie, pokud je každá dvojice rizik
vzhledem k této metodě symetrická.

Bezriziková alokace

Plat́ı-li pro nějakou náhodnou veličinu X rovnost P(X = C) = 1 pro C ∈ R, pak
alokovaná částka je C.

1.2.2 Modifikace alokačńıho pravidla

Mějme alokačńı pravidlo, které splňuje prvńı dvě podmı́nky, ale ne čtvrtou.
Navrhněme zde možný postup, jakým lze pravidlo modifikovat tak, aby splňovalo
čtvrtou podmı́nku. U modifikovaného pravidla bude nutné ověřit, jestli stále plat́ı
prvńı dvě podmı́nky. V [5] lze nalézt ukázku ověřeńı podmı́nky

”
no undercut“.

Stejně jako v [5] i zde uvažujme, že k výpočtu rizikového kapitálu vyhrazeného
skupině rizik M = {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n} je užitá mı́ra rizika, kterou zde
označme ρ, tedy stejná mı́ra, která byla použita k určeńı částky vyhrazené k po-
kryt́ı celkového rizika S. Toto jsme již zavedli ve značeńı 2. Dále předpokládejme,
že ρ splňuje podmı́nku translačńı invariance. Předpokládejme, že bezrizikový
požadavek je Xn ≡ α. Máme-li rozdělit mezi jednotlivá rizika částku K, vy-
hrad́ıme nejprve stranou částku α odpov́ıdaj́ıćı bezrizikovému požadavku. Poté
pomoćı daného alokačńıho pravidla rozděĺıme mezi zbylá rizika částku

K−α = ρ(X1 + · · ·+Xn)−α = ρ(X1 + · · ·+Xn−1 +α)−α = ρ(X1 + · · ·+Xn−1).

Podmı́nky bezrizikové a plné alokace toto modifikované pravidlo zřejmě splňuje.
Mějme {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n}. Pak v podmı́nce

”
no undercut“ vyžadujeme, aby

platila nerovnost

Ki1 + · · ·+Kim ≤ ρ(Xi1 + · · ·+Xim).

Pokud n /∈ {i1, . . . ,im}, pak nerovnost plat́ı, protože p̊uvodńı metoda podmı́nku
splňuje. Pokud n ∈ {i1, . . . ,im}, pak

7



Ki1 + · · ·+Kim = α +
∑

i∈{i1,...,im}\{n}

Ki ≤ α + ρ

 ∑
i∈{i1,...,im}\{n}

Xi


= ρ

α +
∑

i∈{i1,...,im}\{n}

Xi

 = ρ(Xi1 + · · ·+Xim),

protože p̊uvodńı metoda podmı́nku splňuje a od mı́ry rizika vyžadujeme podmı́nku
translačńı invariance. Pokud tedy máme alokačńı metodu splňuj́ıćı prvńı dvě
podmı́nky, touto modifikaćı źıskáme alokačńı metodu, která splňuje prvńı dvě
podmı́nky a čtvrtou podmı́nku, tedy podmı́nky plné alokace,

”
no undercut“ a

bezrizikové alokace. Pokud modifikovaná metoda splňuje i podmı́nku symetrie,
jedná se pak o koherentńı metodu. Tuto modifikaci využijeme ve třet́ı kapitole
této práce.

1.2.3 Př́ıklady alokačńıch pravidel

Uved’me zde přehled některých známých alokačńıch pravidel, která lze nalézt
např́ıklad v [1].

Haircut alokace

Budeme-li cht́ıt pro předepsané p ∈ (0,1) použ́ıt VaR alokaci pro každé z rizik
X1, . . . ,Xn, nebudeme moci alokovat i-tému riziku kapitál Ei = F−1Xi

(p), protože
by nemuselo platit E1 + · · · + En = K. Vynásobeńım těchto Ei, i = 1, . . . ,n,
konstantou γ ∈ R zvolenou s ohledem na požadavek úplné alokace źıskáme haircut
alokaci, která má pak tvar

Ki =
K∑n

j=1 F
−1
Xj

(p)
F−1Xi

(p), i = 1, . . . ,n.

Podobnou alokačńı metodou je následuj́ıćı kvantilová alokace, která mı́sto vynásobeńı
Ei, i = 1, . . . ,n, konstantou dosahuje úplné alokace vynásobeńım parametru p
vhodnou konstantou β v kombinaci s užit́ım smı́̌sené kvantilové funkce.

Kvantilová alokace

Pro předepsané p ∈ (0,1) źıskáme kvantilovou alokaci podle vzorce

Ki = F
−1(α)
Xi

(βp), i = 1, . . . ,n,

kde α a β jsou zvoleny tak, aby platila rovnost

n∑
i=1

F
−1(α)
Xi

(βp) = K,

tedy aby platila podmı́nka plné alokace.
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Kovariančńı alokace

Toto alokačńı pravidlo bere v potaz závislost mezi d́ılč́ı ztrátou a celkovou ztrátou
použit́ım kovarianćı. Jednotlivé alokace se spoč́ıtaj́ı jako

Ki = γ cov(Xi, S), i = 1, . . . ,n,

kde γ je zvoleno s ohledem na plnou alokaci, tedy tak, aby platilo γ
∑n

i=1 cov(Xi,S) =
K. Odtud źıskáme

Ki =
K∑n

j=1 cov(Xj,S)
cov(Xi, S), i = 1, . . . ,n. (1.1)

CTE alokace

Conditional Tail Expectation (CTE) alokace vycháźı z rozkladu TV aRp(S). Označ́ıme-
li Ei = E [Xi|S > F−1S (p)], představuj́ı Ei, i = 1, . . . ,n, d́ılč́ı př́ıspěvky k očekávané
hodnotě celkové ztráty za podmı́nky, že tato ztráta překroč́ı kvantil F−1S (p), nebot’

n∑
i=1

E [Xi|S > F−1S (p)] = E [S|S > F−1S (p)] = TV aRp(S).

Aby byl splněn požadavek plné alokace, vynásob́ıme Ei, i = 1, . . . ,n, vhodnou
konstantou. Tak źıskáme alokace

Ki =
K

E [S|S > F−1S (p)]
E [Xi|S > F−1S (p)], i = 1, . . . ,n. (1.2)

Proporcionálńı alokačńı pravidla

Proporcionálńı alokačńı pravidla jsou pravidla tvaru

Ki = γρ(Xi), i = 1, . . . ,n,

kde ρ je mı́ra rizika a voĺı se γ = K∑n
j=1 ρ(Xj)

. Zde K představuje částku alokovanou

pro riziko S = X1 + · · ·+Xn. Pravidlo je pak tvaru

Ki =
K∑n

j=1 ρ(Xj)
ρ(Xi), i = 1, . . . ,n. (1.3)

Některá z uvedených pravidel spadaj́ı do této kategorie. Pokud zvoĺıme ρ(Xi) =
cov(Xi, S), jedná se o kovariančńı alokaci. Při volbě ρ(Xi) = F−1Xi

(p), p ∈ (0,1),

se pak jedná o haircut alokaci. Zvoĺıme-li ρ(Xi) = E [Xi|S > F−1S (p)], p ∈ (0,1),
jedná se o CTE alokaci.
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Kapitola 2

Alokace kapitálu jako
optimalizačńı úloha

Problém alokace kapitálu lze chápat jako optimalizačńı úlohu. Uvedeme zde
jej́ı formulaci podle [1]. Problém alokace kapitálu lze chápat jako problém určeńı
alokaćı jednotlivým d́ılč́ım rizik̊um takovým zp̊usobem, aby skutečné hodnoty
d́ılč́ıch ztrát byly bĺızko alokaćım vyhrazeným k pokryt́ı těchto ztrát. Označ́ıme-
li K kapitál vyhrazený k pokryt́ı celkového rizika S = X1 + · · · + Xn a dále Ki,
i = 1, . . . ,n, alokace vyhrazené d́ılč́ım rizik̊um Xi, i = 1, . . . ,n, pak rozd́ıl mezi
skutečnou ztrátou a kapitálem určeným k jej́ımu pokryt́ı je S −K. Protože d́ılč́ı
ztráty jsou část́ı celku, může být nepř́ıznivý výsledek Xi > Ki vykompenzován
př́ıznivým výsledkem Xj < Kj pro nějaká i,j ∈ {1, . . . ,n}. Požadavek bĺızkosti
alokaćı a ztrát je v [1] popsán následuj́ıćı optimalizačńı úlohou.

min
K1,...,Kn

n∑
j=1

vj E

[
ξjD

(
Xj −Kj

vj

)]
za podmı́nky

n∑
j=1

Kj = K. (2.1)

Protože požadujeme, aby byl veškerý kapitál K použ́ıt, je v podmı́nce rov-
nost. Nezáporná funkce D slouž́ı k popisu bĺızkosti d́ılč́ıch ztrát a alokaćı. vi,
i = 1, . . . ,n, jsou nezáporné konstanty se součtem 1 a ξi, i = 1, . . . ,n, jsou
náhodné veličiny. Slouž́ı zde jako váhové faktory. Pro bližš́ı představu porov-
nejme dva př́ıpady, v obou z nich uvažujme D(x) = x2. V prvńım př́ıpadě necht’

je ξi ≡ 1, i = 1, . . . ,n. V druhém př́ıpadě zvolme ξi = S2, kde S =
∑n

i=1Xi.
Potom při realizaćıch s velkými celkovými ztrátami je hodnota realizace náhodné

veličiny ξiD
(
Xi−Ki

vi

)
v druhém př́ıpadě větš́ı než v prvńım. V daľśım textu se

budeme zabývat některými konkrétńımi volbami funkce D, váhových faktor̊u ξi
i vah vi, i = 1, . . . ,n.

2.1 Kvadratické optimalizačńı kritérium

Zvolme D(x) = x2. Pak minimalizačńı úloha přecháźı do tvaru
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min
K1,...,Kn

n∑
j=1

E

[
ξj

(Xj −Kj)
2

vj

]
za podmı́nky

n∑
j=1

Kj = K. (2.2)

Uved’me zde řešeńı této optimalizačńı úlohy podle [1]:

Věta 1. Řešeńım úlohy (2.2) jsou alokace

Ki = E [ξiXi] + vi

(
K −

n∑
j=1

E [ξjXj]

)
, i = 1, . . . ,n. (2.3)

D̊ukaz. Všimněme si, že plat́ı

E [ξi(Xi −Ki)
2] = (E [ξiXi]−Ki)

2 + E [ξiX
2
i ]− (E [ξiXi])

2, i = 1, . . . ,n.

Druhý a třet́ı sč́ıtanec pravé strany tohoto vztahu nezáviśı na Ki, proto je úloha
(2.2) ekvivalentńı s úlohou

min
K1,...,Kn

n∑
j=1

(E [ξjXj]−Kj)
2

vj
za podmı́nky

n∑
j=1

Kj = K. (2.4)

Označ́ıme-li xi := Ki−E [ξiXi]√
vi

, i = 1, . . . ,n, přejde (2.4) do tvaru

min
K1,...,Kn

n∑
j=1

x2j za podmı́nky
n∑
j=1

√
vjxj = K −

n∑
j=1

E [ξjXj]. (2.5)

Podmı́nka v (2.5) při geometrickém pohledu znamená, že vektor (x1, . . . ,xn)T

lež́ı v nadrovině určené vektorem (
√
v1, . . . ,

√
vn)T a č́ıslem K −

∑n
j=1 E [ξjXj].

Hledáme tedy vektor (x1, . . . ,xn)T v této nadrovině, který má nejmenš́ı normu.
Tedy xi = M

√
vi pro M ∈ R zvolené tak, aby vektor (M

√
v1, . . . ,M

√
vn)T ležel

v dané nadrovině. Proto muśı platit

n∑
j=1

√
vjxj =

n∑
j=1

Mvj = K −
n∑
j=1

E [ξjXj],

odtud s přihlédnut́ım k
∑n

j=1 vj = 1 źıskáme

M = K −
n∑
j=1

E [ξjXj].

Źıskali jsme tak řešeńı úlohy (2.5) ve tvaru

xi =
√
vi

(
K −

n∑
j=1

E [ξjXj]

)
, i = 1, . . . ,n.
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S ohledem na použitou substituci źıskáme řešeńı úlohy (2.4) a tedy i p̊uvodńı
úlohy (2.2) ve tvaru (2.3).

k

Zvoĺıme-li v řešeńı (2.3)

vi =
E [ξiXi]∑n
j=1 E [ξjXj]

,

źıskáme dosazeńım

Ki =
K∑n

j=1 E [ξjXj]
E [ξiXi].

Toto pravidlo je speciálńım př́ıpadem proporcionálńıho alokačńıho pravidla, zvoĺıme-
li v (1.3) ρ(Xi) = E [ξiXi], i = 1, . . . ,n.

2.1.1 Možné volby váhového faktoru

Nyńı si ukažme několik možných voleb náhodných veličin ξi, i = 1, . . . ,n,
uvedených v [1]. Připomeňme, že ξi slouž́ı jako váhový faktor v (2.1). Prvńı
možnou volbou je ξi = hi(Xi), kde hi je nezáporná neklesaj́ıćı funkce splňuj́ıćı
E [hi(Xi)] = 1 ∀i = 1, . . . ,n. Tato volba odpov́ıdá situaci, kdy chceme největš́ı
váhu klást na stavy, kdy si jednotka i vede nejh̊uře. Možnou volbou funkćı hi pro
i = 1, . . . ,n, je

hi(Xi) =
I{Xi > F−1Xi

(p)}
1− FXi

(F−1Xi
(p))

, (2.6)

tato volba splňuje

E

[
I{Xi > F−1Xi

(p)}
1− FXi

(F−1Xi
(p))

]
=

P(Xi > F−1Xi
(p))

1− FXi
(F−1Xi

(p))
= 1.

Při volbě (2.6) dostáváme

E [ξiXi] = E [Xi|Xi > F−1Xi
(p)].

Druhou možnou volbou je ξi = h(S), kde h je nezáporná neklesaj́ıćı funkce
splňuj́ıćı E [h(S)] = 1. Tato volba odpov́ıdá situaci, kdy chceme největš́ı váhu
klást na stavy, kdy si celek vede nejh̊uře. Možnou volbou funkce h je

h(S) =
I{S > F−1S (p)}
1− FS(F−1S (p))

, (2.7)

tato volba splňuje

E

[
I{S > F−1S (p)}
1− FS(F−1S (p))

]
=

P(S > F−1S (p))

1− FS(F−1S (p))
= 1.

Při volbě (2.7) pak dostáváme

E [ξiXi] = E [Xi|S > F−1S (p)].
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Zvoĺıme-li nav́ıc váhy

vi =
E [Xi|S > F−1S (p)]∑n
j=1 E [Xj|S > F−1S (p)]

, (2.8)

źıskáme pravidlo Conditional Tail Expectation (1.2).
Zvoĺıme-li h(S) = S − E [S], je

E [Xih(S)] = E [Xi(S − E [S])] = E [Xi(S − E [S])]− E [S − E [S]]E [Xi]

= E [(Xi − E [Xi])(S − E [S])] = cov(Xi, S).

Zvoĺıme-li dále váhy

vi =
E [Xih(S)]∑n
j=1 E [Xjh(S)]

,

źıskáme kovariančńı alokačńı pravidlo (1.1).

2.2 Pomocná tvrzeńı o komonotonii

Při odvozeńı kvantilového alokačńıho pravidla použijeme pojem komonotónńıho
vektoru. V této části uvedeme definice a tvrzeńı potřebná k následnému užit́ı
pojmu komonotonie. Teorie zde uvedená pocháźı z [1] a [2]. Hlavńım nástrojem
je věta 6 v [2], jej́ıž d̊ukaz zde pro přehlednost uvedeme rozdělený do několika vět.
Uved’me nyńı charakterizaci komonotonie a poté dvě vlastnosti komonotónńıch
vektor̊u v souvislosti se stop-loss transformaćı. Následuj́ıćı věta pocháźı z [2], bod
(c) je však lehce upraven.

Definice 1. O množině M ⊂ Rn řekneme, že je komotónńı, pokud ∀x1,x2 ∈M
plat́ı bud’ x1 ≤ x2 nebo x1 ≥ x2 (po složkách). Dále o náhodném vektoru X
řekneme, že je komonotónńı, pokud Im(X) je komonotónńı množina.

Definice 2. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)T je náhodný vektor pro n ∈ N. Jeho komo-
notónńı verźı nazveme náhodný vektor Xc = (Xc

1, . . . ,X
c
n)T , který je komonotónńı

a má stejná jednorozměrná marginálńı rozděleńı jako X.

Věta 2. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)T je reálný náhodný vektor. Následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:

(a) Im(X) je komonotónńı.

(b) Pro x ∈ Rn plat́ı FX(x) = min{FX1(x1), . . . , FXn(xn)}.

(c) X
d
=
(
F
−1(α)
X1

(U), . . . , F
−1(α)
Xn

(U)
)T

, U ∼ R(0,1), α ∈ [0,1].

(d) Existuje reálná náhodná veličina Z a neklesaj́ıćı funkce f1, . . . , fn takové, že

X
d
= (f1(Z), . . . , fn(Z))T .
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D̊ukaz. (a) =⇒ (b): Necht’ x ∈ Rn, definujme množiny Ai = {y ∈ Im(X) : yi ≤
xi}, i = 1, . . . ,n. Označme ymax maximálńı prvek ∪ni=1Ai vzhledem k uspořádáńı
≤. Necht’ ymax ∈ Ak. Pak Ak = ∩ni=1Ai, protože pro každé y z ∪ni=1Ai plat́ı
y ≤ ymax, tedy y ∈ Ak. Potom

FX(x) = P(X ≤ x) = P(X ∈ ∩ni=1Ai) = P(X ∈ Ak) = P(Xk ≤ xk) = FXk
(xk)

a zároveň

FX(x) = P(X ∈ ∩ni=1Ai) ≤ P(X ∈ Aj) = FXj
(xj), j = 1, . . . ,n,

tedy FX(x) = min{FX1(x1), . . . ,FXn(xn)}.
(b) =⇒ (c): Necht’ x ∈ Rn.

P (FX1(U) ≤ x1, . . . ,FXn(U) ≤ xn) = P (U ≤ FX1(x1), . . . ,U ≤ FXn(xn))

= P(U ≤ min{FX1(x1), . . . ,FXn(xn)})
= min{FX1(x1), . . . ,FXn(xn)} = FX(x).

T́ım je dokázáno, že X
d
= (FX1(U), . . . , FXn(U))T , U ∼ R(0,1). Zvolme α ∈

[0,1]. Zbývá dokázat, že(
F
−1(α)
X1

(U), . . . , F
−1(α)
Xn

(U)
)T d

= (FX1(U), . . . , FXn(U))T .

Dokažme, že tyto dva vektory jsou si rovny s pravděpodobnost́ı 1.

P
(
F
−1(α)
X1

(U) = F−1X1
(U), . . . , F

−1(α)
Xn

(U) = F
−1(α)
Xn

(U)
)

= P
(
∩ni=1

[
F
−1(α)
Xi

(U) = F
−1(α)
Xi

(U)
])

= 1,

protože graf distribučńı funkce nemůže mı́t v́ıce než spočetně mnoho horizontálńıch
úsek̊u, a tedy pravděpodobnost každé množiny z pr̊uniku výše je 1.

Implikace (c) =⇒ (d) je zřejmá.
(d) =⇒ (a): Vzhledem k tomu, že funkce f1, . . . ,fn jsou dle předpokladu nekle-
saj́ıćı, množina Im(X) = {(f1(z), . . . ,fn(z))T : z ∈ Im(Z)} je komonotónńı.

k

Věta 3. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)T je náhodný vektor a Xc = (Xc
1, . . . ,X

c
n)T je

jeho komonotónńı verze. Pak pro každé reálné d plat́ı

E [(Xi − d)+] = E [(Xc
i − d)+], i = 1, . . . ,n.

Věta 4. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)T , n ∈ N, je komonotónńı reálný náhodný
vektor. Dále necht’ d = (d1, . . . ,dn)T ∈ Im(X). Pak plat́ı, že

E [((X1 + · · ·+Xn)− (d1 + · · ·+ dn))+] =
n∑
i=1

E [(Xi − di)+].
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D̊ukaz. Necht’ X = x je realizace X. Protože Im(X) je komonotónńı množina,
plat́ı bud’ x ≤ d nebo x ≥ d. Dokažme nejprve rovnost

n∑
i=1

(xi − di)+ = ((x1 + · · ·+ xn)− (d1 + · · ·+ dn))+ . (2.9)

Pokud x1 ≤ d1, pak z komonotonie dostáváme, že (xi − di)+ = 0 pro i = 1, . . . ,n
a obě strany dokazované rovnosti se pak rovnaj́ı nule. Pokud x1 ≥ d1, pak z
komonotonie dostáváme, že (xi − di)+ = xi − di pro i = 1, . . . ,n a

((x1 + · · ·+ xn)− (d1 + · · ·+ dn))+ = (x1 + · · ·+ xn)− (d1 + · · ·+ dn)

a dokazovaná rovnost opět plat́ı. Z platnosti (2.9) pro každou realizaci vektoru
X a přechodem ke středńı hodnotě dostáváme tvrzeńı věty.

k

Věta 5. Necht’ X je reálná náhodná veličina a g je neklesaj́ıćı zleva spojitá funkce.
Pak pro p ∈ (0, 1)

F−1g(X)(p) = g
(
F−1X (p)

)
.

Dále necht’ h je neklesaj́ıćı zprava spojitá funkce. Pak pro p ∈ (0, 1)

F−1+h(X)(p) = h
(
F−1+X (p)

)
.

D̊ukaz. Prvńı rovnost lze rozepsat jako

F−1g(X)(p) = inf{x ∈ R : Fg(X)(x) ≥ p}
= inf{x ∈ R : P(g(X) ≤ x) ≥ p}
= inf{x ∈ R : P(X ≤ sup{y : g(y) ≤ x}) ≥ p}
= inf{x ∈ R : FX(sup{y : g(y) ≤ x}) ≥ p}
= inf{x ∈ R : F−1X (p) ≤ sup{y : g(y) ≤ x}}
= inf{x ∈ R : g(F−1X (p)) ≤ x}
= g(F−1X (p)).

Druhou nerovnost s funkćı h lze rozepsat jako

F−1+h(X)(p) = sup{x ∈ R : Fh(X)(x) ≤ p}
= sup{x ∈ R : P(h(X) ≤ x) ≤ p}
= sup{x ∈ R : P(X < inf{y : h(y) ≥ x}) ≤ p}
= sup{x ∈ R : FX(inf{y : h(y) ≥ x}) ≤ p}
= sup{x ∈ R : F−1+X (p) ≥ inf{y : h(y) ≥ x}}
= sup{x ∈ R : h(F−1+X (p)) ≥ x}
= h(F−1+X (p)).

k

Kvantil sumy složek komonotónńıho vektoru lze vyjádřit pomoćı kvantil̊u jednot-
livých složek, jak ukazuje následuj́ıćı věta:
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Věta 6. Necht’ X je komonotónńı reálný náhodný vektor a α ∈ [0,1]. Pak pro

náhodnou veličinu S =
∑n

i=1Xi plat́ı F
−1(α)
S (p) =

∑n
i=1 F

−1(α)
Xi

(p), p ∈ (0, 1).

D̊ukaz. Pro X dle věty 2 plat́ı

X
d
=
(
F
−1(α)
X1

(U), . . . , F
−1(α)
Xn

(U)
)T

, U ∼ R(0,1).

Zvolme nejprve α = 1, pak S
d
= g(U), kde g(x) =

∑n
i=1 F

−1
Xi

(x) je neklesaj́ıćı
zleva spojitá funkce. Proto s využit́ım věty 5 źıskáváme

F−1S (p) = F−1g(U)(p) = g
(
F−1U (p)

)
= g(p) =

n∑
i=1

F−1Xi
(p), p ∈ (0,1).

Obdobně při volbě α = 0 plat́ı S
d
= h(U), kde h(x) =

∑n
i=1 F

−1+
Xi

(x) je neklesaj́ıćı
zprava spojitá funkce. Proto s využit́ım věty 5 źıskáváme

F−1+S (p) = F−1+h(U) (p) = h
(
F−1+U (p)

)
= h(p) =

n∑
i=1

F−1+Xi
(p), p ∈ (0,1).

Kombinaćı těchto výsledk̊u pro α ∈ [0,1] źıskáme

F
−1(α)
S (p) = αF−1S (p) + (1− α)F−1+S (p) = α

n∑
i=1

F−1Xi
(p) + (1− α)

n∑
i=1

F−1+Xi
(p)

=
n∑
i=1

F
−1(α)
Xi

(p), p ∈ (0,1).

k

Věta 7. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)T je náhodný vektor a Xc = (Xc
1, . . . ,X

c
n)T je

jeho komonotónńı verze. Označme Sc =
∑n

i=1X
c
i . Pro d ∈

(
F−1+Sc (0), F−1Sc (1)

)
pak plat́ı

E [(Sc − d)+] =
n∑
i=1

E [(Xi − d?i )+],

kde d?i = F
−1(α)
Xi

(FSc(d)) a α je určeno vztahem F
−1(α)
Sc (FSc(d)) = d. Nav́ıc plat́ı∑n

i=1 d
∗
i = d.

D̊ukaz. Z věty 4 źıskáme rovnost

E [(Sc − d)+] =
n∑
i=1

E [(Xc
i − di)+],

která plat́ı, pokud (d1, . . . ,dn)T je realizaćı Xc a pokud plat́ı
∑n

i=1 di = d. Dle
věty (2)

Xc d
=
(
F
−1(α)
X1

(U), . . . ,F
−1(α)
Xn

(U)
)
, U ∼ R(0,1), α ∈ [0,1].
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Zvolme α splňuj́ıćı vztah F
−1(α)
Sc (FSc(d)) = d. Dále zvolme

d∗i = F
−1(α)
Xi

(FSc(d)) , i = 1, . . . ,n.

Pak (d∗1, . . . ,d
∗
n)T ∈ Im(Xc) a dle věty 6 plat́ı

∑n
i=1 d

∗
i = d. Tak dostaneme

E [(Sc − d)+] =
n∑
i=1

E [(Xc
i − d?i )+].

Sumu v posledńım výrazu můžeme nakonec přepsat podle věty 3 a źıskáme

E [(Sc − d)+] =
n∑
i=1

E [(Xi − d?i )+].

k

Lemma 8. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)T je reálný náhodný vektor a S =
∑n

i=1Xi.
Necht’ K1, . . . ,Kn,K ∈ R splňuj́ı

∑n
i=1Ki = K. Pak

E [(S −K)+] ≤
n∑
i=1

E [(Xi −Ki)+].

D̊ukaz. Necht’ x = (x1, . . . ,xn)T je realizaćı X, s =
∑n

i=1 xi. Pro libovolná reálná
d1, . . . ,dn splňuj́ıćı

∑n
i=1 di = d plat́ı

(s− d)+ = ((x1 − d1) + · · ·+ (xn − dn))+ ≤ ((x1 − d1)+ + · · ·+ (xn − dn)+)+

= (x1 − d1)+ + · · ·+ (xn − dn)+.

Přejdeme-li k náhodným veličinám a středńım hodnotám, źıskáme

E [(S−d)+] = E [((X1−d1)+· · ·+(Xn−dn))+] ≤ E [(X1−d1)++· · ·+(Xn−dn)+].

k

2.3 Kritérium založené na absolutńı odchylce

Zabývejme se nyńı opět úlohou (2.1). Nyńı však nav́ıc předpokládejme, že
náhodné veličiny ξi v ńı vystupuj́ıćı splňuj́ı E [ξi] = 1, i = 1, . . . ,n. Zabývejme se
př́ıpadem, kdy v (2.1) zvoĺıme D(x) = |x|. (2.1) pak přejde do tvaru

min
K1,...,Kn

n∑
j=1

E [ξj |Xj −Kj|] za podmı́nky
n∑
j=1

Kj = K. (2.10)

Protože plat́ı |x| = 2(x)+ − x, je řešeńı (2.10) totožné s řešeńım úlohy
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min
K1,...,Kn

n∑
j=1

E [ξj(Xj −Kj)+] za podmı́nky
n∑
j=1

Kj = K. (2.11)

Zabývejme se řešeńım (2.11) v př́ıpadě, že ξj ≡ 1, j = 1, . . . ,n. Důkaz následuj́ıćıho
tvrzeńı v [1] se odvolává na [2], nicméně je velmi stručný. Uved’me zde podrobněǰśı
d̊ukaz, kdy se odvoláme na výsledky uvedené v podkapitole 2.2.

Věta 9. Necht’X = (X1, . . . ,Xn)T je reálný náhodný vektor aXc = (Xc
1, . . . ,X

c
n)T

je jeho komonotónńı verze. Označme S =
∑n

i=1Xi a Sc =
∑n

i=1X
c
i . Necht’

K ∈ (F−1+Sc (0), F−1Sc (1)). Pak řešeńım úlohy

min
K1,...,Kn

n∑
j=1

E [(Xj −Kj)+] za podmı́nky
n∑
j=1

Kj = K (2.12)

jsou č́ısla
K?
i = F

−1(α)
Xi

(FSc(K)),

kde α je určeno rovnićı F
−1(α)
Sc (FSc(K)) = K.

D̊ukaz. Zvolme libovolná K1, . . . ,Kn taková, že
∑n

i=1Ki = K. Z věty 3 źıskáme

n∑
i=1

E [(Xi −Ki)+] =
n∑
i=1

E [(Xc
i −Ki)+].

Z lemmatu 8 pak źıskáme

n∑
i=1

E [(Xc
i −Ki)+] ≥ E [(Sc −K)+].

S použit́ım věty 7 nakonec źıskáme

E [(Sc −K)+] =
n∑
i=1

E [(Xi −K?
i )+].

Dohromady pak máme

n∑
i=1

E [(Xi −Ki)+] =
n∑
i=1

E [(Xc
i −Ki)+] ≥ E [(Sc −K)+] =

n∑
i=1

E [(Xi −K?
i )+].

k

Alokačńımu pravidlu předepsanému jako

Ki = F
−1(α)
Xi

(βp), i = 1, . . . ,n,

kde α a β se voĺı s ohledem na
∑n

i=1Ki = K, se ř́ıká kvantilové alokačńı pravi-
dlo. Pokud zvoĺıme βp = FSc(K), źıskáme Ki = K?

i a z předchoźı věty v́ıme, že
podmı́nka úplné alokace je splněna. Alokačńı pravidlo z předchoźı věty je tedy
jinak zapsané kvantilové alokačńı pravidlo.
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2.4 Modifikace kvantilového pravidla

V optimálńım řešeńı úlohy z věty 9 jsou ve vyjádřeńı K?
i použity kvantilové

funkce F
−1(α)
Xi

, kde α je zvoleno tak, aby vyhovovalo rovnici F
−1(α)
Sc (FSc(K)) = K.

Neńı však nutné volit stejné α pro každé i, navrhněme zde jednoduché zobecněńı.
Mějme nějaké p ∈ (0,1). Pokud pro každé i = 1, . . . ,n plat́ı F−1Xi

(p) = F−1+Xi
(p),

pak podle věty 6 plat́ı také F−1Sc (p) = F−1+Sc (p). Označme nyńı p = FSc(K) pro

nějaké K > 0. Pokud rovnici F
−1(α)
Sc (FSc(K)) = K řeš́ı nějaké α ∈ (0,1), pak

F−1Sc (p) 6= F−1+Sc (p), tedy existuj́ı indexy, které bez újmy na obecnosti označme
i = 1, . . . ,m ≤ n, pro které F−1Xi

(p) 6= F−1+Xi
(p). Označme di = F−1+Xi

(p)− F−1Xi
(p),

i = 1, . . . ,m. S užit́ım tohoto značeńı lze psát

F
−1(α)
Xi

(p) = F−1Xi
(p) + (1− α)di, i = 1, . . . ,m.

Pak také plat́ı

K = F
−1(α)
Sc (p) =

n∑
i=1

F−1Xi
(p) +

n∑
i=1

(1− α)di.

Pokud zvoĺıme α1, . . . ,αm ∈ [0,1] tak, aby
∑m

i=1 αidi = α
∑m

i=1 di, pak při volbě

Ki = F
−1(αi)
Xi

(p), i = 1, . . . ,m,
Ki = F−1Xi

(p), i = m+ 1, . . . ,n,

dostaneme, že

n∑
i=1

Ki =
n∑
i=1

F−1Xi
(p) +

m∑
i=1

(1− αi)di =
n∑
i=1

F−1Xi
(p) + (1− α)

m∑
i=1

di

= F
−1(α)
Sc (p) = K.

Takto zvolená Ki jsou tedy př́ıpustným řešeńım úlohy (2.12). Dále ověřme, že
tato volba je také optimálńı. Pokud vyjádř́ıme

F
−1(α)
Xi

(p) = F−1+Xi
(p)− αdi, i = 1, . . . ,m,

můžeme psát

E [(Xi − F−1(α)Xi
(p))+] =

∫ ∞
F−1+
Xi

(p)

(1− FX(x)) dx+

∫ F−1+
Xi

(p)

F−1+
Xi

(p)−αidi

(
1− FX(F−1+Xi

(p))
)
dx

=

∫ ∞
F−1+
Xi

(p)

(1− FX(x)) dx+ (1− p)αdi, i = 1, . . . ,m.

Dále máme

E [(Xi − F−1Xi
(p))+] =

∫ ∞
F−1+
Xi

(p)

(1− FX(x)) dx, i = m+ 1, . . . ,n.

Ověřme, že se hodnota účelové funkce úlohy (2.12) nezvýš́ı, použijeme-li mı́sto

alokaćı Ki = F
−1(α)
Xi

(p), i = 1, . . . ,n, hodnoty
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Ki = F
−1(αi)
Xi

(p), i = 1, . . . ,m,
Ki = F−1Xi

(p) = F−1+Xi
(p), i = m+ 1, . . . ,n.

Dosazeńım do účelové funkce zjist́ıme, že při obou volbách je hodnota stejná:

n∑
i=1

E [(Xi − F−1(αi)
Xi

(p))+] =
n∑
i=1

∫ ∞
F−1+
Xi

(p)

(1− FX(x)) dx+ (1− p)
m∑
i=1

αidi

=
n∑
i=1

∫ ∞
F−1+
Xi

(p)

(1− FX(x)) dx+ (1− p)α
m∑
i=1

di

=
n∑
i=1

E [(Xi − F−1(α)Xi
(p))+].

2.4.1 Možná volba parametr̊u

Zabývejme se nyńı možnou konkrétńı volbou parametr̊u αi, i = 1, . . . ,n. Alo-
kace K?

i źıskáme tak, že k hodnotám F−1Xi
(p) přidáme ještě hodnoty ai = (1−α)di.

Výsledné alokace pak maj́ı tvar

K?
i = F−1Xi

(p) + ai, i = 1, . . . ,m,
K?
i = F−1Xi

(p), i = m+ 1, . . . ,n.

Při použit́ı stejného α pro všechna i = 1, . . . ,n je ze součtu (1 − α)
∑m

i=1 di
přǐrazena největš́ı část tomu i, pro které je př́ıslušné di největš́ı. Pro ilustraci zde
navrhněme jiný zp̊usob volby ai, kdy mezi ai, i = 1, . . . ,m, rozděĺıme C := (1 −
α)
∑m

i=1 di rovnoměrně a ne v závislosti na velikosti hodnot d1, . . . ,dm. Jsme však
omezeni podmı́nkami ai ≤ di, i = 1, . . . ,m. Zd̊urazněme zde, že se jedná pouze o
jeden z mnoha možných předpis̊u a1, . . . ,an, jak alternativńı volba může vypadat.
Popǐsme tedy postup rozděleńı. Definujme posloupnosti č́ısel {C(1), . . . ,C(m)},
{n(1), . . . ,n(m)} a pro i = 1, . . . ,m, posloupnosti č́ısel {a(1)i , . . . ,a

(m)
i }, {d

(1)
i , . . . ,d

(m)
i }

následovně:
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n(1) = m,

d
(1)
i = di,

C(1) = C,

a
(1)
i = min

(
d
(1)
i ,

C(1)

n(1)

)
,

n(2) =
∣∣∣{i : d

(1)
i − a

(1)
i > 0

}∣∣∣ ,
d
(2)
i = d

(1)
i − a

(1)
i ,

C(2) = C(1) −
n(1)∑
i=1

a
(1)
i ,

a
(2)
i = min

(
d
(2)
i ,

C(2)

n(2)

)
,

...

n(m) =
∣∣∣{i : d

(m−1)
i − a(m−1)i > 0

}∣∣∣ ,
d
(m)
i = d

(m−1)
i − a(m−1)i ,

C(m) = C(m−1) −
n(m−1)∑
i=1

a
(m−1)
i ,

a
(m)
i = min

(
d
(m)
i ,

C(m)

n(m)

)
.

Tyto hodnoty se spoč́ıtaj́ı postupně v pořad́ı, ve kterém jsou výše uvedeny. Poté
spočteme ai =

∑m
j=1 a

(j)
i , i = 1, . . . ,m, a výsledné alokace spočteme jako

Ki = F−1Xi
(p) + ai, i = 1, . . . ,m,

Ki = F−1Xi
(p), i = m+ 1, . . . ,n.

V tomto vyjádřeńı nejsou použita α1, . . . ,αn, která figuruj́ı v p̊uvodńım značeńı.
Pro i = 1, . . . ,m je αi = 1 − ai

di
. Pro i = m + 1, . . . ,n je di = 0, tedy αi ∈ [0,1]

můžeme zvolit libovolně, např́ıklad αi = 1. Pak ekvivalentně

Ki = F
−1(αi)
Xi

(p), i = 1, . . . ,n.

V př́ıpadě, kdy se v grafech funkćı FX1 , . . . ,FXn nevyskytuj́ı horizontálńı úseky,
bude platit di = 0, i = 1, . . . ,n. Jako d̊usledek nebude záležet na tom, kterou z vo-
leb α1, . . . ,αn použijeme. Stejně tak v př́ıpadě, kdy budou hodnoty d1, . . . ,dn velmi
malé. Situace, kdy jsou některé z hodnot d1, . . . ,dn nenulové nastane např́ıklad,
pokud jako FX1 , . . . ,FXn použijeme empirické distribučńı funkce.
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Kapitola 3

Alokace kapitálu založená na
projekci do nadroviny

Připomeňme nejprve, jaký tvar maj́ı proporcionálńı alokačńı pravidla. Jsou to
pravidla tvaru

Ki = γξ(Xi), i = 1, . . . ,n,

kde ξ je mı́ra rizika a voĺı se γ = K∑n
j=1 ξ(Xj)

. K zde představuje částku alokovanou

pro riziko S = X1 + · · ·+Xn. Pravidlo je pak tvaru

Ki =
K∑n

j=1 ξ(Xj)
ξ(Xi), i = 1, . . . ,n. (3.1)

Tato tř́ıda pravidel řeš́ı podmı́nku úplné alokace tak, že se pro alokace mı́sto
vektoru (ξ(X1), . . . ,ξ(Xn))T použije vektor (γξ(X1), . . . ,γξ(Xn))T , kde γ se vypočte
tak, aby podmı́nka byla splněna. Vektor v1 = (ξ(X1), . . . ,ξ(Xn))T může vy-
pov́ıdat o vhodných alokaćıch jednotlivým rizik̊um a mı́sto něj použijeme jiný vek-
tor v2, v př́ıpadě proporcionálńıho pravidla v2 = (γξ(X1), . . . ,γξ(Xn))T , pouze
kv̊uli podmı́nce plné alokace. Navrhněme v této kapitole jiný možný zp̊usob, jak
v této situaci splnit podmı́nku plné alokace. Mohli bychom vyžadovat, aby nový
vektor v2, který nav́ıc splňuje podmı́nku plné alokace, byl co nejbližš́ı p̊uvodńımu
vektoru v1. V takovém př́ıpadě zvoĺıme jako nový vektor v2 mı́sto násobku v1
projekci v1 do nadroviny

{(x1, . . . ,xn)T : x1 + · · ·+ xn = K}.
Nový vektor pak najdeme řešeńım optimalizačńı úlohy

min
K1,...,Kn

n∑
i=1

(ξ(Xi)−Ki)
2 za podmı́nky

n∑
j=1

Kj = K. (3.2)

Vyřešme tuto úlohu. Hledáme nejbližš́ı bod v2 nadroviny

{(x1, . . . ,xn)T : x1 + · · ·+ xn = K}
k vektoru v1. Normálovým vektorem této nadroviny je 1n, tedy v2 = v1 +M1n

pro vhodné M ∈ R. v2 lež́ı v nadrovině, proto

K =
n∑
i=1

vi2 =
n∑
i=1

vi1 + nM =
n∑
i=1

ξ(Xi) + nM,
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odkud

M =
1

n

(
K −

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
.

Řešeńım (3.2) jsou tedy č́ısla

Ki = ξ(Xi) +
1

n

(
K −

n∑
j=1

ξ(Xj)

)
, i = 1, . . . ,n. (3.3)

Nyńı alokačńı pravidla (3.1) a (3.3) porovnejme. T́ım si lépe ukážeme, jak jed-
notlivé podmı́nky koherence u alokačńıch pravidel funguj́ı. Proporcionálńı alokačńı
pravidlo řeš́ı podmı́nku plné alokace pomoćı násobeńı nějakou konstantou, zat́ımco
alokačńı pravidlo založené na projekci řeš́ı podmı́nku plné alokace pomoćı přičteńı
nějaké konstanty. Mohli bychom se ptát, jestli jsou tyto metody koherentńı. Obě
metody jsou závislé na tom, kterou mı́ru rizika jsme zvolili. Vlastnosti zvolené
mı́ry maj́ı vliv na vlastnosti výsledného pravidla. Proto při porovnáńı muśıme
vyj́ıt ze stejných předpoklad̊u kladených na zvolenou mı́ru rizika. V této kapitole
předpokládejme, že ξ splňuje podmı́nky subaditivity a translačńı invariance.

3.1 Podmı́nky koherence u proporcionálńıho pra-

vidla

V této části ověř́ıme podmı́nky koherence v př́ıpadě proporcionálńıho alokačńıho
pravidla. V takové situaci, kdy od užité mı́ry rizika ξ vyžadujeme, aby splňovala
podmı́nky subaditivity a translačńı invariance. Podmı́nku plné alokace ověřovat
nebudeme, protože je jasně splněna už z předpisu pro jednotlivé alokace. Toto
alokačńı pravidlo za uvedených podmı́nek nesplňuje podmı́nku

”
no undercut“ a

podmı́nku bezrizikové alokace.

3.1.1 Podmı́nka
”
no undercut“

Ověřme podmı́nku
”
no undercut“. V [5] lze nalézt ověřeńı této podmı́nky v

př́ıpadě jiného alokačńıho pravidla. Stejně jako tam i zde uvažujme, že mı́ra rizika
užitá k výpočtu rizikového kapitálu je ξ. Tento předpoklad užijeme i v daľśı sekci.
Poté si ukážeme také obecněǰśı situaci. Necht’ K1, . . . ,Kn jsou alokace pravidlem
určené rizik̊um X1, . . . ,Xn a {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n} je množina index̊u. Ověřme,
zda plat́ı

m∑
j=1

Kij ≤ ξ

(
m∑
j=1

Xij

)
.

To lze dále rozepsat jako

m∑
j=1

Kij = γ
m∑
j=1

ξ(Xij) ≤ ξ

(
m∑
j=1

Xij

)
,

což je při uvážeńı, že γ = ξ(S)∑n
j=1 ξ(Xj)

, ekvivalentńı nerovnosti
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ξ (
∑n

i=1Xi)∑n
i=1 ξ(Xi)

≤
ξ
(∑m

j=1Xij

)
∑m

j=1 ξ(Xij)
. (3.4)

Zde rovnou poznamenejme, že pokud je ξ aditivńı, podmı́nka je zjevně splněna.

Lemma 10. Necht’ a,b,c ∈ R, b,c > 0. Potom a < b právě tehdy, když

a+ c

b+ c
>
a

b
.

Ukažme nyńı s pomoćı protipř́ıkladu, že proporcionálńı alokačńı pravidlo obecně
nesplňuje podmı́nku

”
no undercut“. Uvažujme Xn ≡ α > 0 a mı́ru rizika ξ, která

je subaditivńı a translačně invariantńı. Předpokládejme, že nastal př́ıpad, kdy pro
a = ξ

(∑n−1
i=1 Xi

)
, b =

∑n−1
i=1 ξ(Xi) a c = α jsou splněny podmı́nky lemmatu 10.

Pak źıskáme

ξ (
∑n

i=1Xi)∑n
i=1 ξ(Xi)

=
ξ
(∑n−1

i=1 Xi + α
)∑n−1

i=1 ξ(Xi) + α
=
ξ
(∑n−1

i=1 Xi

)
+ α∑n−1

i=1 ξ(Xi) + α
>
ξ
(∑n−1

i=1 Xi

)∑n−1
i=1 ξ(Xi)

,

tedy v př́ıpadě volby {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n} jako i1 = 1, i2 = 2, . . . ,im = n− 1,
plat́ı

ξ (
∑n

i=1Xi)∑n
i=1 ξ(Xi)

>
ξ
(∑m

j=1Xij

)
∑m

j=1 ξ(Xij)
,

podmı́nka (3.4) je tedy porušena. Je d̊uležité zmı́nit, že podmı́nka subaditivity
mı́ry ξ zaručuje pouze to, že a = ξ

(∑n−1
i=1 Xi

)
≤
∑n−1

i=1 ξ(Xi) = b. Pokud nastane
př́ıpad a < b, což podmı́nka subaditivity ξ nezakazuje, podmı́nka

”
no undercut“

bude porušena. Aby porušena nebyla, museli bychom vyžadovat aditivitu mı́ry ξ.
Daľśı zd̊uvodněńı, proč proporcionálńı alokačńı metoda nesplňuje podmı́nku

”
no undercut“, lze nalézt v [8]. Tam se ovšem už́ıvá kvantilové funkce, o které je

známo, že neńı subaditivńı.

3.1.2 Podmı́nka symetrie

Ověřme podmı́nku symetrie. Užijeme zde symboly zavedené ve značeńı 2.
Zvolme rizika i, j, i 6= j. Dále zvolme nějakou M = {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n}
splňuj́ıćı i, j ∈M . Potom

KM
i =

KM∑
`∈M ξ(X`)

ξ(Xi),

KM
j =

KM∑
`∈M ξ(X`)

ξ(Xj).

Podmı́nka KM
i = KM

j implikuje ξ(Xi) = ξ(Xj). Odtud vzhledem k (3.1) už př́ımo
plyne, že Ki = Kj. Podmı́nka symetrie je tedy splněna.
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3.1.3 Podmı́nka bezrizikové alokace

Pro účely posouzeńı podmı́nky bezrizikové alokace uvažujme, že riziko Xn ≡
α ∈ R. Pak alokaci určenou tomuto riziku spočteme jako

Kn = γξ(Xn) 6= α,

protože γ nezáviśı pouze na Xn, ale také na X1, . . . ,Xn−1, takže rovnost obecně
neplat́ı. Později zjist́ıme, že podmı́nka bezrizikové alokace neńı splněna ani u pra-
vidla založeného na projekci. Tam tento nedostatek bude možné napravit pomoćı
modifikace popsané v části 1.2.2 této práce. Zmı́něná modifikace by zde však
nenapravila nesplněńı podmı́nky

”
no undercut“.

3.2 Podmı́nky koherence u pravidla založeného

na projekci

Nyńı ověřme podmı́nky koherence v př́ıpadě alokačńıho pravidla založeného
na projekci do nadroviny. V takové situaci, kdy od užité mı́ry rizika ξ vyžadujeme,
aby splňovala podmı́nky subaditivity a translačńı invariance. Podmı́nku plné alo-
kace ověřovat nebudeme, protože je jasně splněna už z předpisu pro jednotlivé
alokace. Uvid́ıme, že pravidlo splňuje všechny podmı́nky kromě podmı́nky bez-
rizikové alokace. To lze napravit pomoćı modifikace uvedené v části 1.2.2 této
práce. U modifikovaného pravidla poté ověř́ıme, zda splňuje podmı́nku symetrie.

3.2.1 Podmı́nka
”
no undercut“

Dále ověřme podmı́nku
”
no undercut“ v př́ıpadě alokaćı pomoćı projekce (3.3).

Necht’ K1, . . . ,Kn jsou alokace pravidlem určené rizik̊um X1, . . . ,Xn a (i1, . . . ,in)
je nějaká permutace (1, . . . ,n). Dále necht’ 1 ≤ m ≤ n. Ověřme, zda plat́ı

m∑
j=1

Kij ≤ ξ

(
m∑
j=1

Xij

)
. (3.5)

Levou stranu lze rozepsat jako

m∑
j=1

Kij =
m∑
j=1

(
ξ(Xij) +

1

n

(
ξ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

))

=
m∑
j=1

ξ(Xij) +
m

n

(
ξ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
.

Dosazeńım posledńıho vyjádřeńı za levou stranu nerovnosti (3.5) a drobnou úpravou
źıskáme ekvivalentńı nerovnost

1

n

(
ξ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
≤ 1

m

(
ξ

(
m∑
j=1

Xij

)
−

m∑
j=1

ξ(Xij)

)
. (3.6)
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Označme

V i1,...,in
k = ξ

(
k∑
j=1

Xij

)
−

k∑
j=1

ξ(Xij), k ∈ {1, . . . ,n}.

Potom

V i1,...,in
k+1 = ξ

(
k∑
j=1

Xij +Xik+1

)
−

k+1∑
j=1

ξ(Xij)

≤ ξ

(
k∑
j=1

Xij

)
+ ξ(Xik+1

)−
k∑
j=1

ξ(Xij)− ξ(Xik+1
) = V i1,...,in

k ,

tedy V i1,...,in
k+1 ≤ V i1,...,in

k pro všechna k ∈ {1, . . . ,n − 1}. Tedy také V i1,...,in
n ≤

V i1,...,in
k pro všechna k ∈ {1, . . . ,n}. Odtud plyne, že

1

n

(
ξ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
=

1

n
V i1,...,in
n ≤ 1

m
V i1,...,in
m

=
1

m

(
ξ

(
m∑
j=1

Xij

)
−

m∑
j=1

ξ(Xij)

)
,

tedy nerovnost (3.6) plat́ı, a proto plat́ı i (3.5).

3.2.2 Podmı́nka symetrie

Ověřme podmı́nku symetrie. Užijeme zde symboly zavedené ve značeńı 2.
Zvolme rizika i, j, i 6= j. Dále zvolme nějakou M = {i1, . . . ,im} ⊆ {1, . . . ,n}
splňuj́ıćı i, j ∈M . Potom

KM
i = ξ(Xi) +

1

m

(
KM −

∑
`∈M

ξ(X`)

)
,

KM
j = ξ(Xj) +

1

m

(
KM −

∑
`∈M

ξ(X`)

)
.

Podmı́nka KM
i = KM

j implikuje ξ(Xi) = ξ(Xj). Odtud vzhledem k (3.3) už př́ımo
plyne, že Ki = Kj. Podmı́nka symetrie je tedy splněna.

3.2.3 Podmı́nka bezrizikové alokace

Opět uvažujme, že Xn ≡ α ∈ R. Podmı́nka bezrizikové alokace splněna neńı,
protože obecně

Kn = ξ(Xn) +
1

n

(
K −

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
6= α,
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druhý sč́ıtanec totiž záviśı kroměXn také na X1, . . . ,Xn−1. Aby pravidlo splňovalo
podmı́nku bezrizikové alokace, můžeme ho modifikovat postupem popsaným v
části 1.2.2 této práce. U modifikovaného pravidla neńı obecně splněna podmı́nka
symetrie.

3.2.4 Podmı́nka symetrie po modifikaci

Předpokládejme, že Xn ≡ α ∈ R, což byl d̊uvod k modifikaci pravidla. Ostatńı
rizika konstantńı nejsou. Nyńı zvolme {i,j} ⊂ {1, . . . ,n} libovolně a necht’ i 6= n.
Předpokládejme, že KM

i = KM
j pro každou M ⊆ {1, . . . ,n}, {i,j} ⊆ M . Nyńı

rozlǐsme dva př́ıpady. Zaprvé př́ıpad, kdy j 6= n. Pak je tato dvojice symet-
rická, tedy Ki = Kj, protože p̊uvodńı pravidlo podmı́nku symetrie splňuje. Za-
druhé př́ıpad, kdy j = n. Ukažme, že v tomto př́ıpadě dojdeme ke sporu. Zvolme
např́ıklad M1 = {i,n}. Potom

α = KM1
n = KM1

i = KM1 − α = ξ(Xi +Xn)− α = ξ(Xi) + α− α = ξ(Xi),

tedy ξ(Xi) = α. Zvoĺıme-li nějakou M2 ⊆ {1, . . . ,n}, {i,n} ⊆M2, potom

α = KM2
i = ξ(Xi) +

1

|M2| − 1

KM2 − α−
∑

`∈M2\{n}

ξ(X`)

 ,

tedy

1

|M2| − 1

KM2 − α−
∑

`∈M2\{n}

ξ(X`)

 = 0

bez ohledu na volbu M2, což obecně neplat́ı. T́ım jsme ověřili, že pro všechny
{i,j} ⊂ {1, . . . ,n}, které splňuj́ı KM

i = KM
j pro každou M ⊆ {1, . . . ,n}, plat́ı

Ki = Kj. Podmı́nka symetrie je tedy splněna.

3.3 Př́ıpad s dvěma mı́rami rizika

Zabývejme se nyńı př́ıpadem, kdy mı́ra rizika užitá k určeńı rizikového ka-
pitálu ρ je jiná než mı́ra rizika použitá v alokačńım pravidle, kterou jsme dosud
označovali jako ξ. Plat́ı tedy

KM = ρ

(∑
`∈M

X`

)
, ∅ 6= M ⊆ {1, . . . ,n},

KM
i = ξ(Xi) +

1

|M |

(
KM −

∑
j∈M

ξ(Xj)

)
, i = 1, . . . ,n.

Předpokládejme nav́ıc, že ρ je subaditivńı a translačně invariantńı. Zabývejme se
nyńı opět jednotlivými podmı́nkami koherence a t́ım, jak se změńı jejich platnost.
Předem poznamenejme, že uvažováńı dvou r̊uzných měr rizika, jak je tomu v
této sekci, nemá vliv na platnost podmı́nky plné alokace. Ukážeme, že pokud u
modifikovaného alokačńıho pravidla založeného na projekci do nadroviny zvoĺıme
ρ tak, aby ρ ≤ ξ, budou podmı́nky koherence splněny.
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3.3.1 Podmı́nka
”
no undercut“

Necht’ (i1, . . . ,in) je nějaká permutace (1, . . . ,n) a necht’ 1 ≤ m ≤ n. Podmı́nka

”
no undercut“ má tvar

m∑
j=1

Kij ≤ ρ

(
m∑
j=1

Xij

)
, (3.7)

kde opět

m∑
j=1

Kij =
m∑
j=1

(
ξ(Xij) +

1

n

(
ρ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

))

=
m∑
j=1

ξ(Xij) +
m

n

(
ρ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
.

Dosazeńım posledńıho vyjádřeńı za levou stranu (3.7) a drobnou úpravou dostáváme
ekvivalentńı podmı́nku

1

n

(
ρ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
≤ 1

m

(
ρ

(
m∑
j=1

Xij

)
−

m∑
j=1

ξ(Xij)

)
. (3.8)

Označme

V i1,...,in
k = ρ

(
k∑
j=1

Xij

)
−

k∑
j=1

ξ(Xij).

Potom

V i1,...,in
k+1 = ρ

(
k∑
j=1

Xij +Xik+1

)
−

k+1∑
j=1

ξ(Xij)

≤ ρ

(
k∑
j=1

Xij

)
+ ρ(Xik+1

)−
k∑
j=1

ξ(Xij)− ξ(Xik+1
)

= V i1,...,in
k + ρ(Xik+1

)− ξ(Xik+1
), k ∈ {1, . . . ,n− 1}.

Postačuj́ıćı podmı́nkou pro platnost (3.8) je podmı́nka ξ ≥ ρ, protože potom
dostáváme

1

n

(
ρ

(
n∑
i=1

Xi

)
−

n∑
i=1

ξ(Xi)

)
=

1

n
V i1,...,in
n ≤ 1

m

(
V i1,...,in
m +

n∑
j=m+1

(
ρ(Xij)− ξ(Xij)

))

≤ 1

m
V i1,...,in
m =

1

m

(
ρ

(
m∑
j=1

Xij

)
−

m∑
j=1

ξ(Xij)

)
.
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3.3.2 Podmı́nka symetrie

Nejprve ověř́ıme, že je splněna podmı́nka symetrie v př́ıpadě, kdy jsou použity
dvě mı́ry rizika, protože to využijeme dále. Při pohledu na d̊ukaz v části 3.2.2 je ale
zřejmé, že toto plat́ı. Dále ověřme, zda podmı́nka symetrie plat́ı i pro modifikované
pravidlo při použit́ı dvou měr rizika. Předpokládejme opět, že Xn ≡ α ∈ R, což
byl d̊uvod k modifikaci pravidla. Ostatńı rizika konstantńı nejsou. Nyńı zvolme
{i,j} ⊂ {1, . . . ,n} libovolně a necht’ i 6= n. Předpokládejme, že KM

i = KM
j pro

každou M ⊆ {1, . . . ,n}, {i,j} ⊆ M . Nyńı rozlǐsme dva př́ıpady. Zaprvé př́ıpad,
kdy j 6= n. Pak je tato dvojice symetrická, tedy Ki = Kj, protože p̊uvodńı
pravidlo podmı́nku symetrie splňuje. Zadruhé př́ıpad, kdy j = n. Ukažme, že v
tomto př́ıpadě dojdeme ke sporu. Zvolme např́ıklad M1 = {i,n}. Potom

α = KM1
n = KM1

i = KM1 − α = ρ(Xi +Xn)− α = ρ(Xi) + α− α = ρ(Xi),

tedy ρ(Xi) = α. Zvoĺıme-li nějakou M2 ⊆ {1, . . . ,n}, {i,n} ⊆M2, potom

α = KM2
i = ξ(Xi) +

1

|M2| − 1

KM2 − α−
∑

`∈M2\{n}

ξ(X`)


= ξ(Xi) +

1

|M2| − 1

ρ
 ∑
`∈M2\{n}

X`

− ∑
`∈M2\{n}

ξ(X`)

 ,

tedy

1

|M2| − 1

ρ
 ∑
`∈M2\{n}

X`

− ∑
`∈M2\{n}

ξ(X`)


muśı být konstantńı bez ohledu na volbu M2, což obecně neplat́ı. T́ım jsme ověřili,
že pro všechny {i,j} ⊂ {1, . . . ,n}, které splňuj́ı KM

i = KM
j pro každou M ⊆

{1, . . . ,n}, plat́ı Ki = Kj. Podmı́nka symetrie je tedy splněna.

3.4 Volba mı́ry rizika

Nyńı porovnejme proporcionálńı alokačńı pravidlo a alokačńı pravidlo založené
na projekci do nadroviny z jiného pohledu. Odlǐsné zp̊usoby řešeńı problému
splněńı podmı́nky plné alokace u těchto pravidel maj́ı r̊uzné následky při určitých
volbách mı́ry rizika ξ použité v těchto pravidlech. Protože prvńı z těchto pravidel
plńı podmı́nku plné alokace pomoćı násobeńı vhodnou konstantou a druhé pomoćı
přičteńı vhodné konstanty, může být při alokaci velké částky K nevhodné použ́ıt
mı́ru rizika, při ńıž jednotlivé hodnoty ξ(X1), . . . ,ξ(Xn) př́ılǐs nelǐśı. Pro ilustraci
zvolme ξ(·) = corr(·, S). Označme alokace

Ki = corr(Xi, S) +
1

n

(
K −

n∑
j=1

corr(Xj, S)

)
, i = 1, . . . ,n.

Odtud ihned vid́ıme, že

Ki ∈

[
1

n

(
K −

n∑
`=1

corr(X`,S)

)
− 1,

1

n

(
K −

n∑
`=1

corr(X`,S)

)
+ 1

]
, i = 1, . . . ,n.
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Tento interval záviśı na hodnotách X1, . . . ,Xn. Dále plat́ı

Ki ∈
[
K

n
− 2,

K

n
+ 2

]
, i = 1, . . . ,n.

Vid́ıme tedy, že pro velká K budou rozd́ıly mezi jednotlivými alokacemi zanedba-
telné. Následuje odvozeńı posledńıho vztahu.

Tvrzeńı 11. Necht’ X1, . . . ,Xn jsou reálné náhodné veličiny, S =
∑n

i=1Xi.
Označme

Ki = corr(Xi, S) +
1

n

(
K −

n∑
j=1

corr(Xj, S)

)
, i = 1, . . . ,n.

Potom

Ki ∈
[
K

n
− 2,

K

n
+ 2

]
.

D̊ukaz. Pro Ki plat́ı

Ki = corr(Xi, S) + C, i = 1, . . . ,n,

kde C = 1
n

(
K −

∑n
j=1 corr(Xj, S)

)
. Dále

∑n
i=1 corr(Xi, S) ∈ [−n,n], tedy C ∈

[K
n
−1, K

n
+1]. Nav́ıc corr(Xi,S) ∈ [−1,1], i = 1, . . . ,n, tud́ıž Ki = corr(Xi,S)+C ∈[

K
n
− 2, K

n
+ 2
]
, i = 1, . . . ,n.

k

3.5 Proporcionálńı pravidlo a projekce jako speciálńı

př́ıpady

Projekce do nadroviny {(x1, . . . ,xn)T : x1 + · · · + xn = K} je posunut́ı ve
směru vektoru 1n. Zvoĺıme-li obecně jako směr vektor u = (u1, . . . ,un)T splňuj́ıćı∑n

i=1 uj 6= 0 a jako výsledné alokace nejbližš́ı bod uvedené nadroviny ve směru
u, maj́ı alokace tvar

Ki = ξ(Xi) + ui
K −

∑n
j=1 ξ(Xj)∑n
j=1 uj

, i = 1, . . . ,n.

Při volbě v =
(

u1∑n
j=1 uj

, . . . , un∑n
j=1 uj

)T
źıskáme jednodušš́ı tvar

Ki = ξ(Xi) + vi

(
K −

n∑
j=1

ξ(Xj)

)
, i = 1, . . . ,n.

Pravidlo tohoto typu neńı obecně koherentńı, protože při volbě vi = ξ(Xi)∑n
j=1 ξ(Xj)

se z

něj stává proporcionálńı alokačńı pravidlo, o jehož koherenci jsme už pojednávali.
Jak proporcionálńı pravidlo, tak pravidlo źıskané pomoćı projekce, źıskáváme
tedy speciálńımi volbami vektoru v.
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Kapitola 4

Ilustrace

Alokačńı pravidla uvedená v této práci lze prakticky otestovat a použ́ıt s
pomoćı baĺıčku allocation vytvořeného k této práci. Informace potřebné k jeho
použit́ı jsou uvedeny na konci této kapitoly. V této kapitole použijeme zmı́něný
baĺıček k ilustraci některých alokačńıch pravidel, kterými se tato práce zabývá.
Protože data o konkrétńıch ztrátách jednotlivých část́ı nějaké firmy by se sháněla
velmi těžko, jsou zde použita data vygenerovaná poč́ıtačem. Kód použitý pro
veškeré výpočty v této části práce je k práci přiložený a také ho lze naj́ıt na stránce
baĺıčku, která je uvedena na konci kapitoly. Nejprve se zaměř́ıme na kvantilové
alokačńı pravidlo, poté spočteme alokace v př́ıpadě několika daľśıch pravidel.

Popǐsme nyńı data, která budou použita v této kapitole k výpočtu alokaćı.
Uvažujme zde, že určitá firma sestává ze tř́ı část́ı, pro každou z nichž je naš́ım
ćılem alokovat kapitál určený k pokryt́ı rizik spojených s činnostmi těchto část́ı.
K dispozici máme data s konkrétńımi hodnotami těchto ztrát z dosavadńı činnosti
firmy. V praxi bychom nejsṕı̌s zvolili nějaké parametrické rozděleńı, kterým bychom
se rozhodli tyto ztráty modelovat a z dat bychom odhadli parametry tohoto
rozděleńı. Poté už bychom mohli přej́ıt k výpočtu jednotlivých alokaćı použit́ım
některé z alokačńıch metod. Daľśı možnost́ı, v př́ıpadě, že bychom měli dostatek
dat, by mohlo být odhadnout z dat hodnoty potřebné k výpočtu daných alokaćı,
např́ıklad odhadnout př́ıslušné kvantily v př́ıpadě haircut alokaćı. V této kapitole
u několika alokačńıch metod vyzkouš́ıme oba tyto př́ıstupy. Pro jednoduchost bu-
deme však při prvńım postupu znát skutečné hodnoty parametr̊u rozděleńı, ze
kterého data pocházej́ı.

4.1 Modifikace kvantilového pravidla

Uvažujme celkové riziko skládaj́ıćı se z tř́ı d́ılč́ıch rizik. Mějme údaje o konkrétńıch
hodnotách těchto d́ılč́ıch rizik za posledńıch 20 obdob́ı (např́ıklad 20 měśıčńıch
pozorováńı). Pro potřeby následuj́ıćıch výpočt̊u bylo pro každé z těchto rizik vy-
generováno 20 hodnot z lognormálńıho rozděleńı, jehož parametry jsou postupně
µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, σ2

1 = 1, σ2
2 = 1 a σ2

3 = 4. Kapitál na pokryt́ı celkového
rizika zvoĺıme K = 6. Pro jednoduchost jsou tato tři rizika nezávislá.

Porovnejme mezi sebou návrh použ́ıt α1, . . . ,αn mı́sto jediného č́ısla α uve-
dený v části 2.4 této práce a klasickou volbu s jediným č́ıslem α. Necht’ hodnota
alokovaná pro celkové riziko je 6, jednotlivé alokace jsou dány jako
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Ki = F
−1(α)
Xi

(FSc(6)), i ∈ {1,2,3},

kde α je určeno rovnićı F
−1(α)
Sc (FSc(6)) = 6, dle věty 9.

V následuj́ıćım grafu jsou v každém sloupci dvě horizontálńı čáry. Výška
sloupce je F−1+Xi

(FSc(6)) postupně pro každé z rizik X1, X2, X3. Nižš́ı horizontálńı

čára je vždy F−1Xi
(FSc(6)) a vyšš́ı horizontálńı čára je hodnota alokace Ki. V tomto

konkrétńım př́ıpadě vyšlo α = 0,71.

Obrázek 4.1: Kvantilová alokace
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F−1Xi
(FSc(6)): Ki: di: F−1+Xi

(FSc(6))−Ki:

0 1,25 1.29 0,12 0,04
1 2,31 2.34 0,09 0,03
2 2,06 2.38 1,07 0,31

Tabulka 4.1: Kvantilová alokace

Ve sloupćıch tabulky 4.1 jsou uvedeny postupně hodnoty F−1Xi
(FSc(6)), F

−1(α)
Xi

(FSc(6)),

F−1+Xi
(FSc(6)) − F−1Xi

(FSc(6)) a F
−1(α)
Xi

(FSc(6)) − F−1Xi
(FSc(6)) pro jednotlivá ri-

zika. Z obrázku 4.1 je vidět, že pro každé i je Ki kvantil F−1Xi
(FSc(6)) navýšený o

(1− α)di, kde navýšeńı je největš́ı u třet́ıho sloupce.
Dále spoč́ıtejme alokace s použit́ım α1, . . . ,αn mı́sto α, konkrétně pomoćı po-

stupu navrženého v části 2.4.1 tohoto textu. Alokace jsou pak dány jako

Ki = F
−1(αi)
Xi

(FSc(6)), i ∈ {1,2,3}.

Stejně jako pro předchoźı metodu následuje graf i tabulka, graf je podobný,
ale u prvńıch dvou rizik (prvńı a druhý sloupec) je vidět pouze jedna horizontálńı
čára. Jedná se o spodńı čáru, horńı čára splývá s vrcholem sloupce. Je to proto,
že d1 a d2 byly dostatečně malé, a tedy

F
−1(αi)
Xi

(FSc(6)) = F−1+Xi
(FSc(6)), i ∈ {1,2}.

F−1Xi
(FSc(6)): Ki: di: F−1+Xi

(FSc(6))−Ki:

0 1,25 1,37 0,12 0,12
1 2,31 2,4 0,09 0,09
2 2,06 2,23 1,07 0,16

Tabulka 4.2: Kvantilová alokace s v́ıce alfami

4.2 Ilustrace alokačńıch pravidel

Vrat’me se nyńı ke kvadratickému alokačńımu pravidlu. Zvoĺıme-li v něm jako
váhový faktor veličinu (2.7) a nav́ıc váhy (2.8), źıskáme alokačńı pravidlo Condi-
tional Tail Expectation (1.2). Pokud nav́ıc plat́ı K = E [S|S > F−1S (p)], źıskáme
tvar

Ki = E [Xi|S > F−1S (p)], i = 1, . . . ,n. (4.1)

U tohoto pravidla jsou pro některá rozděleńı d́ılč́ıch rizik známy vzorce pro
výpočet alokaćı. V [3] jsou uvedeny vzorce pro výpočet alokaćı v př́ıpadě, kdy
rizika X1, . . . ,Xn maj́ı mnohorozměrné normálńı rozděleńı. V [9] jsou výsledky
[3] rozš́ı̌reny na př́ıpad, kdy maj́ı rizika X1, . . . ,Xn mnohorozměrné eliptické
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Obrázek 4.2: Kvantilová alokace s r̊uznými hodnotami αi

rozděleńı. Obecně však neńı možné źıskat vzorec v uzavřeném tvaru pro libo-
volné rozděleńı, v [10] jsou uvedeny aproximace pro d́ılč́ı alokace v př́ıpadě mno-
horozměrného lognormálńıho rozděleńı rizik. Tyto aproximace jsou odvozeny na
základě komonotonie. V [11] jsou uvedeny vzorce pro hodnoty alokaćı v př́ıpadě,
kdy maj́ı rizika mnohorozměrné Paretovo rozděleńı. Uved’me zde dle [10] vzorce
v př́ıpadě mnohorozměrného normálńıho rozděleńı rizik. Necht’ (X1, . . . ,Xn)T ∼
Nn(µ,Σ), kde Σ = (σij)

n
i,j=1 a dále S ∼ N(µS, σ

2
S), σS > 0. Pak

E [Xi|S > F−1S (p)] = µk +
σk,S
σS

Φ′(Φ−1(p))

1− p
, p ∈ (0,1), (4.2)

kde σk,S =
∑n

j=1 σkj.
Mějme opět firmu skládaj́ıćı se ze tř́ı část́ı, pro něž chceme spoč́ıtat alokace.

Předpokládejme, že tato d́ılč́ı rizika X1, X2, X3 splňuj́ı

(X1, X2, X3)
T ∼ N3(µ,Σ),

kde µ = (1,2,3)T . Dále var(Xi) = 1, i = 1,2,3, σ12 = 0,2, σ13 = 0,5 a σ23 = 0,1.
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Nyńı pomoćı tř́ı r̊uzných alokačńıch pravidel spočteme alokace těmto d́ılč́ım
rizik̊um. Na základě znalosti rozděleńı rizik spočteme přesné hodnoty alokaćı.
Dále spočteme přibližné hodnoty alokaćı na základě dat, která máme k dispozici,
což je v našem př́ıpadě poč́ıtačem vygenerovaný náhodný výběr z uvedeného
rozděleńı o 1000 pozorováńıch. Tyto alokace vždy navzájem porovnáme pomoćı
pod́ılu. Na základě těchto pod́ıl̊u si můžeme udělat představu o tom, jak moc se
lǐśı aproximace od přesných hodnot. Nejv́ıce se odhadnuté alokace lǐśı o 7,8 % v
př́ıpadě kovariančńıho pravidla.

4.2.1 Conditional Tail Expectation alokace

Při odhadu alokaćı jsme uvažovali pouze ta pozorováńı, u kterých součet
d́ılč́ıch hodnot S = X1+X2+X3 přesáhl odhad 95% kvantilu S. Z této podmnožiny
datového souboru jsme následně odhadli d́ılč́ı alokace (1.2) pomoćı pr̊uměr̊u. Pro
výpočet přesných alokaćı vycháźıme ze vztahu (4.2).

riziko 1 riziko 2 riziko 3

přesné alokace 2,408 2.971 4.149
odhadnuté alokace 2,342 3,092 4,093
odhadnuté/přesné 0,973 1,041 0,987

Tabulka 4.3: Alokace kapitálu užit́ım CTE pravidla

4.2.2 Haircut alokace

Částku K určenou k pokryt́ı celkového rizika S jsme určili jako 95% kvantil
náhodné veličiny S, jej́ıž rozděleńı známe. Při odhadu alokaćı jsme z dat spočetli
výběrové 95% kvantily. Při výpočtu přesných alokaćı jsme spočetli kvantily d́ılč́ıch
rizik, jejichž rozděleńı známe.

riziko 1 riziko 2 riziko 3

přesné alokace 2,305 3,176 4,047
odhadnuté alokace 2,240 3,256 4,032
odhadnuté/přesné 0,972 1,025 0,996

Tabulka 4.4: Alokace kapitálu užit́ım haircut pravidla

4.2.3 Alokace pomoćı kovariančńıho pravidla

Částku K určenou k pokryt́ı celkového rizika S jsme určili jako 95% kvantil
náhodné veličiny S, jej́ıž rozděleńı známe. Při odhadu alokaćı jsme z dat odhadli
potřebné kovariance. Při výpočtu přesných alokaćı jsme při výpočtu kovarianćı
využili znalosti kovariančńı matice rozděleńı ztrát.
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riziko 1 riziko 2 riziko 3

přesné alokace 3,521 2,693 3,314
odhadnuté alokace 3,433 2,902 3,193
odhadnuté/přesné 0,975 1,078 0,964

Tabulka 4.5: Alokace kapitálu užit́ım kovariančńıho pravidla

4.2.4 Výběr vhodného pravidla

Porovnáme-li navzájem alokace źıskané jednotlivými třemi alokačńımi pravi-
dly, zjist́ıme, že se lǐśı. Tabulka ukazuje pod́ıly vypočtených hodnot pro jednotlivá
rizika. Chceme-li se rozhodnout, které pravidlo použ́ıt, vybereme pravidlo, které
se nám zdá nejvhodněǰśı z pohledu jeho teoretických vlastnost́ı.

riziko 1 riziko 2 riziko 3

haircut/CTE 0,875 0,977 0,892
kovariancni/CTE 1,336 0,828 0,730
kovariancni/haircut 1,528 0,848 0,819

Tabulka 4.6: Porovnáńı jednotlivých alokačńıch pravidel

Kovariančńı pravidlo se od ostatńıch dvou v́ıce odlǐsuje. Narozd́ıl od CTE
pravidla a haircut pravidla bere v potaz korelačńı strukturu rizik.

4.3 Instalace baĺıčku

Uved’me zde nakonec, jak lze nainstalovat a použ́ıvat baĺıček allocation, který
obsahuje implementace některých alokačńıch pravidel. K jeho použit́ı je potřeba
mı́t nainstalovaný Python v některé z verźı 3.X. Vzhledem k možným problémům
při instalaci některých knihoven pro Python lze doporučit např́ıklad distribuci
Anaconda. Tato distribuce obsahuje správce baĺıčk̊u pip a př́ıkazovou řádku, po-
moćı které lze program k alokaci kapitálu (baĺıček s názvem allocation) nainsta-
lovat př́ıkazem

pip install git+git://github.com/d-an/allocation

Mimo terminál lze program nainstalovat také po spuštěńı iPythonu př́ıkazem

! pip install git+git://github.com/d-an/allocation

Program je závislý na baĺıčćıch numpy, scipy, matplotlib a pandas, které jsou v
distribuci Anaconda př́ıtomny.

Po instalaci lze baĺıček importovat a použ́ıt jeho tř́ıdy k výpočt̊um. Baĺıček
obsahuje tř́ıdy odpov́ıdaj́ıćı alokačńım pravidl̊um, např́ıklad QuantileRule, Hai-
rcutRule odpov́ıdaj́ı kvantilovému a haircut pravidlu. Použit́ı spoč́ıvá ve dvou
kroćıch. V prvńım kroku pomoćı tř́ıdy Losses vytvoř́ıme objekt reprezentuj́ıćı
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jednotlivá rizika. V druhém kroku tento objekt předlož́ıme zvolenému pravidlu a
spočteme alokace. Konkrétńı postup použit́ı i s př́ıklady lze nalézt na stránce

https://github.com/d-an/allocation
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Závěr

Prvńı kapitola této práce se zabývala uvedeńım měr rizika a alokačńıch metod
v kontextu problému alokace kapitálu. Pojmy uvedené v této kapitole tvoř́ı základ
nutný pro zbytek práce. Druhá kapitola uvedla problém alokace kapitálu jako op-
timalizačńı úlohu. Byla zde shrnuta některá tvrzeńı o komonotonii, která byla
užita při odvozeńı kvantilové alokačńı metody. Bylo zde navrhnuto jednoduché
zobecněńı tohoto pravidla, které bylo ilustrováno ve čtvrté kapitole. Třet́ı kapitola
se zabývala odvozeńım v této práci navrženého alokačńıho pravidla založeného
na projekci do nadroviny, což je jednoduché alokačńı pravidlo podobné propor-
cionálńımu alokačńımu pravidlu. Tato dvě pravidla byla porovnána z pohledu
vlastnost́ı koherence. Za uvažovaných podmı́nek bylo ukázáno, že navržené pra-
vidlo tyto podmı́nky splňuje, zat́ımco proporcionálńı pravidlo nikoliv. Tato kapi-
tola posloužila předevš́ım jako detailńı rozbor jednotlivých podmı́nek koherence
alokačńıch pravidel. Posledńı kapitola za pomoci generovaných dat ilustrovala
některé metody popisované ve zbytku práce.
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