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Uvod

Tato prace se zabyva problémem alokace kapitalu. Jedna se o problém, kdy
firma prerozdéluje ¢astku vyhrazenou na pokryti financnich rizik mezi své diléi
casti. Dle [I] je k tomuto nékolik duvodu. Zaprvé, alokace nékladu mezi jed-
notlivé diléi ¢asti je potrebna kvuli finanénimu reportingu. Zadruhé, alokace ka-
pitalu je uzitecnym néastrojem pro porovnani vykonnosti jednotlivych dilcich ¢asti
pii uvazeni navratnosti alokovaného kapitalu. Dale znalost vykonnosti jednot-
livych césti je uzitecna naptiklad pri strategickém rozhodovani pii dalsim roz-
voji firmy. Prvni kapitola této prace se zabyva pojmy mira rizika a alokacéni
metoda. Tyto pojmy jsou hlavni naplni celé prace. V této kapitole jsou uve-
deny vlastnosti, které je rozumné od mér rizika a alokacnich metod vyzadovat.
Pokud tyto vlastnosti spliuji, nazyvaji se v obou piipadech koherentnimi. Jsou
zde také uvedeny priklady nékterych meér rizika a aloka¢nich metod. Druhé ka-
pitola predvadi problém alokace kapitalu jako optimaliza¢ni dlohu. Vyznam to-
hoto ptistupu spociva v tom, ze tato optimalizac¢ni tloha poskytuje sjednocujici
ramec pro fadu zdanlivé nesouvisejicich aloka¢nich metod. Jsou zde shrnuty
nékteré poznatky o komonotonii, které jsou déle pouzity pii odvozeni kvanti-
lového aloka¢niho pravidla. Je zde navrhnuta modifikace kvantilového pravidla.
Treti kapitola pojednédva o problému splnéni podminky plné alokace u aloka¢nich
pravidel. Jsou zde porovnany dva jednoduché piistupy k tomuto problému: pro-
porcionalni alokacni pravidlo a v této praci navrzené alokac¢ni pravidlo zalozené
na projekci do nadroviny. Tyto dva pristupy jsou porovnany z hlediska splnéni
podminek koherence. Ctvrtd kapitola této prace pomoci vygenerovanych dat ilu-
struje metody, o kterych se pojednava v kapitolach predeslych.



Kapitola 1

Kvantifikace rizika

Tématem této prace je alokace kapitdlu. Vysvétleme zde nejprve, o jaky
problém se jedna a jak ho Ize kvantifikovat. Financ¢ni instituce pii svych aktivitach
podstupuji financéni rizika spojena se ztratou, naptiklad ze vynos urcité investice
bude nizsi, nez se ocekavalo. Pro pokryti piipadnych ztrat spojenych s podstou-
penim finanéniho rizika je nutné mit ptipraven rizikovy kapital. K urceni vyse to-
hoto kapitalu lze pouzit tzv. miru rizika. Pti pouziti miry rizika se predpoklada, ze
riziko je reprezentovano nahodnou veli¢inou, ktera mé néjaky presné definovany
vyznam, napiiklad souc¢asna hodnota ztrat za nasledujici pololeti. V zavislosti na
zpusobu fungovani dané finanéni instituce lze celkové riziko reprezentovat jako
soucet nékolika diléich rizik. Problém alokace kapitdlu pak spociva v rozdéleni
celkového rizikového kapitalu mezi jednotliva dilci rizika takovym zptsobem, aby
alokované castky co nejlépe odpovidaly témto rizikum. K ziskani vhodné alokace
rizikového kapitalu mezi jednotliva diléi rizika se uzivaji tzv. alokaéni metody.

1.1 Mira rizika

Mirou rizika rozumime zobrazeni ptirazujici realné nahodné veli¢iné reprezen-
tujici riziko realné c¢islo. Miru rizika budeme ve vétsiné tohoto textu oznacovat
p(+), ptipadné upozornime na jiné znaceni. Pii zkouméni mér rizika je vhodné
zabyvat se takovymi mirami, které splnuji urcité pozadované vlastnosti. Popisme
podle [4] tzv. koherentni miry rizika. Jsou to takové miry rizika, které splinuji
vlastnosti uvedené v nasledujicim odstavci:

1.1.1 Koherentni mira rizika
Subaditivita

Mira rizika p(-) spliuje podminku subaditivity, pokud pro libovolné realné ndhodné
veliciny X, Y plati

p(X +Y) < p(X) + p(Y).
Tato podminka popisuje pozadavek, aby kapital potfebny pro pokryti kombi-
nace dvou rizik nebyl vétsi nez kapital pottebny pro pokryti téchto rizik, jsou-li
uvazovana samostatneé.



Monotonie

Pokud pro redlné nahodné veliciny X, Y plati X <Y skoro jisté, pak pozadujeme,
aby také platilo, ze p(X) < p(Y). Tato podminka predstavuje pozadavek, aby
pro riziko predstavujici vétsi ztraty byl také potiebny vétsi kapital pripraveny
pro jejich pokryti.

Pozitivni homogenita

Rikdme, ze mira rizika p(-) splituje podminku pozitivni homogenity, pokud pro
kazdé kladné ¢éislo A plati p(AX) = Ap(X). To odpovida pozadavku, ze mnozstvi
kapitdlu potifebného pro pokryti daného rizika nema zaviset na méné, kterd se
uvazuje.

Translac¢ni invariance

Rekneme, Ze mira rizika p(-) spliuje podminku translaéni invariance, pokud pro
kazdé ¢islo X plati p(X+X) = A+p(X). Toto odpovidd pozadavku, aby na pokryti
ztraty, jejiz hodnota je s jistotou predem znama, nebylo nutné kromé jeji znamé
hodnoty vyhrazovat zadné dalsi prostredky.

1.1.2 Priklady mér rizika

Uved'me zde nékolik zndmych mér rizika uvedenych napifklad v [3]. X zde je
nahodné veli¢ina reprezentujici riziko.

Znaceni 1. Necht X je redlnd ndhodnd velicina. Kvantilovou funkci X znacime
Fil(p) :=inf{x € R: Fx(x) > p}, p € (0,1). Necht o € [0,1]. Ddle oznacme:
Fi'(p) :=sup{z € R: Fx(z) < p}, p € (0,1),

F);l(a)(p) = aF(p)+ (1 —a)F ™ (p), p € (0,1).

Hodnota v riziku (VaR)
Pro p € (0,1) je hodnota v riziku definovana jako
VaR,(X) = Fx'(p).

Jedna se tedy pouze o kvantil. VaR neni koherentni mirou rizika. Nespliuje
podminku subaditivity, protiptiklad lze nalézt napiiklad v [7].

Zbytkova hodnota v riziku (TailVaR)
Pro p € (0,1) je zbytkova hodnota v riziku definovéna jako
TVaR,(X)=E [X|X > F¢'(p)] .

Jedn4 se o stfedni hodnotu X za podminky, ze X presdhne kvantil Fi;'(p).



Ocekavany deficit pojistnika (EPD)

Pro p € (0,1) je ocekavand ztrata pojistnika definovéna jako
EPD,(X) =E [(X - F{'(), ]

kde ()4 je kladnd ¢dst. EPD je zkratka anglického Expected Policyholder Deficit.
V [3] je uveden nésledujici vztah mezi EPD a TailVaR, ktery plati v piipadée
spojité Fx.

E [XIX > F'(n)] = Fx'(p) + E [X F'(p)|X > Fy'(p)]

ZFEI(p)Jr—E [( ‘l(p))+]-

1.2 Alokaé¢éni metoda

Poté, co je zvolena vyse rizikového kapitalu pro celkové riziko, zabyvame se
otazkou, jak rozdeélit tuto ¢astku mezi jednotliva dil¢i rizika co nejvhodnéji. K
tomu pouzijeme nékterou z alokacnich metod. Rizikovy kapital piislusejici cel-
kovému riziku S = > | X; budeme oznacovat K. Ndhodné veli¢iny reprezen-
tujici diléi rizika budeme oznacovat X, ..., X, a ¢astky zvolenou metodou aloko-
vané témto rizikuim budeme oznacovat K, ...,K,. Podobné jako od miry rizika
pozadujeme nékteré rozumné vlastnosti, které z ni pak délaji koherentni miru ri-
zika, zformulujme zde ¢tyfi vlastnosti kladené na alokacni metody zavedené v [6].
Alokacéni metodé, kterd tyto vlastnosti splinuje, se pak tika koherentni alokacéni
metoda.

1.2.1 Koherentni alokaéni metoda

Pti formulaci vlastnosti koherentni aloka¢ni metody predpokladejme, ze mira
rizika zvolend k urceni celkového rizikového kapitélu je p, tedy ze K = p(S).
Zaved me nasledujici znaceni:

Znaceni 2. Alokacni metoda pritazuje dilcim rizikum Xy, ...,X,, a ¢édstce K =
p(S) vyhrazené k pokryti rizika S = Y. | X; alokace Ki,...,K,, kde K; je
éastka danou metodou uréend riziku X;, i = 1,...,n. Necht M = {iy,... i}

C {1,....n}. Oznacme KM = p(3°,.0 Xi) cdsthu vyhrazenou k pokryti rizika
> e Xi. Ddle pro i € M oznacme KM alokaci metodou uréenou riziku X;.
Specidlné pak pro N = {1,... n} plati KN KaoKN=K;,i=1,...n.

Po zavedeni nezbytného znaceni nasleduje vycet vlastnosti.

Plna alokace

Alokacni metoda spliuje podminku plné alokace, pokud plati K1 +---+ K, = K.
Tedy cely kapitdl dostupny pro pokryti rizik je pouzit.



No Undercut

Aloka¢ni metoda splnuje podminku ,no undercut®, pokud pro kazdou M =
{i1, .. im} C{1,...,n} plati

K+ ---+K;, <K

To znamen4, ze pro libovolnou skupinu dil¢ich rizik nebude vyhodnéjsi odtrhnout
se od celku.

Symetrie

Nejprve uvedme slovn{ formulaci z [6]. Pokud rizika i a j po pfidan{ k libovolné
skupiné rizik {i1,...,in} C {1,...,n}\ {i,7} prispéji stejné k riziku této skupiny,
potom K; = Kj.

V [B] nalezneme i matematicky zapis této podminky. Dvojice rizik i a j, i #
j, je vzhledem k dané metodé symetricka, pokud z toho, ze pro kazdou M =
{ir, .. im} C {1,...,n} spliwjici {i,j} € M plati K} = K}/, plyne K; = K.
Aloka¢ni metoda pak spliuje podminku symetrie, pokud je kazda dvojice rizik
vzhledem k této metodé symetricka.

Bezrizikova alokace

Plati-li pro néjakou ndhodnou veli¢inu X rovnost P(X = C) =1 pro C € R, pak
alokovana castka je C'.

1.2.2 Modifikace aloka¢niho pravidla

Méjme alokacéni pravidlo, které spliuje prvni dvé podminky, ale ne ¢tvrtou.
Navrhnéme zde mozny postup, jakym lze pravidlo modifikovat tak, aby spliovalo
¢tvrtou podminku. U modifikovaného pravidla bude nutné ovérit, jestli stdle plati
prvni dvé podminky. V [5] 1ze nalézt ukdzku ovéreni podminky ,no undercut®.
Stejné jako v [5] i zde uvazujme, ze k vypoctu rizikového kapitalu vyhrazeného
skupiné rizik M = {iy,... i} € {1,...,n} je uzitd mira rizika, kterou zde
oznacme p, tedy stejna mira, ktera byla pouzita k urceni ¢astky vyhrazené k po-
kryt{ celkového rizika S. Toto jsme jiz zavedli ve znaceni [2] Déle predpoklddejme,
ze p spliuje podminku translac¢ni invariance. Predpoklddejme, ze bezrizikovy
pozadavek je X,, = a. Mame-li rozdélit mezi jednotliva rizika castku K, vy-
hradime nejprve stranou ¢astku o odpovidajici bezrizikovému pozadavku. Poté
pomoci daného aloka¢niho pravidla rozdélime mezi zbyla rizika ¢astku

K—a=pXi+  +X,)—a=p(Xg+ -+ X, 1+a)—a=p(Xi+ -+ X,_1).

Podminky bezrizikové a plné alokace toto modifikované pravidlo ziejmé splnuje.
Méjme {iy, ... ,in} € {1,...,n}. Pak v podmince ,no undercut“ vyzadujeme, aby
platila nerovnost

Ky +-+ K, <p(Xi, +-+ Xi,).

Pokud n ¢ {ii,...,im}, pak nerovnost plati, protoze puvodni metoda podminku
spliuje. Pokud n € {iy, ... i}, pak



1€{i1,..im F\{n} 1€{i1,.,im F\{n}

i€{i1,..im P\ {n}

protoze puvodni metoda podminku spliuje a od miry rizika vyzadujeme podminku
translacni invariance. Pokud tedy mame alokacni metodu splnujici prvni dveé
podminky, touto modifikaci ziskame aloka¢ni metodu, kterd spliuje prvni dveé
podminky a ¢tvrtou podminku, tedy podminky plné alokace, ,no undercut® a
bezrizikové alokace. Pokud modifikovana metoda spliuje i podminku symetrie,
jedna se pak o koherentni metodu. Tuto modifikaci vyuzijeme ve tfeti kapitole
této prace.

1.2.3 Priklady alokacnich pravidel

Uved'me zde piehled nékterych zndmych alokacénich pravidel, kterd lze nalézt
napiiklad v [IJ.

Haircut alokace

Budeme-li chtit pro predepsané p € (0,1) pouzit VaR alokaci pro kazdé z rizik
Xi,...,X,, nebudeme moci alokovat i-tému riziku kapitdl E; = F )}Z_l (p), protoze
by nemuselo platit £y + --- + E, = K. Vynasobenim téchto E;, 1 = 1,... n,
konstantou v € R zvolenou s ohledem na pozadavek tiplné alokace ziskame haircut
alokaci, ktera ma pak tvar

K
Ki= " Fl(p), i=1,...n

Z?ﬂ F);]l (p) o

Podobnou alokaéni metodou je nasledujici kvantilovd alokace, kterd misto vynasobeni
E;, v = 1,...,n, konstantou dosahuje tuplné alokace vynasobenim parametru p
vhodnou konstantou v kombinaci s uzitim smisené kvantilové funkce.

Kvantilova alokace

Pro predepsané p € (0,1) ziskdme kvantilovou alokaci podle vzorce
K; = F);l(a)(ﬁp), i=1,...,n,
kde o a 3 jsou zvoleny tak, aby platila rovnost

> FR(6p) = K,
=1

tedy aby platila podminka plné alokace.



Kovarianéni alokace

Toto alokac¢ni pravidlo bere v potaz zavislost mezi diléi ztratou a celkovou ztratou
pouzitim kovarianci. Jednotlivé alokace se spocitaji jako

K; =~cov(X;,S), i=1,...n,
kde 7 je zvoleno s ohledem na plnou alokaci, tedy tak, aby platiloy >"1 | cov(X;,S) =
K. Odtud ziskame
K
27}:1 C0V<Xj7S)

J

K;, = cov(X;,S), i=1,....n. (1.1)

CTE alokace

Conditional Tail Expectation (CTE) alokace vychazi z rozkladu TV aR,(S). Oznacime-
li B; = E[X;|S > Fg'(p)], predstavuji E;, i = 1, ... ,n, diléf prispévky k otekdvané
hodnoté celkové ztraty za podminky, Ze tato ztréta piekroci kvantil Fg (p), nebot

STEXIS > Fy' ()] = E[SIS > F5'(9)] = TVaR,(S).

i=1

Aby byl splnén pozadavek plné alokace, vynasobime FE;, ¢ = 1,...,n, vhodnou
konstantou. Tak ziskdme alokace
K K E[X;|S > Fg'(p)], i=1 (1.2)
P = — i P)l, 1= 1,...,n. .
E[S]S > Fg'(p) i

Proporcionalni alokac¢ni pravidla

Proporcionélni aloka¢ni pravidla jsou pravidla tvaru
K, =vp(X;), i=1,...n,

kde p je mira rizika a voli se v = > Zde K predstavuje castku alokovanou

K
pro riziko S = X; + --- + X,,. Pravidlo je pak tvaru

K
S (x,)”

Neéktera z uvedenych pravidel spadaji do této kategorie. Pokud zvolime p(X;) =
cov(X;, S), jednd se o kovarianéni alokaci. Pii volbé p(X;) = Fy'(p), p € (0,1),
se pak jednd o haircut alokaci. Zvolime-li p(X;) = E[X,]|S > F5'(p)], p € (0,1),
jedna se o CTE alokaci.



Kapitola 2

Alokace kapitalu jako
optimaliza¢ni uloha

Problém alokace kapitalu lze chapat jako optimalizac¢ni tlohu. Uvedeme zde
jejl formulaci podle [I]. Problém alokace kapitalu lze chépat jako problém urceni
alokaci jednotlivym diléim rizikum takovym zpusobem, aby skuteé¢né hodnoty
diléich ztrat byly blizko alokacim vyhrazenym k pokryti téchto ztrat. Oznacime-
li K kapital vyhrazeny k pokryti celkového rizika S = X; 4+ --- + X, a dale K,
t = 1,...,n, alokace vyhrazené dil¢im rizikuim X;, ¢« = 1,... n, pak rozdil mezi
skutecnou ztratou a kapitalem urcenym k jejimu pokryti je S — K. Protoze diléi
ztraty jsou césti celku, muze byt neptiznivy vysledek X; > K; vykompenzovan
piiznivym vysledkem X; < K, pro né&jakd i,j € {1,...,n}. Pozadavek blizkosti
alokaci a ztrat je v [I] popsan néasledujici optimalizacni lohou.

Klz-n:Kn j:1 Uj

min v; E [@-D (#)} za podminky Z K; =K. (2.1)

j=1

Protoze pozadujeme, aby byl veskery kapital K pouzit, je v podmince rov-
nost. Nezaporna funkce D slouzi k popisu blizkosti dil¢ich ztrat a alokaci. v,
t = 1,...,n, jsou nezaporné konstanty se souctem 1 a &, ¢ = 1,...,n, jsou
ndhodné velic¢iny. Slouzi zde jako vahové faktory. Pro blizsi predstavu porov-
nejme dva pifpady, v obou z nich uvazujme D(x) = x2. V prvnim pifpadé necht
je & = 1,0 =1,...,n. V druhém pifpadé zvolme & = S? kde S = > | X;.
Potom pri realizacich s velkymi celkovymi ztratami je hodnota realizace ndhodné
velic¢iny & D (XU;K> v druhém piipadé vétsi nez v prvnim. V dalsim textu se
budeme zabyvat nékterymi konkrétnimi volbami funkce D, vahovych faktoru &;
ivahv;,, i =1,...,n.

2.1 Kvadratické optimalizac¢ni kritérium

Zvolme D(z) = x?. Pak minimaliza¢n{ iloha prechédz{ do tvaru
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min i E FM] za podminky iK =K (2.2)
L ; =K. .

j=1

Uved'me zde Feseni této optimalizacni tilohy podle [1]:

Véta 1. Resenim lohy jsou alokace
j=1

Dukaz. Vsimnéme si, ze plati
El&G(X; — K))?| = (E[6Xi] — K)* + E[6X7] — (E[6X4)?, i=1,...n.

Druhy a treti scitanec pravé strany tohoto vztahu nezavisi na K;, proto je tloha

(2.2)) ekvivalentni s ilohou

N (BIGX] - Ky)? e NS e
i Z za podminky Z K; =K. (2.4)

J=1

Oznacime-li z; := %}J&XJ, t=1,...,n, prejde 1) do tvaru

Klmir}( Zx? za podminky Z V0t = K — Z E[¢X] (2.5)
j=1 j=1

Podminka v pii geometrickém pohledu znamend, 7e vektor (zy,...,z,)7
lez{ v nadroving urcené vektorem (\/v1,...,\/0,)" a cislem K — 7%  E[&X].
Hledame tedy vektor (x,...,z,)T v této nadroving, ktery mé nejmensi normu.
Tedy x; = M,/v; pro M € R zvolené tak, aby vektor (M /vy, ..., M\/v,)" lezel
v dané nadroviné. Proto musi platit

n

> V=Y Muj=K =) E[§X)],
j=1 j=1 j=1
odtud s prihlédnutim k Y77 v; = 1 ziskame
M=K =) E[§X)]
j=1
Ziskali jsme tak teSeni tlohy ([2.5) ve tvaru

xi:\/QTi(K—ZE[ijj]>, i=1,...n.
j=1
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S ohledem na pouzitou substituci ziskdme feseni tlohy (2.4)) a tedy i puvodni

ulohy ([2.2) ve tvaru ({2.3)).
d

Zvolime-li v teseni ([2.3)
E ¢ X]

> i EIGX]
__ K
> -1 E[&§X]

Toto pravidlo je specialnim ptripadem proporciondlniho alokacniho pravidla, zvolime-

vV, =

ziskame dosazenim

K; = E[&X)

2.1.1 Mozné volby vahového faktoru

Nyni si ukazme nékolik moznych voleb nahodnych velicin &;, i = 1,...,n,
uvedenych v [I]. Pripomenme, ze & slouzi jako véhovy faktor v (2.1)). Prvni
moznou volbou je & = h;(X;), kde h; je nezdporna neklesajici funkce splnujici
E[h:(X;)] = 1Vi = 1,...,n. Tato volba odpovida situaci, kdy chceme nejvétsi
vahu klast na stavy, kdy si jednotka ¢ vede nejhutre. Moznou volbou funkci h; pro
1=1,...,n,je

1 Fx,(Fx'(p)’

7

X > F;Z.l(p)}; (2.6)

tato volba splnuje

Pii volbé (2.6) dostdvame
E[&X] = E[X|X; > Fx! (0)].

Druhou moznou volbou je & = h(S), kde h je nezdporna neklesajici funkce
splilujici E[h(S)] = 1. Tato volba odpovida situaci, kdy chceme nejvétsi vahu
klast na stavy, kdy si celek vede nejhure. Moznou volbou funkce h je

_{S>F5 ()}
1— Fs(Fg'(p)’

h(S) (2.7)

tato volba splnuje

E [I{S > Fs‘l(p)}} _ P(5 > F5'(p)
1—Fs(Fs'(p))]  1— Fs(Fg'(p))

Pii volbé (2.7) pak dostavame

=1.

E[6Xi] = E[XilS > Fg'(p)].
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Zvolime-li navic vahy

XIS > F'0)
SRS > B ()] (28)

ziskdme pravidlo Conditional Tail Expectation (1.2)).
Zvolime-li h(S) =S — E[S5], je
E[Xih(S)] = E[Xi(S — E[S])] = E[Xi(S — E[S])] — E[S — E[S]] E[X]
— E[(X; — E[X,])(S — E[S])] = cov(X,, ).
Zvolime-li dale vahy
L E[XM(S)
b EXGR(S)]

ziskdme kovariancni aloka¢n{ pravidlo (1.1]).

2.2 Pomocna tvrzeni o komonotonii

Pti odvozeni kvantilového aloka¢niho pravidla pouzijeme pojem komonoténniho
vektoru. V této casti uvedeme definice a tvrzeni potiebna k néaslednému uziti
pojmu komonotonie. Teorie zde uvedend pochézi z [I] a [2]. Hlavnim néstrojem
je véta 6 v [2], jejiz dukaz zde pro prehlednost uvedeme rozdéleny do nékolika vét.
Uvedme nyni charakterizaci komonotonie a poté dvé vlastnosti komonoténnich
vektoru v souvislosti se stop-loss transformaci. Nasledujici véta pochazi z [2], bod
(c) je vsak lehce upraven.

Definice 1. O mnozine M C R"™ rekneme, Ze je komotonni, pokud Vaxy, xe € M
plati bud x1 < xy3 nebo ©1 > x5 (po slozkdch). Ddle o ndhodném vektoru X
rekneme, Ze je komonotonni, pokud Im(X) je komonotéonni mnozina.

Definice 2. Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodnyj vektor pro n € N. Jeho komo-
noténni verzi nazveme ndhodnyj vektor X = (X¢,...,X¢)T, ktery je komonoténni
a md stejnd jednorozmernd margindlni rozdéleni jako X.

Véta 2. Necht X = (X1,....X,)" je redlny nahodnyj vektor. Nasledugici torzent
jsou ekvivalentni:

(a) Im(X) je komonotonnd.

(b) Pro x € R" plati Fx(x) = min{Fx, (z1),..., Fx, (x,)}.
T

(c) X< (FZ(O‘)(U),...,F;(O‘)(U)> . U~R01), aclol].

(d) Existuje redlnd ndhodnd veli¢ina Z a neklesajici funkce fi,. .., f, takové, Ze

X 2L (fi(2),.... fu(2)".
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Dikaz. @ — @: Necht & € R", definujme mnoziny A; = {y € Im(X) : y; <
z;i}, i =1,...,n. Oznaéme y,q, maximalni prvek U, A; vzhledem k uspofadani
<. Necht Ymae € Ap. Pak Ay = NI, A;, protoze pro kazdé y z U, A; plati
Y < Ymaz, tedy y € Ag. Potom

a zaroven
Fx(.’B) = P(X S ﬂ?:lAi) S P(X € A]) = FXj<-rj)7 j = 1, NN IS

tedy Fx(x) = min{Fx,(z1),...,Fx,(z,)}.
— @: Necht € R™.

P(Fx,(U) <uzi,....Fx,(U) <z,) =P (U < Fx, (1), U<FXn( n))
=PU < mln{FXl(l’l) X, (Tn)})
= min{Fx,(z1),...,Fx, ( )} Fx(

Tim je dokdzéno, 7e X < (Fx,(U),...,Fx,(U)", U ~ R(0,1). Zvolme o €
[0,1]. Zbyva dokézat, ze

T
(Fe W), FEOW)) 2 (R (U)o P, (O)
Dokazme, ze tyto dva vektory jsou si rovny s pravdépodobnosti 1.
P (P @) = F ), P W) = B O)
=P (N [P ) = Y w)]) = 1,
protoze graf distribuc¢ni funkce nemuze mit vice nez spoc¢etné mnoho horizontalnich
useku, a tedy pravdépodobnost kazdé mnoziny z pruniku vyse je 1.
Implikace @ — @ je ziejma.
@ — @: Vzhledem k tomu, ze funkce fi,...,f, jsou dle predpokladu nekle-

sajic, mnozina Im(X) = {(f1(2),...,fu(2))" : 2 € Im(Z)} je komonoténni.

J

Véta 3. Necht X = (Xy,...,X,)T je ndhodny vektor a X¢ = (X¢,.... X)T

jeho komonotonni verze. Pak pro kazZdé redlné d plati
E(Xi—d)i]=E[(X;—d)4], i=1,...n

Véta 4. Necht X = (X1,...,X,)T, n € N, je komonoténni redlny ndhodny
vektor. Ddle necht d = (dy,...,d,)T € Im(X). Pak plati, Ze

E[<<X1+---+Xn)—(d1+---+dn))+]=ZE[(X -
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Diikaz. Necht X = x je realizace X. Protoze Im(X) je komonoténni mnozina,
plati bud = < d nebo = > d. DokaZme nejprve rovnost

n

S (wi—di)y = (w14 F ) = (di -+ dy)), . (2.9)
i=1
Pokud z; < dy, pak z komonotonie dostdvame, ze (x; —d;); =0proi=1,...,n
a obé strany dokazované rovnosti se pak rovnaji nule. Pokud x; > dy, pak z
komonotonie dostavame, ze (z; —d;) =x; —d; proi=1,...,n a

(@14 +ap) —(di++dy), = (@14 +a,) — (di+- +dy)

a dokazovana rovnost opét plati. Z platnosti (2.9)) pro kazdou realizaci vektoru
X a prechodem ke stiedni hodnoté dostavame tvrzeni véty.
d

Véta 5. Necht X je redlnd ndhodnd velicina a g je neklesajici zleva spojitd funkce.
Pak pro p € (0,1)
F o) =g (Fx'(p) -

Ddle necht h je neklesajici zprava spojitd funkce. Pak pro p € (0,1)
Fydy(0) = (Fx'™(p)) .
Dikaz. Prvni rovnost lze rozepsat jako
Fg’()l()(p) =inf{z € R: Fyx)(z) > p}
=inf{x e R: P(g(X) <z) > p}
= inf{z € R: P(X <sup{y:g(y) <z}) = p}
=inf{z € R: Fx(sup{y : g(y) < z}) > p}
=inf{z € R: Fy'(p) <sup{y:g(y) <z}}
— inf{z € R: g(F5'(p)) < o}
9(Fx' (p))-

Druhou nerovnost s funkci h lze rozepsat jako

F}:(;S(p) =sup{z € R: Fjx(z) < p}
=sup{z € R: P(h(X) <z) <p}
=sup{r € R: P(X < inf{y : h(y) > x}) < p}
=sup{z € R: Fx(inf{y : h(y) > z}) < p}
=sup{zr € R: F;'"(p) > inf{y : h(y) > z}}
=sup{z € R: h(Fx'T(p)) > 2}
= h(Fx'"(p)).

3

Kvantil sumy slozek komonoténniho vektoru lze vyjadrit pomoci kvantilt jednot-
livych slozek, jak ukazuje nasledujici véta:
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Véta 6. Necht X je komonoténni redlny ndhodny vektor a o € [0,1]. Pak pro
ndhodnou velicinu S =Y | X; plati Fs_l(a) (p)=>1", F);il(a) (p), p € (0,1).

Diikaz. Pro X dle véty [ plati
d

T
x4 (F);j(C“)(U), . ,ng(”‘)(U)) . U~ R(0,).

Zvolme nejprve o = 1, pak S < g(U), kde g(z) = >, F)}Zl(x) je neklesajici
zleva spojita funkce. Proto s vyuzitim véty [o| ziskavame

Fg'(p) = F0(0) = 9 (Fy ' (0) = 9(p) = Z Fel(p), pe(01).

Obdobné pii volbé o = 0 plati § < hU), kde h(z) = 37, Fx'*(x) je neklesajici

zprava spojita funkce. Proto s vyuzitim véty |5 ziskavame
Fg'(p) = Foh () = h (F () = hlp) = > FxF (), pe(0).
Kombinac{ téchto vysledku pro «a € [0,1] ziskdme

F7'@(p) = aF5' (p) + (1 — a)F5 " (p) = D_FxIp)+ (=) ) Fi ()

=3 F ), pe(0).
=1

Véta 7. Necht X = (Xy,...,X,)T je ndhodny vektor a X¢ = (X¢,.... X7 4
jeho komonotdnni verze. Oznacme S¢ = Y1 | X¢. Pro d € (Fg.'7(0), F&.'(1)

pak plati
E( Z —dl)y

=1

kde dr = F_l(a)(Fsc(d)) a « je urceno vztahem Fg. (a)(Fsc(d)) = d. Navic plati
Zz 1 d;,k =d.

Diikaz. 7 véty [ ziskdme rovnost
E[(S°—d)4] = > E[(X{ —di)y],

ktera plati, pokud (dy,...,d,)7 je realizaci X¢ a pokud plati >  d; = d. Dle

véty

xe & (F)}ll(a)(U), . ,F);i(a)((])> . U~R(0,1), acl01].
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Zvolme « splitujici vztah Fo, (Fse(d)) = d. Déle zvolme
& = F (Fse(d)), i=1,....n.

)

Pak (di,....d*)" € Im(X®) a dle véty @ plati Y"1 | df = d. Tak dostaneme

E[(S°—d)4] = Z (X7 —di)y]

Sumu v poslednim vyrazu muzeme nakonec prepsat podle véty [3] a ziskame

E[( ZE i —d):
J

Lemma 8. Necht X = (Xi,...,X,)" je reding ndhodny vektor a S = > | X;.
Necht K, .., K,,K € R spliuji Y| K; = K. Pak

E[(S—K), <ZEX K4

=1

Diikaz. Necht & = (a1, ...,2,)7 je realizaci X, s = >_"" | z;. Pro libovolnd redlna
di,...,dy, splijici 7 d; = d plati

(s=d)s = (21 —dr) + -+ (@0 —dn))+ < (@1 = di)s + -+ + (20 — dn)1)+
=(x1—dy)+ -+ (xy — dy)4.

Piejdeme-li k ndhodnym veli¢inam a stfednim hodnotdm, ziskdme

E[(S—d)+] =E[(Xi—di)+---+(Xp—dn))4] S E[(Xi—di)+ -+ (Xn—dn)4].

3

2.3 Kritérium zalozené na absolutni odchylce

Zabyvejme se nyni opét tlohou (2.1). Nyni vsak navic predpoklddejme, ze
ndhodné velic¢iny &; v ni vystupujici spliuji E[§;] =1, ¢ = 1,... n. Zabyvejme se
piipadem, kdy v (2.1)) zvolime D(x) = |z|. (2.1) pak prejde do tvaru

Kmirk Z E[&1X; — Kj|] zapodminky ZKj =K. (2.10)

j=1 j=1

Protoze plati |z| = 2(x); — x, je Feseni (2.10)) totozné s fesenim ulohy
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in > E[G(X; — K))s]  zapodminky Y K; =K. (2.11)

j=1 j=1

Zabyvejme se Fesenim ([2.11)) v piipadeé, ze §; = 1, j = 1,. .. ,n. Dikaz nasledujiciho
tvrzeni v [1] se odvolavd na [2], nicméné je velmi struény. Uved me zde podrobnéjsi
dukaz, kdy se odvolame na vysledky uvedené v podkapitole [2.2]

Véta 9. Necht X = (Xy,...,X,)7T je redlng ndahodnyj vektor a X¢ = (X¢, ..., X)T

je jeho komonoténni verze. Oznacéme S = Y. | X; a S¢ = > Xf. Necht
K € (F3't(0), Fg.'(1)). Pak tesenim 1ilohy

Klrmg{ Zl E[(X; — K;)+] za podminky ZlKj =K (2.12)
= i=
Jsou ¢isla

K* — F);j(“)(FSC(K)),

7

kde o je urceno rovnici F_Cl(a)(FSC(K)) =K.

Diikaz. Zvolme libovolna K7, ... K, takovd, ze Y . | K; = K. Z véty [3| ziskdme
SOEIX - K] = STEX: - K.l
i=1 i=1
Z lemmatu [§ pak ziskdme
S EI(X; — K0)] > E[(S° — K).]
i=1
S pouzitim véty [7] nakonec ziskdme
E[(S = K)4] = Z E[(Xi — K7)4].

Dohromady pak mame

n n

Z E[(Xi — Ki)+] = Z E[(X] — Ki)4] 2 E[(5° = K)4] = Z E[(X: — K7)4].

=1 =1

Aloka¢nimu pravidlu predepsanému jako
Ki=F“%p), i=1,...n,

kde av a 8 se voli s ohledem na Y | K; = K, se iikd kvantilové alokacni pravi-
dlo. Pokud zvolime 8p = Fs:(K), ziskdme K; = K} a z predchozi véty vime, ze
podminka tplné alokace je splnéna. Aloka¢ni pravidlo z predchozi véty je tedy
jinak zapsané kvantilové alokac¢ni pravidlo.
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2.4 Modifikace kvantilového pravidla

V optimélnim feseni tlohy z véty [9] jsou ve vyjadieni K} pouzity kvantilové
il(a), kde « je zvoleno tak, aby vyhovovalo rovnici F° Zl(a)(FSC(K ) =K.
Neni vsak nutné volit stejné o pro kazdé i, navrhnéme zde jednoduché zobecnéni.
Méjme néjaké p € (0,1). Pokud pro kazdé i = 1,...,n plati Fy'(p) = Fx " (p),
pak podle véty @ plat{ také Fg.'(p) = F5.'"(p). Ozna¢me nyni p = Fsc(K) pro
néjaké K > 0. Pokud rovnici Fg ) (Fs(K)) = K tesf néjaké a € (0,1), pak
F3l(p) # Fg't(p), tedy existujf indexy, které bez tijmy na obecnosti oznaéme
i=1,...,m <n, pro které F);il(p) #* F)?iH(p). Oznacme d; = F);;Jr(p) — F);il (p),
¢t =1,...,m. S uzitim tohoto znaceni lze psat

funkce F'y

F' ) = Felp) + (1 — )i, i=1,...,m.

7 K3

Pak také plati

n n

K=F.""p) =Y F'(p)+> (1—a)d.

i—1 i—1
Pokud zvolime oy, ... ,a., € [0,1] tak, aby Y " aud; = @y ", d;, pak pii volbeé

K; = F);il(ai)(p), 1=1,...,m,
Ki:F)zil(p), i=m-+1,...n,

dostaneme, ze

ZKi = ZF)?}(])) + Z(l —a;)d; = ZF)}il(p) +(1—a) Zdi
i=1 =1 i=1 i=1 —
= Fg.(p) = K.

Takto zvolend K; jsou tedy pripustnym fesenim tlohy (2.12). Déle ovéime, ze
tato volba je také optimalni. Pokud vyjadiime
F);,l(a)(p) =) —ad;, i=1,....m,

(3 7

muzeme psat

00 F);Z.hL(P)
B0 P00 = [ - Fea)de [ (1 = Fx(Fg™* (1)) do

Fx!*(p) Fy !t (p)—aid;
<_/ (1— Fy(2))dz+ (1 —plad;, i=1,...m.
F5' ™ (p)

Déle mame

Em&—pgwnqz/m (1 Fx(z))dz, i=m+1,...n

Fx!*(p)

Ovéime, ze se hodnota ucelové funkce tlohy (2.12]) nezvysi, pouzijeme-li misto
alokaci{ K; = F);il(a) (p), i =1,...,n, hodnoty
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K, =Fy (a’)(p), i=1,...,m,
K, = F p)=F*(p), i=m+1,...n

Dosazenim do ucelové funkce zjistime, ze pii obou volbach je hodnota stejna:

ZE (X, — F " (p Z/ - (1—Fx(z))dz+(1—p Zau
= — Fx(x))dx —p)a )y d;
;Lﬁ@u (@) +up>;

= E[(Xi = P (o).

2.4.1 Mozna volba parametra

Zabyvejme se nyni moznou konkrétni volbou parametru «;, i = 1,... ,n. Alo-
kace K7 ziskdme tak, ze k hodnotdm F'(p) priddme jesté hodnoty a; = (1—a)d;.
Vysledné alokace pak maji tvar

Kr = F)}il(p) +a;, i=1,...,m,
Ky = F¢(p), i=m+1,....n

3

Pii pouziti stejného a pro vsechna i = 1,...,n je ze souc¢tu (1 —a)d ", d;
prifazena nejvétsi ¢ast tomu ¢, pro které je prislusné d; nejvétsi. Pro ilustraci zde
navrhnéme jiny zpusob volby a;, kdy mezi a;, i = 1, ... ,m, rozdélime C := (1 —
a) > d; rovhomérné a ne v zavislosti na velikosti hodnot di, . .. ,d,,. Jsme vsak
omezeni podminkami a; < d;, ¢ = 1,...,m. Zduraznéme zde, ze se jedna pouze o
jeden z mnoha moznych predpisu ay, . . . ,a,, jak alternativni volba muze vypadat.
Popisme tedy postup rozdéleni. Definujme posloupnosti éisel {C0), ... C(™1,
{n®, ... n™Yaproi=1,...,m,posloupnosti ¢isel {agl), . ,agm)}, {dgl), . ,df.’”)}
nasledovné:
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nM =m

d = d,
Czl) =0,
1)
(1) = min (dE”, %) ,
n® = Hz : dl(l) afl) > 0}‘ ,
d?® — 40 _ O
Z ,i(l)?

(2)
2) _ i @ ¢
a;” = min (di , n(2)> ,

n(m — Hz : dgm_l) — agm_l) > 0}

dl(m) _ dl('mfl) . az(mfl)

Y

Y

n(m=1)
om — ¢o(m=1) _ Z az(m—l)7
i=1
. ' oy O
CL,E ) = min (dz( ),T) .
n m
Tyto hodnoty se spocitaji postupné v poradi, ve kterém jsou vyse uvedeny. Poté
spocteme a; = Z;” 0 al( ), 1=1,...,m, a vysledné alokace spocteme jako

K, =Fg ()—l—ai, i=1,...,m,

K; = F () it=m+1,....n
V tomto vyjadieni nejsou pouZita ai, ... ,0n, kterd figuruji v puvodnim znaceni.
Proi=1,....mjea; =1— Proz—m—l—l .njed; =0, tedy «; € [0,1]

muzeme zvoht libovolné, naprlklad a; = 1. Pak ekvwalentne

Ki=F“p), i=1,...n.

V pripadé, kdy se v grafech funkci Fx,, ... ,Fl, nevyskytuji horizontalni tuseky,
bude platit d; = 0,7 =1, ... ,n. Jako dusledek nebude zalezet na tom, kterou z vo-
leb aq, ..., pouzijeme. Stejné tak v ptipadé, kdy budou hodnoty d, . .. ,d, velmi
malé. Situace, kdy jsou nékteré z hodnot di,...,d, nenulové nastane naptiklad,
pokud jako Fl,,...,F, pouzijeme empirické distribucni funkce.
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Kapitola 3

Alokace kapitalu zalozena na
projekci do nadroviny

Pripomenme nejprve, jaky tvar maji proporcionalni alokaéni pravidla. Jsou to
pravidla tvaru
Kzz’yf(XZ), izl,...,n,

kde ¢ je mira rizika a voli se ¥ = —brer.
ijl £(X;5)
pro riziko S = Xy + --- + X,,. Pravidlo je pak tvaru

K
22;1 S(XJ)

Tato ttida pravidel Tesi podminku tplné alokace tak, ze se pro alokace misto
vektoru (£(X7), ... ,£(X,))T pouzije vektor (v€(X1), ..., v¢(X,))T, kde 7 se vypocte
tak, aby podminka byla splnéna. Vektor v; = (£(X3),...,6(X,))T muze vy-
povidat o vhodnych alokacich jednotlivym rizikiim a misto néj pouzijeme jiny vek-
tor ve, v piifpadé proporciondlniho pravidla ve = (v£(X1),...,7¢(X,))T, pouze
kvuli podmince plné alokace. Navrhnéme v této kapitole jiny mozny zpusob, jak
v této situaci splnit podminku plné alokace. Mohli bychom vyzadovat, aby novy
vektor vg, ktery navic splnuje podminku plné alokace, byl co nejblizsi puvodnimu
vektoru vy. V takovém piipadé zvolime jako novy vektor vy misto nasobku v,
projekci v; do nadroviny

K zde predstavuje ¢astku alokovanou

K, = §X), i=1,...n (3.1)

{(z1,...,xn) 2+ + 3, = K}.
Novy vektor pak najdeme fesenim optimalizacni ilohy

min (§(X;) — K;)*  za podminky Y K; =K. (3.2)
i=1 j=1

Vytesme tuto tdlohu. Hleddme nejblizsi bod v, nadroviny

{(xb...,xn)T:$1+---+xn:K}

k vektoru v;. Normélovym vektorem této nadroviny je 1,, tedy vo = v1 + M1,
pro vhodné M € R. vy lezi v nadroviné, proto

K = ivé = iv’l +nM = ig(){i) + nM,
i=1 i=1 i=1
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odkud .
M= % (K — Zf(Xi)) .

Resenfm 1} jsou tedy cisla

K; = £(X;) + % (K — Zg()@)) . i=1,...n. (3.3)

Nyni aloka¢ni pravidla a porovnejme. Tim si lépe ukdzeme, jak jed-
notlivé podminky koherence u alokacnich pravidel funguji. Proporcionalni alokac¢ni
pravidlo fesi podminku plné alokace pomoci nasobeni néjakou konstantou, zatimco
alokacni pravidlo zalozené na projekci fesi podminku plné alokace pomoci pric¢teni
néjaké konstanty. Mohli bychom se ptat, jestli jsou tyto metody koherentni. Obé
metody jsou zavislé na tom, kterou miru rizika jsme zvolili. Vlastnosti zvolené
miry maji vliv na vlastnosti vysledného pravidla. Proto pfi porovnani musime
vyjit ze stejnych predpokladu kladenych na zvolenou miru rizika. V této kapitole
predpokladejme, ze £ spliiuje podminky subaditivity a transla¢ni invariance.

3.1 Podminky koherence u proporcionalniho pra-
vidla

V této ¢asti ovérime podminky koherence v piipadé proporcionalniho aloka¢niho
pravidla. V takové situaci, kdy od uzité miry rizika ¢ vyzadujeme, aby spliovala
podminky subaditivity a transla¢ni invariance. Podminku plné alokace ovérovat
nebudeme, protoze je jasné splnéna uz z predpisu pro jednotlivé alokace. Toto
aloka¢ni pravidlo za uvedenych podminek nespliuje podminku ,no undercut® a
podminku bezrizikové alokace.

3.1.1 Podminka ,,no undercut*

Ovéime podminku ,no undercut“. V [5] lze nalézt ovéreni této podminky v
pripadé jiného alokacniho pravidla. Stejné jako tam i zde uvazujme, ze mira rizika
uzita k vypoctu rizikového kapitalu je €. Tento predpoklad uzijeme i v dalsi sekci.

Poté si ukdzeme také obecnéjsi situaci. Necht K, ... ,K, jsou alokace pravidlem
urcené rizikum Xy, ..., X, a {i1,...in} € {1,...,n} je mnozina indexi. Ovéime,
zda plati

S K, <¢ (iX) .
i=1 i=1

To lze dale rozepsat jako

.. s ’ v s~ S . , .
coZ je pIl uvazeni, ze v = %, ekvivalentni nerovnosti
j=1 J
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e, x) _ (5 X)
SN S YL AN (3.4)

Zde rovnou poznamenejme, ze pokud je £ aditivni, podminka je zjevné splnéna.

Lemma 10. Necht a,b,c € R, b,c > 0. Potom a < b prdvé tehdy, kdyz

a—+c a

btc b

Ukazme nyni s pomoci protipiikladu, ze proporcionalni alokacni pravidlo obecné
nesplnuje podminku ,no undercut®“. Uvazujme X,, = o > 0 a miru rizika &, kterda
je subaditivni a translacné invariantni. Predpokladejme, Ze nastal piipad, kdy pro
a=¢(X20 ! X;), b = > €(X;) a ¢ = a jsou splnény podminky lemmatu
Pak ziskdme

0L X) _E(N Nia) (0 X) ta €(S X)

Z?:l £(Xi) Z?:ll (Xi) + B Z?:ll (Xi) + E?:f (Xi) ,
tedy v piipadé volby {i1,... in} C{1l,...,n}jakois =1, =2, ... )iy, =n—1,
plati

e, x) (5 Y)
S T L)

podminka (3.4) je tedy porusena. Je dulezité zm1n1t ze podminka subaditivity
miry £ zarucuje pouze to, ze a = & (31, ! X;) <3 ' ¢(X;) = b. Pokud nastane
pripad a < b, coz podminka subad1t1v1ty 13 nezakazuje podminka ,no undercut*
bude porusena. Aby porusSena nebyla, museli bychom vyzadovat aditivitu miry &.

Dalsi zduvodnéni, pro¢ proporcionalni aloka¢ni metoda nespliuje podminku
,ho undercut®, lze nalézt v [§]. Tam se ovsem uziva kvantilové funkce, o které je
znamo, ze neni subaditivni.

3.1.2 Podminka symetrie

Ovérme podminku symetrie. Uzijeme zde symboly zavedené ve znaceni [2]
Zvolme rizika i, j, i # j. Déle zvolme néjakou M = {iy,...,i,} C {1,...,n}
spliujici 7,7 € M. Potom

KM

K; :mf()@,
S —T )

T e €(X0)

Podminka KM = K; M implikuje £(X;) = £(X;). Odtud vzhledem k (3-1) uz primo
plyne, Ze K; = K;. Podmmka symetrie je tedy splnéna.
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3.1.3 Podminka bezrizikové alokace

Pro 1cely posouzeni podminky bezrizikové alokace uvazujme, ze riziko X, =
a € R. Pak alokaci uréenou tomuto riziku spoc¢teme jako

Kn - 7§(Xn) 7é «,

protoze v nezavisi pouze na X, ale také na Xi,...,X,,_1, takze rovnost obecné
neplati. Pozdéji zjistime, ze podminka bezrizikové alokace neni splnéna ani u pra-
vidla zalozeného na projekci. Tam tento nedostatek bude mozné napravit pomoci
modifikace popsané v ¢ésti této prace. Zminénd modifikace by zde vsak
nenapravila nesplnéni podminky ,no undercut®.

3.2 Podminky koherence u pravidla zalozeného
na projekci

Nyni ovéfme podminky koherence v piipadé aloka¢niho pravidla zalozeného
na projekci do nadroviny. V takové situaci, kdy od uzité miry rizika £ vyzadujeme,
aby splnovala podminky subaditivity a translacni invariance. Podminku plné alo-
kace ovérovat nebudeme, protoze je jasné splnéna uz z predpisu pro jednotlivé
alokace. Uvidime, ze pravidlo splnuje vSsechny podminky kromé podminky bez-
rizikové alokace. To lze napravit pomoci modifikace uvedené v casti této
prace. U modifikovaného pravidla poté ovérime, zda spliiuje podminku symetrie.

3.2.1 Podminka ,,no undercut*

Déle ovéfme podminku ,,no undercut® v pripadé alokaci pomoci projekce (3.3)).

Necht K, ... ,K, jsou alokace pravidlem uréené rizikim Xy, ..., X, a (i1, ...,i,)

je néjaka permutace (1,...,n). Déle necht 1 < m < n. Ovéime, zda plati
ZKij < é (Z Xij) : (3‘5>
j=1 j=1

m

Levou stranu lze rozepsat jako
Z K, =

‘ ' (f(Xij) +% (5 <ZXZ> - Zf@@))
=3k, + (g <Z X@-) : if(&)) .

7=1

NE

Dosazenim posledniho vyjadieni za levou stranu nerovnosti (3.5)) a drobnou tipravou
ziskame ekvivalentni nerovnost



Oznacme

Jj=1 j=1
Potom
. . k k+1
Vlj}i-’i"m =¢ (Z Xij + Xik+1> - Z f(XZJ)

J=1 =1

k k

S 5 <Z Xl]> + €(X1k+1> Zg(Xz]) §(X2k+1) _ th ..... zn’
Jj=1 =1

tedy Vil < V™ pro vechna k € {1,...,n — 1}. Tedy také Virin <
Vit pro véechna k € {1,...,n}. Odtud plyne, ze

tedy nerovnost (3.6) plati, a proto plati i (3.5]).

3.2.2 Podminka symetrie

Ovérme podminku symetrie. Uzijeme zde symboly zavedené ve znaceni [2]
Zvolme rizika i, j, i # j. Déle zvolme néjakou M = {iy,...,in} C {1,...,n}
spliiujici 7, 7 € M. Potom

KM = €(X) + (KM - Zw@)) ,

leM
KM = ¢(X;) + % <KM = §<Xg>> -
leM

Podminka K} = KM implikuje £(X;) = £(X;). Odtud vzhledem k (3.3)) uz pfimo
plyne, ze K; = K;. Podminka symetrie je tedy splnéna.

3.2.3 Podminka bezrizikové alokace

Opét uvazujme, ze X, = a € R. Podminka bezrizikové alokace splnéna nent,
protoze obecné

K, = &(X,) + % (K - Zf()@-)) # a,
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druhy scitanec totiz zavisi kromeé X, také na X, ....X,,_1. Aby pravidlo spliiovalo
podminku bezrizikové alokace, muzeme ho modifikovat postupem popsanym v
casti této prace. U modifikovaného pravidla neni obecné splnéna podminka
symetrie.

3.2.4 Podminka symetrie po modifikaci

Predpokladejme, ze X,, = a € R, coz byl duvod k modifikaci pravidla. Ostatni
rizika konstantni nejsou. Nyni zvolme {i,5} C {1,...,n} libovolné a necht i # n.
Predpoklddejme, ze KM = K" pro kazdou M C {1,...,n}, {i,j} € M. Nyni
rozliSme dva pripady. Zaprvé piipad, kdy j # n. Pak je tato dvojice symet-
rickd, tedy K; = Kj, protoze puvodni pravidlo podminku symetrie spliiuje. Za-
druhé pripad, kdy 7 = n. Ukazme, Ze v tomto piipadé dojdeme ke sporu. Zvolme
napiiklad M; = {i,n}. Potom

o= KM = KM = KM o = (X4 X,) —a = €(X) +a—a = £(X),
tedy £(X;) = a. Zvolime-li néjakou My C {1,...,n}, {i,n} C Ms, potom

1

a=KM=X)+—

EM —a— Y &(Xo) |,

LeMo\{n}
tedy

1

My _

LeMx\{n}

bez ohledu na volbu Ms, coz obecné neplati. Tim jsme ovérili, ze pro vSechny
{i.j} € {1,...n}, které spliuji K} = K} pro kazdou M C {1,...,n}, plati
K; = K;. Podminka symetrie je tedy splnéna.

3.3 Pripad s dvéma mirami rizika

Zabyvejme se nyni piripadem, kdy mira rizika uzitd k urceni rizikového ka-
pitalu p je jinad nez mira rizika pouzita v aloka¢nim pravidle, kterou jsme dosud
oznacovali jako £. Plati tedy

KMIP(ZXZ>7 (Z)#Mg{l,,n},

leM

1
KM :g(Xi)JrW (KM— Zg(xg) , di=1,...n.
JjEM
Ptredpokladejme navic, ze p je subaditivni a translacné invariantni. Zabyvejme se
nyni opét jednotlivymi podminkami koherence a tim, jak se zméni jejich platnost.
Predem poznamenejme, ze uvazovani dvou ruznych meér rizika, jak je tomu v
této sekci, nema vliv na platnost podminky plné alokace. Ukazeme, Ze pokud u
modifikovaného aloka¢niho pravidla zalozeného na projekci do nadroviny zvolime
p tak, aby p < &, budou podminky koherence splnény.
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3.3.1 Podminka ,,no undercut*

Necht (iy,. .. ,i,) je néjakd permutace (1,...,n) anecht 1 < m < n. Podminka
,no undercut® ma tvar

zm:Kij <p (i Xi].) , (3.7)

kde opét

i =3« Xz-j>+%<p<ilxi>—i£<xi>>>

Dosazenim posledniho vyjddieni za levou stranu ([3.7) a drobnou tipravou dostavame
ekvivalentni podminku

( (ZX> Zﬁ )> S%(ﬂ (i&)-ig(&j)). (3.8)

=1 =t =
Oznacéme
k k
Yivin _ (Z Xij) Y X))
j=1 =
Potom

<p (Z Xij> + p(Xik+1> - Zg(Xl]) - g(XikH)

J=1

— v,jl ----- +p(Xipy) —€(Xiy,,), ked{l,...n—1}

Postacujici podminkou pro platnost (3.8) je podminka & > p, protoze potom
dostavame
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3.3.2 Podminka symetrie

Nejprve ovérime, ze je splnéna podminka symetrie v piipadé, kdy jsou pouzity
dveé miry rizika, protoze to vyuzijeme déle. Pii pohledu na dukaz v ¢astif3.2.2]je ale
ziejmé, ze toto plati. Dale ovéime, zda podminka symetrie plati i pro modifikované
pravidlo pfi pouziti dvou mér rizika. Pfedpokladejme opét, ze X,, = a € R, coz
byl duvod k modifikaci pravidla. Ostatni rizika konstantni nejsou. Nyni zvolme
{i.j} € {1,...,n} libovolné a necht i # n. Piedpokladejme, ze KM = KM pro
kazdou M C {1,...,n}, {i,j} € M. Nyni rozlidme dva pfipady. Zaprvé piipad,
kdy j # n. Pak je tato dvojice symetrickd, tedy K; = Kj, protoze puvodni
pravidlo podminku symetrie spliuje. Zadruhé pripad, kdy j = n. Ukazme, ze v
tomto piipadé dojdeme ke sporu. Zvolme napiiklad M; = {i,n}. Potom

a=K)" = K" =K" —a=p(X; + X,) —a=p(Xy) + a —a=p(Xy),

tedy p(X;) = a. Zvolime-li néjakou My C {1,...,n}, {i,n} C M, potom

1
o= KM :g(XZ.)er EM —a— > &(X))
2 LeMa\{n}

SR e (1 B SR B SIEOl

LeM\{n} LeMx\{n}

tedy

Wﬂ dooXe| - ) Xy

teMo\{n} teMa\{n}

musi byt konstantni bez ohledu na volbu M, coz obecné neplati. Tim jsme ovérili,
ze pro viechny {i,j} C {1,...,n}, které splnuji K} = KM pro kazdou M C
{1,... n}, plati K; = K. Podminka symetrie je tedy splnéna.

3.4 Volba miry rizika

Nyni porovnejme proporcionélni aloka¢ni pravidlo a aloka¢ni pravidlo zalozené
na projekci do nadroviny z jiného pohledu. Odlisné zpusoby feseni problému
splnéni podminky plné alokace u téchto pravidel maji ruzné nasledky pti urcitych
volbach miry rizika & pouzité v téchto pravidlech. Protoze prvni z téchto pravidel
plni podminku plné alokace pomoci nasobeni vhodnou konstantou a druhé pomoci
pricteni vhodné konstanty, muze byt pii alokaci velké castky K nevhodné pouzit
miru rizika, pii niz jednotlivé hodnoty £(X), ... ,£(X,,) prilis nelisi. Pro ilustraci
zvolme £(+) = corr(-,.S). Ozna¢me alokace

1 n
K, = corr(X;,8) + — | K — X9, i=1...n
corr( )+ - ( Zcorr( f )) i n

J=1

Odtud ihned vidime, ze

K, e [l <K — E corr(Xg,S)> - 1,l (K - 5 corr(Xg,S)> +1
n n
/=1 /=1
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Tento interval zavisi na hodnotach X, ..., X,,. Déle plati

K K
K; € [——2,—+2}, i=1,...n.
n n

Vidime tedy, ze pro velkd K budou rozdily mezi jednotlivymi alokacemi zanedba-
telné. Nasleduje odvozeni posledniho vztahu.

Tvrzeni 11. Necht Xi,...,X, jsou redlné ndhodné veliciny, S = > i X;.
Oznacme

K; = corr(X;, S) + ( Zcorr ) ., i=1,....n.

Potom

Dikaz. Pro K; plati

K; =corr(X;,S)+C, i=1,....n,

kde C' =+ <K - Corr(Xj,S)>. Déle > 1" | corr(X;,S) € [—n.n], tedy C €
[E—1, £41]. Navic corr(X;,5) € [-1,1],i = 1,... n, tudiz K; = corr(X;,5)+C €
[(E—2E42]i=1,...n

d

3.5 Proporcionalni pravidlo a projekce jako specialni

pripady
Projekce do nadroviny {(x1,...,2,)7 : 21 + -+ + 2, = K} je posunuti ve
sméru vektoru 1,. Zvolime-li obecné jako smér vektor u = (uy, ... u,)" spliujict

Yor i uj # 0 a jako vysledné alokace nejblizsi bod uvedené nadroviny ve sméru
u, maji alokace tvar

— > 1 (X))
Z?:l u; 7

K

T
P1i volbé v = L R ziskame jednodussi tvar
POV IRET R DT J

K; = £(X; —|—v1< Zg ) i=1,...n.
§(X)

Pravidlo tohoto typu neni obecné koherentni, protoze pii volbé v; = T E(xy) Se 7
néj stava proporcionalni alokacni pravidlo, o jehoz koherenci jsme uz pojednéavali.
Jak proporcionalni pravidlo, tak pravidlo ziskané pomoci projekce, ziskavame
tedy specialnimi volbami vektoru v.
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Kapitola 4

Ilustrace

Alokacni pravidla uvedend v této préaci lze prakticky otestovat a pouzit s
pomoci balicku allocation vytvoreného k této praci. Informace potiebné k jeho
pouziti jsou uvedeny na konci této kapitoly. V této kapitole pouzijeme zminény
balicek k ilustraci nékterych alokac¢nich pravidel, kterymi se tato prace zabyva.
Protoze data o konkrétnich ztratach jednotlivych ¢asti néjaké firmy by se shanéla
velmi tézko, jsou zde pouzita data vygenerovana pocitacem. Koéd pouzity pro
veskeré vypocty v této ¢asti prace je k praci prilozeny a také ho lze najit na strance
balicku, kterd je uvedena na konci kapitoly. Nejprve se zamérime na kvantilové
aloka¢ni pravidlo, poté spoc¢teme alokace v pripadé nékolika dalsich pravidel.

Popisme nyni data, kterd budou pouzita v této kapitole k vypoctu alokaci.
Uvazujme zde, ze urcita firma sestava ze tii ¢asti, pro kazdou z nichz je nasim
cilem alokovat kapital urceny k pokryti rizik spojenych s ¢innostmi téchto ¢asti.
K dispozici mame data s konkrétnimi hodnotami téchto ztrat z dosavadni ¢innosti
firmy. V praxi bychom nejspis zvolili néjaké parametrické rozdéleni, kterym bychom
se rozhodli tyto ztraty modelovat a z dat bychom odhadli parametry tohoto
rozdéleni. Poté uz bychom mohli piejit k vypoctu jednotlivych alokaci pouzitim
nékteré z alokacnich metod. Dalsi moznosti, v pripadé, ze bychom méli dostatek
dat, by mohlo byt odhadnout z dat hodnoty potfebné k vypoctu danych alokaci,
naptiklad odhadnout piislusné kvantily v pripadé haircut alokaci. V této kapitole
u nékolika alokacnich metod vyzkousSime oba tyto ptistupy. Pro jednoduchost bu-
deme vsak pri prvnim postupu znat skute¢né hodnoty parametru rozdéleni, ze
kterého data pochazeji.

4.1 Modifikace kvantilového pravidla

Uvazujme celkové riziko skladajici se z tii dil¢ich rizik. Méjme tdaje o konkrétnich
hodnotéch téchto dil¢ich rizik za poslednich 20 obdobi (napiiklad 20 mésicnich
pozorovani). Pro potieby ndasledujicich vypoctu bylo pro kazdé z téchto rizik vy-
generovano 20 hodnot z lognormalniho rozdéleni, jehoz parametry jsou postupné
pr =1, oy =2, uz = 3, 02 = 1, 03 = 1 a 02 = 4. Kapitdl na pokryti celkového
rizika zvolime K = 6. Pro jednoduchost jsou tato tfi rizika nezavisla.

Porovnejme mezi sebou navrh pouzit ag,...,q, misto jediného ¢isla o uve-
deny v casti této prace a klasickou volbu s jedinym ¢islem «. Necht hodnota
alokovand pro celkové riziko je 6, jednotlivé alokace jsou dany jako

31



Ky = F“(Fse(6)), i€ {1,2,3},

kde « je urc¢eno rovnici F_Cl(a)(Fgc(6)) = 6, dle véty @

V nasledujicim grafu jsou v kazdém sloupci dvé horizontalni c¢ary. Vyska
sloupce je F' )}iH(F 5¢(6)) postupneé pro kazdé z rizik X, Xs, X3. Nizsi horizontalni
céra je vady Fy!(Fse(6)) a vy8sf horizontaln{ ¢dra je hodnota alokace K;. V tomto
konkrétnim ptipadé vyslo a = 0,71.

35 Kvantilovéa alokace

alokace

1 2 3
riziko

Obrazek 4.1: Kvantilova alokace
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Fil(Fse(6)):  Ki:  di Fy''(Fse(6)) — K;:

0 1,25 1.29 0,12 0,04
1 2,31 2.34 0,09 0,03
2 2,06 2.38 1,07 0,31

Tabulka 4.1: Kvantilové alokace

Ve sloupcich tabulky 4.1 jsou uvedeny postupné hodnoty F);il (Fse(6)), Fy @) (Fs<(6)),

FglF (Fse(6)) — Fil(Fse(6)) a Fy'“(Fse(6)) — Fx'(Fs:(6)) pro jednotliva ri-
zika. Z obrazku {4.1]je vidét, ze pro kazdé i je K; kvantil F' )}il(FSc (6)) navyseny o
(1 — a)d;, kde navyseni je nejvetsi u tretiho sloupce.

Dale spocitejme alokace s pouzitim oy, . .. ,a, misto a, konkrétné pomoci po-

stupu navrzeného v ¢asti tohoto textu. Alokace jsou pak dany jako
Ky = F“(Fs:(6)), i€ {1,2,3}.

Stejné jako pro predchozi metodu nésleduje graf i tabulka, graf je podobny,
ale u prvnich dvou rizik (prvnf a druhy sloupec) je vidét pouze jedna horizontalni
cara. Jedna se o spodni ¢aru, horni ¢ara splyva s vrcholem sloupce. Je to proto,
ze dy a dy byly dostateéné malé, a tedy
[ (Fse(6)) = Fy! " (Fse(6)), i€ {12},

i

Fil(Fse(6)): Ky dir Fx't(Fse(6)) — Ky

7 7

0 1,25 1,37 0,12 0,12
1 2,31 24 0,09 0,09
2 2,06 2,23 1,07 0,16

Tabulka 4.2: Kvantilova alokace s vice alfami

4.2 Tlustrace alokac¢nich pravidel

Vratme se nyni ke kvadratickému aloka¢nimu pravidlu. Zvolime-li v ném jako

vahovy faktor velicinu (2.7)) a navic vahy ([2.8)), ziskame alokacni pravidlo Condi-
tional Tail Expectation (1.2). Pokud navic plat{ K = E[S|S > Fg'(p)], ziskdme
tvar

K, =E[Xi|S > Fs'(p)], i=1,...,n. (4.1)

U tohoto pravidla jsou pro néktera rozdéleni dilcich rizik znamy vzorce pro
vypocet alokaci. V [3] jsou uvedeny vzorce pro vypocet alokaci v piipadé, kdy
rizika X1, ...,X, maji mnohorozmérné normélni rozdéleni. V [9] jsou vysledky
[3] rozsiteny na piipad, kdy maji rizika Xj,...,X, mnohorozmérné eliptické
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Kvantilovéa alokace

3.5 .

alokace

1 2 3
riziko

Obrazek 4.2: Kvantilova alokace s ruznymi hodnotami «;

rozdéleni. Obecné vSak neni mozné ziskat vzorec v uzavieném tvaru pro libo-
volné rozdéleni, v [10] jsou uvedeny aproximace pro diléi alokace v pFipadé mno-
horozmérného lognormalniho rozdéleni rizik. Tyto aproximace jsou odvozeny na
zékladé komonotonie. V [II] jsou uvedeny vzorce pro hodnoty alokaci v piipadé,
kdy majf rizika mnohorozmérné Paretovo rozdéleni. Uvedme zde dle [10] vzorce
v pifpadé mnohorozmérného normdlniho rozdéleni rizik. Necht (Xi,...,X,)T ~
No(p, %), kde X = (0y5)7,-, a ddle S ~ N(us,03), os > 0. Pak

ors ®' (@7 (p))
s 1—0p

E[X:|S > Fg'(p)] = . + , pe(0,1), (4.2)

kde Ok,s = Z?:l Okj-
Meéjme opét firmu sklddajici se ze tii ¢asti, pro néz chceme spocitat alokace.
Predpokladejme, ze tato diléi rizika X, Xo, X3 splinuji
<X17 X27 X3)T ~ N3(l'l’7 2)7

kde o= (1,2,3)T. Dale UCLT(Xl') = 1, 1= 1,2,3, 012 = 0,2, 013 = 0,5 a 0923 = 0,1
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Nyni pomoci tii ruznych aloka¢nich pravidel spo¢teme alokace témto diléim
rizikuim. Na zdkladé znalosti rozdéleni rizik spoc¢teme presné hodnoty alokaci.
Déle spocteme ptiblizné hodnoty alokaci na zakladé dat, kterda mame k dispozici,
coz je v nasem pripadé pocitacem vygenerovany nahodny vybér z uvedeného
rozdéleni o 1000 pozorovanich. Tyto alokace vzdy navzdjem porovnadme pomoci
podilu. Na zakladé téchto podilu si muzeme udélat predstavu o tom, jak moc se
lisi aproximace od presnych hodnot. Nejvice se odhadnuté alokace 1isi o 7,8 % v
pripadé kovarianéniho pravidla.

4.2.1 Conditional Tail Expectation alokace

Pti odhadu alokaci jsme uvazovali pouze ta pozorovani, u kterych soucet
diléich hodnot S = X+ X5+ X3 presahl odhad 95% kvantilu S. Z této podmnoziny
datového souboru jsme nasledné odhadli diléi alokace pomoci prumeéru. Pro
vypocet presnych alokaci vychazime ze vztahu (4.2)).

riziko 1 riziko 2 riziko 3

presné alokace 2,408 2.971 4.149
odhadnuté alokace 2,342 3,092 4,093
odhadnuté/presné 0,973 1,041 0,987

Tabulka 4.3: Alokace kapitalu uzitim CTE pravidla

4.2.2 Haircut alokace

Céstku K urcenou k pokryti celkového rizika S jsme uréili jako 95% kvantil
nahodné velic¢iny S, jejiz rozdéleni zndme. Pii odhadu alokaci jsme z dat spocetli
vybérové 95% kvantily. Pii vypoctu piesnych alokaci jsme spocetli kvantily dil¢ich
rizik, jejichz rozdéleni zname.

riziko 1 riziko 2 riziko 3

presné alokace 2,305 3,176 4,047
odhadnuté alokace 2,240 3,256 4,032
odhadnuté/presné 0,972 1,025 0,996

Tabulka 4.4: Alokace kapitalu uzitim haircut pravidla

4.2.3 Alokace pomoci kovarian¢niho pravidla

Céstku K urcenou k pokryti celkového rizika S jsme uréili jako 95% kvantil
nahodné veliciny S, jejiz rozdéleni zname. Pti odhadu alokaci jsme z dat odhadli
potiebné kovariance. Pti vypoctu presnych alokaci jsme pii vypoctu kovarianci
vyuzili znalosti kovarianéni matice rozdéleni ztrat.
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riziko 1 riziko 2 riziko 3

presné alokace 3,521 2,693 3,314
odhadnuté alokace 3,433 2,902 3,193
odhadnuté/presné 0,975 1,078 0,964

Tabulka 4.5: Alokace kapitalu uzitim kovarianc¢niho pravidla

4.2.4 Vybér vhodného pravidla

Porovname-li navzajem alokace ziskané jednotlivymi tfemi aloka¢nimi pravi-
dly, zjistime, ze se lisi. Tabulka ukazuje podily vypoctenych hodnot pro jednotliva
rizika. Chceme-li se rozhodnout, které pravidlo pouzit, vybereme pravidlo, které
se nam zda nejvhodnéjsi z pohledu jeho teoretickych vlastnosti.

riziko 1 riziko 2 riziko 3

haircut/CTE 0,875 0,977 0,892
kovariancni/CTE 1,336 0,828 0,730
kovariancni/haircut 1,528 0,848 0,819

Tabulka 4.6: Porovnani jednotlivych alokacnich pravidel

Kovarianéni pravidlo se od ostatnich dvou vice odlisuje. Narozdil od CTE
pravidla a haircut pravidla bere v potaz korelacni strukturu rizik.

4.3 Instalace balicku

Uved'me zde nakonec, jak lze nainstalovat a pouzivat balicek allocation, ktery
obsahuje implementace nékterych alokac¢nich pravidel. K jeho pouziti je potieba
mit nainstalovany Python v nékteré z verzi 3.X. Vzhledem k moznym problémum
pri instalaci nékterych knihoven pro Python lze doporucit naptiklad distribuci
Anaconda. Tato distribuce obsahuje spravce balicku pip a prikazovou tadku, po-
moci které lze program k alokaci kapitalu (balicek s ndzvem allocation) nainsta-
lovat piikazem

pip install git+git://github.com/d-an/allocation
Mimo terminal 1ze program nainstalovat také po spusténi iPythonu piikazem
! pip install git+git://github.com/d-an/allocation

Program je zavisly na bali¢cich numpy, scipy, matplotlib a pandas, které jsou v
distribuci Anaconda pfitomny.

Po instalaci lze balicek importovat a pouzit jeho tiidy k vypoctum. Balicek
obsahuje tiidy odpovidajici alokacnim pravidlum, napiiklad QuantileRule, Hai-
rcutRule odpovidaji kvantilovému a haircut pravidlu. Pouziti spociva ve dvou
krocich. V prvnim kroku pomoci tiidy Losses vytvorime objekt reprezentujici
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jednotliva rizika. V druhém kroku tento objekt predlozime zvolenému pravidlu a
spocteme alokace. Konkrétni postup pouziti i s priklady lze nalézt na strance

https://github.com/d-an/allocation
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Zaver

Prvni kapitola této prace se zabyvala uvedenim mér rizika a aloka¢nich metod
v kontextu problému alokace kapitalu. Pojmy uvedené v této kapitole tvori zaklad
nutny pro zbytek prace. Druhd kapitola uvedla problém alokace kapitalu jako op-
timaliza¢ni ulohu. Byla zde shrnuta néktera tvrzeni o komonotonii, ktera byla
uzita pfi odvozeni kvantilové aloka¢ni metody. Bylo zde navrhnuto jednoduché
zobecnéni tohoto pravidla, které bylo ilustrovano ve ¢tvrté kapitole. Tteti kapitola
se zabyvala odvozenim v této praci navrzeného alokacniho pravidla zalozeného
na projekci do nadroviny, coz je jednoduché aloka¢ni pravidlo podobné propor-
cionalnimu alokacnimu pravidlu. Tato dvé pravidla byla porovnéna z pohledu
vlastnosti koherence. Za uvazovanych podminek bylo ukazano, ze navrzené pra-
vidlo tyto podminky spliuje, zatimco proporciondalni pravidlo nikoliv. Tato kapi-
tola poslouzila predevsim jako detailni rozbor jednotlivych podminek koherence
aloka¢nich pravidel. Posledni kapitola za pomoci generovanych dat ilustrovala
nékteré metody popisované ve zbytku préce.
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