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Kapitola 1ÚvodPr·nikový graf je graf, ve kterém m·ºeme kaºdému vr
holu v p°i°adit n¥-jaký objekt Ov tak, ºe se objekty Ov a Ou protínají práv¥ tehdy, kdyº v grafuexistuje hrana uv. Uº v ro
e 1966 ukázal Sinden [12℄, ºe kaºdý rovinný graf lzereprezentovat jako pr·nikový graf k°ivek v rovin¥ (tvz. string graf).Postupem £asu se pro pr·nikovou reprezenta
i rovinný
h graf· da°ilo r·z-nými zp·soby omezovat podobu k°ivek. Uº roku 1984 publikoval S
heinermandomn¥nku, ºe rovinné grafy lze reprezentovat jako pr·nikové grafy úse£ek (tzv.SEG-grafy)[11℄. Tuto domn¥nku se v ro
e 2009 poda°ilo dokázat Chalopinovi aGonçalvesovi [5℄. Dal²ím logi
kým pokra£ováním je snaha o omezení po£tu sm¥r·,které jsou pot°eba. West vyslovil domn¥nku, ºe pro reprezenta
i rovinný
h graf·sta£í uvaºovat úse£ky £ty° r·zný
h sm¥r· [13℄. Tato domn¥nka ale zatím nebyladokázána. Známé jsou jen výsledky pro spe
iální t°ídy graf·. Bipartitní rovinnégrafy lze reprezentovat s pomo
í úse£ek pouze dvou sm¥r· (viz Hartman a kol.[10℄) a rovinné grafy bez trojúhelník· lze reprezentovat za pomo
i úse£ek t°í r·z-ný
h sm¥r· (viz Castro a kol. [4℄).Je jednodu
hé ukázat, ºe string grafy jsou ekvivalentní pr·nikovým graf·m
est, které v míst¥ ohybu zm¥ní sm¥r z vodorovného na svislý a nebo obrá
en¥(tzv. VPG grafy) [1℄. Asinowski a kol. [1℄ dále zavedli t°ídu graf· Bk-VPG jakoVPG grafy s maximáln¥ k ohyby. V tom £lánku bylo ukázáno, ºe rovinné grafy jsou
B3-VPG grafy. To dále vylep²ili Chapli
k a Ue
kerdt [6℄, kte°í ukázali, ºe rovinnégrafy jsou dokon
e B2-VPG grafy. Naví
 pro rovinné grafy bez trojúhelník· sejim poda°ilo najít pr·nikovou reprezenta
i jen pomo
í L-útvar·1 a Γ-útvar·2. Toznamená, ºe jde o spe
iální p°ípad B1-VPG graf·. Formulovali také domn¥nku,ºe v²e
hny rovinné grafy jsou B1-VPG grafy nebo dokon
e L-grafy.V této prá
i se zam¥°íme na grafy, pro které existuje pr·niková reprezen-ta
e pomo
í L-útvar· (tvz. L-grafy). Nejprve p°edvedeme pro n¥které podt°ídyrovinný
h graf·, jak je reprezentovat pomo
í L-útvar·. Následn¥ budeme zkou-mat, jaké grafy lze reprezentovat pomo
í L-útvar·, které naví
 mají jeden kone
na spole£né vodorovné p°ím
e. Dostaneme tak t°ídu graf· vn¥j²kový
h L-graf·,kterou se nám poda°í ekvivalentn¥ 
harakterizovat pomo
í existen
e permuta
evr
hol· bez zakázaný
h vzor·.Sek
e 2 obsahuje ukázku r·zný
h známý
h tvrzení o L-grafe
h. N¥které d·kazy1L-útvar vznikne sjedno
ením svislé a vodorovné úse£ky pokud mají úse£ky spole£ný spodníresp. levý kone
.2Γ-útvarem rozumíme L-útvar zobrazený osovou symetrií podle vodorovné osy2



(nap°. 2.3) jsou sepsány podrobn¥ji a u
elen¥ji neº v p·vodní
h £lán
í
h. P·vodnívýsledky prá
e jsou v Sek
i 3 o vn¥j²kový
h L-grafe
h (krom¥ zmínky o t¥tivový
hgrafe
h 3.1).1.1 Základní pojmyV prá
i budeme pouºívat standardní zna£ení, které je b¥ºné v základní
hkurze
h z diskrétní matematiky. Mnoºinu vr
hol· grafu G budeme zna£it V (G),mnoºinu hran E(G) a úplný graf na n vr
hole
h Kn.P°edstavme si nyní n¥které pokro£ilej²í pojmy, kterými se budeme v této prá
izabývat:Pr·nikový graf systému mnoºin M je takový graf, ºe kaºdé mnoºin¥ m ∈ Modpovídá jeden vr
hol vm pr·nikového grafu a mezi vr
holy vm a vn vedehrana, práv¥ kdyº mají mnoºiny m a n neprázdný pr·nik. V této prá
i sezabýváme jen p°ípady, kdy mnoºiny systému M jsou k°ivky v rovin¥.Dotykový graf systému geometri
ký
h objekt· M je takový graf, ºe kaºdémuobjektu m ∈ M odpovídá jeden vr
hol vm pr·nikového grafu. Mezi vr
holy
vm a vn vede hrana, práv¥ kdyº se objektym a n dotýkají. Naví
 je zakázáno,aby se n¥jaké dva objekty z M protínaly nebo m¥ly ví
e neº jeden spole£nýbod.String graf je pr·nikový graf k°ivek v rovin¥.Outer-string graf je pr·nikový graf k°ivek v polorovin¥, které v²e
hny majíjeden kone
 na p°ím
e ur£ují
í polorovinu.

Bk-VPG je t°ída graf·, které lze reprezentovat jako pr·nikové grafy 
est v pra-voúhlé m°íº
e, které obsahují nejvý²e k ohyb·.L-útvar vznikne sjedno
ením horizontální a vertikální úse£ky tak, ºe spole£nýbod t¥
hto úse£ek je spodním bodem vertikální úse£ky a levým bodem ho-rizontální úse£ky.L-graf je pr·nikový graf L-útvar·. Jde tedy o podt°ídu B1-VPG.L-reprezenta
e grafu G je jeho nakreslení jako pr·nikový graf L-útvar· v ro-vin¥. L-útvar vr
holu v budeme zna£it L(v).
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Kapitola 2Vztah rovinný
h graf· a L-graf·V této sek
i postupn¥ uvedeme r·zné t°ídy graf·, o který
h se ví, ºe se jednáo L-grafy.2.1 Rovinné 3-stromyJako první ukáºeme, ºe rovinné 3-stromy jsou L-grafy. Tuto v¥tu dokázalive svém £lánku Felsner, Knauer, Mertzios a Ue
kerdt [8℄. 3-strom je graf, který mástromovou ²í°ku t°i a je naví
 hranov¥-maximální. Lep²í p°edstavu o rovinný
h 3-strome
h nám dává de�ni
e, která °íká, ºe kaºdý rovinný 3-strom m·ºeme dostat zrovinného nakreslení úplného grafu K4 postupným p°idáváním vr
hol· do vnit°níst¥ny, kde p°idávaný vr
hol bude mít za sousedy práv¥ v²e
hny t°i vr
holy, kteréleºí na okraji st¥ny, do které vr
hol p°idáváme.De�ni
e 1 (F-oblast st¥ny). Pro trojúhelníkovou st¥nu {a,b,c} nazveme desetiú-helník ve tvaru oto£eného resp. p°evrá
eného písmena F F-oblastí st¥ny, kdyº jejprotínají pouze L-útvary vr
hol· a, b, c a to tak, jak je nazna£eno na Obrázku 2.1.
a

b c

a

a

b

c

a

Obrázek 2.1: Dv¥ moºné podoby F-oblasti st¥ny {a,b,c} a jeho pr·se£íky s L-útvary vr
hol· a, b, c.V¥ta 2 (Felsner, Knauer, Mertzios, Ue
kerdt [8℄). Kaºdý rovinný 3-strom je L-graf.D·kaz. Dokáºeme siln¥j²í tvrzení: Pro kaºdý rovinný 3-strom s daným nakres-lením nebo K3 existuje jeho L-reprezenta
e taková, ºe pro kaºdou vnit°ní st¥num·ºeme najít její F-oblast, naví
 F-oblasti jednotlivý
h st¥n jsou disjunktní.4



a b c

Obrázek 2.2: F-oblast pro jedinou vnit°ní st¥nu K3.Toto tvrzení dokáºeme matemati
kou induk
í podle po£tu vr
hol· grafu G.Jako bázi induk
e zvolíme K3. Ten má jedinou vnit°ní st¥nu a jednodu²e pro n¥jnajdeme F-oblast - viz Obrázek 2.2.Induk£ní krok: P°edpokládejme, ºe |V (G)| > 3. Protoºe graf G je 3-strom,existuje v n¥m vnit°ní vr
hol v s práv¥ t°emi sousedy, které ozna£íme a,b a c.Protoºe G má jen trojúhelníkové st¥ny, je vr
hol v uvnit° st¥ny {a,b,c} v grafu
G′ = G \ {v}. Protoºe G′ je 3-strom s men²ím po£tem vr
hol· neº G, podleinduk£ního p°edpokladu pro n¥j existuje L-reprezenta
e, ve které existuje prokaºdou st¥nu její F-oblast.L-reprezenta
i s F-oblastmi pro G získáme tak, ºe do F-oblasti st¥ny {a,b,c}umístíme L-útvar p°íslu²ejí
í k vr
holu v jako na Obrázku 2.3. Naví
 pro nov¥vzniklé st¥ny {a,b,v}, {a,v,c} a {v,b,c} najdeme jeji
h po dvou disjunktní F-oblasttak, jak je znázorn¥no na Obrázku 2.4.V²imn¥me si, ºe druhý moºný tvar F-oblasti získáme z prvního pomo
í osovésoum¥rnosti s osou pod úhlem 45◦. Díky tomu získáme konstruk
i pro druhý tvarpouhým zobrazením konstruk
e pro první tvar touto soum¥rností.

a

b c

a

vObrázek 2.3: Umíst¥ní L-útvarupro nový vr
hol v uvnit° F-oblasti p·vodní st¥ny {a,b,c}.
a

b c

a

vObrázek 2.4: Disjunktní F-oblasti pro nov¥ vzniklé st¥ny.Protoºe v²e
hny zm¥ny jsme ud¥lali pouze uvnit° F-oblasti p·vodní st¥ny
{a,b,c}, jsou nov¥ zkonstruované F-oblasti disjunktní i se v²emi zbylými F-oblastmi.Získali jsme tedy poºadovanou reprezenta
i grafu G. k2.2 Line grafy rovinný
h graf·V této sek
i ukáºeme, ºe line grafy rovinný
h graf· jsou L-grafy. D·kaz jezaloºen na kanoni
kém uspo°ádání vr
hol·, jehoº existen
i pro kaºdý maximální5



rovinný graf dokázali De Fraysseix, Pa
h a Polla
k [7℄.De�ni
e 3 (Line graf). Line graf L(G) grafu G je takový graf, ºe kaºdý vr
hol
L(G) odpovídá hran¥ v G a mezi vr
holy v L(G) vede hrana práv¥ tehdy, kdyºv G m¥ly p°íslu²né hrany spole£ný vr
hol.De�ni
e 4 (Maximální rovinný graf). Rovinný graf je maximální rovinný, pokudv n¥m nelze p°idat hrana tak, aby byl výsledný graf rovinný.De�ni
e 5 (Kanoni
ké uspo°ádání). Ne
h´ G je maximální rovinný graf s vr
holy
u,v,w na vn¥j²í st¥n¥. Pak kanoni
ké uspo°ádání je uspo°ádání jeho vr
hol· v1 =
u, v2 = v, v3, . . . , vn = w takové, ºe pro v²e
hna 4 ≤ i ≤ n spl¬uje následují
í:

• Podgraf Gi ⊆ G indukovaný vr
holy v1, v2, . . . , vi je 2-souvislý a hrani
ejeho vn¥j²í st¥ny obsahuje hranu v1v2.
• Vr
hol vi leºí ve vn¥j²í st¥n¥ Gi−1 a jeho sousedi v Gi−1 tvo°í intervalna 
est¥ Ci−1 mezi vr
holy u a v, která má délku alespo¬ dva a jejíº v²e
hnyhrany leºí na vn¥j²í st¥n¥ Gi−1.Lemma 6 (De Fraysseix, Pa
h, Polla
k [7℄). Pro kaºdý maximální rovinný grafexistuje kanoni
ké uspo°ádání jeho vr
hol·.V¥ta 7 (Felsner, Knauer, Mertzios, Ue
kerdt [8℄). Kaºdý line graf rovinného grafuje L-graf.D·kaz. Line graf podgrafu G je indukovaný podgraf L(G). Pokud není G ma-ximální rovinný graf, m·ºeme jej doplnit na n¥jaký maximální rovinný graf G′p°idáním hran e1, e2, . . . ,ek pro L(G′) nalézt jeho L-reprezenta
i a následn¥ z L-reprezenta
e vypustit L-útvary odpovídají
í p°idaným hranám do G - tj. odebrat

L(e1), L(e2), . . . ,L(ek). M·ºeme tedy bez újmy na obe
nosti p°edpokládat, ºe Gje maximální rovinný graf s n¥jakým daným rovinným nakreslením. Pak pro n¥jpodle Lemmatu 6 existuje kanoni
ké uspo°ádání vr
hol·.Ozna£me jako bezedný obdélník útvar, který je ohrani£ený zboku dv¥ma svis-lými polop°ímkami a jednou vodorovnou úse£kou shora.Dokáºeme obe
n¥j²í tvrzení: Ne
h´ G je maximální rovinný graf a v1, v2, . . . , vnje jeho libovolné kanoni
ké uspo°ádání vr
hol·. Ne
h´ Gi je podgrafG indukovanývr
holy v1, v2, . . . ,vi. Potom L(Gi) má L-reprezenta
i, ve které pro kaºdý vr
hol
wj na Ci existuje jeho bezedný obdélník Rj spl¬ují
í:

• Rj protíná práv¥ L-útvary, které náleºí hranám, které s wj sousedí v grafu
L(Gi).

• Rj neobsahuje ºádné body ohybu ani kon
e L-útvar·.
• Horizontální po°adí obdélník· vn¥j²í
h vr
hol· odpovídá jeji
h po°adí na 
est¥
Ci a obdélníky jsou disjunktní.Toto tvrzení dokáºeme matemati
kou induk
í podle po£tu vr
hol·. Pro prázdnýgraf a graf na jednom vr
holu tvrzení triviáln¥ platí. Za bázi induk
e zvolme si-tua
i pro i = 2, kdy L(Gi) obsahuje pouze jednu hranu v1v2. Pak L(G2) obsahujejediný L-útvar a bezedné obdélníky R1 a R2 protínají vodorovnou £ást L-útvaru.Pro i > 2: Podle induk£ního p°edpokladu existuje hledaná reprezenta
e prograf L(Gi−1). Ukáºeme, ºe k ní dokáºeme p°idat L-útvary p°íslu²ejí
í hranám,6



které obsahují vi, a upravit nekone£né obdélníky tak, aby
hom neporu²ili vlast-nosti, které podle tvrzení poºadujeme. Vr
hol vi má podle de�ni
e kanoni
kéhouspo°ádání pouze sousedy na 
est¥ Ci−1, kte°í na této 
est¥ tvo°í interval. Ozna£metyto jeho sousedy w1, w2, . . . , wk ve stejném po°adí jako jsou na Ci−1. Podle in-duk£ního p°edpokladu existují pro tyto vr
holy jeji
h bezedné obdélníky
R(w1), R(w2), . . . , R(wk).Pro kaºdou hranu viwj (pro j od 1 do k) zade�nujme L-útvar Lviwj

tak, ºesvislá £ást je uvnit° nekone£ného obdélníku R(wj) a protíná v²e
hny L-útvaryprotínají
í R(wj) (v£etn¥ práv¥ p°idaný
h L-útvar·, které reprezentují n¥jakouhranu z vi do wj′ pro j′ < j). Vodorovná £ást Lviwj
pak vede aº do obdélníku

R(wk). Takto získáme L-reprezenta
i grafu L(Gi).

Obrázek 2.5: Znázorn¥ní p°idávání vr
holu vi. Vlevo je znázorn¥ni soused· vi,kte°í tvo°í interval díky kanoni
kému uspo°ádání. Vpravo zm¥na p·vodní
h be-zedný
h obdélník· R(wi) na nové R′(wi). P°evzato z [8℄.Zbývá zade�novat bezedné obdélníky v L(Gi). Pro v²e
hny vr
holy na vn¥j²íst¥n¥ Gi krom¥ w1, vi a wk m·ºeme ne
hat jeji
h p·vodní bezedné obdélníky.Pro w1 vznikne nový bezedný obdélník R′(w1) zúºením p·vodního bezedného ob-délníku R(w1) tak, ºe R′(w1) bude obsahovat £ást vodorovného úseku Lviw1
, alenikoli jeho svislou £ást. Obdobn¥ R′(wk) vznikne zúºením p·vodního bezednéhoobdélníku R(wk) tak, aby jej protínal z nový
h L-útvar· jen Lviwk

. Bezedný ob-délník R′(vi) zkonstruujeme uvnit° p·vodního R(wk) tak, aby jej protínaly jennové L-útvary Lviw1
, Lviw2

, . . . ,Lviwk
(viz 2.5). k2.3 Rovinné grafy a Bk-VPG grafyVPG grafy jsou pr·nikové grafy 
est v pravoúhlé m°íº
e a Bk-VPG jsou VPGgrafy, v jeji
h pr·nikové reprezenta
i mají jednotlivé 
esty nejvý²e k ohyb·.V¥ta 8 (Asinowski a kol. [1℄). Kaºdý rovinný graf je B3-VPG graf.Následují
í d·kaz vy
hází z d·kazu v [1, Theorem 7℄, kde se ale auto°i odkazujína dal²í £lánky. My proto provedeme d·kaz rad¥ji jen s vyuºitím základní
hznalostí. Budeme vy
házet z toho, ºe pro kaºdý maximální rovinný graf existujekanoni
ké uspo°ádání vr
hol· (viz [7℄). Naví
 je p°i této formula
i d·kazu zjevnýstejný p°ístup, jaký byl pouºitý v 2.2. 7



Pro nalezení kanoni
kého uspo°ádání je popsáno n¥kolik lineární
h algoritm·(nap°. v £lánku [2℄). Ná² postup na tvorbu B3-VPG s pomo
í kanoni
kého uspo-°ádání je také snadno implementovatelný v lineárním £ase, a tedy dostávámelineární algoritmus i pro nalezení B3-VPG reprezenta
e rovinného grafu.Pro konstruk
i B3-VPG reprezenta
e rovinného grafu bude klí£ové následují
ílemma o dotykové T-reprezenta
i.De�ni
e 9 (T-útvar). T-útvar vznikne sjedno
ením horizontální a vertikálníúse£ky takové, ºe nejvr
hn¥j²í bod vertikální úse£ky je zárove¬ uvnit° úse£ky ho-rizontální.Lemma 10 (de Fraysseix, de Mendez, Rosenstiehl [9℄). Pro maximální rovinnýgraf G existuje jeho dotyková reprezenta
e pomo
í T-útvar·.D·kaz. Ozna£me Ti T-útvar, který v dotykové reprezenta
i odpovídá vr
holu
vi. v dotykové reprezenta
i grafu G ozna£íme T-útvar jako nekone£ný, pokudlibovolným prodlouºením jeho vertikální úse£ky sm¥rem dolu nenaru²íme, ºe jdeo dotykovou reprezenta
i G.Dokáºeme obe
n¥j²í tvrzení: Ne
h´ G je maximální rovinný graf a v1, v2, . . . , vnje jeho libovolné kanoni
ké uspo°ádání vr
hol·. Pak pro libovolné i ∈ {1,2, . . . ,n}existuje pro podgrafGi ⊆ G indukovaný vr
holy v1, v2, . . . , vi jeho dotyková repre-zenta
e pomo
í T-útvar·, ve které jsou T-útvary p°íslu²ejí
í vr
hol·m na Ci ne-kone£né. Naví
 jsou tyto T-útvary ve stejném po°adí1 zleva doprava jako na 
est¥
Ci (viz de�ni
e kanoni
kého uspo°ádání).Toto tvrzení dokáºeme matemati
kou induk
í. Pro prázdný graf a graf na jed-nom vr
holu tvrzení triviáln¥ platí. Za bázi induk
e zvolme situa
i pro i = 2. Prodva vr
holy je jeji
h T-reprezenta
e zobrazena na Obrázku 2.6.

u

v

Obrázek 2.6: T-reprezenta
e pro dva vr
holy.Pro i > 2: Podle induk£ního p°edpokladu existuje hledaná T-reprezenta
e prograf Gi−1. Ukáºeme, ºe k ní dokáºeme p°idat T-útvar Ti tak, aby
hom neporu²ilivlastnosti, které podle tvrzení poºadujeme. Vr
hol vi má podle de�ni
e kanoni
-kého uspo°ádání pouze sousedy na 
est¥ Ci−1, kte°í na této 
est¥ tvo°í interval.Ozna£me tyto jeho sousedy w1, w2, . . . , wk ve stejném po°adí jako jsou na Ci−1.Podle tvrzení jsou v²e
hny T-útvary náleºí
í t¥mto vr
hol·m nekone£né.P°idejme tedy T-útvar Ti tak, ºe jeho vodorovná úse£ka bude pod vodorov-nými úse£kami v²e
h jiº umíst¥ný
h T-útvar·. Naví
 vlevo se vodorovná úse£kabude dotýkat svislé úse£ky útvaru Tw1
a vpravo svislé úse£ky útvaru Twk

. Aby sejednalo o dotykovou reprezenta
i, omezíme u T-útvar· Tw2
, Tw3

, . . . , Twk−1
jeji
hsvislou úse£ku tak, aby kon£ila na úrovni vodorovné úse£ky Ti.1Umíst¥ní T-útvaru je dáno polohou jeho svislé úse£ky.8



Takto získáme dotykovou T-reprezenta
i grafu Gi, protoºe Ti se dotýká práv¥v²e
h T-útvar·, které náleºí soused·m vi v Gi, a ostatní dotyky se nezm¥nily.Naví
 Ti je nekone£ný T-útvar a je mezi Tw1
a Twk

. Protoºe w1 a wk sousedí s vina 
est¥ Ci, dokázali jsme siln¥j²í tvrzení. kNá² postup p°i konstruk
i B3-VPG reprezenta
e bude následují
í: Nejprvedo zadaného rovinného grafu G libovoln¥ p°idáme hrany tak, aby
hom dostalimaximální rovinný graf G′, ºe G ⊆ G′. Poté pro G′ nalezneme jeho dotykovoureprezenta
i pomo
í T-útvar·. Její existen
i máme zaru£enou díky Lemmatu 10.Naví
 kanoni
ké uspo°ádání G′ umíme najít v lineárním £ase a konstruk
e do-tykové T-reprezenta
e je také lineární2. v dotykové reprezenta
i G′ se zbavímehran, které jsme v prvním kroku p°idali. v míst¥ kaºdého dotyku má totiº je-den z dvoji
e T-útvar· vºdy jeden ze svý
h t°í kon
·. Zkrá
ením tohoto kon
eo dostate£n¥ malou vzdálenost zru²íme daný bod dotyku, ale nezm¥níme dotykyve zbytku T-reprezenta
e. Takto dostaneme dotykovou reprezenta
i G pomo
íT-útvar·. Nakone
 sta£í T-útvary nahradit k°ivkami s t°emi ohyby, které budoup°ipomínat tvar T a za
hovají ve²keré dotyky. Tato transforma
e je znázorn¥nana Obrázku 2.7.
Obrázek 2.7: Transforma
e T-útvaru na k°ivku v pravoúhlé m°íº
e s t°emi ohyby.V ro
e 2013 dokázali Steven Chapli
k a Torsten Ue
kerdt v £lánku [6℄, je²t¥siln¥j²í tvrzení:V¥ta 11 (Chapli
k, Ue
kerdt [6℄). Kaºdý rovinný graf je B2-VPG graf.Jiný d·kaz této v¥ty publikovali o rok pozd¥ji i Therese Biedl a Martin Derkav [3℄. Jeji
h konstruk
e naví
 zaru£uje, ºe kaºdé dv¥ protínají
í se 
esty se pro-tínají práv¥ jednou. Tento d·kaz vy
hází z konstruk
e B2-VPG reprezenta
e tri-angula
e grafu G, ke které vyuºívají podobný kon
ept jako je pouºit v d·kazuV¥ty 2. Místo F-útvar· ale vyuºívají útvary ve tvaru písmene "h"(resp. oto£enínebo p°evrá
ení tohoto útvaru), které lze umístit do kaºdé st¥ny reprezenta
e.Následn¥ pomo
í rozboru r·zný
h p°ípad· postupn¥ upravují B2-VPG reprezen-ta
i tak, aby bylo moºné vyne
hat pr·se£íky, které reprezentují hrany p°idané p°itriangula
i p·vodního grafu G.

2
G

′ je rovinný graf, a tedy má lineární po£et hran vzhledem k po£tu vr
hol·.9



Kapitola 3Vn¥j²kové L-grafyPodobn¥ jako pro pr·nikové grafy obe
ný
h k°ivek (tzv. string grafy) sezkoumá t°ída vn¥j²kový
h pr·nikový
h graf· k°ivek (tzv. outer-string grafy), jep°irozené se zabývat ekvivalentním problémem pro L-grafy.De�ni
e 12 (vn¥j²kový L-graf). Vn¥j²kový L-graf je graf, pro který existuje pr·n-Fiková reprezenta
e pomo
í L-útvar·, jeji
hº horní kon
e se na
hází na vodorovnép°ím
e, zvané hrani£ní p°ímka.Nejprve ukáºeme, ºe existují t°ídy graf·, které nejsou vn¥j²kovými L-grafy.Následují
í v¥ta platí i v obe
n¥j²í podob¥, kdy místo L-útvar· uvaºujeme libo-volné souvislé k°ivky.De�ni
e 13. Podrozd¥lením hrany uv grafu G vznikne graf G′ takový, ºe V (G′) =
V (G) ∪ {vuv} a E(G′) = E(G) ∪ {{u,vuv},{vuv,v}} \ {{u,v}}.De�ni
e 14. Graf je vn¥j²kov¥ rovinný práv¥ tehdy, kdyº existuje jeho rovinnénakreslení, ve kterém jsou v²e
hny vr
holy na hrani
i jedné (vn¥j²í) st¥ny.V¥ta 15. Ne
h´ graf G není vn¥j²kov¥ rovinný. Pak kdyº podrozd¥líme kaºdoujeho hranu, výsledný graf G′ není vn¥j²kový L-graf.D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje vn¥j²ková L-reprezenta
e grafu G′.Ukáºeme, ºe pak by
hom z vn¥j²kové L-reprezenta
e G′ získali vn¥j²kov¥ rovinnénakreslení G.

v1 v12 v2

v23

v3

v13

v1 v13 v12 v2 v23 v3 v1 v13 v12 v2 v23 v3

Obrázek 3.1: Podrozd¥lení hran K3, vn¥j²ková L-reprezenta
e podrozd¥lenéhografu a najití k°ivky mezi vr
holy v1 a v2, vy°e²ení problému s p°ekryvem jednot-livý
h k°ivek a najití vn¥j²kov¥ rovinné reprezenta
e K3.10



Uvaºme pozi
i v²e
h p·vodní
h vr
hol· v ∈ V (G) v míst¥, kde jeji
h L-útvar
L(v) sousedí s hrani£ní p°ímkou vn¥j²kové reprezenta
e. Pro kaºdé dva p·vodn¥sousední vr
holy u,v ∈ V (G), {u,v} ∈ E(G) najdeme k°ivku, která oba vr
holyspojuje. Tato k°ivka vznikne jako sjedno
ení £ásti L(u) od vr
holu u do pr·se£íkus L(vuv), £ásti L(vuv) od pr·se£íku s L(u) do pr·se£íku s L(v) a £ásti L(v) odpr·se£íku s L(vuv) do vr
holu v. P°íklad konstruk
e této k°ivky je na Obrázku3.1.Problém této konstruk
e je ten, ºe se mohou jednotlivé k°ivky mezi vr
holyp°ekrývat. Proto na za£átku uváºíme bez újmy na obe
nosti L-reprezenta
i, kdekaºdý L-útvar je reprezentovaný k°ivkou s n¥jakou ²í°kou ε. Pak m·ºeme jednot-livé k°ivky mezi vr
holy konstruovat dostate£n¥ tenké tak, aby se uvnit° p·vod-ní
h L-útvar· nek°íºily. Dostaneme tak rovinné nakreslení grafu G, která je vn¥j²-kové, protoºe ºádná k°ivka nezasahuje do druhé poloroviny od hrani£ní p°ímkyvn¥j²kové L-reprezenta
e a v²e
hny vr
holy jsou na této p°ím
e. Tím dostávámespor s p°edpokladem v¥ty, ºe graf G není vn¥j²kov¥ rovinný. k3.1 Intervalové a t¥tivové grafyDe�ni
e 16 (Intervalový graf). Intervalový graf je pr·nikový graf interval· na úse£
e.Tvrzení 17. Kaºdý intervalový graf je vn¥j²kovým L-grafem.D·kaz. Ne
h´ máme intervalovou reprezenta
i grafu G. Budeme postupovat zlevadoprava a nahradíme kaºdý interval L-útvarem, jehoº svislá £ást bude del²í neºv²e
hny jiº nakreslené útvary a vodorovná £ást bude v kolmém pr·m¥tu na hra-ni£ní p°ímku p°esn¥ odpovídat p·vodnímu intervalu. Pokud se v intervalové re-prezenta
i dva intervaly neprotínaly, pak se nebudou protínat ani jim odpovídají
íL-útvary. Pokud se dva intervaly protínaly, pak vodorovná £ást L-útvaru, kterýodpovídá intervalu s levým kon
em ví
e vlevo, bude protínat svislou £ást druhéhoL-útvaru. Dostáváme tedy vn¥j²kovou L-reprezenta
i grafu G. kDe�ni
e 18 (T¥tivový graf). T¥tivový graf je pr·nikový graf t¥tiv na kruºni
i.V¥ta 19. Kaºdý t¥tivový graf je vn¥j²kovým L-grafem.D·kaz. Tento d·kaz byl p°edstaven v [1, Theorem 3℄, kde pomo
í n¥ho Asinowskia kol. dokázali, ºe t¥tivové grafy jsou podmnoºinou B1-VPG graf·. Z d·kazu alep°ímo vyplývá, ºe t¥tivové grafy jsou dokon
e vn¥j²kovými L-grafy. Ne
h´ G jet¥tivový graf. Uvaºme jeho reprezenta
i jako pr·nikový graf te£en v kruºni
i.Posouváním kon
ový
h bod· t¥tiv po kruºni
i p°i za
hování jeji
h po°adí se ne-zm¥ní jeji
h pr·se£íkový graf. M·ºeme tedy v²e
hny kon
ové body p°esunout dopravé horní £tvrtiny kruºni
e. Nyní nahradíme kaºdou t¥tivu L-útvarem, kterýmá stejné kon
ové body jako m¥la t¥tiva. L-útvary se budou protínat práv¥, kdyºse protínaly t¥tivy. Kdyº umístíme hrani£ní p°ímku p vodorovn¥ nad kruºni
i,11



m·ºeme protáhnout svislé úse£ky L-útvar· aº k ní a získáme tak hledanou vn¥j²-kovou L-reprezenta
i grafu G. k
b
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a
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b
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b b
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de
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b

c
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e

a

dObrázek 3.2: P°evod t¥tivového grafu na vn¥j²kový L-graf (na obr. je situa
e osov¥p°evrá
ená), p°evzato z [1℄.3.2 Vn¥j²kov¥ rovinné grafyTato sek
e obsahuje d·kaz, ºe kaºdý vn¥j²kov¥ rovinný graf je vn¥j²kovým L-grafem. Podobn¥ jako v d·kazu V¥ty 2 budeme pra
ovat s oblastmi, které slouºíjako volný prostor pro dal²í roz²i°ování L-reprezenta
e. Naví
 budeme vyuºívattoho, ºe pokud je ve vn¥j²kové L-reprezenta
i grafu n¥jaký L-útvar L(v) nejví
evpravo1, je pro pot°eby reprezenta
e vyuºitelný jen jeho svislý úsek. To námdává moºnost L-reprezenta
i podgrafu H s nejprav¥j²ím L-útvarem L(v) umístitdo prázdného ε-okolí horního kon
e L(v). Tímto postupem m·ºeme snadno dovn¥j²kové L-reprezenta
e grafu G p°idat vn¥j²kovou L-reprezenta
i podgrafu H ,jehoº vr
holy sousedí s jediným vr
holem v z G.De�ni
e 20 (F-oblast a W-oblast hrany). Pro hranu ab nazveme desetiúhelníkve tvaru p°evrá
eného písmena F F-oblastí st¥ny, kdyº jej protínají pouze L-útvary vr
hol· a a b a to tak, jak je nazna£eno na Obrázku 3.3a.Podobn¥ pro hranu ab nazveme desetiúhelník ve tvaru oto£eného písmena FW-oblastí st¥ny, kdyº jej protínají pouze L-útvary vr
hol· a a b a to tak, jak jenazna£eno na Obrázku 3.3b.Naví
 v F-oblasti i W-oblasti musí být horní hrany útvar· na hrani£ní p°ím
eL-reprezenta
e.De�ni
e 21 (2-souvislost). Souvislý graf G na alespo¬ t°e
h vr
hole
h je 2-souvislý, jestliºe po odebrání libovolného vr
holu z·stane souvislý.De�ni
e 22 (Duální graf). Duální graf G∗ pro rovinné nakreslení grafu G jegraf, jehoº vr
holy odpovídají st¥nám G a hrany vedou mezi t¥mi dvoji
emi st¥n,které sdílejí spole£nou hranu.Lemma 23. Pro libovolný 2-souvislý vn¥j²kov¥ rovinný graf G s daným vn¥j²-kov¥ rovinným nakreslením, libovolný jeho vr
hol v a libovolnou hranu e = uvobsahují
í v a leºí
í na hrani
i vn¥j²í st¥ny existuje vn¥j²ková L-reprezenta
e Gtaková, ºe kaºdá hrana vn¥j²í st¥ny krom¥ uv má svojí F-oblast nebo W-oblast a
L(v) je L-útvar, který je ze v²e
h L-útvar· nejví
e vpravo. Naví
 F a W oblastihran jsou disjunktní.1Horní kone
 L-útvaru je nejví
e vpravo. 12



b

a

a(a) F-oblast a b(b) W-oblastObrázek 3.3: Znázorn¥ní F a W oblasti hrany. Tlust²í £ára naho°e znázor¬ujehrani£ní p°ímku.D·kaz. D·kaz provedeme konstruk
í. Za£neme zkonstruováním reprezenta
e pronejmen²í kruºni
i v G, která obsahuje vr
holy u a v. Ozna£me vr
holy na tétokruºni
i u,v,v1,v2, . . . ,vk. Pomo
í konstruk
e podobné jako p°i p°ipisování 
estyk hran¥ ab, která má F-okolí (viz dále), získáme vn¥j²kovou L-reprezenta
i, kdemá kaºdá hrana krom¥ uv F-okolí (viz Obrázek 3.4).
vv1v2vk u vk−1

Obrázek 3.4: Vn¥j²ková L-reprezenta
e s F-oblastmi pro v²e
hny hrany krom¥ uv.ProtoºeG je vn¥j²kov¥ rovinný graf, jeho redukovaný duální grafG∗, ve kterémvyne
háme vr
hol p°íslu²ejí
í vn¥j²í st¥n¥, je les. Protoºe G je 2-souvislý, G∗ jestrom. Nakreslená st¥na obsahují
í hranu uv odpovídá n¥jakému vr
holu v G∗.M·ºeme postupn¥ projít 
elý strom G∗ tak, ºe vºdy nov¥ nav²tívený vr
hol budesousedit s práv¥ jedním jiº nav²tíveným vr
holem (nap°. pro
házení do ²í°ky). P°inav²tívení vr
holu vG∗ p°idáme do nakreslení grafuG p°íslu²nou st¥nu S. P°idáníst¥ny znamená p°idání 
esty vedou
í ve vn¥j²í st¥n¥ mezi dv¥ma jiº nakreslenýmivr
holy a, b. Pro spor p°edpokládejme, ºe by a a b nebyly sousední vr
holy. Pakby existoval vr
hol c na 
est¥ mezi a a b, který by byl na hrani
i nové st¥ny S.Tím ale dostáváme spor, protoºe c by nemohl být na vn¥j²í hrani
i nakreslenígrafu G. Vr
holy a a b jsou tedy sousední. Zárove¬ také nem·ºe být hrana abhranou uv, protoºe pak by hrana uv nemohla být vn¥j²í (sousedila by se dv¥mast¥nami). Vn¥j²kov¥ rovinné nakreslení grafu G tedy m·ºeme získat postupnýmp°ikreslováním 
est mezi dva sousední jiº nakreslené vr
holy.Nyní ukáºeme, ºe p°i p°idání 
esty délky k mezi dva sousední vr
holy doká-ºeme upravit L-reprezenta
i tak, ºe stále bude vyhovovat poºadavk·m lemmatu.Ozna£me vr
holy na p°idávané 
est¥ v1, v2, . . . , vk. Popis konstruk
e 
esty mezi aa b rozd¥líme podle typu oblasti, která p°íslu²í hran¥ ab:
• Hrana abmá F-oblast v nakresleníG′: Pokud k > 1: L-útvar vr
holu v1 budeprotínat bliº²í2 výskyt L(a) v F-oblasti. Kaºdý z vr
hol· vj ∈ {2, 3, . . . ,k−
1} bude mít horní bod L-útvaru ví
e vlevo na hrani£ní p°ím
e neº vr
hol2bliº²í k hrani£ní p°ím
e 13



vj−1, jeho svislá £ást L-útvaru bude niº²í neº u L(vj−1) a jeho vodorovná £ástL-útvaru bude protínat jen L(vj−1). L-útvar vr
holu vk bude mít sv·j horníbod mezi L(vk−1) a L(vk−2)
3 a jeho svislá £ást bude protínat L(b). Umíst¥nídisjunktní
h F-oblastí pro kaºdou hranu je znázorn¥no na Obrázku 3.5.Pokud k = 1: L(v1) bude protínat L(b) a vzdálen¥j²í £ást L(a). F a W okolítakto vzniklý
h hran popisuje Obrázek 3.5.

a

a

b

v1v2v3vk−1 vk vk−2 v1

a

a

b

Obrázek 3.5: Znázorn¥ní p°idávání obe
né 
esty (vlevo) a p°idávání jednoho vr-
holu (vpravo) k hran¥ ab, která má F-oblast. Sv¥tle ²ed¥ je znázorn¥na p·vodníF-oblast, tmav¥ ²ed¥ nov¥ vzniklé F a W oblasti pro nové hrany a £ern¥ L-útvaryvr
hol·.
• Hrana ab má W-oblast v nakreslení G′: L-útvar vr
holu v1 bude mít horníkone
 v levém úseku, kterým W-oblast sousedí s hrani£ní p°ímkou, a budeprotínat L(a). Kaºdý z vr
hol· vj ∈ {2, 3, . . . ,k − 1} bude mít horní kone
v pravém úseku, kterýmW-oblast sousedí s hrani£ní p°ímkou, bude mít svis-lou £ást L-útvaru del²í neº p°ed
hozí vr
hol vj−1 a svislá £ást L(vj) budeprotínat vodorovnou £ást L(vj−1). Pro L-útvar vk budou platit stejná pravi-dla jako pro p°ed
hozí vr
holy, ale naví
 jeho vodorovná £ást bude protínat
L(b). Umíst¥ní disjunktní
h F-oblastí pro nov¥ vzniklé hrany znázor¬ujeObrázek 3.6.

a

b

v1 v2 v3 vkvk−1

Obrázek 3.6: Znázorn¥ní p°idávání 
esty k hran¥ ab, která má F-oblast. Sv¥tle²ed¥ je znázorn¥na p·vodní F-oblast, tmav¥ ²ed¥ nov¥ vzniklé F oblasti pro novéhrany a £ern¥ L-útvary vr
hol·.3Pokud by dokreslovaná 
esta m¥la jen dva vr
holy, vk bude mít sv·j horní bod vpravo od
L(vk−1). 14



P°idáním nový
h F-oblastí (resp. W-oblasti) zanikne F-oblast (resp. W-oblast)hrany ab. Jiº p°ed p°idáním 
esty sousedila hrana ab s jednou st¥nou, která ne-byla vn¥j²í, a p°idáním nové 
esty za£ala sousedit s dv¥ma takovými st¥nami.To ov²em znamená, ºe ab není v novém grafu na vn¥j²í hran¥ G′, a tedy nemusíexistovat její F ani W okolí. kV¥ta 24. Kaºdý vn¥j²kov¥ rovinný graf G je vn¥j²kovým L-grafem.D·kaz. Dokáºeme siln¥j²í tvrzení: Pro kaºdý vn¥j²kov¥ rovinný graf G a kaºdýjeho vr
hol v existuje jeho vn¥j²ková L-reprezenta
e, kde L(v) je L-útvar nejví
evpravo.D·kaz provedeme induk
í podle po£tu vr
hol·. Jako bázi induk
e zvolme grafs jedním vr
holem. Pro n¥j v¥ta triviáln¥ platí.Induk£ní krok pro E(G) > 1: Je-li G 2-souvislý graf, existuje hledaná vn¥j²-ková L-reprezenta
e díky Lemmatu 23. Je-li G nesouvislý, jde rozd¥lit na ne-souvislé komponenty G1 obsahují
í vr
hol v a G2. Protoºe tyto komponenty majímén¥ vr
hol· neº má graf G, podle induk£ního p°edpokladu pro n¥ existuje vn¥j²-ková L-reprezenta
e. Naví
 bude existovat reprezenta
e G1, kde L-útvar L(v) budenejví
e vpravo. Umíst¥ním reprezenta
e G1 vpravo od reprezenta
e G2 získámehledanou vn¥j²kovou L-reprezenta
i grafu G s L(v) nejví
e vpravo.Pokud má G stupe¬ souvislosti jedna, obsahuje n¥jakou artikula
i. Ozna£metakový vr
hol x. Odstran¥ním vr
holu x se graf G rozpadne na dv¥ kompo-nenty: G1 obsahují
í v a G2. Podle induk£ního p°edpokladu existuje vn¥j²kováL-reprezenta
e grafu indukovaném vr
holyG1 a vr
holem x, která má L(v) nejví
evpravo. Rovn¥º existuje vn¥j²ková L-reprezenta
e grafu indukovaného vr
holy G2a vr
holem x, která má L(x) nejví
e vpravo. v reprezenta
i grafu indukovanémvr
holy G1 a vr
holem x najdeme ε-okolí horního kon
e L(x), kam nezasahujeºádný jiný L-útvar. Do tohoto ε-okolí umístíme reprezenta
i grafu indukovanéhovr
holy G2 a vr
holem x, která má L(x) nejví
e vpravo. Tak dostaneme repre-zenta
i grafu G s L(v) nejví
e vpravo. k3.3 Charakteriza
e t°íd graf· pomo
í zakázaný
hvzor·De�ni
e 25 (Zakázaný vzor). Zakázaný vzor na k vr
hole
h u1, u2, . . . ,uk jepopis, který pro kaºdou hranu mezi dv¥ma vr
holy ui a uj ur£uje, zda mezi vr
holyvede hrana, nevede hrana nebo hrana vést m·ºe ale nemusí.Formáln¥ m·ºeme zavést zakázaný vzor jako uspo°ádanou troji
i (V,H,N),kde V je uspo°ádaná k-ti
e vr
hol·, které jsou v zakázaném vzoru, mnoºina Hobsahuje v²e
hny dvoji
e index· i, j (i < j) takové, ºe mezi vr
holy ui a uj musívést hrana a mnoºina N obsahuje v²e
hny dvoji
e index· i, j (i < j) takové, ºemezi vr
holy ui a uj nesmí vést hrana.Mnohem p°ehledn¥j²í znázorn¥ní zakázaného vzoru je ov²em pomo
í obarveníhran úplného grafu Kk. My budeme nutné hrany (mnoºina H) znázor¬ovat plnou15



£arou a zakázané hrany (mnoºina N) p°eru²ovanou £arou. na Obrázku 3.7 jeznázorn¥ný graf pro zakázaný vzor, kde mezi prvním a druhým vr
holem nesmíbýt hrana, mezi prvním a t°etím vr
holem hrana být musí a mezi druhým a t°etímvr
holem hrana být m·ºe, ale nemusí.
v1 v2 v3Obrázek 3.7: Znázorn¥ní zakázaného vzoru H = {{1,3}}, N = {{1,2}} v podob¥obarveného grafu.O n¥jakém uspo°ádání vr
hol· v1, v2, . . . , vn grafu G °ekneme, ºe obsahujezakázaný vzor na vr
hole
h u1, u2, . . . ,uk, jestliºe existuje podposloupnost vr
hol·

v′
1
, v′

2
, . . . , v′k posloupnosti v1, v2, . . . , vn taková, ºe pro kaºdou dvoji
i {i,j} ∈ Hvede v grafu G hrana mezi vr
holy v′i a v′j a pro kaºdou dvoji
i {i,j} ∈ N nenív grafu G hrana mezi vr
holy v′i a v′j.Nap°íklad uspo°ádání vr
hol· v1, v2, v3, v4 kruºni
e na £ty°e
h vr
hole
h ozna-£ené po sm¥ru hodinový
h ru£i£ek obsahuje zakázaný vzor z Obrázku 3.7, protoºevr
holy v1, v3, v4 odpovídají popisu zakázaného vzoru.Uve¤me si 
harakteriza
i pomo
í zakázaný
h vzor· pro n¥které z b¥ºný
h t°ídgraf·. Tato 
harakteriza
e je p°edstavena v £lánku Davida R. Wooda [14℄.Tvrzení 26 (Charakteriza
e intervalový
h graf·, Wood [14℄). Graf G je inter-valový práv¥ tehdy, kdyº pro n¥j existuje permuta
e vr
hol·, která neobsahujenásledují
í zakázaný vzor: H = {{1,3}}, N = {{1,2}} (viz Obrázek 3.8a).D·kaz. Ne
h´ v1, v2, . . . , vn je uspo°ádání vr
hol· bez vý²e popsaného zakázanéhovzoru. De�nujme r(vi) jako po°adí souseda vr
holu vi, který je v uspo°ádánínejví
e vpravo. Pak kaºdý vr
hol vi budeme reprezentovat jako uzav°ený interval

[i,r(vi)]. Zjevn¥ se interval kaºdého vr
holu protíná s intervaly v²e
h jeho soused·.Pokud by se protínaly dva intervaly, které odpovídají nesousedním vr
hol·m,vynutilo by to existen
i zakázaného vzoru v uvaºované permuta
i, 
oº je spor sexisten
í vhodné permuta
e.Naopak pokud existuje intervalová reprezenta
e grafu G, vr
holy se°adímepodle po°adí levý
h kon
· interval·, které jim p°íslu²ejí. Pokud vr
hol vi sousedís vr
holem vk pro i < k, musí interval vr
holu vi zasahovat aº na úrove¬ levéhokon
e vr
holu vk, a tedy vi bude sousedit i se v²emi vr
holy, které jsou v posloup-nosti mezi vr
holy vi a vk (tedy s vr
holy vj pro i < j < k). To znamená, ºepermuta
e vr
hol· neobsahuje zakázaný vzor. kDe�ni
e 27 (Srovnatelný graf). Pro £áste£n¥ uspo°ádanou mnoºinu (P, �) jesrovnatelný graf (
omparability graph) takový graf, který má za vr
holy prvky P amezi dv¥ma prvky vede hrana, práv¥ tehdy kdyº jsou tyto prvky porovnatelné v �.Tvrzení 28 (Charakteriza
e srovnatelný
h graf·, Wood [14℄). Graf G je srovna-telný graf práv¥ tehdy, kdyº pro n¥j existuje permuta
e vr
hol·, která neobsahujenásledují
í zakázaný vzor: H = {{1,3},{2,3}}, N = {{1,3}} (viz Obrázek 3.8b).16



v1 v2 v3(a) Intervalové grafy v1 v2 v3(b) Srovnatelné grafy v1 v2 v3(
) Chordální grafyObrázek 3.8: Znázorn¥ní zakázaný
h vzor· pro n¥které t°ídy graf·..D·kaz. Ne
h´ v1, v2, . . . , vn je uspo°ádání vr
hol· bez vý²e popsaného zakázanéhovzoru. De�nujme vi � vj , práv¥ tehdy kdyº vivj ∈ E(G) a zárove¬ i < j nebopokud i = j. Ov¥°ením axiom· dokáºeme, ºe � je £áste£né uspo°ádání:
• re�exivita - z de�ni
e �
• tranzitivita - plyne z neexisten
e zakázaného vzoru
• slabá antisymetrie - podle de�ni
e � jde o podmnoºinu lineárního uspo°á-dáníTo znamená, ºe (V (G), �) je £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina a G srovnatelný graf.Ne
h´ G je srovnatelný graf £áste£n¥ uspo°ádané mnoºiny (V (G), �). Pakroz²í°ením £áste£ného uspo°ádání � na lineární uspo°ádání dostaneme uspo°á-dání vr
hol·, které nebude obsahovat zakázaný vzor. kDe�ni
e 29 (Chordální graf). Graf G nazveme 
hordálním pokud neobsahujekruºni
i na £ty°e
h nebo ví
e vr
hole
h jako indukovaný podgraf.De�ni
e 30 (PES). Perfektní elimina£ní s
héma (PES) grafu G je posloupnostvr
hol· v1, v2, . . . ,vn taková, ºe kaºdý vr
hol vi tvo°í kliku se svými sousedy v grafuindukovaném {vi, vi + 1, . . . , vn}.Známé tvrzení °íká, ºe graf je 
hordální, práv¥ kdyº pro n¥j existuje PES. Tototvrzení lze snadno p°eformulovat do °e£i zakázaný
h vzor·:Tvrzení 31 (Charakteriza
e 
hordální
h graf·). Graf G je 
hordální práv¥ tehdy,kdyº pro n¥j existuje permuta
e vr
hol·, která neobsahuje následují
í zakázanývzor: H = {{1,2},{1,3}}, N = {{2,3}} (viz Obrázek 3.8
).3.4 Charakteriza
e vn¥j²kový
h L-graf· pomo
í za-kázaný
h vzor·V¥ta 32 (Charakteriza
e vn¥j²kový
h L-graf·). Graf G je vn¥j²kový L-graf práv¥tehdy, kdyº pro n¥j existuje permuta
e vr
hol·, která neobsahuje ºádný z následu-jí
í
h dvou zakázaný
h vzor·:
• Zakázaný vzor A: H = {{1,3},{2,4}}, N = {{1,2},{2,3}}
• Zakázaný vzor B: H = {{1,2},{1,4} {2,3}}, N = {{1,3}}D·kaz. O permuta
i vr
hol· °ekneme, ºe je dobrá, jestliºe neobsahuje ºádný zezakázaný
h vzor·. v opa£ném p°ípad¥ °ekneme, ºe je ²patná.17



v1 v2 v3 v4Obrázek 3.9: Zakázaný vzor A v1 v2 v3 v4Obrázek 3.10: Zakázaný vzor BNe
h´ graf G má vn¥j²kovou L-reprezenta
i. O£íslujeme vr
holy podle po°adíhorního kon
e jeji
h L-útvaru na hrani£ní p°ím
e. Ukáºeme, ºe takto získanápermuta
e vr
hol· je dobrá.Pro spor p°edpokládejme, ºe jsou v permuta
i vr
holy u1,u2,u3,u4, které od-povídají zakázanému vzoru A. Pak L(u1) musí zasahovat aº na úrove¬ vr
holu u3a L(u3) musí protínat L(u1). Tím se ale vr
hol u2 dostane do obdélníku ohrani-£eného hrani£ní p°ímkou a útvary L(u1) a L(u3). Protoºe vr
hol u2 musí sousedits u4, musí L(u2) zasahovat aº na úrove¬ vr
holu u4. To ale není moºné bez pro-tnutí jednoho z útvar· L(u1) nebo L(u3), £ímº dostáváme spor, jelikoº u2 nesmísousedit ani s jedním z vr
hol· u1 a u3.Nyní pro spor p°edpokládejme, ºe jsou v permuta
i vr
holy u1,u2,u3,u4, kteréodpovídají zakázanému vzoru B. Pak L(u1) musí zasahovat aº na úrove¬ vr
holu
u4 kv·li hran¥ u1u4. Protoºe u2 sousedí s u1, musí L(u2) protínat L(u1), a tedyje horizontální £ást L(u2) pod horizontální £ástí L(u1). Vr
hol u3 musí sousedits u2, a tedy L(u3) musí zasahovat pod úrove¬ horizontální £ásti L(u2). Tím alenutn¥ protne i L(u1), 
oº je spor, protoºe mezi u3 a u1 je hrana zakázaná.

v1 v2 v3 v4(a) Zakázaný vzor A v1 v2 v3 v4(b) Zakázaný vzor BObrázek 3.11: Vynu
ené pozi
e L-útvar· p°i vn¥j²kové L-reprezenta
i zakázaný
hvzor·. �ed¥ znázorn¥ná hrana, která jiº nejde p°idat. v p°ípad¥ vzoru A jsouukázány ob¥ moºnosti L(v2) .D·kaz opa£né implika
e provedeme konstruk
í. Ne
h´ v1, v2, . . . ,vn je dobrápermuta
e vr
hol· grafu G. Pak budeme postupn¥ zleva doprava kreslit L-útvaryjednotlivý
h vr
hol· v1, v2, . . . ,vn. Pro kaºdý vr
hol vi nakreslíme jeho L-útvartak, ºe vertikální £ást L-útvaru protne v²e
hny L-útvary jiº nakreslený
h vr
hol·a horizontální £ást povede na úrove¬ posledního souseda v dané permuta
i. Toutokonstruk
í je zaru£ené, ºe v²em hranám v G bude odpovídat n¥jaké k°íºení L-útvar· v L-reprezenta
i.Nyní pro spor p°edpokládejme, ºe vznikne pr·se£ík L(vj) a L(vi), i kdyº v Gnení hrana vjvi. Aby tento pr·se£ík vznikl, musí být pod horizontální £ástí L(vj)n¥jaký L(vk), ºe vkvi je hrana v G, a vr
hol vj musí sousedit s n¥jakým vl, l > i,aby horizontální £ást L(vj) zasahovala p°es vi.Nyní rozebereme dva p°ípady podle po°adí vr
hol· vj a vk v permuta
i:
• Po°adí k < j < i < l: Protoºe L(vj) musí být nad L(vk), vkvj není hranav G. Tím dostáváme zakázaný vzor A na t¥
hto £ty°e
h vr
hole
h.18



vj vi vl

vkObrázek 3.12: Moºné po°adí vr
hol· vi, vj, vk a vl. Dv¥ moºnosti pro vr
hol vkjsou nazna£eny ²ed¥.
• Po°adí j < k < i < l: Protoºe L(vj) musí být nad L(vk), vkvj je hrana v G.Tím dostáváme zakázaný vzor B na t¥
hto £ty°e
h vr
hole
h.V obou p°ípade
h jsme v permuta
i vr
hol· na²li zakázaný vzor a tím do-stali spor s p°edpokladem dobré permuta
e. To znamená, ºe popsanou konstruk
ípro dobrou permuta
i nevznikne ºádný pr·se£ík, který by neodpovídal hran¥v G, a tedy pro dobrou permuta
i vr
hol· G dokáºeme vºdy najít vn¥j²kovouL-reprezenta
i G. k
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Kapitola 4Záv¥rNejv¥t²ím p°ínosem této prá
e je zavedení a £áste£né prozkoumání t°ídy vn¥j²-kový
h L-graf·. Nelezli jsme n¥kolik t°íd graf· (intervalové, t¥tivové a vn¥j²kov¥rovinné), které jsou podt°ídou vn¥j²kový
h L-graf·. P°esto z·stává °ada dal²í
ht°íd, jeji
hº vztah k vn¥j²kovým L-graf·m by ²lo dále zkoumat (nap°. pr·nikovégrafy kruºni
ový
h oblouk· - tzv. 
ir
ular-ar
 grafy).Vn¥j²kové L-grafy jsou outer-string grafy s omezením tvaru k°ivek. Proto jep°irozená otázka, zda se tyto dv¥ t°ídy rovnají nebo zda jsou vn¥j²kové L-grafyvlastní podmnoºinou outer-string graf·. P°estoºe jsme ve V¥t¥ 15 p°edstavili ne-kone£nou t°ídu rovinný
h graf·, které nejsou vn¥j²kovými L-grafy, z·stává tatootázka otev°ená. Zkoumání této otázky naráºí na to, ºe neznáme jednodu
hékritérium, kterým by se o grafu dalo zjistit, ºe není vn¥j²kový L-graf. Charakte-ristika pomo
í zakázaný
h vzor· je zajímavá a m·ºe slouºit k dal²ímu po
hopenístruktury vn¥j²kový
h L-graf·, ale nedává nám v praxi pouºitelný nástroj na roz-hodování, zda pro daný graf existuje vn¥j²ková L-reprezenta
e. Proto se zdá býtnejzajímav¥j²ím sm¥rem pro dal²í výzkum práv¥ nalezení polynomiálního algo-ritmu pro rozpoznávání vn¥j²kový
h L-graf·.
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