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Kapitola 1

Uvod

Priunikovy graf je graf, ve kterém miizeme kazdému vrcholu v priradit né-
jaky objekt O, tak, ze se objekty O, a O, protinaji pravé tehdy, kdyz v grafu
existuje hrana uv. Uz v roce 1966 ukéazal Sinden [12|, 7Ze kazdy rovinny graf lze
reprezentovat jako prinikovy graf kiivek v roviné (tvz. string graf).

Postupem ¢asu se pro priinikovou reprezentaci rovinnych grafu darilo riz-
nymi zpisoby omezovat podobu kfivek. Uz roku 1984 publikoval Scheinerman
domnénku, 7e rovinné grafy lze reprezentovat jako prunikové grafy tsecek (tzv.
SEG-grafy)[11]. Tuto domnénku se v roce 2009 podafilo dokézat Chalopinovi a
Gongalvesovi [5]. Dalsim logickym pokracovanim je snaha o omezeni po¢tu sméri,
které jsou potieba. West vyslovil domnénku, ze pro reprezentaci rovinnych grafi
staci uvazovat tsecky ¢tyt ruznych sméri [13]. Tato domnénka ale zatim nebyla
dokazana. Znamé jsou jen vysledky pro specidlni t¥idy grafu. Bipartitni rovinné
grafy lze reprezentovat s pomoci tsecek pouze dvou smért (viz Hartman a kol.
[10]) a rovinné grafy bez trojihelniki lze reprezentovat za pomoci tsecek t¥i riz-
nych sméru (viz Castro a kol. [4]).

Je jednoduché ukazat, ze string grafy jsou ekvivalentni prinikovym grafiim
cest, které v misté ohybu zméni smér z vodorovného na svisly a nebo obréacené
(tzv. VPG grafy) [1]. Asinowski a kol. [1] dale zavedli tiidu grafa B,-VPG jako
VPG grafy s maximéalné k ohyby. V tom ¢lanku bylo ukézano, ze rovinné grafy jsou
Bs-VPG grafy. To dale vylepsili Chaplick a Ueckerdt |6], ktefi ukazali, ze rovinné
grafy jsou dokonce B,-VPG grafy. Navic pro rovinné grafy bez trojihelnikii se
jim podarilo najit prunikovou reprezentaci jen pomoci L—l’ltvar a F—ﬁtvarﬁﬁ. To
znamend, ze jde o specidlni ptipad B;-VPG grafi. Formulovali také domnénku,
ze vSechny rovinné grafy jsou B;-VPG grafy nebo dokonce L-grafy.

V této préaci se zaméiime na grafy, pro které existuje prunikovi reprezen-
tace pomoci L-tutvart (tvz. L-grafy). Nejprve piedvedeme pro nékteré podtiidy
rovinnych grafii, jak je reprezentovat pomoci L-titvarti. Nésledné budeme zkou-
mat, jaké grafy lze reprezentovat pomoci L-itvari, které navic maji jeden konec
na spole¢né vodorovné piimce. Dostaneme tak t¥idu grafiu vnéjskovych L-grafi,
kterou se ndm podari ekvivalentné charakterizovat pomoci existence permutace
vrcholti bez zakdzanych vzoru.

Sekce Plobsahuje ukazku riuznych znamych tvrzeni o L-grafech. Nékteré dukazy

'L-ttvar vznikne sjednocenim svislé a vodorovné tsecky pokud maji tsecky spole¢ny spodni
resp. levy konec.
2T-titvarem rozumime L-titvar zobrazeny osovou symetrii podle vodorovné osy



(napt. [2.3]) jsou sepsény podrobnéji a ucelenéji nez v puvodnich ¢lancich. Puvodni
vysledky prace jsou v SekciBlo vnéjskovych L-grafech (kromé zminky o tétivovych

grafech [3.).

1.1 Zakladni pojmy

V praci budeme pouzivat standardni znaceni, které je bézné v zakladnich
kurzech z diskrétni matematiky. Mnozinu vrcholi grafu G budeme znacit V (G),
mnozinu hran E(G) a tplny graf na n vrcholech K,.

Predstavme si nyni nékteré pokrocilejsi pojmy, kterymi se budeme v této praci
zabyvat:

Prinikovy graf systému mnozin M je takovy graf, ze kazdé mnoziné m € M
odpovida jeden vrchol v,, prunikového grafu a mezi vrcholy v, a v, vede
hrana, pravé kdyz maji mnoziny m a n neprazdny prinik. V této praci se
zabyvame jen pripady, kdy mnoziny systému M jsou kiivky v roviné.

Dotykovy graf systému geometrickych objektu M je takovy graf, ze kazdému
objektu m € M odpovida jeden vrchol v, prinikového grafu. Mezi vrcholy
Um a v, vede hrana, pravé kdyz se objekty m a n dotykaji. Navic je zakazéano,
aby se néjaké dva objekty z M protinaly nebo mély vice nez jeden spole¢ny
bod.

String graf je prunikovy graf kiivek v roviné.

Outer-string graf je prinikovy graf kiivek v poloroviné, které vSechny maji
jeden konec na piimce urcujici polorovinu.

Bi-VPG je trida grafu, které Ize reprezentovat jako prinikové grafy cest v pra-
vouhlé miizce, které obsahuji nejvyse k ohyb.

L-atvar vznikne sjednocenim horizontalni a vertikalni tsecky tak, ze spole¢ny
bod téchto tsecek je spodnim bodem vertikdlni tsecky a levym bodem ho-
rizontalni tsecky.

L-graf je prinikovy graf L-utvari. Jde tedy o podtiidu B;-VPG.

L-reprezentace grafu G je jeho nakresleni jako prinikovy graf L-titvari v ro-
viné. L-utvar vrcholu v budeme znacit L(v).



Kapitola 2

Vztah rovinnych grafti a L-grafi

V této sekci postupné uvedeme rizné tiidy grafi, o kterych se vi, Ze se jedna
o L-grafy.

2.1 Rovinné 3-stromy

Jako prvni ukdzeme, 7e rovinné 3-stromy jsou L-grafy. Tuto vétu dokézali
ve svém ¢lanku Felsner, Knauer, Mertzios a Ueckerdt [8]. 3-strom je graf, ktery méa
stromovou $itku t¥i a je navic hranové-maximélni. Lepsi pfedstavu o rovinnych 3-
stromech nam dava definice, které rika, ze kazdy rovinny 3-strom mizeme dostat z
rovinného nakresleni iiplného grafu K4 postupnym pridavanim vrcholi do vnitini
stény, kde pridavany vrchol bude mit za sousedy pravé vSechny tii vrcholy, které
lezi na okraji stény, do které vrchol pridavame.

Definice 1 (F-oblast stény). Pro trojuhelnikovou sténu {a,b,c} nazveme desetii-
helnik ve tvaru otoceného resp. prevrdaceného pismena F' F-oblasti stény, kdyz jej
protinaji pouze L-utvary vrcholi a,b, ¢ a to tak, jak je naznaceno na Obrdzku[2.1.

Obrazek 2.1: Dvé mo7né podoby F-oblasti stény {a,b,c} a jeho pruseciky s L-
utvary vrcholi a, b, c.

Véta 2 (Felsner, Knauer, Mertzios, Ueckerdt [8]). KaZdy rovinng 3-strom je L-
graf.

Diikaz. Dokézeme silnéjsi tvrzeni: Pro kazdy rovinny 3-strom s danym nakres-
lenim nebo K3 existuje jeho L-reprezentace takova, ze pro kazdou vnitini sténu
muzeme najit jeji F-oblast, navic F-oblasti jednotlivych stén jsou disjunktni.



Obrézek 2.2: F-oblast pro jedinou vnitini sténu K.

Toto tvrzeni dokdzeme matematickou indukei podle poc¢tu vrchola grafu G.
Jako bazi indukce zvolime K3. Ten ma jedinou vnitini sténu a jednoduse pro néj
najdeme F-oblast - viz Obrazek 2.2

Indukéni krok: Predpokladejme, 7e |V(G)| > 3. Protoze graf G je 3-strom,
existuje v ném vnitini vrchol v s pravé tfemi sousedy, které oznacime a,b a c.
Protoze G' ma jen trojuhelnikové stény, je vrchol v uvniti stény {a,b,c} v grafu
G' = G \ {v}. Protoze G’ je 3-strom s mensim poc¢tem vrcholi nez G, podle
indukéniho predpokladu pro néj existuje L-reprezentace, ve které existuje pro
kazdou sténu jeji F-oblast.

L-reprezentaci s F-oblastmi pro G ziskame tak, ze do F-oblasti stény {a,b,c}
umistime L-utvar p¥islusejici k vrcholu v jako na Obrazku 23l Navic pro nové
vzniklé stény {a,b,v}, {a,v,c} a {v,b,c} najdeme jejich po dvou disjunktni F-oblast
tak, jak je znazornéno na Obrazku 2.4]

Vsimnéme si, ze druhy mozny tvar F-oblasti ziskAme z prvniho pomoci osové
soumérnosti s osou pod tthlem 45°. Diky tomu ziskame konstrukci pro druhy tvar
pouhym zobrazenim konstrukce pro prvni tvar touto soumérnosti.

—_ta —0a a a
v | | v
b c b c
Obrézek 2.3: Umisténi L-utvaru Obrazek 2.4: Disjunktni F-
pro novy vrchol v uvniti F- oblasti pro nové vzniklé stény.

oblasti puvodni stény {a,b,c}.
Protoze vSechny zmény jsme udélali pouze uvniti F-oblasti ptivodni stény

{a,b,c}, jsou nové zkonstruované F-oblasti disjunktni i se v8emi zbylymi F-oblastmi.
Ziskali jsme tedy pozadovanou reprezentaci grafu G.
d

2.2 Line grafy rovinnych grafi

V této sekci ukazeme, ze line grafy rovinnych grafu jsou L-grafy. Dukaz je
zalozen na kanonickém uspordaddni vrcholi, jehoz existenci pro kazdy maximalni



rovinny graf dokézali De Fraysseix, Pach a Pollack [1].

Definice 3 (Line graf). Line graf £(G) grafu G je takovy graf, Ze kaZdy vrchol
L(G) odpovidd hrané v G a mezi vrcholy v L(G) vede hrana prdivée tehdy, kdyz
v G mély prislusné hrany spolecng vrchol.

Definice 4 (Maximéalni rovinny graf). Rovinng graf je maximalni rovinny, pokud
v ném nelze pridat hrana tak, aby byl vysledny graf rovinny.

Definice 5 (Kanonické uspofadéani). Necht G je maximdlni rovinng graf s vrcholy
w,v,w na vnéjsi sténe. Pak kanonické usporadani je uspordddni jeho vrcholi v, =
u, vy = v,Vs,...,0, = w takoveé, Ze pro vsechna 4 < i < n splnuje ndsledujici:

e Podgraf G; C G indukovany vrcholy vy, vs, ..., v; je 2-souvisly a hranice
jeho vnéjsi steny obsahuje hranu vivs.

o Vrchol v; lezi ve vnéjsi sténé G;_1 a jeho sousedi v G;_y tvori interval
na cesté C;_1 mezi vrcholy w a v, kterda md délku alespon dva a jejiz vSechny
hrany lezi na vnéjsi sténé G;_q.

Lemma 6 (De Fraysseix, Pach, Pollack [7|). Pro kaZdy mazimdlni rovinng graf
existuje kanonické usporaddni jeho vrcholi.

Vé&ta 7 (Felsner, Knauer, Mertzios, Ueckerdt [8]). KaZdy line graf rovinného grafu
je L-graf.

Diikaz. Line graf podgrafu G je indukovany podgraf £(G). Pokud neni G ma-
ximélni rovinny graf, mizeme jej doplnit na néjaky maximalni rovinny graf G’
pridanim hran eq, ey, ... ,e; pro L(G') nalézt jeho L-reprezentaci a néasledné z L-
reprezentace vypustit L-utvary odpovidajici pfidanym hrandm do G - tj. odebrat
L(ey), L(e2), . ..,L(ex). Muzeme tedy bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze G
je maximalni rovinny graf s néjakym danym rovinnym nakreslenim. Pak pro néj
podle Lemmatu [6] existuje kanonické usporddani vrcholii.
Oznacme jako bezedng obdélnik ttvar, ktery je ohrani¢eny zboku dvéma svis-
lymi polopfimkami a jednou vodorovnou tseckou shora.
Dokazeme obecnéjsi tvrzeni: Necht G je maximélni rovinny grafa vy, ve, ..., v,
je jeho libovolné kanonické usporadéani vrcholi. Necht G; je podgraf G indukovany
vrcholy vy, vs, ... ;. Potom £(G;) ma L-reprezentaci, ve které pro kazdy vrchol
w; na C; existuje jeho bezedny obdélnik R; spliujici:
e RR; protina pravé L-utvary, které nalezi hranam, které s w; sousedi v grafu
L(G,).

e [?; neobsahuje Zadné body ohybu ani konce L-ttvard.

e Horizontalni poradi obdélniki vnéjsich vrcholii odpovida jejich poradi na cesté
C; a obdélniky jsou disjunktni.

Toto tvrzeni dokdzeme matematickou indukei podle poc¢tu vrcholii. Pro prazdny
graf a graf na jednom vrcholu tvrzeni trivialné plati. Za béazi indukce zvolme si-
tuaci pro ¢ = 2, kdy L(G;) obsahuje pouze jednu hranu vyv,. Pak £(G3) obsahuje
jediny L-utvar a bezedné obdélniky Ry a Ry protinaji vodorovnou ¢ast L-tutvaru.

Pro ¢ > 2: Podle indukéniho predpokladu existuje hledané reprezentace pro
graf £(G;_1). Ukazeme, 7e k ni dokdzeme pridat L-utvary pfisluSejici hranam,



které obsahuji v;, a upravit nekone¢né obdélniky tak, abychom neporusili vlast-
nosti, které podle tvrzeni pozadujeme. Vrchol v; ma podle definice kanonického
usporadéani pouze sousedy na cesté C;_1, ktefi na této cesté tvori interval. Oznac¢me
tyto jeho sousedy wy, wo, ..., wy ve stejném poradi jako jsou na C;_;. Podle in-
dukéniho predpokladu existuji pro tyto vrcholy jejich bezedné obdélniky
R(wy), R(ws), ..., R(wg).

Pro kazdou hranu v;w; (pro j od 1 do k) zadefinujme L-tutvar L, tak, Ze
svisla Cast je uvnité nekone¢ného obdélniku R(w;) a protind viechny L-tutvary
protinajici R(w;) (vfetné pravé piidanych L-utvart, které reprezentuji néjakou
hranu z v; do w; pro j' < j). Vodorovna ¢ast Ly,w; pak vede az do obdélniku
R(wy). Takto ziskdme L-reprezentaci grafu £(G;).

R(wl) R(’wz) R(’wg) R(w4)

Cal V2

vi R(v1) |
/ / A\

Riwy)  R'(vi) R(ws)

[T1

T

R(v2)

Obrazek 2.5: Znazornéni pridavani vrcholu v;. Vlevo je znazornéni sousedu wv;,
kteri tvori interval diky kanonickému uspotfadani. Vpravo zména puvodnich be-
zednych obdélniki R(w;) na nové R'(w;). Prevzato z [§].

Zbyva zadefinovat bezedné obdélniky v £(G;). Pro vSechny vrcholy na vnéjsi
sténé (; kromé wi,v; a w, muzeme nechat jejich pivodni bezedné obdélniky.
Pro w; vznikne novy bezedny obdélnik R’'(w;) zizenim pivodniho bezedného ob-
délniku R(w,) tak, ze R'(w;) bude obsahovat ¢ast vodorovného tseku L,,,,, ale
nikoli jeho svislou ¢ast. Obdobné R'(wy) vznikne ztzenim pivodniho bezedného
obdélniku R(wy) tak, aby jej protinal z novych L-tutvari jen L,,,, . Bezedny ob-
délnik R'(v;) zkonstruujeme uvnit¥ pivodniho R(wy) tak, aby jej protinaly jen
nové L-atvary Ly,w, . Lujws, - - - yLogw, (Viz 225]).

4

2.3 Rovinné grafy a B;-VPG grafy

VPG grafy jsou prunikové grafy cest v pravoiihlé miizce a Bi-VPG jsou VPG
grafy, v jejich prinikové reprezentaci maji jednotlivé cesty nejvyse k ohybii.

Véta 8 (Asinowski a kol. [1]). Kazdy rovinng graf je Bs-VPG graf.

Nasledujici dukaz vychézi z dikazu v |1, Theorem 7], kde se ale autori odkazuji
na dalsi ¢lanky. My proto provedeme diikaz radéji jen s vyuzitim zakladnich
znalosti. Budeme vychazet z toho, ze pro kazdy maximalni rovinny graf existuje
kanonické uspordaddni vrcholi (viz [1]). Navic je pii této formulaci dikazu zjevny
stejny pristup, jaky byl pouzity v 2.2l



Pro nalezeni kanonického usporadéani je popsano nékolik linearnich algoritmi
(napf. v ¢lanku |2]). N&§ postup na tvorbu Bs-VPG s pomoci kanonického uspo-
fadani je také snadno implementovatelny v linedrnim case, a tedy dostavame
linearni algoritmus i pro nalezeni B3-VPG reprezentace rovinného grafu.

Pro konstrukeci B3-VPG reprezentace rovinného grafu bude kli¢ové nésledujici
lemma o dotykové T-reprezentaci.

Definice 9 (T-atvar). T-utvar vznikne sjednocenim horizontdlni a vertikdlni
usecky takové, Ze nejurchnejsi bod vertikdlni wsecky je zdroven uvniti usecky ho-
rizontdlni.

Lemma 10 (de Fraysseix, de Mendez, Rosenstiehl |9]). Pro mazimdlni rovinng
graf G existuje jeho dotykovd reprezentace pomoci T-itvari.

Diikaz. Oznacme T; T-utvar, ktery v dotykové reprezentaci odpovida vrcholu
v;. v dotykové reprezentaci grafu GG oznac¢ime T-utvar jako nekonecny, pokud
libovolnym prodlouzenim jeho vertikalni tiseCky smérem dolu nenarusime, ze jde
o dotykovou reprezentaci G.

Dokazeme obecnéjsi tvrzeni: Necht G je maximélni rovinny grafa vy, ve, ..., v,
je jeho libovolné kanonické uspoiadani vrcholiu. Pak pro libovolnéi € {1,2,... n}
existuje pro podgraf GG; C G indukovany vrcholy vy, v, . .., v; jeho dotykova repre-
zentace pomoci T-utvari, ve které jsou T-tutvary prislusejici vrcholim na C; ne-
konec¢né. Navic jsou tyto T-tutvary ve stejném pofadiﬂ zleva doprava jako na cesté
C; (viz definice kanonického usporadéni).

Toto tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Pro prazdny graf a graf na jed-
nom vrcholu tvrzeni trividlné plati. Za bazi indukce zvolme situaci pro 2 = 2. Pro
dva vrcholy je jejich T-reprezentace zobrazena na Obrazku

u

Obréazek 2.6: T-reprezentace pro dva vrcholy.

Pro ¢ > 2: Podle indukéniho predpokladu existuje hledana T-reprezentace pro
graf GG;_1. Ukdzeme, 7e k ni dokazeme piidat T-utvar T; tak, abychom neporusili
vlastnosti, které podle tvrzeni pozadujeme. Vrchol v; ma podle definice kanonic-
kého uspotradani pouze sousedy na cesté C;_1, ktefi na této cesté tvori interval.
Oznacme tyto jeho sousedy wy, wo, ..., wy ve stejném potadi jako jsou na C;_;.
Podle tvrzeni jsou vSechny T-ttvary nalezici témto vrcholim nekonecné.

Ptidejme tedy T-utvar 7; tak, ze jeho vodorovné tsecka bude pod vodorov-
nymi dseckami vSech jiz umisténych T-utvari. Navic vlevo se vodorovné tsecka
bude dotykat svislé tusecky utvaru T, a vpravo svislé tsecky ttvaru T, . Aby se
jednalo o dotykovou reprezentaci, omezime u T-atvart T, Ty, . . ., Tw,_, jejich
svislou tsecku tak, aby koncila na trovni vodorovné tsecky T;.

! Umisténi T-atvaru je dano polohou jeho svislé tisecky.



Takto ziskdme dotykovou T-reprezentaci grafu G;, protoze T; se dotyka prave
vSech T-utvard, které nalezi sousedum v; v G;, a ostatni dotyky se nezménily.
Navic 7; je nekone¢ny T-atvar a je mezi T,, a T, . Protoze w; a wy, sousedi s v;
na cesté C;, dokazali jsme silnéjsi tvrzeni. .

Nas postup pii konstrukci Bs3-VPG reprezentace bude nasledujici: Nejprve
do zadaného rovinného grafu G libovolné pfidame hrany tak, abychom dostali
maximalni rovinny graf G’, ze G C G'. Poté pro G’ nalezneme jeho dotykovou
reprezentaci pomoci T-ttvari. Jeji existenci mame zaruc¢enou diky Lemmatu [L0.
Navic kanonické usporadani G’ umime najit v linearnim case a konstrukce do-
tykové T-reprezentace je takeé linearntl. v dotykové reprezentaci G’ se zbavime
hran, které jsme v prvnim kroku ptidali. v misté kazdého dotyku ma totiz je-
den z dvojice T-utvari vzdy jeden ze svych tii konci. Zkracenim tohoto konce
o dostatecné malou vzdéalenost zrusime dany bod dotyku, ale nezménime dotyky
ve zbytku T-reprezentace. Takto dostaneme dotykovou reprezentaci G pomoci
T-atvaru. Nakonec stac¢i T-utvary nahradit kiivkami s tfemi ohyby, které budou
pripominat tvar T a zachovaji veskeré dotyky. Tato transformace je znézornéna
na Obrazku 2.7

Obrazek 2.7: Transformace T-ttvaru na kiivku v pravothlé miizce s tfemi ohyby.

V roce 2013 dokazali Steven Chaplick a Torsten Ueckerdt v ¢lanku [6], jesté
silnéjsi tvrzeni:

Véta 11 (Chaplick, Ueckerdt [|6]). KaZdy rovinng graf je Bo-VPG graf.

Jiny dikaz této véty publikovali o rok pozdéji i Therese Biedl a Martin Derka
v [3]. Jejich konstrukce navic zarucuje, ze kazdé dvé protinajici se cesty se pro-
tinaji pravé jednou. Tento ditkaz vychazi z konstrukce Bs-VPG reprezentace tri-
angulace grafu G, ke které vyuzivaji podobny koncept jako je pouzit v ditkazu
Véty 21 Misto F-utvara ale vyuzivaji utvary ve tvaru pismene "h"(resp. otoceni
nebo prevraceni tohoto tutvaru), které lze umistit do kazdé stény reprezentace.
Nésledné pomoci rozboru ruznych pripada postupné upravuji Bo-VPG reprezen-
taci tak, aby bylo mozné vynechat pruseciky, které reprezentuji hrany pridané pii
triangulaci ptuvodniho grafu G.

2@’ je rovinny graf, a tedy ma linearni pocet hran vzhledem k poc¢tu vrcholi.



Kapitola 3
Vnéjskové L-grafy

Podobné jako pro prinikové grafy obecnych kiivek (tzv. string grafy) se
zkoumé tiida vnéjskovych priunikovych grafa kiivek (tzv. outer-string grafy), je
prirozené se zabyvat ekvivalentnim problémem pro L-grafy.

Definice 12 (vné&jskovy L-graf). Vnéjskovy L-graf je graf, pro ktery existuje prin-
Fikovd reprezentace pomoci L-utvari, jejichz horni konce se nachdzi na vodorovné
primce, zvané hrani¢ni piimka.

Nejprve ukdzeme, ze existuji t¥idy grafi, které nejsou vnéjskovymi L-grafy.
Nésledujici véta plati i v obecnéjsi podobé, kdy misto L-utvara uvazujeme libo-
volné souvislé kiivky.

Definice 13. Podrozdélenim hrany uv grafu G vznikne graf G' takovy, Ze V(G') =

V(G) U{vw} a B(G") = E(G) U {{u,0u},{vuw,v}} \ {{u,0}}-

Definice 14. Graf je vnéjskové rovinny prdvée tehdy, kdyzZ existuje jeho rovinné
nakreslent, ve kterém jsou vSechny vrcholy na hranici jedné (vnéjsi) stény.

Véta 15. Necht graf G neni vnéjskoveé rovinnyg. Pak kdyZ podrozdélime kaZdou
jeho hranu, vijslednij graf G' neni vnéjskovy L-graf.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje vnéjskova L-reprezentace grafu G'.
Ukazeme, ze pak bychom z vnéjskové L-reprezentace G’ ziskali vnéjskové rovinné
nakresleni G.

U3 U1 V13 V12 U2 V23 U3 U1 V13 V12 U2 V23 U3

U1 V12 V2

Obrazek 3.1: Podrozdéleni hran K3, vnéjskova L-reprezentace podrozdéleného
grafu a najiti kiivky mezi vrcholy v; a vy, vyfeSeni problému s prekryvem jednot-
livych kiivek a najiti vnéjskové rovinné reprezentace Ksj.
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Uvazme pozici vSech ptuvodnich vrcholu v € V(G) v misté, kde jejich L-tutvar
L(v) sousedi s hrani¢ni piimkou vnéjskové reprezentace. Pro kazdé dva piuvodné
sousedni vrcholy u,v € V(G),{u,v} € E(G) najdeme kiivku, ktera oba vrcholy
spojuje. Tato kiivka vznikne jako sjednoceni ¢asti L(u) od vrcholu u do priseciku
s L(vyy), ¢asti L(vy,) od pruseéiku s L(u) do pruse¢iku s L(v) a ¢asti L(v) od
prase¢iku s L(vy,) do vrcholu v. Piiklad konstrukece této k¥ivky je na Obrazku
B.1

Problém této konstrukce je ten, ze se mohou jednotlivé kiivky mezi vrcholy
prekryvat. Proto na za¢atku uvazime bez ijmy na obecnosti L-reprezentaci, kde
kazdy L-utvar je reprezentovany kiivkou s néjakou sitkou . Pak mizeme jednot-
livé kiivky mezi vrcholy konstruovat dostatecné tenké tak, aby se uvnitt ptivod-
nich L-utvaru nekfizily. Dostaneme tak rovinné nakresleni grafu G, ktera je vnéjs-
kové, protoze zadna kiivka nezasahuje do druhé poloroviny od hrani¢ni primky
vnéjskové L-reprezentace a vSechny vrcholy jsou na této primce. Tim dostaviame
spor s predpokladem véty, ze graf G neni vnéjskové rovinny. .

3.1 Intervalové a tétivové grafy

Definice 16 (Intervalovy graf). Intervalovy graf je prinikovy graf intervalii na isecce.

Tvrzeni 17. KaZdy intervalovy graf je vnéjskovym L-grafem.

Diikaz. Necht mame intervalovou reprezentaci grafu G. Budeme postupovat zleva
doprava a nahradime kazdy interval L-tutvarem, jehoz svisla ¢ast bude del$i nez
vSechny jiz nakreslené utvary a vodorovna ¢ast bude v kolmém primeétu na hra-
ni¢ni prfimku pfesné odpovidat ptivodnimu intervalu. Pokud se v intervalové re-
prezentaci dva intervaly neprotinaly, pak se nebudou protinat ani jim odpovidajici
L-utvary. Pokud se dva intervaly protinaly, pak vodorovnd ¢ast L-utvaru, ktery
odpovidé intervalu s levym koncem vice vlevo, bude protinat svislou ¢ast druhého
L-atvaru. Dostavame tedy vnéjskovou L-reprezentaci grafu G. .

Definice 18 (Tétivovy graf). Tétivovy graf je prinikovy graf tétiv na kruznici.

Véta 19. Kazdy tétivovy graf je vnéjskovym L-grafem.

Diikaz. Tento dikaz byl predstaven v [1, Theorem 3|, kde pomoci ného Asinowski
a kol. dokazali, 7e tétivové grafy jsou podmnozinou B;-VPG grafu. Z dikazu ale
piimo vyplyva, ze tétivové grafy jsou dokonce vnéjskovymi L-grafy. Necht G je
tétivovy graf. Uvazme jeho reprezentaci jako priunikovy graf tecen v kruznici.
Posouvanim koncovych bodu tétiv po kruznici pii zachovani jejich poradi se ne-
zméni jejich prisecikovy graf. Muzeme tedy vSechny koncové body piesunout do
pravé horni ¢tvrtiny kruznice. Nyni nahradime kazdou tétivu L-utvarem, ktery
mé stejné koncové body jako méla tétiva. L-tutvary se budou protinat prave, kdyz
se protinaly tétivy. Kdyz umistime hrani¢ni piimku p vodorovné nad kruznici,
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mizeme protahnout svislé tisecky L-tutvari az k ni a ziskdme tak hledanou vnéjs-
kovou L-reprezentaci grafu G.

Obrazek 3.2: Pfevod tétivového grafu na vnéjskovy L-graf (na obr. je situace osové
prevracend), prevzato z [1].

3.2 Vnéjskové rovinné grafy

Tato sekce obsahuje diikaz, ze kazdy vnéjskové rovinny graf je vnéjskovym L-
grafem. Podobné jako v dikazu Véty 2l budeme pracovat s oblastmi, které slouzi
jako volny prostor pro dalsi rozsifovani L-reprezentace. Navic budeme vyuzivat
toho, 7e pokud je ve vnéjskové L-reprezentaci grafu n&jaky L-utvar L(v) nejvice
Vprav, je pro potieby reprezentace vyuzitelny jen jeho svisly tsek. To nam
dava moznost L-reprezentaci podgrafu H s nejpravéjsim L-utvarem L(v) umistit
do prazdného e-okoli horniho konce L(v). Timto postupem muzeme snadno do
vnéjskové L-reprezentace grafu G pridat vnéjskovou L-reprezentaci podgrafu H,
jehoz vrcholy sousedi s jedinym vrcholem v z G.

Definice 20 (F-oblast a W-oblast hrany). Pro hranu ab nazveme desetiihelnik
ve tvaru prevrdceného pismena F F-oblasti stény, kdyzZ jej protinaji pouze L-
dtvary vrcholii a a b a to tak, jak je naznaceno na Obrdzku[3.3d.

Podobné pro hranu ab nazveme desetiihelnik ve tvaru otoceného pismena F
W-oblasti stény, kdyz jej protinaji pouze L-iutvary vrcholi a a b a to tak, jak je
naznaceno na Obrdzku[3.30.

Navic v F-oblasti © W-oblasti musi byt horni hrany dtvari na hraniéni primce
L-reprezentace.

Definice 21 (2-souvislost). Souvisly graf G na alespoti trech vrcholech je 2-
souvisly, jestlize po odebrdnit libovolného vrcholu zistane souvisly.

Definice 22 (Dudlni graf). Duélni graf G* pro rovinné nakresleni grafu G je
graf, jehoZ vrcholy odpovidaji stenam G a hrany vedou mezi témi dvojicems stén,
které sdileji spolecnou hranu.

Lemma 23. Pro libovolny 2-souvisly vnéjskove rovinng graf G s danym vnéjs-
kove rovinnym nakreslenim, libovolng jeho vrchol v a libovolnou hranu e = uv
obsahugici v a leZici na hranici vnéjsi stény existuje vnéjskovd L-reprezentace G
takovd, Ze kazZdd hrana vnéjsi stény kromé uwv md svoji F-oblast nebo W-oblast a
L(v) je L-utvar, ktery je ze v§ech L-itvari nejvice vpravo. Navic F a W oblasti
hran jsou disjunktni.

'Horni konec L-titvaru je nejvice vpravo.
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al (b) W-oblast
(a) F-oblast

Obrazek 3.3: Znazornéni F a W oblasti hrany. Tlustsi ¢ara nahofe znazornuje
hrani¢ni pfimku.

Diikaz. Dikaz provedeme konstrukei. Za¢neme zkonstruovidnim reprezentace pro
nejmensi kruznici v G, kterd obsahuje vrcholy u a v. Ozna¢me vrcholy na této
kruznici u,v,v1,vs,...,v,. Pomoci konstrukce podobné jako pii pripisovani cesty
k hrané ab, kterd méa F-okoli (viz dale), ziskdme vnéjskovou L-reprezentaci, kde
mé kazda hrana kromé uv F-okoli (viz Obréazek B.4)).

Vp U V-1 Vg V1 VU

BE 1]

Obrézek 3.4: Vnéjskova L-reprezentace s F-oblastmi pro vSechny hrany kromé uv.

Protoze G je vnéjskové rovinny graf, jeho redukovany dudlni graf G*, ve kterém
vynechame vrchol prisluSejici vnéjsi sténé, je les. Protoze G je 2-souvisly, G* je
strom. Nakreslena sténa obsahujici hranu wv odpovida néjakému vrcholu v G*.
Mizeme postupné projit cely strom G* tak, ze vidy nové navstiveny vrchol bude
sousedit s pravé jednim jiz navstivenym vrcholem (napf. prochézeni do Sitky). Pri
navstiveni vrcholu v G* pfiddme do nakresleni grafu G piislusnou sténu .S. Pridani
stény znamend pridani cesty vedouci ve vnéjsi sténé mezi dvéma jiz nakreslenymi
vrcholy a, b. Pro spor predpoklddejme, Ze by a a b nebyly sousedni vrcholy. Pak
by existoval vrchol ¢ na cesté mezi a a b, ktery by byl na hranici nové stény S.
Tim ale dostavame spor, protoze ¢ by nemohl byt na vnéjsi hranici nakresleni
grafu G. Vrcholy a a b jsou tedy sousedni. Zaroven také nemuze byt hrana ab
hranou wv, protoze pak by hrana uv nemohla byt vnéjsi (sousedila by se dvéma
sténami). Vnéjskové rovinné nakresleni grafu G tedy muzeme ziskat postupnym
prikreslovanim cest mezi dva sousedni jiz nakreslené vrcholy.

Nyni ukdzeme, ze pri pridani cesty délky k& mezi dva sousedni vrcholy doka-
7zeme upravit L-reprezentaci tak, ze stdle bude vyhovovat pozadavkim lemmatu.
Ozna¢me vrcholy na pridavané cesté vy, va, ..., vg. Popis konstrukce cesty mezi a
a b rozdélime podle typu oblasti, ktera piislusi hrané ab:

e Hrana ab ma F-oblast v nakresleni G’: Pokud &k > 1: L-utvar vrcholu v; bude
protinat blizs] vyskyt L(a) v F-oblasti. Kazdy z vrcholu v; € {2,3,...k—
1} bude mit horni bod L-utvaru vice vlevo na hrani¢ni piimce nez vrchol

2blizsi k hrani¢ni pifmce
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vj_1, jeho svisla ¢ast L-atvaru bude nizsi nez u L(v;_;) a jeho vodorovna ¢ast
L-atvaru bude protinat jen L(v;_1). L-ttvar vrcholu v;, bude mit svij horni
bod mezi L(vg_1) a L(vg_2 ) a jeho svisla ¢ast bude protinat L(b). Umisténi
disjunktnich F-oblasti pro kazdou hranu je znazornéno na Obrazku B.5]

Pokud k = 1: L(v;) bude protinat L(b) a vzdalenégjsi ¢ast L(a). F a W okoli
takto vzniklych hran popisuje Obrazek

Uk—1 Uk Up—2 U3 V2 U1 U1

el

Obréazek 3.5: Znazornéni pfidavani obecné cesty (vlevo) a ptridavani jednoho vr-
cholu (vpravo) k hrané ab, ktera ma F-oblast. Svétle Sedé je znazornéna pivodni
F-oblast, tmavé Sedé nové vzniklé F a W oblasti pro nové hrany a ¢erné L-tutvary
vrcholt.

e Hrana ab ma W-oblast v nakresleni G’: L-utvar vrcholu v; bude mit horni
konec v levém tseku, kterym W-oblast sousedi s hrani¢ni primkou, a bude
protinat L(a). Kazdy z vrcholu v; € {2,3,...,k — 1} bude mit horni konec
v pravém tseku, kterym W-oblast sousedi s hrani¢ni primkou, bude mit svis-
lou ¢ast L-utvaru delsi nez pfedchozi vrchol v;_; a svisla ¢ast L(v;) bude
protinat vodorovnou ¢ast L(v;_1). Pro L-utvar vj, budou platit stejna pravi-
dla jako pro ptedchozi vrcholy, ale navic jeho vodorovna ¢ast bude protinat
L(b). Umisténi disjunktnich F-oblasti pro nové vzniklé hrany znazoriuje
Obrazek B.6l

U1 Vg  Ug Vg1 Uk

a

Obrazek 3.6: Znézornéni pridavani cesty k hrané ab, kterdA mé& F-oblast. Svétle
Sedé je znazornéna puvodni F-oblast, tmavé Sedé nové vzniklé F oblasti pro nové
hrany a cerné L-utvary vrcholi.

3Pokud by dokreslovana cesta méla jen dva vrcholy, v, bude mit svaj horni bod vpravo od
L(’Uk_l).
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Ptidanim novych F-oblasti (resp. W-oblasti) zanikne F-oblast (resp. W-oblast)
hrany ab. Jiz pred ptridanim cesty sousedila hrana ab s jednou sténou, ktera ne-
byla vnéjsi, a pridanim nové cesty zacala sousedit s dvéma takovymi sténami.
To ovSem znamena, Ze ab neni v novém grafu na vnéjsi hrané G’, a tedy nemusi
existovat jeji F' ani W okoli. .

Véta 24. KazZdy vnéjskové rovinng graf G je vnéjskoviym L-grafem.

Diikaz. Dokazeme silngjsi tvrzeni: Pro kazdy vnéjskové rovinny graf G a kazdy
jeho vrchol v existuje jeho vnéjskova L-reprezentace, kde L(v) je L-tutvar nejvice
vpravo.

Dukaz provedeme indukci podle po¢tu vrcholi. Jako bazi indukce zvolme graf
s jednim vrcholem. Pro néj véta trivialné plati.

Indukéni krok pro E(G) > 1: Je-li G 2-souvisly graf, existuje hledand vnéjs-
kova L-reprezentace diky Lemmatu 23l Je-li G nesouvisly, jde rozdélit na ne-
souvislé komponenty Gy obsahujici vrchol v a G5. Protoze tyto komponenty maji
méné vrcholi nez ma graf G, podle indukéniho predpokladu pro né existuje vnéjs-
kova L-reprezentace. Navic bude existovat reprezentace G, kde L-titvar L(v) bude
nejvice vpravo. Umisténim reprezentace (G; vpravo od reprezentace (G5 ziskime
hledanou vnéjskovou L-reprezentaci grafu G s L(v) nejvice vpravo.

Pokud ma G stupen souvislosti jedna, obsahuje néjakou artikulaci. Ozna¢me
takovy vrchol z. Odstranénim vrcholu x se graf G rozpadne na dvé kompo-
nenty: (G; obsahujici v a GGo. Podle indukéniho predpokladu existuje vnéjskova
L-reprezentace grafu indukovaném vrcholy Gy a vrcholem x, kterda méa L(v) nejvice
vpravo. Rovnéz existuje vnéjskova L-reprezentace grafu indukovaného vrcholy G,
a vrcholem z, kterA ma L(z) nejvice vpravo. v reprezentaci grafu indukovaném
vrcholy G a vrcholem x najdeme e-okoli horniho konce L(x), kam nezasahuje
zadny jiny L-tutvar. Do tohoto e-okoli umistime reprezentaci grafu indukovaného
vrcholy Gy a vrcholem z, kterd ma L(z) nejvice vpravo. Tak dostaneme repre-
zentaci grafu G s L(v) nejvice vpravo.

d

3.3 Charakterizace trid grafit pomoci zakazanych
vzori

Definice 25 (Zakazany vzor). Zakdzany vzor na k vrcholech uy, us, ... ug je
popis, ktery pro kazdou hranu mezi dvéma vrcholy u; a u; urcuje, zda mezi vrcholy
vede hrana, nevede hrana nebo hrana vést mizZe ale nemusi.

Formdlné miZeme zavést zakdzany vzor jako usporddanou trojici (V,H,N),
kde V' je uspordadand k-tice vrcholi, které jsou v zakdzaném vzoru, mnozina H
obsahuge vsechny dvojice indexi i, j (i < j) takové, Ze mezi vrcholy u; a u; musi
vést hrana a mnoZina N obsahuje vSechny dvojice indexi i, j (i < j) takové, Ze
mezi vrcholy w; a u; nesmi vést hrana.

Mnohem piehlednéjsi znazornéni zakazaného vzoru je ovSem pomoci obarveni
hran tiplného grafu K. My budeme nutné hrany (mnozina H) znazoriiovat plnou
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¢arou a zakdzané hrany (mnozina N) pferuSovanou ¢arou. na Obrazku B.1 je
znazornény graf pro zakdzany vzor, kde mezi prvnim a druhym vrcholem nesmi
byt hrana, mezi prvnim a tfetim vrcholem hrana byt musi a mezi druhym a tietim
vrcholem hrana byt miize, ale nemusi.

U1 V2 (2R}

Obréazek 3.7: Znazornéni zakazaného vzoru H = {{1,3}}, N = {{1,2}} v podobé
obarveného grafu.

O néjakém usporadani vrcholi vy, vs, ..., v, grafu G fekneme, ze obsahuje
zakdzang vzor na vrcholech wq, ug, . .. ,ug, jestlize existuje podposloupnost vrcholu
vy, Uy, ..., U posloupnosti vy, v, ..., v, takova, Ze pro kazdou dvojici {i,j} € H

vede v grafu G hrana mezi vrcholy v a v} a pro kazdou dvojici {i,j} € N nenf
v grafu G hrana mezi vrcholy v; a v’.

Napiiklad usporadani vrcholu vy, vo, v3, v4 kruznice na ¢tyfech vrcholech ozna-
¢ené po sméru hodinovych rucic¢ek obsahuje zakazany vzor z Obrazku B.7, protoze
vrcholy vy, v3, v4 odpovidaji popisu zakdzaného vzoru.

Uved'me si charakterizaci pomoci zakazanych vzoru pro nékteré z béznych tiid
grafi. Tato charakterizace je piedstavena v ¢lanku Davida R. Wooda [14].

Tvrzeni 26 (Charakterizace intervalovych grafi, Wood [14]). Graf G je inter-
valovy prdve tehdy, kdyzZ pro néj existuje permutace vrcholi, kterd neobsahuje
nasledujici zakdzany vzor: H = {{1,3}}, N = {{1,2}} (viz Obrdzek[Z.8d).

Diikaz. Necht vy, vs,...,v, je usporadani vrcholi bez vyse popsaného zakazaného
vzoru. Definujme r(v;) jako pofadi souseda vrcholu v;, ktery je v uspoiradani
nejvice vpravo. Pak kazdy vrchol v; budeme reprezentovat jako uzavieny interval
[i,r(v;)]. Zjevné se interval kazdého vrcholu protina s intervaly v8ech jeho sousedi.
Pokud by se protinaly dva intervaly, které odpovidaji nesousednim vrcholim,
vynutilo by to existenci zakdzaného vzoru v uvazované permutaci, coz je spor s
existenci vhodné permutace.

Naopak pokud existuje intervalova reprezentace grafu G, vrcholy seradime
podle poradi levych koncu intervali, které jim prisluseji. Pokud vrchol v; sousedi
s vrcholem vy pro ¢ < k, musi interval vrcholu v; zasahovat az na troven levého
konce vrcholu v, a tedy v; bude sousedit i se v§emi vrcholy, které jsou v posloup-
nosti mezi vrcholy v; a vy (tedy s vrcholy v; pro i < j < k). To znamena, ze
permutace vrcholi neobsahuje zakazany vzor. .

Definice 27 (Srovnatelny graf). Pro castecné uspoiddanou mnoZinu (P, <) je
srovnatelny graf (comparability graph) takovy graf, ktery md za vrcholy proky P a
mezi dvéma proky vede hrana, prave tehdy kdyz jsou tyto prvky porovnatelné v <.

Tvrzeni 28 (Charakterizace srovnatelnych grafi, Wood [14]). Graf G je srovna-
telny graf prave tehdy, kdyz pro neéj existuje permutace vrcholi, kterd neobsahuje
ndsledujici zakdzany vzor: H = {{1,3},{2,3}}, N = {{1,3}} (viz Obrdzek[3.8H).
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Obrazek 3.8: Znazornéni zakazanych vzoru pro nékteré tiidy grafu.

Diikaz. Necht vy, vs,...,v, je usporadani vrcholi bez vyse popsaného zakazaného
vzoru. Definujme v; < v;, pravé tehdy kdyz v;v; € E(G) a zarovenr ¢ < j nebo
pokud ¢ = j. Ovéfenim axiomu dokdzeme, ze =< je Castec¢né usporadéni:

e reflerivita - 7 definice <

e tranzitivita - plyne 7z neexistence zakazaného vzoru

e slaba antisymetrie - podle definice < jde o podmnozinu linearniho uspora-

dani

To znamena, ze (V(G), <) je ¢aste¢né usporadana mnozina a G srovnatelny graf.

Necht G je srovnatelny graf ¢astecné usporadané mnoziny (V(G), <). Pak
rozSitenim castecného usporadani < na line4drni uspoiradani dostaneme uspota-
dani vrcholu, které nebude obsahovat zakazany vzor. .

Definice 29 (Chordalni graf). Graf G nazveme chordalnim pokud neobsahuje
kruznici na ctyrech nebo vice vrcholech jako indukovany podgraf.

Definice 30 (PES). Perfektni elimina¢ni schéma (PES) grafu G je posloupnost
vrcholii vy, vs, . . . v, takovd, Ze kaZdy vrchol v; tvori kliku se svymi sousedy v grafu
indukovaném {v;,v; + 1,...,v,}.

Znamé tvrzeni ik, ze graf je chordélni, pravé kdyz pro néj existuje PES. Toto
tvrzeni lze snadno pieformulovat do fec¢i zakazanych vzori:

Tvrzeni 31 (Charakterizace chordalnich grafi). Graf G je chordalni pravé tehdy,
kdyz pro nej existuje permutace vrcholi, kterd neobsahuje ndsledugjici zakdzany

vzor: H = {{1,2} {1,3}}, N = {{2,3}} (viz Obrdzek[3.8d).

3.4 Charakterizace vnéjSkovych L-grafti pomoci za-
kazanych vzort

Véta 32 (Charakterizace vnéjskovych L-grafi). Graf G je vngjskovy L-graf prave
tehdy, kdyz pro néj existuje permutace vrcholi, kterd neobsahuje Zadny z ndsledu-
gicich dvou zakdzanijch vzori:

o Zakdzany vzor A: H = {{1,3},{2,4}}, N = {{1,2},{2,3}}

o Zakdzany vzor B: H = {{1,2},{1,4} {2,3}}, N = {{1,3}}

Diikaz. O permutaci vrcholu fekneme, 7e je dobrd, jestlize neobsahuje zadny ze
zakdzanych vzoru. v opacném piipadé rekneme, 7e je Spatnd.
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Obrazek 3.9: Zakazany vzor A Obréazek 3.10: Zakazany vzor B

Necht graf G ma vnéjskovou L-reprezentaci. O¢islujeme vrcholy podle poradi
horniho konce jejich L-titvaru na hrani¢ni ptimce. Ukazeme, 7e takto ziskané
permutace vrcholi je dobra.

Pro spor predpokladejme, Ze jsou v permutaci vrcholy wq,us,us,uy, které od-
povidaji zakdzanému vzoru A. Pak L(u;) musi zasahovat az na troven vrcholu ug
a L(us) musi protinat L(u;). Tim se ale vrchol us dostane do obdélniku ohrani-
¢eného hrani¢ni piimkou a tutvary L(u;) a L(usz). Protoze vrchol uy musi sousedit
s ug, musi L(ug) zasahovat az na troven vrcholu uy. To ale neni mozné bez pro-
tnuti jednoho 7 utvaria L(u;) nebo L(us), ¢imz dostavame spor, jelikoZ us nesmi
sousedit ani s jednim z vrcholi u; a us.

Nyni pro spor predpokladejme, ze jsou v permutaci vrcholy wq,us,us3,uy, které
odpovidaji zakdzanému vzoru B. Pak L(u;) musi zasahovat a7z na uroven vrcholu
uy kvili hrané ujuy. ProtoZe ug sousedi s uy, musi L(ug) protinat L(uy), a tedy
je horizontalni ¢ast L(ug) pod horizontalni ¢asti L(up). Vrchol ug musi sousedit
S ug, a tedy L(ug) musi zasahovat pod uroven horizontalni ¢asti L(uy). Tim ale
nutné protne i L(uy), coZ je spor, protoze mezi us a u; je hrana zakazana.

U1 U2 U3 V4 » »
‘ U1 U2 U3 V4
L [
(a) Zakazany vzor A (b) Zakézany vzor B

Obrézek 3.11: Vynucené pozice L-titvari pii vnéjskové L-reprezentaci zakédzanych
vzori. Sedé znazornéna hrana, ktera jiz nejde pridat. v pripadé vzoru A jsou
ukézany obé moznosti L(vy)

Dikaz opa¢né implikace provedeme konstrukci. Necht vy, vs,...,v, je dobra
permutace vrcholi grafu G. Pak budeme postupné zleva doprava kreslit L-tutvary
jednotlivych vrcholu vy, vs,...,v,. Pro kazdy vrchol v; nakreslime jeho L-utvar
tak, ze vertikalni ¢ast L-utvaru protne vSechny L-utvary jiz nakreslenych vrcholu
a horizontalni ¢ast povede na troven posledniho souseda v dané permutaci. Touto
konstrukei je zaruc¢ené, ze vSem hrandm v G bude odpovidat néjaké kiizeni L-
utvari v L-reprezentaci.

Nyni pro spor predpokladejme, 7e vznikne prusecik L(v;) a L(v;), i kdyz v G
neni hrana v;v;. Aby tento prisec¢ik vznikl, musi byt pod horizontalni ¢asti L(v;)
néjaky L(vy), ze viv; je hrana v G, a vrchol v; musi sousedit s néjakym vy, I > 1,
aby horizontalni ¢ast L(v;) zasahovala pfes v;.

Nyni rozebereme dva piipady podle pofadi vrcholi v; a v, v permutaci:

e Potadi k < j < ¢ < [: Protoze L(v;) musi byt nad L(vy), vzv; neni hrana

v G. Tim dostavame zakézany vzor A na téchto ¢tytrech vrcholech.
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Obrazek 3.12: Mozné potadi vrcholi v;, v, vy a v;. Dvé moznosti pro vrchol vy
jsou naznaceny Sedé.

e Potadi j < k < i < [: Protoze L(v;) musi byt nad L(vy), vxv; je hrana v G.
Tim dostavame zakazany vzor B na téchto ¢tyfech vrcholech.

V obou ptipadech jsme v permutaci vrcholu nasli zakdzany vzor a tim do-
stali spor s predpokladem dobré permutace. To znamena, Ze popsanou konstrukei
pro dobrou permutaci nevznikne zadny prusecik, ktery by neodpovidal hrané
v (G, a tedy pro dobrou permutaci vrcholi G dokdzeme vidy najit vnéjskovou
L-reprezentaci G.

d
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Kapitola 4
Zaveér

Nejvétsim pirinosem této prace je zavedeni a ¢astecné prozkoumani tiidy vnéjs-
kovych L-grafi. Nelezli jsme nékolik t¥id grafu (intervalové, tétivové a vnéjskove
rovinné), které jsou podtiidou vnéjskovych L-grafi. Presto zustava fada dalsich
tiid, jejichz vztah k vn&jskovym L-grafiim by $lo déle zkoumat (napt. priinikové
grafy kruznicovych oblouku - tzv. circular-arc grafy).

Vnéjskové L-grafy jsou outer-string grafy s omezenim tvaru kiivek. Proto je
prirozend otazka, zda se tyto dvé t¥idy rovnaji nebo zda jsou vnéjskové L-grafy
vlastni podmnozinou outer-string grafi. Prestoze jsme ve Vété [[5 predstavili ne-
konecnou t¥idu rovinnych grafi, které nejsou vnéjskovymi L-grafy, zistava tato
otazka oteviend. Zkouméani této otazky nardzi na to, ze nezname jednoduché
kritérium, kterym by se o grafu dalo zjistit, ze neni vnéjskovy L-graf. Charakte-
ristika pomoci zakdzanych vzoru je zajimavi a miuze slouzit k dalsimu pochopeni
struktury vnéjskovych L-grafu, ale nedava nam v praxi pouzitelny nastroj na roz-
hodovani, zda pro dany graf existuje vnéjskova L-reprezentace. Proto se zda byt
nejzajimavéjsim smérem pro dalsi vyzkum pravé nalezeni polynomialniho algo-
ritmu pro rozpoznavani vnéjskovych L-grafii.
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