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Úvod

Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. Tento prostor p°irozen¥ generuje systém
N ⊆ S v²ech mnoºin µ-míry nula. Nyní uvaºujme topologický prostor (Y,G).
Podobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ nám tento prostor p°irozen¥ generuje sys-
tém M v²ech mnoºin první kategorie v Y . Roli systému S zde má systém B,
který je de�nován jako nejmen²í σ-algebra obsahující v²echny otev°ené mnoºiny
a v²echny mnoºiny první kategorie v Y . Mnoºiny ze systému B nazýváme Baire-
ovsky m¥°itelné mnoºiny nebo °íkáme, ºe mají Baireovu vlastnost.

V této práci ukáºeme, ºe systémy mnoºin N a M mají podobné vlastnosti.
Je snadné si uv¥domit, ºe tyto systémy jsou mnoºinové σ-ideály, tedy ºe jsou
uzav°ené na podmnoºiny a spo£etná sjednocení.

Existuje mnoho v¥t ukazujících podobnost systém· mnoºin M a N . Klasic-
kým p°íkladem jsou Fubiniova a Kuratowského-Ulamova v¥ta. Pro jednodu²²í
formulaci t¥chto v¥t zavedeme následující zna£ení.

Zna£ení 0.0.1. Pro mnoºiny X, Y a A ⊆ X × Y zna£íme Ax = {y ∈ Y :
(x, y) ∈ A}, x ∈ X a Ay = {x ∈ X : (x, y) ∈ A}, y ∈ Y . Podobn¥ pro funkci
f : X × Y → R a x ∈ X zna£íme fx : Y → R funkci de�novanou p°edpisem
fx(y) = f(x, y).

Fubiniova v¥ta je klasické tvrzení teorie míry popisující vztah mezi mírami
a jejich sou£inem. Ve velmi speciálním p°ípad¥ tvrdí následující:

V¥ta 0.0.2 (Fubiniova v¥ta-speciální p°ípad). Nech´ X a Y jsou standardní bo-
relovské prostory. Nech´ µ je borelovská pravd¥podobnostní míra na X a nech´ ν
je borelovská pravd¥podobnostní míra na Y . Nech´ µ × ν je sou£in m¥r µ a ν a
nech´ A ⊆ X × Y je m¥°itelná mnoºina. Ozna£me

ΩX = {x ∈ X : Ax je mnoºina ν-míry 0},

ΩY = {y ∈ Y : Ay je mnoºina µ-míry 0}.

Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:
(i) A je mnoºina (µ× ν)-míry 0,
(ii) ΩX je mnoºina µ-míry 1,
(iii) ΩY je mnoºina ν-míry 1.

Kuratowského-Ulamova v¥ta je obdobou v kontextu topologických prostor·.
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V¥ta 0.0.3 (Kuratowského-Ulamova v¥ta). Nech´ X a Y jsou polské prostory.
Nech´ A ⊆ X × Y má Baireovu vlastnost. Ozna£me

ΩX = {x ∈ X : Ax je první kategorie v Y },

ΩY = {y ∈ Y : Ay je první kategorie v X}.

Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:
(i) A je první kategorie v X × Y ,
(ii) ΩX je reziduální v X,
(iii) ΩY je reziduální v Y .

Tyto v¥ty lze zobecnit. Fubiniovu v¥tu zobec¬uje v¥ta o desintegraci m¥r
a Kuratowského-Ulamovu v¥tu zobec¬uje v¥ta o desintegraci kategorie. Jak ná-
zev napovídá, tvrzení t¥chto v¥t jsou obdobná a je²t¥ více poukazují na podob-
nost systém· mnoºin první kategorie a mnoºin míry nula. Hlavním cílem této
práce je dokázat v¥ty o desintegraci a ukázat, jak z nich vyplývají Fubiniova
a Kuratowského-Ulamova v¥ta.

Práce je £len¥na do t°í kapitol. První kapitola se v¥nuje základním pojm·m
a tvrzením z teorie topologických a m¥°itelných prostor·. V druhé kapitole doká-
ºeme v¥tu o desintegraci kategorie a její d·sledek Kuratowského-Ulamovu v¥tu.
T°etí kapitola se v¥nuje d·kazu v¥ty o desintegraci m¥r a Fubiniov¥ v¥t¥.
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Kapitola 1

Základní pojmy

1.1 Topologické prostory

De�nice 1.1.1. Nech´ X je mnoºina. Systém mnoºin G ⊆ 2X nazveme topologií
na X, pokud platí:
(i) ∅ ∈ G, X ∈ G,
(ii) jsou-li G,H ∈ G, potom G ∩H ∈ G,
(iii) jestliºe {Gα : α ∈ A} ⊆ G, potom

⋃
α∈AGα ∈ G.

Je-li X mnoºina a G topologie na X, potom dvojici (X,G) nazýváme topologický
prostor. Prvky systému G nazýváme otev°ené mnoºiny. Dopl¬ky otev°ených mno-
ºin nazýváme uzav°ené mnoºiny.

De�nice 1.1.2. Nech´ (X,G) je topologický prostor. Systém mnoºin U ⊆ G na-
zveme bází topologie G, pokud pro kaºdé G ∈ G platí, ºe G =

⋃
{U ∈ U : U ⊆ G}.

De�nice 1.1.3. Nech´ X je mnoºina a d je metrika na X. Potom d na X p°i-
rozen¥ generuje topologii Gd = {U ⊆ X;∀x ∈ A∃r > 0 : B(x,r) ⊆ U}, kde pro
x ∈ X a r > 0 zna£íme B(x,r) = {y ∈ X : d(x,y) < r}.
Nech´ (X,G) je topologický prostor a nech´ d metrika na X. �ekneme, ºe metrika
d je kompatibilní s topologií G, pokud Gd = G.
Topologický prostor (X,G) nazýváme metrizovatelným prostorem, pokud existuje
metrika na X, která je kompatibilní s topologií G.
�ekneme, ºe topologický prostor (X,G) je úpln¥ metrizovatelný, pokud existuje
metrika na d na X kompatibilní s topologií G taková, ºe metrický prostor (X, d)
je úplný.

De�nice 1.1.4. Nech´ X, Y jsou topologické prostory. �ekneme, ºe zobrazení
f : X → Y je

• spojité, jestliºe pro kaºdou otev°enou mnoºinu G ⊆ Y je f−1(G) otev°ená
mnoºina v X,

• otev°ené, pokud pro kaºdou otev°enou mnoºinu G ⊆ X je f(G) otev°ená
mnoºina v Y ,

• homeomor�smus, jestliºe f je prosté, spojité a otev°ené zobrazení X na Y .
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1.2 Husté a °ídké mnoºiny

De�nice 1.2.1. Nech´ X je topologický prostor. �ekneme, ºe mnoºina A ⊆ X
je hustá v X, pokud A = X. �ekneme, ºe mnoºina M ⊆ X je °ídká v X, pokud
X \M je hustá mnoºina v X.

Lemma 1.2.2. Nech´ X je topologický prostor a A ⊆ X. Potom jsou následující
tvrzení ekvivalentní:
(i) A je hustá v X.
(ii) Pro kaºdou neprázdnou otev°enou mnoºinu G ⊆ X je A ∩G 6= ∅.

D·kaz. (i) ⇒ (ii) Nech´ A je hustá v X. Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje
neprázdná otev°ená mnoºina G ⊆ X taková, ºe A ∩ G = ∅. Potom X \ G je
uzav°ená podmnoºina X a obsahuje A, tedy také X \ G = X \G ⊇ A. Protoºe
G je neprázdná mnoºina, je X \G $ X, £ímº dostáváme spor s hustotou A.
(ii) ⇒ (i) Tuto implikaci dokaºme nep°ímo. Nech´ A není v X hustá, potom
A 6= X. Tedy X \A je neprázdná a otev°ená podmnoºina X, ale (X \A)∩A = ∅,
tedy (ii) neplatí.

Lemma 1.2.3. Nech´ X je topologický prostor a A,B ⊆ X. Nech´ A je hustá v
X. Potom platí:
(i) Pokud B ⊇ A, potom B je hustá v X.
(ii) Je-li B hustá v A, potom B je hustá v X.
(iii) Je-li A otev°ená, pak X \ A je °ídká.

D·kaz. (i) Je-li B ⊇ A, potom B ⊇ A = X.
(ii) Nech´ U je neprázdná otev°ená podmnoºina X. Potom dle Lemmatu 1.2.2 je
A∩U neprázdná mnoºina, a dle de�nice topologie podprostoru je A∩U otev°ená
mnoºina v A.
Znovu pouºijeme Lemma 1.2.2 a dostaneme, ºe B∩(A∩U) je neprázdná mnoºina,
nebo´ B je hustá v A. Jelikoº mnoºina U byla volena libovoln¥, dostáváme op¥t
z Lemmatu 1.2.2, ºe B je hustá v X.
(iii) Je-li A otev°ená, potomX\A je uzav°ená, a tedyX\(X \ A) = X\(X\A) =
A je hustá mnoºina v X.

Lemma 1.2.4. Nech´ X je topologický prostor.
(i) Nech´ M ⊆ X je °ídká mnoºina. Potom kaºdá podmnoºina M je °ídká v X.
(ii) Mnoºina M je °ídká v X práv¥ tehdy, kdyº M je °ídká mnoºina v X.

D·kaz. (i) Nech´ N ⊆ M . Potom máme, ºe X \N ⊇ X \M = X, tedy X \ N
je v X hustá.
(ii) Tvrzení je z°ejmé.

1.3 Reziduální mnoºiny a mnoºiny první
kategorie

De�nice 1.3.1. Nech´ X je topologický prostor. �ekneme, ºe mnoºina M ⊆
X je první kategorie v X, pokud M je spo£etným sjednocením °ídkých mnoºin.
�ekneme, ºe A ⊆ X je mnoºina druhé kategorie v X, pokud není první kategorie
v X. �ekneme, ºe A je v X reziduální, pokud X \ A je první kategorie v X.
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Lemma 1.3.2. Nech´ X je topologický prostor. Potom platí:
(i) Je-li M ⊆ X mnoºina první kategorie v X, potom kaºdá podmnoºina M je
mnoºina první kategorie v X.
(ii) Jsou-li {Mn}∞n=1 mnoºiny 1. kategorie v X, pak M =

⋃∞
n=1Mn je 1. kategorie

v X.

D·kaz. (i) Nech´ N ⊆ M . Nalezn¥me posloupnost °ídkých mnoºin {Mk}∞k=1 ta-
kovou, ºe M =

⋃∞
k=1 Mk. Pro kaºdé k ∈ N poloºme Nk = N ∩Mk. Potom dle

Lemmatu 1.2.3 jsou Nk °ídké mnoºiny a z°ejm¥ platí N =
⋃∞
k=1Nk. Tedy N je

mnoºina první kategorie v X.
(ii) Pro kaºdé p°irozené £íslo n nalezn¥me posloupnost °ídkých mnoºin {Mn,k}∞k=1

takovou, ºeMn =
⋃∞
k=1Mn,k. PotomM =

⋃
n,k∈NMn,k je mnoºina první kategorie

v X, nebo´ je spo£etným sjednocením °ídkých mnoºin.

Lemma 1.3.3. Nech´ X je topologický prostor. Potom platí:
(i) Je-li A ⊆ X reziduální mnoºina v X, potom kaºdá podmnoºina X obsahující
A je reziduální v X.
(ii) Jsou-li {An}∞n=1 reziduální podmnoºiny X, potom

⋂∞
n=1 An je reziduální pod-

mnoºina X.

D·kaz. Tvrzení okamºit¥ plyne z Lemmatu 1.3.2 p°echodem k dopl¬k·m a uºitím
de Morganových pravidel.

1.4 Mnoºiny typu Gδ

De�nice 1.4.1. Nech´ X je topologický prostor. �ekneme, ºe mnoºina A ⊆ X
je typu Gδ v X, pokud je spo£etným pr·nikem otev°ených mnoºin.

Lemma 1.4.2. Nech´ X je topologický prostor.
(i) Je-li {An}∞n=1 posloupnost mnoºin typu Gδ v X, potom

⋂∞
n=1An je mnoºina

typu Gδ v X.
(ii) Jsou-li A,B ⊆ X typu Gδ v X, pak A ∪B je typu Gδ v X.

D·kaz. (i) Pro kaºdé n ∈ N nalezneme posloupnost mnoºin {Akn}∞k=1 otev°ených
v X takovou, ºe

⋂∞
k=1 A

k
n = An. Potom

⋂∞
n=1An =

⋂
n,k∈NA

k
n je spo£etným

pr·nikem otev°ených mnoºin, tedy mnoºina typu Gδ.
(ii) Pi²me A =

⋂∞
n=1An, B =

⋂∞
m=1Bn, kde An, Bm jsou otev°ené podmnoºiny

X. Potom A ∪ B =
⋂
n,m∈NAn ∪ Bn, coº je op¥t spo£etný pr·nik otev°ených

mnoºin, tedy A ∪B je typu Gδ v X.

Lemma 1.4.3. Nech´ X je topologický prostor.
(i) Je-li A ⊆ X mnoºina typu Gδ v X a B je libovolná podmnoºina X, potom
A ∩B je mnoºina typu Gδ v B.
(ii) Je-li A ⊆ X mnoºina typu Gδ v X a B ⊆ A je mnoºina typu Gδ v A, potom
B je mnoºina typu Gδ v X.

D·kaz. (i) Nalezn¥me posloupnost mnoºin {An}∞n=1 takovou, ºe pro kaºdé n ∈ N
je mnoºina An otev°ená v X a

⋂∞
n=1 An = A. Potom pro kaºdé n ∈ N je mnoºina

An∩B otev°ená v B a z°ejm¥ platí A∩B =
⋂∞
n=1(An∩B), tedy A∩B je mnoºina

typu Gδ v B.
(ii) Nalezneme posloupnost mnoºin {Bn}∞n=1 otev°ených vA takovou, ºe

⋂∞
n=1Bn =
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B. Dále nalezneme posloupnost mnoºin {Cn}∞n=1 otev°ených v X takovou, ºe
Cn ∩ A = Bn pro kaºdé n ∈ N. Potom C =

⋂∞
n=1 Cn je mnoºina typu Gδ v X.

Jelikoº B = A ∩ C, dle Lemmatu 1.4.2 je B mnoºina typu Gδ v X.

Lemma 1.4.4. Nech´ X, Y jsou topologické prostory a nech´ f : X → Y je spojité
zobrazení. Je-li A ⊆ Y mnoºina typu Gδ v Y , potom f−1(A) je mnoºina typu Gδ

v X.

D·kaz. Nalezn¥me posloupnost mnoºin {Un}∞n=1 otev°ených v Y takovou, ºe A =⋂∞
n=1 Un. Jelikoº je zobrazení f spojité, jsou mnoºiny f−1(Un) otev°ené v X.

Potom f−1(A) = f−1(
⋂∞
n=1 Un) =

⋂∞
n=1 f

−1(Un). Tedy f−1(A) je mnoºina typu
Gδ v X.

Lemma 1.4.5. Nech´ X je topologický prostor, A ⊆ X je typu Gδ a hustá v X.
Potom A je v X reziduální.

D·kaz. Pi²me A =
⋂∞
n=1Gn, kde Gn jsou otev°ené podmnoºiny X. Potom pro

kaºdé n ∈ N platí, ºe Gn ⊇ A, tedy Gn je hustá v X dle Lemmatu 1.2.3. Tedy
mnoºiny X \Gn jsou °ídké v X dle Lemmatu 1.2.3. Tedy uºitím de Morganových
pravidel dostaneme X \ A = X \

⋂∞
n=1 Gn =

⋃∞
n=1(X \ Gn). Tedy X \ A je

spo£etným sjednocením °ídkých mnoºin, a tedy je 1. kategorie v X. Jinými slovy,
A je v X reziduální.

Lemma 1.4.6. Nech´ X je metrizovatelný prostor a F je uzav°ená podmnoºina
X. Potom je F mnoºina typu Gδ v X.

D·kaz. Nech´ F ⊆ X je uzav°ená mnoºina. Nech´ d je metrika na X kompatibilní
s topologií prostoru X. De�nujme pro kaºdé n ∈ N mnoºinu

Fn = {x ∈ X : d(x,F ) < 1/n}.

Potom Fn jsou otev°ené mnoºiny a z°ejm¥ F ⊆ Fn pro kaºdé n ∈ N. Tedy platí,
ºe F ⊆

⋂∞
n=1 Fn. Nech´ nyní x ∈

⋂∞
n=1 Fn je libovolné, potom pro kaºdé n ∈ N je

d(x,F ) < 1/n, tedy d(x,F ) = 0. Z uzav°enosti mnoºiny F dostáváme, ºe x ∈ F .
Tedy jsme ukázali, ºe F =

⋂∞
n=1 Fn. Tedy F je mnoºina typu Gδ v X.

1.5 Mnoºiny s Baireovou vlastností

De�nice 1.5.1. Nech´ X je topologický prostor a A ⊆ X. �ekneme, ºe mnoºina
A má Baireovu vlastnost, pokud existuje otev°ená mnoºina G ⊆ X taková, ºe
A4G = (A \G) ∪ (G \ A) je mnoºina první kategorie v X.

De�nice 1.5.2. Nech´ X je mnoºina. Systém mnoºin P ⊆ 2X se nazývá σ-
algebra, pokud obsahuje prázdnou mnoºinu a je uzav°ený na dopl¬ky a spo£etná
sjednocení.

Lemma 1.5.3. Nech´ X je topologický prostor. Potom systém podmnoºin X ma-
jících Baireovu vlastnost je σ-algebra na X, která obsahuje v²echny otev°ené pod-
mnoºiny X a v²echny mnoºiny první kategorie v X.
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D·kaz. Z°ejm¥ v²echny otev°ené mnoºiny a mnoºiny první kategorie mají Baire-
ovu vlastnost. Prázdná mnoºina má Baireovu vlastnost, nebo´ je otev°ená.
Pov²imn¥me si, ºe je-li U ⊆ X otev°ená mnoºina, potom U \ U je uzav°ená
mnoºina v X a

X \ (U \ U) = X \ (U \ U) = (X \ U) ∪ U = X \ U ∪ U ⊇ (X \ U) ∪ U = X.

Tedy U \ U je °ídká mnoºina v X, a tedy mnoºina první kategorie v X.
Nech´ A ⊆ X má Baireovu vlastnost. Nalezneme otev°enou mnoºinu U tako-

vou, ºe U 4 A je mnoºina první kategorie v X. Ozna£me V = X \ U . Potom V
je otev°ená mnoºina a

(X \ A)4 V = (X \ A)4 (X \ U) =

= ((X \ A) \ (X \ U)) ∪ ((X \ U) \ (X \ A)) =

= (U \ A) ∪ (A \ U) =

= U 4 A ⊆ (U 4 A) ∪ (U \ U)

je mnoºina první kategorie v X. Tedy X \ A má Baireovu vlastnost.
Nech´ {An}∞n=1 je posloupnost mnoºin majících Baireovu vlastnost. Pro kaºdé

n ∈ N nalezneme otev°enou mnoºinu Gn takovou, ºe Mn = An 4Gn je mnoºina
první kategorie v X. Ozna£me M =

⋃∞
n=1 Mn, G =

⋃∞
n=1Gn a A =

⋃∞
n=1 An.

Potom M je mnoºina první kategorie, G je otev°ená, a

A4G = (A \G) ∪ (G \ A) = (
∞⋃
n=1

An \
∞⋃
n=1

Gn) ∪ (
∞⋃
n=1

Gn \
∞⋃
n=1

An)

⊆
∞⋃
n=1

((An \Gn) ∪ (Gn \ An)) =
∞⋃
n=1

Mn = M.

Tedy A má Baireovu vlastnost.

Lemma 1.5.4. Nech´ X je topologický prostor. Nech´ A ⊆ X má Baireovu vlast-
nost a nech´ není v X reziduální. Potom existuje neprázdná otev°ená mnoºina
O ⊆ X taková, ºe A ∩O je mnoºina první kategorie v X.

D·kaz. Jelikoº mnoºina Amá Baireovu vlastnost, m·ºeme nalézt otev°enou mno-
ºinu G ⊆ X takovou, ºe N = A4G je mnoºina 1. kategorie v X. Potom mnoºina
A ∪ N není reziduální v X. Pokud by totiº mnoºina X \ (A ∪ N) byla první
kategorie v X, potom by dle Lemmatu 1.3.2 byla první kategorie také mnoºina
(X \(A∪N))∪(N \A) = X \A. Tedy bychom dostali spor s na²ím p°edpokladem,
ºe mnoºina A není v X reziduální.

Jelikoº G je podmnoºinou mnoºiny A ∪ N , není ani G reziduální v X dle
Lemmatu 1.3.3. Jelikoº G je otev°ená mnoºina v X, tedy typu Gδ v X, plyne z
Lemmatu 1.4.5, ºe není v X hustá. Tedy dle Lemmatu 1.2.2 existuje neprázdná
otev°ená mnoºina O ⊆ X taková, ºe G ∩O je prázdná mnoºina. Potom

A ∩O ⊆ (G ∪N) ∩O = N ∩O ⊆ N

je mnoºina 1. kategorie dle Lemmatu 1.3.2.
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1.6 Baireovy prostory

De�nice 1.6.1. Topologický prostor X se nazývá Baire·v, pokud kaºdá otev°ená
podmnoºina prostoru X je druhé kategorie v X.

V¥ta 1.6.2. Nech´ X je topologický prostor. Potom jsou následující tvrzení ekvi-
valentní:
(i) X je Baire·v,
(ii) kaºdá reziduální podmnoºina X je hustá v X,
(iii) je-li {Gn}∞n=1 posloupnost otev°ených hustých podmnoºin X, potom

⋂∞
n=1Gn

je hustá mnoºina v X.

D·kaz. (i) ⇒ (ii) Nech´ X je Baire·v prostor. Pro spor p°edpokládejme, ºe
existuje mnoºina A ⊆ X, která je v X reziduální, ale není hustá. Potom existuje
neprázdná otev°ená mnoºina O ⊆ X taková, ºe O ∩A = ∅. Tedy O ⊆ (X \A) je
mnoºina první kategorie v X, coº je spor s tím, ºe X je Baire·v.
(ii) ⇒ (iii) Nech´ {Gn}∞n=1 je posloupnost otev°ených hustých podmnoºin X.
Dokáºeme, ºe G je reziduální mnoºina v X. Pro kaºdé n ∈ N je mnoºina X \Gn

°ídká v X dle Lemmatu 1.2.3. Potom

X \G = X \
∞⋂
n=1

Gn =
∞⋃
n=1

X \Gn

je mnoºina první kategorie v X, tedy G je v X reziduální. Dle (ii) je tedy G v X
hustá.
(iii) ⇒ (i) P°edpokládejme, ºe X není Baire·v. Potom existuje neprázdná ote-
v°ená mnoºina O ⊆ X, která je první kategorie v X. Nalezneme °ídké mnoºiny
{Fn}∞n=1 takové, ºe

⋃∞
n=1 Fn ⊇ O. Dle Lemmatu 1.2.4 m·ºeme p°edpokládat, ºe

Fn jsou uzav°ené. Potom pro kaºdé n ∈ N je Gn = X \ Fn hustá a otev°ená
mnoºina v X, ale

∞⋂
n=1

Gn ∩O = (X \
∞⋃
n=1

Fn) ∩O ⊆ (X \O) ∩O = ∅,

tedy
⋂∞
n=1Gn není hustá mnoºina v X.

V¥ta 1.6.3. Kaºdý úpln¥ metrizovatelný prostor je Baire·v.

D·kaz. Nech´ X je úpln¥ metrizovatelný prostor a nech´ d je metrika, ve které
je X úplný. Nech´ {Gn}∞n=1 je posloupnost otev°ených hustých podmnoºin X a
nech´ O je libovolná neprázdná podmnoºina prostoru X.
Jelikoº G1 ∩ O je neprázdná otev°ená mnoºina, m·ºeme nalézt x1 ∈ G1 ∩ O a
r1 < 1 takové, ºe B(x1,r1) ⊆ (G1 ∩ O). Indukcí nalezneme posloupnosti {xn}∞n=1

v X a {rn}∞n=1 v (0,1) takové, ºe pro kaºdé n ∈ N je

rn < 1/n a B(xn+1,rn+1) ⊆ B(xn,rn) ∩Gn ⊆ O.

P°edpokládejme, ºe jiº známe xm, rm pro m ≤ n. Jelikoº Gn+1 ∩ B(xn,rn) je
neprázdná otev°ená mnoºina, m·ºeme nalézt xn+1 ∈ Gn+1∩B(xn,rn) a rn+1 <

1
n+1

tak, ºe B(xn+1,rn+1) ⊆ Gn+1 ∩B(xn,rn).
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Z konstrukce je z°ejmé, ºe {xn}∞n=1 je cauchyovská posloupnost v metrice
d, existuje tedy x ∈ X takové, ºe limn→∞ xn = x. Jelikoº pro kaºdé m ∈ N
je {xn}∞n=m ⊆ B(xm,rm), je také x ∈ B(xm,rm). Tedy x ∈

⋂∞
n=1B(xn,rn) ⊆⋂∞

n=1Gn ∩O. Dle V¥ty 1.6.2 je tedy X Baire·v prostor.

Lemma 1.6.4. Nech´ X je Baire·v prostor a B je reziduální podmnoºina X.
Potom existuje mnoºina A ⊆ B, která je hustá a typu Gδ v X.

D·kaz. Pi²me B = X\
⋃∞
n=1Mn, kdeMn jsou °ídké podmnoºinyX. Dle Lemmatu

1.2.4 také mnoºiny Mn jsou °ídké. Tedy poloºíme-li A = X \
⋃∞
n=1 Mn, potom

je mnoºina A reziduální v X, a tedy dle V¥ty 1.6.2 je v tomto prostoru hustá.
Navíc A je z°ejm¥ podmnoºina B a je typu Gδ v X, nebo´ A = X \

⋃∞
n=1Mn =⋂∞

n=1(X \Mn).

Lemma 1.6.5. Nech´ X je Baire·v prostor, nech´ A ⊆ X je reziduální a O ⊆ X
je neprázdná otev°ená mnoºina. Potom A ∩O je mnoºina 2. kategorie v X.

D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe A∩O je mnoºina první kategorie vX. Potom
O ⊆ (A ∩O) ∪ (X \ A) je dle Lemmatu 1.3.2 mnoºina 1. kategorie, coº je spor s
tím, ºe X je Baire·v prostor.

Lemma 1.6.6. Nech´ X je Baire·v prostor. Jsou-li A,B reziduální mnoºiny v
X, potom A ∩B je reziduální mnoºina v B.

D·kaz. Dle Lemmatu 1.6.4 existuje C ⊆ A hustáGδ podmnoºinaX. Sta£í ukázat,
ºe C ∩ B je reziduální mnoºina v B. Jelikoº mnoºiny C,B jsou reziduální v X,
je C ∩B reziduální v X. Jelikoº X je Baire·v, je C ∩B hustá v X.

Ukaºme, ºe C ∩B je hustá v B. Nech´ U ⊆ B je neprázdná otev°ená mnoºina
v B. Potom existuje neprázdná mnoºina V otev°ená v X taková, ºe U = V ∩B.
Jelikoº C ∩B je hustá v X, dostáváme, ºe

U ∩ (C ∩B) = V ∩ (C ∩B) 6= ∅,

tedy C ∩ B je hustá v B. Dle Lemmatu 1.4.2 je C ∩ B mnoºina typu Gδ v B.
Tedy dle Lemmatu 1.4.5 je C ∩B reziduální mnoºina v B.

De�nice 1.6.7. Nech´ X, Y jsou topologické prostory. �ekneme, ºe zobrazení
f : X → Y zachovává kategorii, jestliºe pro kaºdou mnoºinu A reziduální v Y je
f−1(A) reziduální mnoºina v X.

Lemma 1.6.8. Nech´ X je topologický prostor a nech´ Y je Baire·v prostor.
Potom kaºdé spojité otev°ené zobrazení f : X → Y zachovává kategorii.

D·kaz. D·kaz provedeme sporem. P°edpokládejme, ºe existuje mnoºina A re-
ziduální v Y taková, ºe f−1(A) není reziduální v X. Jelikoº Y je Baire·v, dle
Lemmatu 1.6.4 m·ºeme nalézt mnoºinu B ⊆ A hustou a typu Gδ v Y . Potom
dle Lemmatu 1.4.4 je f−1(B) mnoºina typu Gδ, nebo´ f je spojité. Dále f−1(B)
není hustá v X. Jinak by totiº dle Lemmatu 1.4.5 byla v X reziduální, coº by byl
spor s na²ím p°edpokladem, ºe f−1(A) není reziduální, nebo´ f−1(A) ⊇ f−1(B).
M·ºeme tedy nalézt neprázdnou otev°enou mnoºinu O ⊆ X takovou, ºe O ∩
f−1(B) = ∅. Jelikoº f je otev°ené zobrazení, je f(O) otev°ená mnoºina v Y , ale
f(O) ∩B = ∅, coº je spor s tím, ºe B je hustá.
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1.7 Polské prostory

De�nice 1.7.1. Separabilní úpln¥ metrizovatelný topologický prostor nazýváme
polským prostorem.

V¥ta 1.7.2. Nech´ X je polský prostor a A ⊆ X je mnoºina typu Gδ. Potom A
je polský prostor.

D·kaz. Viz [1, V¥ta 3.11].

Lemma 1.7.3. Nech´ X je polský prostor. Je-li B ⊆ X hustá Gδ mnoºina a
C ⊆ B je reziduální mnoºina v B, potom je C reziduální mnoºina v X.

D·kaz. Jelikoº B je mnoºina typu Gδ v X, víme z V¥ty 1.7.2, ºe B je polský, a
tedy Baire·v prostor. Tedy dle Lemmatu 1.4.5 existuje D ⊆ C hustá mnoºina
typu Gδ v B. Sta£í ukázat, ºe D je reziduální mnoºina v X. Dle Lemmatu 1.2.3
je D v X hustá a dle Lemmatu 1.4.3 je typu Gδ v X. Tedy dle Lemmatu 1.4.5 je
D v X reziduální.

De�nice 1.7.4. Nech´ Y je polský prostor. Mnoºina A ⊆ Y se nazývá analytická,
pokud existuje polský prostor X a spojité zobrazení f : X → Y takové, ºe f(X) =
A.

V¥ta 1.7.5. Nech´ X je polský prostor a A ⊆ X je analytická mnoºina. Potom
A má Baireovu vlastnost.

D·kaz. Viz [1, V¥ta 21.6].

Lemma 1.7.6. Nech´ X, Y jsou polské prostory a f : X → Y je spojité zobrazení.
Potom existuje hustá mnoºina A ⊆ Y typu Gδ taková, ºe f : f−1(A) → A je
otev°ené zobrazení.

D·kaz. Nech´ {Un}∞n=1 je báze topologie prostoru X. Potom mnoºiny f(Un) jsou
dle V¥ty 1.7.2 analytické, a tedy dle V¥ty 1.7.5 mají Baireovu vlastnost. Tedy pro
kaºdé n ∈ N existuje otev°ená mnoºina On a mnoºina 1. kategorie Mn takové, ºe
platí f(Un)4 On = Mn. Ozna£me B = Y \ (

⋃∞
n=1Mn). Potom B je reziduální

mnoºina v Y , tedy dle Lemmatu 1.6.4 existuje mnoºina A ⊆ B, která je hustá a
typu Gδ v Y .

Ukaºme, ºe f : f−1(A)→ A je otev°ené zobrazení. Nejprve si pov²imn¥me, ºe
pro kaºdé n ∈ N je f(Un) ∩ A = On ∩ A. Jelikoº ale On je otev°ená podmnoºina
Y , je f(Un) ∩ A = On ∩ A otev°ená mnoºina v A. Z°ejm¥ platí, ºe

f(Un ∩ f−1(A)) = f(Un) ∩ A.
M¥jme nyní libovolnou mnoºinu V otev°enou v f−1(A). Ukaºme, ºe potom f(V )
je otev°ená mnoºina v A. Existuje mnoºina U ⊆ X otev°ená v X taková, ºe
V = U ∩ f−1(A). Potom

f(V ) = f(U ∩ f−1(A)) = f(
⋃
{Un : Un ⊆ U} ∩ f−1(A)) =

= f(
⋃
{Un ∩ f−1(A) : Un ⊆ U}) =

⋃
{f(Un ∩ f−1(A)) : Un ⊆ U} =

=
⋃
{f(Un) ∩ A : Un ⊆ U} =

⋃
{On ∩ A : Un ⊆ U},

coº je sjednocení otev°ených mnoºin v A, tedy otev°ená mnoºina v A. Tím je
d·kaz ukon£en.
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1.8 Cantor·v prostor

De�nice 1.8.1. Nech´ X je topologický prostor. �ekneme, ºe mnoºina A ⊆ X
je obojetná v X, pokud A je zárove¬ otev°ená i uzav°ená mnoºina v X.

De�nice 1.8.2. Nech´ (X,G) je topologický prostor. �ekneme, ºe (X,G) je nul-
dimenzionální, pokud existuje báze topologie G tvo°ená obojetnými podmnoºinami
prostoru X.

Lemma 1.8.3. Nech´ X je kompaktní nul-dimenzionální topologický prostor.
Nech´ F ⊆ X je uzav°ená, G ⊆ X je otev°ená a nech´ F ⊆ G. Potom exis-
tuje obojetná mnoºina A ⊆ X taková, ºe F ⊆ A ⊆ G.

D·kaz. Je-li F = ∅, m·ºeme volit také A = ∅. P°edpokládejme tedy, ºe F je
neprázdná. Pro kaºdé x ∈ F nalezneme obojetnou mnoºinu Ax takovou, ºe x ∈
Ax ⊆ G. Potom systém mnoºin {Ax : x ∈ F} tvo°í otev°ené pokrytí mnoºiny
F . Jelikoº X je kompaktní a F je uzav°ená v X, je F kompaktní. M·ºeme tedy
nalézt p°irozené £íslo n0 a kone£nou posloupnost bod· {xn}n0

n=1 v F takovou, ºe⋃n0

n=1Axn ⊇ F . Ozna£me A =
⋃n0

n=1Axn . Potom A je obojetná mnoºina obsahující
F . Dále, jelikoº pro kaºdé x ∈ F je Axn podmnoºina G, je také A podmnoºinou
mnoºiny G.

Lemma 1.8.4. Nech´ X je kompaktní topologický prostor, který má spo£etnou
bázi topologie tvo°enou obojetnými mnoºinami. Potom systém v²ech obojetných
podmnoºin prostoru X je spo£etný.

D·kaz. Nech´ A je spo£etný systém obojetných podmnoºin prostoru X, který
tvo°í bázi otev°ených mnoºin prostoru X. Nech´ A je libovolná obojetná mnoºina
v X. Pak A je v X otev°ená, m·ºeme tedy nalézt podsystém A′ ⊆ A takový, ºe
A =

⋃
A′. Jelikoº A je v X uzav°ená a X je kompaktní, je A kompaktní. Systém

mnoºin A′ pokrývá A a je tvo°en otev°enými podmnoºinami A, tedy m·ºeme
nalézt kone£ný systém A′′ ⊆ A′ takový, ºe A =

⋃
A′′.

Kaºdou obojetnou podmnoºinu prostoru X m·ºeme tedy vyjád°it jako ko-
ne£né sjednocení prvk· z A. Jelikoº systém v²ech kone£ných posloupností mnoºin
z A je spo£etný, dostáváme, ºe také systém v²ech obojetných podmnoºin X je
spo£etný.

De�nice 1.8.5. Uvaºujme mnoºinu 2N = {{an}∞n=1;∀n ∈ N : an = 0 ∨ an = 1}.
Nech´ a ∈ 2N. �ekneme, ºe a má kone£ný nosi£, pokud existuje na ∈ N takové,
ºe an = 0 pro kaºdé n > na. Má-li a kone£ný nosi£, ozna£me Ua = {b ∈ 2N;∀n ≤
na : bn = an}. Na mnoºin¥ 2N uvaºujeme topologii, jejíº báze je tvo°ena spo£etným
systémem mnoºin

{Ua : a má kone£ný nosi£}.
Mnoºiny Ua z tohoto systému jsou v této topologii obojetné. Mnoºinu 2N s touto
topologií nazýváme Cantorovým prostorem. Cantor·v prostor je kompaktní met-
rizovatelný, a tedy polský.

Poznámka 1.8.6. Kaºdý kompaktní podprostor Cantorova prostoru má spo£etnou
bázi topologie tvo°enou obojetnými mnoºinami. Je-li K ⊆ 2N kompaktní prostor
a {An}∞n=1 je posloupnost obojetných podmnoºin Cantorova prostoru tvo°ící bázi
topologie, potom {An ∩ K}∞n=1 je báze topologie prostoru K tvo°ena obojetnými
podmnoºinami prostoru K.
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1.9 M¥°itelné prostory

De�nice 1.9.1. Nech´ X je mnoºina a S je σ-algebra podmnoºin prostoru X.
Potom dvojici (X,S) nazýváme m¥°itelným prostorem a prvky S nazýváme S-
m¥°itelné mnoºiny. Pro Y ∈ S ozna£me S|Y = {S∩Y : S ∈ S}. Potom (Y,S|Y )
je z°ejm¥ také m¥°itelný prostor.

De�nice 1.9.2. Nech´ (X,B) a (Y, C) jsou m¥°itelné prostory. �ekneme, ºe zob-
razení f : X → Y je

• m¥°itelné, pokud pro kaºdou C-m¥°itelnou mnoºinu C je f−1(C) B-m¥°itelná
mnoºina.

• izomor�smus, jestliºe f je prosté m¥°itelné zobrazení X na Y a zobrazení
f−1 je m¥°itelné.

�ekneme, ºe prostory X, Y jsou izomorfní, pokud existuje izomor�smus prostoru
X na prostor Y .

De�nice 1.9.3. Nech´ P je systém podmnoºin mnoºiny X. Potom existuje nejmen²í
σ-algebra podmnoºin X obsahující P. Tuto σ-algebru nazýváme σ-algebrou gene-
rovanou systémem P a zna£íme ji σ(P).

Lemma 1.9.4. Nech´ X je mnoºina a P ⊆ 2X je systém mnoºin uzav°ený na
kone£né pr·niky. Pokud je systém mnoºin Q ⊆ 2X uzav°ený na dopl¬ky a spo£etná
disjunktní sjednocení a obsahuje P, potom Q obsahuje σ(P).

D·kaz. Viz [1, V¥ta 10.1].

De�nice 1.9.5. Nech´ (X,G) je topologický prostor. Potom zna£íme B(X) =
σ(G). Prvky systému B(X) nazýváme borelovské mnoºiny.
M¥°itelný prostor (X,S) nazýváme standardním borelovským prostorem, pokud
existuje topologie G na prostoru X taková, ºe prostor (X,G) je polský a S = B(X).

V¥ta 1.9.6. Nech´ (X,S) je standardní borelovský prostor a Y ∈ S. Potom
(Y,S|Y ) je standardní borelovský prostor.

D·kaz. Viz [1], kapitola 13.

Následující v¥ta je klí£ovým prvkem pro d·kaz v¥ty o desintegraci m¥r.

V¥ta 1.9.7. Nech´ (X,S) je standardní borelovský prostor. Potom existuje bore-
lovská mnoºina E ⊆ 2N taková, ºe (X,S) je izomorfní s (E,B(E)).

D·kaz. Viz [1, V¥ta 12.1].

De�nice 1.9.8. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a nech´ S ∈ S. Funkci χS : X →
[0,1] de�novanou p°edpisem

χS(x) =

{
1, je-li x ∈ S,
0, jinak,
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nazýváme charakteristickou funkcí mnoºiny S.
Funkce f : X → R se nazývá S-jednoduchá, jestliºe existují n ∈ N, mnoºiny
Sj ∈ S a reálná £ísla aj pro 1 ≤ j ≤ n taková, ºe

f =
n∑
j=1

ajχSj
.

De�nice 1.9.9. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor. Zobrazení µ : S → [0,∞]
nazýváme mírou na (X,S), pokud je spln¥no:
(i) µ(∅) = 0,
(ii) pokud {Aj}∞j=1 ⊆ S je posloupnost po dvou disjunktních mnoºin, potom
µ(
⋃∞
j=1Aj) =

∑∞
j=1Aj.

Trojici (X,S, µ) potom nazýváme prostorem s mírou.
Míra µ se nazývá kone£ná, pokud µ(X) <∞.
Míra µ se nazývá pravd¥podobnostní, pokud µ(X) = 1.

V dal²ím budeme základní vlastnosti míry a integrálu pouºívat bez d·kazu.

De�nice 1.9.10. Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou a nech´ A ∈ S. Potom
zna£íme µ|A míru na (A,S|A) de�novanou p°edpisem

(µ|A)(B) = µ(B), B ∈ S|A.

De�nice 1.9.11. Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. �ekneme, ºe funkce f : X →
R je µ-m¥°itelná, pokud existuje mnoºina Y ∈ S taková, ºe µ(X \ Y ) = 0 a f je
m¥°itelná na (Y,S|Y ).

De�nice 1.9.12. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a nech´ µ, ν jsou míry na
(X,S). �ekneme, ºe míra µ je absolutn¥ spojitá vzhledem k mí°e ν, zna£íme
µ� ν, pokud pro kaºdou mnoºinu B ∈ S platí µ(B) = 0 kdykoli ν(B) = 0.

Lemma 1.9.13. Nech´ (X,B), (Y, C) jsou m¥°itelné prostory a f : X → Y je
m¥°itelné zobrazení. Je-li µ míra na (X,B) a A ∈ B, potom zobrazení νA : C →
[0,∞] de�nované p°edpisem

νA(C) = µ(A ∩ f−1(C)), C ∈ C

je míra na (Y, C). Speciáln¥ pro A = X zna£íme f(µ) = νX .
Navíc platí, ºe jsou-li B1, B2 ⊆ X m¥°itelné, B1 ⊆ B2, potom νB1 � νB2. Speci-
áln¥, pro kaºdou mnoºinu B ∈ B platí νB � f(µ).

D·kaz. Nejprve je t°eba ov¥°it vlastnosti z De�nice 1.9.9.
(i) Platí νA(∅) = µ(A ∩ f−1(∅)) = µ(∅) = 0.
(ii) Zvolme posloupnost po dvou disjunktních mnoºin {Cj}∞j=1 ⊆ C. Ozna£íme-li
Bj = A ∩ f−1(Cj), potom {Bj}∞j=1 je posloupnost po dvou disjunktních m¥°itel-
ných podmnoºin prostoru X, a tedy platí

νA(
∞⋃
j=1

Cj) = µ(
∞⋃
j=1

Bj) =
∞∑
j=1

µ(Bj) =
∞∑
j=1

νA(Cj).

Nech´ B1, B2 ∈ B, B1 ⊆ B2. P°edpokládejme, ºe mnoºina A ∈ B je taková, ºe
0 = νB2(A) = µ(B2 ∩ f−1(A)). Potom (B1 ∩ f−1(A)) ⊆ (B2 ∩ f−1(A)). Tedy
µ(B1 ∩ f−1(A)) ≤ µ(B2 ∩ f−1(A)) = 0, a tedy νB1(A) = µ(B1 ∩ f−1(A)) = 0.
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De�nice 1.9.14. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a µ, ν jsou míry na (X,S).
�ekneme, ºe µ-m¥°itelná funkce f : X → [0,∞) je Radonova-Nikodýmova deri-
vace míry ν vzhledem k µ (zna£íme dν

dµ
), pokud pro kaºdou mnoºinu B ∈ S platí

ν(B) =
∫
B
fdµ.

D·kazy v²ech následujících tvrzení z teorie míry a integrálu lze nalézt v [3].

Lemma 1.9.15. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a µ, ν jsou kone£né míry na
(X,S). Je-li f Radonova-Nikodýmova derivace míry ν vzhledem k µ, potom pro
kaºdou µ-m¥°itelnou funkci g : X → R a pro kaºdou mnoºinu B ∈ S platí∫

B

g(x)dν(x) =

∫
B

g(x)f(x)dµ(x).

V¥ta 1.9.16 (Radon-Nikodým). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor. Nech´ µ, ν
jsou kone£né míry na (X,S) a nech´ ν � µ. Potom existuje nezáporná µ-
m¥°itelná funkce f : X → [0,∞), která je Radonovou-Nikodýmovou derivací míry
ν vzhledem k µ. Navíc f je ur£ena jednozna£n¥ aº na mnoºinu µ-míry 0.

V¥ta 1.9.17 (Lebesgueova o monotónní konvergenci). Nech´ (X,S, µ) je prostor
s mírou. Nech´ {fn}∞n=1 je posloupnost nezáporných m¥°itelných funkcí taková, ºe
pro kaºdé n ∈ N je fn ≤ fn+1. Nech´ f = limn→∞ fn. Potom∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

De�nice 1.9.18. Nech´ X je mnoºina. �ekneme, ºe systém O ⊆ 2X je mnoºinový
okruh, jestliºe
(i) ∅ ∈ O,
(ii) pokud A,B ∈ O, potom A \B ∈ O,
(iii) pokud A,B ∈ O, potom A ∪B ∈ O.

De�nice 1.9.19. Nech´ X je mnoºina a O ⊆ 2X je mnoºinový okruh. �ekneme,
ºe mnoºinová funkce π : O → [0,∞] je pramíra, pokud spl¬uje
(i) π(∅) = 0,
(ii) jsou-li An ∈ O po dvou disjunktní mnoºiny a

⋃∞
n=1 An ∈ O, potom π(

⋃∞
n=1An) =

Σ∞n=1π(An).

V¥ta 1.9.20 (Hopf). Nech´ X je mnoºina a nech´ O ⊆ 2X je mnoºinový okruh.
Je-li π pramíra na O, potom existuje míra µ de�novaná na σ(O), která roz²i°uje
π. Pokud je navíc pramíra π kone£ná, potom je µ ur£ena jednozna£n¥.

1.10 Prostor pravd¥podobnostních m¥r

De�nice 1.10.1. Nech´ (X,S) je standardní borelovský prostor. Míra µ na (X,S)
se nazývá borelovská. Ozna£me P (X) mnoºinu v²ech borelovských pravd¥podob-
nostních m¥r na (X,S).

Poznámka 1.10.2. Nech´ (X,S) je standardní borelovský prostor. Nech´ µ ∈
P (X). Nech´ A ∈ S a nech´ µ(A) > 0. Potom dle V¥ty 1.9.6 je (A,S|A) stan-
dardní borelovský prostor a z°ejm¥ platí, ºe

µ|A
µ(A)

∈ P (A).
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Poznámka 1.10.3. Nech´ (X,S) je standardní borelovský prostor. Nech´ A ∈ S
a nech´ µ ∈ P (A). Potom m·ºeme µ p°irozen¥ chápat jako míru µ̃ ∈ P (X)
de�novanou p°edpisem

µ̃(B) = µ(B ∩ A), B ∈ S.

Tuto míru budeme op¥t zna£it µ.

Lemma 1.10.4. Nech´ (X,S) je standardní borelovský prostor. Nech´ {µn}∞n=1 je
neklesající posloupnost borelovských kone£ných m¥r na X spl¬ující limn→∞ µn(X) =
1. De�nujme

µ(B) = lim
n→∞

µn(B), B ∈ S.

Potom µ ∈ P (X).

D·kaz. Platí µ(∅) = limn→∞ µn(∅) = limn→∞ 0 = 0. Dále µ(X) = limn→∞ µn(X) =
1. Zbývá ov¥°it σ-aditivitu. Nech´ {Aj}∞j=1 ⊆ S je posloupnost po dvou disjunkt-
ních mnoºin. Jelikoº pro kaºdé n ∈ N je

∑∞
j=1 µn(Aj) ≤ µn(X) ≤ 1, dostáváme,

ºe

µ(
∞⋃
j=1

Aj) = lim
n→∞

µn(
∞⋃
j=1

Aj) = lim
n→∞

∞∑
j=1

µn(Aj) =
∞∑
j=1

lim
n→∞

µn(Aj) =
∞∑
j=1

µ(Aj).

De�nice 1.10.5. Nech´ X je topologický prostor a nech´ µ je borelovská míra na
X. �ekneme, ºe µ je regulární, pokud pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(X) platí

µ(B) = inf{µ(G) : G ⊇ B otev°ená} = sup{µ(F ) : F ⊆ B uzav°ená}.

Lemma 1.10.6. Nech´ X je metrizovatelný prostor a nech´ µ je pravd¥podob-
nostní míra na (X,B(X)). Potom µ je regulární.

D·kaz. Ozna£me

G = {D ∈ B(X) : µ(D) = inf{µ(G) : G ⊇ D otev°ená}},

F = {D ∈ B(X) : µ(D) = sup{µ(F ) : F ⊆ D uzav°ená}}.
Ozna£íme D = G ∩ F a ukáºeme, ºe D = B(X).
Nech´ F je uzav°ená mnoºina v X a nech´ ε > 0 je dáno. Jelikoº X je metrizo-
vatelný, dle Lemmatu 1.4.6 je F typu Gδ v X. Tedy existují otev°ené mnoºiny
{Gn}∞n=1 takové, ºe F =

⋂∞
n=1 Gn. M·ºeme volit {Gn}∞n=1 tak, ºe pro kaºdé n ∈ N

je Gn+1 ⊆ Gn. Potom platí

µ(F ) = lim
n→∞

µ(Gn).

Nalezneme n0 ∈ N takové, ºe µ(Gn0) < µ(F ) + ε. Jelikoº Gn0 je otev°ená a ε > 0
bylo voleno libovoln¥, dostáváme, ºe F ∈ G. Z°ejm¥ platí také, ºe F ∈ F . Tedy
F ∈ D.

P°edpokládejme nyní, ºe D ∈ D. Ukaºme, ºe X \ D ∈ D. Bu¤ ε > 0 dáno.
Jelikoº D ∈ D, nalezneme otev°enou mnoºinu G a uzav°enou mnoºinu F takové,
ºe

F ⊆ D ⊆ G a µ(F ) + ε > µ(D) > µ(G)− ε.
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Potom mnoºina X \ F je otev°ená, obsahuje X \D a

µ(X \ F ) = 1− µ(F ) < 1− µ(D) + ε = µ(X \D) + ε.

Obdobn¥ X \G je uzav°ená podmnoºina X \D a

µ(X \G) > µ(X \D)− ε.

Tedy X \D ∈ D.
Nakonec ukaºme, ºe systém D je uzav°ený na spo£etná disjunktní sjednocení.
Nech´ {Dn}∞n=1 je posloupnost po dvou disjunktních mnoºin z D. Ozna£me

D =
∞⋃
n=1

Dn.

Nejprve ukaºme, ºe D ∈ F . Zvolme libovolné ε > 0. Jelikoº

∞∑
n=1

µ(Dn) = µ(
∞⋃
n=1

Dn) ≤ µ(X) ≤ 1,

m·ºeme nalézt n0 ∈ N takové, ºe

∞∑
n=n0

µ(Dn) <
ε

2
.

Dále pro kaºdé n < n0 nalezneme uzav°enou mnoºinu Fn ⊆ Dn takovou, ºe

µ(Fn) > µ(Dn)− ε

2n+1

a ozna£íme

F =

n0−1⋃
n=1

Fn.

Potom F je uzav°ená podmnoºina D a

µ(D \ F ) = µ(D)− µ(F ) =
∞∑
n=1

µ(Dn)−
n0−1∑
n=1

µ(Fn) =

=

n0−1∑
n=1

(µ(Dn)− µ(Fn)) +
∞∑

n=n0

µ(Dn) <

n0−1∑
n=1

ε

2n+1
+
ε

2
< ε.

Nakonec ukaºme, ºe D ∈ G. Bu¤ ε > 0 dáno. Pro kaºdé n ∈ N nalezneme
otev°enou mnoºinu Gn ⊇ Dn takovou, ºe

µ(Gn) < µ(Dn) +
ε

2n
.

Potom

G =
∞⋃
n=1

Gn

17



je otev°ená mnoºina v X obsahující D. Dále

µ(G) ≤
∞∑
n=1

µ(Gn).

Tedy

µ(G \D) ≤
∞∑
n=1

µ(Gn \Dn) <
∞∑
n=1

ε

2n
= ε.

Jelikoº systém v²ech uzav°ených mnoºin je uzav°ený na kone£né pr·niky, m·ºeme
pouºít Lemma 1.9.4 a dostaneme, ºe D obsahuje v²echny borelovské mnoºiny.

V¥ta 1.10.7 (Lusin). Nech´ X, Y jsou topologické prostory. Nech´ Y má spo-
£etnou bázi otev°ených mnoºin. Nech´ X je metrizovatelný prostor, µ ∈ P (X) a
nech´ f : (X,B(X)) → (Y,B(Y )) je µ-m¥°itelná funkce. Potom pro kaºdé ε > 0
existuje uzav°ená mnoºina F ⊆ X taková, ºe µ(X \ F ) < ε a f |F je spojité
zobrazení.

D·kaz. Nech´ {Un}∞n=1 je báze topologie prostoru Y . Dle Lemmatu 1.10.6 je µ
regulární. Pro kaºdé n ∈ N je mnoºina f−1(Un) m¥°itelná, m·ºeme tedy nalézt
otev°enou mnoºinu Gn a uzav°enou mnoºinu Fn takové, ºe

Fn ⊆ f−1(Un) ⊆ Gn

a
µ(Fn) +

ε

2n+2
> µ(f−1(Un)) > µ(Gn)− ε

2n+2
.

Ozna£íme

U =
∞⋃
n=1

(Gn \ Fn).

Jelikoº pro kaºdé n ∈ N je mnoºina Gn \ Fn otev°ená a

µ(Gn \ Fn) <
ε

2n+1
,

je také U otev°ená a µ(U) < ε. Ozna£íme

F = X \ U.

Potom F je uzav°ená a µ(X \ F ) < ε. Dále pro kaºdé n ∈ N je

f−1(Un) ∩ F = Gn ∩ F

otev°ená mnoºina v F . Jelikoº {Un}∞n=1 je báze topologie Y , dostáváme, ºe f |F
je spojité.
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Kapitola 2

Desintegrace kategorie

Zna£ení 2.0.8. Nech´ X je topologický prostor. Pro mnoºiny A,B ⊆ X pí²eme
A ≺rez B, pokud A ∩B je reziduální mnoºina v B.

V¥ta 2.0.9 (Desintegrace kategorie). Nech´ X, Y jsou polské prostory a f : X →
Y je spojité otev°ené zobrazení. Nech´ A ⊆ X má Baireovu vlastnost. Ozna£me

ΩA = {y ∈ Y : A ≺rez f
−1(y)}.

Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:
(i) A je reziduální mnoºina v X,
(ii) ΩA je reziduální mnoºina v Y .

D·kaz. (i)⇒ (ii) P°edpokládejme nejprve, ºe A je otev°ená a hustá podmnoºina
X. Ozna£me

C = {y ∈ Y : A ∩ f−1(y) je hustá vf−1(y)}.
Chceme ukázat, ºe ΩA je reziduální v Y . Jelikoº pro kaºdé y ∈ Y je A ∩ f−1(y)
otev°ená mnoºina v f−1(y), sta£í dle Lemmatu 1.4.5 ukázat, ºe mnoºina C je rezi-
duální v Y . Tím bude d·kaz hotov v p°ípad¥, ºe A je otev°ená hustá podmnoºina
X.

Lemma 2.0.10. Mnoºina C je reziduální v Y .

D·kaz. Nech´ {Un}∞n=1 je báze otev°ených mnoºin prostoru Y . Pro kaºdé n ∈ N
ozna£me

Cn = {y ∈ Y : f−1(y) ∩ Un 6= ∅ ⇒ f−1(y) ∩ Un ∩ A 6= ∅}.

Zvolme libovolné n ∈ N.
Nejprve ukaºme, ºe Cn je mnoºina typu Gδ. Poloºme

C1 = Y \ f(Un), C2 = f(Un ∩ A)

a ukaºme, ºe Cn = C1 ∪ C2.

y ∈ Cn ⇔ y ∈ {z ∈ Y : f−1(z) ∩ Un 6= ∅ ⇒ f−1(z) ∩ Un ∩ A 6= ∅} ⇔
⇔ (f−1(y) ∩ Un = ∅) ∨ (f−1(y) ∩ Un ∩ A 6= ∅)⇔
⇔ ¬(∃x ∈ Un : f(x) = y) ∨ (∃x ∈ (Un ∩ A) : f(x) = y)⇔
⇔ y ∈ (Y \ f(Un)) ∨ y ∈ f(Un ∩ A)⇔ y ∈ C1 ∨ y ∈ C2 ⇔
⇔ y ∈ C1 ∪ C2.
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Dále, jelikoº je f otev°ené zobrazení, je C1 uzav°ená mnoºina a C2 je otev°ená
mnoºina. Jelikoº Y je metrizovatelný prostor, dle Lemmatu 1.4.3 je C1 mnoºina
typu Gδ. Tedy Cn je sjednocením dvou mnoºin typu Gδ. Dle Lemmatu 1.4.3 je
tedy také Cn mnoºina typu Gδ.

Nyní dokaºme, ºe Cn je hustá. Nech´ V ⊆ Y je neprázdná otev°ená mnoºina.
Jestliºe existuje y ∈ V ∩C1, potom Cn∩V 6= ∅. P°edpokládejme tedy naopak, ºe
V ⊆ Y \ C1 = f(Un). Potom f−1(V ) ∩ Un je neprázdná mnoºina a je otev°ená,
nebo´ f je spojité. Jelikoº A je hustá, existuje x ∈ f−1(V ) ∩ Un ∩ A. Poloºíme-li
y = f(x), potom y ∈ V ∩ C2 ⊆ V ∩ Cn. Tedy Cn je hustá.

Ukázali jsme, ºe pro kaºdé n ∈ N je Cn hustá Gδ mnoºina v Y , tedy dle
Lemmatu 1.4.5 je Cn reziduální. Pouºitím Lemmatu 1.3.3 dostaneme, ºe

⋂∞
n=1Cn

je reziduální mnoºina v Y .
Nyní p°ikro£me k d·kazu, ºe C je reziduální. Sta£í ukázat, ºe C ⊇

⋂∞
n=1Cn.

Bu¤ y ∈
⋂∞
n=1Cn libovolné. Zvolme U ⊆ f−1(y) neprázdnou otev°enou podmno-

ºinu f−1(y). Potom existuje n ∈ N takové, ºe ∅ 6= Un ∩ f−1(y) ⊆ U . Jelikoº
y ∈ Cn, platí, ºe A ∩ Un ∩ f−1(y) 6= ∅, tedy také A ∩ U ∩ f−1(y) 6= ∅. Jelikoº
otev°ená neprázdná mnoºina U byla libovolná, je A ∩ f−1(y) hustá podmnoºina
f−1(y), tedy y ∈ C.

Nech´ nyní A je obecná reziduální podmnoºina X. Uºitím Lemmatu 1.6.4 na-
lezneme hustou Gδ mnoºinu B ⊆ A. Nalezneme posloupnost otev°ených hustých
mnoºin {Bn}∞n=1 spl¬ující B =

⋂∞
n=1Bn. Ozna£me

ΩBn = {y ∈ Y : Bn ≺rez f
−1(y)} a ΩB = {y ∈ Y : B ≺rez f

−1(y)}.

Dle p°edchozího jsou mnoºiny ΩBn reziduální v Y , tedy dle Lemmatu 1.3.3 je re-
ziduální také mnoºina

⋂∞
n=1 ΩBn . Dokaºme, ºe ΩB je reziduální v Y . Sta£í ukázat,

ºe ΩB ⊇
⋂∞
n=1 ΩBn . Nech´ y ∈

⋂∞
n=1 ΩBn je libovolné. Potom pro kaºdé n ∈ N je

mnoºina Bn ∩ f−1(y) reziduální v f−1(y), tedy také mnoºina

B ∩ f−1(y) =
∞⋂
n=1

(Bn ∩ f−1(y))

je reziduální v f−1(y), a tedy y ∈ ΩB.
Kone£n¥, jelikoº A ⊇ B, z°ejm¥ ΩA ⊇ ΩB, a tedy ΩA je reziduální v Y .
(ii) ⇒ (i) Tuto implikaci dokaºme sporem. P°edpokládejme, A ⊆ X je mno-
ºina s Baireovou vlastností taková, ºe mnoºina ΩA je reziduální v Y , ale A není
reziduální v X.

Pouºitím Lemmatu 1.5.4 nalezneme neprázdnou otev°enou mnoºinu O ⊆ X
takovou, ºe A ∩ O je mnoºina 1. kategorie v X. Potom reziduální mnoºina X \
(A∩O) má Baireovu vlastnost dle Lemmatu 1.5.3, m·ºeme na ní tedy pouºít jiº
dokázanou implikaci (i)⇒ (ii) a dostaneme, ºe mnoºina

ΩX\(A∩O) = {y ∈ Y : (X \ (A ∩O)) ≺rez f
−1(y)} =

= {y ∈ Y : A ∩O ∩ f−1(y) je mnoºina 1. kategorie vf−1(y)}

je reziduální v Y . Jelikoº Y je Baire·v prostor a ΩA, ΩX\(A∩O) jsou reziduální
mnoºiny v Y , jsou dle V¥ty 1.6.2 v Y husté.
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Dále, jelikoº O je neprázdná otev°ená mnoºina a f je otev°ené zobrazení,
je mnoºina f(O) neprázdná a otev°ená, tedy m·ºeme nalézt y ∈ f(O) ∩ ΩA ∩
ΩX\(A∩O). Zobrazení f je spojité, tedy f−1(y) je uzav°ená podmnoºina X. Jelikoº
X je úpln¥ metrizovatelný, je také f−1(y) úpln¥ metrizovatelný prostor. Dle V¥ty
1.6.3 je tedy f−1(y) Baire·v prostor.

Dále f−1(y) ∩ O je neprázdná otev°ená mnoºina v f−1(y). Jelikoº y ∈ ΩA ∩
ΩX\(A∩O), platí, ºe A∩f−1(y) je reziduální v f−1(y), ale A∩O∩f−1(y) je mnoºina
1. kategorie v f−1(y), £ímº dostáváme spor s Lemmatem 1.6.5.

D·sledek 2.0.11 (Kuratowského-Ulamova v¥ta). Nech´ X, Y jsou polské pro-
story. Nech´ A ⊆ X × Y má Baireovu vlastnost. Ozna£me

ΩX = {x ∈ X : Ax je reziduální v Y }, ΩY = {y ∈ Y : Ay je reziduální v X}.

Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:
(i) A je reziduální v X × Y ,
(ii) ΩX je reziduální v X,
(iii) ΩY je reziduální v Y .

D·kaz. Sta£í dokázat (i) ⇔ (ii). D·kaz ekvivalence (i) ⇔ (iii) je zcela obdobný
a z t¥chto dvou ekvivalencí jiº plyne (ii)⇔ (iii).
Projekce πX : X × Y → X je spojité otev°ené zobrazení a pro kaºdé x ∈ X platí
π−1
X (x) = {x} × Y , π−1

X (x) ∩ A = {x} × Ax.
Aplikujeme V¥tu 2.0.9 na polské prostory X × Y a X, mnoºinu A a zobrazení
πX . Dostaneme tak ekvivalenci následujících dvou tvrzení:
(i) A je reziduální v X × Y ,
(ii) ΩX

0 = {x ∈ X : {x}×Ax je reziduální v {x}×Y } je reziduální mnoºina v X.
Jelikoº z°ejm¥ platí, ºe ΩX = ΩX

0 , je d·kaz hotov.

Dle Lemmatu 1.6.8 kaºdé spojité otev°ení zobrazení mezi polskými prostory
zachovává kategorii. Následující v¥ta °íká, ºe V¥ta o desintegraci kategorie platí i
za slab²ího p°edpokladu na zobrazení f .

V¥ta 2.0.12 (Desintegrace kategorie-siln¥j²í verze). Nech´ X, Y jsou polské pro-
story a f : X → Y je spojité zobrazení zachovávající kategorii. Nech´ A ⊆ X má
Baireovu vlastnost. Ozna£me

ΩA = {y ∈ Y : A ≺rez f
−1(y)}.

Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:
(i) A je reziduální mnoºina v X,
(ii) ΩA je reziduální mnoºina v Y .

D·kaz. Dle Lemmatu 1.7.6 nalezneme hustou Gδ mnoºinu Z ⊆ Y takovou, ºe
f : f−1(Z) → Z je otev°ené zobrazení. Ozna£me W = f−1(Z). Potom W je
mnoºina typu Gδ v X dle Lemmatu 1.4.4. Tedy W,Z jsou polské prostory dle
V¥ty 1.7.2. Dále, jelikoº Z je hustá Gδ podmnoºina Y , je dle Lemmatu 1.4.5 v
tomto prostoru reziduální. Zobrazení f dle p°edpokladu zachovává kategorii, z
£ehoº plyne, ºe W je reziduální podmnoºina X. Jelikoº X je Baire·v prostor, je
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dle V¥ty 1.6.2 W hustá mnoºina v X.
(i) ⇒ (ii) Nech´ A je reziduální v X. Jelikoº je W reziduální mnoºina v X, dle
Lemmatu 1.6.6 je A ∩W reziduální mnoºina v W . Ozna£me

ΩA∩W = {y ∈ Z : A ∩W ≺rez f
−1(y)}.

Víme, ºe f : W → Z je spojité otev°ené zobrazení mezi polskými prostory W,Z.
Jelikoº A ∩ W je reziduální podmnoºina W , dle V¥ty 2.0.9 je mnoºina ΩA∩W
reziduální v Z.
Jelikoº Z je hustá a typu Gδ v Y , dle Lemmatu 1.7.3 je ΩA∩W reziduální mnoºina
v Y . Jelikoº z°ejm¥ ΩA ⊇ ΩA∩W , dostáváme, ºe ΩA je reziduální v Y .
(ii)⇒ (i) P°edpokládejme, ºe ΩA je reziduální mnoºina v Y . Potom dle Lemmatu
1.6.6 je mnoºina Z ∩ ΩA reziduální v Z. Op¥t pouºijme V¥tu 2.0.9 na otev°ené
spojité zobrazení f mezi polskými prostoryW,Z a dostaneme, ºe A∩W je rezidu-
ální podmnoºinaW . JelikoºW je hustá mnoºina typu Gδ v X, je A dle Lemmatu
1.7.3 reziduální podmnoºina X.
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Kapitola 3

Desintegrace m¥r

V¥ta 3.0.13 (Desintegrace m¥r). Nech´ (X,B), (Y, C) jsou standardní borelovské
prostory a f : X → Y je m¥°itelné zobrazení. Nech´ µ ∈ P (X) a nech´ ν = f(µ).
Potom existuje zobrazení y 7→ µy z Y do P (X) takové, ºe

(D1) zobrazení y 7→ µy(B) je m¥°itelné z (Y, C) do (R,B(R)) pro kaºdou mnoºinu
B ∈ B,

(D2) µ(B) =
∫
µy(B)dν(y) pro kaºdou mnoºinu B ∈ B,

(D3) existuje mnoºina Ω ∈ C taková, ºe ν(Ω) = 1 a pro kaºdé y ∈ Ω je
µy(f

−1(y)) = 1.

D·kaz. Nech´ GX ,GY jsou topologie na prostorech X, Y takové, ºe prostory
(X,GX), (Y,GY ) jsou polské a σ(GX) = B, σ(GY ) = C. D·kaz provedeme ve
£ty°ech krocích.

P°edpokládejme nejprve, ºe X je kompaktní prostor, který má spo£etnou bázi
z obojetných mnoºin a f : X → Y je spojité zobrazení. Ozna£me

A = {A ⊆ X : A je obojetná v X}.

Dle Lemmatu 1.8.4 je systém A spo£etný, a m·ºeme tedy psát A = {An}∞n=1. Pro
kaºdé n ∈ N de�nujme mnoºinovou funkci νAn : C → [0,1] p°edpisem

νAn(C) = µ(An ∩ f−1(C)), C ∈ C.

Potom νAn je míra na Y a νAn � ν dle Lemmatu 1.9.13.
Dle V¥ty 1.9.16 pro kaºdé n ∈ N existuje ν-m¥°itelná funkce gAn : Y → [0,∞)
taková, ºe

νAn(C) =

∫
C

gAndν, C ∈ C.

Speciáln¥ m·ºeme volit g∅ ≡ 0 a gX ≡ 1. De�nujme pro kaºdé y ∈ Y mnoºinovou
funkci πy na A p°edpisem

πy(A) = gA(y), A ∈ A.

Lemma 3.0.14. Ozna£me

Z = {y ∈ Y : πy je pramíra na A a π(X) = 1}.

Potom Z obsahuje mnoºinu ν-míry 1.
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D·kaz. Díky volb¥ g∅ ≡ 0 a gX ≡ 1 dostáváme, ºe pro kaºdé y ∈ Y je πy(∅) =
g∅(y) = 0 a πy(X) = gX(y) = 1.
Ozna£me

K = {K ⊆ N kone£ná : Aj, Ak jsou disjunktní pro kaºdé j, k ∈ K, j 6= k}.

Pro kaºdou mnoºinu K ∈ K ozna£me

AK =
⋃
n∈K

An a WK = {y ∈ Y : πy(AK) =
∑
n∈K

πy(An)}.

Zvolme libovolnéK ∈ K. Z°ejm¥WK je m¥°itelná mnoºina. Dokaºme, ºe ν(WK) =
1. Chceme ukázat, ºe gAK

(y) =
∑

n∈K gAn(y) pro ν-skoro v²echna y ∈ Y . Uva-
ºujme funkci hAK

de�novanou p°edpisem

hAK
(y) =

∑
n∈K

gAn(y), y ∈ Y.

Potom hAK
je ν-m¥°itelná funkce a pro kaºdou mnoºinu C ∈ C platí∫

Y

hAK
(y)dν(y) =

∫
C

∑
j∈K

gAj
(y)dν(y) =

∑
j∈K

∫
C

gAj
(y)dν(y) =

=
∑
j∈K

νAj
(C) =

∑
j∈K

µ(Aj ∩ f−1(C)) =

= µ(A ∩ f−1(C)) = νA(C).

Dle V¥ty 1.9.16 tedy hAK
= gAK

ν-skoro v²ude. Tedy pro ν-skoro v²echna y ∈ Y
platí

πy(Ak) = gAK
(y) = hAK

(y) =
∑
n∈K

gAn(y) =
∑
n∈K

πAn(y).

Jinými slovy, ν(Wk) = 1, coº jsme cht¥li dokázat.
Jelikoº systém K je spo£etný, dostáváme, ºe

ν(
⋂
K∈K

WK) = 1.

Nyní sta£í ukázat, ºe

Z ⊇
⋂
K∈K

WK .

Nech´ y ∈
⋂
K∈KWK . Nech´ A ∈ A je libovolná obojetná mnoºina. P°edpoklá-

dejme, ºe

A =
∞⋃
n=1

An,

kde {An}∞n=1 ⊆ A je posloupnost po dvou disjunktních mnoºin. Pot°ebujeme
ukázat, ºe

πy(A) =
∞∑
n=1

πy(An).

Jelikoº A je uzav°ená mnoºina v X a X je kompaktní, je A kompaktní v X.
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Jelikoº mnoºiny An jsou otev°ené, existuje kone£ná mnoºina p°irozených £ísel
K ∈ K taková, ºe

A =
⋃
n∈K

An.

Jelikoº An jsou dle p°edpokladu po dvou disjunktní a

∞⋃
n=1

An =
⋃
n∈K

An,

dostáváme, ºe An = ∅ pro kaºdé n ∈ N \K. Jelikoº y ∈ WK , dostáváme, ºe

∞∑
n=1

πy(An) =
∑
n∈K

πy(An)+
∑

n∈N\K

πy(An) =
∑
n∈K

πy(An)+0 =
∑
n∈K

πy(An) = πy(A).

Lemma 3.0.15. Ozna£me

W = {y ∈ Y ;∀A ∈ A : A ⊇ f−1(y)⇒ πy(A) = 1}.

Potom W obsahuje mnoºinu ν-míry 1.

D·kaz. Pro A ∈ A ozna£me

WA = {y ∈ Y : A ⊇ f−1(y)⇒ πy(A) = 1},

ZA = {y ∈ Y : A ⊇ f−1(y)}.
Pot°ebujeme ukázat, ºe ZA je borelovská mnoºina v Y . Dokáºeme, ºe je dokonce
otev°ená. Z°ejm¥ ZA = Y \f(X \A). Jelikoº A je otev°ená mnoºina v X, je X \A
uzav°ená, a tedy kompaktní mnoºina v X, nebo´ X je kompaktní. Jelikoº f je
spojité, je f(X \A) kompaktní, a tedy uzav°ená mnoºina v Y . Tedy Y \f(X \A)
je otev°ená mnoºina.
Uvaºujme nyní funkci hA de�novanou p°edpisem

hA(y) =

{
1, je-li y ∈ ZA,
gA(y), jinak.

Potom h je ν-m¥°itelná funkce. Platí totiº

hA = 1χZA
+ gAχX\ZA

.

Dokáºeme, ºe ∫
C

hAdν =

∫
C

gAdν, C ∈ C. (3.1)

Jelikoº pro kaºdou borelovskou mnoºinu C ⊆ Y \ ZA vztah (3.1) z°ejm¥ platí,
sta£í ukázat, ºe (3.1) platí pro kaºdou borelovskou podmnoºinu ZA. Potom totiº
pro kaºdou mnoºinu C ∈ C dostaneme, ºe∫

C

hAdν =

∫
C∩ZA

hAdν +

∫
C∩(Y \ZA)

hAdν =

=

∫
C∩ZA

gAdν +

∫
C∩(Y \ZA)

gAdν =

∫
C

gAdν.
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Nech´ tedy C ⊆ ZA je libovolná borelovská mnoºina. Ukaºme, ºe A ⊇ f−1(C).
Nech´ x ∈ f−1(C) a ozna£me y = f(x). Jelikoº C ⊆ ZA, je f

−1(y) ⊆ A. Tedy
x ∈ f−1(y) ⊆ A.
Nyní dostáváme, ºe∫

C

hAdν =

∫
C

1dν = ν(C) = µ(f−1(C)) = µ(f−1(C) ∩ A) = νA(C) =

∫
C

gAdν.

Dle V¥ty 1.9.16 tedy dostáváme, ºe hA = gA ν-skoro v²ude. Ozna£íme

PA = {y ∈ Y : hA(y) = gA(y)},

HA = {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ A⇒ hA(y) = 1}.

Potom ν(PA) = 1 a p°ímo z de�nice funkce h plyne, ºe HA = Y . Nyní dostáváme,
ºe

WA ⊇ HA ∩ PA = PA.

Tedy

W =
⋂
A∈A

WA ⊇
⋂
A∈A

PA.

Jelikoº ν(
⋂
A∈A PA) = 1, je d·kaz hotov.

Nalezn¥me mnoºinu Ω ⊆ Z ∩W ν-míry 1. Systém mnoºin A je mnoºinový
okruh, m·ºeme tedy vyuºít V¥tu 1.9.20 a pro kaºdé y ∈ Ω nalézt jednozna£n¥
ur£enou míru µy de�novanou na σ(A) = B spl¬ující

µy(A) = πy(A), A ∈ A.

Zvolme libovolnou míru µ0 ∈ P (X) a pro kaºdé y ∈ Y \ Ω poloºme µy = µ0.

Lemma 3.0.16. Ozna£me

D = {D ∈ B : y 7→ µy(D) je ν-m¥°itelná funkce

a pro kaºdou mnoºinu C ∈ C je µ(D ∩ f−1(C)) =

∫
C

µy(D)dν(y)}.

Potom D = B.

D·kaz. Ukáºeme, ºe D obsahuje v²echny obojetné podmnoºiny X a je uzav°ený
na dopl¬ky a spo£etná disjunktní sjednocení. Potom D = B dle Lemmatu 1.9.4.
Nech´ A ⊆ X je obojetná. Potom funkce y 7→ µy(A) je m¥°itelná, nebo´

µy(A) =

{
πy(A) = gA(y), je-li y ∈ Ω,

µ0(A), jinak.

Nech´ C ∈ C. Potom

µ(A ∩ f−1(C)) = νA(C) =

∫
C

gA(y)dν(y) =

=

∫
C

πy(A)dν(y) =

∫
C

µy(A)dν(y),
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tedy A ∈ D.
Nech´ D ∈ D. Potom µy(X \ D) = 1 − µy(D), tedy y 7→ µy(X \ D) je

ν-m¥°itelná funkce. Jelikoº X je obojetná mnoºina, je X ∈ D, a tedy máme

µ((X \D) ∩ f−1(C)) = µ((X ∩ f−1(C)) \ (D ∩ f−1(C)) =

= µ(X ∩ f−1(C))− µ(D ∩ f−1(C)) =

=

∫
C

µy(X)dν(y)−
∫
C

µy(D)dν(y) =

=

∫
C

(µy(X)− µy(D))dν(y) =

∫
C

µy(X \D)dν(y).

Jinými slovy, X \D ∈ D.
Nech´ {Dn}∞n=1 je posloupnost po dvou disjunktních mnoºin z D. Ozna£me

D =
⋃∞
n=1 Dn. Potom µy(D) = µy(

⋃∞
n=1Dn) =

∑∞
n=1 µy(Dn), tedy y 7→ µy(D) je

ν-m¥°itelná funkce. Dále platí

µ(D ∩ f−1(C)) =
∞∑
n=1

µ(Dn ∩ f−1(C)) =
∞∑
n=1

∫
C

µy(Dn)dν(y) =

=

∫
C

∞∑
n=1

µy(Dn)dν(y) =

∫
C

µy(D)dν(y),

tedy D ∈ D.

Dle Lemmatu tedy platí (D1) z tvrzení v¥ty. Dále volbou C = Y dostaneme,
ºe pro kaºdou mnoºinu B ∈ B platí

µ(B) = µ(B ∩X) = µ(B ∩ f−1(Y )) =

∫
Y

µy(B)dν(y),

a tedy také (D2) je spln¥no.
Nyní dokaºme (D3). Ozna£me

E = {E ∈ B;∀y ∈ Ω : f−1(y) ⊆ E ⇒ µy(E) = 1}.

Dokaºme, ºe A ⊆ E . Nech´ y ∈ Ω je libovolné a nech´ A je obojetná mnoºina
obsahující f−1(y). Potom µy(A) = πy(A) = 1, jelikoº y ∈ W .

Nyní ukáºeme, ºe E obsahuje v²echny otev°ené podmnoºiny X. Nech´ y ∈ Ω je
libovolné a nech´ G je otev°ená mnoºina obsahující f−1(y). Jelikoº f je spojité, je
f−1(y) uzav°ená mnoºina. M·ºeme tedy pouºít Lemma 1.8.3 a nalézt obojetnou
mnoºinu A takovou, ºe f−1(y) ⊆ A ⊆ G. Dle p°edchozího je µy(A) = 1, tedy také
µy(G) = 1.

Nyní m·ºeme vyuºít regularitu míry µy a dostaneme, ºe

µy(f
−1(y)) = inf{µy(G) : G ⊇ f−1(y) otev°ená} = 1.

Tím je d·kaz ukon£en za p°edpokladu, ºe f je spojité zobrazení a X je kompaktní
prostor se spo£etnou bází topologie tvo°enou obojetnými mnoºinami.

P°edpokládejme nyní, ºe X = 2N a f : 2N → Y je m¥°itelné zobrazení, nikoli
nutn¥ spojité. Uºijeme V¥tu 1.10.7 a nalezneme rostoucí posloupnost kompakt·
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{Kn}∞n=1 v X takovou, ºe pro kaºdé n ∈ N je f |Kn spojité zobrazení a µ(Kn) >
1− 1/n. Pro kaºdé n ∈ N nech´

µn =
µ|Kn

µ(Kn)
, fn = f |Kn , νn = fn(µn), Yn = fn(Kn),

kde pouºíváme zna£ení z De�nice 1.9.10. Potom Kn jsou kompaktní podprostory
prostoruK, a tedy jsou to standardní borelovské prostory. Zobrazení fn : Kn → Y
je spojité a dle Poznámky 1.10.2 je µn ∈ P (Kn). Dle p°edchozího tedy m·ºeme
nalézt zobrazení y 7→ µny z Y do P (Kn) takové, ºe

(D1)n zobrazení y 7→ µny (B) je m¥°itelné z (Y, C) do (R,B(R)) pro kaºdou mno-
ºinu B ∈ B(Kn),

(D2)n µn(B) =
∫
Y
µny (B)dνn(y) pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(Kn),

(D3)n existuje mnoºina Ωn ∈ C taková, ºe νn(Ωn) = 1 a µny (f−1
n (y)) = 1 pro

kaºdé y ∈ Ωn.

Dle Poznámky 1.10.3 chápeme µny jako míry na celém X. Potom (D2)n platí pro
kaºdou borelovskou podmnoºinu X, nebo´

µn(B) = µn(B ∩Kn) =

∫
Y

µny (B ∩Kn)dνn(y) =

∫
Y

µny (B)dνn(y), B ∈ B.

Dokaºme, ºe νn � ν pro kaºdé n ∈ N. Nech´ C ∈ C je libovolná mnoºina ν-míry
0. Potom

νn(C) = µn(f−1
n (C)) =

µ(f−1
n (C))

µ(Kn)
≤ µ(f−1(C))

µ(Kn)
=

ν(C)

µ(Kn)
= 0.

Dle V¥ty 1.9.16 tedy nalezneme ν-m¥°itelnou funkci gn takovou, ºe

νn(C) =

∫
C

gn(y)dν(y), C ∈ C.

Potom dle Lemmatu 1.9.15 pro kaºdou ν-m¥°itelnou funkci f na Y platí∫
Y

f(y)dνn(y) =

∫
Y

f(y)gn(y)dν(y),

má-li alespo¬ jeden z integrál· smysl.

Lemma 3.0.17. Ozna£me pro n ∈ N a y ∈ Y

hyn(B) = µny (B)µ(Kn)gn(y), B ∈ B.

Potom hyn je borelovská míra na X. Dále existuje mnoºina Θ ∈ C taková, ºe
ν(Θ) = 1 a pro kaºdé y ∈ Θ platí následující t°i výroky:

(i) Pro kaºdé n ∈ N a kaºdou mnoºinu B ∈ B je hyn(B) ≤ 1.

(ii) Pro kaºdé B ∈ B je posloupnost reálných £ísel {hyn(B)}∞n=1 neklesající.
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(iii) Platí
lim
n→∞

µ(Kn)gn(y) = 1.

D·kaz. Je z°ejmé, ºe hyn je borelovská míra na X.
(i) Pro kaºdé n ∈ N a pro kaºdou mnoºinu C ∈ C platí, ºe∫

C

gn(y)dν(y) = νn(C) = µn(f−1
n (C)) =

µ(f−1
n (C))

µ(Kn)
≤

≤ µ(f−1(C))

µ(Kn)
=

ν(C)

µ(Kn)
=

∫
C

1

µ(Kn)
dν,

a tedy existuje mnoºina Γn ν-míry 1 taková, ºe pro kaºdé y ∈ Γn je

gn(y) ≤ 1

µ(Kn)
.

Ozna£íme

Γ =
∞⋂
n=1

Γn.

Potom ν(Γ) = 1 a pro kaºdé y ∈ Γ je

hyn(B) = µny (B)µ(Kn)gn(y) ≤ µny (B)µ(Kn)
1

µ(Kn)
= µny (B) ≤ 1.

(ii) Nech´ U = {Uk}∞k=1 je báze otev°ených mnoºin prostoru X. Nech´ G je systém
v²ech mnoºin, které jsou kone£ným sjednocením mnoºin z U . Nech´ G ∈ G a
n ∈ N. Potom pro kaºdou mnoºinu C ∈ C pouºitím Lemmatu 3.0.16 máme

µ(G ∩ f−1
n (C)) = µ(Kn)µn(G ∩ f−1

n (C)) = µ(Kn)

∫
C

µny (G)dνn(y) =

=

∫
C

µ(Kn)µny (G)gn(y)dν(y) =

∫
C

hny (G)dν(y).

Jelikoº pro kaºdou mnoºinu C ∈ C z°ejm¥ platí, ºe

µ(G ∩ f−1
n (C)) ≤ µ(G ∩ f−1

n+1(C)),

dostaneme, ºe ∫
C

hny (G)dν(y) ≤
∫
C

hn+1
y (G)dν(y), C ∈ C.

Tedy existuje mnoºina Λn
G ν-míry 1 taková, ºe pro kaºdé y ∈ Λn

G je

hny (G) ≤ hn+1
y (G).

Ozna£me
Λ = Γ ∩

⋂
{Λn

G : n ∈ N, G ∈ G}.

Jelikoº systém G je spo£etný, je ν(Λ) = 1 a pro kaºdé y ∈ Λ, G ∈ G a n ∈ N
je hny (G) ≤ hn+1

y (G), a tedy posloupnost {hny (G)}∞n=1 je pro kaºdé G ∈ G na Λ
neklesající.
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Nech´ G je libovolná otev°ená podmnoºina X. Potom m·ºeme nalézt nekle-
sající posloupnost mnoºin {Gk}∞k=1 ⊆ G takovou, ºe G =

⋃∞
k=1 Gk. Potom pro

kaºdé y ∈ Λ a n ∈ N dostáváme, ºe

hny (G) = lim
k→∞

hny (Gk) ≤ lim
k→∞

hn+1
y (Gk) = hn+1

y (G),

tedy dostáváme, ºe posloupnost {hny (G)}∞n=1 je pro kaºdé y ∈ Λ neklesající.
Nech´ nyní B je libovolná borelovská podmnoºina X. Je-li G libovolná mno-

ºina otev°ená v X obsahující B, potom pro kaºdé y ∈ Λ a n ∈ N dostaneme,
ºe

hny (B) ≤ hny (G) ≤ hn+1
y (G).

Dle (i) je hn+1
y kone£ná míra na X, a tedy dle Lemmatu 1.10.6 je regulární. Tedy

dostaneme, ºe

hn+1
y (B) = inf{hn+1

y (G), G ⊇ B otev°ená} ≥ hny (B).

Tedy také posloupnost {hny (B)}∞n=1 je na Λ neklesající, a tedy (ii) platí.
(iii) Nech´ B ∈ B. Jelikoº posloupnost {hny (B)}∞n=1 je neklesající na mnoºin¥ Λ a
ν(Λ) = 1, m·ºeme dle V¥ty 1.9.17 psát

µ(B) = lim
n→∞

µ(B ∩Kn) = lim
n→∞

µn(B)µ(Kn) = lim
n→∞

∫
Y

µny (B)µ(Kn)gn(y)dν(y) =

= lim
n→∞

∫
Y

hny (B)dν(y) = lim
n→∞

∫
Λ

hny (B)dν(y) =

∫
Λ

lim
n→∞

hny (B)dν(y).

(3.2)

Speciáln¥ platí ∫
Λ

1dν = 1 = µ(X) =

∫
Λ

lim
n→∞

hny (X)dν(y) =

=

∫
Λ

lim
n→∞

µny (X)µ(Kn)gn(y)dν(y) =

=

∫
Λ

lim
n→∞

µ(Kn)gn(y)dν(y).

(3.3)

Dle (i) platí pro kaºdé y ∈ Λ a n ∈ N, ºe

gn(y)µ(Kn) ≤ 1

µ(Kn)
µ(Kn) = 1,

tedy také
lim
n→∞

µ(Kn)gn(y) ≤ 1.

Díky tomu a (3.3) m·ºeme nalézt mnoºinu Θ ⊆ Λ spl¬ující ν(Θ) = 1 takovou, ºe
pro kaºdé y ∈ Θ je

lim
n→∞

µ(Kn)gn(y) = 1.
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Zvolíme pevnou borelovskou pravd¥podobnostní míru µ0 na X a de�nujeme

µy(B) =

{
limn→∞ h

n
y (B), je-li y ∈ Θ,

µ0(B), jinak.

Potom díky Lemmatu 1.10.4 je µy ∈ P (X) pro kaºdé y ∈ Y , a p°ímo z de�nice
míry µy je pro kaºdou mnoºinu B ∈ B zobrazení y 7→ µy(B) m¥°itelné, tedy platí
(D1). Tvrzení (D2) plyne ihned z výpo£tu (3.2), zbývá tedy dokázat (D3). Pro
kaºdé n ∈ N nalezneme mnoºinu Zn takovou, ºe νn(Zn) = 1 a

∀y ∈ Zn : µny (f−1
n (y)) = 1.

Potom pro kaºdé n ∈ N máme, ºe

ν(Zn) = µ(f−1(Zn)) ≥ µ(f−1
n (Zn)) = µn(f−1

n (Zn))µ(Kn) =

= νn(Zn)µ(Kn) = µ(Kn).
(3.4)

Poloºme

Z =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Zm.

Potom pro kaºdé n ∈ N a pro kaºdé k ≥ n dle (3.4) máme, ºe

ν(
∞⋃
m=n

Zm) ≥ ν(Zk) ≥ µ(Kk) > 1− 1/k,

tedy

ν(
∞⋃
m=n

Zm) = 1.

Tedy také

ν(Z) = ν(
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Zm) = 1.

Ozna£me Ω2N = Z ∩Θ. Zvolme libovolné y ∈ Ω2N a ε > 0. Jelikoº

lim
n→∞

µ(Kn)gn(y) = 1,

m·ºeme nalézt n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé n ≥ n0 je

µ(Kn)gn(y) > 1− ε.

Jelikoº

y ∈ Z ⊆
∞⋃

m=n0

Zm,

existuje m ≥ n0 takové, ºe y ∈ Zm. Tedy dle de�nice Zm je µmy (f−1
m (y)) = 1. Tedy

hmy (f−1(y)) = µym(f−1(y))µ(Km)gm(y) ≥
≥ µym(f−1

m (y))µ(Km)gm(y) = µ(Km)gm(y) > 1− ε.
(3.5)
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Jelikoº posloupnost {hny (f−1(y))} je neklesající, dostáváme, ºe (3.5) platí pro
kaºdé n ≥ m, a tedy také

µy(f
−1(y)) = lim

n→∞
hny (f−1(y)) > 1− ε.

Jelikoº ε > 0 bylo voleno libovoln¥, dostáváme, ºe

µy(f
−1(y)) = 1.

Tím je d·kaz ukon£en za p°edpokladu, ºe f je m¥°itelné zobrazení z 2N do Y .

Nyní p°edpokládejme, ºe X je borelovská podmnoºina 2N. Máme µ ∈ P (X),
m¥°itelné zobrazení f : X → Y a ν = f(µ). Poloºíme

µ̃(B) = µ(B ∩X), B ∈ B(2N),

jako v Poznámce 1.10.3. Nech´ f̃ : 2N → Y je libovolná m¥°itelná funkce roz²i°ující
f a poloºme ν̃ = f̃(µ). Potom pro kaºdé C ∈ C platí

ν̃(C) = µ̃(f̃−1(C)) = µ(f̃−1(C) ∩X) = µ(f−1(C) ∩X) =

= µ̃(f−1(C)) = µ(f−1(C)) = ν(C).

Nalezneme zobrazení y 7→ µ̃y z Y do P (2N) spl¬ující (D1),(D2),(D3) z tvrzení
V¥ty 3.0.13. Jelikoº platí

1 = µ̃(X) =

∫
Y

µ̃y(X)dν̃ =

∫
Y

µ̃y(X)dν

a pro kaºdé y ∈ Y je
µ̃y(X) ≤ 1,

dostaneme, ºe pro ν-skoro kaºdé y ∈ Y je µ̃y(X) = 1. Ozna£me

W = {y ∈ Y : µ̃y(X) = 1}

a pro kaºdé y ∈ W de�nujeme pravd¥podobnostní míru na X p°edpisem

µy(B) = µ̃y(B), B ∈ B(X).

Zvolíme libovolnou borelovskou pravd¥podobnostní míru µ0 na X a pro v²echna
y ∈ Y \ W poloºme µy = µ0. Nyní dokáºeme vlastnosti (D1),(D2),(D3) pro
zobrazení y 7→ µy. P°ímo z de�nice µy dostaneme, ºe platí (D1).

Dále pro kaºdé B ∈ B(X) máme, ºe

µ(B) = µ̃(B) =

∫
Y

µ̃y(B)dν̃(y) =

∫
Y

µ̃y(B)dν(y) =

=

∫
W

µ̃y(B)dν(y) =

∫
W

µy(B)dν =

∫
Y

µy(B)dν(y),

tedy platí (D2).
Nakonec dokaºme (D3). Nech´ Ω2N je mnoºina ν̃-míry 1 taková, ºe pro kaºdé

y ∈ Ω2N je µ̃y(f
−1(y)) = 1. Potom

ν(Ω2N) = ν̃(Ω2N) = 1.
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Ozna£me Ω = W ∩ Ω2N . Potom ν(Ω) = 1 a pro kaºdé y ∈ Ω platí, ºe

µy(f
−1(y)) = µ̃y(f

−1(y)) = µ̃y(f̃
−1(y) ∩X) = 1.

Nakonec p°edpokládejme, ºe (X,B) je obecný standardní borelovský prostor,
µ ∈ P (X), f : (X,B) → (Y, C) je m¥°itelné zobrazení a ν = f(µ). Uºijeme
V¥tu 1.9.7 a nalezneme borelovskou mnoºinu E ⊆ 2N a izomor�smus g prostoru
(E,B(E)) na prostor (X,B). Poloºme

h = f ◦ g.

Potom h : (E,B(E))→ (Y, C) je m¥°itelné zobrazení. Poloºíme

π = g−1(µ).

Potom µ = g(π), tedy pro kaºdou mnoºinu C ∈ C máme, ºe

ν(C) = µ(f−1(C)) = π(g−1(f−1(C))) = π(h−1(C)).

Jinými slovy, ν = h(π). Dle p°edchozího tedy m·ºeme nalézt zobrazení y 7→ πy z
Y do P (E) spl¬ující, ºe

(D1)E funkce y 7→ πy(B) je m¥°itelná pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(E),

(D2)E π(B) =
∫
Y
πy(B)dν pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(E),

(D3)E existuje mnoºina ΩE ∈ C taková, ºe ν(ΩE) = 1 a πy(h
−1(y)) = 1 pro kaºdé

y ∈ ΩE.

Pro kaºdé y ∈ Y poloºme
µy = g(πy).

Potom pro libovolnou mnoºinu B ∈ B platí µy(B) = πy(g
−1(B)), tedy funkce

y 7→ µy(B) je m¥°itelná. Tedy platí (D1).
Dále pro kaºdou mnoºinu B ∈ B platí, ºe

µ(B) = π(g−1(B)) =

∫
Y

πy(g
−1(B))dν(y) =

∫
Y

µy(B)dν(y),

tedy platí (D2).
Nakonec dokaºme (D3). Pro kaºdé y ∈ ΩE máme, ºe

µy(f
−1(y)) = πy(g

−1(f−1(y)) = πy(h
−1(y)) = 1.

Tedy (D3) platí, ozna£íme-li Ω = ΩE.
Tím je ukon£en d·kaz £tvrtého kroku, a tedy také celé v¥ty.
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D·sledek 3.0.18 (Fubiniova v¥ta). Nech´ (X,B) a (Y, C) jsou standardní bore-
lovské prostory. Nech´ πX : X×Y → X je projekce. Nech´ µ ∈ P (X×Y ) a nech´
ν = πX(µ). Potom existuje zobrazení x 7→ µx z X do P (Y ) takové, ºe pro kaºdou
omezenou m¥°itelnou funkci f : (X × Y,B(X × Y ))→ (R,B(R)) je funkce

x 7→
∫
Y

fx(y)dµx(y)

m¥°itelná z (X,B) do (R,B(R)) a platí∫
X×Y

f(x,y)dµ(x,y) =

∫
X

∫
Y

fx(y)dµx(y)dν(x). (3.6)

D·kaz. Aplikujeme V¥tu 3.0.13 na standardní borelovské prostory X × Y , X,
m¥°itelné zobrazení πX a míry µ, ν. Nalezneme m¥°itelné zobrazení x 7→ µ̃x z X
do P (X × Y ) takové, ºe

(D1) pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(X × Y ) je funkce x 7→ µ̃x(B) m¥°itelná,

(D2) pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(X × Y ) je µ(B) =
∫
X
µ̃x(B)dν(x),

(D3) existuje mnoºina Ω ∈ B taková, ºe ν(Ω) = 1 a pro kaºdé x ∈ Ω je
µ̃x(π

−1
X (x)) = µ̃x({x} × Y )) = 1.

Pro kaºdé x ∈ Ω de�nujme mnoºinovou funkci µx na C p°edpisem

µx(C) = µ̃x({x} × C), C ∈ C.

Potom z°ejm¥ pro kaºdé x ∈ Ω je µx borelovská míra na Y . Pouºitím (D3)
dostaneme, ºe pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(X × Y ) a x ∈ Ω je

µ̃x(B) = µ̃x(B ∩ ({x} × Y )) = µ̃x({x} ×Bx) = µx(Bx).

Speciáln¥ pro kaºdé x ∈ Ω je µx(Y ) = µ̃x(X×Y ) = 1, a tedy µx ∈ P (Y ). Zvolme
libovolnou pevnou míru µ0 ∈ P (Y ) a pro kaºdé x ∈ X \ Ω poloºme µx = µ0.
Potom dle (D1) a de�nice µx je funkce x 7→ µx(C) m¥°itelná pro kaºdou mnoºinu
C ∈ C. Tedy dostáváme, ºe pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(X × Y ) je funkce

x 7→
∫
Y

(χB)x(y)dµx(y)

m¥°itelná, nebo´∫
Y

(χB)x(y)dµx(y) =

∫
Y

χBx(y)dµx(y) =

∫
Bx

1dµx(y) = µx(Bx).

Jelikoº ν(Ω) = 1, uºitím (D2) dostaneme, ºe pro kaºdou mnoºinu B ∈ B(X ×Y )
je

µ(B) =

∫
X

µ̃x(B)dν(x) =

∫
Ω

µ̃x(B)dν(x) +

∫
X\Ω

µ̃x(B)dν(x) =

=

∫
Ω

µ̃x(B)dν(x) + 0 =

∫
Ω

µ̃x(B)dν(x) =

∫
Ω

µx(Bx)dν(x) =

=

∫
Ω

µx(Bx)dν(x) + 0 =

∫
Ω

µx(Bx)dν(x) +

∫
X\Ω

µ0(Bx)dν(x) =

=

∫
Ω

µx(Bx)dν(x) +

∫
X\Ω

µx(Bx)dν(x) =

∫
X

µx(Bx)dν(x).

(3.7)
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Nyní z (3.7) dostáváme platnost (3.6) pro charakteristickou funkci χB, nebo´∫
X×Y

χB(x,y)dµ(x,y) = µ(B) =

∫
X

µx(Bx)dν(x) =

∫
X

∫
Y

χBx(y)dµx(y)dν(x) =

=

∫
X

∫
Y

(χB)x(y)dµx(y)dν(x).

Tedy Fubiniova v¥ta platí pro v²echny charakteristické funkce. Standardním po-
stupem kone£n¥ dostaneme, ºe platí i pro v²echny omezené m¥°itelné funkce.

Poznámka 3.0.19. P°edchozí v¥ta je obecn¥j²í, neº klasická Fubiniova v¥ta. Tu
dostaneme ve speciálním p°ípad¥, kdy existují míry ν ∈ P (X) a ρ ∈ P (Y ) takové,
ºe míra µ je jejich sou£inem. V tomto p°ípad¥ ν = πX(µ) a zobrazení x 7→ µx je
konstantní na Ω, nebo´ µx = ρ pro kaºdé x ∈ Ω.
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