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Uvod

Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Tento prostor pfirozené generuje systém
N C 8§ vSech mnozin p-miry nula. Nyni uvazujme topologicky prostor (Y, G).
Podobné jako v predchozim pripadé nam tento prostor piirozené generuje sys-
tém M vSech mnozin prvni kategorie v Y. Roli systému S zde ma systém B,
ktery je definovan jako nejmensi o-algebra obsahujici vSechny oteviené mnoziny
a vSechny mnoziny prvni kategorie v Y. Mnoziny ze systému B nazyvame Baire-
ovsky méfitelné mnoziny nebo fikdme, ze maji Baireovu vlastnost.

V této praci ukdZeme, Ze systémy mnoZin A/ a M maji podobné vlastnosti.
Je snadné si uvédomit, Ze tyto systémy jsou mnozinové o-idealy, tedy Ze jsou
uzaviené na podmnoziny a spocetna sjednoceni.

Existuje mnoho vét ukazujicich podobnost systémii mnozin M a N. Klasic-
kym piikladem jsou Fubiniova a Kuratowského-Ulamova véta. Pro jednodussi
formulaci téchto vét zavedeme nasledujici znaceni.

Znaceni 0.0.1. Pro mnoziny X,Y a A C X XY znacime A, = {y € Y :
(z,y) € A}, z € X a Ay ={x € X : (x,y) € A}, y € Y. Podobné pro funkci
f:XxY - Rax € X znacime f, : Y — R funkci definovanou predpisem
fely) = f(z,y).

Fubiniova véta je klasické tvrzeni teorie miry popisujici vztah mezi mirami
a jejich souc¢inem. Ve velmi specidlnim piipadé tvrdi nasledujici:

Véta 0.0.2 (Fubiniova véta-specialni ptipad). Necht X a Y jsou standardni bo-
relovské prostory. Necht i je borelovskd pravdépodobnostni mira na X a necht v
je borelovskd pravdépodobnostni mira na Y. Necht p X v je soucin mér p a v a
necht A C X XY je méfitelnd mnozina. Oznacme

OF ={z € X : A, je mnoZina v-miry 0},

QY ={y €Y : A, je mnoZina p-miry 0}.
Potom jsou ndsledugici tvrzent ekvivalentni:
i je mnozina (X v)-miry 0,
N A sina, (1 o 0
(i1) QX je mnoZina u-miry 1,
) e mnozina v-miry 1.

Kuratowského-Ulamova véta je obdobou v kontextu topologickych prostori.



Véta 0.0.3 (Kuratowského-Ulamova véta). Necht X a'Y jsou polské prostory.
Necht A C X XY md Baireovu vlastnost. Oznacme

QY = {r € X : A, je prond kategorie v Y},

QY ={y €Y : A, je proni kategorie v X }.

Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) A je pruni kategorie v X XY,

i1 e rezidudini v X,

) e rezidudlni v'Y .

Tyto véty lze zobecnit. Fubiniovu vétu zobeciiuje véta o desintegraci mér
a Kuratowského-Ulamovu vétu zobechuje véta o desintegraci kategorie. Jak na-
zev napovida, tvrzeni téchto vét jsou obdobnéa a jesté vice poukazuji na podob-
nost systémi mnozin prvni kategorie a mnozin miry nula. Hlavnim cilem této
prace je dokdzat véty o desintegraci a ukézat, jak z nich vyplyvaji Fubiniova
a Kuratowského-Ulamova véta.

Prace je ¢lenéna do tif kapitol. Prvni kapitola se vénuje zdkladnim pojmum
a tvrzenim z teorie topologickych a méfitelnych prostori. V druhé kapitole doka-
zeme vétu o desintegraci kategorie a jeji disledek Kuratowského-Ulamovu vétu.
Treti kapitola se vénuje dikazu véty o desintegraci mér a Fubiniové véte.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Topologické prostory

Definice 1.1.1. Necht X je mnoZina. Systém mnozin G C 2% nazveme topologit
na X, pokud plati:

(i) 0eg,Xeg,

(73) jsou-li G,H € G, potom GNH €@,

(ii1) jestlize {Go : v € A} € G, potom |J,c4 Ga €G.

Je-li X mnoZina a G topologie na X, potom dvojici (X, G) nazgjvame topologicky
prostor. Proky systému G nazijvame otevirené mnoZiny. Dopliiky oteviengch mno-
Zin nazyvdme uzaviené mnoZiny.

Definice 1.1.2. Necht (X, G) je topologicky prostor. Systém mnozin U C G na-
zveme bazi topologie G, pokud pro kazdé G € G plati, Ze G = | J{U e U : U C G}.

Definice 1.1.3. Necht X je mnozina a d je metrika na X. Potom d na X pfii-
rozené generuje topologii Gg = {U C X;Vox € A3r > 0: B(x,r) C U}, kde pro
r € X ar >0 znacime B(x,r) ={y € X : d(z,y) <r}.

Necht (X, G) je topologicky prostor a necht d metrika na X. ﬁe/meme, Ze metrika
d je kompatibilni s topologii G, pokud G4 = G.

Topologicky prostor (X, G) nazgvdme metrizovatelnym prostorem, pokud ezistuje
metrika na X, kterd je kompatibilni s topologii G.

ﬁekneme, Ze topologicky prostor (X,G) je dplné metrizovatelny, pokud existuje
metrika na d na X kompatibilni s topologii G takovd, Ze metricky prostor (X, d)
je iplng.

Definice 1.1.4. Necht X,Y jsou topologické prostory. Relmeme, Ze zobrazent
f: X =Y je

o spojité, jestlize pro kaZdou otevrenou mnozinu G CY je f~YG) oteviend
mnozina v X,

e otevrené, pokud pro kaZdou otevienou mnoZinu G C X je f(G) oteviend
mnozina v'Y,

e homeomorfismus, jestliZe f je prosté, spojité a oteviené zobrazeni X na 'Y .



1.2 Husté a ridké mnoziny

Definice 1.2.1. Necht X je topologicky prostor. Rekneme, Ze mnozina A C X
je hustd v X, pokud A = X. Rekneme, Ze mnozina M C X je Fidkd v X, pokud
X\ M je hustd mnozina v X.

Lemma 1.2.2. Necht X je topologickyj prostor a A C X. Potom jsou ndsledujict
turzent ekvivalentni:

(1) A je hustd v X.

(it) Pro kaZdou neprdzdnou otevienou mnozinu G C X je ANG # 0.

Diikaz. (i) = (ii) Necht A je husta v X. Pro spor predpokladejme, 7Ze existuje
neprazdnéd otevienad mnozina G C X takova, 7e AN G = (. Potom X \ G je
uzaviend podmnozina X a obsahuje A, tedy také X \ G = X \ G D A. Protoze
G je neprazdnd mnozina, je X \ G ;Cé X, ¢imz dostavame spor s hustotou A.

(1) = (i) Tuto implikaci dokazme nepfimo. Necht A neni v X husta, potom
A # X. Tedy X \ A je neprazdna a oteviena podmnozina X, ale (X \ A)NA = 0,
tedy (ii) neplati. O

Lemma 1.2.3. Necht X je topologicky prostor a A, B C X. Necht A je hustd v
X. Potom plati:

(1) Pokud B O A, potom B je hustd v X.

(17) Je-li B hustd v A, potom B je hustd v X.

(1ii) Je-li A oteviend, pak X \ A je ridkd.

Diikaz. (i) Je-li B D A, potom B D A= X.

(73) Necht U je neprazdna oteviend podmnozina X. Potom dle Lemmatu je
ANU neprazdnad mnozina, a dle definice topologie podprostoru je ANU oteviena
mnozina v A.

Znovu pouZzijeme Lemmall.2.2)a dostaneme, ze BN(ANU) je neprazdna mnozina,
nebot B je hustd v A. Jelikoz mnozina U byla volena libovolné, dostavame opét
z Lemmatu [1.2.2] Zze B je husta v X.

(i73) Je-li A oteviena, potom X\ A je uzaviena, a tedy X\ (X \ A) = X\(X\A4) =
A je hustd mnozina v X. n

Lemma 1.2.4. Necht X je topologicky prostor.
(1) Necht M C X je fidkd mnoZina. Potom kazdd podmnozina M je Fidkd v X .
(13) Mnozina M je Fidkd v X prdvé tehdy, kdyz M je 7idkd mnoZina v X.

Diikaz. (i) Necht N C M. Potom mame, ze X \ N 2 X\ M = X, tedy X \ N
je v X husta.
(i7) Tvrzeni je ziejmé. O

1.3 Rezidualni mnoziny a mnoziny prvni

kategorie
Definice 1.3.1. Necht X je topologicky prostor. Rekneme, Ze mnoZina M C
X je proni kategorie v X, pokud M je spocetngm sjednocenim idkijch mnoZin.

Relmeme, Ze A C X je mnozina druhé kategorie v X, pokud neni pruni kategorie
v X. Rekneme, Ze A je v X rezidudlni, pokud X \ A je pruni kategorie v X.
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Lemma 1.3.2. Necht X je topologicky prostor. Potom plati:

(1) Je-li M C X mnozina proni kategorie v X, potom kaZdd podmnozina M je
mnozina proni kategorie v X.

(it) Jsou-li {M,}>2, mnoZiny 1. kategorie v X, pak M = J.—_, M, je 1. kategorie
v X.

Diikaz. (i) Nechf N C M. Naleznéme posloupnost fidkych mnozin {M;}52, ta-
kovou, ze M = Uzozl M. Pro kazdé k € N polozme N, = N N Mj. Potom dle
Lemmatu jsou Ny fidké mnoziny a zfejmé plati N = (J;—; Ni. Tedy N je
mnozina prvni kategorie v X.

(i7) Pro kazdé ptirozené ¢islo n naleznéme posloupnost fidkych mnozin {M,, x}32,
takovou, ze M,, = J;—; M, . Potom M = Un,keN M,, ; je mnozina prvni kategorie
v X, nebot je spocetnym sjednocenim Fidkych mnozin. ]

Lemma 1.3.3. Necht X je topologicky prostor. Potom plati:

(1) Je-li A C X rezidudlni mnoZina v X, potom kaZdd podmnoZzina X obsahugici
A je rezidudlni v X.

(it) Jsou-li {A,}52 rezidudini podmnoziny X, potom (), A, je rezidudlni pod-
mnozina X.

Diikaz. Tvrzeni okamzité plyne z Lemmatu prechodem k doplnktiim a uzitim
de Morganovych pravidel. O]

1.4 Mnoziny typu Gy

Definice 1.4.1. Necht X je topologicki prostor. Rekneme, zZe mnozina A C X
je typu Gs v X, pokud je spocetnym prinikem oteviengch mnoZin.

Lemma 1.4.2. Necht X je topologicky prostor.

(i) Je-li {A,}o2, posloupnost mnozin typu Gs v X, potom (\—, A, je mnoZina
typu Gs v X.

(11) Jsou-li A, B C X typu G5 v X, pak AU B je typu Gs v X.

Diikaz. (i) Pro kazdé n € N nalezneme posloupnost mnozin {A*}%  otevienych
v X takovou, ze ()2, Al = A,. Potom ()2} A, = (), 4en Al je spocetnym
priinikem otevienych mnozin, tedy mnozina typu Gjy.

(1) Pisme A = (.2, A,, B =(_, By, kde A,, B,, jsou oteviené¢ podmnoziny
X. Potom AUB = ﬂmmeN A, U B, coz je opét spocetny priinik otevienych
mnozin, tedy AU B je typu G5 v X. O

Lemma 1.4.3. Necht X je topologicky prostor.

(1) Je-li A C X mnozina typu Gs v X a B je libovolnd podmnoZina X, potom
AN B je mnozina typu Gs v B.

(17) Je-li A C X mnozina typu G5 v X a B C A je mnoZina typu Gs v A, potom
B je mnozina typu G5 v X.

Diikaz. (i) Naleznéme posloupnost mnozin {4, }5°, takovou, ze pro kazdé n € N
je mnozina A, oteviena v X a (-, A, = A. Potom pro kazdé n € N je mnozina
A, NB oteviena v B a ziejmé plati ANB =, (A,NB), tedy AN B je mnoZina
typu G5 v B.

(i) Nalezneme posloupnost mnozin { B, }°° | otevienych v A takovou, ze (), B, =
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B. Déle nalezneme posloupnost mnozin {C,}>, otevienych v X takovou, Ze
C, N A = B, pro kazdé n € N. Potom C = (| _, C,, je mnozina typu Gs v X.
Jelikoz B = AN C, dle Lemmatu je B mnozina typu Gs v X. m

Lemma 1.4.4. Necht X,Y jsou topologické prostory a necht f: X — 'Y je spojité
zobrazeni. Je-li A CY mnoZina typu Gs v'Y, potom f~(A) je mnoZina typu Gs
v X.

Diikaz. Naleznéme posloupnost mnozin {U, }2 ; otevienych v Y takovou, 7e A =
Mo, U,. Jelikoz je zobrazeni f spojité, jsou mnoziny f~'(U,) oteviené v X.
Potom f~'A) = fHN2,Un) = Moy fH(Uy). Tedy f~1(A) je mnozina typu
G5 v X. ]

Lemma 1.4.5. Necht X je topologicky prostor, A C X je typu G5 a hustd v X.
Potom A je v X rezidudlni.

Dikaz. Pisme A = ()2, G,, kde G,, jsou oteviené podmnoziny X. Potom pro
kazdé n € N plati, ze G,, D A, tedy G,, je hustd v X dle Lemmatu Tedy
mnoziny X \ G, jsou fidké v X dle Lemmatu Tedy uzitim de Morganovych
pravidel dostaneme X \ A = X \ (2, G, = U (X \ G,). Tedy X \ A4 je
spocetnym sjednocenim fidkych mnozin, a tedy je 1. kategorie v X. Jinymi slovy,
A je v X rezidualni. m

Lemma 1.4.6. Necht X je metrizovatelny prostor a F' je uzaviend podmnoZina
X. Potom je F' mnoZina typu G5 v X.

Diikaz. Necht F' C X je uzaviena mnozina. Necht d je metrika na X kompatibilni
s topologii prostoru X. Definujme pro kazdé n € N mnozinu

F,={rz € X :d(z,F) < 1/n}.

Potom F}, jsou oteviené mnoziny a ziejmé F' C F,, pro kazdé n € N. Tedy plati,
ze F C (., F,. Necht nyni z € (), F}, je libovolné, potom pro kazdé n € N je
d(x,F) < 1/n, tedy d(x,F) = 0. Z uzavienosti mnoziny F dostavame, ze z € F.
Tedy jsme ukazali, ze F = (), F,,. Tedy F je mnozina typu G5 v X.

O

1.5 Mnoziny s Baireovou vlastnosti

Definice 1.5.1. Necht X je topologicky prostor a A C X. Rekneme, Ze mnozina
A md Baireovu vlastnost, pokud existuje oteviend mnoZina G C X takovd, Ze
ANG=(A\G)U(G\ A) je mnozina proni kategorie v X.

Definice 1.5.2. Necht X je mnoZina. Systém mnozin P C 2% se nazjvd o-
algebra, pokud obsahuje prdzdnou mnoZinu a je uzavieny na dopliky a spocetnd
sjednocent.

Lemma 1.5.3. Necht X je topologicky prostor. Potom systém podmnozin X ma-
jicich Baireovu vlastnost je o-algebra na X, kterd obsahuje vSechny otevirené pod-
mnoziny X a vSechny mnoZiny proni kategorie v X.



Diikaz. Ziejmé vSechny oteviené mnoziny a mnoziny prvni kategorie maji Baire-
ovu vlastnost. Prazdna mnozina méa Baireovu vlastnost, nebot je oteviena.
Povsimnéme si, 7e je-li U C X oteviend mmnozina, potom U \ U je uzaviena
mnozina v X a

X\([O\U)=X\(U\U)=X\D)UU=X\UUT 2 (X\U)uT = X.

Tedy U \ U je ¥idka mnozina v X, a tedy mnoZina prvni kategorie v X.

Necht A C X méa Baireovu vlastnost. Nalezneme otevienou mnozinu U tako-
vou, ze U A A je mnozina prvni kategorie v X. Ozna¢me V = X \ U. Potom V
je oteviend mnozina a

(X\NA) AV =(X\A)A(X\T) =
= (XANAD\N(XA\U) U((X\U)\ (X \A)) =
( U(A\U) =
C(UAAUU\D)
je mnozina prvni kategorie v X. Tedy X \ A ma Baireovu vlastnost.

Necht {A,,}7°, je posloupnost mnozin majicich Baireovu vlastnost. Pro kazdé
n € N nalezneme otevienou mnozinu G, takovou, ze M, = A,, A GG,, je mnoZina
prvni kategorie v X. Ozna¢me M = (J> M,, G =~ G, a A=, A
Potom M je mnozina prvni kategorie, G je oteviena, a

ANG=(A\G)U(G\A) = UA\UG (UGn\UAn)

C

3

(40 \ Ga) U (Go\ A)) UM M.

n=1

Tedy A ma Baireovu vlastnost. m

Lemma 1.5.4. Necht X je topologicky prostor. Necht A C X md Baireovu vlast-
nost a necht neni v X rezidudlni. Potom existuje neprdazdnd oteviend mnoZina
O C X takovd, Ze ANO je mnoZina proni kategorie v X.

Diikaz. Jelikoz mnozina A ma Baireovu vlastnost, mizeme nalézt otevienou mno-
zinu G C X takovou, ze N = AAG je mnozina 1. kategorie v X. Potom mnozina
AU N neni rezidualni v X. Pokud by totiz mnozina X \ (AU N) byla prvni
kategorie v X, potom by dle Lemmatu byla prvni kategorie také mnoZzina
(X\(AUN))U(N\A) = X\ A. Tedy bychom dostali spor s nagim piedpokladem,
7ze mnozina A neni v X reziduélni.

Jelikoz G je podmnozinou mnoziny A U N, neni ani G rezidualni v X dle
Lemmatu [1.3.3] Jelikoz G je oteviend mnozina v X, tedy typu Gs v X, plyne z
Lemmatu [1.4.5 Ze neni v X husté. Tedy dle Lemmatu [1.2.2] existuje neprazdna
oteviend mnozina O C X takova, ze G N O je prazdna mnozina. Potom

ANOC(GUN)NO=NNOCN

je mnozina 1. kategorie dle Lemmatu [1.3.2 O



1.6 Baireovy prostory

Definice 1.6.1. Topologicky prostor X se nazijvd Bairedv, pokud kaZdd oteviend
podmnozina prostoru X je druhé kategorie v X.

Véta 1.6.2. Nechl X je topologicky prostor. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvi-
valentni:

(1) X je Bairetiv,

(11) kazdd rezidudlni podmnozina X je hustd v X,

(ii1) je-li {G,,}22, posloupnost oteviengch hustyjch podmnozin X, potom (., G,
je husta mnoZina v X.

Diikaz. (i) = (i) Necht X je Baireuv prostor. Pro spor piedpokladejme, ze
existuje mnozina A C X, ktera je v X reziduélni, ale neni husta. Potom existuje
neprazdné oteviena mnozina O C X takova, ze ONA = (. Tedy O C (X \ A) je
mnozina prvni kategorie v X, coz je spor s tim, ze X je Bairetv.

(17) = (i13) Necht {G,}2, je posloupnost otevienych hustych podmnozin X.
Dokéazeme, Ze G je rezidualni mnozina v X. Pro kazdé n € N je mnozina X \ G,
fidka v X dle Lemmatu [[2.3] Potom

X\G:X\ﬁGn:GX\Gn

je mnozina prvni kategorie v X, tedy G je v X reziduélni. Dle (ii) je tedy G v X
husta.

(1ii) = (i) Pfedpokladejme, ze X neni Baireav. Potom existuje neprazdna ote-
viena mnozina O C X, kteréd je prvni kategorie v X. Nalezneme fidké mnoziny
{F,}>2, takové, ze | J,-, F,, 2 O. Dle Lemmatu muzeme piedpokladat, ze
F,, jsou uzaviené. Potom pro kazdé n € N je G,, = X \ F,, hustd a oteviena
mnozina v X, ale

ﬁGan—(X\GFn)mOg(X\O)mO—@,

n=1
tedy (,—, G, neni husta mnozina v X. O
Véta 1.6.3. Kazdy uplnée metrizovatelnyj prostor je Bairetw.

Diikaz. Necht X je uplné metrizovatelny prostor a necht d je metrika, ve které
je X uplny. Necht {G,}2, je posloupnost otevienych hustych podmnozin X a
necht O je libovoln& neprazdna podmnozina prostoru X.

Jelikoz G N O je neprazdna oteviena mnozina, miZeme nalézt x;1 € G; N O a
r < 1 takové, ze B(x1,r1) C (G; N O). Indukei nalezneme posloupnosti {x,,}5°
v X a{r,}>2, v (0,1) takové, ze pro kazdé n € N je

rn<1l/n a B(Tpi1,rn41) C B(zp,r,) NG, C O.

Piedpokladejme, Ze jiz zname x,,,r, pro m < n. Jelikoz G, N B(x,,r,) je

neprazdné oteviena mnozina, miizeme nalézt x, 11 € G, 1 NB(Tp,1) a T < —

n+1
tak, ze B(xn11,7m41) C Guy1 N B(zp,ry).



Z konstrukce je ziejmé, ze {x,}°2, je cauchyovskd posloupnost v metrice
d, existuje tedy x € X takové, ze lim, ,, x, = x. Jelikoz pro kazdé m € N
je {z,}22,, C B(xp,rm), je také @ € B(xy,rm). Tedy © € (2, B(xn,r,) C
Moy G, N O. Dle Véty [1.6.2] je tedy X Bairetv prostor. ]

Lemma 1.6.4. Necht X je Baireuv prostor a B je rezidudlni podmnoZina X.
Potom existuje mnozina A C B, kterd je hustd a typu G5 v X.

Diikaz. Pisme B = X\{J, 2, M, kde M, jsou fidké podmnoziny X. Dle Lemmatu
také mnoziny M, jsou ifdké. Tedy polozime-li A = X \ U2, M, potom
je mnoZina A rezidualni v X, a tedy dle Véty je v tomto prostoru husta.
Navic A je ziejmé podmnozina B a je typu Gs v X, nebot A = X \ >~ M,
Moy (X \ M),

m
Lemma 1.6.5. Necht X je Baireiv prostor, necht A C X je rezidudlni a O C X
je neprdzdnd oteviend mnozina. Potom AN O je mnoZina 2. kategorie v X.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, ze ANO je mnozina prvni kategorie v X. Potom
OC(ANO)U (X \ A) je dle Lemmatu mnozina 1. kategorie, coZ je spor s
tim, Ze X je Baireuv prostor. ]

Lemma 1.6.6. Necht X je Bairetiv prostor. Jsou-li A, B rezidudlni mnoZiny v
X, potom AN B je rezidudlni mnoZina v B.

Diikaz. Dle Lemmatu|1.6.4]existuje C' C A hustd G5 podmnozina X. Stac¢i ukazat,
ze C'N B je rezidualni mnozina v B. Jelikoz mnoziny C, B jsou rezidualni v X,
je C'N B rezidualni v X. Jelikoz X je Baireuv, je C'N B husta v X.

Ukazme, ze C'N B je husta v B. Necht U C B je neprazdné oteviend mnozina
v B. Potom existuje neprazdna mnozina V oteviend v X takovi, ze U =V N B.
Jelikoz C'N B je husta v X, dostavame, ze

UN(CNB)=VN(CNB)#0,

tedy C'N B je hustd v B. Dle Lemmatu je C'N B mnozina typu Gs v B.
Tedy dle Lemmatu je C'N B rezidualni mnozina v B. O

Definice 1.6.7. Necht X,Y jsou topologické prostory. Rekneme, Ze zobrazent
f: X =Y zachovdvd kategorii, jestliZe pro kaZdou mnoZinu A rezidudlni v'Y je
f7YHA) rezidudlni mnoZina v X.

Lemma 1.6.8. Necht X je topologicky prostor a necht Y je Bairetiv prostor.
Potom kazdé spojité oteviené zobrazeni f: X — 'Y zachovdvd kategorii.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Piedpoklddejme, Ze existuje mnozina A re-
zidualni v Y takova, ze f~!'(A) neni rezidualni v X. Jelikoz Y je Baireiiv, dle
Lemmatu muzeme nalézt mnozinu B C A hustou a typu G5 v Y. Potom
dle Lemmatu [1.4.4] je f~!(B) mnoZina typu Gs, nebot f je spojité. Dale f~(B)
neni husta v X. Jinak by totiz dle Lemmatu byla v X rezidualni, coz by byl
spor s nagim piedpokladem, Ze f~!(A) neni rezidudlni, nebot f~1(A) 2 f~1(B).
Muzeme tedy nalézt neprazdnou otevienou mnozinu O C X takovou, ze O N
f~HB) = 0. Jelikoz f je oteviené zobrazeni, je f(O) oteviena mnozina v Y, ale
f(O)N B =1, coz je spor s tim, 7e B je husta. O
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1.7 Polské prostory

Definice 1.7.1. Separabilni iplné metrizovatelny topologickij prostor nazjvdme
polskym prostorem.

Véta 1.7.2. Necht X je polsky prostor a A C X je mnozina typu Gs. Potom A
je polsky prostor.

Dikaz. Viz 1], Véta 3.11]. O

Lemma 1.7.3. Necht X je polsky prostor. Je-li B C X hustd Gs mnoZina a
C C B je rezidudlni mnozina v B, potom je C rezidudlni mnoZina v X.

Diikaz. Jelikoz B je mnozina typu Gs v X, vime z Véty 7e B je polsky, a
tedy Bairetuv prostor. Tedy dle Lemmatu [1.4.5] existuje D C C hustd mnozina
typu G5 v B. Staci ukézat, ze D je rezidualni mnozina v X. Dle Lemmatu [1.2.3
je D v X husta a dle Lemmatu [I.4.3]je typu G5 v X. Tedy dle Lemmatu [I.4.5]je
D v X rezidualni. O

Definice 1.7.4. Necht'Y je polsky prostor. Mnozina A CY se nazgvd analytickd,
pokud existuje polsky prostor X a spojité zobrazent f : X — Y takové, Ze f(X) =
A.

Véta 1.7.5. Necht X je polsky prostor a A C X je analytickd mnozZina. Potom
A md Baireovu vlastnost.

Diikaz. Viz 1], Véta 21.6]. O

Lemma 1.7.6. Necht X, Y jsou polské prostory a f: X — Y je spojité zobrazend.
Potom existuje hustd mnoZina A C'Y typu Gy takovd, Ze f: fYA) — A je
otevrené zobrazent.

Diikaz. Necht {U,}>2, je béaze topologie prostoru X. Potom mnoziny f(U,) jsou
dle Véty analytické, a tedy dle Véty maji Baireovu vlastnost. Tedy pro
kazdé n € N existuje oteviend mnozina O, a mnozina 1. kategorie M,, takové, zZe
plati f(U,) A O, = M,. Oznatme B =Y \ (>, M,). Potom B je rezidualni
mnozina v Y, tedy dle Lemmatu existuje mnozina A C B, které je husta a
typu G5 v Y.

Ukazme, Ze f: f~}(A) — A je oteviené zobrazeni. Nejprve si pov§imnéme, Ze
pro kazdé n € N je f(U,) N A = O, N A. Jelikoz ale O,, je oteviena podmnoZina
Y, je f(U,) N A= 0,N A oteviena mnozina v A. Z¥ejmé plati, ze

FUNfH(A) = f(U) N A.

Mé&jme nynf libovolnou mnozinu V' otevienou v f~!(A). Ukazme, Ze potom f(V)
je oteviend mnozina v A. Existuje mnozina U C X oteviena v X takovd, Ze

V =Un f~1(A). Potom
FV)y=fUnfHA) = F( U U cUN F7HA) =
= f(Jiu.n @) v, o) = | JF 0.0 F7HA) U, S U} =
= J{fw)nA:Uv, cUy = {O.nA: U, CU},

coZ je sjednoceni otevienych mnozin v A, tedy oteviena mnozina v A. Tim je
ditkaz ukoncen. O
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1.8 Cantortv prostor

Definice 1.8.1. Necht X je topologickij prostor. Rekneme, Ze mnozina A C X
je obojetnd v X, pokud A je zdroveri oteviend i uzavicend mnozina v X.

Definice 1.8.2. Necht (X, G) je topologicky prostor. Rekneme, Ze (X,G) je nul-
dimenziondlni, pokud existuje bize topologie G tvorend obojetnyymi podmmnoZinams
prostoru X .

Lemma 1.8.3. Necht X je kompakini nul-dimenziondlni topologicky prostor.
Necht ' C X je uzaviend, G C X je oteviend a necht ' C G. Potom exis-
tuje obojetnd mnozina A C X takovd, Ze FF C A C G.

Diikaz. Je-li F = (), miuZeme volit také A = (). Pfedpokladejme tedy, Ze F je
neprazdné. Pro kazdé x € F nalezneme obojetnou mnozinu A, takovou, ze x €
A, C G. Potom systém mnozin {A, : x € F} tvofi oteviené pokryti mnoziny
F'. Jelikoz X je kompaktni a F' je uzaviend v X, je F' kompaktni. Mizeme tedy
nalézt pfirozené ¢islo ny a kone¢nou posloupnost bodu {z,}"°, v F takovou, 7Ze

M Ay, O F.Oznatme A = J'° | A,,. Potom A je obojetna mnozina obsahujici
F'. Déle, jelikoz pro kazdé = € F je A,, podmnozina G, je také A podmnozinou
mnoziny G. O]

Lemma 1.8.4. Nechl X je kompakini topologicky prostor, klery md spocetnou
bdzi topologie tvorenou obojetngmi mnozZinami. Potom systém wvSech obojetnijch
podmnozin prostoru X je spocetny).

Diikaz. Necht A je spocetny systém obojetnych podmnozZin prostoru X, ktery
tvoii bazi otevienych mnozin prostoru X. Necht A je libovolnd obojetnd mnozina
v X. Pak A je v X oteviena, miZeme tedy nalézt podsystém A" C A takovy, Ze
A=JA Jelikoz A je v X uzaviena a X je kompaktni, je A kompaktni. Systém
mnozin A’ pokryva A a je tvofen otevienymi podmnozinami A, tedy muZeme
nalézt kone¢ny systém A" C A’ takovy, ze A = J.A".

Kazdou obojetnou podmnozinu prostoru X mizeme tedy vyjadiit jako ko-
necné sjednoceni prvku z A. Jelikoz systém vSech koneénych posloupnosti mnozin
z A je spofetny, dostavame, ze také systém vSech obojetnych podmnozin X je
spocetny. L]

Definice 1.8.5. Uvazujme mnoZinu 28 = {{a,}>>,;¥vn€N:a, =0 V a, = 1}.
Necht a € 2N, ﬁekneme, Ze a md konecny nosic, pokud existuje n, € N takové,
Ze a, = 0 pro kazdé n > n,. Md-li a konecny nosié, oznacme U, = {b € 2N n <
Ng @ by = an}. Na mnoziné 2% uvazujeme topologii, jejiz baze je tvorena spocetngim
systémem mmnozin

{U, : a md konecng nosic}.
MnoZiny U, z tohoto systému jsou v této topologii obojetné. Mnozinu 2V s touto

topologii nazjvame Cantorovym prostorem. Cantoriv prostor je kompaktni met-
rizovatelny, a tedy polsky.

Poznamka 1.8.6. KaZdiy kompaktni podprostor Cantorova prostoru md spocetnou
bdzi topologie tvorenou obojetngmi mnoZinami. Je-li K C 2N kompaktni prostor
a {A,}5°, je posloupnost obojetngch podmnozin Cantorova prostoru tvorici bdzi
topologie, potom {A, N K}, je baze topologie prostoru K tvorena obojetngmi
podmnoZinami prostoru K.
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1.9 Meéritelné prostory

Definice 1.9.1. Necht X je mnozZina a S je o-algebra podmnozin prostoru X.
Potom dvojici (X,S) nazgvdme méritelnym prostorem a proky S nazgvdme S-
méfitelné mnoZiny. ProY € S oznaéme S|Y ={SNY : S € §}. Potom (Y,S|Y)
je zreymé také meéritelny prostor.

Definice 1.9.2. Necht (X, B) a (Y,C) jsou méFitelné prostory. Rekneme, e zob-
razeni f: X =Y je

o méFitelné, pokud pro kaZdou C-méritelnou mnoZinu C je f~1(C) B-méFitelnd
mnozing.

e zomorfismus, jestliZe [ je prosté méritelné zobrazeni X na Y a zobrazeni
=1 je meéritelné.

Relmeme, Ze prostory X, Y jsou izomorfni, pokud existuje izomorfismus prostoru
X na prostor'Y.

Definice 1.9.3. Necht P je systém podmnozin mnoziny X. Potom existuje nejmensi
o-algebra podmnozin X obsahujici P. Tuto o-algebru nazyvime o-algebrou gene-
rovanou systémem P a znacime ji o(P).

Lemma 1.9.4. Necht X je mnoZina a P C 2% je systém mnoZin uzavieny na
konecné priniky. Pokud je systém mnozin Q C 2% uzavreny na dopliiky a spocetnd
disjunktni sjednocent a obsahuje P, potom Q obsahuje o(P).

Dikaz. Viz 1], Véta 10.1]. O

Definice 1.9.5. Necht (X,G) je topologicky prostor. Potom znacime B(X) =
o(G). Pruky systému B(X) nazgvdme borelovské mnoZiny.

Meéritelny prostor (X,S) nazgvdme standardnim borelovskym prostorem, pokud
existuje topologie G na prostoru X takovd, Ze prostor (X, G) je polskyj a S = B(X).

Véta 1.9.6. Necht (X,S) je standardni borelovsky prostor a Y € S. Potom
(Y, S|Y) je standardni borelovsky prostor.

Diikaz. Viz [I], kapitola 13. O
Nésledujici véta je klicovym prvkem pro dikaz véty o desintegraci mér.

Véta 1.9.7. Necht (X,S) je standardni borelovsky prostor. Potom existuje bore-
lovskd mnozina E C 2N takovd, Ze (X,S) je izomorfni s (E,B(F)).

Diikaz. Viz [T, Véta 12.1]. 0

Definice 1.9.8. Necht (X, S) je méfitelny prostor a necht S € S. Funkci xs: X —
[0,1] definovanou predpisem

() 1, gjellixels,
T) =
s 0, ginak,
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nazyvdme charakteristickou funkci mnoZiny S.
Funkce f: X — R se nazjvd S-jednoduchd, jestliZe existuji n € N, mnoZiny
S; € S a redlnd c¢isla a; pro 1 < j < n takovd, Ze

f= Z a;xs,-
=1

Definice 1.9.9. Necht (X,S) je méritelny prostor. Zobrazeni p : S — [0,00]
nazgvame mirou na (X,S), pokud je splnéno:

(i) u(®) =0,

(43) pokud {A;}52, € S je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin, potom
M(U?il Aj) = Zjil Aj.

Trogici (X, S, u) potom nazgvdime prostorem s mirou.

Mira p se nazgjvd koneénd, pokud pu(X) < oo.

Mira p se nazgvd pravdépodobnostni, pokud pu(X) = 1.

V dalsim budeme zakladni vlastnosti miry a integralu pouzivat bez dikazu.

Definice 1.9.10. Necht (X,S,u) je prostor s mirou a necht A € S. Potom
znacime pa miru na (A, S|A) definovanou predpisem

(1a)(B) = u(B), B e S|A.

Definice 1.9.11. Necht (X, S, i) je prostor s mirou. ﬁe/meme, ze funkce f: X —
R je p-mévitelnd, pokud eristuje mnozina Y € S takovd, Ze p(X \Y) =0 a f je
meéritelnd na (Y, S|Y).

Definice 1.9.12. Necht (X,S) je méritelny prostor a necht u,v jsou miry na
(X,S). Rekneme, Ze mira p je absolutné spojitd vzhledem k mire v, znacime
p <L v, pokud pro kaZdou mnozinu B € S plati u(B) = 0 kdykoli v(B) = 0.

Lemma 1.9.13. Necht (X, B),(Y,C) jsou méfitelné prostory a f: X — Y je
méritelné zobrazend. Je-li u mira na (X,B) a A € B, potom zobrazeni va: C —
[0,00] definované predpisem

va(C) = p(AN f7H(C)), CecC

je mira na (Y,C). Specidlné pro A = X znacime f(u) = vx.
Navic plati, Ze jsou-li By, By C X méritelné, By C By, potom v, < vpg,. Speci-
dlné, pro kazdou mnoZinu B € B plati vg < f(u).

Diikaz. Nejprve je tieba ovérit vlastnosti z Definice [I.9.9]

(i) Plati va(0) = u(AN f710)) = u(®) = 0.

(4) Zvolme posloupnost po dvou disjunktnich mnozin {C;}52, C C. Oznacime-li
Bj = AN f71(C}), potom {B;}32, je posloupnost po dvou disjunktnich méfitel-
nych podmnozin prostoru X, a tedy plati

o

VA(U Cj) = M(U By) = ZM(BJ) = walCy).

j=1

Necht By, By € B, By C B,. Predpokladejme, Ze mnozina A € B je takova, Ze
0 = vp,(A) = u(By N f71(A)). Potom (By N f71(A)) C (By N f71(A)). Tedy
(BN f7HA)) < u(B:N f7H(A) =0, atedy vp, (A) = u(BiN f~1(A4) =0. O
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Definice 1.9.14. Necht (X,S) je méFitelny prostor a p,v jsou miry na (X,S).
Rekneme, Ze p-meéritelnd funkce f: X — [0,00) je Radonova-Nikodymouva deri-
vace miry v vzhledem k p (znacime g—l’:), pokud pro kaZdou mnozZinu B € S plati
v(B) = [ fdp.

Dikazy vSech nésledujicich tvrzeni z teorie miry a integralu lze nalézt v [3].

Lemma 1.9.15. Necht (X,S) je méFitelny prostor a p,v jsou konecné miry na
(X,S). Je-li f Radonova-Nikodymova derivace miry v vzhledem k u, potom pro
kaZdou p-meévitelnou funkci g: X — R a pro kaZdou mnoZinu B € S plati

/B g(@)dv(z) = / 9(x) f(2)dp(x).

Véta 1.9.16 (Radon-Nikodym). Necht (X,S) je méritelny prostor. Necht u,v
jsou konecné miry na (X,S) a necht v < p. Potom existuje nezdpornd ji-
meéFitelnd funkee f: X — [0,00), kterd je Radonovou-Nikodgmovou derivaci miry
v vzhledem k . Navic f je uréena jednoznacné az na mnoZinu u-miry 0.

Véta 1.9.17 (Lebesgueova o monotoénni konvergenci). Necht (X, S, ) je prostor
s mirou. Necht { f,}5°, je posloupnost nezdaporngch méritelnijch funkei takovd, Ze

pro kazdé n € N je f, < fnoi1. Necht f =lim,,_, fn. Potom

/fd,u: lim/fnd,u.
X n— o0 X

Definice 1.9.18. Necht X je mnoZina. Rekneme, Ze systém O C 2% je mnoZinovy
okruh, jestliZe

(i) 0 € O,

(73) pokud A, B € O, potom A\ B € O,

(1i1) pokud A, B € O, potom AU B € O.

Definice 1.9.19. Necht X je mnoZina a O C 2% je mnoZinovy okruh. Relmeme,
Ze mnozZinovd funkce m: O — [0,00| je pramira, pokud spliiuje

(i) () =0,

(it) jsou-li A,, € O po dvou disjunktni mnoziny a\J,—, A, € O, potom (| J,—, A,) =
Yniam(An).

Véta 1.9.20 (Hopf). Necht X je mnoZina a necht O C 2% je mnoZinovy okruh.
Je-li m pramira na O, potom existuje mira p definovand na o(0), kterd rozsifuje
. Pokud je navic pramira m konecénd, potom je p urcena jednoznacneé.

1.10 Prostor pravdépodobnostnich mér

Definice 1.10.1. Necht (X, S) je standardni borelovskyj prostor. Mira p na (X, S)
se nazyvd borelovskd. Oznacme P(X) mnoZinu viech borelovskijch pravdépodob-
nostnich mér na (X, S).

Poznamka 1.10.2. Necht (X,S) je standardni borelovsky prostor. Necht u €
P(X). Necht A € S a necht u(A) > 0. Potom dle Véty je (A, S|A) stan-
dardni borelovsky prostor a zrejmé plati, Ze

plA

(A € P(A).
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Poznamka 1.10.3. Necht (X,S) je standardni borelovsky prostor. Necht A € S
a necht p € P(A). Potom miZeme p piirozené chdpat jako miru i € P(X)
definovanou predpisem

a(B)=wu(BNA), BeS.
Tuto miru budeme opét znacit .

Lemma 1.10.4. Necht (X,S) je standardni borelovsky prostor. Necht { i, }5°, je
neklesagici posloupnost borelovskijch konecnigich méer na X spliujici lim,, o0 p, (X) =
1. Definujme

u(B) = lim pu,(B), BE€S.

n—o0

Potom p1 € P(X).

Diikaz. Plati p(0) = limy, o0 p1n(0) = lim,, oo 0 = 0. Dale p(X) = lim,, o0 1 (X) =
1. Zbyva ovéfit o-aditivitu. Necht {4;}32, C S je posloupnost po dvou disjunkt-
nich mnozin. Jelikoz pro kazdé n € N je 37 p1,(A;) < pn(X) < 1, dostavame,
ze

p(lUJ A = lim ([ A4)) = lim Y p(A)) = Y lim g (Ay) = ) u(A)).
j=1 j=1 J=1 J=1 J=1

]

Definice 1.10.5. Necht X' je topologicky prostor a necht’ u je borelovskd mira na
X. Rekneme, Ze i je requldrni, pokud pro kazdou mnozZinu B € B(X) plati

w(B) = inf{u(G) : G O B oteviend} = sup{u(F') : F C B uzaviend}.

Lemma 1.10.6. Necht X je metrizovatelnyj prostor a necht p je pravdépodob-
nostni mira na (X, B(X)). Potom u je requldrni.

Diikaz. Ozna¢me
G={D e B(X):uD)=inf{u(G): GO D oteviena}},

F={D e B(X) : u(D) =sup{u(F) : F C D uzaviena}}.

Oznatime D = G N F a ukdzeme, ze D = B(X).
Necht F' je uzaviend mnozina v X a necht € > 0 je dano. Jelikoz X je metrizo-
vatelny, dle Lemmatu je F' typu G5 v X. Tedy existuji oteviené mnoziny
{G,}22, takoveé, ze F = (2, G,. Mazeme volit {G,}>>, tak, Ze pro kazdé¢ n € N
je Ghi1 C Gy, Potom plati

p(F) = lim p(Gy).

n—oo

Nalezneme ng € N takové, ze pu(Gp,) < p(F) + €. Jelikoz Gy, je oteviend a € > 0
bylo voleno libovolné, dostavame, ze F' € G. Ziejmé plati také, ze F' € F. Tedy
F eD.

Predpokladejme nyni, ze D € D. Ukazme, ze X \ D € D. Bud ¢ > 0 dano.
Jelikoz D € D, nalezneme otevienou mnozinu G a uzavienou mnozinu F takové,
ze

FCDCG a p(F)+e>pu(D)>uG)—e
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Potom mnozina X \ F je oteviend, obsahuje X \ D a
WX\ F) = 1—p(F) < 1— (D) +e= p(X \ D)+
Obdobné X \ G je uzaviend podmnozina X \ D a
WX\ G) > u(X\ D) —e

Tedy X\ D € D.
Nakonec ukazme, ze systém D je uzavieny na spocetnd disjunktni sjednoceni.
Necht {D,,}22, je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z D. Ozna¢me

D = [OJ D,.
n=1

Nejprve ukazme, ze D € F. Zvolme libovolné ¢ > 0. Jelikoz

> (D) = p(|J Dn) < u(X) <1,

miizeme nalézt ng € N takové, ze

n=ng

Dale pro kazdé n < ng nalezneme uzavienou mnozinu F,, C D, takovou, zZe

€

plF) > p(Dy) = 5oy

a oznacime
no—1

F= L_Jan

Potom F' je uzaviend podmnozina D a

§(D\F) = (D)~ u(F) = S u(D) ~ 3 () =
- Z_(M(Dn) —u(F)) + Y n(Dn) < Z_ 27; +§ <e

Nakonec ukazme, 7e D € G. Bud ¢ > 0 dano. Pro kazdé n € N nalezneme
otevienou mnozinu G, O D, takovou, ze

1(Gn) < p(Dn) + 2%

Potom

Q= G G
n=1
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je oteviena mnozina v X obsahujici D. Dale

w(G) <> u(Gh).

Tedy

o0

WG\ D) €D p(Gu\Da) < Y 5 = e

Jelikoz systém vSech uzavienych mnozin je uzavieny na konecné pruniky, mizeme
pouzit Lemma a dostaneme, Ze D obsahuje vSechny borelovské mnoziny. [

Véta 1.10.7 (Lusin). Necht XY jsou topologické prostory. Necht Y md spo-
cetnou bdzi oteviengjch mnozin. Necht X je metrizovatelny prostor, p € P(X) a
necht f: (X,B(X)) — (Y,B(Y)) je p-mévitelnd funkce. Potom pro kazdé € > 0
eristuje uzaviend mnozina F C X takovd, Ze (X \ F) < € a f|r je spojité
zobrazent.

Diikaz. Necht {U,}5°, je baze topologie prostoru Y. Dle Lemmatu [1.10.6[ je
regularni. Pro kazdé n € N je mnozina f~1(U,) méfitelna, mizeme tedy nalézt
otevienou mnozinu (G, a uzavienou mnozinu F), takové, ze

HE) + 3oz > n(F 7 U) > 1(Ga) = 5

Oznaéime

U=|]J(G\F).

Jelikoz pro kazdé n € N je mnozina G, \ F,, oteviené a

€
on+1 )

(G \ Fr) <
je také U oteviena a u(U) < e. Oznacime
F=X\U.
Potom F' je uzaviend a pu(X \ F') < e. Déle pro kazdé n € N je
A UNNF=G,NF

oteviena mnozina v F. Jelikoz {U,}52, je baze topologie Y, dostavame, 7e f|p
je spojité. O
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Kapitola 2

Desintegrace kategorie

Znaceni 2.0.8. Necht X je topologickyj prostor. Pro mnoziny A, B C X piseme
A <oy B, pokud AN B je rezidudlni mnozina v B.

Véta 2.0.9 (Desintegrace kategorie). Necht XY jsou polské prostory a f: X —
Y je spojité oteviené zobrazeni. Necht A C X md Baireovu vlastnost. Oznacme

Wu={yeY A=< f W}

Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) A je rezidudlni mnoZina v X,
(17) Q4 je rezidudlni mnoZina v'Y .
Diikaz. (i) = (it1) Pfedpokladejme nejprve, ze A je oteviena a hustd podmnozina
X. Oznacme
C={yeY:An fy)jehusta v '(y)}.

Chceme ukazat, Ze Q4 je rezidudlni v Y. JelikoZ pro kazdé y € Y je AN f~1(y)
oteviena mnozina v f~!(y), sta¢i dle Lemmatu ukazat, Ze mnozina C' je rezi-
dualni v Y. Tim bude dukaz hotov v p¥ipadé, Ze A je oteviend hustd podmnozina
X.

Lemma 2.0.10. MnozZina C' je rezidudlni v'Y .

Dikaz. Necht {U,}72, je baze otevienych mnozin prostoru Y. Pro kazdé n € N
oznacme

Co={yeY : [l y)nU,#0= [y)NU,NAF#0}.

Zvolme libovolné n € N.
Nejprve ukazme, ze C), je mnozina typu Gs. Polozme

Cr=Y\[f(Un), Co=[f(U,NA)
a ukazme, ze C,, = C1 U (5.
yeC,oycizeY 1 )nU, 0= f)NU,NA#£)} &
S (TWnU =0V (T ynU,NnA#£0) &
S -o3zxelU,: fz)=y)VEx e (U,NA): f(z)=y) <
sye Y\fU))Vye f(lU,NA)syeCiVye(Cy <
<:>y601U02.
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Dale, jelikoz je f oteviené zobrazeni, je ('} uzaviend mnozina a C5 je oteviena
mnozina. Jelikoz Y je metrizovatelny prostor, dle Lemmatu je C7 mnozina
typu Gs. Tedy C,, je sjednocenim dvou mnozin typu Gs. Dle Lemmatu [1.4.3] je
tedy také C, mnozina typu Gjy.

Nyni dokazme, ze C,, je hustd. Necht V C Y je neprazdnd oteviena mnozina.
Jestlize existuje y € V N Oy, potom C, NV # (). Pfedpokladejme tedy naopak, ze
V CY\C = f(U,). Potom f~1(V)NU, je neprazdna mnozina a je oteviena,
nebot f je spojité. Jelikoz A je husta, existuje x € f~1(V) N U, N A. Polozime-li
y = f(z), potom y € VNCy CV NC,. Tedy C, je husta.

Ukéazali jsme, ze pro kazdé n € N je C, hustd G5 mnozina v Y, tedy dle
Lemmatu je C, rezidualni. Pouzitim Lemmatu dostaneme, ze (.-, Cp
je reziduélni mnozina v Y.

Nyni piikro¢me k dikazu, ze C je rezidualni. Sta¢i ukazat, ze C' 2O (), C,.
Bud y € .2, C,, libovolné. Zvolme U C f~!(y) neprazdnou otevienou podmno-
zinu f~!(y). Potom existuje n € N takové, ze 0 # U, N f~1(y) C U. Jelikoz
y € Cy, plati, zZe ANU, N f~y) # 0, tedy také ANU N f~1(y) # 0. Jelikoz
oteviena neprazdnd mnozina U byla libovolna, je AN f~!(y) husta podmnozina

[ Hy), tedy y € C.

]

Necht nyni A je obecnd rezidudlni podmnozina X. Uzitim Lemmatu na-
lezneme hustou Gs mnozinu B C A. Nalezneme posloupnost otevienych hustych
mnozin {B,}°, spliwjici B = ()_, B,. Ozna¢me

Qp, ={WeY By < f ')} a Q={ycY:B <[y}

Dle predchoziho jsou mnoziny Qg rezidualni v Y, tedy dle Lemmatu je re-
zidualni také mnozina [~ p,. Dokazme, Ze Qg je rezidualni v Y. Staci ukazat,
ze Qp D\~ Qp,. Necht y € (), Qp, je libovolné. Potom pro kazdé n € N je
mnozina B, N f~1(y) rezidualni v f~1(y), tedy také mnoZina

e}

B y) = (BN F(y)

n=1

je rezidualni v f~1(y), a tedy y € Qp.

Kone¢né, jelikoz A O B, ziejmé Q4 O Qp, a tedy Q4 je rezidudlni v Y.

(1) = (i) Tuto implikaci dokazme sporem. Piedpokladejme, A C X je mno-
zina s Baireovou vlastnosti takova, 7ze mnozina €4 je rezidualni v Y, ale A neni
reziduédlni v X.

Pouzitim Lemmatu nalezneme neprazdnou otevienou mnozinu O C X
takovou, ze AN O je mnozina 1. kategorie v X. Potom reziduélni mnozina X \
(AN O) ma Baireovu vlastnost dle Lemmatu , miizeme na ni tedy pouzit jiz
dokazanou implikaci (i) = (i) a dostaneme, ze mnozina

Qx\(ano) = {yeY (X \(ANO)) <re fﬁl(y)} =
={yeY :ANON f(y) je mnozina 1. kategorie vf ' (y)}

je rezidudlni v Y. Jelikoz Y je Baireliv prostor a 4, Qx\(ano) jsou rezidudlni
mnoziny v Y, jsou dle Véty v Y husté.
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Dale, jelikoz O je neprazdna oteviend mnozina a f je oteviené zobrazeni,
je mnozina f(O) neprazdna a oteviena, tedy muzeme nalézt y € f(O) N Qs N
Qx\(4n0)- Zobrazeni f je spojité, tedy f~'(y) je uzaviena podmnozina X. Jelikoz
X je tiplné metrizovatelny, je také f~1(y) aplné metrizovatelny prostor. Dle Véty
[1.6.3] je tedy f~'(y) Baireiv prostor.

Dale f~'(y) N O je neprazdna oteviena mnozina v f~!(y). Jelikoz y € Q4 N
Qx\(an0), Plati, Zze AN f~1(y) je rezidualni v f~'(y), ale ANON f~'(y) je mnoZina
1. kategorie v f~1(y), ¢imZ dostavame spor s Lemmatem

O

Disledek 2.0.11 (Kuratowského-Ulamova véta). Necht XY jsou polské pro-
story. Necht A C X XY md Baireovu vlastnost. Oznacme

QF ={z € X : A, je rezidudlni v Y}, Q¥ = {y € Y : A, je rezidudlni v X}.

Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) A je rezidudlni v X X Y,

(i1) QX je rezidudlni v X,

(ii1) QY je rezidudlni v'Y .

Diikaz. Staci dokazat (i) < (ii). Dikaz ekvivalence (i) < (7ii) je zcela obdobny
a z téchto dvou ekvivalenci jiz plyne (i7) < (4it).

Projekce mx : X XY — X je spojité oteviené zobrazeni a pro kazdé x € X plati
e (z) ={z} x Y, 7 (z) N A = {2} x A,.

Aplikujeme Vétu na polské prostory X x Y a X, mnozinu A a zobrazeni
mx. Dostaneme tak ekvivalenci néasledujicich dvou tvrzeni:

(1) A je rezidualni v X x Y,

(i) QX = {x € X : {x} x A, je rezidudlni v {z} x Y} je rezidualn{ mnozina v X.
JelikoZ ziejmé plati, ze QX = QF, je dikaz hotov. O

Dle Lemmatu kazdé spojité otevieni zobrazeni mezi polskymi prostory
zachovava kategorii. Nasledujici véta tika, Zze Véta o desintegraci kategorie plati i
za slabstho predpokladu na zobrazeni f.

Véta 2.0.12 (Desintegrace kategorie-silngjsi verze). Necht XY jsou polské pro-
story a f: X —'Y je spojité zobrazeni zachovdvajici kategorii. Necht A C X md
Baireovu vlastnost. Oznacme

Qu={yeY:A=<w 1y

Potom jsou ndsledugici tvrzent ekvivalentni:
(1) A je rezidudlni mnozina v X,
(17) Q4 je rezidudlni mnoZina v'Y .

Diikaz. Dle Lemmatu nalezneme hustou Gs mnozinu Z C Y takovou, ze
f: f7YZ) — Z je otevrené zobrazeni. Oznatme W = f~1(Z). Potom W je
mnozina typu Gs v X dle Lemmatu [I.4.4] Tedy W, Z jsou polské prostory dle
Véty [1.7.2] Dale, jelikoz Z je husta G5 podmnozina Y, je dle Lemmatu v
tomto prostoru reziduélni. Zobrazeni f dle predpokladu zachovavi kategorii, z
¢ehoz plyne, ze W je rezidualni podmnozina X. Jelikoz X je Bairetv prostor, je
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dle Véty W hust4d mnozina v X.
(1) = (ii) Necht A je rezidualni v X. Jelikoz je W rezidualni mnozina v X, dle
Lemmatu je ANW rezidudlni mnozina v W. Oznac¢me

QAHW = {y c 7 A NnNw <rez fﬁl(y)}

Vime, ze f: W — Z je spojité oteviené zobrazeni mezi polskymi prostory W, Z.
Jelikoz A N W je rezidualni podmnozina W, dle Véty je mnozina Qanw
rezidudlni v Z.

Jelikoz Z je husta a typu G5 v Y, dle Lemmatu [[.7.3]je Qsnw rezidualni mnozina
v Y. Jelikoz ziejmé Qy O Qanw, dostavame, ze €24 je rezidualni v Y.

(17) = (i) Predpokladejme, 7e 4 je rezidualni mnozina v Y. Potom dle Lemmatu
[1.6.6] je mnozina Z N, rezidualni v Z. Opét pouZijme Vétu na oteviené
spojité zobrazeni f mezi polskymi prostory W, Z a dostaneme, ze ANW je rezidu-
alni podmnozina W. Jelikoz W je husta mnozina typu G5 v X, je A dle Lemmatu
[1.7.3 rezidualni podmnozina X. O
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Kapitola 3

Desintegrace mér

Véta 3.0.13 (Desintegrace mér). Necht (X, B), (Y,C) jsou standardni borelovské
prostory a f : X — Y je méritelné zobrazeni. Necht u € P(X) a necht v = f(u).
Potom existuje zobrazeni y — p, 2 Y do P(X) takové, Ze

(D1) zobrazeniy — p,(B) je métitelné z (Y,C) do (R, B(R)) pro kaZdou mnoZinu
B e B,

(D2) p(B) = [ puy(B)dv(y) pro kaZdou mnoZinu B € B,

(D3) ezistuje mnozina Q € C takovd, Ze v(Q) = 1 a pro kazdé y € Q je
py(f7H () = 1.

Diikaz. Necht Gx, Gy jsou topologie na prostorech X, Y takové, ze prostory
(X,Gx), (Y,Gy) jsou polské a o(Gx) = B, o(Gy) = C. Dukaz provedeme ve
¢tytech krocich.

Predpokladejme nejprve, ze X je kompaktni prostor, ktery ma spocetnou bazi
z obojetnych mnozin a f: X — Y je spojité zobrazeni. Oznacme

A={AC X : Ajeobojetna v X}.

Dle Lemmatu [1.8.4je systém A spocetny, a muzeme tedy psat A = {A4,,}°°,. Pro
kazdé n € N definujme mnozinovou funkci v, : C — [0,1] pfedpisem

va,(C) = u(A, N f1(C)), Cec.

Potom v4, je mirana Y a v4, < v dle Lemmatu [L.9.13
Dle Véty [1.9.16| pro kazdé n € N existuje v-méfitelna funkce g4, : Y — [0,00)
takova, ze

va,(C) = / ga,dv, C€C.
C

Specialné muzeme volit gy = 0 a gx = 1. Definujme pro kazdé y € Y mnozinovou
funkci 7, na A predpisem

Wy(A> = gA(y)7 Ae A
Lemma 3.0.14. Oznacme
Z={yeY :m jepramira na A a m(X) = 1}.

Potom Z obsahuje mnoZinu v-miry 1.
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Dijkaz. Diky volbé gy = 0 a gx = 1 dostavame, 7e pro kazdé y € Y je m,(0) =

90(y) =0 am,(X) =gx(y) = 1.
Oznacéme

K = {K C N kone¢na : A;, Ay, jsou disjunktni pro kazdé j, k € K,j # k}.
Pro kazdou mnozinu K € K ozna¢me

Ag=|J A a Wrx={yeY m(Ax)=> m(A,

nekK nekK

Zvolme libovolné K € K. Z¥ejmé Wi je méfitelnd mnozina. Dokazme, ze v(Wi) =
1. Cheeme ukazat, Ze ga, (y) = >_,cx 94, (y) pro v-skoro vsechna y € Y. Uva-
zujme funkci hy, definovanou predpisem

ha(y) = ZgAn(y), yevy.

nekK

Potom h 4, je v-méfitelna funkce a pro kazdou mnozinu C' € C plati

/YhAK /ZgA Ydv(y Z/QA )dv(y
= v (C) =) AN fHC)) =

jEK jEK
= (AN f7HC)) = va(C).
Dle Véty [1.9.16] tedy ha, = ga, v-skoro vS8ude. Tedy pro v-skoro vSechna y € Y

plati
Ty(Ar) = ga (v) = hae () = D ga. (W) = Y 7wa,(v)

nekK nekK

Jinymi slovy, v(W}) = 1, coz jsme chtéli dokazat.
Jelikoz systém IC je spocetny, dostavame, ze

v([) Wk) = L.

Kek
Nyni stac¢i ukazat, ze
Z2 () Wk.
Kek
Necht y € Nyex Wik- Necht A € A je libovolna obojetna mnozina. Predpokla-
dejme, zZe
A=A,
n=1

kde {A4,}52, € A je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin. Potfebujeme

ukézat, ze
A)=> m(A

n=1

Jelikoz A je uzaviend mnozina v X a X je kompaktni, je A kompaktni v X.
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Jelikoz mnoziny A, jsou oteviené, existuje konefnd mnozina prirozenych ¢isel

K € K takova, ze
A= A

nek
Jelikoz A,, jsou dle predpokladu po dvou disjunktni a

U An = U Ana
n=1 nekK
dostavame, ze A, = () pro kazdé n € N\ K. Jelikoz y € Wy, dostéavame, ze

Zﬂy(An) = Z Ty (An) + Z Ty(An) = Z Ty (An)+0 = Z Ty (An) = my(A).

nek neN\K nek nek
O
Lemma 3.0.15. Oznacme
W={yeY,;VAe A: AD fl(y) = m,(A) = 1}.
Potom W obsahuje mnoZinu v-miry 1.

Dikaz. Pro A € A oznatme
Wa={yeY :AD f_l(y) = m,(A) =1},
Za={yeY:AD f Yy}

Potiebujeme ukazat, ze Z4 je borelovskd mnozina v Y. Dokazeme, Ze je dokonce
oteviend. Ziejmé Z4 =Y \ f(X \ A). Jelikoz A je oteviend mnozina v X, je X\ A
uzaviena, a tedy kompaktni mnozina v X, nebot X je kompaktni. Jelikoz f je
spojité, je f(X \ A) kompaktni, a tedy uzaviend mnozina v Y. Tedy Y\ f(X \ A)
je oteviena mnozina.

Uvazujme nyni funkci hy definovanou predpisem

ha(y) 1, je-liy € Zy,
A\Y) = ..
ga(y), jinak.

Potom h je v-méritelnd funkce. Plati totiz

ha=1xz, + gaxx\z4-

Dokazeme, ze

/hAdl/:/gAdy, CeCd. (3.1)
c c

Jelikoz pro kazdou borelovskou mnozinu C' C Y \ Z,4 vztah (3.1) zFejmé plati,
sta¢i ukazat, ze (3.1) plati pro kazdou borelovskou podmnozinu Z4. Potom totiz
pro kazdou mnozinu C' € C dostaneme, 7e

/hAdV:/ hAdI/—I—/ hadv =
c CNZa CN(Y\Z4)

:/ gAdl/+/ gAdV:/gAdV-
CNZa CN(Y\Za) c
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Necht tedy C' C Z4 je libovolnd borelovskd mnozina. Ukazme, ze A
Necht z € f71(C) a ozna¢me y = f(x). Jelikoz C C Zyu, je f1(y)
z € fy) CA

Nyni dostavame, ze

2 fHO).
C Te

A. Tedy

[ adv = [ 1y = 0(C) = u7HCY) = 5 HC) N A) = a(C) = [ g
c c c
Dle Véty tedy dostavame, ze hy = g4 v-skoro viude. Oznacime

Pi={yeY :haly) =ga(y)},

Hy={yeY: : f(y) CA= haly) =1}.
Potom v(P4) = 1 a pfimo z definice funkce h plyne, ze H4 = Y. Nyni dostavame,
7e

WAQHAQPA:PA.

Tedy
W= [1Wa2 () Pa
AeA AcA
Jelikoz v((4eq Pa) = 1, je diikaz hotov. O

Naleznéme mnozinu 2 C Z N W v-miry 1. Systém mnozin A je mnozinovy
okruh, muzeme tedy vyuzit Vétu [1.9.20] a pro kazdé y € €2 nalézt jednoznacéné
urtenou miru p,, definovanou na o(A) = B spliiujici

py(A) =my(A), AecA

Zvolme libovolnou miru o € P(X) a pro kazdé y € Y \ Q polozme p,, = pp.

Lemma 3.0.16. Oznacme
D={D e B:yw u,(D) je v-méfitelnd funkce
a pro kazdou mnozinu C € C je u(DN f~H(0)) = / py(D)dv(y)}.
c

Potom D = B.

Diikaz. Ukazeme, ze D obsahuje vSechny obojetné podmnoziny X a je uzavieny
na doplnky a spocetnd disjunktni sjednoceni. Potom D = B dle Lemmatu [1.9.4
Necht A C X je obojetna. Potom funkce y — 11,(A) je méfitelna, nebot

my(A) = ga(y), Jjeliy e,
py(A) = ’ s
po(A), jinak.

Necht C' € C. Potom

WAN [7H(C)) = va(C) = /C galy)dv(y) =



tedy A € D.
Necht D € D. Potom py,(X \ D) = 1 — pu,(D), tedy y — p,(X \ D) je
v-méfitelna funkce. Jelikoz X je obojetnad mnozina, je X € D, a tedy méame

p((X\D)NFHE)) = p(X N fTHON\N (DN fH(O)) =
pX N fHE) — (DN fH(C) =

v(y) 1y (D
c c

- / (1y(X) = (D)) () = / (X \ D)du(y)

/\/\

Jinymi slovy, X \ D € D.
Necht {D,}>°, je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z D. Ozna¢me

D =J,;Z, Dn. Potom py (D) = py(UpZy D) = 3202, py(Dn), tedy y = 1, (D) je
v-méfitelna funkce. Dale plati

p(D o ZMD n gt Z/uy Dy

tedy D € D. O

Dle Lemmatu tedy plati (D1) z tvrzeni véty. Dale volbou C' =Y dostaneme,
ze pro kazdou mnozinu B € B plati

W(B) = w(BNX) = (BN fH(Y)) = /Y 1y (B)dv(y),

a tedy také (D2) je splnéno.
Nyni dokazme (D3). Ozna¢me

E={EeBVYyeQ: f'(y) CE= u,(E)=1}.

Dokazme, ze A C £. Necht y € Q je libovolné a necht A je obojetnd mnozina
obsahujici f~!(y). Potom p,(A) = m,(A) = 1, jelikoz y € W.

Nyni ukdzeme, Ze £ obsahuje vSechny oteviené podmnoziny X. Necht y € € je
libovolné a necht G je oteviena mnoZina obsahujici f~!(y). JelikoZ f je spojité, je
f~Y(y) uzaviena mnozina. Mizeme tedy pouZit Lemma a nalézt obojetnou
mnozinu A takovou, ze f~!(y) C A C G. Dle piedchoziho je u,(A) = 1, tedy také
1y (G) = 1.

Nyni mtzeme vyuzit regularitu miry p, a dostaneme, zZe

1y (f7H(y)) = inf{p,(G) : G 2 f}(y) oteviend} = 1.

Tim je diikaz ukoncen za predpokladu, Ze f je spojité zobrazeni a X je kompaktni
prostor se spocetnou béazi topologie tvofenou obojetnymi mnozinami.

Predpokladejme nyni, Ze X = 2V a f: 2¥ — Y je méfitelné zobrazeni, nikoli
nutné spojité. Uzijeme Vétu [1.10.7| a nalezneme rostouci posloupnost kompakti
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{K,}5°, v X takovou, ze pro kazdé n € N je f|g, spojité zobrazeni a u(K,) >
1 —1/n. Pro kazdé n € N necht

yars _ _ _
Hn = /L(KTL>7 fn — f|Kn7 Vp = fn(/fln)a Yn - fn(Kn)7

kde pouzivame znaceni z Definice Potom K,, jsou kompaktni podprostory
prostoru K, a tedy jsou to standardni borelovské prostory. Zobrazeni f,,: K, =Y
je spojité a dle Poznamky [1.10.2] je p, € P(K,). Dle pfedchoziho tedy muzeme
nalézt zobrazeni y — py z Y do P(K,) takové, Ze

(D1),, zobrazeni y — py(B) je méfitelné z (Y,C) do (R, B(R)) pro kazdou mno-
zinu B € B(K,),

(D2)y pin(B) = [ pp(B)dvy(y) pro kazdou mnozinu B € B(K,),

(D3), existuje mnozina Q, € C takova, ze v,(Q,) = 1 a u(f;'(y)) = 1 pro
kazdé y € Q,,.

Dle Poznamky |1.10.3| chapeme py; jako miry na celém X. Potom (D2),, plati pro

kazdou borelovskou podmnozinu X, nebot

(B) = (B OK) = [ (B0 K )v() = [ (Byiva), B € B.

Dokazme, ze v, < v pro kazdé n € N. Necht C' € C je libovolna mnozina v-miry
0. Potom

PP Y 110 il (%)) I O el (%)) B A(S)
O =l OV =R S TR )

Dle Véty [1.9.16| tedy nalezneme r-méftitelnou funkci g, takovou, ze

=0.

<

Vn(C)Z/an(y)dV(y), Cec.

Potom dle Lemmatu [1.9.15| pro kazdou v-méftitelnou funkci f na Y plati

/Y fy)dva(y) = /Y W) gn(y)dv(y),

mé-li alespon jeden z integralu smysl.

Lemma 3.0.17. Oznacme pron e Nay €Y

hi(B) = py (B)u(Kn)gn(y), B € B.

Potom hY je borelovskd mira na X. Ddle existuje mnoZina © € C takovd, Ze
v(©) =1 a pro kazdé y € © plati ndsledujict tFi vijroky:

(1) Pro kazdé n € N a kaZdou mnoZinu B € B je h¥(B) < 1.

(17) Pro kazdé B € B je posloupnost redlngch cisel {h¥(B)}o, neklesagici.
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(1i1) Plati
lim (K )gn(y) = 1.

n—oo

Diikaz. Je zitejmé, ze hY je borelovska mira na X.
(1) Pro kazdé n € N a pro kazdou mnozinu C' € C plati, ze

e lf(O))
/C n(0)dv(y) = 1a(€) = £1(0) = ML <

() e R S
= _/cu( .

N M(Kn) N N(Kn) Kn)

a tedy existuje mnozina I',, v-miry 1 takova, Ze pro kazdé y € I',, je

In(y) < ,U(Kn) :

Oznaéime
o
= ﬂ r,.
n=1

Potom v(I') = 1 a pro kazdé y € T je

ho(B) = iy (B)p(Kn) gn(y) < iy (B)pu(K)

=, (B) < 1.

p(K)
(17) Necht U = {Ux}32, je baze otevienych mnozin prostoru X. Necht G je systém

vSech mnozin, které jsou koneénym sjednocenim mnozin z U. Necht G € G a
n € N. Potom pro kazdou mnozinu C' € C pouzitim Lemmatu [3.0.16| méme

H(G N 1;(C)) = o (G 11 £,(€)) = () / 3G () =

— [ nE Iy Cantavty) = [ myG
c c
Jelikoz pro kazdou mnozinu C' € C ziejmé plati, ze

w(GNFHC) < (G fh (),

dostaneme, ze

[ @y < [ @), cec

c c

Tedy existuje mnozina A# v-miry 1 takova, ze pro kazdé y € A% je
n n+1
hy (G) < hyJr (G).

Oznac¢me

A=TN( A% :neNGeG}

Jelikoz systém G je spocetny, je v(A) = 1 a pro kazdé y € A, G € Gan €N
je hp(G) < hitH(G), a tedy posloupnost {hp(G)}52, je pro kazdé G € G na A
neklesajici.
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Necht G je libovolna oteviena podmnozina X. Potom muZeme nalézt nekle-
sajici posloupnost mnozin {Gx};2, € G takovou, ze G = |J,—, Gy. Potom pro
kazdé y € A a n € N dostavame, ze

hy(G) = 1}520 hy (Gy) < kh_)rglo hZH(Gk) = hZ“(G),
tedy dostéavame, Ze posloupnost {hy(G)}o2, je pro kazdé y € A neklesajici.

Necht nyni B je libovoln& borelovskd podmnozina X. Je-li G libovolna mno-
7ina oteviend v X obsahujici B, potom pro kazdé y € A a n € N dostaneme,
7e

n n n+1
W(B) < (G < h(G).
Dle (i) je h;”rl kone¢na mira na X, a tedy dle Lemmatu |1.10.6|je regulérni. Tedy
dostaneme, Ze

n : n+1 XA & n
htH(B) = inf{h)"(G),G 2 B oteviena} > h(B).

Tedy také posloupnost {h;(B)}52, je na A neklesajici, a tedy (ii) plati.
(4ii) Necht B € B. Jelikoz posloupnost {hy(B)}52, je neklesajici na mnoziné A a

v(A) =1, muzeme dle Véty [1.9.17] psat

(B) = lim p(BOEG) = T pi(B)u(Ka) = lim |2, (B)u(En)ga(y)dv(y) =

n—oo n—o0

= lim [ hy(B)dv(y) = lim [ hy(B)dv(y) :/ lim hy(B)dv(y).

(3.2)
Specialné plati
/ ldv =1=pu(X) = / lim hy(X)dv(y) =
A A n—oo
= [ Jim i COuE o)) = (33)

_ / lim (K)o (y)dv(y).

n—o0

Dle (i) plati pro kazdé y € A an € N, ze

gn(y)M(Kn) <

tedy také
Tim p(K)gn(y) < 1.

Diky tomu a (3.3)) mizeme nalézt mnozinu © C A spliwujici v(©) = 1 takovou, Ze
pro kazdé y € © je
lim p(K,)ga(y) = 1.

n—oo
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Zvolime pevnou borelovskou pravdépodobnostni miru gy na X a definujeme

1 (B) lim,, o hZ(B), J:fa—li y € 0O,
to(B), jinak.

Potom diky Lemmatu je py € P(X) pro kazdé y € Y, a pfimo z definice
miry /i, je pro kazdou mnozinu B € B zobrazeni y — p,(B) méfitelné, tedy plati
(D1). Tvrzeni (D2) plyne ihned z vypoctu (3.2), zbyva tedy dokazat (D3). Pro
kazdé n € N nalezneme mnozinu 7, takovou, ze v,(Z,) =1 a

Yy € Zn iy (f (y) = 1.

Potom pro kazdé n € N mame, ze

v(Z,) = M(f_l(Zn)) > /ﬁ(fn_l(Zn)) = Mn(fr:1<Zn>)N(Kn) =

= U (Zn) () = p(K). (34)
Polozme o o
Z= U Zn

Potom pro kazdé n € N a pro kazdé k > n dle (3.4) mame, ze

v Zn) = v(Z) > n(K) > 1= 1/,

m=n

tedy
vl Zn) =1
Tedy také :
v(Z)=v(() | Zn) =1

n=1m=n

Oznac¢me Qov = Z N O. Zvolme libovolné y € Qv a € > 0. Jelikoz

lim 11(Ky)gn(y) = 1,

n—oo

muzeme nalézt ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je

p(K)gn(y) > 1 — €.

Jelikoz .
yezC U L,

m=ng

existuje m > ng takové, ze y € Z,,. Tedy dle definice Z,, je py(f,,* (y)) = 1. Tedy

' (F 1) = s, (F (W) (Kom) G (9)
> 1 (Frn ) (Kn) g (y) = 1K) gim(y) > 1 — €.

v

(3.5)
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Jelikoz posloupnost {h7(f~'(y))} je neklesajici, dostavame, ze (3.5) plati pro
kazdé n > m, a tedy také

(M (y)) = lim A2 (f N (y) > 1—e

n—oo

Jelikoz € > 0 bylo voleno libovolné, dostavame, 7e

my(f ' (y) = 1.

Tim je ditkaz ukonéen za piedpokladu, Ze f je méfitelné zobrazeni z 2" do Y.

Nyni pfedpokladejme, ze X je borelovskd podmnozina 2. Mame p € P(X),
méfitelné zobrazeni f : X — Y a v = f(u). Polozime

i(B) = w(BNX), BeBE"),

jako v Poznamce|1.10.3| Necht f : 2N — Y je libovolna méfitelna funkce rozgiujici
f apolozme 7 = f(u). Potom pro kazdé C € C plati

#(0) = i(F(C)) = n(F (€)M X) = u(f~(C) N X) =
— i(f7HC)) = u(F1(C)) = v(C).

Nalezneme zobrazeni y — fi, z Y do P(2") spliwjici (D1),(D2),(D3) z tvrzeni
Véty [3.0.13] Jelikoz plati
=) = [ w0 = [ (X
Y Y

a pro kazdé y € Y je
fiy(X) <1,
dostaneme, Ze pro v-skoro kazdé y € Y je fi,(X) = 1. Oznac¢me
W={yeY:pn(X)=1}
a pro kazdé y € W definujeme pravdépodobnostni miru na X pfedpisem

1,(B) = 1,(B), B e B(X).

Zvolime libovolnou borelovskou pravdépodobnostni miru g na X a pro vSechna
y € Y\ W polozme p, = pio. Nyni dokdzeme vlastnosti (D1),(D2),(D3) pro
zobrazeni y — p,,. P¥imo z definice p,, dostaneme, ze plati (D1).

Dale pro kazdé B € B(X) mame, Ze

u(B) = i(B) = /Y iy (B)di(y) = /Y iy (B)du(y) =
_ /W fiy (B)dv(y) = /W 1y (B)dv = /Y 11y (B)d(y),
tedy plati (D2).

Nakonec dokazme (D3). Necht Qqn je mnozina v-miry 1 takova, ze pro kazdé
y € Qon je f1,(f~'(y)) = 1. Potom

V(QzN) = ﬁ(QzN) =1.
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Ozna¢me Q = W N Qyn. Potom v(2) = 1 a pro kazdé y € Q plati, ze

(W) = Ay (W) = A () N X) = 1.

Nakonec predpokladejme, 7e (X, B) je obecny standardni borelovsky prostor,
p € P(X), f: (X,B) = (Y,C) je méfitelné zobrazeni a v = f(u). Uzijeme
Vétu a nalezneme borelovskou mnozinu £ C 2" a izomorfismus g prostoru
(E,B(E)) na prostor (X, B). Polozme

h=fog.

Potom h: (E,B(E)) — (Y,C) je méfitelné zobrazeni. Polozime

=g ().

Potom u = g(7), tedy pro kazdou mnozinu C' € C mame, 7Ze

v(C) = u(f~H(C) = (g~ (f(C))) = n(h(C)).

Jinymi slovy, v = h(m). Dle piedchoziho tedy muzeme nalézt zobrazeni y — m, z
Y do P(FE) spliujici, ze

(D1)g funkce y — m,(B) je méfitelnd pro kazdou mnozinu B € B(E),
(D2)g w(B) = [, m/(B)dv pro kazdou mnozinu B € B(E),

(D3)g existuje mnozina Qp € C takova, ze v(Qp) = 1am,(h™(y)) = 1 pro kazdé
y e QE

Pro kazdé y € Y polozme
ty = g(my).

Potom pro libovolnou mnozinu B € B plati p,(B) = m,(¢7'(B)), tedy funkce
y — py(B) je métitelna. Tedy plati (D1).
Déle pro kazdou mnozinu B € B plati, ze

M(B)ZW(Q_I(B))Z/Yﬁy(g_l(B))dV(y)Z/YMy(B)dV(y),

tedy plati (D2).
Nakonec dokazme (D3). Pro kazdé y € Qp mame, ze

1y (F W) = my (g7 (1 (v) = my (R (y)) = 1.

Tedy (D3) plati, oznacime-li Q = Qp.
Tim je ukoncen dukaz ¢tvrtého kroku, a tedy také celé véty. O
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Disledek 3.0.18 (Fubiniova véta). Necht (X, B) a (Y,C) jsou standardni bore-
lovské prostory. Necht mx : X XY — X je projekce. Necht i € P(X xXY') a necht

v =7x(p). Potom ezistuje zobrazeni x w— p, z X do P(Y') takové, Ze pro kaZdou
omezenou meéritelnou funkei f: (X x Y, B(X xY)) — (R, B(R)) je funkce

e /Y £ )i ()

méritelnd z (X, B) do (R, B(R)) a plati

[ f@adutay) - /X /Y Foy)dpa () (). (3.6)

Diikaz. Aplikujeme Vétu [3.0.13] na standardni borelovské prostory X x Y, X,
méftitelné zobrazeni my a miry u, v. Nalezneme métitelné zobrazeni x — i, z X
do P(X xY) takoveé, 7ze

(D1) pro kazdou mnozinu B € B(X x Y) je funkce z — [i,(B) méfitelna,
(D2) pro kazdou mnozinu B € B(X xY) je u(B) = [y fio(B)dv(z),

(D3) existuje mnozina Q@ € B takova, ze v(2) = 1 a pro kazdé z € Q je
a(m (1)) = ({2} X V) = 1.

Pro kazdé = € Q) definujme mnozinovou funkci u, na C predpisem
pe(C) = ({2} x C),  CeC.

Potom zfejmé pro kazdé =z €  je p, borelovskd mira na Y. Pouzitim (D3)
dostaneme, Ze pro kazdou mnozinu B € B(X xY) axz € Q je

i(B) = (BN ({2} x V) = fi({a} x B.) = ua(Bo).

Specialné pro kazdé x € Q je p,(Y) = fi.(X xY) =1, a tedy u, € P(Y). Zvolme
libovolnou pevnou miru py € P(Y) a pro kazdé x € X \ 2 polozme p, = pp.
Potom dle (D1) a definice p, je funkce z +— 11, (C') méfitelna pro kazdou mnozinu
C € C. Tedy dostavame, ze pro kazdou mnozinu B € B(X X Y) je funkce

- /Y (0)e ()i ()

méiitelna, nebot

[ (@) = [ xo.0dints) = [ daly) = o(B2)

Y Y v

Jelikoz v(Q2) = 1, uzitim (D2) dostaneme, 7e pro kazdou mnozinu B € B(X xY)
je

u(B) = [ uB)v) = |

Q

jia(B)dv(z) + / o (B)dv(z) =

X\Q

S— — 5— —

a(B)dv(a) + 0= [ p(Byivia) = [ p(Bo)ivle) =

Q T (3.7)

~ [ melBavia)+ [

X\Q

pa(Bo)dv(e) = [ pu(Bo)iv(o)

X
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Nyni z (3.7) dostavame platnost (3.6) pro charakteristickou funkci y 5, nebot
| xatwgauteg) =u(B) = [ nBivia) = [ [ o @itz -
XxY X xJy
~ [ [ @i wivi)
xJy

Tedy Fubiniova véta plati pro vSechny charakteristické funkce. Standardnim po-
stupem konecné dostaneme, ze platii pro vSechny omezené méfitelné funkce. [

Poznamka 3.0.19. Predchozi véeta je obecnejsi, nez klasickd Fubiniova véta. Tu
dostaneme ve specidlnim pripadé, kdy existuji miry v € P(X) a p € P(Y) takové,
Ze mira p je jejich soucinem. V tomto piipadé v = mx(u) a zobrazeni x «— p, je
konstantni na ), nebot p, = p pro kazdé x € ().
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