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Uvod

Obecna teorie relativity, od jejiz furmulace Albertem Einsteinem letos na pod-
fyzikalni predpovédi byly mnohokrat experimentalné potvrzeny, pricemz tyto ex-
perimenty znac¢né omezily pripadné teorie alternativni.

Gravitace je v obecné relativité popisovana jako samotna vlastnost prostoru
a Casu, presnéji jako zakriveni prostorocasu. V prirozeném matematickém aparatu
diferencialni geometrie je prostorocas reprezentovan diferencovatelnou varietou
s metrickym tenzorem g,,,. Pravé metrika pak musi spliiovat Einsteinovy rovnice
gravitacniho pole

G

1
R/w - §Rguu + Aguu = 7T,u1/ ) (1>

tedy soustavu deseti nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého ta-
du pro deset nezavislych slozek metrického tenzoru. Na levé strané téchto rovnic
vystupuji ryze geometrické objekty konstruované z metriky — Ricciho tenzor R,
a skalarni kiivost R — a kosmologicka konstanta A, které jsou prostiednictvim pra-
vé strany svazany s ,hmotou” v daném prostorocase reprezentovanou tenzorem
energie a hybnosti 7),,.

Nalézt presné Teseni téchto rovnic je ve vétsiné realistickych situaci nemozné.
Analytickymi nebo numerickymi metodami se proto ¢asto zkoumaji pouze feseni
aproximativni. Pfesto vSak pfesnd feSeni, byt ¢asto predstavujici pouze velmi ide-
alizované prostorocasy, hraji nezastupitelnou tlohy pii snaze o pochopeni obecné
relativity. Mimo jiné umoznuji plné zkoumat nelinearitu rovnic v pfipadeé silnych
poli, poskytuji pozadi pro pouZiti perturbacnich aproximaci a zajistuji kontrolu
presnosti numerickych metod.

Jiz roku 1916 predpovédél Albert Einstein v ramci své obecné teorie relati-
rychlosti svétla. Limitnim ptipadem specifickych idealizovanych pfesnych feSeni
popisujicich gravitacni viny jsou takzvané impulsni gravitacni viny, jejichz vlast-
nostmi se bude zabyvat tato prace. Konkrétné budeme zkoumat rtizné aspekty
interakce expandujicich a neexpandujicich impulsnich vln s volnymi testovacimi,
to znamena geodetickymi, pozorovateli, jejichz trajektorie tedy musi v daném,
obecné zaktiveném, prostorocase spliiovat rovnici geodetiky ve tvaru

A2zt dzf dz°
I — =0. 2
dr2 Po dr dr (2)

Jesté v této tivodni ¢asti uvedme zakladni referencéni monografie vénujici se
Einsteinové teorii. Formalismus obecné teorie relativity pojednavaji naptiklad ka-
nonické knihy [1] a [2]. Systematicky ptehled presnych feseni Einsteinovych rovnic
lze pak nalézt v [3] a fyzikdlni interpretaci vyznamnych pfesnych prostorocast
v [4]. Pravé tato kniha spolu s piehledovym pifispévkem v [5] byla zdkladnim
zdrojem informaci o impulsnich gravitacnich vlnach pro tuto bakalaiskou praci.
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Impulsni gravitaéni viny

Impulsnimi gravitacnimi vilnami rozumime infinitezimalné kratké pulzy gravita-
¢niho zareni Sifici se prostorocasem rychlosti svétla. Formalné se jedna o presna
feseni Einsteinovych rovnic s kfivosti imérnou Diracové d-funkci lokalizované na
jisté svételné nadplose. O ryze gravitacni impulsni viné mluvime v pfipadé, kdy
se 0-funkce objevuje v prislusnych slozkach Weylova tenzoru. Vyskytuje-li se 4-
funkce v Ricciho tenzoru, jedna se impuls hmoty pohybujici se rychlosti svétla.

Dobie prozkoumany jsou predevsim jednoduché modelové piiklady prosto-
rocasi s impulsnimi vlnami patiici do neexpandujici Kundtovy a expandujici
Robinonovy-Trautmanovy tfidy feseni. V obou piipadech se pak impulsni vl-
ny Sifi na pozadi prostorocasi konstantni kiivosti, neboli vysledny prostorocas
je tvoreny Minkowského, de Sitterovym ¢i anti-de Sitterovym vesmirem vsude
kromé jisté svételné nadplochy predstavujici impuls.

Déleni impulsnich vin na neexpandujici a expandujici je zvlasté v pripadé
Minkowského pozadi dobfe intuitivné srozumitelné. Neexpandujici impulsni vino-
plochy zde predstavuji roviny, na nichz je kiivost imérna d-funkcei, propagujici se
rychlosti svétla ve sméru své normaly. Oproti tomu expandujicim vindm odpovi-
daji svételné sférické plochy rozpinajici/kolabujici od/do svého st¥edu. Formélnéji
lze neexpandujici a expandujici vlny rozlisit pomoci optickych vlastnosti geode-
tickych nulovych kongruenci. Uvazujme netwistujici a bezshearovou svételnou
geodetickou kongruence tecnou ke sméru siteni impulsni vlny, potom je-li navic
opticky skalar expanze nulovy hovorime o neexpandujici vlné, zatimco v pripadé
expandujici vlny nabyva expanze nenulové hodnoty.

Fyzikalné a matematicky zajimavou se jevi pfedevsim interakce impulsnich
gravitacnich vin s hmotou respektive volnymi testovacimi ¢asticemi. Z toho divo-
du jsou studovany geodetiky v prostorocasech obsahujicich tyto viny. Omezime-li
se na pozadové prostorocasy konstantni kiivosti, jsou geodetiky v oblastech mimo
impuls dobfe znamy. Netrivialni jsou ale podminky pro napojeni geodetik pie-
chazejicich z oblasti pred do oblasti za vlnou. Obecné plati, Ze ¢astice pii setkani
s impulsni gravitaéni vlnou skokové zméni svou polohu a rychlost viz [6] [7, [§]
a kapitoly B a Bl

Historicky lze studium impulsnich gravitac¢nich vin rozdélit do tii etap oddéle-
nych vzdy pfiblizné 20 lety.

V proni etapé vrcholici pracemi Lichnerowicze a dalsich [9] byly v padesatych
letech minulého stoleti nalezeny a prozkoumany zakladni matematické vlastnosti
feSeni Einsteinovych rovnic se skokovymi a impulsnimi vinami. Bylo naptiklad
ukézano, ze tyto vilny se musi nachazet na svételnych nadplochéach, na nichz jsou
derivace metriky nespojité. Nicméné explicitni feSeni popisujici impulsnim viny
dosud znédma nebyla.

Ve druhé etapé sahajici do pocatku sedmdesatych let byla tato feSeni, a roz-
dilné metody jejich konstrukce, explicitné nalezena. Toto obdobi je mozné nazvat
yzlatym veékem“ impulsnich gravitacnich vin. Hlavni zasluhu zde maji zejména
Roger Penrose [10], Peter C. Aichelburg a Roman U. Sex! [11]. VySe zminénymi
metodami pak byly takzvana ,,cut and paste” konstrukce, uziti spojitych soutrad-
nic, limity sendvicovych vin, vhodna vnofeni do vicedimenzionalniho prostoru,
boosty a nekonec¢na zrychleni piivodné statickych objekti viz zavér této tvodni
casti.

Treti obdobi zac¢ind pocatkem let devadesatych a predstavuje ,renesanci“ stu-
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dia impulsnich gravitacnich vln. Zde uvedme praci Hotty a Tanaky [12], ktefi zis-
kali feseni odpovidajici neexpandujici impulsni viné boostem Schwarzschildovy
¢erné diry v (anti-)de Sitterové vesmiru. Soucasné byl nalezen a zkouman spo-
jity tvar feseni odpovidajiciho expandujici impulsni viné generované pretrzenou
kosmickou strunou. Timto fesenim, jeho analogiemi a zobecnénimi se v rtiznych
kontextech zabyvali pfedevsim Gleiser a Pullin [13], Bi¢dk [14], Nutku a Penro-
se [15], Hogan [16], [17], Podolsky a Griffiths [I8]. Obecnéjsi situaci odpovidajici
srazce a pretrzeni dvojice kosmickych strun poté zkonstruovali taktéz Podolsky
a Griffiths [19].

Nyni struéné shrneme mozné zptisoby konstrukce impulsnich viln, piicemz
odpovidajici reference lze nalézt naptiklad v [4, B [7, §]. Podrobnéji se vSak déale
budeme vénovat pouze metodé ,cut and paste“ a néasledné konstrukei spojitého
soufadného systému v tvodu kapitoly Bl respektive kapitoly [4l.

e Metoda ,cut and paste”, neboli ,rozstfihni a slep” predstavuje elegantni
zpusob geometrické konstrukce prostorocast s impulsnimi gravita¢nimi vl-
nami. Prostorocas je rozdélen podél svételné nadplochy, kterd se ma stat
vlnoplochou impulsni viny, na dvé casti, které jsou poté vici sobé posunuty
a nasledné opét spojeny. Penrose ukézal, ze v Minkowského prostorocase
predstavuje stfihani a lepeni podél svételné roviny konstrukci neexpandu-
jici impulsni vlny, zatimco stiithani a lepeni podél svételného kuzele odpo-
vida konstrukci impulsu expandujiciho. Touto metodou se pozdéji podarilo
zkonstruovat neexpandujici i expandujici impulsni gravitacni vilny v obec-
nych prostorocasech konstantni kiivosti viz Hogan [20], Podolsky a Griffiths
[18, 211 22].

e Spojité souradnice hraji zasadni roli ve studiu impulsnich gravitac¢nich vin.
Ackoli obecnd metoda ,cut and paste“ umoziiuje formalné zkonstruovat
libovolnou neexpandujici i expandujici vlnu v Minkowského ¢ (anti-)de
Sitteroveé vesmiru, fakticky poskytuje pouze podminky pro napojovani od-
kompletniho. Klicovym krokem je tedy nalezeni takového systému sourad-
nic, v némz je metrika globalni a spojita vsude, véetné nadplochy impulsu.
Vztah k impulsnimu tvaru metriky je dan obecné nespojitou transformaci
vyhovujici podminkam navazani plynoucim z konstrukce ,,cut and paste®.

e Limity sendvicovych vin predstavuji patrné fyzikalné nejprirozenéjsi pristup
ke konstrukci impulsnich gravitac¢nich vin. Pfirozené se nabizi vyuzit zna-
ma feseni Einsteinovych rovnic s gravitacnimi vlnami a s profily téchto vin
limitné prejit k d-funkci, jejimz nosi¢em je nulova vinoplocha. Impulsni gra-
vita¢ni vlny je tedy mozné prirozené chapat jako idealizaci kratkych pulzt
zareni, takzvanych sendvicovych vin. Jedna se o pfirozenou a obecnou me-
todu konstrukce, ktera vsak u nékterych typt expandujicich vln narazi na
technické problémy tykajici se spojitosti prostorocasu v misté impulsu.

e Vnoreni do peti dimenzi je efektivni metoda konstrukce neexpandujicich
impulst v (anti)-de Sitterové vesmiru. Distribu¢ni forma metriky na poza-
di plochého pétirozmérného prostoru s neexpandujici impulsni vlnou miize
byt uzita ke konstrukci neexpandujicich impulsnich vin v piipadé nenulové



kosmologické konstanty. Vysledny ¢tyfrozmérny prostorocas s neexpanduji-
cim impulsem a A # 0 ziskdme jako 4-hyperboloid vnofeny pravé do tohoto
impulsniho plochého pétidimenzionalniho prostorocasu.

Boosty a zrychleni ptivodné statickych zdroji ve svych limitnich pripadech
s vhodné skalovanymi dalsimi fyzikalnimi parametry reprezentuji jistou spe-
cialni, avsak fyzikalné zajimavou, cestu k impulsnim gravitacnim vlnam.
Aichelburg a Sex! [I1] tak ziskali feSeni odpovidajici neexpandujici impuls-
ni viné v Minkowského prostorocase jako limitu boostu Schwarzschildovy
c¢erné diry k rychlosti svétla, zatimco jeji hmotnost limitné klesala k nule.
Obdobné konstrukce byly poté provedeny pro (anti-)de Sittertiv prostorocas
a feSeni Kerrovy-Newmanovy a Weylovy tfidy a také pro obecné multipé-
lové zdroje. Expandujici impulsni viny pak mohou byt zkonstruovany jako
limitni pripady prostoroc¢ast s urychlovanymi zdroji, jejichz zrychleni roste
nad vSechny meze.



1. Prostorocasy konstantni
krivosti

V této kapitole strucné shrneme zakladni poznatky o prostorocasech konstantni
kiivosti, které dale vyuzijeme v kapitolach nasledujicich, kde se budeme zaby-
vat impulsnimi gravitacnimi vlnami Sificimi se pravé na pozadi téchto geomet-
rii. Konkrétné budeme studovat vlastnosti takovych feseni Einsteinovych rovnic,
ktera odpovidaji prostorocastim konstantni kiivosti vSude kromé jistého infinite-
simalniho impulsu viz kapitola 2] a [l

Jak nazev napovida, tyto prostorocasy jsou urceny pozadavkem konstantni
skalarni kiivosti R, pficemz je lokalné splnéna podminka svazujici Riemanntv
tenzor R,p,5 a pravé Ricciho skalar R,

1
RaﬁvE - E R (ga'yg,(% - ga6gﬁ’y)' (11)

Dle znaménka kiivosti R pak rozlisuje Minkowského prostoroc¢as (R = 0), de
Sitteriv prostorocas (R > 0) a anti-de Sittertv prostorocas (R < 0).
Alternativné je mozné tyto geometrie charakterizovat jako mazimalné symet-
rické prostorocasy, pricemz maximalni pocet isometrii ve ¢tyfech dimenzich je 10.
Jsou to rovnéz jedind vakuova feseni Einsteinovych rovnic s nulovym Wey-
lovym tenzorem, tedy Cag,s = 0. Navic kontrakei rovnic pole (1) s 7, = 0
dostavame vztah mezi kosmologickou konstantou A a skalarni kiivosti R,

R =4A (1.2)

a zpétné pak vakuové Einsteinovy rovnice ve tvaru R.g = Ag,s. Minkowské-
ho prostorocas predstavuje tedy jejich maximalné symetrické feseni s nulovou,
de Sitteruv vesmir s kladnou a anti-de Sittertuv vesmir se zapornou hodnotou
kosmologické konstanty A.

1.1 Minkowského prostorocas

Minkowského prostorocas je nejjednodussim myslitelnym fesenim Einsteinovych
polnich rovnic. Neni v zddném bodé zakiiven (R = 0), neobsahuje zddnou hmo-
tu ani zadné gravitacni pole. Lze jej vzdy jednoznac¢né identifikovat na zakladé
nulovosti Riemannova tenzoru kfivosti, tedy R,z,s = 0. Pfedstavuje piirozené
vitacniho pole mnohych feseni v plné teorii, ¢i jako asymptotickd limita pole
lokalizovanych zdroji. Jak jiz bylo zminéno, Minkowského prostor je maximalné
symetricky s Poincarého grupou isometrii obsahujici ¢tyfi translace, tii rotace
a tii boosty.

Metrika Minkowského prostorocasu se nejprirozenéji vyjadii v kartézskych
soufadnicich. Ma zde tvar

ds? = —dt? + da? + dy? +d2?, (1.3)

kde soufadnice t, x, y a z nabyvaji hodnot z intervalu (—oo, o) a odpovidajici
topologie je tedy R*.



Vv

formac¢nimi vztahy

1 1
U=—5(t=2),  V="5(t+2), (1.4)

které prevedou metriku (L3)) do tvaru
ds* = —2dUdV +dz® +dy* . (1.5)

Podminky U = konst. a V = konst. predstavuji svétlupodobné nadplochy kolmé
na rovinu zy. Tuto rovinu byva dale vhodné parametrizovat nulovou komplexni
soutadnici,
1
= —(z+1iy) . 1.6
U \/5( y) (1.6)

Metrika poté nabyva symetrického tvaru
ds* = —2dU AV + 2dnd7 . (1.7)

Minkowského prostorocas (L3) mizeme téz reparametrizovat uzitim standard-
nich cylindrickych souradnic

T = pcosy , Yy = psinp , (1.8)
kde p € [0,00) a ¢ € [0,27) a dostat tak metriku
ds® = —dt* + dp® + p*d p* + dz? . (1.9)

Vyjdéme nyni z tohoto tvaru metriky a zkonstruujme jednoduchy model tak-
zvané kosmické struny. Konstrukce spo¢iva v odstranéni vysece o tthlu 276 z ro-
viny xy. Konkrétné omezime rozsah soufadnice ¢ pouze na ¢ € [0, (1 — §)2m)
a poloroviny ohranicujici odstrarnovanou vyse¢ poté ztotoznime. Takto zkonstru-
ovany prostorocas je plochy vSude kromé osy p = 0. Tenzor kfivosti je na této
ose singularni. Po ztotoznéni okraji vyfezu lze jednotlivé fezy, na nichz jsou t a z
konstanty, reprezentovat jako kuzele. Topologické defekty tohoto druhu se proto
oznacuji jako konicke singularity.

Zavedenim reparametrizace p = C'¢, kde C = 1—6 a ¢ € [0, 27) ziskdme dobte
srozumitelny tvar metriky Minkowského prostorocasu s kdénickou singularitou,
tedy

ds? = —dt* + dp® + C?p*d ¢* + dz* . (1.10)

Lze ukazat, ze dvé ptvodné rovnobézné geodetiky, které obchazeji kénickou
singularitu, zde osu z, kazda z jedné strany, se po urazeni konecné vzdalenosti
setkaji. Vlivem pfitomnosti této singularity tedy muze dochéazet k fokusaci ge-
odetik v plochém prostoru bez ptisobeni gravitace. Ricciho tensor mé na ose z
distribucni slozku, coz skrze Einsteinovy rovnice pole odpovida nenulové slozce
napéti v tenzoru energie a hybnosti. Uvazovany prostorocas lze tedy interpreto-
vat jako linearni konstantné napnuty zdroj odpovidajici jednoduchému modelu
kosmické struny. Deficitni tihel pak urcuje napéti struny. Oznacime-li hmotnost
struny na jednotku jeji délky pu, pak plati p = i(S = i(l — C). Nejedna se zde
vsak o klasickou gravitujici hmotu, nebot okolni prostorocas je lokalné plochy. Na
zaveér poznamenejme, ze kromé napnuté kosmické struny vyznacujici se deficitnim
uhlem 1ze analogicky konstruovat téz stlacenou tycku s tthlem prebyvajicim, tedy
parametrem C' > 1, kterému ovsem odpovida zaporna hodnota hmotnosti .



1.2 de Sittertv prostorocas

Maximéalné symetricky prostorocas s kladnou konstantni krivosti R, a tedy klad-
nou kosmologickou konstantou A, byl zkonstruovan jiz roku 1917 Willemem de
Sitterem a je standardné nazyvan po svém objeviteli de Sitteriv vesmir. Grupou
jeho izometrii je SO(1,4) a lze si jej pfirozené predstavovat jako 4-hyperboloid

— 3+ L+ 23+ Z5+ 7 =a®, kde a=/3/\, (1.11)
vnotreny do pétirozmérného plochého Mikowského prostorocasu

ds? = —dZ§ +dZ7 + dZ; +dZ5 + dZ; . (1.12)

A

Obréazek 1.1: Znazornéni de Sitterova vesmiru jakozto 4-hyperboloidu vnoreného
do plochého pétirozmérného prostorocasu. Soutadnice Z, a Z3 nejsou vykresleny.
Kruznice vyznacené na povrchu hyperboloidu predstavuji nadplochy konstantniho
globalniho casu.

Takovyto hyperboloid lze globalné parametrizovat pomoci soutadnic (¢, x, 0, ¢)
takovych, ze

t
Zy = asinh — |
a

Zy = acoshécosx ,

Zy = acoshésinxcos@ , (1.13)
Zy = acoshésinxsin@cosgzﬁ ,

Zy = acosh%sinxsiné’singb ,

kde t € (—o0,+00), x € [0,7), 0 € [0,7) a ¢ € [0,27). Tato transformace prevede
metriku (.I2) do zndmého Friedmannova-Lemaitrova-Robertsonova—Walkerova
tvaru

ds® = —dt* + CL2COSh2§ (dx2 + sin?y (d92 + sin%6 d¢2) ) ) (1.14)

Vidime, Ze prostor odpovidajici konstantnimu casovému fezu ¢ = konst. je 3-
sféra o poloméru a cosh é Tento polomér exponencialné klesa z maximalni hodno-
ty v ¢ase t — —o0, minima a nabyva v ¢ase t = 0 a poté exponencialné expanduje
s ¢asem t — oo. Cely prostoroc¢as m4 tedy topologii R! x S?.
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Déle uvedme napiiklad sféricky symetrické soufadnice (7', R, 0, ¢) zavedené
vztahy

T
Zy = Va? — R? sinh — |

a
T

Z1 = Va? — R? cosh — |
a

Zg = Rcosf , (1.15)

= Rsinfcos ¢ ,
Z4 Rsinfsin ¢ ,

kde T' € (—o0,400), R € [0,a), 8 € [0,7) a ¢ € [0,27).

I kdyz tyto souradnice nepokryvaji cely de Sittertiv vesmir, interpretace hra-
nice R = a parametrizované oblasti je zajimava pravé z hlediska globalni struk-
tury tohoto prostorocasu. Tato svétlupodobna nadplocha predstavuje takzvany
kosmologicky horizont. De Sitteriv prostorocas totiz expanduje tak rychle, ze in-
formace, ktera se miize Sitit nejvyse rychlosti svétla, nikdy nedoputuje z oblasti
za timto horizontem do pocatku souradnic v R = 0.

Nakonec uvazujme parametrizaci pomoci soutadnic (U, V,n,7),

Zo= WU+ V) [1- AUy —m)] "

Zy=LU-V)[1- AUV -],

Zy= L (n+n)[1- %A(UV )] (1.16)
Zy= S (n— 1) [L— SA@V — )] "

Zy=a[l+ SAUY —np)] [1 = SA@Y —np)]

kterd prold,V € (—o0, +00) alibovolné komplexni 7 globélné pokryva de Sitterav
hyperboloid az na soufadnicové singularity v ,) = oo. Aplikaci transformace
(LTI6)) prejde pétirozmérna metrika (LI2) na konformné plochy tvar

—2dUdV + 2dndj

ds® = ,
[1 = GAUY —ni))?

(1.17)

ktery lze prirozené pouzit pro vSechny prostorocasy konstantni kiivosti - Min-
kowského, de Sittertiv i anti-de Sittertv vesmir - v zavislosti na znaménku kos-
mologické konstanty A.

Pro tplnost dodejme, Ze inverzni transformace ma podobu

Zo — 41 Zo+ 244 Zo + 175
U= \/_ Zi+a '’ v \/—a Zi+a’ g \/_a Zi+a ( 8)

1.3 Anti-de Sitteruv prostorocas

Anti-de Sittertv prostorocas predstavuje maximalné symetrické konformné ploché
vakuové feseni Einsteinovych polnich rovnic se zapornou kosmologickou konstan-
tou A, pricemz pro jeho kiivost plati R = 4A < 0. Analogicky jako v ptipadé de
Sitterova vesmiru, viz (LI2) s vazbou (LI1), jej lze popsat jako 4-hyperboloid

—~ i+ 23+ 75— Z]=a*, kde a=+/-3/A, (1.19)
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vnoreny do plochého pétidimenzionalniho prostoru s metrikou
ds®> = —dZ3 + dZ; + dZ; + dZ; — dZ; (1.20)

ktera ma vSak nyni dvé casové soutadnice Z, a Z,. Anti-de Sittertiv prostorocas
je takto reprezentovan jako podvarieta se strukturou symetrii danou desetipara-
metrickou grupou SO(2, 3).

VA

Obrazek 1.2: Znazornéni anti-de Sitterova vesmiru jakozto 4-hyperboloidu vnoie-
ného do plochého pétirozmérného prostorocasu. Soutadnice Z, a Z3 nejsou vy-
kresleny. Hyperboly vyznacené na povrchu hyperboloidu predstavuji nadplochy
konstantniho Casu, ktery je v pripadé této vizualizace tedy cyklicky.

Pro anti-de Sitteriv 4-hyperboloid lze prirozené uzit globalni parametrizaci
pomoci soufadnic (7,7, 0, ¢), kde

T
Zy = acoshrsin — |

a
Z1 = asinhrcos@ ,
Zy = asinhrsinfcos ¢ , (1.21)

Z3 = asinhrsinfsin ¢ |

Z4 = acoshrcos — ,
a

ktera prevede metriku (L20) do tvaru
ds? = —cosh’r dT? + a? (dr2 + sinh®r (d6” + sin®0 d¢?) ) : (1.22)

kde r € [0,7), 8 € [0,7) a ¢ € [0,27). Nyni objasnéme vyznam soufadnice 7.
Casovy fez T = konst. predstavuje 3-prostor konstantni zaporné kiivosti. Ze vzta-
ha ([21)) pak vidime, Ze dvojice pétirozmérnych ¢asovych soufadnic Zy a Z; je
v ¢tyfrozmérné feci parametrizovana jedinou casovou souradnici 7', ktera je vSak
periodickd, nebot hodnoty T' lisici se o 2wa predstavuji tytéz body uvazovaného
hyperboloidu. Takto zkonstruovany prostoro¢as mé topologii S' x R? a vyskytuji
se v ném tedy uzaviené ¢asupodobné svétocary. Diky tvaru metriky (L22]) je vSak
mozné periodickou soufadnici nahradit 7' € (—o0, +00), coz odpovida nekonecné-
mu poc¢tu ob&hil kolem anti-de Sitterova hyperboloidu. Rozbalenim kruznice S*
a jejim rozsifenim na celé R, nyni jiz bez pouziti parametrizace (L21]), dostavame
univerzalni pokryvaci prostor anti-de Sitterova vesmiru s topologii R*, ktery jiz
uzaviené casupodobné svétocary neobsahuje.
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Uzitim parametrizace ([LI6]) zavedené v pfipadé de Sitterova prostoru ziskdme
zcela analogicky konformné plochy tvar metriky anti-de Sitterova prostorocasu,

viz (LIT), tedy
—2duUdV + 2dydij

[1— GAUY —m))*
kde opét U,V € (—o0, +00) a 7 je libovolné komplexni ¢islo, ale nyni A < 0. Tyto
soufadnice pokryvaji rovnéz cely anti-de Sittertiv prostorocas kromé souradnico-
vych singularit 4,V jako v pripadé prostorocasu de Sitterova.

ds* = (1.23)
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2. Neexpandujici impulsni
gravitacni viny

Nejprve v podkapitole 2.1 popiSeme Penroseovu [I0] ,cut and paste“ metodu
v nejjednodussim pripadé neexpandujicich impulsnich gravita¢nich vin na pozadi
Minkowského prostorocasu a zaroven zavedeme vhodné spojité soutradnice pro
takto zkonstruovanou geometrii.

Poté zopakujeme stejnou konstrukci i pro pozadi s nenulovou kosmologickou
konstantou, tedy (anti-)de Sittertiv vesmir, viz ¢ast 2.2l

2.1 Minkowského prostorocas
Rozdélme Minkowského prostorocas podél rovinné svételné nadplochy A na dvé

Casti M~ a M, které nasledné opét spojime, pricemz ztotoznéné body na roz-
hrani jsou viiéi sob& v ramci nadplochy N posunuty.

Obrézek 2.1: Minkowského prostorocas je podél svételné nadplochy N rozdélen
na ¢asti MT a M~. Obé ¢4sti jsou poté opét spojeny a body na jejich rozhrani
s jistym posunutim ztotoznény.

Minkowského prostorocas popiseme standardnimi dvojitymi nulovymi sourad-

nicemi (7)), tedy
ds* = —2dU AV + 2dnd7q . (2.1)

Nyni definujme transformaci
u="u, V=V -H+UHzH 7, n=24-UHgz, (2.2)

kde H = H(Z, Z) je libovolna realn4 funkce prostorovych soutadnic. Tato trans-
formace prevede (2.]) na tvar

ds? = —2dU AV +2|dZ — U(H 57 dZ + H 7 dZ)[* | (2.3)

Tato metrika bude reprezentovat poloprostor M™ pro U > 0 vysledného impuls-
niho prostorocasu, pricemz nadplocha U = 0, odpovidajici i/ = 0, bude spolec¢nou
nulovou nadplochou N.
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V &asti prostorocasu s U < 0, tedy M~, pouzijeme piimo metriku (21))
s trivialnim preznacenim

U=U, V=V, n=2, (2.4)

kterou dostaneme také piimo z ([2.2)) pro H = 0. Nakonec spojenim M~ a M™
pres nulovou nadplochu N ziskdvdme globalni metriku tvaru

ds? = —2dU AV +2|dZ — UO(U)(H 55 dZ + H 77 dZ)|* , (2.5)

kde ©(U) je Heavisideova skokova funkce. Tato metrika je spojitd podél celé
nadplochy U = 0. Ptipadna nespojitost se mize objevit pouze v mistech singu-
larit funkce H. Nespojitosti v derivacich metriky v misté nadplochy N vedou
k impulsnim slozkach tenzoru kfivosti, pricemz v mistech U # 0 je prostorocas
plochy. Metrika (2.5]) tedy popisuje rovinnou neexpandujici impulsni vinu $ifici
se na Minkowského pozadi.

Transformace souradnic (2.2)), spolu s vySe provedenou trividlni transformaci

(24), mohou byt zkombinovany a explicitné vyjadieny ve tvaru
U=U, V=V -HOWU)+UBWU)H,H;, n=Z-UOU)H,, (26)
ktery je nespojity na U = 0, konkrétné

(u:(),V;T)’T_])MfE(UZO7V+H(77777)777777)M+7 (27)

coz odpovida obecné Penroseové podmince pro napojeni ¢asti prostorocasu M~
a M™ s pfislusnym posunutim danym libovolnou redlnou funkei H(n, 7).

Pokud bychom formalné dosadili inverzi kombinované transformace (2:6]) do
spojité metriky (2.5, dostanemd]

ds? = —2dU dV — 2H (n, 7)d(U)dU? + 2dn d7 (2.8)

tedy explicitni tvar impulsni rovinné vlny, ve kterém je dobie zfetelny impuls
umérny Diracoveé d-funkci nachazejici se na svételné nadplose U = 0. Tento tvar
metriky lze také chapat jako limitni pfipad obecnych pp-vlnovych feSeni, v ni-
chz uvazujeme profil viny limitné se blizici d-funkci. Toto odpovida konstrukci
neexpandujici impulsni vlny jako limity takzvanych sendvicovych vin.

Na ptitomnost impulsni viny dale ukazuji jediné nenulové slozky tenzoru kii-
vosti plynouci z metriky (2.8)), tedy

Uy =H,, oU), Doy = H i 0(U) . (2.9)
Aichelburg a Sexl (1971) [11] ziskali konkrétni tvar metriky (2.8])
ds? = —2dUdY — 4plog(nn)o(U)AU? + 2dnd7q (2.10)

limitou boostu Schwarzschildovy ¢erné diry hmotnosti m. Zatimco se rychlost
blizila k rychlosti svétla (v — 1), hmotnost se blizila k nule (m — 0) a veli¢ina

p=m(l- UQ)_I/Z byla drzena konstantni.

!Prtihlednéjsi a explicitné realizovatelny je vSak obraceny postup. Provedenim tplné trans-
formace (2.6, tj. véetné distribu¢nich ¢lentd, metriky (2.8) dostaneme spojity tvar (2.3).
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Lze ukézat, Ze se Einsteinovy rovnice pole pro metriku (2.8]) redukuji na dvou-
rozmérnou Poissonovu rovnici

AH = 2H1777_7 =87 Tuu s (211)

¢ehoz vyuzili Griffiths a Podolsky [23] ke konstrukci vin odpovidajicich ¢asti-
cim s obecnou multipolovou strukturou, které se pohybuji rychlosti svétla. Dalsi
specialni pripady neexpandujicich impulsnich vin byly ziskdny limitami boostu
Kerrovych, Kerrovych-Newmanovych a Weylovych feseni.

2.2 (Anti-)de Sitterav prostorocas

Stejny postup jako v pripadé Minkowského pozadi, tedy metoda ,cut and paste®
a nasledné nalezeni spojitych souradnic, mtize byt pouzit i ke konstrukci neexpan-
dujicich vln v de Sitterové a anti-de Sitterové vesmiru. V tomto pfipadé budeme
vychézet z konformné plochého tvaru metriky prostorocasu konstantni kiivosti

(LI7), tedy
~ —2dU AV +2dpd7

ds? = —
[1 = gAUY —ni))?
Zcela analogicky nyni provedeme transformaci soufadnic (2.6) ve dvou édstech

prostorocasu oddélenych svételnou nadplochou U = 0, coz zarucuje splnéni Pe-
nroseovy napojovaci podminky (2.7). P¥islusné spojitd metrika pak ma tvar

(2.12)

2

 —2dUAV +2|dZ — UO(U)(H 42 dZ + H 774 Z)|”
B [1— AUV —ZZ - UB(U)G))? ’

ds

(2.13)

kde G =H — ZH 7 — ZH 7. Pro A = 0 tak dostavame jiz zndmou metriku (2.5
popisujici neexpandujici impulsni vilny v Minkowského prostorocase. Zpétnym
dosazenim inverznich vztahti pro souradnicovou transformaci (2.6]) do této spojité
metriky bychom dostali metriku v distribu¢nim tvaru s explicitnim impulsnim
¢lenem, konkrétné

—2dUdY — 2H(n,7) S(U) du? + 2 dn d7
[1— AUV — )] ’

ds? =

(2.14)

ktera se pro A = 0 opét redukuje na jiz znamy tvar (2Z.8)) z vyse diskutovaného
pripadu neexpandujici impulsni vlny v Minkowského prostorocase. Jesté pozna-
menejme, Ze tuto metriku lze opét ziskat jako limitu vhodnych neimpulsnich
radiacnich feseni. Podrobnéjsi reference viz [5].

Tak jako mizeme de Sitterrtiv a anti-de Sittertiv vesmir popisovat jako 4-
hyperboloid vnofeny do pétirozmérného plochého prostorocasu, tedy (LI s (LI12)
respektive (L19) s (L20), muzeme také (anti-)de Sittertv prostorocas s neexpan-
dujici impulsni vinou chépat jako 4-hyperboloid vnotfeny do plochého pétirozmeér-
ného prostorocasu s neexpandujicim impulsem,

ds®> = =2dU AV + H(Zy, Zs, Z4) 6(U) AU? + dZ2 + dZ2 + edZ?,  (2.15)

kde jsme zavedli nulové soutradnice

~ 1 ~
U:_<ZO+Z1)7 V =

NG (Zo— 71) . (2.16)

1
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Oznacime-li a = /3/(eA), kde € = sgn A, a uzijeme Ctyfrozmérnou parametrizaci

- U - % V2 n 2
U 0 ’ V 0O ) 2 + 1243 0 ’ 4 a (Q ) ’ ( 7)
pak lze pfevést metriku (2.15) do ¢tyfrozmérného konformeé plochého tvaru (2.14]).
Pritom zde zavadime () jako oznaceni konformniho faktoru
Q=1+ Ay —UY). (2.18)

Ptechod k readlnym prostorovym soutradnicim x,y vztahem n = \/ii(:v + iy), viz
(L8), navic vede k identifikaci

x +1y
Q )

Ty +173 = Q=1+ SA@@* +y>—2UYV). (2.19)
Funkce H respektive H, vystupujici v parametrizacich (2Z.I4) a (ZIH), které po-
pisuji vzajemnou identifikaci bod na svételné nadplose impulsni viny U = 0 = U
spolu pak souviseji vztahem

2H

o= 2.20
1+ £An7 (2.20)

V kontextu pétirozmérného formalismu chapeme neexpandujici impulsni vinu
v (anti-)de Sitterové prostorocase jako fez vnofeného 4-hyperboloidu nulovou
rovinnou nadplochou U = 0. Rovnici tohoto Fezu ziskdme prostym dosazenim
podminky U = 0 do rovnice 4-hyperboloidu (ILII) respektive (LI9), tedy

Zy+ 73+ eZ] = ea®. (2.21)

N

Obréazek 2.2: Znézornéni neexpandujicich impulsnich vin v (anti-)de Sitterové pro-
storocasu pomoci fezl prislusnych hyperboloidd svételnou rovinou Z, — Z; = 0.
Impulsni viny jsou vykresleny jako tlusté cerné svételné cary.

Nyni se podivejme na geometrickou povahu neexpandujici impulsni vlnoplochy
v zavislosti na znaménku e kosmologické konstanty A.

Uvazujeme-li de Sitteriv prostorocas, pro néjz plati A > 0 a tedy € = 1, dosta-
védme dosazenim do (Z21]) rovnici impulsni nadplochy ve tvaru Z3 + 72 + 72 = a®.

Vlna mé tedy evidentné podobu sféry konstantniho povrchu 47a? = 127/A a je
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tedy dobfe patrna jeji neexpandujici povaha. Nadplocha impulsni viny se na-
vic shoduje s kosmologickym horizontem de Sitterova prostorocasu, viz podka-
pitola [.2l Rovnobézné ¢ary na protéjsich stranach hyperboloidu znazornéné na
obrazku vlevo, které odpovidaji fezu tohoto hyperboloidu rovinnou U = 0,
pak predstavuji trajektorie protilehlych pdli sféry v bodech Z; = 0, Z3 = 0
a Z4 = =a.

V pripadé anti-de Sitterova prostorocasu je A < 0, tedy e = —1, a proto
dosazenim do (Z21I)) ziskdme rovnici hyperboloidu Z2 + Z3 — Z? = —a?. Céra na
¢elni strané anti-de Sitterova 4-hyperboloidu vykreslend na obrazku vpravo
odpovidajici fezu svételnou nadplochou nyni predstavuje trajektorii bodu Zy = 0,
Z3 = 0, Zy = =a, ktery se pohybuje z jedné strany prostorocasu na druhou.
Nulova ¢ara na protéjsi strané, kde Z, = —a, je pak kvili cykli¢nosti casu v anti-
de Sitterové vesmiru trajektorii téhoz bodu pohybujiciho se v opa¢ném sméru.

Jediné nenulové slozky Weylova a Ricciho tensoru pro metriku (2.I4]) jsou
v adaptované tetradé dany vztahy

W, = (1+ 1A97) H o U)
Dg = (1§07 [ (1+ SAm) Hoy + SA(H = nH, —nHy) | (2:22)

Tyto vztahy se zjevné redukuji na ([2.9) pro A = 0. Ryze gravita¢ni impulsni viny
pak dostavame, pokud
(A+2MH =0, (2.23)

kde A predstavuje dvourozmérny Laplacetv operator ptisobici na plose impulsu.
Toho bylo opét vyuzito (Podolsky, Griffiths [24]) ke konstrukei neexpandujicich
vin generovanych c¢asticemi s obecnou multipdlovou strukturou pohybujicimi se
rychlosti svétla.

Stejné jako v pripadé plochého pozadi lze také neexpandujici impulsni viny
v (anti-)de Sitterové prostorocase zkonstruovat jako limitu boostu ¢astic k rych-
losti svétla za pouziti vhodné grupy izometrii. Tuto konstrukci jako prvni provedli
Hotta a Tanaka v roce 1993, viz prace [12], analogickym postupem jako diive Ai-
chelburg a Sexl v pfipadé nulové kosmologické konstanty. Jesté poznamenejme,
ze v de Sitterové prostorocase se pak takto boostované ¢astice nachazi na opac-
nych pdlech sféry reprezentujici impuls, kterd zaroven odpovida kosmologickému
horizontu.
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3. Geodetiky v neexpandujicich
impulsnich vlnach

Geodetiky v Minkowského prostorocase s neexpandujicimi impulsnimi vinami by-
ly diskutovany v mnoha fyzikalnich i ryze matematickych pracich. Prislusné ex-
plicitni rovnice totiz obsahuji problematické nelinedrni distribucni cleny, které
vsak nejsou dobfe definované v klasické teorii distribuci a k jejichz rigoréznimu
zvladnuti je uzitecné aplikovat pokrocilé regulariza¢ni metody Colombeauovych
algeber.

Prekvapivé matematicky pristupnéjsi rovnice geodetiky poskytuji prostoroca-
sy s neexpandujicimi impulsnimi vlnami na kosmologickych pozadich de Sitterova
(A > 0) a anti-de Sitterova (A < 0) vesmiru. Tento pfipad shrneme v nasledujici
podkapitole [3.11

Alternativou ke studiu kompletnich rovnic je opravnény predpoklad existen-
ce C! geodetik ve spojitych soufadnicich ([2.I3) a analyza refrakénich efektii na
impulsnim rozhrani dvou poloprostorii konstantni kfivosti, viz podkapitola 3.2

Cilem zavérecné podkapitoly je porovnani téchto komplementarnich po-
stupt jejichz vysledky byly shrnuty v podkapitolach [3.1] a 3.2

3.1 Reseni rovnice geodetiky pro A # 0

Pro nenulovou kosmologickou konstantu se ukazuje vyhodné uzit pétirozmérny
formalismus, tedy vnofeni 4-hyperboloidu ([LITl), respektive (I.19), do plochého
pétirozmérného prostorofasu s impulsni vinou (ZI5]), viz Podolsky a Ortaggio
[6]. Slozky ovnice geodetiky zde maji tvar

[} —%AUe ,
V — WHE(0)02 — H, 2,0 (00 = —1AV [e + lga(U)ffﬂ
@ Hmﬂﬁﬁﬁ——iA%k+
Zy — —€H45'( )U? = —sAZy[e + 1Go

)07
Hot. 3

kde indexy nabyvaji hodnot p = 2, 3, 4, respektive k = 2, 3, a parametr e je spo-
jen s charakterem geodetiky, tedy e = 0 pro svételnou, e = —1 pro ¢asupodobnou
a e = +1 pro prostorupodobnou geodetiku. Navic G oznacuje

Go(u
U

G=2ZH,—H, (3.2)

kde je uzita Einsteinova sumacni konvence v indexu p.

JelikoZ rovnice pro U neobsahuje Zadny distribuéni ¢len ani zavislost na jiné
soufadnici, bude jeji feseni vSude hladkou funkci afinniho parametru 7, pricemz
uvazujeme impuls lokalizovany na 7 = 0. Toto feSeni lze dle hodnoty soucinu ee
psat explicitné ve tvaru

~ ~ X T ~ 2 T

U=, U =aU"sinh — , U=aU"sin—, (3.3)
a
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postupné pro ee = 0, ee < 0 a ee > 0. Kompletni geodetiku mtizeme nyni parame-
trizovat prfimo pomoci souradnice U namisto parametru 7. Pro feseni zbyvajicich
rovnic geodetiky poté dostavame

~ A -~
Zy(U) = Z)\ |1 — %A U+ —” U+ A,00)U , (3.4)
VO, /1 —1Ae U2+—U+B@(U) %A%
ZOA 294, - -
kLA o i+ conT (3.5)
UO

pricemz pouzité koeficienty jsou dany jako

Ay = % [ lAnggi} )

Ay=14 [67’[@4 INZ9G)] |

B = 3H;

c=1 'H,%Q + M2 4 HE 4 A (Z;;’H,,,,)Q] : (3.6)

kde oznacenim H; rozumime vycisleni v okamziku priichodu geodetiky impulsem,
tedy H; = H(Z,(0)) = H(ZD). Integraéni konstanty, znacené nulou v hornim
indexu, jsou navic svazany tfemi nasledujicimi podminkami

—2UOVO 4 (Z9) + (Z9)2 + e(Z9)% = e, (3.7)
—2UVO 4 (Z2 4 (Z9) + €(Z2)? = ea?®
OOV — OV 4 2929 + 2079 + 2029 =0, (3.9)

kde prvni z podminek predstavuje normalizaci afinniho parametru, druha odpo-
vida vnofeni 4-hyperboloidu do pétirozmérného prostorocasu a treti podminka je
derivaci druhé.

Formalnim dosazenim A = 0 a vynechanim soufadnice Z, se vySe popsané
feSeni redukuje na geodetiky v Minkowského prostorocase s neexpandujicimi im-
pulsnimi vlnami ziskané Kunzingerem a Steinbauerem rigoréznim postupem za
pouziti Colombeauovych algeber viz [25].

3.2 Podminky napojeni na impulsnim rozhrani

Alternativniho vysledku dosahli Podolsky, Simann, Steinbauer a Svarc v ¢lanku
[7] z roku 2014. S vyuzitim Filippovova konceptu feseni obycejnych diferenciél-
nich rovnic zde byla dokézana existence a jednoznacnost feSeni rovnic geodetiky.
Poznamenejme, ze klicovou ingredienci tohoto diikazu je lokalni Lipschitzovska
spojitost metrickych funkci prostorocasti konstantni kiivosti s neexpandujicimi
impulsnimi vlnami vyjadfenych ve formé ([2.13]). Pravé tento vysledek ospraved-
Inuje explicitni konstrukci podminek pro napojovani geodetik v misté svételné
nadplochy impulsni viny. Tyto vysledky nyni shrneme.

Kromé standardnich redlnych soutadnic (L8) pro konformné ploché pozadi,
je také vhodné zavést nové realné souradnice X, Y v pripadé spojitého tvaru
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metriky (2.13). Konkrétné tedy

1 _ 1

Z=—(X+1iY), Z=—(X—-1Y). 3.10

) X =) (3.10)

Odpovidajici redlnd verze transformace (2.6) prevadéjici metriku prostorocasu
konstantni kfivosti s impulsni vlnou typu (2.8)) na spojity tvar je nasledné

U=U,
1
V=V+OU)H +5 U [(Hx)*+ (Hy)] ,

c=X+U, Hy
y=Y+U, Hy | (3.11)

0 pro UZLO0,

(3.12)
U pro U>0.

U, =U06(U) = {
Pravé existence a jednoznacnost feseni rovnice geodetiky ve spojitych sourad-
nicich spolu s transformaci (B.II]) umoznuji vyjadfit vztahy mezi polohami, re-
spektive rychlostmi, na impulsnim rozhrani v pfirozenych konformné plochych
soufadnicich pozadi konstantni kfivosti, podrobnosti viz [7]. Zminované podmin-
ky pro napojeni geodetiky v misté impulsu pak predepisuji vztah interak¢nich
poloh pred a za impulsem jako

Ur=0=U;,
Vi=V +H,,
T=ay
v =vi (3.13)
a pro prislusné slozky rychlosti plati
U = |
Vit = V7 4 H; xi) + Hiyi — % [(Hix)* + (H;y)* U,
& =@ + —"L‘,Xz/'f;L ;
g =y + HiyUs (3.14)

Dolni index ¢ zde opét oznacuje hodnoty vycislené v okamziku priichodu geode-
tiky impulsem lokalizovanym na U = 0, v piipadé¢ derivace tedy zkratkou H; x
rozumime H x|y—o. Horni indexy + a — dale specifikuji poloprostor, z kterého
geodetika k impulsu pfichazi, respektive do kterého pokracuje. Konkrétné + zna-
¢i veli¢inu vy¢islenou v U = 0, tedy oblast ,,pfed impulsem® s hodnotou U > 0.
Naopak index — odpovida hodnoté spoctené v U = 0_, to jest ,za impulsem®,
tedy v poloprostoru U < 0.

Z pohledu porovnani tplného feSeni rovnic geodetiky ([B3.4) a (3.5) a refrake-
formalismu s vyuzitim transformace souradnic (2.17), kterd dava do souvislos-
ti metriky (2I0) a (2I4). Vyjadiime-li z (2.19) konformni faktor v okamziku

interakce, dostavame

QF =1+ A + 5] - (3.15)
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Pouzitim napojovacich podminek (BI3]) pro slozky polohy x a y okamzité dosta-
véame rovnost Q7 = Q. a dale si tedy vysta¢ime pouze s oznadenim ;.
V pétirozmérnych soufadnicich maji vztahy ([B.I3]) pro polohu testovaci ¢astice
pred a za impulsem tvar
T+ 0 — T 7+ — H; 7t — 7= 1
Ui_O_Uz‘J Vz _Vz‘ +§i’ pi T “pi o (3'6)
ktery reprodukuje Penroseovy podminky navazani (2.7) v pétirozmérném forma-
lismu. NeZ zapiSeme obdobu vztaht (814]) pro komponenty pétirozmérné rych-
losti, je tfeba si uvédomit, Ze pro derivaci konformniho faktoru (ZI9) plati

. . 1 X
OF =07 — ——G,OUT 1
1 3 26@2 G’L ZUZ 9 (3 7)
kde

Gi=Gf = Hi— Hix0Z5 — HiyQ: 73 . (3.18)

Podminky napojeni slozek rychlosti geodetiky prochézejici impulsem pak naby-
vaji tvaru

e

(7,+ =U"
Ty - T 7+ o Gy
Vit =V, =2pU; + HixZy; + Hiy Z5; + Q_Z‘” ’
a

. ) - G,
Zi =77 + U ( |, 23

2 2 U ( X 2ea? 21) ’
25 = 25+ U (B + Bz

3 — 43 T U; iy 2ea?” ¥ ) 7
i i e/ (3.19)

44 44 7 ECZQZ' ’

kde 1 G H
= 2 (H0)2 4+ (Hox)2— 2 (7 = 28| 3.20

P=7 [( x)"+ (Hix) a2 ( ’ Qz)} 20

Pro tplnost jesté uvedme vyjadieni podminek pro napojeni geodetik v péti-
rozmérnych soufadnicich (LI2), respektive (L20). Pro polohy plati

Zo=7r - — 7o =77+ — Z- =7, 3.21
0z 0z \/§Qz 12 12 \/§Qz pi pi ( )
a pro rychlosti

a - 1 - . G,

Zy = (1 +p)Zg; +pZy; — E(HZQXZ% + Hiy Zs; + %ZM) ,

. . . ]_ . . Gl .

Zy = —pZg+ (1 —p) 2+ E(HLXZZ + Hiy Zg + %Zﬂ) :

L 1 . . G, -

Ty =75 — E(Zg; + Z5) (Hix + Sea? zZ%) (3.22)

. . 1 . . Gi .
Zy =2 — —=(Z; + Z15) (Hiy + 5—5724) ,

V2 2ea?” ¥
. 1 . e
Z4i = ZZE - E(Zﬁ + Zmﬁ )
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kde p je nyni dano vztahem

1
— | (H;x)*+ (H; x)?
1| Hix)? + (i) = 225

17 \/§Qz

p . (3.23)

(- 1)

Vyse uvedené napojovaci podminky lze slovné popsat tak, ze testovaci Castice
miize byt v misté impulsu urychlena v libovolném sméru krom U, respektive U.
Navic dojde ke skoku ve sméru soutadnice V), respektive f/, tedy podél nulové
nadplochy, pfesné dle Penroseovy podminky (27).

3.3 Kompatibilita feseni rovnic geodetiky a pod-
minek napojeni

V této podkapitole ovéfime, Ze prezentované feseni rovnic geodetiky (3.4) a (B.5)
v (anti-)de Sitterové prostorocase s neexpandujici impulsni vlnou ziskané pouzi-
tim pétirozmérného formalismu splituje refrakéni podminky ([B.16) a (3.19) od-
vozené rigoréznimi analytickymi postupy na zakladé Filipovova konceptu reSeni
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic. Toto ovéreni spoc¢iva v dosazeni interakéni po-
lohy uréujici impuls, tedy U = 0, do tplné geodetiky, presnéji ve vyéisleni poloh
a rychlosti tésné po (U = 0_) a pred (U = 0,) pruchodu geodetiky impulsem.
Prislusné vyrazy se vSak zvlasté v pripadé podminek pro napojovani rychlosti sta-
vaji znacné netrivialnimi z diivodu pouziti nékolika systémui souradnic a mnozstvi
vystupujicich ¢lenti.

Nejprve ovérime kompatibilitu napojeni interakénich poloh. Pfimym dosaze-
nim U = 0 do (34) a () vyjadiime slozky polohy v misté impulsu tésné pied,
respektive po, priuchodu geodetiky. Zjevna nespojitost je dana pritomnosti sko-
kové O-funkce v prislusném reseni rovnice geodetiky. Takto tedy dostavame

Vi =V", Zy =2,

7+ _ 1/0 1 + _ 0
V; =V '+ 57‘[1‘ , Zpi = Zp . (3'24>
Nyni pfipomerime napojovaci podminky pro polohy (B.16l),

. - H;
Utr=0="0U, Vit :V[ju#, Zs =27y . (3.25)

Je ziejmé, 7e podminka pro U; je splnéna automaticky diky spojitosti soufadnice
U, ¢ehoz bylo ostatné vyuzito jiz v podkapitole 3.1 p¥i konstrukei FeSeni rovnice
geodetiky.

Z vyjadfeni (3.24]) rovnéz vidime, ze podminky pro Z,; jsou zjevné splnény.
Pro ovéfeni napojeni v soufadnici V; zbyva uvazit vztah (2:20) mezi funkcemi H
a H charakterizujicimi impulsni vinu, které vystupuji v metrikich (214) a (215,
a vy¢islit ho v okamziku interakce s uzitim (218, konkrétné Q; = 1 + %Amﬁi.

Takl (¢} dostaneme
2 i : ) '

a tedy podminka pro navazani V; je timto také ovérena.
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Dale prejdeme k ovéreni podminek napojeni pro slozky rychlosti. Nejprve
snadno nahlédneme, Ze prvni z podminek (819 je trividlné splnéna, nebot rovnéz
prvni derivace komponenty U(7) v tplném fedeni, viz (33), je spojitou funkci
afinniho parametru, potom plati

G-—00, Gr—0°.  tedy OF =0 (3.27)
Déle ovéfime kompatibilitu pro Zs, respektive Zs. Tyto slozky rychlosti vystupuji
zcela symetricky, proto stacl provést porovnani jen pro jednu z nich, napiiklad Z,.
Derivujme tedy tiplné feseni rovnice geodetiky pro Z(U), viz (3.4)), podle para-
metru U a vyjadfeme tuto derivaci tésné pied (U = 0_) a po (U = 0;) pricho-
du impulsem. S uZitim prvnich dvou rovnosti pro U° v B217), tedy U0 = Ui_

a U° = U}, takto dostaneme
Zy =123, 7§ = 28+ A Uy (3.28)

Tyto vyrazy upravime dosazenim koeficientu A, z (3.6)) a G; z (8.2)). Roznasobenim
a vytknutim ziskame

Zy =79,
) . = A 3
Z = Zy + Ufrg {Hi[Z;;] + Hip {X - (Zzt)z} + Higl~25, 23] + 7-1,2-74[—22222]}
(3.29)
kde jsme také pouzili vySe ovéfenou rovnost Z, = Z;;, viz (B:24]). Tyto vztahy
chceme porovnat s pfislusnou podminkou (B.I9) upravenou uzitim % = ﬁ, tedy
. . = A
7 = Z5 + Ujg (2ea® H; x + G, Z3;) (3.30)
kde
Gi=H; — H; xQ: 75 — Hiyu 73, . (3.31)

V téchto vyrazech vSak vystupuje funkce H charakterizujici impuls ve spojitych
soufadnicich (U, V, X,Y") a jeji derivace dle X a Y. Nyni je tedy t¥eba tyto ¢leny
vyjadrit pomoci funkce H a jejich derivaci vzhledem k pétirozmérnym soutradni-
cim. Nejprve proto uzijeme vztah ([2.20) mezi H a H, tedy

H= %H(ZQ, Z3, Zs) Qi(z,y) , (3.32)

a transformac¢ni vztahy uréujici sloZeni soutadnic jsou (2.19) a (3.I1]). Nyni mtize-
me formalné vyjadfit hledané derivace vy¢islené v okamziku interakce U = 0,

H; x = % (HioZoiw + HisZsiw + HiaZaiz) i+ %HZQII )
H;,y = % (HioZoiy + HigZaiy + HiaZaiy) U + %Hzsz ) (3.33)

kde jsme vyuzili toho, ze Z,y|y—o = 0, viz (217, a ze dle (B.I1]) plati

T x|lv=0=1, Yyxlv=0=0, Ux|lv=0=0,
Tylu=0=0, Yylv=o=1, Uylu=o=0. (3.34)
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Derivace pétirozmérnych soufadnic Z,, a konformniho faktoru €2, podle sou-
fadnic = a y snadno vyjadiime ze vztahi (|2:|:9|)

Az? 1 Az;y; alzx; Az;
le:__z n ZZ:E:_ ZZ7 sz:_ Z7 Qz(E: :
e = T2 T, % 602 s = T30z S
ZQi,y - _6—§2Z2 ) Zgi:y = _69,? + 5@ ) Z4i,y = _3_(212 ) Qi,y - 6 .

(3.35)

Pted zavérecnym krokem jesté pripomenme vztah svazujici parametr a s kosmo-

logickou konstantou A,
3
=1/—. 3.36
a=\/—% (3.36)

Nyni postupné dosazujme do refrakénfho vztahu (3.30) z (3.31), 3:33), 3:33),
(219) az nakonec s uzitim (B.36) vyjadiime zménu slozky rychlosti Z; pouze

pomoci komponenty U,;r, funkce H a jejich derivaci podle Z, a pomoci soufadnic
x, y. Po provedeni nékolika drobnych zjednoduseni dostaneme

. LA z, 3 (14 2A2+42)° — LA 22
Z;Z.:Zi—i-Ufg {’Hz [—Q} +Hio K< 1z ng ) =
| Ty | wia(l - HAEF + )
+H@,3{ QZZ}JHHZA[ o o . (3.37)

S pouzitim vztaht (2.19]) se nyni jiz snadno pfesvédéime o rovnosti ptislusejicich
hranatych zavorek ve vyrazech (8:29) a (3.37). Tim je ovéfena kompatibilita na-
pojovaci podminky pro Z,. Jelikoz se virazy pro Zs a Zs se lid{ pouze zéménou
indext1 2 a 3 a souradnic X a Y, tedy i x a y, neni jiz tfeba provadét nezavislé
ovéreni napojovaci podminky pro slozku rychlosti Zs.

Déle ovérme napojovaci podminku pro Z. Analogicky jako v predchozim pii-
padé dostavame z FeSeni rovnice geodetiky (3.4) pro Z, tésné pied a za impulsem

Zn =2,

Zh =2+ Ufrg {%’[ZZ;] + Hiol =2 2] + Hig—Z3; Z35] + Hia L_A - (ZZ)Q} } -
(3.38)
Nyni upravme refrakéni vatah (3I9) pro Z4, tedy
. . = Gy
Zji=Z; + U (3.39)

eal); ’

obdobnym postupem jako vyse. Takto dostaneme

: : = A a(l — S5A(z 4+ ) zia(l— SA(2? +y2))
T - + D), 12 ML T Y , Zi M T Y
Z), = Zy; + U, 5 {HZ [ a, +Hio O a,
ca(l — SA(z? + o2 22 492
+ My —% (1= Q( | i { . szz] . (3.40)

17¥ejmé piimocaiejsi postup by byl zpétny prepis vztaht (35) uzitim pétirozmérnych sou-
fadnic.
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Rovnost hranatych zavorek ve vyrazech (3:38) a (B:40) opét dokdzeme pouzitim
vztahtl (2.19) a (3.36) a nékolika algebraickych tprav. Timto je platnost napojo-
vaci podminky pro Z, tedy také dokazana.

Zbyva ukazat platnost napojovaci podminky pro V. Opét derivaci FeSeni rov-
nice geodetiky (3I9) s pouzitim U;" = U° = U, dostévame

Vit = VO (Z0Ax + eZ0A,) + CU;T . (3.41)

)

Druhy z vyrazii upravime tak, ze dosadime ze vztahti (3.29) a (3.38) vyjadreni

Zj) pomoci Z, a rozepiSeme jako v predchozich p¥ipadech,

3 X 3 —_ 1)2 _ )2
‘/;r — V0—|—UZ~+A {Hf |:_1:| +H12’2 [ 3+A(Z21) :| +Hi3 |: 3+A(Z3z) :|

6 4 4N AN
—3¢+ A(Z})? Z5 7
+Hiy [ IA ) +HioH;3 %
Zr 7+ Vs
+ HioHi4 {%} +HizH;4 {%] }

+ ZJré {’Hl [Z;g] + 'Hi,z |:§

32 S — 2|+ Hia [ 24 25) + s 2324}

+@%{%Mﬂ+%mk@@g+%3ﬁ—w@ﬂ+mA4@@Q
. s
+%%&Hdﬂ+%A%@ﬁmwmpaym+m41:%@q},

(3.42)

kde jsme pro nékteré zjednodusujici ipravy pouzili podminku ([B.8)), ktera definuje
uvazovany prostorocas jakozto 4-hyperboloid vnoreny do pétirozmérného prosto-
ru. Tato podminka spolu s ([836) v okamziku interakce s impulsem na U = 0
nabyva tvaru

(28)" + (Z0)" + e (Z0) = 5 (3.43)

Daéle upravime odpovidajici refrakéni vztah v (3.19), tedy

Gi

fff:Vf—2p(L/j+Hi,XZ'2+i+H@yZ'$+—2 Zk (3.44)
a
kde
1 G. [~ H.
= |(Hix)*+(H; x)*—— (VT == . 4
p= |(Hix) + (Hix)" = —3 (V; Q@)} (3.45)

Funkci H; vyjadiime pomoci vztahu (2Z20). Dale pomoci derivace vazby na péti-
rozmérny hyperboloid dle afinniho parametru, viz B3), vycislené za impulsem,
vylou¢ime V", tedy

_ ZgiZgi + Z5i 25 + <24 2
Ut '

V+

(3.46)
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Déle jiz klasicky dosadime z (2.19), (3:31)), (3:33), (8:35) a (3.30)), ¢imz skok v kom-
ponents V vyjadiime pouze pomoci ostatnich slozek rychlosti tésné po prichodu,

funkce H a jejich derivaci, soutadnic x, y a parametru € a A. Po provedeni nékolika
zjevnych zjednoduseni pomoci (2.19) a (3.36) konecné dostaneme

. 1 €(144 — 24A (2% — o) + A2(2? + 42)?)
+= 2| = 2 -
Ve =+ O {me -] v | ik

e, {_6(144 — 24A(y? — 2?) + A% (2% + y2)2)} e, [_e(x2 + yQ)}

192A0?2 402
} Moot {ax(lZ — Az + y2))}

+ HZQHZ?)

2y
202 2402
y(12 — A(z? + ¢?))

2402

144 — 24\ (2% — y?) + A% (2% + y?)? Ty
[ AT +His |~ )

|
+ HisHia {a
|+

2’6{ [é

t s {am(—lZ + A(z? + y2))} }

12022

A Yy xy 144 — 24A(y* — 2%) + A*(2* + y?)?
+ 7 .
T {H )+ P [~ + s { 1ZA(2

g [N )

A 12 — A(2? + y?) (=12 + A(2? + y?))
+ .
+2hg 6 {H { 4a\Q) } Hiz [ 4aAQ? }

+ Hi {y(_m + A +y2))} +Hoa [”’"2 “’2” . (3.47)

4a\2? Q2

Rovnost pfislusnych hranatych zavorek v rovnicich (8:42) a (8:47) opét standard-
né dokdzeme s pouzitim vztaht (2.19) a (3.30). Timto jsme ovéfili kompatibilitu
podminek pro napojeni slozky V.

Vysledek této podkapitoly muzeme tedy shrnout do nasledujiciho tvrzeni.

Efekt neexpandugici impulsni gravitacni viny na pozadi (anti-)de Sitterova vesmiru
na pohyb wvolnych testovacich cdstic popsany uplnym 7Tesenim rovnic geodetiky
(54) a (33) nalezengm s uzitim pétirozmérného formalismu v praci [6] je plné
ekvivalentni refrakcénim vztahim (316) a (3.19) ziskangm na zdkladé Filipovova
konceptu teseni obycejnijch diferencidlnich rovnic v praci [7).
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4. Expandujici impulsni
gravitacni viny

V této kapitole shrneme zdkladni vlastnosti expandujicich impulsnich gravita-
¢nich vin. V Prvni podkapitole 1] zkonstruujeme uzitim Penroseovy ,cut and
paste® metody expandujici impuls v nejjednodussim pripadé Minkowského pozadi
a nulové gaussovské kiivosti. Rovnéz zavedeme spojity souradny systém adapto-
vany na tuto geometrii.

Déle zobecnime vyse uvedenou konstrukci i pro piipad (anti-)de Sitterova
pozadového prostorocasu a obecné Gaussovské kiivosti, viz podkapitola (4.2

V posledni ¢asti 4.3 prozkouméame konkrétni tvary funkce h(Z) urcéujici nava-
zani poloprostortu pred a za vlnou a generujici konkrétni profil impulsni viny.

4.1 Minkowského prostorocas

Obdobné jako v ptfipadé neexpandujicich impulsnich vln budeme nyni postupovat
i u vln expandujicich. Nejprve popiseme nejjednodussi situaci, tedy expandujici
sférickou impulsni vlnu v Minkowského prostorocase. Penroseova metoda ,cut
and paste“ v tomto pripadé opét spociva v rozdélenim Minkowského prostoroca-
su na dvé ¢asti M a M~ podél nulové nadplochy N, kterou vSak nyni bude
svételny kuZel. Oba poloprostory jsou nasledné opét identifikovany s predepsa-
nym posunutim bodi podél nadplochy N. Na rozdil od p¥ipadu neexpandujicich
vin vyzaduje nyni globalni struktura prostorocasu pfitomnost zdroji. Je moz-
né nahlédnout, Ze mnoZina vSech bodl z jedné strany svételného kuzele N se
pri posunuti nezobrazuje na celou druhou stranu. Tato nedplnost mize byt in-
terpretovana jako pritomnost kosmickyjch strun nebo jiné topologické struktury
v alespon jedné z rozdélenych ¢asti prostorocasu.

Pro explicitni konstrukei sférického expandujiciho impulsu vyjdéme z metriky
Minkowského prostorocasu v dvojitych nulovych souradnicich (7)), tedy

ds? = —2dUdV + 2dnd7 . (4.1)
Nyni provedeme transformaci
U=22V -U, V=V, n=V2, (4.2)
¢imz dostaneme metriku ve tvaru
ds* = 2V*dZdZ +2dUdV . (4.3)

Vyjadrime-li tyto soufadnice pomoci standardnich kartézskych soutadnic Min-
kowského prostorocasu, dostaneme

1 22+ +22 -2 1 z+i
Ty L Ve=——(tt+z), z=°-"19
V2 t+z V2 t+z
Vztah pro Z zde odpovida stereografické projekci mezi Riemannovou sférou a +ro-
vinou komplexnich ¢isel. Tato korespondence bude podrobnéji diskutovana a vy-
uzita v podkapitole 4.3l Z prvniho vztahu pak vidime, Ze nadplochy U = konst.

U:

(4.4)
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Obrazek 4.1: Princip konstrukce expandujici impulsni viny v Minkowského pro-
storodase spo¢ivajici v jeho rozdéleni podél svételného kuzele N na dvé éasti M™
a M™, které jsou nasledné opét slepeny, pricemz body na jejich rozhrani jsou
ztotoznény s predepsanym posunutim.

predstavuji svételné kuzele. Konkrétné uvazujme nadplochu U = 0, pro kterou
v kartézskych souradnicich explicitné dostavame

oyt 4 =1 (4.5)

Jedné se tedy o sféru expandujici rychlosti svétla pro ¢t > 0 a naopak smrstujici
se pro Casy t < 0.

Daéle uvazujme obecnéjsi verzi transformace (4.2)), v niz bude vystupovat li-
bovolnd komplexni holomorfni funkce h(Z), kterd po nasledném zkonstruovani
expandujicitho impulsu ur¢i vzadjemné posunuti bodi na vnitini a vnéjsi strané
svetelného kuzele. Konkrétné tedy

2

‘h|2 h/ h//
W] ho 2N ’
1 |
= — |V —|— 4.
V=milV-lam| Y] (4.6)
h h/ h// B//
7 |h’|{ T T o | o }

kde symbol h' oznacuje derivaci podle souradnice Z. Tato transformace prevadi
metriku (1)) do tvaru

ds* = 2|VdZ + UHAZ|* + 2aU4aV (4.7)

B 3 /R 2
o2 (W)
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je Schwarzovou derivaci funkce h(Z). Poznamenejme jesté, Ze pro trividlni volbu
h(Z) = Z se tato metrika redukuje pravé na (4.3)).

Nyni pouzijeme Penroseovu metodu ,,cut and paste”. Za impulsni nadplochu
N zvolime svételny kuzel U = 0, ¢ast prostorocasu M~ pro U < 0 popiSeme
metrikou (L3) a ¢éast M pro U > 0 metrikou (L7). Kombinovand metrika
vysledného prostorocasu je, kromé pfipadnych pélu funkce H(Z), spojité v misté
impulsu U = 0 a méa tvar

ds® = 2|VdZ + UB(U)HAZ|* +2dUdV . (4.9)

Tato metrika tedy predstavuje sférickou expandujici impulsni gravita¢ni vinu
v Minkowského prostorocase. Srovnanim transformaci (42)) a (£6) v misté im-
pulsu okamzité zreprodukujeme Penroseovy napojovaci podminky;,

_ 14 o
<U ~0,V,Z, Z)Mi - (U =0, 157 H(2) h(Z))M+ . (4.10)
Ukazuje se, ze jediné nenulové slozky tenzoru kiivosti jsou
H HH
Uy =— Gyy = ——— 4.11
4 vV 6(U) 9 22 v2 Ud(U) ) ( )

coz skute¢né odpovida impulsu o amplitudé tmérné funkci H(Z7), ktery se nachazi
na svételné nadplose U = 0.

Obdobné jako v pripadé neexpandujicich vin miZzeme i zde forméalné aplikovat
inverzni transformaci k spojeni transformaci (43]) a (£7) na spojitou metriku
(#.9). Takto bychom ziskali metriku explicitné obsahujici d-funkce soutadnice U
prozrazujici pfitomnost impulsni viny. Na rozdil od neexpandujicich vin se zde
bude §-funkce vyskytovat i v druhé mocniné, coz zcela znemozinuje rigorézni praci
s touto metrikou v ramci klasické teorie distribuci. Na druhé strané vsak tento tvar
metriky, srovnanim s Robinsonovym-Trautmanovym fesenim typu N, umoznuje
interpretovat sférické expandujici gravitacni impulsy jako limity expandujicich
sendvicovych vin.

Reseni tohoto typu se rovnéz podafilo zkonstruovat uvazenim dvojice ¢astic
vzdalujicich se od sebe se zrychlenim limitné jdoucim k nekonecnu. V takové
situaci jsou vSak nezbytné pritomné bud kosmické struny spojujici tyto ¢astice
s nekonec¢nem, ¢i pricka spojujici ¢astice navzajem. Zadanim konkrétniho tvaru
funkce h(Z) lze tedy pfimo konstruovat sférické expandujici impulsni viny ge-
nerované pretrzenou kosmickou strunou, jejiz konce se od sebe vzdaluji rychlosti
svetla a napinaji tak na sebe impulsni vinoplochu. Diskutovano bylo rovnéz reseni
se dvéma kosmickymi strunami, které se v jistém bodé srazi a pretrhnou, coz opét
vede ke vzniku sférické expandujici impulsni vlny. Impulsni vlnou generovanou
dvojici pretrzenych navzajem statickych kosmickych strun se budeme zabyvat
v podkapitole

4.2 (Anti-)de Sittertv prostorocas

Nyni zkonstruujeme obecnou expandujici impulsni vlnu na pozadi libovolného
prostorocasu konstantni kiivosti. Zobecnime tedy konstrukci popsanou v predcho-
zi podkapitole pro pfipad (anti-)de Sitterova vesmiru. Pfitom budeme vychézet
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z konformné plochého tvaru metriky pozadi (LI7), tedy

2dndij — 2dU dV

ds? = .
[1+ A7 —UV)]?

(4.12)

Opét rozdélime prostorocas na dveé ¢asti podél svételné nadplochy U = 0. V ¢asti
U > 0 budeme uvazovat zobecnéni transformace (4.6),

YV = Vi=AV - DU ,
U = U"=BV -EU, (4.13)
n = nt=CV-FU,

kde koeficienty jsou jiz pouze funkcemi Z a Z, a jejich explicitni tvar je

JE 5 P _h

plh|’ p|W] "’ plh| "’

1 fp|n]? Zn  Zh

=T Ya1 7w S T ST (o :

D 1% +e 1+2h+2h (4.14)

’ h,Z B B 2 7 (h n Z }_L” 71,
E = - 92— 1+=(——-—2— Z (= —2=

A A AV A VAR A A VI

p
4
h [p
F=_—11C
Ih’|{4

pricemz plati

h// h/ f_l” VA h// h/ Z }_L”
— —2— ) = l+=(——-2— )+ ==
(h’ h)h’+€{+2<h’ h)+2hf”’

p=1+¢eZ7, e=—1,0,+1. (4.15)

Parametr e udava gaussovskou kiivost prostorovych 2-ploch. Geometricky tato
konstanta specifikuje konkrétni foliaci prostorocasu svételnymi kuzely, viz souvi-
sejici Robinsonova—Trautmanova t¥ida, viz [4]. Funkce h = h(Z) je pak libovol-
nou holomorfni funkci charakterizujici posunuti bodt v misté impulsu a symbol
h’ oznacuje opét derivaci h podle souradnice Z. Tato transformace prevede kon-
formné plochou metriku prostoroc¢ast konstantni kiivosti (£12)) na tvar

2 2V/p)dZ + UpHdZ|" +2dUdV — 2¢dD” )
T [14+ AUV —eU)]? ) :

kde H je Schwarzovou derivaci funkce h, tedy

w5 % -3 () |- (417

V poloprostoru U < 0 uzijeme transformaci (£.13) s trividlni volbou h(Z) = Z.
Vysledné transformace se takto zjednodusi do tvaru

v

V =V =—-—-eU,
p
ZQ
U = u‘:%V—U, (4.18)
A
’]7 = ’]7_:—‘/
p



Jelikoz Schwarzova derivace v pfipadé h(Z) = Z je nulova, v druhé ¢asti prosto-
rocasu dostavame metriku

»_ 2(V/p)?dZdZ +2dU dV — 2¢dU?

d
s 1+ AUV —€0) P

(4.19)

V obou piipadech (£13) a (4I8) plati, Ze impulsni nadplocha U = 0 pied-
stavuje svételny kuzel dany rovnici np — UV = 0. Pouzijeme-li nyni kartézské
soufadnice zavedené v pfipadé Mikowského prostorocasu vztahy (L4) a (L), do-
staneme pro nadplochu U = 0 rovnici 22 + 3% 4 22 = t2. Jedn4 se tedy skutec¢né
o expandujici sféru. Pozitim transformace ([LI8]) v piipadé (anti-)de Sitterova
vesmiru pak dostavame Z7 + Z3 + Z3 = Z2. Dosadime-li nyni toto vyjadieni do
vazby na (anti-)de Sitterovsky 4-hyperboloid (LI1l), respektive (LI9), zjistime,
ze nadplocha impulsu U = 0 pfedstavuje svisly fez Z, = a timto hyperboloidem
vnofenym v plochém pétirozmérném prostoru. Geometricky tato situace odpovi-
déa sférickému impulsu vzniklému v ¢ase Zy = 0 a expandujicimu rychlosti svétla,
viz obrazek 4.2.

D

TV

TN

AN

Z1

4
i 1T
/7741

A

/ll’

Obréazek 4.2: Znazornéni expandujici impulsni viny v (anti-)de Sitterové prosto-
rocase pomoci fezu hyperboloidu svislou rovinou Z, = a. Vyznacené cary pred-
stavuji trajektorie opac¢nych polu sférického impulsu.

Pfimym porovnanim transformaci (£.I3) a (£.I8)) dostaneme Penroseovy na-
pojovaci podminky ve tvaru

(1+ehh)V

(v=ovizz) - (U:O,m,

hZ), h(Z))M+ . (4.20)
Konstrukece spojitého tvaru metriky je zavrSena slepenim ¢asti (4.19) pro U < 0
a (£I6) pro U > 0. Takto dostaneme globéalni metriku spojitou v misté impulsu
U =0, tedy

,_2|(V/p)dZ + U, pHAZ|* +2dUdV — 2¢dU?

d
° 1+ AUV —eU) 2 ’

(4.21)

kde U; = UO(U). Pravé tato kombinace ma za nasledek pfitomnost impulsnich
¢lentd v tenzoru kiivosti. Konkrétné plati
p’H

\Ij4:7 <U>7 (I)22:

p*HH

L Us(U) (4.22)
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Prostorocas je tedy konformné plochy vSude kromé svételné nadplochy U = 0
a vakuovy vsude s vyjimkou mista impulsu s V' = 0 a pfipadnych singularit
funkce p*H.

Vedle popsané metody ,cut and paste® a zavedeni spojitych soutradnic lze
expandujici impulsni viny v (anti-)de Sitterové vesmiru zkonstruovat rovnéz jako
limity sendvicovych vin ¢i urychlenych ¢astic analogicky jako v pripadé plochého
Minkowského prostorocasu.

4.3 Stereograficka projekce a kosmické struny

Jak jiz bylo poznamenano, vztah (£4), tedy

z-2rW (4.23)
t+ 2

svazuje soufadnici Z, vhodnou k popisu prostorocasi s expandujicimi impulsnimi
vlnami, viz metrika (43]), s ptivodnimi kartézskymi soufadnicemi Minkowského
prostoru (L3]). Geometricky jej lze interpretovat jako stereografickou projekci
mezi Riemannovou sférou a rovinou komplexnich ¢isel prochazejici stfedem této
sféry. Vztah (4.23]) konkrétné odpovida stereografické projekci z jizniho pdlu, viz
obrézek 4.3

Obréazek 4.3: Stereografickd projekce bodu P z Riemmannnovy sféry na bod @)
lezici v komplexni rovine.

Bez Gjmy na obecnosti polozme t = 1, tedy uvazujme sféru jednotkového
poloméru. Ozna¢me r vzdalenost bodu P, o soufadnicich (x,y, z) na Riemannové
sféfe, od osy z a R vzdélenost bodu ) od stfedu stéry, ktery vznika projekci bodu
P do komplexni roviny a je zde tedy urc¢en komplexni souradnici Z. Pouzitim
podobnosti trojihelnikt pak dostavame

_ , (4.24)




Pro realnou a imaginarni ¢ast souradnice Z v komplexni roviné potom plati

__* _ Y
Re(Z) = 5 Im(Z) = T+ (4.25)
a celkem tedy '
7=t (4.26)
1+2

coz skutecné odpovida vztahu (£23) s t = 1. Inverzni vztahy pak jsou

_ 2 _ 2 _ - 4.27
"Y1y zz YT \112zz “T1v 27 (4.27)

Z+7 , ( Z-7 ) |27

Takto lze jednoznac¢né prifadit libovolny bod Riemannovy sféry, kromé jiz-
niho pdlu, vlastnimu bodu komplexni roviny. Uzijeme-li navic komplexni rovinu
rozsifenou o nekonecno, lze jizni pol ztotoznit pravé s nekonecnem komplexni
roviny.

Timto zptsobem tedy mutzeme identifikovat libovolny bod P~ lezici na plose
impulsu N a patfici do ¢asti prostoroéasu M~ s bodem Z komplexni roviny.
Obdobné lze postupovat pro bod P* lezici na sférické nadplose N nyni vSak
z pohledu poloprostoru M*. Bod P* ztotoznime stereografickou projekei s obra-
zem bodu Z, ktery je reprezentovan holomorfni funkci h(Z). Takovéto zobrazeni
h(Z) charakterizuje posunuti bodt v misté impulsu. Formalné zobrazuje kom-
plexni rovinu samu na sebe a lze jej tedy pomoci stereografické projekce chapat
jako ztotoznéni bodu P~ na vnitini strané svételné nadplochy impulsu s bodem
P™ na strané vnéjsi. Popsanou situaci ilustruje obrazek [4.4]

Obréazek 4.4: Stereografickd projekce mezi Riemannovou sférou a rovinou kom-
plexnich ¢isel umozinuje geometrickou interpretaci Penroseovych podminek napo-
jeni. Komplexni zobrazeni Z +— h(Z) tak odpovidé ztotoznéni bodtt P~ a P™ na
vnitini a vnéjsi strané impulsu.

S uzitim transformace ([@I8]) pro U = 0_, respektive ([@I3) pro U = 0,
a vztaht (L4) a (L6) vedoucich ke kartézkym soutfadnicim, lze stereografické
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projekce bodit P~ a PT na impulsni nadploSe, tedy Z; a h(Z;) v komplexni
roviné, vyjadrit jako

T, +1y; WZ) =

t, + 2z

+ it
T, +1y;

Zi: .
t+ 2

(4.28)

Fyzikalné zajimavé jsou situace, kdy se obor hodnot zobrazeni h(Z) nesho-
duje s defini¢nim oborem hodnot Z. Potom ,vnitiek® sféry reprezentujici impuls
nepokryva skrze zobrazeni h(Z) celou ,vnéjsi“ ¢ast, piipadné naopak. Oproti to-
mu pokud je Schwarzova derivace funkce h(Z), tedy H(Z), identicky rovna nule,
¢len zodpovédny za pfitomnost expandujiciho impulsu ve spojité metrice (4.27])
mizi a zobrazeni Z — h(Z) odpovida pouhé Lorentzové transformaci.

Pozadavek, aby se jednotlivé strany impulsni sféry zobrazenim h(Z) zcela ne-
pokryvali, nutné vede k pritomnosti topologickych singularit v alespon jednom
z poloprostori M~ a M™. Jednoduchym piikladem takového topologického de-
fektu je takzvana kosmicka struna popsana na konci kapitoly [LIl Impulsni vilnu
lze poté chapat jako disledek pretrzeni této struny, jejiz konce se od sebe rozbi-
haji rychlosti svétla. Funkce h(Z) odpovidajici kosmické struné orientované podél
kartézské osy z ma tvar

hZ) =277 (4.29)

Vyjadiime-li komplexni soufadnici Z v exponencidlnim tvaru Z = |Z|e', kde
¢ € [—m,m), je patrné, Ze funkce h(Z) pokryva komplexni rovinu az na vyse¢
arg(h(Z)) € [-(1 — )7, (1 — §)m). Deficitni thel uvazované struny je tedy 24.
Jesté dodejme, ze pro metrickou funkci H(Z), tedy Schwarzovu derivaci (4.17)
funkce h(z), v tomto pfipadé dostavame

H(Z) =22 29 (4.30)

Déale budeme zkoumat slozitéjsi situaci, kterou prvné nastinili Nutku a Penrose
v praci [15], kdy se dvé kosmické struny strazi a pretrhnou, coz opét vede ke
vzniku impulsni gravitaéni viny. Explicitni konstrukci odpovidajici funkce h(Z2)
poté provedli Podolsky a Griffiths v praci [19] a to nejprve pro kolmé struny, které
jsou puvodné v klidu a lezi tedy v roviné, a poté vysledek zobecnili pouzitim
Lorentzovy transformace pro piipad kolize letici dvojice strun.

Ve statickém pripadé, na ktery se nadale pro jednoduchost omezime, vysli
pii konstrukei strukturni funkce h(Z) z funkce ([429), kterd vytvaii kosmickou
strunu podél osy z s deficitnim thlem 279. S pouzitim stereografické projekce
provedli rotaci ve vSech tfech Eulerovych thlech 1, 6, ¢ o hodnotu 7. Takto
otocili ptivodni osu z, i s kosmickou strunou, na misto piivodni osy y. Nakonec
opét v duchu vztahu (£29) umocnili dosavadni mezivysledek na (1 — ¢), ¢imz
vytvorili druhou kosmickou strunu podél nové osy z a tedy defekt kolmy na strunu
prvni. Odpovidajici funkce h(Z) je tedy tvaru

iZ71=0 —1\'*

a pro metrickou funkci H(Z) dostavame
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%5(1 — 10) B %5(1 — %5)4(1 —0)27%

72 (Zl—s + 1)2(21—6 _ 1)2 ’
pri¢emz hodnoty 27 a 2mwe jsou interpretovany jako deficitni thly prislusejici
kolidujicim strunam.

Takto zkonstruovand funkce h(Z) vSak neni piili§ vhodn4 ke studiu geodetik,
kterym se budeme déle zabyvat v kapitole[Bl. Zvolime-li totiz parametry ¢, € rovny
nule, tedy situaci bez strun a impulsu, dostaneme sice dle ocekavani H = 0, ale
funkce h(Z) zde neni trividlni identitou h(Z) = Z, ale odpovidé rotaci souradnic
o thel 7 uzité pii konstrukei dvojice strun. Cést prostorocasu uvnit¥ sféry U = 0
je tedy otocend vidi ¢asti vnéjsi. Vztah vyjadiujici rotaci pouzity v [19] byl navic
odvozen pro opacné zavedené soutadnice U a V), tedy stereografickou projekci ze
severniho pélu Riemannovy sféry, na rozdil od prace [8] analyzujici refrakci geo-
detik. Z téchto duvodu znovu zkonstruujeme funkei h(Z), odpovidajici ptetrzeni
dvojice kolmych kosmickych strun v relativnim klidu, analogickym postupem jako
Podolsky a Griffiths, avsak nyni s kompenzovanou rotaci.

Nejprve pripomenme, jakym zptsobem lze parametrizovat rotace pomoci od-
povidajici transformace komplexni stereografické soutadnice Z pii projekcei z jizni-
ho pélu Riemannovy sféry, viz napfiklad [26]. Pfi konstrukei vyuzijeme vyjadieni
libovolné rotace jako slozeni rotaci okolo os z, y a opét z o takzvané Eulerovy
uhly.

Uvazme, 7e rotace okolo osy z o tihel ¢ transformuje x + iy — €% (z +iy), za-
timco soufadnice z se neméni. Transformaci komplexni soutfadnice Z odpovidajici
rotaci okolo z 1ze tedy psat jako

H(Z) = (4.32)

Z %7 . (4.33)

Pro tcely nasi konstrukce vyjadiime rotaci okolo osy y o thel 6. Hodnota sou-
fadnice y zlstava pevna a kombinace z + iz se zobrazi na €(z + iz). Polozme
tedy

Z+1r
_ , 4.34
(= tE (430
a uvazujme ¢ — €. Pomoci vztahti (E27) navic dostavame
1+i(Z+2)-22 1+iZ2) (1 +iZ 1+i7
‘= +i(Z + 7) _(1+i2)(1+iz) (1+1i2) (4.35)

C1-iZ-2)+2zZ (1-iZ)(1+i2) (1-i2)’
a tudiz ¢
Z=il—>). 4.36
(=¢) (430
Transformace komplexni soufadnice Z odpovidajici rotaci okolo osy y o tihel
0 ma tedy tvar

(1 =€ (1 —iZ —e?(1+12)
Z=i|—— | =1 - . - =
1+ €9¢ 1—-iZ 4691 +12)
(€ +1)Z —i(e — 1) (cos 10)Z + sin 30

= — . = . 4.37
i(el —1)Z +i(e? +1)  —(sin360)Z + cos 160 (4:37)

Nyni jiz mtzeme zkonstruovat funkci h(Z) odpovidajici expandujici impulsni
vlné vzniklé pretrzenim dvou kolmych kosmickyjch strun, které jsou na pocatku
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v relativnim klidu. Nejprve provedeme otoceni okolo osy y o tihel 7. Takto se osa
x dostane na puvodni misto osy z. Po dosazeni do vztahu (A37) zjistime, Ze této
rotaci odpovida transformace

1+ 7

Z— —— = Zg, . 4.38

11—z ‘M (4.38)
Déale umocnénim na 1 — 9 vytvorime kosmickou strunu s parametrem § podél nové
osy z, tedy ptivodni osy x,

Zpy v 25 = Zs, (4.39)

Nyni provedeme zpétnou rotaci kolem osy y o tthel —7. Kosmicka struna vytvore-
na v predchozim kroku nyni miri opét podél piivodni osy x. Tuto rotaci vyjadiuje
transformace 4z
— S1
g, +— ————— = Zp, . 4.40
S1 1+ 251 Ry ( )

Na zavér vytvorime druhou kosmickou strunu s parametrem e podél osy z, neboli
Zpy v 23" = Zs, . (4.41)

SloZzenim téchto ¢tyi transformaci ziskdme explicitni tvar pfislusné funkce
h(Z) odpovidajici hodnoté Zg,, tedy

WZ) = <_1+ 2) ) : (4.42)

ktery pro hodnoty parametrii 6 = 0 = e pfechézi na identické zobrazeni h(Z) = Z.
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5. Geodetiky v expandujicich
impulsnich vlnach

Chovéani geodetik v Minkowského prostorocase s expandujici impulsni vlnou po-
psali Podolsky a Steinbauer v praci [27]. Tyto vysledky néasledné zobecnili Podol-
sky a Svarc také pro piipad nenulové kosmologické konstanty, tedy pozadi (anti-
)de Sitterova vesmiru, viz [§]. Ke konstrukci globalnich geodetik pfitom vyuzili
znalosti geodetik v téchto pozadich konstantni kfivosti a prirozeného fyzikalniho
predpokladu, ze geodetika by méla byt ve spojitych soufadnicich (£21]) t¥idy C*
v misté impulsu. Tento predpoklad dostal nasledné pevny matematicky ramec
v praci [28].

5.1 Obecné refrakéni vztahy

V prirozenych soutadnicich konformné plochého pozadi maji geodetiky pted a za
impulsem standardni tvar odpovidajici prazdnému prostoru, pricemz vinovy efekt
je dan navéazani integracnich konstant zadanych v misté impulsu. Déle oznac¢ime
hornim indexem ,,+“ oblast pfed vlnou, tedy U > 0, indexem ,—“ oblast za
vlnou, tedy U < 0, a dolni index ,:“ bude znacit hodnoty vycislené v misté
impulsu. S uzitim této notace a konformné plochych souradnic maji podminky
pro napojeni slozek geodetiky v misté impulsu, tedy interakénich poloh, tvar

2, Z
E =15

Vi =WV = [W] (5.1)

h 7]2 N
Pro rychlosti: pak dostavame

Vi = b,V +a U et e
U = b,V + a, Ul + 6, + i (5:2)
N, = bn]./j + anb.l;r + énﬁ;r + Cnﬁj )

kde
L Ll
VAl | TR
1 |r|?
a, = T |7 — (5.3)
B h h// 2h/ h//
T T n)
2| Zif(h K[
b 14+ 20 = —2—
T A |
1 Zh" |’
_ LA 5.4
W 2w (5.4)




h 2 7. (k" 1% B// ]_1/
bn:|| I+~ (—=-2—)|[=-2=),
2|1 2 \ W h h h
1 7. B ]_l//
a, = 1+=2— )=,
K 2|h’]< 2 h’)h’
}_l Zz h }_l” i_l,
Cp=——|1+—— || = —2= 5.5
“ 2\h’|( +2h’>(h’ h)’ (5:5)
h 7. h h f_l”
=— 1+ —=—-2—)|=.
AT { 3 (h’ h)] ’
Zde plati ¢, =¢, a ¢, =¢,, pricemz vSechny tyto koeficienty jsou konstanty
ziskané vycislenim funkce A a jejich derivaci v okamziku interakce, tedy pro Z =
Z;. V Pripadé h(Z) = Z ptechazeji vyse uvedené vztahy na identity a nedochéazi
tedy k lomu geodetik, coz je v naprostém souladu s tim, ze funkce H ve spojité
metrice vymizi a v prostorocase neni pritomny zadny impuls.
Z hlediska interpretace je vyhodnéjsi piejit vztahy (L4) a (6] ke kartézskym
soufadnicim. Rovnéz se dale omezime pouze na testovaci castice které jsou ptred

interakc{ s vlnou, tedy v poloprostoru U > 0, statické, coz znamend i} = ;" =
7 =0 at = 1. Takto pro napojeni poloh dostavame
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kde konstanty napravo jsou dany vztahy (5.3)—(5.6) a plati a, = @, by = b,
Na zavér zbyva vyjadrit komplexni ¢islo Z; pomoci pocatecnich poloh testo-
vacich ¢astic pfed impulsem. Vyuzitim transformaci (I4)) a (L.6]) dostaneme
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a tedy

+ 4 it
Z;=ht (M) , (5.9)

th+ 2

kde h~! je inverzni funkci k funkei h.

5.2 Srazka a pretrzeni dvojice kosmickych strun

V této podkapitole budeme zkoumat geodetiky v situaci popsané funkci h(Z)
zkonstruovanou vyse viz (£42)). Pfi tom budeme postupovat obdobné jako Po-
dolsky a Svarc v [8] pro pfipad jediné kosmické struny. Omezime se pfi tom na
studium zmén poloh a rychlosti testovacich ¢astic ptivodné jsoucich v klidu a rov-
nomérné rozmisténych na jednotkové ¢tvrtkruznici se stfedem v pocatku, ktera
lezi v roviné xz urcené dvojici strun. Popsana fyzikalni situace je zndzornéna na
nasledujicim obrazku.

Obrazek 5.1: Dvé kolmé kosmické struny splyvajici s osami x a z jsouci ve vza-
jemném klidu se ve svém prise¢iku (pocatku soutadnic) pretrhnou, étyfi jejich
vzniklé konce se rozlétaji rychlosti svétla a napinaji na sebe impulsni nadplo-
chu V. V jednotkovém c¢ase zasdhne impulsni vlna prstenec testovacich ¢astic
(v nasem pfipadé pouze tlusté teckovana ¢tvrtkruznice). Testovaci ¢astice se tim
posunou po impulsni sféfe a je jim udélena rychlost.

Testovaci ¢astice pfed interakci s vlnou lezi v bodé P popsaném souradnicemi
[z, y" = 0,2}t = 1]. Pomoci druhého ze vztahii (£28) spo¢teme hodnotu
h(Z;) v bodé P. Aplikaci inverzni funkce k h(Z) poté dostaneme komplexni sou-
fadnici Z; zkoumaného bodu. V prvnim kvadrantu roviny zz (x > 0, z > 0) ma

funkce h(Z) zadand vztahem (4.42)) komplexni inverzi
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a £ odpovida ptivodni hodnoté funkce h(Z;). Provést inverzi v dalsich kvadrantech
se jevi byt netrivialni ilohou, avsak vzhledem k predpokladané symetrii zkoumané
fyzikalni situace nam postaci omezit se pouze na kvadrant prvni.

S takto ziskanou hodnotou soufadnice Z; jiz muZzeme pouzit vztahi (5.6
a (B1) ke spocitani kartézskych soufadnic a rychlosti po priichodu viny. Tyto
hodnoty budou znaceny indexem ,—*.

Na rozdil od Podolského a Svarcovy prace [§] zde z diivodu slozitosti a ne-
prehlednosti nebudeme explicitné uvadét vysledné refrakéni formule ani vztahy
pro koeficienty v nich vystupujici. Pii néasledné diskusi a interpretaci vysledkt
se tak budeme opirat predevsim o grafy a diagramy vykreslené uzitim programu
Wolfram Mathematica na zakladé pravé popsaného postupu.

Pro snazsi interpretaci vysledkl jesté zavedme nékteré dalsi veliciny. Jelikoz
jsou uvazované testovaci Castice pred i tésné po priichodu impulsu rozmistény
na kruznici, 1ze jejich polohu misto dvou kartézskych soutadnic popsat pouze
jedingm thlov§m parametrem «. Uhel budeme méfit poéinaje u osy z smérem
k ose x. Indexem ,,+“ opét znac¢ime hodnoty pred a indexem ,—“ hodnoty po
pruchodu vlny. Pro zavadéné uhly tedy plati

+ —

x; x;

tga® =, tga” = L. (5.11)
2 Zi

Déle je vhodné zavést slozky skutecné fyzikalni rychlosti v klidovych soustavach
pred a za impulsem

e

(vf,v;,vf) = (x—i, %, %) ) (5.12)
ti 4

Velikost rychlosti se pak standardné vypocte Pythagorovou vétou a nabyva pouze

hodnot od 0 do rychlosti svétla ¢ = 1.

Nésleduji obrazky vykreslené na zékladé zminéného postupu popisuji interak-
ci testovacich castic, ptivodé rozmisténych na jednotkové ¢tvrtkuznici v prvnim
kvadrantu, s impulsni vlnou pro vybrané hodnoty parametrt strun ¢ a €. U kaz-
dého obrazku je uveden popis vizualizované situace, pricemz podrobnéjsi diskuse
a fyzikalni interpretace nasleduje v zavéru této kapitoly.

Vsimnéme si, ze koeficient d, je v nasem pripadé roven nule, jelikoz pouzité
funkce h(Z) je ryze realna, viz (5.8) a definice pouzitych symbolt vyse. Ze vztaht
(5.7) poté vyplyvd, ze v, = 0 a testovaci ¢astice tedy setrvavaji v roviné tvotené
osami x a z2.

Jesté poznamenejme, Ze pii konstrukei funkce h(Z) jsme nejprve vytvorili
strunu podél osy z charakterizovanou parametrem ¢ a poté strunu podél osy z
charakterizovanou parametrem e. Pravé specifické poradi konstrukce je zodpo-
védné za neintuitivni nesymetrii chovani geodetik.
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Obrazek 5.2: Grafy vzajemné zavislosti thlt urcujicich polohu testovacich ¢astic
a~ (a™) pro rizné hodnoty parametri strun ¢ a e. Testovaci ¢astice jsou tim vic
ptitahovany ke konctim strun (™ = 0 a ot = 7/2), ¢im vétsi je parametr £ nebo
0. V pripadech s obéma parametry nenulovymi je patrna asymetrie viici kom-
binaci horizontalniho a vertikalniho zrcadleni, a to predevsim u vyssich hodnot

parametri.
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Obrazek 5.3: Grafy zavislosti x-ové slozky rychlosti v, udélené testovaci Castici
vlnou v zavislosti na jeji poloze dané thlem o~ pro rizné hodnoty parametrt
strun ¢, §. Césticim v blizkosti konce struny je udélena rychlost ve sméru podél
prislusné struny. Velikost slozky rychlosti v, se limitné blizi rychlosti svétla pro
Castici lezici pfesné v misté konce struny o™ = 7/2.
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Obrazek 5.4: Grafy analogické predchozim, avsak tentokrat pro z-ovu slozku rych-
losti. Velikost slozky rychlosti v se limitné blizi rychlosti svétla pro castici lezi-
ci pfesné v misté konce struny o™ = 0. Srovnani s predchozim obrazkem opét
prozradi nesymetrii mezi efekty zptisobenymi strunami lezicimi podél os = a z.
Ocekavali bychom totiz, zZe horizontalnim zrcadlenim grafi v, dostaneme grafy
v, pro prohozené parametry strun.
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Obréazek 5.5: Grafy celkové velikosti rychlosti v~ = /(v;)? 4+ (v;)2. V Piipadé
vyssich hodnot strunovych parametri €, § jsou rychlosti udélené i vzdalenym
¢asticim znac¢né. V grafech je opét dobfe viditelné poruseni ocekavané symetrie,
a tedy zavislost na poradi konstrukce strun. Pro velké hodnoty parametrti €, ¢ je
témér vsude velikost celkové rychlosti v™=1 = ¢ a prislusna krivka tedy splyva

s horni hranou grafu.
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Obréazek 5.6: Diagramy znazornujici sméry a velikosti vektort rychlosti udéle-
né prichodem vlny testovacim c¢asticim rovnomérné rozlozenym podél jednot-
kové ¢tvrtkruznice v 1. kvadrantu. Smérem do tohoto kvadrantu (prostoru mezi
strunami) ¢astice urychlovany nejsou. S rostoucimi parametry ¢, ¢ je opét zietelna
vyrazna nesymetrie.
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Obrézek 5.7: Vektory rychlosti tentokrat umisténé do pivodnich poloh ot ¢astic
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pred interakci s vlnou. Zvlasté v Sestém diagramu velmi zietelnd asymetrie.
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Obrazek 5.8: Vektory rychlosti umisténé do poloh o~ danych posunutim vlivem
interakce s impulsni vinou. Z téchto diagrami je nejlépe patrna podstata interakce
viny s testovacimi ¢asticemi — pritazeni castic ke konci struny, jakoz i urychleni
ve smeéru leticiho konce struny.
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7 vykreslenych obrazkt 5.2 az 5.8 je kvalitativné zrejmé, jakym zptisobem re-
aguji uvazované testovaci ¢astice na prichod impulsni viny popsané funkei (£.42]).
Obecneé lIze Tici, ze ¢astice jsou pii interakci s vinou posunuty podél sférické plochy
smérem ke konctim kosmickych strun, které na sebe plochu impulsu napinaji. Mira
pritahovani ¢astice koncem struny pak zavisi na jejim parametru, tedy pfislusném
deficitnim thlu.

Rychlosti ¢astic umisténych v okamziku interakce s vlnou v blizkosti koncti
strun mifi podél strun, tedy ven z ptuvodni kruznice, a velikost jejich rychlosti
se limitné blizi rychlosti svétla. Takové chovani lze interpretovat tak, ze konec
struny odlétajici rychlosti svétla od mista pretrzeni strhava ¢astice s sebou. Cim
vzdalenéjsi je ptivodni poloha ¢astice od konce struny, tim mensi rychlost je ¢astici
udélena a dostatecné vzdalené cCastice jsou naopak vtahovany dovniti kruznice.
Vysledné rychlosti jsou navic tim vétsi, ¢im vétsi jsou deficitni thly kosmickych
strun, viz obrazky 5.3 az 5.8.

Az potud se vysledky nasich vypocti kvalitativné shoduji s intuici ziskanou na
zékladé vysledki prace [8], kde byla zkoumana situace s pouze jednou strunou.
Vykreslené obrazky vsak postradaji symetrie, které bychom od nich intuitivné
ocekavali. Uvazujme prostorocas se dvéma ekvivalentnimi kolmymi kosmickymi
strunami. Ten by mél byt symetricky vic¢i mnohym rotacim a zrcadlenim. Kon-
krétné se jedna o bodovou grupu symetrie Dy,. Stejnou symetrii bychom tedy
ocekavali i od chovani nasich testovacich castic a také s tim souvisejici symetrie
nami vykreslenych grafi a diagramti. Tedy napiiklad posledni ze Sestice diagra-
mtl na obrazku 5.7 by mél byt symetricky vici zaméné os z a x. Misto toho vsSak
vidime, Ze struna mitici ve sméru z ovliviiuje blizké c¢astice podstatné vice nez
druhé ze strun. Ackoliv byly struny charakterizovany pomoci stejnych hodnot
parametri ¢ a e, symetrie je zde znac¢né narusena.

Nase funkce h(Z) zkonstruovana dle elegantniho a intuitivniho geometrického
postupu z [19] tedy patrné nepopisuje fyzikalni situaci impulsni vlny generované
pretrhnutim dvou ekvivalentnich kolmych kosmickych strun s deficitnimi thly da-
nymi parametry § a ¢, tedy 278 a 27e. Zd4 se, Ze druh4 aplikace funkce Z — Z17°
pti konstrukei h(Z) nemé za nasledek o¢ekavané vytvoreni nové kosmické struny
se zadanym deficitnim thlem 27d. Deficitni thly odpovidajici strundm v tak-
to konstruované funkci totiz ziejmé nejsou nezavislé a zobrazeni Z +— Z'79 nelze
pouzit ke konstrukei struny s deficitnim tthlem 279 v prostorocase, ktery jiz jednu
kosmickou strunu obsahuje. Popsany problém se pfirozené nepodarilo odstranit
zménou poradi kroki pii konstrukei funkce h(Z). Takto jsme pouze obdrzeli pre-
vracené, ale stale nesymetrické verze uvedenych obrazki.

Zpétné se zda byt nelinearni interakce pri konstrukci dvojice strun pfirozena.
Konkrétné nagenerujme mocninnym zobrazenim dvé struny lezici podél osy z.
Pro prvni z nich tedy vezméme Z + Z17° = Zg, a pro druhou pak Zg, + Z é:g
Vysledné zobrazeni je tedy Z'79751% a vysledny deficitni tthel 27(§ + ¢ — d¢)
nikoliv pouze trivialni soucet 27 + 27e.

Nyni se nabizi moznost, Ze ackoliv pouzita funkce h(Z) nepopisuje situaci se
dvéma kolmymi strunami, jejichz deficitni thly jsou pfimo imérné parametrim
0 a ¢, stale popisuje kolmé struny s konstantnimi deficitnimi thly. V ptipadé
spravnosti takové hypotézy by pro zvolené § mélo byt mozné nalézt takové e,
aby se deficitni thly strun vyrovnaly a zkoumany prostoroc¢as nabyl oc¢ekavané
symetrie. Zvolme tedy na kruznici testovaci Castici stejné vzdalenou od obou
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strun, tedy a™ = 7/4. Pokud budou mit obé struny stejny deficitni hel a situace
tedy bude symetricka, poloha castice by se prichodem vlny neméla zménit, a tedy
a” = /4 = aT nebo napiiklad z; = ;. Vyjadiime-li tuto rovnici pomoci (5.6
muze jejim feSenim pro zvolené ¢ ziskat odpovidajici . Obrazek 5.9 ilustruje tuto
situaci pro zvolené 6 = 0,8 a dopoctené £ =0, 6375.

Ackoliv se obrazek na prvni pohled jiz zda byt symetrickym, ve skute¢nosti
neni. To je dobfe patrné, zakreslime-li prerusovanou carou osu kvadrantu a te-
dy predpokladanou osu symetrie. Vidime, Ze ackoliv se poloha ¢astice umisténé
v a~ = m/4 skuteéné nezménila, vektor jeji rychlosti je pomérné zna¢nou mérou
odklonén smérem k jedné ze strun a nas vysledek je tedy opét nesymetricky.

K analogickému nesymetrickému vysledku lze dojit i opac¢nym postupem.
Pozadujeme-li spravny smeér vektoru rychlosti prostiedni castice, zjistime ze se
pri interakci s vlnou posunula jeji poloha. Jesté poznamenejme, Ze pro vyrazné
mensi (a tedy realisti¢téjsi) fixovanou hodnotu parametru § lze dopoétenim pa-
rametru € ziskat jiz témér symetrickou situaci.

Ukézalo se tedy, Ze funkce h(Z) dané predpisem (4.42]) a zkonstruovana intu-
itivnim geometrickym postupem analogickym ¢lanku [19] ve skutecnosti a zcela
navzdory intuitivnimu ocekavani nepopisuje expandujici impulsni gravitacni vinu
generovanou pretrzenim dvou ekvivalentnich kolmych kosmickych strun s deficit-
nimi thly pfimo imérnymi parametrim § a €. Zda se, ze dokonce viibec nepopisu-
je situaci s nami uvazovanymi kosmickymi strunami definovanymi konstantnims
deficitnimi thly. Pfesnéjsi interpretace pouzité funkce h(Z) se vSak ukéazala byt
znacné netrivialnim problémem, na jehoz objasnéni budeme déle pracovat

X = — p=
- 6: / .
- s
L €: /
L s
1,5k 4 -
L s
L s
\ %
| s
1,0 -
x
0,5F i
NN
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I-
1,0 1,5

0,0 0,5
zZ

Obrazek 5.9: Diagram znazornujici posunuti a rychlosti testovacich ¢astic pro
zvolené ¢ a dopoctené e. Testovaci ¢astice umisténd v at = /4 se interakei s vl-
nou neposune, avsak jeji vektor rychlosti je vychylen smérem ke struné splyvajici
s osou z. Situace tedy ani zde neni symetricka.
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Z.aver

V ramci resersni ¢asti této bakalarské prace byla prostudovana odborné literatura
tykajici se neexpandujicich i expandujicich impulsnich gravita¢nich vin v prosto-
rocasech konstantni kiivosti. Pozornost byla vénovana pfedevsim jejich geomet-
rické konstrukei a geodetickym pohybtim v prostoroc¢asech tohoto typu. V pripadé
expandujicich vln byl rovnéz kladen diiraz na mozny popis jejich zdroje v podobé
dvojice pretrzenych kosmickych strun. Ziskané poznatky byly shrnuty v prehle-
dovych ¢astech této prace, konkrétné v kapitolach [T, 2 @ a dale v podkapitolédch
B.1] a 0.1 které tak slouzi jako referenc¢ni zéklad pro dosazeni origindlnich
vysledkii.

Prvnim ptuvodnim vysledkem této prace je ovéreni kompatibility dvou moz-
nych piistupt k nalezeni geodetik v (anti-)de Sitterové prostorocase s neexpan-
dujici impulsni vlnou. Konkrétné se jedna o ekvivalenci podminek napojeni ge-
odetik v misté impulsniho rozhrani, které byly na zakladé konceptu Filipovova
feseni obycejnych diferencidlnich rovnic rigorézné odvozeny v praci [7], s expli-
citnim FeSenim rovnice geodetiky uvedenym v [6]. Bylo ukazano, Ze oba zminéné
postupy vedou ve vysledku ke stejnému pohybu geodetickych pozorovateli viz
Cast B3

Druhy ptivodni vysledek souvisi s chovanim volnych testovacich castic in-
teragujicich s expandujici impulsni vlnou vzniklou v disledku pfetrzeni dvou
na sebe kolmych kosmickych strun. Takto generovana vlna je charakterizovana
funkei h(Z) ptavodné zkonstruovanou postupem uvedenym v [19]. Tuto konstruk-
ci jsme modifikovali pfidanim dodatecné rotace v podkapitole[4.3] ktera nasledné
umoznuje piimocarejsi popis geodetickych pohybti. Pouzitim postupt publiko-
vanych v [§], kde byl diskutovan pouze pfipad jedné struny, jsme vySetiovali
interakci statickych ¢astic umisténych v roviné tvorené dvojici strun s expandu-
jicim impulsem viz podkapitola Ukéazalo se, ze takto intuitivné konstruovana
funkce h(Z) navzdory o¢ekavani nepopisuje uvazovanou fyzikalni situaci se dvéma
ekvivalentnimi kolmymi kosmickymi strunami se zadanymi deficitnimi uhly.
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