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Abstrakt: V nasi praci si klademe za cil predevsim zefektivnit implementaci kla-
sifikacni metody, ktera se nazyva linearni diskrimina¢ni analyza. Jde o model
mnohorozmérné statistiky, ktery ma na zakladé urcitého mnozstvi vzorkd a je-
jich prislusnosti k urcité skupiné zaradit do skupiny vzorek novy. Zaméiujeme se
zejména na jeji vysoce dimenzionalni verzi, coz znamend, ze mnozstvi vstupnich
parametri je tak velké, Ze prevysSuje pocet vzorkt a v disledku toho tloha vede
na singularni kovarian¢ni matici. Pro pfilis velkd data mohou byt bézné uzivané
metody prakticky nepouzitelné z divodu vysokych vypocetnich nakladi. Z toho
divodu nahlizime na téma z pohledu numerické linearni algebry a vzniklé tlohy
upravujeme na jejich ekvivalentni formulaci s mnohem nizs$i dimenzi. Nabizime
tak nové zpiisoby Teseni, k tomu poskytujeme ptiklady konkrétnich algoritmii a
diskutujeme jejich efektivitu.
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Abstract: The main goal of our thesis is to make the implementation of a clas-
sification method called linear discriminant analysis more efficient. It is a model
of multivariate statistics which, given samples and their membership to given
groups, attempts to determine the group of a new sample. We focus especially
on the high-dimensional case, meaning that the number of variables is higher
than number of samples and the problem leads to a singular covariance matrix.
If the number of variables is too high, it can be practically impossible to use the
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Uvod

Mnohorozmérna statistika se zabyva analyzou jevi, jez je mozno vystihnout
velkym mnozstvim proménnych. Jejich vztahy se zaznamenaji do tzv. kovarianéni
matice, s niz se pak dale manipuluje. Problém ovsem nastava, pokud je mnozstvi
proménnych natolik velké, Ze prevysuje pocet vzorki, které jsou pro zkoumani
daného jevu poskytnuty. Takové pripady totiz vedou na singuldrni kovarianc¢ni
matici, coz mé za nasledek nepfiznivé numerické vlastnosti. Pro zdtraznéni jadra
problému budeme o této problematice mnohorozmeérné statistiky také mluvit jako
o statistice vysoce dimenzionalni.

Uloh vysoce dimenzionalni statistiky je mnoho, pat¥i sem linearni a neline-
arni regrese, logisticka regrese, shlukova analyza, klasifikace a jiné. Pro ptrehled
odkézeme na [21]. V této praci podrobné rozebereme problém klasifikace jakozto
typickou oblast, kde mohou vzniknout singularni kovarian¢ni matice. Diiraz pii-
tom neklademe na vylepseni klasifika¢nich modelt samotnych, ale na vylepseni
jejich numerickych vlastnosti. Na prvnim misté se vénujeme snizeni vypocetnich
nakladi a navrhujeme i nové postupy primarné s timto cilem. S tim jsou ob-
vykle spojené nizké pamétové naroky. Otdzku numerické stability rovnéz zmi-
nime. Rychlé vypocty a vysokd numerickd stabilita jsou zasadnimi pozadavky
spolehlivych a efektivnich procedur ve vysoce dimenziondlni statistice (viz [20]).

V kapitole [ vysvétlime, co je podstatou klasifikace, k ¢emu se vyuzivd a
jaké zékladni postupy mitizeme pouzit k jejimu feSeni. V kapitole [2 se pak blize
seznamime s konkrétni metodou, kterou je linedrni diskriminac¢ni analyza. Tato
popularni metoda je pomérné jednoduché, ale i¢cinné v mnoha aplikacich. Budou
ji vénovany i veskeré zbyvajici kapitoly.

Pojmem redukce dimenze se v souvislosti s klasifikaci obvykle rozumi vhodna
aproximace puvodniho problému, napiiklad za pomoci projekce na prostor nizsi
dimenze a to za ucelem snizeni pamétovych ¢ vypocetnich nékladu (viz [17]). My
vsak nahlédneme i na lehce odlisné pojeti tohoto pojmu. Povétsinou budeme tesit
ptvodni problém aniz bychom konstruovali jeho aproximaci. Souvisejici problémy
numerické linearni algebry vsak nahrazujeme jinymi, které maji dimenze nizsi, nez
tomu bylo u ptivodné navrhovaného postupu. Redukci dimenze v tomto smyslu
se vénujeme zejména v kapitole [3, kde se setkavame s jiz zminovanym pfipadem
vysoce dimenzionalni statistiky, ve kterém mnozstvi proménnych vyznamné pre-
vysuje pocet vzorki. I redukce dimenze v tomto smyslu je motivovana znatelnym
snizenim vypocetnich néklad. Velkou pozornost vénujeme metoddm regulari-
zace, které spocivaji v nahrazeni singularni kovarian¢ni matice matici regularni a
v jistém smyslu blizké té ptivodni. Navrh na regularizaci a redukci dimenze i za
cenu ztraty informace je uveden v kapitole [4l.

Prace je prubézné doplnovana ukazkami algoritmi, u nichz se klade diraz na
efektivitu z hlediska vypocetnich nakladi. Ta je pro kazdy algoritmus rozepsana.



Rovnéz jsme algoritmy otestovali a vysledky testi shrnuli v kapitole[bl Prikladame
téz subroutiny, které jsme k tomuto tématu zhotovili a pouzili k testovani.

Jelikoz je hlavni prinos této prace zalozen na manipulaci s kovarian¢ni matici,
je mozné zde uvedené poznatky pouzit i jako inspiraci pro jiné modely mnoho-
rozmeérné statistiky. V praci predpokladame vyskyt pouze obecné hustych kova-
rian¢nich matic. Pokud bychom pfedpokladali kovarian¢ni matice fidké, bylo by
mozné této vlastnosti dale vyuzit, jako je tomu napiiklad v [6]. Ridké kovarianéni
matice mohou vzniknout v aplikacich, jako je text document processing.



Kapitola 1

Formulace problému klasifikace

Tato kapitola poskytuje ivod do problému klasifikace potiebny pro porozu-
méni obsahu dalsich kapitol. Zavadime zékladni definice a nahlizime na jejich re-
alny vyznam. Rovnéz stanovujeme, jakym zptisobem budeme vytvaret algoritmy,
hodnotit jejich vypocetni naklady a také jak je testovat.

1.1 Vstupni data

Na pocatku kazdého klasifika¢niho problému znédme n vektori pozorovani
a prislusnost kazdého z nich do pravé jedné z g skupin. Je naprosto prirozené
predpokladat, ze n > ¢g. Kazdy vektor pozorovani se sklada z p proménnych. Na
zékladé téchto informaci definujeme pojmy, jez budou pro celé téma stézejni.

Definice 1. Necht pro kazdéi € {1,...n} a j € {1,....p} je x; i-ty vektor pozoro-
vdni a xj; jeho hodnota v j-t€ proménné, neboli

L1,

T; = € RP.

Lp,i

Pak vybérovou matici nazveme takovou matici X € RP*™  jejiz sloupce tvori
vektory pozorovant, tj.

X=|z -+ z, | € RF¥™,

Matici kédovani skupin ddle nazveme takovou matici G € R"™9, Ze pokud i-té
pozorovdni patri do j-té€ skupiny, pak G;; =1 a G;; = 0 v pripadé opacném.

Matice G pak muze mit tvar (pfi vhodném sefazeni pozorovani)



0
1 0 0
G = e R™Y.
0 0 1
0 0
0 0 1

Pravé definované matice budeme vzdy povazovat za vstupni idaj. Nasim cilem
bude pfijmout pozorovani nové a klasifikovat jej do jedné z g skupin pomoci
klasifikatoru konstruovaného z matic X a GG. Ono nové pozorovani budeme znacit
z.

1.2 Aplikace

Jako priklad si mtizeme predstavit, ze chceme identifikovat ru¢né psané sym-
boly nebo fotografie lidi a mame dostupné urcité mnozstvi jiz klasifikovanych
vzorki (viz obrazek [T} z vlastnich zdroji). V takovém piipadé bude kazdy slou-
pec matice X reprezentovat jeden snimek a jeho proménné budou pixely. Novy
snimek, ktery chceme identifikovat, bude obsazen ve vektoru z. Zpravidla je na
kazdy konkrétni problém zvolena individualni modifikace klasickych algoritmi,
ktera bere v ivahu naptiklad odchylky v otoceni, posunuti ¢i priblizeni snimki.
Srozumitelny nahled do problematiky klasifikace vcetné jejich aplikaci je v ﬂ}]
kapitola 10].

Nemusime ale zlstavat pouze u rozliSovani obrazkt. Klasifika¢ni algoritmy
jsou také klasickou ulohou v problematice zpracovani signala (viz ﬂﬂ]) Naleznou
uplatnéni pfi rozpoznavani zvukid, hudby a mluvené teci. Hojné se vyuzivaji i
v mediciné, kde je potfeba na zakladé ZJlstenych symptomu urcit stav pacienta.
Vyznamnou aplikaci je téZ genova exprese (viz ,

Obrazek 1.1: Sada vzorkid ru¢né psanych symboli

Y




1.3 Proces klasifikace

Zakladni ptistup, kterého se budeme v nasi praci drzet, spociva ve dvou kro-
cich:

1. Kazdou skupinu nahradime jednim reprezentantem. Zde to bude znamenat,
ze pro kazdé j € {1,...,g} spocteme skupinové pruméry

- 1
J

1EN;

kde N; je mnozina indexti pro pozorovani z j-té skupiny a n; = |N,|. Ma-
ticové budeme vypocet skupinovych primért zapisovat

X =XGH™,
pricemz

| |

X=|& - #,|erro,
| |
n1
H = diag(11G) = € RI*Y,
g
kde 17 znaci (1,---,1). V této praci nebudeme prvni krok nijak dale mo-
——

difikovat.

2. Klasifikujeme nové pozorovani z do skupiny k prislusné nejbliz§imu repre-
zentantu. V naivnim piipadé se budeme 1idit Eukleidovskou vzdalenosti,
¢imz ziskame predpis

k= argminje{17...7g}||z — T (1.2)
Maticové budeme tentyz predpis zapisovat
k = argmin|| Al| .o,
pricemz

A:zllg—)z: 2—31 - z—1,| € R,
| |

|| ||cor Znaci vektor norem (nikoli normu) sloupcti dané matice a argmin||- || co;
tedy znamend index sloupce s nejmensi normou.

Jak déle uvidime, existuji pro ucel klasifikace i metriky jiné a vhodnéjsi.

Pro prehlednost zapiSeme tento postup do algoritmu [AJl Tento algoritmus je
znazornén na obrazku pro deset bodt v roviné rozdélenych do dvou skupin,
tedy pro ptipad n =10, p =2, g = 2.
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Obrazek 1.2: Zakladni algoritmus



Algoritmus A1l Zakladni algoritmus
input vybérova matice X, matice kddovani skupin G, nové pozorovani z
output index prifazené skupiny £
H = diag(17G)
X =XGH™!
A= z]lg —- X
k = argmin|| Al| .o

Nejedna se vsak o jediny ptistup, jak lze v klasifika¢nim algoritmu postupovat.
Napiiklad v |22, sekce 9.7.3] nebo v [1] je uvedena metoda nearest neighbor, ktera
spoc¢iva v tom, zZe nejprve vybereme urcity pocet vektorii pozorovani, jez jsou
nejblize k z a nasledné klasifikujeme 2z do skupiny, kterd ma v téchto nejblizsich
vektorech pozorovani nejvétsi zastoupeni. Metodou nearest neighbor se v této
praci ridit nebudeme, nicméné nase hlavni poznatky lze snadno aplikovat i pro
tento pristup.

Jinym casto uzivanym pristupem je tiida metod support vector machines.
Jejim principem je najit nadrovinu, kterd rozdéli vektory pozorovani tak, aby
vzdalenost této nadroviny od nejblizsich vektort pozorovani byla maximalni. Tato
nadrovina by méla zaroven urcit meziskupinovou hranici. Pro dalsi podrobnosti
odkazujeme na [24].

Zakladni algoritmus [AT] mtize byt pro jednoduché pripady dostacuji, nebere
vSak v tvahu variabilitu jednotlivych proménnych. Jinymi slovy tdaj nemajici
zédny vliv na Gcast ve skupin€ se zapocita stejnou mérou jako jakykoli jiny. Tento
nedostatek je napraven v metodach rafinovanéjsich, jako je linearni diskriminacni
analyza.

Protoze budeme klast diiraz na efektivitu algoritmi, zavedeme znaceni

F. algoritmus

pro vyjadfeni poc¢tu floating point operation (FLOP) operaci (tzn. operaci ”+7,

, 77,7 /") daného algoritmu. To znamend, Ze napiiklad pro [A], kde je domi-
nantni vypodet X = XGH !, budeme psat

Jia1 € Opn),

nebot sou¢in X G vyzaduje diky ¥idkosti G pouze O(pn) téchto operaci. Uzivame
zde znaceni O(+) s jeho béznym vyznamem, tzn. f(x) € O(g(xr)) znadi, ze funkce
f je az na konstantu asymptoticky ohranicena funkci g shora.

1.4 Testovani

Navrhneme-li novy algoritmus, je zpravidla potfeba otestovat kvalitu vysled-
ného klasifikatoru i experimentalné. V nékterych pripadech je dokonce testovani
primou soucasti algoritmu. Jsou to pripady, kdy se snazime optimalizovat néjaky
parametr s ohledem na predlozena data.

Jednim z pristupt je rozdélit n pozorovani na mnozinu trénovaci a testovaci
podle schématu



xm
Xtrain =121 - T, e R? )

Xtest = | Tm+1 " Tn € Rpx(n—m).

Pro kazdé i € {m+1,...,n} pak fesime problém klasifikace s daty X = Xjqin,
z = x;. Jelikoz prislusnost do skupin zname i pro pozorovani z, mizeme rozhod-
nout, zda pro dané i probéhla klasifikace spravné. Uspénost poté soudime podle
procenta spravnych klasifikaci, které v algoritmech znac¢ime wu.

Tento postup je rychly, nebot provadime pouze n — m klasifikaci a navic
trénovaci mnozina je pro kazdé ¢ € {m + 1,....,n} stejnd, tudiz ji stac¢i zpracovat
pouze jednou. Mnohé data jsou vSak v kazdé klasifikaci nevyuzita, navic je ¢asto
zéddané do testovani zahrnout i ono zpracovani trénovaci mnoziny.

Metoda, s niz budeme testovat v této praci, se nazyva leave-one-out cross-
validation (zkracené LOOCYV). Pro kazdé i € {1,...,n} vybereme jedno pozorovani
z = x; a za vZor Xy.n povazujeme pozorovani ostatni. V algoritmech budeme
pouzivat znaceni pro vynechani i-tého vektoru pozorovani

~

X(n—1
Xi= |21 -+ i1 Ty - v, | ERP (n )7

coz znamena, ze pritazeni vzoru pro LOOCV budeme zapisovat
Xtrain = Xz

V piipadé matice kédovani skupin znamené G; matici G, v niz je vynechan i-ty
fadek. LOOCYV je zachyceno v algoritmu [A2] pro jeho vypocetni naro¢nost plati

m S O (nfalgoritmus) .

Algoritmus A2 LOOCV
input vybérova matice X, matice kddovani skupin G, algoritmus
output tspésnost u

u=20

fori=1:n
Zz = X; )
Xtrain = )A(z
Gtrain = Gz

k = algoritmus( Xy qin, Girain, 2)
if G(i,k) == 1 then

u=u-+1
end
end
u = 100u/n

10



Jelikoz jednotlivé trénovaci mnoziny X 1,...,)(2 se lisi vzdy jen o jeden sloupec,
lze vyuzit informaci z i-té iterace procesu LOOCYV pro i + 1-tou iteraci. Tomuto
zpusobu snizeni vypocetnich nakladl se zde vénovat nebudeme, jeden ze zptisobli
lze najit v |2, kapitola 3].

11



Kapitola 2
Linearni diskriminacéni analyza

Zatimco v pfedeslé kapitole jsme probrali pouze podstatu klasifika¢niho pro-
blému a zplisob feseni jsme jen naznacili, zde jiz pfedstavime konkrétni model,
ktery se v této tématice bézné vyuziva.

2.1 Kovarianénl matice

Predpokladejme nejprve, ze p < n. V takovém piipadé lze za Gcelem klasifikace
pouzit klasickou linedrni diskriminacni analyzu (zkracené LDA), jejiz hlavnim
nastrojem je kovarian¢ni matice. Zavedme nejprve znaceni

RS
l’zgzll’]eRp,
j:

Maticové budeme vypocet T zapisovat

1
T =—-X1,.
n

Definice 2. Necht je ddna vybérovd matice X € RP*™ qa dvé jeji proménné s

indexem i a j. Pak vybérovou kovarianci i-t€ a j-té€ promenné nazveme hodnotu

n

> (@ik — T ) (e — T5,)

k=1

1
n—1

cov(i,j) =

a vybérovou varianci (nebo také rozptylem) i-té proménné budeme rozumét
var(i) = cov(i,i).
. v 7 . 7 . . _ p . s /v
Kovarianéni matici pak nazveme takovou matici S = (si;); =1, pro jejiz proky

platy
si.j = cov(1,]).

12



Vybérovou kovarianci proménnych s indexem ¢ a j interpretujeme jako koefi-
cient, ktery udava jakym zptsobem :-t4 proménné ovliviiuje j-tou a naopak, pii-
¢em? rozpoznava souvislost pouze linedrni. Z pohledu linearni algebry je cov(i,j)
skalarnim soucinem i-tého a j-tého fadku vybérové matice X, od nichz jsou na-
pred odecteny jejich primeéry. Kovarian¢ni matici pak chapeme jako schéma vsech
vybérovych kovarianci. Podrobnéjsi popis téchto pojmii nalezneme v |22, kapitola
3.

Kovarian¢ni matici lze napsat také v maticovém tvaru:

1
n—1

S:

(X —z1)) (X" —1,2") e R

Jelikoz S je souc¢inem dvou vzajemné transponovanych matic, je tato matice vzdy
symetricka a pozitivné semi-definitni.
V klasické LDA je (L.2)) ze zdkladniho postupu nahrazeno predpisem

k =argmin;cq o (2 — i)' ST 2 — 7y, (2.1)

diky ¢emuz se do klasifikace zakomponuji vzajemné vztahy proménnych. Vzdale-
nost, kterou byla nahrazena ta Eukleidovska, se nazyva Mahalanobisova vzddle-
nost . Jelikoz p < n, je redlné pridat dopliujici predpoklad rank(S) = p, aby byl
vyraz (2.1]) korektni. V takovém piipadé je navic S pozitivné definitni. Pozname-

nejme jesté, ze koeficient ﬁ nemd na predpis (2.1)) Zadny vliv a lze ho proto pii
vypoctech kovarian¢ni matice pro metodu LDA vynechat.

2.2 Linearni diskriminac¢ni funkce

Na tentyz klasifika¢ni proces je mozné nahlizet i jinym zptisobem. Definujeme-
li pro j € {1,...,g} linearni funkci

1
~T o1 ~T o—1%
lij(2) =; 52 — 5%5 z;,

pak je (21)) ekvivalentni zapisu

k= argmaxje{h__,g}lj(z).
To plyne ihned z rovnosti

(z—2;)" ST (2 —2;) = 2787 s — 27871, — j;‘-FS_lz + :i]TS_lzij

a z faktu, Ze prvni ¢len na pravé strané nezavisi na j. Rovnost

ZTS_lij = fc]TS_lz

je diisledkem symetrie matice S—1.

Jestlize vezmeme v tivahu i Cetnost pozorovani ve skupinach a aproximova-
nou pravdépodobnost prislusnosti do j-té skupiny oznacime p;, pak nabude [;
obecnéjsiho tvaru

1
li(z) =31 S — 5@?5—1@ + Inp;.
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Jeji odvozeni je dohledatelné v [22, sekce 9.3.1]. V nékterych aplikacich jsou do-
konce pravdépodobnosti p; znamé pfedem pro kazdé j € {1,....,g} a neni proto
nutné je aproximovat.

Funkce [; se casto déle modifikuje - naptiklad kvadratickd obdoba [; vede na
kvadratickou diskriminac¢ni analyzu. Ackoli se v této praci budeme vénovat pouze
linearni verzi, daji se povétSinou postupy z nasledujicich kapitol aplikovat i na
kvadratickou diskriminac¢ni analyzu a jiné modifikace.

2.3 Mahalanobisova vzdalenost

Protoze jsou vSechny metody typu LDA odvozeny z Mahalanobisovy vzdéle-
nosti, vénujme nyni pozornost jejimu vyznamu. Jedna se o metriku definovanou
jako

d(ry) =\~ 9) S (@~ y).

Pro vysvétleni geometrické interpretace se omezme na pripad n = 10, p = 2. Je
zaddno deset bodfi v roving a piisludl jim kovarianéni matice S € R?*2. Kdyz
sestrojime elipsu se stifedem v primeéru z, kterd ma hlavni a vedlejsi poloosu ve
sméru vlastnich vektort S a o velikosti odmocnin vlastnich ¢isel S, pak tato elipsa
zpravidla celkem dobfe vystihuje umisténi zadanych bodi. To je vidét zejména v
pripadé, kdy S je diagonalni matice. Pak jsou osy elipsy rovnobézné s ptislusnymi
osami soutradnic a jejich velikosti odpovidaji vybérovym variancim. V piipadé,
kdy S neni diagonélni, je elipsa vhodné pootocena (viz obréazek 2.T]).

Obrazek 2.1: Elipsa vystihujici data
Nyni povazujme hlavni a vedlejsi poloosu za bazi nového souradnicového sys-

tému. Métfime-li tedy libovolné dva body Mahalanobisovou vzdalenosti ur¢enou
matici S, odpovida to tomu, ze napfed transformujeme celou rovinu tak, aby se
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elipsa zobrazila na kruznici a poté aplikujeme vzdalenost Euklidovskou. To je
znazornéno na obrazku 2.2

1.5

T T
-1.5 1.5

2154

Obréazek 2.2: Data po transformaci

2.4 Implementace

Vypocet inverze dané matice byva casto doprovazen Spatnymi numerickymi
vlastnostmi (viz [4]). Stejné tak by tomu mohlo byt i u pfipadu S~*. V implemen-
taci LDA se ¢asto explicitné poc¢ita S~!, neni to ale potfeba. Pro redlné symetrické
matice, jakou je i S, lze zavést spektralni rozklad

S =QDQ",

pricemz D je diagonalni matice s redlnymi vlastnimi ¢isly na diagondle a @ je
ortogonalni matice s piislusnymi vlastnimi vektory ve sloupcich (viz [5, sekce
2.3]). Jelikoz S je navic diky své definici a predpokladu rank(S) = p pozitivné
definitni, jsou viechna vlastni ¢isla kladna a ma tedy smysl vyraz D~/ (v ptipadé
diagonalni matice to znamend, ze vSechny slozky jsou umocnény ¢islem —1/2).
Diky tomu plati

(2= %) 571 (z - &)
= (2= 5)" QDD 7VQT (2 — 3j) = [ DTQT (= — &) ||
Pfi realizaci pak miZzeme nahradit (2.1]) ekvivalentnim vzorcem

k= argminer; ol|D72QT (2 — &)|l. (2.2)
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Vypocet spektralniho rozkladu budeme v algoritmech zapisovat

Q.D] = cig(9).

Zakladni implementace LDA je k nahlédnuti v algoritmu [A3] Vypocetni nédklady
spektralniho rozkladu fadové ¢ini p® operaci. K tomu je nutné piipocist ndklady
maticového ndsobeni, mezi nimiz pfevazuje vypocet S s naklady O(p*n). Jelikoz
predpokladame p < n, priddme dodatec¢ny predpoklad p > g a celkovy pocet
operaci zformulujeme jako

Jigg € Olpng + p° + p’n) = O(p*n).

V [19] je navrzeno pouziti Choleského rozkladu misto spektralniho, ¢imz se
mohou vypocetni naklady dale znatelné snizit (ackoli asymptotickéd sloZitost se
neméni), nebot vypocet spektralniho rozkladu stoji pfiblizné 9- p* operaci (viz [9,
sekce 8.3]) a Choleského rozklad pouze 1/3 - p? (viz |9, sekce 4.2]). Pro stabilitu
Choleského rozkladu je podstatné, ze kovariancéni matice je pozitivné definitni,
coz v dalsich kapitolach nebude vzdy splnéno.

Algoritmus A3 Klasicka LDA
input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, nové pozorovani z
output index prifazené skupiny £
H = diag(11G)

X =XGH™

A= z]lg - X

z=X1,/n
S=(X—-z1)(XT - 1,z7)
(Q.D)] = eig(S)

k = argmin||D~2QT Al| .o;

2.5 Fisherova linearni diskrimina¢ni analyza

Na zavér kapitoly si popisme souvisejici klasifikacni model zvany Fisherova
linedrni diskrimina¢ni analyza (zkracené FLDA). Pro popis vztahu mezi LDA a
FLDA odkéZzeme na [22, kapitola 8]. Jde o metodu redukce dimenze, kterd spociva
v projekci vétsich dat, kde se snazime co nejlépe zdiraznit skupinovou strukturu.
K tomuto tcelu definujeme matici meziskupinovych a vnitroskupinovych kovari-
anci.

Definice 3. Necht je ddna vijbérovd matice X € RP*™, Pak matici meziskupino-
vych kovarianci B definujeme predpisem
1 g
B=——=) n#—2)( - )" e RPP
g- 13

a matici vnitroskupinovych kovarianci W predpisem

W = L ZZ(l’i—fj)(Ii—i’j)TeRpo.

n J—
9= iEN;
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Poznamenejme, ze stejné jako kovarian¢ni matice S jsou i B a W symetrické
a pozitivné semi-definitni.

Abychom béhem projekce zachovali co nejvice uzitecné informace o tiidach,
budeme se snazit maximalizovat vliv matice B a vliv matice W naopak minima-
lizovat. Tuto podminku vyjadiime nasledovné.

Pro dané k € N takové, ze k < g, hledejme vektory ¢; € R, i € {1,...,k} tak,
aby platilo:

1. podil
cI'Be;
cIWe,

je maximalni Vi € {1,...,g},
2. vektory cy,...,c jsou linedrné nezavislé,
3. el =1Vie{l,..g}

Vektory cy,...,c,, pak budou tvofit bazi prostoru vystihujici piivodni data ta-
kovym zptsobem, Ze meziskupinova variance je maximalni a vnitroskupinova
variance je minimalni. Vénujme se nyni otazce, jak je nalézt.

Véta 1. Necht B,W € RP*? ¢ € RP a rank(W) = p. Pak plati

c'Be
AIZMAXocpp | 77 lell =1 p = argmax,cge {|A|; Bc = AWe, A € R}

Diikaz. viz [22, sekce 8.4].

3

Véta [l k4, ze maximalizaci jednotlivych ¢ 1ze ekvivalentné prepsat na zobec-

nény problém vlastnich cisel
Be = \We. (2.3)

Zaméime nyni pozornost na hodnost matic B a W. Jelikoz (Z; — Z) je prvkem
RP, hodnost matice
=~ —\(m _ =\T
(Z; — 2)(; — T)
se rovna 1. V definici matice B se vyskytuje suma g matic hodnosti 1, tudiz musi

platit
rank(B) < min{g, p}.

Stejnou uvahou odhadneme i hodnost matice W
rank(WW) < min{n, p}.
Jelikoz predpokladame p < n, je redlné dodatecné predpokladat, ze
rank(WW) = p,

neboli W je regularni. Problém (23]) diky tomu snadno pfevedeme na standardni

problém vlastnich c¢isel
(W™ 'B)e = Ac.
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V mnoha aplikacich ale nastava p > n, nebo dokonce p > n. To mize vést
ke komplikaci, nebot rank(IW) < min{n,p} = n a W je proto vzdy singuldrni.
Stejné jako v klasifika¢nim modelu LDA je tak nutné metodu modifikovat. Tomu
se vénuje napt. [6], kde je navrzena metoda eliminace spole¢ného jadra. Je ale téz
mozné inspirovat se postupy uvedenymi v nasledujici kapitole.
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Kapitola 3

Vysoce dimenzionalni linearni
diskriminacéni analyza

Doposud jsme pracovali s predpokladem, ze p < n a ze pro kovarian¢ni matici
S € RP*P plati rank(S) = p. V mnoha aplikacich se vSak setkdme s pfipadem, kde
je velice obtizné ziskat kazdy novy vzorek, pricemz proménnych je velmi mnoho,
¢ehoz je typickym prikladem je genova exprese. Z toho divodu casto plati p > n,
nebo dokonce p > n a tudiz p > rank(5). JelikoZ je inverze definované pouze pro
reguldrni matice, nedava predpis (2.1I) pro klasickou LDA smysl. Pravé tento pro-
blém je hlavni néplni této kapitoly. Seznamime se zde s metodami, které vyuzivaji
pseudoinverzi, nebo uméle regularizuji kovarianéni matici. Hlavnim pfinosem této
kapitoly, stejné jako celé nasi prace, je snizeni jejich vypocetnich nakladi, ale i
poukéazani na nékteré jejich vlastnosti.

3.1 LDA s pseudoinverzi

Existuji zptsoby, jak dodefinovat inverzi pro singularni matice. Nejpouziva-
néjsi z nich je Moore-Penroseova pseudoinverze, ktera je v [5] definované za po-
moci singuldrniho rozkladu. Protoze budeme uvazovat vzdy kovarianc¢ni matici
S, jenz je matici redlnou symetrickou, definici zformulujeme pomoci rozkladu
spektralniho.

Definice 4. Necht S € RP*P rank(S) = r. Moore-Penroseovou pseudoinverzi
matice S nazveme matict

S'=QD'Q" = Q,D;'Q; e RV,

kde S = QDQT = Q,D,QF je spektrdlni rozklad, D, € R™*" je diagondini matice
s nenulovymi vlastnimi cisly na diagondle, sloupce @, € RP*" tvori prislusné

vlastni vektory a
Dt 0
T — T pXp
D' = ( 0 O) € RP*P,

O vyrazu S = Q,D,QT 7 definice @ budeme déle mluvit jako o ekonomickém
spektralnim rozkladu, v algoritmech budeme jeho vypocet zapisovat

[QNDT] = eigeko(s)'
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Do LDA algoritmu zaclenime nové definovanou matici ST tak, ze (2.2)) nahra-
dime novym predpisem

k= argmingeq o | D72Q0 (2 = &)). (3.1)

Stejné, jako tomu bylo v klasické LDA, i zde vipocetni naklady dosahuji O(p?)
operaci, pouzivame-li pro vypocet spektralniho rozkladu standardni metodu (tzv.
metodu QR). Je-li oviem p > n, nebo dokonce p > n, nejsou takové naklady prilis
priznivé. Pro efektivnéjsi spocteni @), a D, zformulujeme tvrzeni.

Véta 2. Necht je dina matice Y € RP*", kde p > n. Necht Q,.D,QT je ekono-

micky spektrdlni rozklad matice YTY € R™" a oznacme Q, = YQrDr_l/Q. Pak
plati, ze Q,D,QT je ekonomicky spektrdlni rozklad matice YY1 € RP*P,

Dikaz. 7 predpokladt vime, ze
Y'Y Q. = Q. D,.
Vynasobime-li obé strany rovnice matici Y zleva, ziskame
YY'YQ, =YQ.D,,
coz implikuje
YY'Q, = Q.D,.

Zaroven také plati
Qf@r = D;1/2©Z—‘YTY©TD;1/2 = D;1/2Q~f (QTDTC?;) QTD;UZ =1.

Z toho plyne, Ze @, je ortogonalni a Q,D,QT je ekonomicky spektralni rozklad
YYT.
d

Zde dosazujeme
Y = (X —z17)
a stejné oznaceni budeme pouzivat i nadale. S vyuzitim véty 2] obdrzime algo-
ritmus [A4] ktery vyZzaduje méné nez O(p®). Vypocet spektralniho rozkladu Y7Y
stoji pouze O(n?®) operaci. Jedinymi operacemi se sloZitosti zavisejici na p jsou
maticové souciny Y7V resp. YQ, s cenou O(n2p) resp. O(rnp) operaci. Dostéa-

vame proto
Jiag € O(n’p).
Poznamenejme, ze kovarianéni matice S = Y7Y nemd nikdy plnou hodnost,
nebot
Yy, =Y (X1, —nz) =Y"0, =0,,
piidemz 07 = (0,--- ,0). Je tudiz dilezité, ze spektralni rozklad YTV je ekono-
——
micky. !

Intuitivné se zda byt uziti pseudoinverze postacujici, v ptipadé p > n je vSak
otazkou, do jaké miry nami spoctend vzdalenost odpovida té Mahalanobisove.
Ve vysoce dimenzionalni statistice se proto dava prednost metodam, které jsou
vystavény na nahrazeni S regularni matici S*, ktera je v jistém smyslu blizka
S. Takové metody zde budeme souhrnné oznacovat pojmem regularizace. Pro
prehled o metodach regularizace odkdZeme na [16], [26] a [8]. Analogické metody
pro FLDA nalezneme v [6].
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Algoritmus A4 LDA s pseudoinverzi
input vybérova matice X, matice kddovani skupin G, nové pozorovani z
output index prifazené skupiny £
H = diag(17G)

X =XGH™!

A= z]lg - X
T=X"1,/n

Y = (X — 71l)
[Qr,Dy] = eig,, (YY)
Qr=YQ,

k= a,I‘gIIliIl”D;lQZ—‘AHcol

3.2 LDA*

Rozeberme si standardni zptsob regularizace, ktery je navrzen naptiklad v
[19], [18] nebo [10]. Z diivodu odliseni od LDA je tato metoda v [19] oznacovana
jako LDA* a stejné nazvoslovi budeme pouzivat i zde. Méjme symetrickou pozi-
tivné definitni matici 7' € RP*? a parametr 7 € (0,1). Regularizaci kovarian¢ni
matice S zavedeme vztahem

S*=1S+(1-7)T.
Metoda LDA* pak bude pouzivat predpis
k =argmin;c o (2 — i)' S (2 - 1y), (3.2)

jez bude zastupovat (2.1]). Pomoci LOOCV nésledné otestujeme kvalitu klasifi-
kace a cely proces zopakujeme pro rizna 7. Vybereme takové 7, pro které bylo
[A5] zavddime navic krok h € (0,1) a nové testované T definujeme vzdy jako posu-
nuti o h, neboli 7., = T + h. Pro jednoduchost predpoklddejme, ze 1/h € N.

Tento velmi bézny postup regularizace sebou nese pomérné vysoké vypocetni
naklady kvili hledani optimalniho regulariza¢niho parametru 7. Mezi vypocet-
nimi naklady pfevazuje spektralni rozklad, ktery ¢ini fadové p?® operaci. Protoze
je jeho vypocet zasazen do LOOCYV a opakuje se pro vsechna 7 € {h, 2h,...,1—h},
plati

Fiag € O ((1/h)np?)

coz je podstatné vice nez v pripadé algoritmu [A4l

Pro zjednoduseni uz v nasledujicich algoritmech nebudeme povazovat za vy-
stup index nového pozorovani z, ale jen regularizacni parametr 7 ptislusejici té
Pro odliseni od vystupu piSeme hlavni cyklus s parametrem ¢ namisto 7.

Dopliime na zavér sekce argument, proc¢ je vhodné volit 7' pozitivné definitni.
Pro libovolné nenulové v € R? a 7 € (0,1) plati

v S* 0 =710t Sv+ 0T (1 —7)To > 0" (1 —7)Tw,

coz vyplyva z pozitivni semi-definitnosti kovarian¢ni matice S. Pokud je navic T
pozitivné definitni, pak
v S*y >0
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Algoritmus A5 LDA*
input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, krok h
output regularizacni parametr 7, ispésnost u.,

T=0
ur =0
fort=h:h:1-nh
ug =0
fori=1:n
Zz = X;
KXirain = Az
Gtrain:éz

H = diag(ﬂz:Gtmm)
X = XtrainGtrainHil
A= zﬂg - X
T = Xiainln/n
S = (Xtrain - fﬂz:)(th;azn
St =tS+(1-t)T
Q.D] = eig(5)
k = argmin|| D~Y2QT Al| .o
if G(i,k) ==1 then
U =up + 1
end
end
if u; > u, then
T=1

—1,z7)

Uy = Up
end

end

u, = 100u, /n

a S* je proto taktéz pozitivné definitni, diky ¢emuz je i regularni. Jinymi slovy,
spravna volba T jiz zaruci, ze LDA* je skutecné regularizaci.

3.3 Regularizace s jednotkovou matici v LDA*

Jednou z nejcastéjsich voleb T je jednotkova matice. Je mimo jiné rozepsana
i v [19] pro svou snadnou a efektivni realizovatelnost. VSimnéme si, ze pokud by
bylo 7 = 0 je S* = I, a tudiz je pfedpis (B.2)) ekvivalentni s pfedpisem (L.2).
Algoritmus je proto mozné chapat jako hledani vhodné kombinace metody LDA
a zakladniho algoritmu [AT] ze sekce [L.3l

Kladnou numerickou vlastnosti této volby T’ je, Ze neni nutné pocitat spekt-

T

S =QDQ",
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pak snadno dopocteme také

S:=75+(1 1)1, = 1QDQ"+(1 - 7)QQ" = Q(+D + (1 - 7)1,) Q" = QD.Q"
(3.3)

pro libovolné 7 € (0,1), pficemz

D, =71D+ (1—1)1,

3.3.1 Varianta s plnym spektralnim rozkladem

Bézné se tento poznatek pouziva primo, coz znamend vypocitat kovariancéni
matici S, jeji spektralni rozklad a nasledné aplikovat (3.3]). ProtoZe po vypoc-
teni spektralniho rozkladu pro S zname ihned spektralni rozklad pro libovolné
7 € (0,1), je vhodné zaménit oproti algoritmu [AH vnéjsi cyklus s vnitinim. To
znamend, ze na rozdil od [AfY testujeme pomoci LOOCV pro vSechna 7 ziro-
ven. Abychom mohli pribéZné zaznamenavat uspéSnost pro dané 7, zavedeme
pomocné pole

Up
Uz
u = : e RV,
Ui—2n
Ui—h

které zinicializujeme u = OIT/h.
Pro dalsi vylepseni algoritmu zavedeme pomocnou matici

B=Q"AeRrY,

abychom tento souc¢in mohli umistit pfed zacatek vnitiniho cyklu. Takto navrzeny
postup zapiseme do algoritmu [AGL

Diky tomu, 7e spektralni rozklad a stejné tak i soudin Q7 A fesime jiz pied
zahajenim vnitfniho cyklu, stdvd se nejnarocné€jsi ¢asti onoho cyklu vypocet
| D, 2p ||cor @ na cely vnitini cyklus bude proto vynalozeno O ((1/h) pg) operaci.
JelikoZ cena spektralniho rozkladu je O(p?) operaci, celkovou efektivitu vcéetné

LOOCYV vyjadiime jako
Jag € O (n (p3 + (1/h)pg)) )

3.3.2 Varianta s efektivnim spektralnim rozkladem

V [19] je pro ziskani spektrélniho rozkladu S navrzeno vyuziti singularniho
rozkladu
Y = PEQ7T,

pro néz plati vztah
S=vy” = (P2Q") (P£Q")" = PX?PT.

Na spo¢teni singularniho rozkladu Y je pak pottfeba fadové np? operaci, pro p > n
jde proto o vyhodnéjsi postup, nez pocitat spektralni rozklad S.

Podafilo se nam vsak nalézt jesté efektivnéjsi alternativu, pro jeji vysvétleni
zformulujme nasledujici vétu.
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Algoritmus A6 LDA* s jednotkovou matici, varianta A
input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, krok h
output regularizacni parametr 7, ispésnost u.,

u = Ol/h

fori=1:n
Z =T; R
Xtrain = )A(z
Gtrain Gz

T = Xiainln/n
Y = (Xtrain - :Z‘]lg)
[Q.D] = eig(YY™)
B=QTA
fort=h:h:1—h
D, =tD+ (t—1)I,
k= argminHDt_l/zBHcol
if G(i,k) ==1 then
U =1up + 1
end
end
end
T = argmax{u;}
u,; = 100max{u;}/n

Véta 3. Necht X je vybérovd matice podle definiced a {;}]_, jsou skupinové
priaméry jim prisluejici (viz[11). Necht Y = (X — 711), S=YYT, 7€ (0,1) a
St=15+(1—-7)1, ar=rank(S). Méjme spektrdlni rozklady

s—apg”= (@ 7 (77 o) (%)

S*=QD.Q" (viz[Z3).

Dale definujme
Dyy=71D.+ (1 —1)I,.

Pak plati

argmin, g Q}HDT_l/QQT(z — :ij)H = argmin;c g}}}D;Tl/QQ::F(z — @)H

777777777

Diikaz. 'V dikazu budeme pouzivat oznaceni {yi,...,y,} pro sloupce matice Y,
{p1,...,pn} Pro sloupce matice P a N'(PT) pro jadro matice PT.

Krok 1. Dokazme, 7e span{yi,...,y, } = N (PT).

Podle [, sekce 5.2.1] plati

Spa’n{pla"'apn} = N(YT)

24



neboli
Y'p =0.

Z toho plyne
PTY =0
neboli
Span{yla'-'ayn} = N(PT)

Krok 2. Srovnejme || Dy /2Q7 (2 — &,)| a | D QT (z — &))]].

Necht j € {1,...,9}. Z rovnosti B3] vime, ze D, = 7D + (1 — 7) I,,. Pfedné po-
znamenejme, ze D ma diky pozitivni semi-definitnosti S pouze nezaporné prvky,
proto méa D, pouze kladné prvky na diagonale a diky tomu méa vyraz D, 1/2 smysl.
Diky definici D,., tedy plati

preen= (U0 40, ) () o= (D750

JelikoZ pro 7; plati

sz Zyﬁx Zyﬁx

zeN ] 1EN; ZEN

plati také
i — 7 e NPT
a tudiz
P'(z—%)=P" (2—7) - P"(3; —7) = P" (z — 7).
To znamena, ze

Do gy - (D7)

Z definice Eukleidovské normy zfejmé plyne, Ze pro 7,5 € {1,...,g} plati
1D 7207 (= = #)[| > || D@7 (2 = &)

pravé tehdy kdyz

Iz )

>
1—-7)PT (2 —12)

()

Z toho plyne, Ze argmin;c(; 4 obou vyrazl je stejny.

-----

3

Poznamenejme, ze pro diikaz véty [3lje zasadni, Ze regularizace je s jednotkovou
matici. Pokud bychom definovali S} = 75 + (1—17)T, kde T # 1,, pak by
nemuselo platit @, = @ a v diikazu by nebylo jasné, jak by se uskutecnil krok 2.

Véta 3l 1ika, ze k realizaci LDA* s jednotkovou matici stac¢i ekonomicky spek-
tralni rozklad S (pfipomenme, Ze rank(S) < n — 1) a regularizaci 1ze uskutec-
novat s jednotkovou matici fadu r, aniz by se zménil vysledek klasifikace. To
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ma dilezité nasledky pro vypocetni naklady. Pro nalezeni ekonomického spekt-
ralniho rozkladu pouzijeme vétu 2, diky které staci spocitat spektralni rozklad
YTY = Q,D,QT s cenou O(n?). Nad samotnym spektralnim rozkladem pak do-
minuji maticové souciny Y7Y resp. YQ, s cenou O(n?p) resp. O(rnp). Takto
navrzeny postup zapiseme do algoritmu [AT.

Podobné jako v predeslé varianté zavedeme pomocnou matici

B=QlAcR™Y,

abychom mohli umistit tento souc¢in pfed zahajeni vnitiniho cyklu. Oproti prede-
slé varianté ma vsak B mensi rozméry a na vnitini cyklus bude proto vynalozeno
O ((1/h) rg) operaci. Celkovou efektivitu nové varianty véetné LOOCV tedy vy-
jadiime jako

Fag€ O (n (n’p+ (1/h)rg)) .

Oproti Fzq tak vyrazné potlacujeme vliv poc¢tu proménnych p.

Algoritmus A7 LDA* s jednotkovou matici, varianta B
input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, krok h
output regularizacni parametr 7, ispésnost u.,

u = Ol/h

fori=1:n
Zz = X;
Xtrain = Xz
Gtrain = éz
H = diag(17Grain)
X = XtrainGtrainHil
A=217-X

r= Xtrain]ln/n

Y = (Xtrain - iﬂg)
[Q7D] = eigeko(YTY)
Q—YQD 12
B=0TA

fort=h:h:1—-h
Dy =tD+ (t—1)I,
k= argminHDt_l/zBHcol
if G(i,k) ==1 then
up = up+ 1
end
end
end
T = argmax{u;}
u, = 100max{w;}/n

Na zavér této sekce porovnejme LDA* s T'= [, a LDA s pseudoinverzi. Véta
[l ¥ik4, ze poslednich p — r nulovych prvka na diagonale T" nemd zadny vliv na
klasifikaci, a to i presto, ze pravé tyto prvky mély byt ptivodné hlavnim divodem
pro zavedeni LDA*. Pro kazdé 7 € (0,1) tak v algoritmu [AT de facto provadime
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algoritmus, jehoz vysledky odpovidaji modifikované LDA s pseudoinverzi, kde
jen pozménime nenulova vlastni ¢isla kovarian¢éni matice S a nezvysime tak jeji
hodnost. Proto neocekédvame oproti algoritmu [A4] zlepSeni (ackoli teoreticky to
mozné je). Véta 3l tak zaroven poukazuje na jistou nevhodnost volby 1" = I,.

3.4 Diagonalni regularizace v LDA*

I kdyz se ve velké vétsiné ptipadi pouziva T = I,, z experimentt zjistujeme,

vvvvvv

se jevi brat naptiklad 7' = diag(S) (za predpokladu, ze diag(S)~! existuje). Na

obrazku [B.I] vidime, ze v pfipadé nékterych dat muze jit o znacny rozdil oproti
T = I,, v tomto pripadé slo o data Sreekumar2009 (viz sekce 5.1]). K obhajobé
této volby pfispiva také to, Ze je spolecné s dalsimi volbami navrzena v [23].
Dodejme jesté, ze pokud T = diag(S) a 7 = 0, pak bude mit predpis (3.2) tvar

Zi i

p
k= argmingce o Z var(i)
i=1

Odpovidajici metrikou je normalizovana Euklidovska vzdalenost a je definovana

p . — .
d(zy) = Z LY

— var(i)

Podobné, jako tomu bylo v regularizaci s jednotkovou matici, mizeme algoritmus
s T' = diag(.S) chapat jako hledani vhodné kombinace klasické LDA a klasifikace
s normalizovanou Euklidovskou vzdalenosti.

Numerickou nevyhodou oproti jednotkové matici vSak je, ze nahradime-li v
rovnosti (3.3]) jednotkovou matici 7, matici obecnéjsi, pak rovnost platit nemusi.
Nelze tak pouzit algoritmus[A7 a p¥i pouziti algoritmu[A5 by bylo potfeba spodist
spektralni rozklad (S*)~! pro kazdé 7 € (0,1) zv1ast. Zabyvejme se proto tim, jak
vyjadtit (S*)~!, aby bylo mozné zformulovat obdobu rovnosti (3.3)) pro 7' obecné
diagonalni. Pro tento ucel bude stézejni nasledujici véta.

Véta 4. (Sherman, Morrison, Woodbury)
Uvazugyme reqularni matice M € RP*P a N € R™", a dale matice U € RP*™
aV € RP*". Je-li matice N=* + VI MU reguldrni, potom plati

(M+UNVD) =M — MU (N 4+ VIM o) vIiML
Diikaz. Vynasobme pravou stranu vyrazem M + UNV7 zleva. Dostavame
(M +UNVT) (M~ = M0 (N 4+ VM) T v
= I, + UNVTM™ — (U +UNVTMU) (N + VIM o) v
— I, + UNV'M ™ —UN (N 4+ VIMU) (N 4+ VI 0) v M
=L, +UNV'M ' —~UNV'M ' =1,

Pravé strana je proto inverzi vyrazu M +UNVT,

3
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Obrazek 3.1: Srovnani LDA* s jednotkovou matici a s diagonalou S

Pro jiny dikaz odkazujeme na [5]. Dosadime-i U = V =Y, N = 7], a
M = (1 —7)T, dostaneme vztah

() =S+ (1-n)T) " =(1-7)T)"
(=D Y (UL + YT (=0T Y)Y (1= T)
Pro lepsi prehlednost se drzme znaceni
M,=(1-71)T € RP*P
Le=7"L,+Y"(1-n)T)"'Y e R"™,
predesly vztah tim ziska jednodussi tvar
(SH =M1t —MIYLIYYTM

Matice M, je diagondlni a proto snadno invertovatelna. Jedinou netrivialni
inverzi tak zistava L !, tedy matice mnohem mensiho ¥adu nez (S*)~!. Ani tu

ale nebudeme pocitat explicitné. Matice L, je redlnd symetrickd a tudiz existuje
jeji spektralni rozklad

L. =Q.D,QT.
Pro klasifikaci je pak tfeba minimalizovat pouze soucin
(2= 3;)" (5) " (= = 7))
= (z—&)" (M = M'YLYTM ) (2 - &)
= (=8) M (z=8) - (- %) MJ'YLI'Y"M ' (2 - &)
= | M2 (2= 3) P = | D7PQIY T M (2 - 1) | (3.4)
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ptes j € {1,....g}.

Pti hledani spektralniho rozkladu L, se jiz nachézime v podobné situaci, jako
tomu bylo u S* s jednotkovou matici. Zname-li totiz spektralni rozklad

YTTY = QoDols

pak plati
L. =7'QoQ +(1-7) "' QoD@ = Qo (T_lfn +(1—7)7" ﬁo) Qs = QuD-Qy,
diky ¢emuz snadno ziskdme spektralni rozklad pro libovolné 7 € (0,1).

Vypocetni ndklady prvniho spektralniho rozkladu dosahuji ¥adové n® operaci.
Nejdrazsi soucasti algoritmu se tak stava samotny soucin

YTT71Y c Rnxn’
z néhoz budeme onen spektralni rozklad pocitat. K tomu je tieba O(n?p) operaci.
Nezanedbatelné je ovSsem také sestaveni vektoru
DV2QTYT Mt (2 — 7;) € R™,
jez ¢ini O(np) operaci a je tieba jej ziskat pro kazdé j € {1,...,g}. Vzhledem k
predeslé tvaze vsak pro kazdé 7 € (0,1) plati
QO = Q’T
a diky definici M, proto ziskavame
DVPQIYT M (2 — F)
= DIPQIYT (L= T) (=7 = (L= 7) " DI2QIYTT (2 — 7).
Oznacime
B=Q{Y'T'AeR™
(pri¢emz se stale drzime znaceni A = z]lg ~X ¢ RP*9) a tento vyraz pak staci
pocitat pouze jednou. Analogicky také plati
M7V (2= 8) = (1=7) P72 (2 = &),
zavedeme proto znaceni
C=T"124 R

a tento soucin pocitame téz pouze jednou.

Vratme se nyni zpét k volbé T = diag(S). Zde neni T" zndmé na zacatku
algoritmu, ale je dopocteno ze vstupnich dat. Dokonce je odlisné pro kazdé i €
{1,...,n} a je tedy nutné jej dopocitat v kazdé ¢asti LOOCV znovu. Jelikoz v [AS|
nekonstruujeme explicitné matici S, T" dopocteme jako

T = diag (||[Y")2,) -

col

Cely postup LDA* s volbou T = diag(S) je shrnut v algoritmu [A§ Pro do-
koncen{ vnitiniho cyklu pottebujeme O ((1/h)pg) operaci a podobné jako v [A7]
zapocteme i LOOCV. Z toho dostavame

Jiag € O (n (nzp + (1/h)pg)) )
Ziskavame tak vypocetni naklady srovnatelné s Fg7, ve vnitinim cyklu je vSak
navic zavislost na poc¢tu proménnych p.
Analogickym zptisobem lze pouzit libovolné T" diagonalni nebo snadno inver-
tovatelné. Poznamenejme zavérem, ze véta Ml je znama pro svou nestabilitu a je
proto nutné zvazit, zda je jeji pouziti pro dana data vhodné.
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Algoritmus A8 LDA* s diagonalni matici
input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, krok h
output regularizacni parametr 7, ispésnost u.,

u = Ol/h

fori=1:n
Z =T; R
Xtrain = )A(z
Gtrain Gz

H = diag(17 Girain)
)N( = XtrainGtrainH_l
A= z]lg — X
T = Xiainln/n
Y = Xirain — f]lg
T = diag(|[Y"]|%,)
[Qo,Do] = eig(YTT'Y)
C=T7124
B=QlYTTtA
fort=h:h:1—h
D=t1I,+(1—-t)"'Dy
k = argmin{||(1 - #)7"2C|%2, — [[(1 =)' D~ B|1%,}
if G(i,k) ==1 then
U =up + 1
end
end
end
T = argmax{u;}
u,; = 100max{u;}/n

3.5 Nediagonalni regularizace v LDA*

Pro regularizaci LDA se pouzivaji dokonce i nediagonalni volby 7', nékteré
z nich jsou navrzeny v [23]. Je tedy pfirozené zabyvat se tim, zda je mozné
modifikovat algoritmus [A8 pravé pro tento p¥ipad, abychom nemuseli pouzit [A5l
Méjme tedy T obecnou nediagonalni a znaceni pomocnych matic prevezméme z
predeslé podkapitoly. Nasim cilem bude minimalizovat vyraz (3.4) vzhledem k
7. Na rozdil od predeslé podkapitoly vsak nepredpokladdme, ze T" ma trivialni
inverzi. To lze Tesit tak, ze pro kazdé j € {1,...,g} vypocteme

Til (Z — .f‘J>

jakozto TeSeni soustavy
Tv = (z— )

pro neznamy vektor v € RP. Pokud je T redlna symetricka a pozitivné definitni,
miuzeme také vyuzit spektralni rozklad

T = GDG"
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a vyraz (B.4]) pfepsat do tvaru

2
ll

(=) DT (o= i) |~ (- )7 DRQTYTRD YT (2 - 1))
Pii realizaci pak staci pridat v algoritmu [Ag| vypodet
[Q,D] = eig(T)
a fadky, na nichz se definuji matice C' a B zaménit za
C=DQ" (2 - 7y),
B=QIYTQD '*C.
Vypocet z algoritmu [AS]
[Qo, Do) = eig(Y'T7'Y)
uskutec¢nime tak, ze zavedeme pomocnou proménnou
7 = D207y
a nasledné vykoname ptikaz
[Qo,f)o] = cig(Z" Z).

Vypocetni nédklady takto modifikované verze algoritmu [A§] zaviseji na naroc-
nosti spektralniho rozkladu 7', coz v nejhorsim pifpadé znamend O (p*) (neni-li
zahrnuto LOOCV). Piikladem tohoto typu regularizace je algoritmus [A10] ze
sekce (4.4
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Kapitola 4

Blokova aproximace

Zatimco v predeslé kapitole jsme se snazili docilit nizsich vypocetnich naklad,
aniz bychom vynechali jakoukoli informaci obsazenou v matici X, v této kapitole
budeme uvazovat metodu, ktera snizuje naroc¢nost LDA tim, ze vyuzije pouze
takové udaje, jez se budou jevit pro klasifikaci jako dostatecné. V dalsi ¢asti pak
pro uplnost kapitoly zkombinujeme nové zavedeny algoritmus s metodou LDA*.

4.1 Sparsifikace

Je-li zapotiebi i nadale snizovat vypocetni néklady, jevi se jako pfijatelna
moznost aproximovat kovarianéni matici S matici Fidkou (viz |21]). Takovy pro-
ces budeme nazyvat sparsifikaci. Jak tuto sparsifikaci zrealizovat je vsak netri-
vialni otazkou. Pfirozenou myslenkou by mohlo byt nahradit nulou urcity pocet
prvkid S s malou absolutni hodnotou a ospravedlnit to tim, Ze prvky s malou
absolutni hodnotou maji maly vliv na spektralni rozklad. Pfi vhodné permutaci
pak dokonce miizeme ziskat matici, ktera bude svou strukturou vhodnéa pro ridky
Choleského rozklad (viz obrazek [A.1] vlevo; typicka struktura). Dalsi alternativou
je napiiklad aproximace S matici pasovou (viz obrézek [4.1] vpravo). P¥i vhodné
permutaci mizeme nejvlivnéjsi prvky presunout pobliz diagonaly a pasova matice
diky tomu bude v jistém smyslu blizka ptvodni matici S.

Sparsifikace, kterou zde navrhujeme, je zaloZena na jiné ivaze. Proménné roz-
délime do skupin, ke kterym pristupujeme zvlast. Ziskdme tim nékolik mensich
problémii klasifikace, z nichz vhodnym zptisobem utvorime klasifikaci celkovou. Z
hlediska struktury kovarianc¢ni matice to znamené, ze budeme pracovat s matici
blokové diagondlni (viz obrazek B.2)). Tu oznac¢ime Sgparse. Oproti ndvrhim zmi-
nénym vyse tak sice neupfednostnujeme zachovani vlivnéjsich prvkid, nicméné z
hlediska pripravy na klasifikaci dava blokova aproximace dobry smysl.

Meéjme predepsanou velikost bloku b a pro jednoduchost predpokladejme, ze
p je cislem b délitelné. Pak za tcelem sestaveni Ss,qrsc zkonstruujeme pro ¢ €

{1,...,p/b} bloky
Ya-1)b+1,1 0 Yi-1b+1,n Ya-1b+1,1 " Yib1
B; = : : : D] eRYY (4

Yib,1 s Yibn Yai-1o+1,n " Yibn
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Obrézek 4.1: Ptiklady struktur matic aproximujici S

Obrazek 4.2: Struktura blokové aproximace S

pricemz se stale drzime znaceni
_ _ =T pXn
V= (yiy) = (X —71,,) € R
Zadana aproximace kovarian¢ni matice bude mit poté tvar

By
Ssparse =

Bp/ b

Nyni mtizeme aplikovat néktery z vySe uvedenych algoritmt a pritom nahradit
ptivodni kovarian¢ni matici S jeji aproximaci Ssparse. Poznamenejme ale, ze usku-
tecnitelnost klasické LDA podle predpisu (2.I)) jiz nezavisi na podmince p < n,
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nybrz na regularité bloki B;, pro i € {1,...,p/b}. JelikoZ zfejmé plati

p/b
rank(ssparse) = Z ra’nk(Bi)7

i=1
bude nas vice zajimat, zda n > b. Ackoli obecné nemusi platit

rank(S) < rank(Ssparse),

experimenty nasveédcuji tomu, ze ve vétsiné pripadti nastane znatelny narist hod-
nosti. Pro dostatecné malé bloky je dokonce Sgperse regulérni. To snadno nahléd-
neme nasledujici ivahou. Ve specidlnim piipadé, kdy velikost vsech blokt bude
1, dostaneme matici diag(S) odpovidajici jiz zminéné normalizované Euklidov-
ské vzdalenosti (viz sekce B.4]). Takova matice je obvykle (pokud jsou sloupce Y
nenulové) diagonalni s nenulovymi prvky a tedy i regularni. Tudiz lze brat tuto
metodu také jako jakousi regularizaci.
V pripadé, Ze pro néjaké i € {1,...,p/b} plati

rank(B;) < b,

muze byt vhodné pouzit LDA s pseudoinverzi. Ackoli oproti metody LDA s pseu-
doinverzi aplikovanou na kovarian¢ni matice S bez sparsifikace se jedna o vyne-

vvvvvv

Ssparse- Divodem je pravé to, ze Ssparse S€ Vv praxi vice blizi matici regularni.

4.2 Permutace proménnych

Mezi aspekty, které ovliviuji regularitu blok a kvalitu klasifikace obecné,
patii jednak velikost bloku b, ale také usporadani proménnych pred sparsifikaci.
Pro tuto praci jsme navrhli a otestovali dva zpiisoby, jak proménné permutovat:

1. Prvnim zpisobem je uspofadat proménné s indexy i € {1,...,p} vzestupné
podle velikosti var(i). Znamena to, ze odpovidajici kovarianéni matice bude
mit diagonalni ¢leny serazené dle velikosti a jeji rozmisténi hodnot bude mit
typicky tvar jako na obrazku [4.3] vlevo. Tato permutace je ospravedliiovana
tim, ze urcité mnozstvi nejvlivnéjsich prvka bude po sparsifikaci zachovano
(jde pouze o heuristicky predpoklad na zdkladé obrazku E.3] vlevo).

2. Druhy zptisob je naopak usporadat proménné co nejrovnomérnéji vzhledem
k velikosti bloki. Predpokladame-li, Ze jiz mame sefazené proménné podle
prvniho zptisobu, pak na né dodatecné aplikujeme permutaci s nasledujicim

predpisem:

1—1, 2—=>b+1, 3+—2b+1, vy p/b—=p—0b+1,
p/b+1— 2, p/b+2—b+2  p/b+3—20+2, ... 2p/b—>p—b+2,
2p/b+1+—3, 2p/b+2—b+3, 2p/b+3—2b+3, .., 3p/b—p—>b+3,

p—p/b+1—b p—p/b+2+—2b, p—p/b+3—3b, .., D= p,

kde zapis ¢ — j znamena, zZe i-t4 proménna ziskd po permutaci index j. Ty-
pické rozmisténi hodnot po tomto preusporadani je znazornéno na obrazku
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vpravo. Obhajoba druhého pristupu spociva v tom, ze pokud se v kaz-
dém bloku nachazi proménné riizného charakteru, prispiva to k regularité
Ssparse- OpEt se vSak nejedna o pravidlo, nybrz pouze o heuristiku.

le+06

500000

-500000

Obréazek 4.3: Priklady S po permutaci

Na obrazku 4.4] vidime srovnani tspéchi LDA s blokovou aproximaci pro
vyse uvedené permutace a pro permutaci ndhodnou. Test probihal pro rtzna
b € 1,...,50, pficemz v situaci, kdy p neni délitelné ¢islem b, byly nékteré bloky
nahrazeny jinymi o velikosti b+ 1. Pokud i pfes to nebylo mozné sestavit blokové
schéma, bylo dané b vynechano. Znazornény jsou vysledky pro data MUSK, testy
s jinymi daty probéhly analogicky.

7 obrazku je patrné, ze druhy zpiisob permutace mél vétsi tspésnost nez prvni
a prilis se nelisil od ndhodné permutace. Vzhledem ke skutecnosti, ze naptiklad
pomoci algoritmu quicksort je viypocetni naro¢nost O(plog p), stoji za tvahu, zda
se v dané aplikaci vyplati proménné usporadat, pripadné jak zptisoby usporadani
modifikovat a nasledné implementovat.

4.3 Implementace

Jeden z moznych vzord pro realizaci klasifikacni metody LDA s vyuzitim
blokové aproximace je sepsan v algoritmu [A9. V této implementaci provadime
spektralni rozklad kazdého bloku zvIast a za tim tcelem zavadime oznaceni

Yior = Y ((i — 1)b 41 : ib) € R>™
pro vybér radk matice Y potiebnych k sestaveni bloku B; a
Apior, = A((i — 1)b 41 : ib) € R

pro vybér téch samych fadk matice A = zllg — X € R?*9. Déle namisto toho,
abychom pocitali
1D~ 2QT Allcor
pocitame
ID~Y2QT Ayor |2

col
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Obrazek 4.4: Srovnani tspéchu pro rizné permutace

a tento vektor pribézné pricitdme pro kazdy blok do pomocného pole s. Vy-
uzivame zde toho, Ze umocnéni jednotlivych norem zfejmé neovlivni vysledek
klasifikace.

Permutace fadkt matice souhrnné znacime
Y =P(Y).

Vypocetni néklady algoritmu [A9 zavisi na velikosti blokt. Je-li kazdy blok
iadu b, pak vypodet spektrdlniho rozkladu nezabere vice nez b*p operaci. Na-
kladnéjsi proto bude sestaveni sparse(YY7), na které bude vynalozeno O(bnp)
operaci a také soucin QT A, na néZ je tieba O(gbp) operaci. Pro takto zformulo-
vany algoritmus proto miizeme psat

.Fm eO (bnp) + .Fp(y).

Oproti algoritmim typu LDA* (viz kapitola [3]) tak ziskdme rychlejsi metodu,
pokud b < n.

4.4 Regularizace s blokovou matici v LDA*

Piedpoklddejme, Ze Sgprse je regularni. Pak mizeme pouzit Sspersc Dejen pro
aproximaci S jako v[A9 ale také jako regulariza¢ni matici 7' pro metodu LDA* a
nabidnout tak mozné zobecnéni algoritmu [A8l Na rozdil od jinych sparsifikacich
mame pri volbé blokové aproximace navic jistotu, ze T je pozitivné definitni.
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Algoritmus A9 LDA s blokovou aproximaci matice S
input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, nové pozorovani z,
velikost bloku b
output index prifazené skupiny £
H = diag(11G)

A= z]lgT - X
T=X"1,/n

Y = (X —1,77)
Y =P)
A="P(A)

s = Og
fori=1:p/b

Ablok = A((Z — 1)b +1: Zb)
S = Yok Yyion

[Q,D] = eig(S)
s =5+ D2QT Ayor |2,
end

k = argmin(s)

Je tomu tak proto, Ze pro kazdé i € {1,...,p/b} je B; souinem dvou vzdjemné
transponovanych matic a je tedy pozitivné semi-definitni. Protoze pro libovolné
nenulové v € RP plati

p/b
T
v Ssparsev = E (U(i—l)b-l-lu"'uvib)

i=1

TBz' (U(i—l)b-l-la---avib) >0,

je Ssparse pozitivné semi-definitni. Jelikoz predpokladame, ze Sgpqrse je regularni,
pak je i pozitivné definitni. MizZzeme proto vyuzit postup navrzeny v sekci
a celek zapiSeme do algoritmu [AT0l V této implementaci opét postupujeme po
jednotlivych blocich. Oproti algoritmu [A9] v§ak neni vysledkem cyklu pies bloky
vektor s, ale matice B, C, Z, které pak maji stejny vyznam jako v sekci [3.5
V kazdém kroku tohoto cyklu se vytvoii b novych radkia matic B, C', Z, jejich
pridani v algoritmu zapisujeme

B = [B; Buok], C = [C; Cyiokl], Z = [Z; Zyiok]-
Pted zah4ajenim cyklu jsou zinicializovany jako prazdné mnoziny, coz zapisujeme

B={}C={}2={}

Sestaveni matice T' vyzaduje O (bnp) operaci a jeji spektralni rozklad O (b%p)
operaci. Protoze pfedpokldadame b < n, plati

A1 € 0O (n (n*p+ (1/R) pg)) .
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Algoritmus A10 LDA* s blokovou matici T

input vybérova matice X, matice kédovani skupin G, krok h, velikost bloku b
output regularizacni parametr 7, ispésnost u.,

u=20

fori=1:n
Zz = X; )
Xtrain = )A(z
Gtrain = Gz

H = diag(ﬂz:Gtmm)
X = XtrainGtrainHil
A= z]lgT - X
T = Xtrain]ln/n
Y = Xirain — iﬂg
B={}C={},Z={}
fori=1:p/b
K)lok = Y((Z — 1)b + 1: Zb)
Ablok = A((l — 1)b + 1: Zb)
S = YoorYyion
[Q,D] = eig(S5)
Ziok = D7V2QT Yy,
Z = [Z; Zblok]
Chior, = D712QT Ay,
C= [C; Cblok]
Bior, = QD™Y2C
B = [B; Bblok]
end
[Qo,Do] = eig(Z" Z)
B=QlY"TB
fort=0:h:1
D=t1I,+(1—-t)"'Dy
k = argmin{||(1 — #)7"2C|%2, — [[(1 =)' D~ B|1%,}
if G(i,k) ==1 then
U =1up + 1
end
end
end
T = argmax{u;}
u,; = 100max{u;}/n
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Kapitola 5

Experimentalni vysledky

Za tcelem otestovani prezentovanych algoritmu jsme vyuzili ¢tyt riznych da-
tabazi urcenych ke studiu problematiky klasifikace, vzdy pro ptipad p > n (viz
kapitoly Bl a []). Na né jsme aplikovali vybrané algoritmy a tispésnost klasifikace
jsme zapsali do tabulek. Zachytili jsme téz ¢as potfebny pro vykonani algoritmu.
Algoritmy byly testovany na pocitacéi s procesorem Pentium(R) Dual-Core CPU
T4300, pticemz kazdy byl spustén pétkrat a do tabulky byl zapsan ¢as primeérny.
Programy pro testovani byly napsany v jazyce GNU Octave (viz [14]). Casové
udaje jsou tudiZ pouze orientacni, nebot v prostiedi GNU Octave se ¢asto odvo-
lava na knihovny psané v jazycich jako je C a Fortran, coz miize casové tudaje
zkreslit. Veskeré algoritmy byly testovany pomoci LOOCV. Pro ptehlednost pii-
pomeneme souhrn jejich vypocetnich nakladi v tabulce 5.1l Ve vypocetnich na-
kladech je zahrnuto i testovani LOOCYV, a to i v algoritmech, v nichz to neni
nezbytné nutné pro urceni regulariza¢niho parametru. Nékterd z pouzitych dat
obsahovala prilis velké hodnoty, a proto jsme je napred skalovali tim, Ze jsme
kazdy radek vybérové matice vydélili jejich Eukleidovskou normou. Veskeré kody
pouzité k testovani jsou dostupné v ptiloze.

Algoritmus Vypocetni naklady (O(-))
LDA s pseudoinverzi ([A4]) n (n?p)
LDA* s jednotkovou matici (A) (A6 n(p*+ (1/h) pg)
LDA* s jednotkovou matici (B) (AT n (n’p + (1/h) ng)
LDA* s diagonalni matici (AS]) n (n’p + (1/h) pg)
LDA s blokovou aproximaci (A9) n (lmp + ]:p(y))
LDA* s blokovou matici (A10) n (n’*p + (1/h) pg)

Tabulka 5.1: Souhrn vypocetnich nakladta

5.1 Popis dat

MUSK

Zdrojem téchto dat bylo UC Irvine Machine Learning Repository (viz [12]).
(Cilem bylo rozpoznat na zékladé vzorové databaze molekul a jejich vlastnosti, zda
jde o molekulu pizma, ¢i nikoliv. Vlastnosti jsou zapsany do vektoru o celkovém
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poctu 166 slozek. Oproti ptivodni databéazi jsme ndhodnym vybérem snizili pocet
vzorki, jez byl k dispozici, na 68, abychom mohli testovat pripad n < p. V nasi
modifikované databazi tedy mame n = 68, p = 166, g = 2.

LSVT Voice Rehabilitation Data Set

Opét se jedna o databazi z UC Irvine Machine Learning Repository. K dispo-
zici mame 126 zvukovych zadznami, z toho kazdy odpovida vektoru o 310 slozkach.
Ukolem je rozhodnout, zda je zdznam piijatelny, nebo nepiijatelny. V tloze tedy
plati n = 126, p = 310, g = 2.

Sreekumar2009

Jedna se o data, jez maji pomoci odhalit rakovinu prostaty, dostupna jsou na
strankach [13]. Zkoumali jsme 518 metaboliti pro 42 vzorki. Zakladni klasifikacni
udaje tudiz jsou n = 42, p = 518, g = 2.

Khan

Tato data jsou dostupnd v balicku pamr pro prostfedi R (viz [15]). Klasifiku-
jeme zde nadorové buriky do jedné ze ¢tyt kategorii. K dispozici mame 63 vzorki
bunék, z nichz kazdy zahrnuje 2308 genfi. Resime tedy piipad n = 63, p = 2308,
g=4.

5.2 LDA s pseudoinverzi

Algoritmus [A4] jsme testovali pomoci LOOCYV, stejné jako u jinych algoritmn.
Pripomenme vsak, ze test LOOCYV neni pii pouziti pseudoinverze nutné provést,
pokud nepotiebujeme znat odhad tGspésnosti klasifikace. Uvedené ¢asy proto nelze
srovnavat s algoritmy typu LDA*. Vysledky jsou zaznamenany v tabulce

Data Velikost dat (p-n) Uspésnost (%) Cas (s)
MUSK 166 - 68 80,882 0,61851
LSVT 310 - 126 96,032 3,6705
Sreekumar2009 518 - 42 85,714 0,20138
Khan 2308 - 63 100 1,1485

Tabulka 5.2: Vysledky algoritmu LDA s pseudoinverzi

5.3 LDA* s jednotkovou matici, varianta A

Pro otestovani LDA* s jednotkovou matici jsme pouzili nejprve algoritmus
[AGl ktery pocita plny spektralni rozklad. Vysledky jsou v tabulce (.3

40



Data Velikost dat (p-n) Uspé&snost (%) Cas (s)

MUSK 166 - 68 79,412 4,3042

LSVT 310 - 126 94,444 22,623
Sreekumar2009 518 - 42 85,714 36,410

Khan 2308 - 63 100 2502,3

Tabulka 5.3: Vysledky algoritmu LDA* s jednotkovou matici, varianta A

5.4 LDA* s jednotkovou matici, varianta B

Pro druhé otestovani LDA* s jednotkovou matici jsme pouzili algoritmus [AT],
ktery vyuziva vétu [8l Tato véta zaroven naznacuje, ze uspésnost by vétsinou
nemeéla byt vyznamnym zlepSenim oproti LDA s pseudoinverzi. Jak mtizeme vidét
v tabulce 5.4] experimentalni vysledky s touto predpovédi souhlasi.

Data Velikost dat (p-n) Uspé&snost (%) Cas (s)
MUSK 166 - 68 79,412 1,0894
LSVT 310 - 126 94,444 47092
Sreekumar2009 518 - 42 85,714 0,48289
Khan 2308 - 63 100 1,6575

Tabulka 5.4: Vysledky algoritmu LDA* s jednotkovou matici, varianta B

5.5 LDA* s diagonalni matici

Algoritmus, ktery vyuziva vétuld pro realizaci LDA* s diagonalni matici, jsme
otestovali s volbou T' = diag(S), stejné jako je uvedeno v algoritmu [A8 Cel-

vvvvvv

algoritmus. Vysledky vidime v tabulce

Data Velikost dat (p-n) Uspésnost (%) Cas (s)
MUSK 166 - 68 83,824 1,2123
LSVT 310 - 126 96,032 95,2801
Sreekumar2009 518 - 42 92,857 0,63068
Khan 2308 - 63 98,413 2,3397

Tabulka 5.5: Vysledky algoritmu LDA* s diagonélni matici

5.6 LDA s blokovou aproximaci S

Podobné jako v LDA s pseudoinverzi jsme i v pfipadé algoritmu [A9] testovali
LOOCV navzdory tomu, Ze to neni jeho pfimou soucasti. Velikost bloku b jsme
zvolili 5 a pii téchto experimentech jsme nepouzili zddnou permutaci. Dosazené
vysledky jsme zapsali do tabulky Uspésnost byla vétsinou nizka, ale také byl
nékdy relativné kratky cas.
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Data Velikost dat (p-n) Uspé&snost (%) Cas (s)

MUSK 166 - 68 70,588 0,71229

LSVT 310 - 126 73,016 2,7518
Sreekumar2009 518 - 42 88,095 1,3342

Khan 2308 - 63 95,238 9,7859

Tabulka 5.6: Vysledky algoritmu LDA s blokovou aproximaci

5.7 LDA* s blokovou matici 7T

V algoritmu [ATQ jsme volili b = 5. Z tabulky £.7 vidime, Ze tento algoritmus
mize dosahovat dobré uspésnosti, ale ve srovnani s volbou 7' = diag(S) byla
uspésnost horsi a navic byl vynalozen vétsi Cas.

Data Velikost dat (p-n) Uspésnost (%) Cas (s)
MUSK 166 - 68 82,353 1,9782
LSVT 310 - 126 88,889 9,0915
Sreekumar2009 518 - 42 85,714 22877
Khan 2308 - 63 98,413 27,152

Tabulka 5.7: Vysledky algoritmu LDA* s blokovou matici

Uspésnosti algoritmt typu LDA* (tj. [AT, [A8| [ATQ) v zavislosti na regulari-
zacnim parametru 7 jsou znazornény na obrazcich [5.1] b3 ab.dl

5.8 Diskuze vysledku experimenta

7 experimentt je vidét uzitecnost noveé navrzenych postupii. Nejbéznéjsi me-
todu pro vysoce dimenzionalni LDA, coz je LDA* s T = I, lze vyrazné zrychlit
s pomoci jeji modifikace, kterou jsme oznacili jako variantu B. Tézko provedi-
telny vypocet pro data Khan se tak diky varianté B stava snadno proveditelnym.
P1i srovnani obou verzi vidime, zZe cas potiebny k vykonani verze B jiz nezavisi
tak znatelné na poctu proménnych p, jako tomu bylo ve verzi A. To odpovida
predpokladanym vypocetnim nakladtm.

LDA s pseudoinverzi dava rychly vypocet a celkem uspokojivou uspésnost.
Jak jsme ocekévali, vétsinou se s pomoci této metody podafilo dosdhnout vyssi
uspésnosti nez s pomoci LDA* s T' = 1.

Pro vyssi Gspésnost doporuc¢ujeme metodu LDA* s T' = diag(.S), kterd témér
vzdy doséhla ze vSech metod tspésnosti nejvétsi. Zaroven sebou nese vypocetni
naklady srovnatelné s variantou B metody LDA* s T' = I a v naSich experimentech
byla maximalné jen t¥ikrat pomalejsi.

Blokova aproximace S vede c¢asto k mensi Gspésnosti a nemusi vést k prilis
velkému zrychleni. To je ale pravdépodobné zptisobeno prostifedim GNU Octave,
protoze vypocetni naklady jsou nizké. Ze stejného divodu byl pravdépodobné
pomaly i algoritmus LDA* s blokovou matici 7', ackoli by mél mit vypocetni
naklady srovnatelné s LDA* s T' = diag(S). LDA* s blokovou matici 7" také
dava horsi vysledky nez s T' = diag(S), tudiz se v této praci vyskytuje spise pro
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uplnost. Je tieba si vsak uvédomit, ze Gspésnost zavisi na konkrétnich datech a
nelze tvrdit, Ze jedna metoda je obecné tispésnéjsim klasifikatorem nez druhé.
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Z.aver

Do problematiky implementace LDA jsme touto praci ptispéli nékolika novymi
algoritmy. Z experimentii je poznat, ze mohou podstatné zlepsit efektivitu oproti
algoritmim bézné pouzivanym.

Za nejvétsi piinos této prace povazujeme vypracovani véty o efektivni imple-
mentaci LDA s jednotkovou matici (tj. véta@]) véetné jejiho diikazu. Jedna se totiz
o tvrzeni neintuitivni, které nejenze dava navod na realizaci LDA* pro T' = I s
nizkymi vypocetnimi naklady, ale také poukazuje na mozné nepiiznivé vlastnosti
této metody. To je dilezité ukazat, nebot je to jedna z nejpouzivanéj$ich metod
pro klasifikaci ve vysoce dimenzionalni statistice.

Druhym vyznamnym pfinosem je prezentovani moznosti vyuziti véty [ (Sher-
man, Morrison, Woodbury) k regularizaci diagonalni matici i matici obecné syme-
trickou pozitivné definitni. Jedna se o vétu, pomoci niz lze vyjadrit inverzi souctu
matic vzorcem, v némz vystupuje inverze souc¢tu matic dimenze podstatné nizsi.

vvvvvv

klasifikaci.

Poslednim prispévkem je navrh blokové aproximace kovariancni matice za
ucelem dalsiho snizovani vypocetnich nakladi LDA. V této metodé na rozdil od
metod predeslych vynechavame néktera data z kovariancéni matice. Rovnéz jsme se
zabyvali vlivem permutace proménnych na tGspésnost tohoto algoritmu. V zavéru
kapitoly jsme téz navrhli kombinaci metody blokové aproximace s metodou LDA*.

Prace miize poslouzit jako inspirace pro feseni jinych problémt vysoce dimen-
zionalni statistiky, nez je klasifikace. Tim se téz otevira téma pro praci navazujici.
Je ovSem nutné podotknout, ze ke kazdé tlloze mnohorozmérné statistiky by se
mélo pristupovat zvlast a zvazit pritom, zda je dand myslenka pro feSeni kon-
krétniho postupu vhodna.
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Seznam priloh

Na pfilozeném CD se nachazi néasledujici soubory.

1.

Programy v jazyce GNU Octave, které béhem testovani zastupovaly pre-
zentované algoritmy:

LDA_pseudoinv.m
LDA _ridge.m

LDA _ridge2.m
LDA_SMW.m
LDA _bloky.m
LDA_starblok.m

. Pomocna funkce pro permutaci proménnych:

Permutace.m

. Ukézky ptikazi, pomoci nichz je mozné programy spoustét:

spoustec_musk.m
spoustec_lsvt.m
spoustec_sreek.m

spoustec_khan.m

. Data, na kterych byly programy testovany:

muskTT.mat
LSVT.mat
sreekumar2009.mat

khanori.mat

. Podrobnéjsi popis prilohy:

readme
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