Diplomova prace

Soucdiny

< , ,
| Fréchetovskych prostorii
S =
N
< <
é = Miroslav Ol34k
E
: B
N
N
vl O
~
< e
S I
2 < Katedra algebry
%3] E Vedouci prace: prof. RNDr. Simon Petr, DrSc.
> = Studijni program: Matematika
E < Studijni obor: matematické struktury
-) E Praha 2015






Podékovani

Chtél bych podékovat profesoru
Simonovi za matematické naméty a po-
vzbudivé konzultace a dale svému otci
za pomoc s TgXem a grafickou tpravou
préce.

V4

Prohlaseni

Prohladuji, Ze jsem tuto diplomovou
praci vypracoval samostatné a vyhrad-
né s pouzitim citovanych prament, lite-
ratury a dal$ich odbornych zdrojt.

Beru na védomi, Ze se na moji préci
vztahuji prdva a povinnosti vyplyvajici
ze zédkona ¢. 121/2000 Sb., autorského
zdkona v platném znéni, zejména sku-
te¢nost, Zze Univerzita Karlova v Praze
ma pravo na uzavfeni licenéni smlou-
vy o uZziti této prace jako Skolniho dila
podle § 60 odst. 1 autorského zdkona.

V Praze dne 30. 7. 2015



Piehled

Nazev prace: Souciny Fréchetovskych
prostorti

Autor: Miroslav Olsak

Katedra: Katedra algebry

Vedouci prace: prof. RNDr. Simon Petr,
DrSc.

Abstrakt: Prace se zabyva konstruk-
cemi piikladt k-tice prostord, jejichz
soucin nemd Fréchet-Urysohnovu vlast-
nost, ale vSechny mensi podsouciny
ji maji. Pro tyto konstrukce jsou pou-
zity skoro disjunktni systémy. V praci
je zopakovdna konstrukce Petra Si-
mona dvou kompaktnich prostort
s touto vlastnosti. Pro piiklad s vice
prostory prace zobectiuje pojmy skoro
disjunktnich systémti do vice dimenzi
a predvadi konstrukci obecného tako-
vého piikladu za pomoci silné tplné
separabilniho maximalniho skoro dis-
junktniho systému. Ten je sestrojen za
ptedpokladu s < b, kde s je splitting
number a b je bounding number.
Klic¢ova slova: topologie, Fréchet Ury-
sohnova vlastnost, souc¢in, AD systém,
Uplna separabilita

Summary

Title: Products of Fréchet spaces
Author: Miroslav Olsak

Department: Department of Algebra
Supervisor: prof. RNDr. Simon Petr,
DrSc.

Abstract: The article gives a construc-
tions of k-tuples of topological spaces
such that the product of the k-tuple
is not Fréchet-Urysohn but all smaller
subproducts are. = The construction
uses almost disjoint systems. The ar-
ticle repeats the construction by Petr
Simon of two such compact spaces.
To achieve more dimensional example
there are generalized terms of AD sys-
tems. The example is constructed under
the assumption of existence of a strong
completely separable MAD system. It is
then constructed under the assumption
s < b where s is the splitting number
and b is the bounding number.
Keywords: topology, Fréchet Urysohn
property, product, AD system, complete
separability



Obsah  Obrazky

I UVOd Soucin dvou Fréchetovskych
Zakladni znaceni.................... prostort, ktery neni Fréche-
Fréchetovskost ..................... tovsky...........l

Idedly ... AD systém mohutnostic........
Prostory s malym charakterem ... 3.2, Prostor Y(A).....covveuvanrnnn..
Souciny idedlt..................... Znazornéni pojmti v AD sys-

ADsystémy ........................ tému ve svazu P (M) ............
Prostor ...l 11] Obecny pfiklad nemalé mno-
Terminologie...................... 12 ZINY VWt o,

.3 Déleni MAD systému ............ Znéazornéni konstrukce pseu-
AD systémy v konecnych - dopriiniku pomoci prosté
dimenzich ...................... 16 podmnoziny. .................... 18
4.1 Silna Gplna separabilita .......... 20 Nerovnosti mezi malymi kar-
4.1.1) Ekvivalentni podminka....... 21 dindly.................ooo
4.1.2 Konstrukce k-protipfikladu .. 22

Konstrukce nekonec¢ného tplné
k-separabilniho MAD systému ... 24

Malé kardindly ................... 4

.2 Konstrukce........................ 5
L ZAVEY ...t 8

Literatura ........................... 9
Al Znaceni ................... ...l 1
A.l| Tabulka pojmt.................... 1
A2l Symboly................... L 1
A.3| Rejstiik pojm@ .................... 2






Uvod

Fréchetovsky topologicky prostor (téZ Fréchet Urysohntiv) je takovy, ve kterém kdy-
koli uvdzime podmnoZzinu X nosné mnoziny tohoto prostoru a pak bod x v uzavéru X,
najdeme nekonecnou posloupnost prvkii z mnoziny X, kterd konverguje k bodu x. Na-
pfiklad jsou Fréchetovské vSechny prostory se spocetnym charakterem, specidlné tedy
i véechny metrické prostory.

Mnoho vlastnosti topologickych prostorti se pfi soucinu zachovdva — soucin
Hausdorffovych prostorti je Hausdorff(iv, soucin kompaktnich prostorti je kompakini,
spocetny soucin metrickych prostorti je metricky. Fréchetova vlastnost vak tuto vlast-
nost nemd — uvedeme jednoduchy protipfiklad:

T —
\\\\\\\

w+1 X

Obrazek 0.1. Soucin dvou Fréchetovskych prostort, ktery neni Fréchetovsky.

UvaZzme prostor w + 1, tj. nekone¢nou posloupnost konvergujici k jednomu bodu co
a prostor S,,, tj. prostor na nosné mnoziné (w X w) U {oo} s nejjemnéjsi moznou topologii,
aby pro kazdé n posloupnost (1, i) konvergovala k co pro i — co.

Oba tyto prostory Fréchetovské jsou, ale jejich soucin uz neni. V soucinu (w +1) X S,
uvazme podmnozinu: X = {(n,(n,1) : n,i € w}, tedy za kazdé jedno patro v w + 1
sebereme jednu (pokazdé jinou) konvergujici posloupnost v S,,. Pro kazdé n lezi bod
(n,00) v uzavéru X, tedy v ném lezi i bod (o0, o). Na druhou stranu kdykoli z X vybe-
reme nekone¢nou podposloupnost, nedokonvergujeme pomoci ni k tomuto bodu: Aby
posloupnost konvergovala k co pfi projekci na S,, musi nékterou posloupnost v S, pro-
tnout nekone¢né krét. To ale znamena, Ze bude mit tato posloupnost nekone¢né mnoho
prvki v jenom patfe a nebude tak konvergovat k oo pfi projekci na w + 1.

Tato prace se zabyva otdzkou, za jakych pfedpokladti a nakolik pékné je mozné se-
strojit takové a podobné protipiiklady. V ¢lanku [[1] jsou sestrojeny viechny tyto pro-
tiptiklady za pfedpokladu Martinova axiomu (2.16). Pro konstrukci jsou pouZity AD
systémy, které kromé prakti¢téjsi manipulace automaticky zajisti i kompaktnost téchto
prostort.



Uvod

Cilem prace bylo zabyvat (bez pouziti Martinova axiomu) otdzkami:

a) Existuje n-tice (kompaktnich) Fréchetovskych prostord, jejiz soucin neni Fréchetov-
sky, ale vSechny souciny (n — 1)-tic Fréchetovskeé jsou?

b) Otazka a) za pfedpokladu existence nekone¢ného tplné separabilntho MAD sys-
tému.

¢) Existuje spocetny soubor Fréchetovskych prostord, jejichz soucin neni Fréchetovsky,
avSak vSechny konecné podsouciny jsou?

Na otdzku c) v této podobé odpovidd poznamka avsak jedna se o spise o speci-
alni ptipad, ktery neni mozné zobectiovat. Hlavni pfinos prace spocivd v postupu feSeni
otdzky b), do které je krom a) zahrnuta i zesilend verze otazky c). Pfesné znéni tohoto
zesileni je popsano v definici . Konstrukce sice neni nalezena ¢isté za predpokladu
existence nekone¢ného tplné separabilntho MAD systému, ale je (coby véta nale-
zena za pfedpokladu existence nekone¢ného silné tiplné separabilntho MAD systému.

V &lanku [5] je popsana konstrukce nekone¢ného tipIné separabilniho MAD systému
za piedpokladu s < a. Tato prace v kapitole@pﬁnééi obdobnou konstrukci nekone¢ného
silné tiplné separabilniho MAD systému za obdobného pfedpokladu s < a,, coZje dosud
nejslabsi znamy predpoklad.

Trochu jinou cestou se ubiral pfistup z ¢lanku [@]. Zde je opét za pouziti AD systémi
sestrojen pfiklad s dvéma kompaktnimi prostory, zcela bez dodate¢nych ptedpokladii
z teorie mnozin. Tato konstrukce je pfedvedena v sekci . Pro konstrukci vyssich pro-
tiptikladt je v8ak zde problematické zarudit, aby i vSechny mensi souciny byly Fréche-
tovské.



Kapitols AN

Zakladni znacdeni

Jak je v teorii mnozin zvykem, povaZujeme nulu za pfirozené ¢islo a prirozené ¢islo
n ztotoziiujeme s mnozinou {0,1,...,n — 1}. Symbolem w pak znac¢ime mnoZinu vsech
pfirozenych ¢isel (ekvivalentné suprémum vsech pfirozenych ¢isel). Pfirozend ¢isla (vy-
jimecné véetné omega) obvykle zna¢ime malymi pismeny i,7,k, n, .. ..

Mnoziny (¢isel, bodii) obvykle zna¢ime velkymi pismeny. Na obecné mnoziné M
pak mtizeme uvazovat systémy podmnozin — ty pak znacime kaligrafickymi pismeny a
mnoZinu vSech podmnoZzin mnoZziny M zna¢ime P (M), tedy napiiklad A c P (M).

Pfrirozena ¢isla pokracuji ordinalnimi ¢isly, které obvykle zna¢ime feckymi pismenky
@,7,.... Vnich wy znadi prvni nespocetny kardinal a c kontinuum, tedy kardinalitu ¥ (w).

Zobrazeni ¢: A — B teorie mnozin bézné interpretuje jako podmnozinu kartézského
soucinu A X B jistych vlastnosti. Z toho vyuZzijeme pro zobrazeni y: Ay — By znaceni
¥ C ¢, které je ekvivalentni ¢ | (A N Ag) = . Dale fekneme, Ze ¢ a ¢ jsou kompatibilni,
pokud ¢ U ¢ je stale zobrazeni, ekvivalentné ¢ | (A NAgy) = ¢ [ (AN Ap). V opatném
pripadé fekneme, Ze jsou nekompatibilni.

Pokud za zobrazenim ¢ ndsleduji hranaté zdvorky namisto kulatych, nasleduje
mnozina dosazovanych hodnot a vysledkem je mnoZina funkénich hodnot, tedy
@[ X] = {px) : x € X}.

Pro mnoZiny (pfipadné i prostory) My, ..., Mi_1 mizeme uvazit kartézsky soucin

M()X"'XMk_l Zl_[Mi.

iek

Jsou li vechny tyto mnoZiny rovny M, mtizeme psat i jednoduge M*. Ve véech téchto pii-
padech mame na soucinu definovany jednoduché projekce ny, ..., m_1, coby zobrazeni
dané pfedpisem
vk HM]’ - M;, mixo,...,X-1) = X;.
jek

Je-li indexovd mnozZina soucinu jind nez pfirozené ¢islo, indexujeme i projekce touto
indexovou mnozinou.

Krom jednoduchych projekci definujeme jesté projekce na mnozinu: Pro indexovou
mnozinu I a jeji podmnozinu | definujeme projekci

e l_[Ml - l—[Ml

iel ief

tak, aby toto zobrazeni zachovalo vSechny jednoduché projekce 7; pro j € J. Nakonec
specidlnim pfipadem projekce na mnozinu je vynechavaci projekce znacena n—;, kde i
lezi v indexové mnoziné I. Tento symbol je ekvivalentem 7y;).

Topologické prostory, coby dvojici (nosnd mnozina, topologie) obvykle znac¢ime vel-
kymi tuénymi pismeny, napiiklad X = (M, 7).

V topologickych prostorech bude typicky vyznaénym bodem bod co. Pokud vynaso-
bime nékolik takovych prostort, je v tomto soucinu stale jasny vyznaény bod (co, . . ., o),
abychom nemuseli plytvat symboly, budeme takovy bod vzdy opét znacit co.



1. Zakladni znaceni

1.1 Fréchetovskost

Zopakujeme a upfesnime definice z tvodu.

Definice 1.1. Topologicky prostor X nazveme Fréchetovsky, pokud pro kazdou mnozinu

X ¢ X ax € X existuje posloupnost xo, x1, ... € X, ktera konverguije k x, tedy kazdé okol
x obsahuje vSechny az na kone¢né mnoho x;.

Definice 1.2. Pro pfirozené ¢islo k > 1 rozumime k-protipfikladem k-tici kompaktnich
prostortt Xp, . .., Xi_1, jejichZ soucin neni Fréchetovsky, ale pro kazdou funkci o: (k-1) —
k soudin [;ck-1) Xoi) Fréchetovsky je. Dale w-protipfikladem rozumime nekonecnou po-
sloupnost kompaktnich prostort Xy, Xi, . . ., jejichZ souc¢in neni Fréchetovsky, ale pro kaz-
dou funkci o:k — w, kde k € w, souéin [];g X, Fréchetovsky je.

Poznamka 1.3. Pokud bychom z definice w-protipfikladu vypustili kompaktnost a poza-
davek na souciny by byl jen tvaru: Pro kazdé k € w je soudin [];g X; Fréchetovsky (tedy
bez funkce o), fungoval by nasledujici ptiklad. Coby Xj pouZzijeme prostor S, z tvodu,
ktery je Fréchetovsky, ale po vynasobeni prostorem w + 1 jiz Fréchetovsky neni. Coby
vSechny ostatni prostory X; zvolime dvouprvkové diskrétni prostory. Zajisté vsechny
souciny zacatkt posloupnosti X; budou Fréchetovské, protoze se jedna jen o disjunktni
sjednoceni kone¢né mnoha kopii Fréchetovského prostoru S,,. Zato soucin vsech téchto
prostorti Fréchetovsky neni, protoze w + 1 je podprostorem []o;.,, X;.

Specialnim piikladem k-protipfikladu resp. w-protipfikladu by byl prostor, jehoz
k-ta resp. w-t4 mocnina neni Fréchetovskd, ale vSechny mensi mocniny jsou. Snadno
ukaZzeme, Ze poZzadavek na takovy protipfiklad, ve kterém jsou vSechny prostory stejné,
je ekvivalentni pozadavku na obecny k-protipfikad.

Tvrzeni 1.4. Pfedpokladejme, Ze existuje k-protip¥iklad pro k < w. Pak existuje takovy
k-protiptiklad, ve kterém jsou vSechny prostory stejné.

Diikaz: Pfedpokladejme, Ze nosné mnoziny jednotlivych prostorti X; z daného k-proti-
pfikladu jsou disjunktni. Pro k < w uvazme jednoduse sjednoceni (soucet) téchto pro-
stortt X = ;e X;- Pak mtizeme mocninu X*~! napsat jako

X1 = U 1_[ Xo(iy»

oeSie(k-1)

kde S znad¢i mnozZinu vech funkci z (k — 1) do k.

Kazdy ze s¢itancti je Fréchetovsky z pfedpokladu, Ze prostory X; tvoii k-protipfiklad.
Mocnina X*~! je tedy Fréchetovska proto, Ze se jednd o soucet kone¢né mnoha Fréche-
tovskych prostorti. Zato mocnina X* neni Fréchetovska, protoZe obsahuje podprostor
[Ticx Xi, ktery neni Fréchetovsky.

Zbyva dokazat tvrzeni pro k = w. Pak mtizeme opét uvazit soucet téchto prostort, ale
ten v takovém piipadé nebude kompaktni. Findlni prostor X proto doplnime o bod oo,
jehoz okoli budou tvofit z takové mnoziny, které obsahuji celé vSechny X; az na kone¢né
mnoho. Snadno nahlédneme, Ze se jednd o kompakt a Ze X neni Fréchetovsky. Zbyva
ukazat, Ze vSechny kone¢né mocniny X jsou Fréchetovské.

UvaZzme podmnozinu X c X", kde n € w a dale zvolme bod x € X. Pro danou
soufadnici i € n mohou nastat dvé moZnosti.

(i) mi(x) # co. Pak m;(x) € X, pro néjaké o (i) a staci se zizit jen na otevieny podprostor
7 [ X))

(ii) mi(x) = co. Pak uvaZzme prostor ¥ na nosné mnoziné w U {oo}, ve kterém posloup-
nost izolovanych bodti w konverguje k co. Dale uvazme zobrazeni f: X — w U {oo}



1.1 Fréchetovskost

definované predpisem
_Ji proyeX
f(y)_{oo proy =oo’

Pak posloupnost prvki xg,x1,... € X konverguje k mi(x) = oo pravé tehdy, kdyz
posloupnost f(xg),f(x1), . .. konverguje k f (7;(x)) = co. Faktorizujeme proto v i-té sou-
fadnici X pomoci zobrazeni f na prostor Y. Vzhledem k tomu, Ze vSechny X; nemfi-
zou byt izolované (jinak by jejich soucin byl Fréchetovsky), 1ze prostor Y vnofit do
néjakého Xa’(i)-

Provedenim tohoto procesu pfes vSechny soufadnice pfevedeme ptivodni problém

na Fréchetovskost soucinu [],c, Xsx), 1 kterého jsme Fréchetovskost pfedpokladali. m



2 X
Idedly

Pro zadatek nebudeme fesit pozadavek kompaktnosti. Je nabiledni, Ze vlastnost x € X a
existence posloupnosti prvkii z mnoZziny X konvergujici k x zavisi jen na systému okoli
bodu x a ne na ostatnich otevienych mnozindch. Pfeneseme se proto z jazyka topologic-
kych prostorti do jazyka ideéld, které popisuji pravé tuto strukturu a popiseme pfechod
mezi idedly a topologickymi prostory.

Definice 2.1. Idedl na mnoZziné M je systém I c P (M) splitujici:

e Prokazdél,JeTjelUJe1,
e prolefaJclje]el,
e pro kazdé x e Mje {x} € 1.

Poznamka 2.2. Obvykle v definici idedlu neni vyzadovana tfeti podminka na obsahovani
vSech kone¢nych podmnozin, nicméné zde je praktickd a ne pfili§ omezujici.

Nyni popiseme pfechod od idedlu k prostortim a zpéatky.

Definice 2.3. Pro ideal 7 na M definujeme prostor X(J) s nosnou mnoZinou M U {co}
(pfedpokladame co ¢ M) a nésledujici topologii: MnoZina U je oteviena praveé kdyz
neobsahuje co nebo kdyzM \ U € 1.

Definice 2.4. Pro Ty prostor X = (M, 1) a bod x € X definujeme systém mnoZzin 7(X, x)
odraZenych od x. Tedy nosnd mnozina bude M \ {x} a bude I € I pravé kdyZ existuje
Uer,xelU, UNI=0.

Pozorovani 2.5.

e X(I) definuje T, topologicky prostor (diky tfeti podmince idedlu),

® I(X,x)jeidedl (tfeti podminku zaruci T; vlastnost),

e pro libovolny ideél 7 vyjde 7(X (1), ) = 1,

® pro prostor X s bodem oo je prostor X(Z (X, c0)) na stejné nosné mnoziné jako ptivodni
X a v obou prostorech se zachovaji okoli oo, tedy i podminky:

e V uzavéru dané mnoziny leZi oo,

® posloupnost xp, x1, . .. konverguje k co.

Vidime tedy, Ze pro Fréchetovskost se klicové vlastnosti zachovaji. Nyni popiSeme
dalsi idedlovou terminologii.

Definice 2.6. Pro obecny systém mnozin A c £ (M) definujeme ideél generovany A, zna-
ceny (A) jako nejmensi idedl obsahujici A. Jinymi slovy obsahuje (A) vSechna kone¢na
sjednoceni prvkii A a kone¢nych mnoZin a vSechny podmnoziny takovych sjednoceni.

Definice 2.7. Pro obecny systém mnozin A c P (M) definujeme ortogondlni doplnék A*
coby mnozinu vsech téch mnoZin, které protinaji kazdou A € Ajen v kone¢né mnoziné.

Pozorovani 2.8.

e At tvofiideal,
o At = (AL



2.1 Prostory s malym charakterem

Navic ortogonalni doplnék tvoifi sdm se sebou Galoisovu korespondenci (vzhledem
k relaci mit kone¢ny prunik). Plati tedy napiiklad jesté (A*)* > A, kde rovnost nastava
pravé tehdy, kdyz je A néjakym ortogondlnim doplnkem.

Definice 2.9. Pro obecny systém mnoZin A definujeme ortogonalni uzavér A = (A*)*.
Rekneme, Ze idedl T je ortogonalné uzavieny, pokud 7 = I

Zbyva si rozmyslet, jak tyto pojmy koresponduji s pojmy v prostorech.

Pozorovani 2.10. Méjme idedl 7 na nosné mnoziné M a X = X(7). Jesté zvolme libovol-
nou bazi B okoli bodu oo a polozme A = {M \ B : B € B}. Pak plati:

o I =(A).

e Posloupnost xg, x1,... € M konverguje k co pravé tehdy, kdyZz se v ni kazdy prvek
M vyskytuje jen kone¢nékrét a {x; : i € w} € I*. Pfitom dokonce staci pouzit A* z
minulého bodu, protoze 7+ = A*.

® Mnozina X C M ma v uzavéru bod co praveé tehdy, kdyz X ¢ 1.

e V mnoziné X ¢ M neni moZzné najit posloupnost konvergujici k co praveé tehdy, kdyZz
ma kazda takova posloupnost s X jen kone¢ny prinik, coZ nastane pravé tehdy, kdyz
X € T (ekvivalentné X € A).

e Prostor X je Fréchetovsky pravé tehdy, kdyz kazda mnoZzina X splriujici X ¢ T spliiuje
X ¢ 1. Jinymi slovy, kdyZ 7 je ortogonalné uzavieny.

Ortogonalni uzavér tak je pékna operace, kterd z prostoru, ktery neni Fréchetovsky
vytvofi prostor, ktery jiz je Fréchetovsky. Zde jej vSak nevyuZzijeme, protoZze si pfili$
dobfe nerozumi se souciny.

Priklad 2.11. Prostory zminéné v tivodu jsou ve skute¢nosti snadno sestrojitelné pomoci
ideald. Necht T je idedl generovany prazdnou mnoZinou na mnoZiné w a 8 je disjunktni
rozklad spoc¢etné nosné mnoziny na nekone¢né mnoho nekone¢nych mnozin. Pak w+1 ~
X(I)a$, =~ X(8").1dedl I je ziejmé ortogondlné uzavieny a ideal B8+ je ortogondlné
uzavieny uz jen proto, Ze se jednd o néjaky ortogonalni doplnék. To doklada, Ze jsou
oba prostory Fréchetovské.

2.1 Prostory s malym charakterem

Jak je zminéno v tvodu, prostory se spocetnym charakterem (tedy kazdy bod ma spo-
¢etnou bézi okoli) jsou Fréchetovské. Dokazeme toto jednoduché pozorovani.

Pozorovani 2.12. Mé&me prostor X, mnozinu X ¢ X a bod x € X. Za predpokladu, ze

X ma v bodé x spocetnou lokdalni bazi, existuje nekone¢na posloupnost xp, x1,... € X

konvergujici k x.

Diikaz: Spocetnou lokalni bazi By, By, ... bodu x mtizeme volit tak, aby By > By O - - -. Pak

stadi volit x; € X N B;. m
Miizeme se tedy ptat, jak velkda musi byt lokalni baze, aby prostor nebyl Fréchetov-

sky. V obecném ptipadé staci prvni nespocetny kardinal.

Priklad 2.13. Zvolme na w; idedl vSech spocetnych mnoZin. V ortogondlnim dopliiku
nemiiZe leZzet Zddnd nekone¢nd mnozina a pfitom je tento idedl generovany systémem

{Ay : @ € w1}, kde A, = {y v < al.

Poznamenejme, Ze z hlediska teorie mnozin je A, = a.

Stejny systém okoli bude mit bod w; v prostoru w; + 1 se standardni ordindlovou
topologii. Takto jsme tedy sestrojili dokonce kompaktni prostor s vahou w1, ktery neni
Fréchetovsky.
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V tomto pfikladu mtZeme jeSté pokracovat — prostor wy + 1 je mozné vnoftit do ne-
spocetné mocniny {0, 1}", takze Zddny nespocetny soucin alesponi dvouprvkovych T,
prostortt nebude Fréchetovsky.

Omezime se proto v nasledujicim jen na spocetné prostory.

Definice 2.14. Symbolem t (tower number) zna¢ime nejmensi moznou véhu spocetného
prostoru, ktery neni Fréchetovsky.

Bézna definice ¢isla t je mirné jind, avSak ekvivalentni.
Pozorovani 2.15. Kardindl t je moZné definovat i ndsledovné:

e Mohutnost t udava nejmensi moznou mohutnost systému mnoZin A na w takového,
ze prinik libovolné kone¢né mnoha mnozin z A je neprazdny, avSsak neni mozné
najit pseudoprinik, tedy nekone¢né X c w splnujici |X \ A| < w pro kazdé A € A.

e Mohutnost t uddva nejmensi moznou délku posloupnosti mnozin X, € w (@ € t)
takovou, Ze kdykoli a < vy, tak X, \ X, je konecnd, avsak kterou jiZ neni mozné pro-
dlouzit, aby stale platila tato vlastnost.

Axiom 2.16. (Martintv) Bud P ¢4stecné usporadand mnoZina, ve které pro kazdou ne-
spocetnou mnoZinu C C P najdeme trojici prvka x,y,z spliiujici x # y, x,y € C,z € P,
z <x,z <y (podminka c.c.c.).

Dale bud D c P (P) spliujici |D] < ca pro kazdouD € Dap € Pexistujeqe D, q<p
(podminka hustoty). Pak existuje mnoZzina F C P, kterd spliiuje:

(1) Pro kazdé p,q € F existujer e F,r <p,r <q.
(2) F protind kazdou D € D.

Tvrzeni 2.17. Za predpokladu Martinova axiomu je t = ¢, tedy plati: Pro spocetnou mno-
zinu M a systém mnozin A c P (M) spliujici [Al < ca M ¢ (A) existuje nekonecna
XeA.

Diikaz: VyuZijeme Martintiv axiom, tedy sestrojime p¥islusnou mnozinu P nasledujicim
pfedpisem

P ={(n,0,K):n € w, oje prosté zobrazeni n — M, K je kone¢na podmnozina A}

n,o,K)>2mr,Lyon<m oct, KcL, Vie(m\n)VK e K:7(i) ¢ K.

Ovéfime podminku c.c.c.: Uvazme nespocetnou mnozinu C c P. ProtoZe je M spocetna,
existuje jen spoc¢etné mnoho raznych funkci typu n — M. Najdeme tak v C dva rtizné

prvky
x=m,o,K),y=m,oL).

Pak staci zvolit z = (n, o, K U L).

Nyni sestrojime systém hustych mnozin D. Bude se sklddat z mnoZin typu
Dy, ={n,c,K)eP:n>mjpromewaDy ={n,o0,K)eP:AecK}proA e A Téchto
mnozin je méné nez kontinuum a zfejmeé jsou véechny husté. Dle Martinova axiomu tak
existuje mnozina F C P splnujici podminky (1) a (2).

Diky podmince (2) obsahuje F trojice (1, o, K) pro libovolné velké n. Diky podmince
(1) musi byt pro libovolné prvky (n, o, K), (m, 7, £) € F funkce o a v kompatibilni. M-
zeme tak uvazit sjednoceni vSech téchto funkci z F, coz bude prostd funkce f: w — M.
Ukézeme, ze nekonena mnozina X = f[w] skute¢né lezi v A*.

Uvazme A € A. MnoZina F protind (opét z podminky (2)) D4 v néjakém bodé
(n, o, K). Pak diky podmince (1) pro libovolné (m, 7, £), kde m > nai € (m\ n), musi byt
7(i) mimo mnozinu A. Priinik X N A tak m{ize obsahovat nanejvys prvky o[n], tedy jen
kone¢né mnoho, coZ jsme chtéli ukazat. ]



2.2 Souciny ideald

2.2 Souciny idealt

Definice 2.18. Mé&me indexovou mnoZzinu I a systém ideéld 7; na nosnych mnozinach
M; proi € I. Definujeme soucin [];; 7; na nosné mnozin€ [],.; M; coby ideél generovany
mnozinami tvaru 7rz,‘1[A] proielaAel;.

Pozorovani 2.19. Za ptedpokladti pfedchozi definice uvazme X c [, M;. Pak je ekvi-
valentni:

® X € (Hiel Ii)l/
® Pro vSechnai € I plati 7;[X] € 7} a vzor Zddné x € M; v r; neprotind X v nekone¢né
bodech.

Pozorovani 2.20. Prostor X([],; Z;) je podprostorem soucinu prostort [;c; X(Z5).

Predeslé pozorovani mluvi o podprostoru, tedy naskyta se otazka, kolik toho mohou
prebyvajici prvky pokazit. Jak ¥ikd nasledujici tvrzeni, pro ticely této prace piilis mnoho
ne.

Tvrzeni 2.21. Méme n-tici idealt 7y,...,7,-1 postupné na nosnych mnoZzindch
Mo, ...,M,_1. Pfedpoklddejme, ze pro libovolné I C n je [, I; ortogonalné uzavieny.

Pak soudin prostorti X = [];c, X; je Fréchetovsky.

Diikaz: Indukci podle n. Pro n = 1 se jedna o posledni bod pozorovani predpokla-
dejme n > 2. UvaZme X c X abod z € X. Pokud 7i(z) # pro nékteré i € n, staci se
omezit na otevfeny podprostor 77! (r;(z)) a vysledek plyne z indukéniho pfedpokladu,
kde vynechame ideédl 7;. Predpoklddejme tedy, Ze tato moznost nenastala a z = co.

Dale, pokud existuje i takové, Ze v uzavéru mnoziny X N ni‘l(oo) lezi bod « € X,
sta¢i se omezit na podprostor 7;!(0) a vysledek plyne z indukéniho pfedpokladu pfi
vynechani 7;. Pfedpokladejme tedy, Ze takova moZnost nenastane. Pak pro

X, =X 0| [ Miplati o € X;.

iel

Tedy X, ¢ I = [ Z,, takZe z predpokladu X; ¢ I, tedy existuje Y’ € I+, které méa s X,
nekone¢ny priinik, tedy existuje nekone¢na spocetna podmnozina Y € P (Xp)NI+, ktera
tvoti hledanou posloupnost. (]

Ctenaf by se mohl pozastavit nad tim, pro¢ predchozi tvrzeni vyZaduje ortogondlni
uzavienost i vSech ¢astecnych soucint. Jediny dtvod je popravdé degenerovany ideal,
ve kterém leZi celd jeho nosna mnozina. Takovy ¢initel zptisobi, Ze pak cely souc¢in bude
degenerovany, tedy Fréchetovsky, avSak jakmile vyndsobime prostor, ktery neni Fréche-
tovsky s ¢imkoli, vysledek opét nebude Fréchetovsky.

Pokud bychom takové idedly v soucinu zakézali, staci ovétit podminku pro soucin
vSech ideéld, jak naznacuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.22. Jakmile je soucin idedlt 7 X J na mnoZindch M, N ortogondlné uzavieny,
aN ¢ 7, taki I je ortogonalné uzavieny.

Diikaz: Uvazme X ¢ M, X ¢ I. Chceme najit Y ¢ M spliujici Y € 7+, ale X ¢ {Y}*, tim
dokazeme ortogondlni uzavienost 7.

Protoze N ¢ J,nelezi X XN v soucinu I X7, ktery je ortogondlné uzavieny, najdeme
Yo € (I X 9)*, které protina X x N v nekone¢né mnoziné. Hledanym Y je mo[Yo]. [

Tim jsme popsali, jak obecné poznat, zda je soucin prostorti X; Fréchetovsky. Tento

N Y

nastroj je vSak zatim slaby (ostatné jde viceméné jen o preformulovani), silnéjsi tvrzeni
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pro specialni typy prostorti bude uvedeno v kapitole @ Jesté ukazeme zptisob, jak nao-
pak docilit toho, aby soucin prostorti Fréchetovsky nebyl.

Pozorovani 2.23. Necht 7; pro i € [ jsou idedly na stejné nosné mnoziné M. Pak
prostor X({U;e Ii)) je mozné vnofit do prostoru []; X(Z;) na diagonélu, tedy bodu
x € X((Ujer In)) ptitadime odpovidajici prvek (x, x, ..., x) na diagonéle.

Disledek 2.24. Méjme indexovou mnozinu I a idedly J; na jedné nosné mnoziné M pro
i € I. Pfedpoklddejme, Ze
]

iel

a pfitom
M e U Il'.

Pak [];e; X(Z;) neni Fréchetovsky.
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Kapitola QR

AD systémy

Idedly popisuji lokalni vlastnosti prostoru ve zcela obecné rovin€. Déle se budeme za-
byvat jistym specidlnim typem idedlt, ktery je na tikor obecnosti, ale zato mé fadu uZi-
te¢nych vlastnosti — napfiklad umoZni konstruovat kompaktni prostory.

Definice 3.1. Skoro disjunktnim systémem (stru¢né AD systémem z anglického almost
disjoint) na nekone¢né nosné mnoziné M rozumime systém nekone¢nych mnozin A c
P (M), takovy, Ze prinik kazdych jeho dvou rtiznych prvki je kone¢ny.

Pozorovani 3.2. Na spocetné mnoziné existuje AD systém mohutnosti kontinua.

Obrazek 3.1. AD systém mohutnosti ¢

Diikaz: Uvazme nekone¢ny (spocetny) zakofenény bindrni strom, ve kterém ma kazdy
vrchol dva syny. V tomto stromé existuje kontinuum mnoho nekonec¢nych cest od ko-
fene. Kazdé dvé rtizné takové cesty se pfitom protinaji jen v kone¢né mnoho vrcholech
a tvofi tak na mnoziné vrcholt hledany AD systém. ]

3.1 Prostor

Definice 3.3. Pro AD systém A na mnoZziné M definujeme topologicky prostor Y(A)
na nosné mnoziné M U A U {oo} (pfedpokladame, Ze tyto tfi mnoZiny jsou disjunktni)
s nasledujici subbazi obojetnych mnoZzin: Obojetné mnoziny jsou nutné jednoprvkové
mnoziny {x} za kazdé x € M a mnoziny {A} U A za kazdé A € A (a jejich doplriky).

0]

A

0000000000000 00000000 M

Obrazek 3.2. Prostor Y(A).

11
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Tvrzeni 3.4. Pro libolny AD systém A je Y(A) kompakini a T prostor.

Diikaz: Vlastnost T, plyne z toho, Ze kazdé dva body je moZzné oddélit subbazovou obo-
jetnou mnozinou. Kompaktnost sta¢i ovéfit pro pokryti prvky subbaze. Uvazme pokryti
prvky subbaze. Bod co musi byt pokryt dopliikem jednoprvkové mnoziny (coz je trivi-

alni pfipad) nebo nékteré mnoziny tvaru {A}UA pro A € A. Pak musi byt né¢im pokryty
bod A — mame tfi moZnosti, ¢im:

a) MnoZinou {A} U A, tak jsme pokryli prostor dvéma mnoZinami.

b) Dopliikem mnoZiny {x} pro x € M, pak zbyva pokrytjediny bod x, na ktery ndm staci
jedina dal$i mnoZina.

¢) Doplitkem mnoziny {B} U B pro B € A rtzné od A. Pak zbyva pokryt jen kone¢né
bodt v priiniku A N B. Na pokryti téchto bodti pak sta¢i kone¢né mnoho mnozin. =

Pozorovani 3.5. Pro AD systém A je prostor X((A)) podprostorem prostoru Y (A).

vvvvv

tykajicich se Fréchetovskosti. K tomu poslouzi série dal$ich pozorovani.
Pozorovani 3.6.

e LeZi-libod A € Aprostoru Y(A) v uzdvéru mnoziny X C Y(A), ale mimo mnozinu X
samotnou, obsahuje X N A nekone¢né mnoho bodt a libovolna posloupnost riznych
prvka této mnoziny konverguje k A.

e Lezi-li bod oo prostoru Y(A) v uzdvéru mnoziny X c A, pak je X nekonec¢na a libo-
volna posloupnost riiznych prvki z X konverguje k co.

e Prostor Y(A) je Fréchetovsky prave tehdy, kdyz X((A)) je Fréchetovsky.

3.2 Terminologie

Definice 3.7. Maximalni AD systém (stru¢né MAD systém) je takovy AD systém, Ze na
stejné nosné mnoziné neexistuje AD systém, ktery by byl jeho vlastni nadmnoZinou.

Pozorovani 3.8. Z Zornova lemmatu plyne, Ze kazdy AD systém je moZzné rozsifit na
MAD systém.

Definice 3.9. Pro AD systém A na mnoZziné M definujeme re§trikci A | Mpnanekoneéné
mnoziné My ¢ M coby AD systém {MyNA : A € A\{Mp}*}. Rekneme, Ze AD systém A je
anti-MAD, pokud pro zddnou mnoZzinu My neni A | My nekone¢nym MAD systémem.

Pozndmka 3.10. Ponékud degenerovany piipad nastava pro koneény AD systém A. Ta-
kovy AD systém je vzdy anti-MAD, nicméné mtiZe se jednatio MAD systém (pokryva-li
U A aZ na kone¢né prvkt nosnou mnozinu). Toto je pfitom jediny p¥ipad, kdy muZe byt
anti-MAD soucasné MADem. Ackoli definice a tvrzeni pfipousti i kone¢né AD systémy,
jedna se o okrajové piipady a zpravidla uvazujeme nekonecné AD systémy.

Razné typy mnozin v AD systémech jsou v rtiznych ¢lancich znaceny a nazyvany
rtzné. Nésledujici definice udava vlastni komplexni terminologii v této oblasti.

Definice 3.11. Pro AD systém A na M hovofime o nésledujicich typech mnoZziny X c M.

Rekneme, ze X je zékladni, pokud X € A.

Rekneme, e X je mala, pokud X € (A).

Rekneme, Ze X je nemald, pokud X ¢ (A), tedy neni mala.

Rekneme, Ze X je chybéjici, pokud X ¢ A a A U {X} tvoii stale AD systém, ekviva-
lentné X je nekone¢nd a X € A*.

Rekneme, Ze X je velkd, pokud ma s nekoneénym poctem prvki A nekoneény prii-
nik, formalné |{A € A : |AN X| = w}| = w.
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3.3 Déleni MAD systému

° l:{ekneme, ze X je nevelka, pokud neni velka.
e Rekneme, Ze X je MADova, pokud je kone¢nd nebo A | X je MAD systém, ekviva-
lentné X € A.

Pro upfesnéni, Ze hovofime o AD systému A, budeme pouZzivat pojmy A-zakladni,
A-mala, ...

7
9[eA

chybéjici U malé

) |

zékladni chybéjici

orew \

kone¢né
/|

Obrazek 3.3. Znazornéni pojmt v AD systému ve svazu P (M)
Pozorovani 3.12.
Malé mnoZiny tvoii ideal.
MADové mnoZziny tvoii ideal.
Nevelké mnoziny tvoii ideal.
Chybéjici a kone¢né mnoziny dohromady tvoii ideal.
Kazda chybéjici mnoZina je nemald a soucasné nevelka.
KaZzda mnoZina, kterd je soucasné nemald a nevelkd je sjednocenim malé a chybéjici.

V MAD systému jsou velké mnoZiny ekvivalentni nemalym.
Mnozina je mald praveé tehdy, kdyz je nevelka a souc¢asné MADova.

Pozorovani 3.13. Libovolny nekone¢ny MAD systém A na mnoZziné M spliiuje M ¢ (A),
ale M € A. AD systém je anti-MAD pravé tehdy, kdyZ Y(A) je Fréchetovsky.

Definice 3.14. O AD systému fekneme, Ze je tipln€ separabilni, pokud pod kaZdou vel-
kou mnozinou X najdeme zakladni Y c X.

Pozorovani 3.15. Nésledujici tvrzeni o AD systému jsou ekvivalentni

e Je to Gplné separabilni MAD systém.
e V kazdé nemalé mnoZziné je moZné najit zdkladni podmnozinu.

3.3 Déleni MAD systému

V této sekci predvedeme konstrukci zaloZzenou na [2] vylepgenou E. K. van Douwenem.
Na zédklad¢ pozorovani a staci pro konstrukci 2-protipfikladu sestrojit rozklad
nekone¢ného MAD systému na dva anti-MADy. Princip konstrukce rozkladu spociva
v tom, Ze se pokazdé pokusime MAD systém rozdélit néjak, a v piipadé netspéchu
se zaméfime jiZ jen na ¢ast, kterd kyzenou vlastnost kazi. Pokud bychom takto dopadli
pokaZzdé, najdeme nakonec pomoci nasledujiciho lemmatu o nemalém pseudopriiniku
spor.

Obecné takto sestrojime rozklad MAD systému az na spocetné AD systému tak, Ze
sjednoceni méné z nich bude vzdy anti-MAD. Tim nedocilime pfimo k-protipfikladu, ale
ziskame alespori soubor kompaktnich prostorti, pro které diagondla soucinu vSech neni
Fréchetovska, ale diagondly v soucinech vlastniho podsouboru z nich jsou Fréchetovské.

Lemma 3.16. Méjme v AD systému nekone¢nou posloupnost do sebe zanofenych ne-
malych mnozin Xy > X; D ---. Pak existuje jejich nemaly pseudoprinik, tedy nemala
mnozina Y takova, ze pro kazdé i je Y \ X; kone¢na.
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3. AD systémy

Mohli bychom toto tvrzeni dokazat elementarné, ale poc¢kdme si na obecnéjsi verzi
coby dtisledek tvrzeni @

Lemma 3.17. M&jme MAD systém M a podsystém A C M. Pak nasledujici podminky
jsou ekvivalentni.

e Kazda mnoZina X je M-velka praveé tehdy kdyz je A-velka.
o M\ Aje anti-MAD.

Diikaz:

= Uvazme (M\A)-nemalou mnozinu X. Najdeme A € A, kterd ma s X nekonecny
prunik. Je-li X M-mala, musi takova mnozina A € A existovat proto, Ze jinak by byla
X i (M\A)-mald. V opacném piipadé je X M-velkd, tedy i A-velka a z toho plyne
existence hledané A. Prinik A N X je pak (M\A)-chybé&jici mnozinou.
< Kazda A-velkd X je zfejmé i M-velkd. Naopak uvazme pro spor X, ktera je
A-nevelkd, ale M-nemald. Je tak i A-nemald a najdeme A-chybéjici ¥ = X \ Z,
kde Z je M-mala. Pak je M\ A) 'Y = M | Y, jedna se tak o (M\:A)-MADovou
nemalou mnoZinu. ]
Lemma 3.18. Bud M libovolny nekone¢ny MAD systém na spocetné M a méme jeho
rozklad na disjunktni ¢asti M = A U B. Predpokladejme, Ze kazdd M-velkd mnozina je
i B-velka. Pak existuje rozklad 8 = CU D a M-velkd mnozina X ¢ M spliwujici, Ze kazda
M-velkd mnozina Y c X je C-velka i D-velka.

Diikaz: Uvazujme libovolnou spo¢etnou mnozinu rozklada C;, D; (i € w), Ci U D; = B,
Ci N D; = 0 navic takovou, Ze pro libovolnou I c w je

(cn( 2

i€l igl

<1

Pritom pro I = w, resp. I = 0 je vzorcem uvniti absolutni hodnoty minéno (M, C;, resp.
miew D;.

Takovy spocetny soubor existuje vzhledem k tomu, Ze 8 ma mohutnost nejvyse kon-
tinuum. MnozZzinu {0, 1} je totiZ moZzné rozdélit na jednotlivé body pomoci fezti v jed-
notlivych projekcich.

Ukazeme, ze pro néktery z téchto rozkladt najdeme pozadovanou X. Sporem —
kdyby ne, za¢neme s (velkou) Xop = M a proi = 0,1,... provddime nasledujici reku-
rentni postup:

Mnozina X; je M-nemald, tedy existuje jeji M-velkd podmnozina X’ ,, ktera je
Ci-nevelka nebo D;-nevelkd. Ozna¢me &; systém C; nebo D; tak, aby mnoZzina X’ , byla
&Ei-nevelkd. Ma tedy nekonec¢ny priinik pouze s kone¢né prvky &;, odebranim téchto
prvki ziskdme M-velkou mnoZinu

1+

X = Xy \| J{E€ & [EnX],| = o),

pficemz X;,1 € &;.

Vyuzitim lemmatu nalezneme Y coby M-nemaly pseudoprinik vsech X;.
Nicméné Y nemtize mit nekone¢ny prinik s zddnym prvkem (J{&; : i € w}. Doplnék
tohoto systému do Bje jen (N{B\ &; : i € w), ktery je na zakladé volby rozkladti nejvyse
jednoprvkovy. To je spor s tim, Ze Y je 8-velka mnoZina. m

Navic v AD systémech plati obdoba .

Pozorovani 3.19. Mé&me systém AD systémt A; (i € I) na jedné nosné mnoziné M. Pfed-
poklddejme navic, Ze A = (J;; A je opét AD systém. Pak Y(A) 1ze vnoftit do [T, Y(A).
Provedeme to tak, Ze body x € M a c posleme na pfislusny prvek diagondly a bod
A € A; posleme na bod, jehoZ viechny soufadnice jsou oo, jen i-ta je rovna A.
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3.3 Déleni MAD systému

Véta 3.20. Pro libovolné 2 < n € w existuje nekone¢ny MAD systém M, na spocetné
mnoZiné a jeho rozklad na disjuntkni ¢asti Ay, ..., A, takovy, Ze sjednoceni libovol-
nych n-1 znich je anti-MAD. Dokonce existuje nekone¢ny MAD systém M, na spocetné
mnoziné a jeho rozklad na spoc¢etné mnoho ¢ésti takovy, Ze sjednoceni vSech ¢asti az na
jednu je anti-MAD.

Diikaz: Napted zvolime libovolny nekone¢ny MAD systém M na My a aplikujeme pied-
chozi lemma pro A =0, B = M. To ddva mnoZinu M, a rozklad M | M; na dva AD
systémy Co | My, Dy I My, které maji shodné velké mnoziny. Pokra¢ujeme rekurentné
opétovnym aplikovanim lemmatu pro

A=JC 1 Min. B=D; 1 M,

j<i

¢imZ obdrzime rozklad AD systému D; | Mi;; na Cix1 a ;41 na nosné mnoziné M;,»,
kde M;;> € Mii1, Mis2 je M-nemald a obé ¢asti rozkladu maji stejné velké mnoziny jako
ptavodni D; | Mj,,. Takto spolu s tvrzenim dostavame kyZeny rozklad nekone¢ného
MAD systému M | M,,_1 na n anti-MADu

ColMyu—1 U ... UCp2alMy_1 U Dy 2M; .

Pro spocetny pifipad opét pouZijeme lemma a najdeme M-nemaly pseudopriinik
M mnoZzin My > M; D ---. Pakje M [ M opét nekonecny MAD systém, ktery ma stejné
velké mnoziny jako kazdé C; | M. Hledany rozklad tedy postavime z jednotlivych C;,
pficemz k Cy pfidame ptebyvajici (e, D;- u
Diusledek 3.21. Existuje 2-protipfiklad. Navic pro libovolné 3 < n < w existuje soubor
kompaktnich prostort X; proi € nadale X c [];, Xi, x € X, ze

e Neexistuje posloupnost z prvki X konvergujici k x.
e Pro kazdé i € n je podprostor na mnoziné n_; [X] Fréchetovsky.
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Kapitols QR ¢

AD systémy v koneénych dimenzich

V této kapitole prace zavadi kone¢né souciny AD systémil [],, A; na mnoziné [];., M;,
kde A; je AD systém na mnoziné M;. Narozdil od pf¥ipadu idedld nebo topologickych
prostorti nelze chapat soucin AD systémii jako novy AD systém, a proto budeme chapat
tento soucin ¢isté formalné a definujeme pro néj opét pojmy AD systémii.

Definice 4.1. Rekneme, e podmnoZina X C [];c, M; je prosté, pravé kdyZ jsou prosté
vSechny jeji jednoduché projekce, ¢ili pro kazdé x € M;,i € nje

N X< 1.

Definice 4.2. Pro formdlni soucin AD systémt A = [];., A; na sou¢inu M = [];c, M;
oznacime za A-zdkladni ty mnoziny X c M, které jsou vzorem nékteré A;-zdkladni
mnoziny v jednoduché projekci 7;. Dédle za A-malé oznac¢ime mnoZiny leZici v idedlu
[Ticn{A;). Mnoziny, které nejsou malé, nazyvdme nemalé.

Pozorovani 4.3. Prostd podmnoZzina je A-mald pravé tehdy, kdyz lezi v idedlu genero-
vaném A-zdkladnimi mnoZzinami.

Definice 4.4. Pro formalni souc¢in AD systémt A = [];, A; na soucinu M = [, M;
oznacime za A-chybéjici ty mnoziny X c M, které jsou prosté a pro kazdé i € n je m;[X]
Ai-chybéjici.

Pozorovani 4.5. Nekone¢na prostd mnozina je A-chybéjici pravée tehdy, kdyz leZi v orto-
gondlnim dopliiku idedlu A-malych mnoZzin. Pfitom kazd4 nekone¢nd mnoZina v orto-
gonalnim doplitku idedlu A-malych mnoZin je nadmnoZinou A-chybéjici.

Pozorovani 4.6. Pro AD systémy A; na mnoZinach M; a libovolnou prostou mnozinu
X C [ien M; existuje nekone¢na podmnozina Y C X takovd, Ze pro kazdé i € n je m;[Y]
bud A;-chybéjici nebo podmnoZinou A;-zédkladni.

Nasleduje technické tvrzeni, které dava podobnou charakteristiku nemalych mnozin
v soucinech AD systémii jako bylo v jednorozmérném pitipadé ,chybéjiciumala nebo
velkd”.

Tvrzeni 4.7. Necht Ay, ..., A,_1 jsou AD systémy postupné na nekone¢nych mnozinach
Moy, ..., M,_1. Déle ozna¢me formdlni soucin A = [];., A; a mé&me libovolnou podmno-

zinu X C [];e, M;. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

e X je A-nemala.
e Existuje nekone¢nd posloupnost disjunktnich nekoneénych mnozin Xy, Xy,... € X,
které spliuji:

(1) Sjednoceni (i, Xk je spocetna prostd mnozina.

(2) Prokazdéi € n, k € wje m;[Xi] bud A;-chybéjici nebo podmnoZzinou A;-zdkladni.

(3) Pro pevné i € n a rtzna k,I € w nikdy neni m;[X;] i m;[X;] podmnoZzinou jedné
A;i-zékladni mnoziny.
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Obrizek 4.1. Obecny piiklad nemalé mnoziny v w?.

Diikaz:

= Sestrojime nekone¢né prosté mnoziny Y;. Nejprve bez pozadavku, aby byly dis-

junktni a aby jejich sjednoceni bylo také prosté. Budou vSak spliiovat pozadavky (2)
a (3).

Krom Y} konstruujeme pomocné nemalé mnoziny Z;. Za¢neme s Zy = X a po-
kracujeme nésledujicim induktivnim postupem. V k-tém kroku zvolme nejprve za
Y libovolnou nekone¢nou spocetnou prostou podmnozinu Zj. To mizeme udélat —
kdybychom se pfi vybirani prosté mnoziny zasekli, znamenalo by to, Ze 1ze nemalou
Zy pokryt vzory kone¢né mnoha bodii v jednoduchych projekcich, cozZ je spor s tim,
Ze Zi je nemala. Pomoci pfedchoziho pozorovani dale zajistime, aby Y spliiovala
podminku (2). Na konci cyklu zvolime

Zior = 7 \ U {mA] i en (Vi) C AL A € A

Tak bude Zi,; stale nemald mnoZina, protoZe jsme ze Z; odebrali kone¢né mnoho
zékladnich mnoZin. Soucasné touto volbou zajistime podminku (3),

Mame tedy prosté nekoneéné mnoziny spliujici (2), (3). Kdykoli nyni uvazime
nekonecné podmnoziny X; C Y;, budou stale spliiovat podminku (2) (zfejmé) a pod-
minku (3) (ta jedind mnoZina, se kterou méa Xy nekonecny prtnik bude ta sama jako
pro Yj). Staci tedy zatidit, aby projekce 7;[Xk] jednotlivych X; pro pevné i byly dis-
juntkni. Bud k; posloupnost pfirozenych ¢isel, ve které je kazdé prirozené ¢islo za-
stoupeno nekoneénékrét. Sestrojime posloupnost x; tak, aby pro kazdé ¢ € w platilo:

® x; €Yy,
e Prot' <taiemnjemni(xy) # mi(xy).

V kazdém kroku mame na vybér nekone¢né mnoho prvkil X, a protoze je
Xk, prostd, omezi kazda z dodateénych podminek na projekce jen kone¢né mnoho
prvki. Mzeme tedy postupné tyto x; najit. Nakonec polozime Xj = {x; : k; = k}.

¢ Diky podmince (3) a skutecnosti, Ze A; jsou AD systémy ma kazda A-zakladni mno-

zina nekone¢ny prunik s nejvyse jednou Xj. Proto kazd4 A-mald mnoZina ma ne-
kone¢ny priinik s pouze kone¢né mnoha X;. Z toho plyne, Ze X O [Uge, Xk musi byt
nemald. n

Pozndamka 4.8. V pfedchozim tvrzeni ma kazdd X; pro kaZdou projekci dvé moznosti,
jaka bude. Celkem je téchto moZnosti jen kone¢né mnoho, takze je mozné dokonce vy-
brat takovou nekonecnou posloupnost X, které se vsechny chovaji stejné. Ctenate by
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4. AD systémy v konecnych dimenzich

mohlo napadnout, zdali by nebylo moZzné dalsi zobecnéni ,V kazdé jednoduché projekci
7t je il Ukew Xk chybéjici nebo jsou projekce m;[ X ] jednotlivych X pod rtiznymi zéklad-
nimi mnoZzinami.” To v8ak vyvraci konstrukce ve vété : Kdyz rozdélime nekonec¢ny
MAD systém na dva AD systémy, které maji stejné velké mnoziny, a v jejich soucinu
uvazime (nemalou) diagonédlu, nemtizou byt obé projekce X soucasné podmnoZzinou
zékladni ani soucasné chybéjici. NemtiZe se ale ani stat, Ze by sjednoceni vSech Xj bylo
v jedné projekci velké a v druhé chybéjici.

Disledek 4.9. V nemalé mnoZiné je mozné vZdy najit spocetnou prostou nemalou mno-
zinu.
Diikaz: Jednd se o | ke, Xk z pfedchoziho tvrzeni. |

Poznamenejme, Ze toto neni obecnd vlastnost topologickych prostort, jak naznacuje
jiz ptiklad S, z Gvodu préace. Jesté ukaZeme, jak z tohoto diisledku snadno dokazat
lemma které ¢tenati dluzime z predchozi kapitoly. Pfedchozi diisledek se neopira
o poznatky z kapitoly .

Disledek 4.10. Méjme nekone¢nou posloupnost do sebe zanofenych A-nemalych mno-
zin M > Xy D Xj D ---, kde A je formalni soucin kone¢né mnoha AD systémti a M je
kartézsky soucin jejich nosnych mnozin. Pak existuje nemald mnoZzina Y takova, Ze pro
kazdé ije Y \ X; kone¢nd.

Driikaz: Bud 8 prazdny AD systém na nosné mnoziné w. UvaZme mnoZinu X C w X M
definovanou pfedpisem
X={({,x):i€w, xe€ X}

Tato mnoZina je (8 X A)-nemald a proto existuje jeji nemald prostd podmnoZina Y’. Pak

Y = no(Y’) je opét nemald a pro kazdé i spliiuje [Y \ X;| < i. m

M

-0--0-00-0-—-——- - --0-
. T
®
-9
®
w

®
— e
-

Obrazek 4.2. Znazornéni konstrukce pseudopriniku pomoci prosté podmnoZziny.

Nyni méme prostfedky k dokazani ponékud technického tvrzeni, které bude nastro-
jem pro konstrukci prostort, jejichz soucin je Fréchetovsky. Nejedna se jen o pfimocarou
obmeénu tvrzeni ale navic se sta¢f omezit na ovéfovani existence konvergujici pod-
posloupnosti v prostych mnozinéch, které jsou nemalé v pevném nadsystému.

Lemma 4.11. Uvazme n trojic (Mo, Ao, Bo), . .., My_1, An-1, Bu-1) a pfedpokladejme, Ze
pro kazdé i € nje A; C B; a B; je AD systém na nosné mnoziné M;. Pak je ekvivalentni:

e pro kazdé I c n a kazdou prostou B-nemalou podmnozinu X c [, M; existuje
A-chybéjici Y c X, kde A, B znaci formalni souciny

A= ﬂﬂi, B= ﬂBi
iel iel

® Prostor
X=YAp) X - x Y(Ay-1)
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je Fréchetovsky.

Diikaz: Zpétna implikace je zfejmd, dokdZeme dopfednou implikaci.

Indukci, primdrné podle poc¢tu neprazdnych B;, sekundarné podle n. Pron = 0 je
jednobodovy prostor Fréchetovsky. Nejprve poznamenejme, Ze odebranim nékteré tro-
jice (M;, A;, B;) i pfidanim nové trojice (M, 0, 0) zachovame podminku. V piipadé ode-
brani je to zcela jasné, v pfipadé pfidani prazdného AD systému staci zkoumat projekce
mimo tento AD systém, protoZe v prazdném AD systému je kazda nekone¢nd mnozina
chybéjici.

Uvazme X C X az € X. Chceme najit spo¢etnou mnozinu Y ¢ X, ktera konverguje
k z. Rozebereme trividlni pfipady:

a) Pro néjaké i je mi(z) € M;, ozna¢me r;(z) jako z;. Pak z; je izolovany v Y(A;) a tak tvofi
X’ ¢ X na nosné mnoziné 71'1-_1(21') otevieny podprostor. Proto z € X N X” a staci tak
vyuzit Fréchetovu vlastnost prostoru X’, ktery je homeomorfni s []; Y(A;). Ten je
Fréchetovsky dle indukéniho pfedpokladu pfi vynechanti trojice (M;, A;, By).

b) Pro néjaké i je m;(z) € A;. Oznacme A = m;(z) a podprostor X/ C Y(A;) na nosné
mnoziné {A}UA. Tato mnoZzina je oteviend, takZe se opét staci omezitna X’ = XN X'
Navic je X! homeomorfni prostoru z prazdného AD systému na nosné mnoziné A.
Po nahrazeni M; za A, a A;, B; za prazdné systémy vyuZijeme indukéni predpoklad
(ptvodni (A; prdzdné nebylo) a ziskdme konvergujici podposloupnost.

Zbyva ptipad, kdy z = co. UvaZme zobrazeni

0 proxeM;
type;: Y(A;) — {0,1,2}, type,(x)=:1 proxeA;,
2 prox =0

type: X — {0,1,2}", type((xo,...,Xs-1)) = (typey(xo),. ... type,_;(x,-1))
Toto zobrazeni md jen koneéné mnoho moZnych hodnot, proto existuje takové
t € {0,1,2}", Ze 0 € XN type‘l(t). Oznatme X, = X N type‘l(t). Opét rozebereme
trividlni p¥ipady:

a) Pro néjaké i € n je m(t) = 2. Vyuzijeme indukéniho pfepodkladu pfi odebrani
(M;, A, B;), za pouziti mnoziny n-;[X,], kterd ma v uzavéru co. Konvergujici po-
sloupnost danou indukénim pfedpokladem ozna¢me xj, x7, . ... Vyslednou vybra-
nou posloupnost xg, x1, ... volime tak, aby n_;(x;) = x;. Tato posloupnost bude k co
konvergovat i v projekci 7;, protoZe se jedné o konstantni co.

b) Pronégjakéi € njen;(t) = 1. Ozna¢me X! podprostor Y(A;) nanosné mnoziné {co}UA,;.
Celé X, U{oo} leziv 7ri‘1 [X/] a staci se proto omezit na soucin, kde je Y(A;) nahrazeno
X!. Prostor X/ je homeomorfni prostoru z prazdného AD systému na mnoziné A; a
existence konvergentni podposloupnosti tak plyne z indukéniho pfedpokladu (na-
hradime neprazdné A; za prazdné).

Zbyva ptipad, kdy t = (0,0,...,0). Ozna¢me forméalni souciny
A= l_lﬂi, B = l_[Bi-
ien ien
Vime, Ze X, je A-nemala. Zbyva rozebrat dvé moZnosti:

a) X, je B-mala. Pak je mozné rozdélit X, na kone¢né mnoho ¢asti takovych, ze kazda
z nich lezi pod B-zdkladni. Alespor jedna z téchto ¢asti bude A-nemald, oznaéme
ji X3 c n7'(B), kde i € n, B € B;. Opét je podprostor X! C Y(A;) na nosné mnoziné
{00} U B homeomorfni prostoru z prdzdného AD systému na mnoZziné B a existence
konvergentni posloupnosti plyne z indukéniho predpokladu.
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4. AD systémy v konecnych dimenzich

b) X5 je B-nemald. Pomoci dasledku 4.9 miizeme najit prostou B-nemalou X3 c X,.
Kone¢né vyuzijeme predpoklad ze znéni dokazovaného tvrzeni, ktery ddva chybéjici
podmnozinu. Ta je hledanou konvergentni posloupnosti. n

Poznamka 4.12. Opét podobné jako u idedltt mtZzeme na zdkladé tvrzeni testovat
podminku pfedchoziho lemmatu jen pro I = n za pfedpokladu, Ze vSechna $; jsou ne-
konec¢na.

Jesté doddme definice ostatnich pojmii.

Definice 4.13. Bud A = [];.,, A; soucin AD systémt na soucinu nosnych mnozin M =
[Tien M; a X ¢ M. Pak:

e Rekneme, 7e X je A-MADov4, pokud pod ni nelezi z4dn4 chybgjici podmnozZina.

e Rekneme, 7e A je anti-MAD, pokud viechny A-MADové mnoZiny jsou malé.

e Rekneme, 7e X je A-velka, pokud v ni existuje nekone¢nd posloupnost disjunktnich
nekonec¢nych prostych mnoZzin Xj spliujici:

(1) Sjednoceni (i, Xk je spocetna prostd mnozina.

(2) Pro kazdé i € n, k € wje m;[Xi] podmnoZzinou A;-zakladni.

(3) Pro pevné i € n a razna k,I € w nikdy neni m;[X;] i 7;[X;] podmnoZzinou jedné
A;-zakladni mnoZiny.

e Rekneme, Ze mnozina X je A-nevelkd, pokud neni A-velka.
Pozorovani 4.14. Méjme formdlni souc¢in AD systémt A = [];, A;.

e Je-lin =1, shoduji se pojmy pro soucin A a AD systém Aj.

e Dle tvrzeni @ jsou v8echny A-velké mnoZziny A-nemalé. Jsou-li navic vSechny A;
MAD systémy, plati i obracend implikace.

e Dle lemmatu jsou v8echny souciny [];; A; pro I c n anti-MADy pravé tehdy,
kdyz je soucin [];c, Y(A;) Fréchetovsky.

4.1 Silna aplna separabilita

V této sekci predvedeme konstrukci k-protipfikladu za pfedpokladu existence nekonec-
ného (k + 1)-tplné separabilniho MAD systému a tomu ekvivalentni podminku.

Definice 4.15. Rekneme, 7e AD systém A na M je Gplné k-separabilni, pokud v kazdé
Ar-velké mnoziné X ¢ MF existuje podmnoZina Y c X takové, Ze viechny jednoduché
projekce ;[ Y] jsou zédkladni v A. Dale AD systém, ktery je tiplné k-separabilni pro kazdé
nenulové k € w nazveme silné tplné separabilni.

Pozorovani 4.16.

e Uplna 1-separabilita je ekvivalentni obycejné tGpIné separabilité z definice m
e Je-li AD systém tplné k-separabilni, je i tipln€ k’-separabilni pro vSechna 1 < k’ < k.
e Pro AD sytém A je ekvivalentni:

e AD systém A je tplné k-separabilni MAD systém
e V kazdé Af-nemalé mnoZiné existuje podmnozina, jejiz viechny projekce jsou
A-zékladni.

Poznamka 4.17. Terminologie se mirné odlisuje od [@] — tam se totiZ pracuje s [w] na-
misto w*, a proto zde zakazuji opakujici se soufadnice. Na druhou stranu vyrok ,AD
systém A je tplné k-separabilni pro vSechna k < ky” ma jiZ v obou publikacich stejny
vyznam.
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4.1 Silnd dplnd separabilita

4.1.1 Ekvivalentni podminka

Existence nekone¢ného silné tplné separabilniho MAD systému ptisobi jako dost od-
vazny pfedpoklad. UkdZeme tedy nejprve jeho ekvivalenci s existenci nekone¢ného
MAD systému A, ve kterém kazdy podsystém B c A mohutnosti mensi nez konti-
nuum spliiuje, Ze B" je pro kazdé n anti-MAD. Tato vlastnost zfejmé plati, naptiklad za
predpokladu rovnosti mezi kardinaly t = ¢, tedy naptiklad za pfedpokladu Martinova
axiomu. Jesté slabsi podminku pro existenci tplné separabilntho MAD systému nez
t = ¢ si pak pfedvedeme v p¥isti kapitole.

Lemma 4.18. Bud A tplné n-separabilni AD systém na M. Pak v kazdé A"-velké X c M"
existuje kontinuum mnoho réznych Y ¢ X takovych, Ze vSechny jednoduché projekce
mi[Y]jsou zdkladni v A.

Diikaz: Skutec¢nost, Ze X je velkd, ddva mnoZziny Xj. Zvolme nekone¢né vlastni podmno-
ziny Zy C Xj. Dale zvolme libovolny AD systém C na w mohutnosti kontinua. Pro kazdé
C € Cje mnozina X(C) = Ukec Zi stéle velka a z definice tplné n-separabilniho AD sys-
tému dostavdme mnozinu Y(C) c X(C). Zbyva ukazat, Ze jednotlivé Y(C) jsou rtzné,
Pro spor pfedpokladejme Y = Y(Cp) = Y(Cy), ale |CoNCy| < w.Pak Y C Ukecync, Zk, @ ma
tak nekoneény priinik s nékterym z téchto kone¢né mnoha Z. Tim i o[ Y] ma nekoneény
prinik s timto 79[ Zx] a proto musi byt mp[Y] onou zakladni nadmnoZzinou mp[Xk]. To se
vSak nemohlo stat, protoZe Y je disjunktni s X \ Zj. ]

Tvrzeni 4.19. Bud A tplné k-separabilni MAD systém a 8 ¢ A jeho podsystém mohut-
nosti mensi ne kontinuum. Pak 8¢ je anti-MAD.

Diikaz: Na zakladé lemmatu staci ukazat, ze pro kazdé k’ < k a pro kazdou prostou
A¥ -nemalou mnozinu X najdeme jeji 8" -chybéjici podmnozinu. Uvazme tedy takovou
prostou X. Ozna¢me Y C P (X) systém téch podmnozin X, které maji vSechny projekce
zékladni. Dle lemmatu |Y| > c. ProtoZe X byla prostd, pro rtizna Yo, Y € Y plati
7i(Yo) # mi(Y1). Tedy pro kazdé i € n ma vlastnost 7;(Y) € B méné nez kontinuum
mnozin Y € Y. Z toho plyne, Ze najdeme Y € Y, Ze pro vSechnai € nje mi(Y) € A\ B.
Takova Y je hledana 8-chybéjici mnoZina. (]

Lemma 4.20. Pro kaZdou nekone¢nou prostou mnoZzinu X ¢ M" (n € w) existuje neko-
necnd Y C X takové, Ze pro libovolné 7,j < n jsou mnoziny n;[ Y], 7;[ Y] bud shodné nebo
disjunktni.

Diikaz: Indukci podle n. Pokud existuji rtizné indexy i,j < n takové, Ze mnozina
X1 ={x € X : m(x) = m(x)}

je nekoneénd, uvazme projekci nj[X1] ¢ M¥1. Aplikujeme indukéni pfedpoklad, obdr-
zime Yy C mj[X1] akyZend Y = 7'(:]1 [X1] N X1 spliiuje pozadované, protoZe m;[Y] = m;[Y].
Pokud naopak zddna takova dvojice indexti neexistuje, je mnoZina

Xo={xeX:Vijj<n:i#j= mx)# rix)}

nekonec¢nd. Staci tedy brat postupné prvky xop, x1, x> ... € X tak, aby provSechnai,j <na
k" < k platila nerovnost ;(xy) # mj(xx). Téchto podminek je pro dané k vzdy jen kone¢né
mnoho, a proto vZdy zbude né&jaky prvek z X, na vybér. m

Tvrzeni 4.21. Necht A je MAD systém na w. Pak existuje MAD systém B spliiujici:

(1) Pro vSechna 0 < k € w, pro kterd plati, Ze pro kazdy podsystém Ay c A mohutnosti
mens{ nez kontinuum je A anti-MAD, je systém B tipIné k-separabilni.
(2) (A) =(B)
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4. AD systémy v konecnych dimenzich

Diikaz: Bud I mnoZina vSech k spliiujici podminku na systém A v bodé (1) (a chceme
tedy pro né zarucit tplnou k-separabilitu systému $). Uvazme mnoZinu

(ke l,X c o) : Xje Ar-velka).

Tato mnoZina md mohutnost kontinua, ocislujme tedy jeji prvky kontinuem coby
(kq, Xo), @ € c. Transfinitni rekurzi do kontinua sestrojime zobrazeni p¥ifazujici kaz-
dému (k,, X,) dvojici

(Ya - Xm (Aa,Oa cees Aa,k(,—l))a

kde Y je nekonecné a pro vSechna i € n plati ;[ Y,] € A, € A. Navic tak, aby pro pevné
@ a libovolnou dvojici i,j < n byly mnoziny m;[Y,], 7;[Y,] bud shodné nebo disjuntni a
aby A; . # Aj, proy < a. To zajistime nasledujicim postupem: Polozme A, = {A,; : y <
@,i < k,}. Tento systém ma mohutnost mensi nez kontinuum a dle ptedpokladu je proto
AL anti-MAD. Mazeme tak zvolit X/, ¢ X,, coby A~ -chybéjici. Nakonec volime Y, c X/,
a pfislusné A,; na zdkladé pozorovani @ a pfedchoziho lemmatu .

Z tohoto zobrazeni zbyva vybudovat hledany MAD systém 8. Kazda A € A se vy-
skytuje coby A, ; v nejvyse jednom kroku «, tedy pouze kone¢nékrét. Jednotlivé projekce
Y, v ni vytinaji disjunktni nekone¢né podmnoziny. Nahradime tedy v takovém pfipadé
prvek A = A,; € A prvky m[Y,] pro viechna i, pro kterd A = A,; a jesté pfidame
A\ UlmilY,] 1 A = Ay}, je-li tento dopliiek nekoneény.

Tim, Ze jen kazdy prvek AD systému nahradime jeho kone¢nym rozkladem, nezmé-
nime idedl generovany timto MAD systémem ani skutecnost, Ze se jedna o MAD systém.
Pfidanim jednotlivych m;[Y,] jsme si zajistili podminku tplné k-separability. m

Disledek 4.22. Pro 1 < n < w jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

e Existuje nekoneény MAD systém, ktery je tipIné k-separabilni pro vSechna 1 < k < n.
e Existuje nekone¢ny MAD systém M takovy, Ze pro kazdé 1 < k <na A c M, kde
|A| < ¢ je A* anti-MAD.

4.1.2 Konstrukce k-protipfikladu

Véta 4.23. Méjme dané 1 < k' < w. Pokud existuje nekone¢ny MAD systém na w, ktery
je uplné k-separabilni pro vSechna k € k’, pak pro libovolné 1 < n < w existuji kom-
paktni prostory Y; (i € n) takové, Ze soucin [],, Y; neni Fréchetovsky, ale pro libovolnou
nesurjektivni funkci ok — 1, kde k € k', je soucin []; Yo(j) Fréchetovsky.

Diikaz: Bud M dany MAD systém. Sestrojime disjunktni AD systémy (A; pro i € n tak,
aby Uje, Ai = M a polozime Y; = Y(A)).

Tim dle docilime, Ze [];, Y¥; nebude Fréchetovsky, zbyva zajistit druhou pod-
minku. K tomu pouZijeme lemma . Staci zajistit, aby pro kazdé k € k’, funkci
ok > na Mf-nemalou prostou mnozinu X C " existovala Y c X, kterd bude
Hjek ﬂg(j)-chybéjici.

Zavedeme ocislovani mnoZziny

((k,i,X):kek',ien, Xcdot je prosta, MFE-velka)

coby {(ky, 10, Xo)} pro @ € c. Transfinitni rekurzi sestrojime systémy A;, (i € n,a < 0,
pfitom budeme znacit A, = e, Aio. Na zacdtku jsou vSechny A;o prdzdné, limitni
krok je standardni sjednoceni. Zbyva popsat pfipad, kdy se chceme z kroku a dostat do
kroku a + 1.

MnoZina X, je Mt-velkd, proto existuje dle lemmatu kontinuum mnoho je-
jich podmnozin takovych, Ze vSechny jednoduché projekce jsou M-zakladni. Protoze
|A,l < ¢, najdeme Y, C X, takovou, ze vSechny projekce 7;[Y,] € M\ A, proj € k,.
Stanovime

ﬂim(wl = ﬂia,a U {ﬂ][Ya] ] € koz}
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4.1 Silnd dplnd separabilita

ﬂi,(x+1 = ﬂi,(x pro i€ Tl,i * ia/-

Nakonec poloZzime Ay = Ay U (M \ A.) a pro ostatni 0 < i € n poloZzme A; =
A Zbyva ukézat, Ze takto sestrojené prostory Y; opravdu spliiuji pfedpoklady lem-
matu

UvaZzme nesurjektivni ook — n, X C k. Najdeme i € n,i ¢ olk] a @, aby
(k,i,X) = (kq,iq, Xq). Pak Y, je podmnozina X, jejiz véechny projekce lezi v A; a je
proto (H]-Gk ﬂg(j))-chybéjici. ]

Dusledek 4.24. Za pfedpokladu existence nekone¢ného tplné k-separabilntho MAD
systému (pro k € w) existuje (k+1)-protipfiklad. Za pfedpokladu existence nekone¢ného
silné aplné separabilniho MAD systému existuje k-protipfiklad pro vSechna k < w.
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Kapitola QSN

Konstrukce nekone¢ného tplné k-separabilniho
MAD systému

Nekonecné tiplné separabilni MAD systémy jsou notné zkoumanym objektem, v [EI] je
dokazana jeho existence za pfedpokladu s < q, kde s je nejmensi mohutnost Stépiciho
systému a a je nejmensi mohutnost nekone¢ného MAD systému.

Jak je patrné z pfedchozi kapitoly, pro konstrukci dostate¢nych protipfikladi na
souciny Fréchetovskych prostorti nejspiSe nebude tiplné separabilni MAD systém do-
state¢né silnym objektem a je tfeba pouZzit nekone¢ny tipIné k-separabilni MAD systém.
Nastésti pro tiplné k-separabilni MAD systém maji souc¢iny AD systémii natolik podobné
vlastnosti jako obycejné AD systémy, Ze je moZné ¢asto tvrzeni o AD systémech zobecnit.

Stejné tak tomu bude v pfipadé silné aplné k-separabilniho AD systému. Zde kon-
krétné uvedeme zobecnéni Shelahovy konstrukce pomoci w, w-stépiciho systému.

Umluva 5.1. Vechny AD systémy v této kapitole budou mit nosnou mnozinu w.

5.1 Malé kardinaly

Definice 5.2. Rekneme, Ze mnoZina S §tépi mnozinu X, pokud ob& mnoZziny X N S i
X \ S jsou nekonecné. Stépici systém S c P (w) je takovy, Ze pro kazdou nekonenou
X C wexistuje S € S, kterd ji stépi. Systém nazveme w, w-$t€picim, pokud pro kazdou
spocetnou posloupnost nekone¢nych mnozin X, Xi, ... C w existuje S € S spliujict:

® Pro nekone¢né mnohoije |X; N S| = w.
e Pro nekonecné mnohoije|X;\ S| = w.
Kardinalni ¢islo s (splitting number) znaci nejmensi moZznou mohutnost Stépiciho

systému a kardinélni &islo s, znaci nejmensi moznou mohutnost w, w-$tépiciho sys-
tému.

Pozorovani 5.3. Systém, ktery je w, w-$tépici je Stépici — staci volit konstantné za vSechna
X; dané X.

Definice 5.4. Symbol a zna¢i nejmensi mohutnost nekone¢ného MAD systému. Pro ne-
nulové n € w ozna¢me pismenem a, nejmensi mozny kardindl, pro ktery existuji AD
systémy A; pro i € n, |A;| < a, takové, [];c, A; neni anti-MAD. Nakonec a,, definujeme
jako minimum v8ech a, pro n € w.

Pozoroviani 5.5. Plati rovnost a = a;.

Coby pfirozené zobecnéni a, se naskyta mohutnost t popsand v definici coby
nejmensi mozna védha spocetného prostoru, ktery neni Fréchetovsky. Pro toto kardinalni
¢islo ale ziejmé plati t < s. To je opa¢nd nerovnost, nez bychom chtéli, je tedy zahodno
zvolit tésné&jsi odhad.

Definice 5.6. Uvazme systém funkci ¥ z w do w. O funkci f: w — w fekneme, Ze je to
horni mez 7, pokud pro kazdou ¢ € ¥ je mnoZina {k : f (k) < ¢(k)} kone¢na. Kardindlem
b (bounding number) zna¢ime nejmensi moZnou mohutnost systému ¥, ktery nema
horni mez.
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5.2 Konstrukce

Tvrzeni 5.7. Pro kazdé nje b < a,, tedy i b < qa,.

Diikaz: Uvazme n AD systémt Ay, ..., A,-1. Pfedpokladejme

o

Ozna¢me A = [];c, A; a uvazme A-nemalou mnozinu X C w". Najdeme jeji disjunktni
podmnozZiny Xy, Xy, ... na zdkladé charakteristiky @ KaZdou X ocislujeme pfiroze-
nymi ¢isly pomoci funkce ¢: X — w.

Pro kazdou A-zédkladni mnoZzinu A sestrojime funkci f4 danou piedpisem:

< b.

o) = max{pr(x) :x € Xy NA}+1 je-li Xi N A konecna,
fath) = 0 jinak.
Dle pfedpokladu je téchto funkci méné nez b a proto existuje jejich horni mez f. Hledan4
chybgjici mnozina pak je {¢ 1 (f(k)) : k € w}. n

Dale jen pro tplnost zminime.
Tvrzeni 5.8. Plati

e t<bh,
® 5 =5,,.

Ditikaz je moZné najit napiiklad v [@] Jak jsme ukazali v tvrzeni za pfedpokladu

Martinova axiomu je t = ¢ a vS8echna popsand kardinalni ¢isla se tak rovnaji ¢, coz je
ponékud nudny p¥ipad.

/ b —aq,— >0
t
\g _—

Obridzek 5.1. Nerovnosti mezi malymi kardinély

5.2 Konstrukce

Zafixujme w, w-Stépici systém S = {S, : @ € 54,4, }.

Definice 5.9. Pro @ € s, budeme znatit S = S,, S = w \ S,. Dale pro obecnou neko-
ne¢nou mnozinu X € w definujeme @y jako nejmensi takové, pro které S, stépi X a jeste
definujeme funkci ox: @x — {0, 1}, kterd pro kazdé a < ax splituje

° |X N sgx(“)| = w,
o [XNnSy™W| < w.

Pozorovani 5.10. Pokud jsou pro mnoziny X,Y c w funkce ox, oy nekompatibilni, je
priunik X N'Y kone¢ny.

Nasim cilem bude postupné konstruovat silné€ tplné separabilni AD systém M tak,
aby jednotlivé o4 byly pro rtizné A € M rtizné. To pfi hleddni nového prvku pomtize
pro zaméfeni se jen na ¢ast velkou s, . Napfed ale dokdzeme par lemmat.

Lemma 5.11. UvazZme AD systém A, A"-nemalou mnoZinu X C w" ai € n. Pak existuje
a, pro které jsou ob& mnoziny X N7 '[SY], X N 77 [S)] nemalé.
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5. Konstrukce nekonecného Upiné k-separabilniho MAD systému

Diikaz: Uvazme X z charakteristiky nemalych mnozin @I Pak staci vyuzit w, w-$tépici
vlastnost pro soubor mnoZin {r;[X] : k € w}. Ze budou obé &asti 771[S9]1 771[SL] opét
nemalé plyne z opaéné implikace v @ ]

Na zéakladé tohoto lemmatu mtizeme zobecnit definici funkce o.

Definice 5.12. Pro dany AD systém A, i € na X C " definujeme a/f([’i jako nejmensi
mozné a z predch021ho lemmatu. Déle definujeme funkci o": a3 — {0, 1} tak, aby pro
kazdé @ € o} splitovala:

o Xnrm! [S‘TXJ(Q)] je A"-nemala,
o XNy [Sl 7 (a)] je A"-mala.

Pozorovani 5.13. Pokud X c Y, ¢ijen |X \ Y| < w, tak (rﬂl o) O'Y .
Pozorovani 5.14. Pokud je X A"-chybéjici, tak je o-‘;?’i = O [X]-

Lemma 5.15. UvazZme AD systém A mohutnosti mensi nez kontinuum, A"-nemalou
mnozinu X c w" ai € n. Pak existuje A"-nemala Y c X takova, ze pro zadné A € A
nenastane O'Y Coq.

Diikaz: Na zédkladé lemmatu rozdélime X na disjunktni X = X, UXj, kde funkce (T?O’Z

o-f(ll’i jsou nekompatibilni. V tomto déleni pokracujeme: X, rozdélime na Xy = Xoo U Xoy,
X1 = X0 U X11, Xoo = Xooo U Xoo1 a tak dale. Formaln€ je mozné ¥ici, Ze indexujeme tyto
mnoziny funkcemi k — {0, 1} pro k € w. Pfitom kdykoli funkce f:k — {0,1}, g:1 — {0,1}
jsou nekompatibilni, tak i pfislusné O'f(;’l, cr?g’i jsou nekompatibilni.
Z dtisledku plyne pro kazdou funkcif: w — {0, 1} existence mnoziny Xy coby ne-
malého pseudopriiniku véech X prok € w. Pak pro rizné funkcef, ¢: w — {0, 1} budou

tyto funkce nekompatibilni a diky pozorovani - 5.13|budou nekompatibiln{ i funkce oﬂf”

aoy . A Mame tak kontinuum rtiznych nemalych mnozin Xy, pticemZ mnoZiny moznych
funkei
{tD 0";’3” 70,1} - @ € 54}

jsou disjuntni. Miizeme tak z téchto mnoZin vybrat takovou, ktera neobsahuje zddnou
oA pro A € A, &imz ziskame kyzené Y = X;. ]

Lemma 5.16. Uvazme AD systém A mohutnosti mensi neZ kontinuum, ktery splnuje,
ze pro kazdou funkci o existuje nejvyse spocetné mnoho A € A, pro které o4 = 0. Déle
méjme A"-nemalou mnozinu X c " a pfedpokladejme navic s, < a,. Pak existuje
A"-chybéjici mnoZzina Y ¢ X takova, Ze pro kazdé i € n je funkce o,y) rtiznd od ptivod-
nich o4 pro A € A. Navic mnoziny mo[Y], ..., m,-1[Y] jsou shodné nebo disjunktni.

Diikaz: Napfed na mnozinu X aplikujeme pfedchozilemma postupné pro vSechnai € n.
Ziskéme tak nemalou mnozinu Z, ktera spliuje, Ze pro kazdé i jsou vSechna rozsifeni
T 5 o) rtiznd od stavajicich o4 pro A € A. Navic miizeme piedpokladat, Ze Z je prosta
(z dtisledku 4.9 . ). Zbyva sestrojit A"-chybéjici Y ¢ Z. Tim na zdkladé pozorovani za-
jistime i poZadavek na jednotlivé o,y a dodate¢ny poZadavek na disjunktnost projekci
snadno zajistime lemmatem (.20

K sestrojeni Y pouZzijeme AD systémy A; mohutnosti mensi neZ s, zvolené takto:
Prokazdéienaa < aZ’i:

(1) AZ na kone¢né mnoho prvki je mozné pokryt mnozinu

zo [s7 ]
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5.2 Konstrukce

kone¢né mnoha A"-zdkladnimi mnoZinami. Zvolme jedno takové pokryti a za kaz-
dou zdkladni mnozZinu tvaru 7r].‘1[A] umistime A do A;.

(2) Do A; umistime vSechny A € A, pro které o4 = cr?’i M a.

Mohutnost téchto A; je mensi nebo rovna ’max {a?’i i€ n}’ < 54 - MliZeme tak vy-

uzit predpoklad s,., < a a najdeme [],c, A;-chybéjici mnozinu Y c Z. Pomoci lem-
matu @ navic zajistime, aby jednoduché projekce Y byly vzdy shodné nebo disjunktni.
Zbyva ukazat, ze Y je dokonce A"-chybéjici.

Zvolme tedy A € Aai€napolozmeY; = Yﬂ;rl.‘1 [A]. Chceme ukézat |Y;] < w. Pokud
by byly funkce o}’ a 04 kompatibilni, je dle bodu (2) A € A; a vysledek plyne z toho,
ze Y je [];e; Ai-chybéjici. Pfedpokladejme tedy, Ze jsou nekompatibilni. Pak najdeme o
takové, ze U?’i(a/) =1-04(@). Mnozina

Y, =Y nm! [Sp@]

je ITien Ai-mala diky mnozinam pfidanym v bodé (1). ProtoZe Y je [];c, A;-chybéjici, je
Y, konecnd. Pfitom z definice o4 plati[Y7 \ Y2| < w, tedy i Y7 je kone¢na. ]

Véta 5.17. Necht plati s, < ar, kde 1 < k < w. Pak existuje nekone¢ny MAD systém,

ktery je iplné n-separabilni pro vSechna pfirozena 1 <n < k.

Diikaz: O¢islujme si kontinuem vSechny podmnoziny vSech kone¢nych mocnin omegy
s exponentem mensim nebo rovnym k, mdme tak pro @ € ¢ mnoZzinu X, C ", kde
n, < k. Zatneme s libovolnym nekonecnym spocetnym AD systémem Ay a postupu-
jeme transfinitni indukci do ¢. V izolovaném kroku a +1 € ¢ mdme dvé moZznosti pro X,.
Je-li X, Ay*-mala, ponechdme Ayr1 = A,. V opaéném piipadé najdeme na zdkladé pied-
choziho lemmatu A, -chybéjici Y ¢ X. Pak A, U{r;[Y] : i € n,} je AD systém, prohlasime
jej za Ay+1. Limitni krok bude bézné sjednoceni. Vlastnost ,Kazda funkce se mezi o4 pro
A € A, vyskytuje nejvyse spocetnékrat” zachovame diky tomu, ze kazd4 takova funkce
miize pfibyt jen v jednom kroku. Nakonec polozime A sjednoceni vSech A,.

V kazdém kroku «, kde X, je A-nemald mnoZina, jsme tak zajistili vlastnost tplné
nq-separabilniho MAD systému pro mnoZzinu X,. Vysledny AD systém A je tak tplné
nq-separabilnim MAD systémem pro vSechna n, < k. ]

Spolec¢né s konstrukci a tvrzenim 5.8 dostdvame nasledujici vysledky.

Disledek 5.18. Plati-li pro n € w nerovnost s < a,, existuje k-protipfiklad pro vSechna
k < n + 1. Plati-li dokonce s < qa,, existuje silné tplné separabilni AD systém a tedy

w-protiptiklad i vSechny k-protipfiklady.
Disledek 5.19. Plati-li s < b, existuje w-protipfiklad i vSechny k-protipfiklady.
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Zaveér

Prace ukazuje, Ze pro existenci k-protipfikladu staci pfedpoklad s < b piipadné s < a;_;.
V préci jsou zavedeny souciny AD systémii, terminologie pro né, a z toho déle odvozené
kardinality ;. Intuitice ¥ika, Ze jednotlivé a; k sobé maji bliz nez k b. Naskyté se tak
nésledujici

Oteviena otazka. Musi byt nutné vSechny a; rovny a?

Dalsi vyzkum by taktéZ mohl rozvijet toto zobecnéni AD systémti do vyssich di-
menzi a napiiklad prevadét dalsi poznatky z oblasti AD systémti a kardindlu a do jazyka
soucinu AD systémul a kardinald ai.

I tvodni kapitoly davaji prostor k dalsimu badéani. Napiiklad neni zdaleka jasné,
zdali pro hledani k-protipfikladu mohl pfechod od obecnych idedlti k AD systémtim
resp. jejich mocnindm zptisobit ztrdtu obecnosti. Obecné je problém, jak dobie charak-
terizovat idedl, ktery je generovany néjakym AD systémem.

Prace tedy nabizi vice cest, kudy pokracovat ve vyzkumu, je jen na ¢tenéfi, kterou se
vyd4, rozhodne-li se vénovat sviij um a ¢as AD systémiim a jejich soucintim.
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A X
Znaceni

A.1 Tabulka pojmt

Nasleduje tabulka ptekladajici pojmy napfic ttemi pouZitymi jazyky.

topologicky prostor X  idedl T AD systém A

M je odrazend od oo Merl M je A-mala

M konverguje k oo MeT+ M je A-chybéjici
ortogondlni uzavér (1D) MADové mnoziny (1D)

X je Fréchetovsky I je ortogondlné uzavieny (1D) A je anti-MAD

A.2 Symboly

Nasleduje seznam pouzitych symbolti spolu s odkazem na ¢isla definic, ve kterych jsou
zavedeny.

w ... mnozina vSech pfirozenych ¢isel, viz .

£ (M) ... mnoZzina vSéech podmnoZin mnoZiny M, viz ‘
w1 ... prvni nespocetny kardindl, viz .

¢ ... mohutnost kontinua, viz .

Y C ¢ ... zobrazeni i je ziZenim zobrazeni ¢, viz .
¢[X] ... obraz mnoziny X po bodech, viz .

i ... projekce na i-tou soufadnici, viz .

7 ... projekce na soufadnice z mnoziny I, viz .

7. ... projekce na vSechny soufadnice kromé i-té, viz .
oo ... vyznacny bod topologického prostoru, viz .

X(Z) ... prostor sestrojeny z idedlu 7, viz .

I(X,x) ... idedl mnozin odraZenych od x prostoru X, viz @
(A) ... ideél generovany A, viz ﬁ]

A" ... ortogonalni doplnek A, viz 2.7

A ... ortogonalni uzavér systému A, viz .

t... tower number, viz

Y(A) ... prostor sestrojeny z AD systému A, viz .

[Ticn A ... formalni souc¢in AD systémii, viz .

5... §tdpici ¢islo, viz 5.2

Sww - - - W, w-5tépici ¢islo, viz .

a,a, ... prvni, n-té MADové &islo, viz .

a ... minumum vsech q,, viz .

b ... bounding number, viz 5.6,

S0,SL ... a-td §tépici mnoZina, viz 5.9,

@, ... Stépici pozice mnoziny A, viz[5.9.

o4 ... funkce popisujici priichod A Stépicimi mnoZzinami, viz .

afg’i, o"?’i ... zobecnéni pfedchoziho s ohledem na AD systém A, viz .

31



A Znacéeni

A.3 Rejstiik pojmi

Rejsttik odkazuje na ¢isla definic, v zadvorce nésleduji ¢isla stran.

AD systém (11)

— — silné tplné separabilni (20)
— — Uplné separabilni (13)

— — — k-separabilni (20)
axiom Martintv (8)
bounding number [5.6/(24)
Fréchetovsky prostor

ideal 2.1 (6)

— ortogondlné uzavieny 7)

kontinuum (3)

MAD systém (12)
mnozina chybéjici @ (12, 16)
— MADova (12, 20)

— mala 4.2/(12, 16)

— nemald (12, 16)
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— nevelkd
— prosta
— velka (12, 20)

— zékladni §4.2/(12, 16)
ortogonalni doplnék @ (6)
— uzaver 2.9 (7)

projekce (1.0 (3)

— jednoducha

(12, 20)
1/ (16)

w-protiptiklad 4)
splitting number 5.2/ (24)
Stépici ¢islo (5.2 (24)

tower number [2.14(8)
zobrazeni kompatibilni 3)
— nekompatibilni (3)
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