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Abstrakt: S KNF formuli muZeme asociovat inciden¢ni graf. Tento graf je bipartitni
a jedna partita zastupuje proménné a druha klauzule. Diky tomu muzeme definovat
nové tiidy KNF formuli, jimiz jsou matched formule a biklikové splnitelné formule. Obé
tyto tFidy maji tu vlastnost, Ze formule, které do nich patii jsou splnitelné i po zméné
polarity libovolného literalu. Takovym formulim fikdme var-splnitelné.

V této praci uvazujeme préci Stefana Szeidera, kterd popisuje parametrizovany algorit-
mus s pevinym parametrem Fesici problém matched formuli s malou deficienci, coz je
rozdil po¢tu klauzuli a po¢tu proménnych. Ukézali jsme, pro¢ tento pristup nejde pfimo
zobecnit pro biklikové splnitelné formule.

Vzhledem k tomu, Ze testovani toho, je-li formule biklikové splnitelné, je NP-tiplné,
popsali jsme heuristiku, ktera hleda biklikové pokryti v case O(n?e), kde n je pocet
proménnych ve formuli a e je délka formule. Provedli jsme experimenty na nédhodnych
formulich. Z vysledki téchto experimenti lze usuzovat, Ze existuje fazovy prechod ve
vysledcich heuristiky. Déale jsme provedli experimenty, které ovéruji existenci fazového
prechodu matched formuli. Tyto vysledky jsme porovnali s vysledky experimentii pro-
vedenych s heuristikou. Vysledky experimentu provedeném na matched formuli jsme téz
porovnali s teoretickou hranici fadzového prechodu, kterou dokazali John Franco a Allen
Van Gelder.
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Abstract: We can associate an incidence graph with any CNF formula. It’s a bipartite
graph, in which he first part corresponds to variables and the second one to clauses. We
can define matched formulas and biclique satisfiable formulas, based on this incidence
graph. Both of these classes share an interesting property: Given a formula F' which is
matched or biclique satisfiable, F' remains satisfiable even after we switch polarity of any
occurrence of any literal. Class of formulas with this property is called var-satisfiable.
In this thesis, we consider a parameterized algorithm introduced by Stefan Szeider for
deciding satisfiability of formulas with small deficiency. Here deficiency of a formula is
defined as a difference between the number of clauses and the number of variables in
the formula. We explain why this algorithm cannot be simply generalized for the case
of biclique satisfiable formulas.

Since the problem of determining whether a formula is biclique satisfiable is NP-complete,
we introduce a heuristic, which tries to find some biclique cover in time O(n?e), where
n denotes the number of variables and e denotes the length of the input formula. We
performed experiments testing this heuristic on random formulas. The results of these
experiments suggest, that there is a phase transition in the behaviour of the heuristic.
We have also made experiments checking a phase transition of the property of a for-
mula being matched. We compare the results of experiments on matched formulas to
the results of experiments performed with the heuristic. We also compare the results of
experiments on matched formulas with a theoretical bound which is due to John Franco
and Allen Van Gelder.
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1. Uvod

Problém splnitelnosti (SAT) je problém, ve které se ptame, zda pro danou boole-
ovskou formuli F' v konjunktivné normalni formé (KNF) existuje spliwjici ohod-
noceni. Tento problém je jednim z prvnich NP-uplnych probléma [8, 22], neni
tedy zndm polynomialni algoritmus, ktery by ho fesil. Protoze problém splnitel-
nosti je problémem, ktery naléza uplatnéni v fadé oblasti teoretické i aplikované
informatiky, naptiklad v logice, umélé inteligenci ¢i opera¢ni analyze, je vénovano
znacné usili na nalézani novych postupt feseni. Pfitom jsou jednak navrhovany a
zkoumény algoritmy Fesici obecnou splnitelnost [I1], jednak jsou zkoumény spe-
cidlni t¥idy formuli, pro néz je mozné rozhodnout splnitelnost v polynomialnim
¢ase. Mezi takové tfidy patii napiiklad hornovské formule, g-hornovské formule,
formule v 2-KNF, tfida SLUR a dalsi [6] [15], 17, 211, 28], 32].

Jednou z tfid formuli uvazovanych v literatufe je tfida matched [21] B5].
Abychom mohli tuto tFidu zavést, asociujeme s kazdou KNF formuli F' jeji in-
ciden¢éni graf I(F), kde vrcholy jedné partity jsou proménné vyskytujici se ve
formuli F' a vrcholy druhé partity jsou klauzule formule F'. Hrana vede mezi vr-
cholem reprezentujicim proménnou v a vrcholem reprezentujicim klauzuli C' préave
tehdy, kdyz v mé vyskyt v C.

T X2 €3

1V Iy x1 VT Vs 3 TV T3

Obrazek 1.1: Inciden¢ni graf formule F' = (21 Vxo) A (21 VT3V 23) Axg A (T1 VT3)

Obréazek [T znazornuje formuli F' a jeji incidenc¢ni graf. Muzeme si povsSimn-
nout, ze v inciden¢nim grafu nezalezi na polarité literali. V nékolika ¢lancich jiz
bylo nezéavisle dokazano, ze matched formule jsou vzdy splnitelné 2], 2], [35, [36].
Maximalni parovani inciden¢éntho grafu lze navic nalézt v polynomialnim ca-
se [14, 27] a lze tak rozpoznat, zda dana formule je matched. John Franco a Allen
Van Gelder v [2I] dokézali, ze pokud pomér poc¢tu klauzuli k po¢tu proménnych
formule F' je mensi nez 0.64, je 3-KNF formule témér jisté matched [21]. Tento
odhad se pokusime experimentalné vyzkouset pro k-KNF s 3 < k& < 9 v kapitole
sekci

Pokud formule F' neni matched, muzeme méfit to, jak daleko je F' od toho,
aby matched byla. K tomu slouzi pojem deficience. Deficience formule F' s m
klauzulemi a n proménnymi je definovana jako §(F) = m — n. Maximéalni defici-
ence formule je potom definovana jako 6*(F') = mazpcpd(F'). Ukazuje se [29],
Ze ekvivalentné muzeme §*(F') definovat jako pocet nepokrytych klauzuli v li-
bovolném maximalnim péarovani M inciden¢ntho grafu I(F) formule F. Formule
je matched, pokud maximalni deficience 6*(F) = 0. Stefan Szieder [34] popsal
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parametrizovany algoritmus s pevnym parametrem k pro formule s 6*(F) = k,
ktery pracuje v case O(2Fn?), kde n je pocet proménnych ve formuli F. Tento
algoritmus popiSeme v kapitole [l

U matched formuli hledame pokryti inciden¢niho grafu parovacimi hranami,
tedy biklikami Kl,l‘

Stefan Szeider v [35] uvazil zobecnéni matched formuli zaloZené na tom, ze mis-
to pokryvani inciden¢ntho grafu parovanim, tedy hranami, pokryvame incidenéni
graf vétsimi Gplnymi bipartitnimi grafy, tedy obecnymi biklikami. V pokryt{ vSak
nemuzeme uvazit libovolné bikliky, ale pouze omezené bikliky B, které spliuji
omezeni |Va(B)| < 2V1(B) U matched formuli uvazujeme jen bikliky K, ;, tedy
hrany, mizeme vsak uvazovat i vétsi bikliky, napiiklad K5 3. Pri pokryvani grafu
nas navic zajimaji pokryti omezenymi biklikami, které pokryvaji vSechny klauzu-
le. Je-li mozné pro danou formuli F najit pokryti omezenymi biklikami, fekneme
o ni, Ze je biklikové splnitelna, Stefan Szeider v [35] nahlédl, ze biklikové spl-
nitelné formule jsou skuteéné vzdy splnitelné. Na rozdil od matched formuli je
rozpoznani toho, zda je dana formule biklikové splnitelna, NP-tplnym problé-
mem, a to i v piipadé, kdy v pokryti uvazujeme jen omezené bikliky Ky 3 a K .
Jak matched formule tak biklikové splnitelné formule maji tu vlastnost, ze jsou
splnitelné nezévisle na polarité literala, které se v nich vyskytuji. Problémem po-
kryti bipartitnich graft biklikami se zabyvali D.Bein a kol. [3], nebo H. Fleischner
a kol. [19]. V obou pfipadech je hlavnim parametrem pro pokryti pocet biklik,
kterymi chceme pokryt graf a bikliky nemusi byt omezenymi biklikami. Apro-
ximaé¢ni algoritmy a heuristiky navrzené v ¢lancich [3, [19] tedy nelze jednoduse
pouzit i pro pripad omezenych biklik. Pokryvani bipartitntho grafu omezenymi
biklikami se dosud zabyval pouze Stefan Szeider v [35], ktery vSak ukazal jen ne-
gativni dikaz NP-tplnosti souvisejiciho problému. Jednim z cilid této diplomové
prace je prozkoumat heuristické pristupy k hledéani pokryti incidencniho grafu
formule omezenymi biklikami.

V kapitole Bl popiSeme riizné piistupy pro pokryti grafu biklikami a v sekci [5.2]
si pak popiSseme heuristiku na nalezeni pokryti grafu omezenymi biklikami, ktera
je zaloZena na heuristice pro pokryti bipartitnitho grafu disjunktnimi biklikami
(ne nutné omezenymi) popsané v [26].

V sekci se pokusime zduvodnit, pro¢ parametrizovany algoritmus pro spl-
nitelnost popsany v [34], ktery je parametrizovany maximalni deficienci formule,
nelze piimo zobecnit pro pripad biklik a analogicky definované biklikové deficienci
formule.

V kapitole [0l popiseme experimenty, ve kterych jsme testovali, kolik procent
nadhodnych bipartitnich grafi 1ze pokryt biklikovym pokrytim, pokud pouzijeme
heuristiku popsanou v sekci[B.21 Pro bipartitni grafy, jejichz pomér po¢tu vrchola
druhé partity k poc¢tu vrcholu prvni partity je r, oznacime K-fazovy piechod
interval (z,, y,), kde pro vSechny grafy, jejichZ vSechny vrcholy druhé partity maji
stupen k < x,, heuristika ze sekce témér jisté nenalezne biklikové pokryti a
pro vSechny grafy, jejichz vSechny vrcholy druhé partity maji stupen k > y,, heu-
ristika popsana v sekci 6.2 témér jisté nalezne biklikové pokryti. U experimenti
v sekci [6.3] budeme pozorovat, zda se vyskytne K-fazovy prechod, ktery bude mit
malou velikost |y, — x| a zda horni hranice y, nebude piili§ vysoka.



V posledni experimentech popsanych v sekci zkouméme, zdali se fazovy
prechod pro matched formule posune, pokud povolime v pokryti omezené bikliky
vEtsi nez K ;.



2. Definice a znaceni

Nejdiive si zavedeme definice a znaceni, které budeme v praci pouzivat.

2.1 Teorie grafi

Vzhledem k tomu, Ze se budeme v praci zabyvat grafy a jejich vlastnostmi, uve-
deme si zde nékteré definice, znaceni a nékteré véty z teorie grafii. Pojmy z teorie
grafii, které zde nejsou popsany lze nalézt v [13], 29].

Bipartitni graf je usporadana trojice G = (V4, V3, F) , kde V1UV; je mnoZina
vrcholu grafu G, V; a V5 jsou partity bipartitnitho grafu G a E je mnozina
usporadanych dvojic takovych, ze E C {(u,v)|u € Vi Av € V4}. Prvky mnoziny
E jsou hrany. Pokud navic plati £ = {(u,v)|u € Vj,v € V,}, fekneme, ze G
je aplny bipartitni graf nebo téz biklika. Graf K, ,, je biklika s n vrcholy
v prvni partité a m vrcholy v druhé partité. Mnozinu vrcholiu grafu G' budeme
znacit V(G), a mnozinu hran E(G).

Mnozina sousedu vrcholu v v grafu G je mnozina Ng(v) = {u|(u,v) € EV
(v,u) € E} je mnozina v8ech jeho sousedi v grafu G. Stejné jako mnozinu sousedi
vrcholu muzeme definovat mnozinu sousedud pro mnozinu vrchola X v grafu G,
kterou je mnozina Ng(X) = Uyex N (v). Stupent vrcholu v je velikost mnoziny
N¢(v) a budeme ho znacit dg(v).

Mnozina hran M C E(G) je parovani pravé tehdy, kdyz pro v8echny vrcholy
v € V(G) plati |[{u|(u,v) € M V (v,u) € M}| <1, tedy kazdy vrchol grafu G je
incidentni maximalné jedné hrané z M. Vrchol v € V(G) je pokryty parovanim
M pokud existuje hrana (u,v) € M. Jinak fekneme, Ze je vrchol v nepokryty
parovanim M. Parovani M grafu G je maximalni parovani grafu G pravé
tehdy, kdyz pro vSechna parovani M’ grafu G plati |M'| < |M]|.

Véta 2.1.1 ([14), 27]). Maximdlni parovani lze najit v case O(\/|V||E|).

Véta 2.1.2 (|25]). Necht G = (Vi, Vo, E) je bipartitni graf. Hallova podmin-
ka je spinéna pravé tehdy, kdyz pro kaZdou mmnoZinu vrcholi X C Vi(G) plati
[Ne(X)| = |X].

V bipartitnim grafu G = (V1, Va, E) existuje parovang velikosti |Vy| pravé tehdy,
kdyz graf G splnuje Hallovu podminku.

Bipartitni graf G je g-expandujici pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu
X C W plati [Ng(X)| > | X| + ¢g. Muzeme si povSimnout, ze 0-expandujici grafy
spliwji Hallovu podminku a existuje v nich tedy parovani velikost |V;].

Pro graf G je sekvence P = vy, vq,...,v, pro v; € V(G), i € {1,...,k}
cesta pravé tehdy, kdyz (v;,vi41) € E(G) proi € {1,...,k — 1} a v; # v; pro
i,7 € {1,...,k}. Alternujici cesta v grafu G s parovanim M je cesta P =
V1, V2, ..., Uk, Vv Niz se stiidaji hrany, které jsou v parovani M s hranami, které
v ném nejsou. Zlepsujici cesta je alternujici cesta, u které nejsou krajni vrcholy
vy a v pokryté parovanim M. Pokud v grafu G s parovanim M existuje zlepsujici
cesta P, muZeme z parovani M vytvorit parovani M’ s |M'| = | M|+ 1 a to tak,
7e M’ je symetrickou diferenci parovani M a zlepSujici cesty P.

Deficience bipartitniho grafu G = (Vi, V5, E) je 6(G) = |Va| — |[Ng(V2)|.
Maximalni deficience grafu G je §*(G) = max Y] — | Na(Y)].
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Véta 2.1.3 ([29]). Necht G = (Vi, Vo, M) je bipartitni graf a M je libovolné
mazimdlni pdrovant grafu G. Pocet vrcholi, jeZ nejsou pokryty pdrovdnim, je roven
mazimdlni deficienci 6.

Diky vété 2.1.3] jsme schopni u bipartitnich grafu efektivné zjistit jejich maxi-
malni deficienci.

10 Ram Vi \/JEG,M
Ve N
BON ®) 0O
v’ 7, N - SS ‘
’ A ! "‘zx" DR 7N ’ ! ’
7’ N N 7 AY 7 ¢ 7 7’
L’ PR SN2 N RN ’ A DR Y
s ~ ~
. t " ARV /! " P
d d N d d
’ V2l "RV RN VRN Sos s ’ ARV v s
. 9% BV RN SO /. ARAY R4
4 ey v \ N AN ’ v,
. P Q N . .
N ~ _ H/_/
Vo N Ra.m Vo \ Ra,m

Obrazek 2.1.1: Rg p mnozina.

Uvazme bipartitni graf G = (V4, V5, F) a jeho maximalni parovani M. Mnozina
Re ar je mnozina vSech vrchold, kterych lze dosdhnout z libovolného vrcholu
v € V5 nepokrytého parovanim M alternujici cestou. Priklad takové mnoziny je
zobrazen na obrazku 21,11

Lemma 2.1.4 ([34]). Necht G = (V1,Va, E) je bipartitni graf, V=V, UV, a M
je mazximdlni pdrovdni grafu G. Pak plati ndsledugici:

(1) R lze ziskat v case O(|V] + |E),

(2) mezi Vi\ Rg.m a VaN Re a nevede Zadnd hrana; mezi ViNRea a Va\ Reu
nevede Zdadnd hrana, kterd by patrila do M,

(3) wvrcholy Vi N Rg.ar a Va \ Raar jsou vrcholy pokryté parovanim M,
(4) pokud G neni 0-expandugjict, pak |Vi \ Ram| > |[Na(Vi\ Reum)l,

(5) pokud je Rgar meprdzdnd, pak R indukuje 1-expandujict podgraf grafu
G.

2.2 Booleovské formule

Nyni si definujeme nékteré pojmy spjaté s booleovskymi formulemi. Dalsi definice,
které zde nejsou uvedeny, mizeme nalézt v [9).

Booleovska funkce f je zobrazeni f : {0,1}" — {0,1}, kde n je pocet pro-
ménnych booleovské funkce. Hodnota funkce f(x) je pravda pravé tehdy, kdyz
f(z) =1, pro z € {0,1}". Jinak fekneme, ze f(z) je nepravda.

Negaci proménné x budeme znacit T, konjunkci proménnych x a y budeme
znacit x/A\y a disjunkci proménnych x a y budeme znacit xVy. Literal je proménné
nebo jeji negace. Pro literdl « ozna¢ime z' = x a negace literalu 2° = 7.

Klauzule je disjunkei literala C' = (1 V -+ - V x,), pro kterou plati, Ze kazda
proménné se vyskytuje v nejvys jednom literdlu z xq,...,z,. Klauzuli budeme



chapat téz jako mnozinu literala C' = {xy,...,z,}. Prazdnou klauzuli oznac¢ime
1 a hodnota prazdné klauzule je vzdy nepravda. Komplement klauzule C' =
{21,...,7,} je klauzule C = {77,...,7,}. Proménna (literdl) z se vyskytuje
v klauzuli C nebo téz klauzule C obsahuje proménnou z, pokud plati z € CNC.
Délka klauzule je velikost jeji mnoziny |C| nebo téz pocet proménnych, které v ni
maji vyskyt.

Formule v konjunktivné normaéalni formé&é(KNF') je konjunkce klauzuli
F =Cy A ... \C,p,. Proménna (literdl) x méa vyskyt ve formuli F' (formule
F obsahuje proménnou z) pravé tehdy, kdyz ma proménna (literal) x vyskyt
v ngjaké klauzuli C;, 1 < ¢ < m, formule F'. Mnozinu vSech proménnych, které
maji ve formuli F' vyskyt budeme znaéit var(F'). Formule F je v k-konjunktivné
normalni formé (k-KNF) pravé tehdy, kdyz kazda klauzule obsahuje prave
k literali. Pro formuli F' a proménnou (literal) z budeme oznacovat #, pocet
vyskyti proménné (literalu) = ve formuli F'.

Literal x je ¢isty pravé tehdy, kdyz jeho negace nema vyskyt ve formuli F
tedy #z = 0. Literal = je singularni pravé tehdy, kdyz ma vyskyt ve formuli F
a pro formuli F plati #, = 1 A #z > 1.

Pravdivostni ohodnoceni formule F' je zobrazeni z mnoziny proménnych
X C wvar(F) do mnoziny {0,1}, tedy 7 : X — {0,1}. Mnozinu proménnych
ohodnoceni 7 budeme znacit var(7). Pro proménou x € var(7) je 7(Z) = 1—71(z).
Proménna z je pravda (TRUE) pravé tehdy, kdyz 7(z) = 1, jinak je x nepravda

(FALSE).
Mgéjme pravdivostni ohodnoceni 7 formule F' s var(r) C wvar(F). Pak do-
sazenim ohodnoceni 7 formule F' vznikne formule F' = F[r]| takova, ze

F' = N{C\7710)|C € F,Cn7 ' = 0}. Ohodnoceni 7 je astené ohod-
noceni formule F' pravé tehdy, kdyz plati var(r) € var(F). Ohodnoceni 7 je
iplné ohodnoceni formule F' pravé tehdy, kdyz plati var(r) = var(F'). Ohod-
noceni 7 spliiuje klauzuli C pravé tehdy, kdyz existuje proménné x, vyskytujici
se v klauzuli C takova, ze 7(z) = 1 pokud x € C a 7(x) = 0 pokud T € C.
Prazdna klauzule je nesplnitelna. Ohodnoceni 7 spliiuje formuli F' pravé tehdy,
kdyz spliiuje vSechny klauzule formule F'. Formule F' je splnitelna pravé tehdy,
kdyz existuje né&jaké ohodnoceni 7, které spliuje F'. Jinak je formule nesplni-
telna. Prazdna formule je splnitelna. Formule, ktera obsahuje prazdnou klauzuli,
je nesplnitelnd. Ohodnoceni 7 formule F' je autarky pravé tehdy, kdyz spliuje
v8echny klauzule F', které obsahuji n&jakou proménou z var(r). Formule F,F’
jsou ekvisplnitelné pravé tehdy, kdyz jsou obé splnitelné nebo obé nesplnitelné.
Tento fakt zapiSeme F =, F’

Rezolventou klauzuli (' a C5 vzhledem k literdlu x nazveme klauzuli C, =
(Cy U Cy) \ {z,T}. Rezolventa dvou klauzuli C} a Cy vzhledem k literalu x je
definovéna jen pro klauzule, pro které plati {z,z} C C; U Cs.

Méjme formuli F' a libovolny literal z, ktery se vyskytuje ve formuli F'. For-
mule F’ vznikne z formule F' pfidanim v8ech moznych rezolvent vzhledem k = a
odstranénim vsech klauzuli, ve kterych se vyskytuje x. Rekneme, 7e F” je z F od-
vozena Davis-Putnamovou rezoluci. Tento fakt lze zapsat téz DP,(F') = F’. Tento
rezoluéni krok pouziva Davis-Putnamova procedurall2] pro feseni splnitelnosti.

Definice. Necht F' je formule v konjunktivné normdini formé. Incidenéni graf
formule F' je bipartitni graf I(F') = (Voar, Vo, E), kde

o V. odpovidd proménnym vyskytujicim se ve formuli F,
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o Vo odpovidad klauzulim formule F,

e promennd v a klauzule ¢ jsou spojeny hranou prdave tehdy, kdyzZ md v vyskyt
v C.

1 VT4V x5 1 VI3V IyVTs 1V X3

Obrazek 2.2.1: Incidenéni graf formule F'

Na obréazku [2.2.1]je zobrazen inciden¢ni graf formule v konjunktivné normalni
formeé
F=(x1;VTgVas)AN(x1 VTV ay VTs) A (T7 V x3)

Nyni muzeme pirevést nékteré pojmy z teorie grafii na booleovské formule.
Uvazme formuli F' v konjunktivné normalni formé. Formule F' mé deficienci
d(F) pravé tehdy, kdyz méa jeji inciden¢ni graf I(F) deficienci 6(I(F)) = §(F).
Podobné definujeme maximéalni deficienci formule 6*(1(F')) = §*(F'). Formule F
je k-expandujici pravé tehdy, kdyz je incidenéni graf I(F') k-expandujici.

2.3 Slozitost

Na zavér si definujeme nékolik pojmu ze slozitosti a parametrizované slozitosti.
Definice neuvedené zde lze najit v [4, [16} 20} 24] 31].
Pro funkce f,g: N — N funkce fekneme, Ze:

e f(n) =0(g(n)) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ng takové, ze
pro kazdé n > ng plati f(n) < c- g(n),

e f(n) =Q(g(n)) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ny takové, ze
pro kazdé n > ng plati f(n) > c¢- g(n),

e f(n) = O(g(n)) pravé tehdy, kdyz plati f(n) = O(g(n)) a zaroven f(n) =
Q(g(n)).

Mnozinu znakti ¥ oznac¢ime jako abecedu a ¥* je mnozina v8ech slov vSech
délek z abecedy Y. Jazyk L je mnozina slov L C »*. Rozhodovaci problém je
dotaz, zda néjaké slovo x € ¥* nélezi do jazyka L.

Definice. Deterministicky k-paskovy Turingiv stroj je abstrakini stroj, definova-
’ﬂy pétZ’CZ/ (Q7 27 57 qo, F); kde

Q je konecnd mnozZina stavi, ve kterych se Turingiv stroj mizZe nachdzet,
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3 je mnozina znaki, které muzZou pdsky Turinguv stroje obsahovat,
8 je prechodovd funkce § : Q x ¥F — Q x LF 1 x {<— o, =},

qo je pocdtecni stav qg € Q,

F' je mnoZina prijimacich stavi F C Q).

Nedeterministicky k-paskovy Turinguv stroj je abstraktni stroj definovany pé-
tici (@, X, 0, qo, F'). Tato pétice je témér stejna, jako u deterministického Turingo-
va stroje. Nedeterministicky stroj se od deterministického 1isi pouze v prechodové
funkci:

d je prechodova funkce 6 : Q x Tk — 2@x3" Ix{e =}t

Konfigurace Turingova stroje je stav ridici jednotky ¢ € @, pozice hlav na
vSech paskach a obsah vSech pasek. PoCate¢ni konfigurace Turingova stroje
je konfigurace Turingova stroje, kde ridici jednotka je ve stavu ¢q, hlava vstupni
pésky je na zacatku vstupu a pracovni pasky jsou vSechny prazdné. Displej Tu-
ringova stroje je stav fidici jednotky ¢ € @, spolu s obsahem vSech bunek na
paskach pod hlavami. Krok Turingova stroje je aplikace prechodové funkce na
aktualni displej Turingova stroje. Vypocet Turingova stroje je posloupnost
krokii zac¢inajici v pocéateéni konfiguraci Turingova stroje. Zastaveni Turin-
gova stroje je situace, kdy pro dany displej Turingova stroje neni definovana
prechodova funkce. Prijimajici vypocet Turingova stroje je vypocet Turin-
gova stroje, ktery se zastavi v prijimacim stavu f € F. Odmitajici vypocet
Turingova stroje je vypocet Turingova stroje, ktery se zastavi ve stavu jiném
nez prijimacim nebo se nezastavi. Pfijimané slovo Turingovym strojem je
slovo, pro které je vypocet na deterministickém Turingové stroji pfijimaci, nebo
pro které existuje ptijimaci vypocet na nedeterministickém Turingoveé stroji. Pri-
jimany jazyk Turingovym strojem je jazyk L(M), jehoZ slova jsou pfijimané
Turingovym strojem. Zaroven pro vSechna slova x pfijimané Turingovym strojem
plati x € L(M).

Takto definovany Turingtv stroj je akceptor. Modifikujeme-li determinis-
ticky Turinguv stroj tak, Ze pridame vystupni pasku pouze pro zapis, na které
povolime jen pohyb doprava a znak pod vystupni hlavou nezahrneme do dis-
pleje, dostaneme deterministicky Turingtuv stroj, kterému fikdme transducer.
Takovyto stroj interpretuje funkci f : 3* — ¥*. Defini¢ni obor funkce f je priji-
many jazyk stroje L(M) a obor hodnot je dany moZnymi obsahy vystupni péasky
v momentu zastaveni.

Turingiv stroj M ma nedeterministickou ¢asovou slozitost 7'(n) pravé
tehdy, kdyz existuje néjaky nedeterministicky Turingtuv stroj, ktery nad vstupnim
slovem z provede maximalné T'(n) kroku, v jakémkoliv mozném pribéhu vypoctu,
nez se zastavi. Jazyk L ma nedeterministickou ¢asovou slozitost 7'(n) pravée
tehdy, kdyz existuje Turingtv stroj, ktery mé nedeterministickou ¢asovou slozitost
T(n) a ptijima jazyk L.

Definice. Necht T : N — N je funkce. Oznacme NTIME(T (n)) = {L|L
md nedeterministickou casovou sloZitost T'(n)}. Tridu NP definujeme jako tridu
NP = UCZ()NTIME(TLC)



Funkce f : {0,1}* — {0, 1}* je polynomialné vy¢islitelna pravé tehdy, kdyz
existuje polynom p a deterministicky transducer A takovy, Ze pro kazdy vstup
x € {0,1}* je vystup deterministického transduceru vystup f(z) po vykonani
nejvyse p(|z|) kroku, kde |z| oznacuje délku slova z.

Jazyk L je polynomialné pirevoditelny na L' pravé tehdy, kdyz existuje
polynomialné vy¢islitelna funkce f : ¥* — ¥* takova, Ze pro vSechna slova z € ¥*
plati x € L < f(x) € L'. Tento fakt ozna¢ime L oc L'.

Probléem @ je NP-tézky pravé tehdy, kdyz na jazyk L(Q) je polynomialné
prevoditelny libovolny jazyk L(R) problému R € NP.

Definice. Problém @) je NP-uplny pravé tehdy, kdyz je problém Q NP-téZky a
zdroven plati, Ze Q) € NP.

Doplnék jazyka L je jazyk co-L = {x € ¥*|x ¢ L}. Pro tfidu jazyka C je
doplnék t¥idy jazykt co-C tiida jazyka co-C = {co-L|L € C}.

Definici pro polynomialni hierarchii zde uvadét nebudeme. V textu diplo-
mové prace zminujeme pouze tiidu problému Ils, kterd spadd do druhé drovné
polynomialni hierarchie a spadaji do ni problémy t¥id NP a co-NP [31], 33].

Parametrizovany problém je jazyk L C 3¥* x N. Parametrizovany pro-
blém L je FeSitelny s pevnym parametrem (fixed-parameter trackable,
FPT), pokud existuje deterministicky algoritmus, ktery pro danou dvojici (I, k)
rozhodne, zda (I, k) € L a pracuje v éase O(f(k)-n°M), kde f(k) je algoritmicky
vycislitelna funkce.
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3. Tridy formuli

Kazdou formuli F' v konjunktivné normélni formé lze asociovat s bipartitnim
grafem I(F) = (Vyar, Vo, E), kterému tikdme incidenéni graf formule F. Ten-
to pristup lze vyuzit k tomu, abychom popsali nékteré tiidy formuli za vyuziti
prostiedku teorie grafi. Tyto tridy si nadefinujeme v této kapitole.

3.1 Matched formule

Definice. Formule F' je matched, pravé tehdy kdyz jeji incidencéni graf I(F) md
pdrovdni M takové, Ze |M| = |V¢|.

Lemma 3.1.1 (]2, 21}, 35, 36]). Kazdd matched KNF formule je splnitelnd.
Diikaz. Necht I(F) = (Vyar, Vo, E) je inciden¢ni graf KNF formule F' a necht M

je maximalni parovani.

Proménnou v ohodnotime FALSE, pokud se v klauzuli ¢ takové, ze (v,c) € M,
vyskytuje v negaci a TRUE jinak. Timto ohodnocenim proménnych dostaneme
ohodnoceni, které spliuje vSechny klauzule, které jsou pokryté parovanim M.

Protoze F' je matched, vime, ze |M| = |V| a jsou tedy splnény vSechny
klauzule. O

Na rozpoznani toho, zda je formule matched, staci vyuzit libovolného algorit-
mu na hledani maximalniho parovéani v bipartitnich grafech, kupiikladu Dinitzova
algoritmu [14]. Modifikace Dinitzova algoritmu na hledani maximalniho parova-
ni v bipartitnim grafu, Hopcroft-Karpuv algoritmus, pracuje v polynomialnim
case [27] O(m+/n), kde m je pocet hran grafu a n je pocet vrcholii.

John Franco a Allen Van Gelder [21I] zkoumali, s jakou pravdépodobnosti je
néhodna formule matched. Pomoci rr oznaéme pomér poc¢tu klauzuli k pocétu
proménnych v KNF F. Trivialné plati, ze je-li rr > 1, pak formule F' nemuze
byt matched, na druhou stranu prazdnd KNF s pomérem r = 0 jisté matched je.
Autofi [2]] si kladli otézku, pfi jakém poméru se zméni jistota toho, ze formule je
matched, v jistotu toho, ze matched neni. Ukazali pfitom, Ze uvazujeme-li nahod-
nou 3-KNF F's pomérem poctu klauzuli k poc¢tu proménnych rr < 0,64, pak na-
hodné formule 3-KNF pravdépodobnost, ze danid nahodné formule je matched se
blizi 1 s rostoucim poc¢tem proménnych. Plati tedy, ze nahodna formule v 3-KNF
je skoro jisté matched, je-li pomér poctu klauzuli k po¢tu proménnych mensi nez
0,64. Jednim z cilt této prace je experimentalni ovéreni tohoto odhadu, kterému
se budeme vénovat v kapitole

3.2 Biklikové splnitelné formule

Szeider v [35] zavedl dvé tiidy zobechujici matched formuli. Zobecnéni popsané
v této kapitole je zalozeno na pokryvéani inciden¢éniho grafu formule omezenymi

biklikami.

Definice. Omezenou biklikou oznacime uplny bipartitni graf G = (Vyar, Vo, E)
takovy, Ze |Vo| < |2Vver].
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Na zakladé této definice neni tézké nahlédnout, Ze formule, jejichz incidenéni
graf tvoiff omezenou bikliku, jsou vzdy splnitelné.

Lemma 3.2.1 ([35]). Necht F je formule s n proménnymi a m klauzulemsi. Pokud
jge graf I(F) = (Voar, Vo, E) omezenou biklikou, pak je formule F' splnitelnd.

Diikaz. Klauzuli je maximélné 2" — 1 Kazdé klauzule obsahuje n proménnych a
tedy zakazuje pravé jedno z 2" pravdivostnich ohodnoceni. Musi tedy existovat
alespon jedno, které spliuje vSechny klauzule. O

Pochopitelné kazda hrana je omezena biklika, coz odpovidéd tomu, ze KNF
skladajici se z jediné jednotkové klauzule, je vzdy splnitelnéd. Miizeme vsak uva-
zovat i vétsl omezené bikliky, napiiklad bikliky se dvéma proménnymi a tfemi
klauzulemi, které jsou vzdy splnitelné. Misto pokryvéani inciden¢niho grafu po
dvou disjunktnimi hranami, tedy parovanim, které pokryva vSechny klauzule,
muzeme nyni uvazovat pokryvani inciden¢niho grafu po dvou disjunktnimi ome-
zenymi biklikami.

Lemma 3.2.2 ([35]). Necht F' je formule v KNF a necht existuje mnoZina B =
{By, ..., By} mnoZin vrcholi incidencéniho grafu I(F') takovd, Ze

(1) kazdd klauzule formule F patii do prdvé jedné mnoZiny B;, 1 <i <k,

(2) kazdd promeénnd formule F' patFi maximdlné do jedné mnoZiny B;, 1 <i <
k,

(3) kazdd mnozina B; indukuje v grafu I(F') bikliku.
Pak je formule F splnitelnd.

Diikaz. Podle lemmtu [3.2.1] muzeme pro kazdou bikliku nalézt spliujici ohodno-
ceni. Diky podmince (3) nalezneme néjaké ¢astecné ohodnoceni 3;, které spliuje
bikliku B;. Vzhledem k podmince (1) jsou i mnoziny ¢astecnych ohodnoceni riz-
nych biklik B; disjunktni a miizeme je tedy slozit do jednoho totélniho ohodnoceni
B =UF_,B;U7, kde v je libovolné &4stecné ohodnoceni proménnyich, které nejsou
obsazeny v zadné mnoziné B;.

Ohodnoceni ( spliuje vSechny klauzule, které jsou v néjaké mnoziné B; a
vzhledem k podmince (2) je splnéna celd formule. O

Nyni jiz muzeme piikroc¢it k definici biklikové splnitelnych formuli.

Definice. Formule F je biklikové splnitelnd prdvé tehdy, kdyz existuje mnozina
B splnugici podminky lemma[3.2.3. MnoZinu B nazveme pokrytim formule F
omezenyma biklikams:.

Ukazuje se, ze testovani toho, zda je dand KNF biklikové splnitelné, je NP-
uplné [35], a to jiz omezime-li se pokryti omezenymi biklikami, jez obsahuje pouze
blkllky K2,3.

Definice. Necht formule F je biklikové splnitelnd a mnoZina B je pokryti F
omezenymi biklikami. Formule je k-biklikové splnitelnd, pokud VB € B pla-
t | BN Vyar| < k.
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U 1-biklikové splnitelnosti je zfejmé, ze plijde rozpoznat v polynomialnim ¢ase.
K tomu si stac¢i uvédomit, ze biklika, ktera obsahuje pravé jednu proménnou,
muze mit maximélné jednu klauzuli (definice omezené bikliky, sekce B2) a je
tedy parovaci hranou. Toto tedy znamena, ze problém 1-biklikové splnitelnosti
je ekvivalentni problému rozpoznani matched formuli a ten je podle ¢asti B.1]
feSitelny v polynomidlnim case.

Pro KNF formule, které jsou biklikové splnitelné, ale nejsou matched, se nic
podobného tvrdit neda.

Pro k > 2 je rozpoznani k-biklikové splnitelnosti 3-KNF formuli NP-tplné,
jak ukézal Stefan Szeider|35].

Priklad 3.2.3. Formule
F=(x1Va) A (T7 V) A (T1 V x2)
je biklikove splnitelnd, ale neni matched.

T X2

c1 Co &

Obrézek 3.2.1: Inciden¢ni graf formule F

Formule F' je omezenou biklikou, je tedy biklikovée splnitelnd a to, Ze formule
neni matched, je zrejmé z toho, Ze formule md vic klauzuli nez promeénngjch.

7 prikladu B.2.3] a z toho, ze matched formule jsou 1-biklikové splnitelné, lze
tedy usoudit, zZe matched formule jsou tedy v ostré inkluzi biklikové splnitelnych
formuli.

3.3 Var-splnitelnost

Zajimavou vlastnosti matched i biklikové splnitelnych formuli je to, Ze tyto for-
mule ztstanou splnitelné i tehdy, zménime-li libovolné polaritu nékterych vyskyta
nékterych proménnych. To vyplyva z toho, Ze o tom, zda je formule F biklikové
splnitelna, rozhoduje pouze struktura incidenéniho grafu I(F'). Pfi definici inci-
denc¢niho grafu vsak nehraje polarita proménnych v klauzulich roli. Szeider v [35]
proto uvazoval tfidu tzv. var-splnitelnych formuli, které maji pravé tuto vlastnost.

Definice. Formule F' je var-splitelnd prdavé tehdy, kdyz kaZdd formule F' tako-
vd, Ze I(F) = I(F"), je splnitelnd.

Problém rozpoznéni, zda je 2-KNF var-splnitelna, lze vytesit v linedrnim case,
jak ukazali Kleine Bunig a Zhao [5].

Pro formule, s délkou klauzuli vétsi nebo rovnou tiem, je problém rozpoznani,
zda jsou var-splnitelné I15-plny, jak ukazal Stefan Szeider [37].
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Pozorovani 3.3.1. Matched formule i biklikové splnitelné formule jsou var-splni-
telné.

Toto je vidét primo z konstrukce inciden¢niho grafu formule, kde nebereme
v potaz polaritu literala.
Naopak var-splnitelnd formule nemusi nutné byt biklikové splnitelné.

Priklad 3.3.2. Formule
F=(x;VaaVas) N(@1VasVay) A(T1VaeVEz) Az VI) A (T VT3)

je var-splnitelnd, ale nent biklikové splnitelnd.
Primo z incidencniho grafu formule je vidét, Ze nend biklikové splnitelnd.

it T T3

C1 Co C3 Cy Cs

Obrézek 3.3.1: Inciden¢ni graf formule F

Nejmensi moznd omezend biklika, kterd by mohla pokrijt tento graf, je Kss,
tedy cely incidencni graf by musel bijt iplny.

Protoze je var-splnitelnd, pouZijeme podobny argument jako u lemma [3.2.1].
Kazda z prunich trech klauzuli zakazuje jedno pravdivostni ohodnoceni a posledni
dvé zakazuji po dvou pravdivostni ohodnoceni. Dohromady tedy mdme zakdzdno
sedm ohodnoceni a vsech ohodnoceni na trech proménnich je osm. Bez ohledu na
polaritu promeénnyjch tedy existuje spliujici ohodnocent.

Timto dostaneme vzajemné inkluze jednotlivych t¥id:
Pozorovani 3.3.3.

Matched formule C biklikové splnitelné formule C var-splnitelné formule

7 téchto inkluzi je zfejmé, Ze ani u jedné z téchto t¥id formuli nezalezi na
polarité jednotlivych literalu. Na rozpoznévani toho, zda patfi formule do jedné
z téchto tiid, lze vyuzit algoritmi a heuristik z teorie grafu.

14



4. Formule s malou deficienci

V této kapitole popiSeme parametrizovany algoritmus pro testovani splnitelnosti
formule, kde parametrem je jeji maximéalni deficience. Jde o algoritmus popsany
v [34].

4.1 Parametrizovany algoritmus

Polynomialni algoritmus pro formule s omezenou deficienci popsal Herbert Flei-
schner a kol. v [18]. Vysledek lze formulovat do véty 111

Véta 4.1.1 ([18]). Formule F' je splnitelnd prdavé tehdy kdyz F|t] je matched pro
néjaké cdstecné ohodnoceni T, kde |var(r)| < §*(F).

Polynomialni algoritmus ziskame tak, ze pro vSechny mozné kombinace pro-
ménnych velikosti maximalné §*(F') zkusime vSechna ohodnoceni a poté otestu-
jeme formuli, jestli je matched.

Casova slozitost tohoto algoritmu je O(|F|var(F)**2), &mz se s pro vots
0*(F) stava zcela nepouzitelnym.

V této ¢asti se budeme zabyvat parametrizovanym algoritmem, ktery tento
problém fesi s pevnym parametrem k = 0*(F') (patii do tfidy FPT) a ktery
popsal Szeider [34].

Pro to, abychom popsali algoritmus, budeme potirebovat nasledujici definici.

Definice. Necht F' je formule v KNF a necht pro kazdé (x,e) € var(F) x {0,1}
plati 0*(Flz = €]) < 0*(F) — 1. Pak je formule F' §*-kritickd.

Algoritmus popsany v [34] je variantou DLL algoritmu (Davis, Logemann,
Loveland[I1]), ktery provadi rozvétveni (formule F' na F[z = 0] a Flz = 1] pro
zvolené libovolné) jen pro §*-kritické formule. P¥i kazdém vétveni dojde ke snizeni
deficience k = 0*(F') vstupni formule F' a tudiz je hloubka prohledavaciho stromu
shora omezena maximalni deficienci.

Véta 4.1.2 ([34]). Testovat splnitelnost formule F' s n proménnymi a maximdlni
deficienci k lze v case O(2Fn?).

V této kapitole si ukazeme, jak lze provést redukce formule F', které vedou
k formuli £, ktera je d*-kriticka. Tuto redukei lze provést v polynomiélnim ca-
se. Pro naSe potieby neni potifeba uvadét casovou slozitost a rozbor slozitosti
uvedenych postupi spoleéné s dikazy vSech vét lze nalézt v [34].

Uvazme sekvenci S = (Fy, My), ..., (F,, M,), kde F; je formule a M; je ma-
ximalni parovani I(F;), 0 < i < q. Rekneme, ze S je redukéni posloupnost,
pokud pro vSechna i € {1,..., ¢} plati jedno z nasledujicich:

(1) F;=F; 4 pro neprazdné autarky «; nebo

(2) F; = DP,(F;_1) pro singularni literal x; formule F; ;.

Nyni si popiSeme vznik redukéni posloupnosti formule F'; které povedou ke
vzniku formule F, jez bude mit bud mensi deficienci §*(F) nez formule 6*(F'),
nebo bude splhovat vétu (A3

Véta 4.1.3 ([34]). 2-expandujict formule bez cistych a singuldrnich literdli jsou
0" -kritické.
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4.2 Preproces redukce

Lemma 4.2.1 ([34]). Necht Fy je formule s n proménnymi, 6*(Fy) < n a My
mazimdlni pdrovani I(Fy). Pak miZeme nagit v case O(n®) redukeni sekvenci
S = (Fo, My), ..., (Fy, My), ¢ < n takovou, Ze plati jedno z ndsledujicich:

(1) 6*(F,) < 0*(Fp) — 1 nebo
(2) 6*(F,) = 0*(Fv), a F, je l-expandugici bez cistych a singuldrnich literdli

K tomu, abychom splnili podminky, vyuzijeme nésledujici tii typy redukce
formule Fy. Tyto redukce budeme opakovat do té doby, nez splnime jednu z pod-
minek lemmatu 42,1l Podminky budeme testovat v daném poradi:

(1) Redukce Rg
(2) Odstranéni ¢istych literala

(3) Odstranéni singularnich literala

4.2.1 Redukce Rg

Libovolnému péarovani M grafu incidence I(F') piislusi ¢astecné ohodnoceni 7y,
kde pro kazdou dvojici (z,C) € M je my(z) = 1 pokud x € C a 7p/(2) = 0 pokud
TeC.

Megjme formuli F;_; a jeji incidenéni graf G,y = I(F;_1) = (Vioar, Vo, E),
maximalni parovani M;_; a mnozinu Req, | ;-

Oznaéme Castecné ohodnoceni o = 7y, kde M; | = {(x,C) | (z,C) €
M,y Nz & Re, , m, ,}- Toto ¢astetné ohodnoceni je autarky, coz piimo plyne
z vlastnosti mnoziny Req, |, ;-

Touto aplikaci dostaneme F; = F; 1[a] a maximélni parovani F; je M; =

M,y N I(F;). Incidencni graf I(F;) je indukovan mnozinou Rg, | um; -

4.2.2 QOdstranéni cistych literalia

Necht z¢ je ¢isty literal a pro libovolné € € {0, 1}. Pak formule F; = F;_;[x = €]
a F;_; jsou ekvisplnitlené a = = ¢ je autarky.

Vzhledem k tomu, ze F;_; je 1-expandujici, plati 6*(F;) < 0*(F;_1) — 1. Péaro-
vani M! = M;_; N I(F;) neni nutné maximéalni, ale poc¢et nepokrytych klauzuli F;
je maximalné takovy, jako pocet nepokrytych klauzuli v F;_;, tudiz potiebujeme
nejvice 6*(F;) zlepseni pro nalezeni maximéalniho parovani M;.

Pokud provedeme tuto redukci, dosadime ¢ = i a dalsi redukce uz neaplikuje-
me, protoze jsme splnili podminku [ lemma [4.2.T]

4.2.3 Odstranéni singularnich literala

Necht z¢ je singularni literal formule F;_;. Formule F; vznikne aplikaci DP rezo-
luce, tedy F; = DP,.(F;_1).
Pro nalezeni maximélniho parovani musime rozlisit dva piipady:
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(1) pocet klauzuli F; je o jedna mensi nez pocet klauzuli F; 4

Ozna¢me C, klauzuli sparovanou s proménnou z, C, klauzuli, ktera obsa-
huje literal 2° a y proménnou, které je sparované s C,. Pokud C, = C,, pak
M; = M;_y N I(F;). Jinak F; obsahuje klauzuli {C, N C,} \ z,Z. Ozna¢me
tuto klauzuli Cy,.

Nové parovani pak bude M; = {M;_; NI(F;)} U (y, Cyy). Vzhledem k tomu,

7e se maximalni deficience nesnizi, budeme pokracovat v redukei.

(2) pocet klauzuli F; je alespon o dva mensi nez pocet klauzuli F;_;

Nové parovani muzeme dostat novym spusténim Dinicova algoritmu [14]
27| a redukci kon¢ime, tedy ¢ = i. Timto postupem dosdhneme trochu
horsi casové slozitosti. Popis rychlejsiho feSeni a dikaz toho, Ze podminka
[ lemmatu 2] je splnéna, jsou popsany v [35].

4.3 2-expandujici redukce

Pokud je formule Fj, 1-expandujici a neobsahuje ¢isté ani singularni literaly, ne-
muzeme aplikovat zadnou redukci na dany graf. Nyni chceme zjistit, je-1i formule
0*-kritickd. Na to nam staci, aby spliovala vétu 1.3l

Formule F, neobsahuje ¢isté ani singularni literaly. Musime tedy zjistit, je-li
formule F|, 2-expandujici a pokud neni, najit redukei takovou, kterd snizi maxi-
malni deficienci.

Nasledujici véta nam poskytne prostiedek k tomu, abychom mohli efektiv-
né otestovat, zda je graf g-expandujici. K tomu budeme potiebovat graf G,
ktery vznikne z bipartitniho grafu G = (Vi Vo, E) tak, Ze vytvofime ¢ ko-
pii vrcholu z a spojime je hranou se vSemi sousedy vrcholu z, tedy Gy =
(Voar U{x1, ..., 20}, Vo, EU{(z4,y)|1 < i, < q(z,y) € E}).

Véta 4.3.1 ([29]). 0-expandujici graf G = (Vyar, Vo, E) je q-expandujici pravé
tehdy, kdyZ Gy, je 0-expandugici pro kaZdé x € Vg, .

Lemma 4.3.2 ([34]). Necht G = (Vyar, Vo, E) je bipartitni graf, M jeho maxi-
mdlni pdrovani a q > 0 libovolné celé ¢islo. Rozhodnout, zda je G q-expandujict,
a pokud nend, tak nalézt ,svédka” X C Viq,, pro kterého plati |[No(X)| < | X|+q,
lze v case O(|Vyar| - | E| + [Vel).

Pro kazdy vrchol x € V,,. provedeme nasledujici proceduru. Vytvorime graf
Gyo = (V. Vo, E') podle predchozi konstrukce. Parovani M grafu G je téz pa-

var’
rovanim grafu G, a vrcholy vrcholy {z1,...,z,} jsou v8echny vrcholy z V.
nepokryté parovanim M. Nyni se pokusime rozsitit pomoci zlepsujicich cest pa-
rovani M na parovani M’'. G, je O-expandujici pavé tehdy, kdyz |M'| = |V,
Voar| + g
Pokud G, neni 0-expandujici, obsahuje V,,. vrcholy nepokryté parovanim
M'. Nyni sestrojime mnozinu Rg,, v a mnozinu V), \ Rg,, v oznacime X'.
V8echny vrcholy nepokryté parovanim M’ patii do mnoziny {z1, ..., z,}. Mnozina
X = X"\ {z1,...,2,} je ,svédkem" toho, ze graf G neni g-expandovatelny.
Pokud tohoto ,,svédka“ nenalezneme pro zadny vrchol z, graf G je g-expandu-

jici.
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Lemma 4.3.3 (|34]). Budte F' 1-ezpandujici formule bez ¢istych a singuldrnich
literali a X C var(F), |Nypy(X)| < | X[+ 1. Pak F\ Nyp)(X) =t F a 6*(F\
Nir) (X)) < 6°(F) — 1.

Pomoci lemma muzeme efektivné otestovat, je-li formule F|, 2-expandu-
jici. Pokud by byla, provedeme rozvétveni.

Jinak mame diky lemma ,svedka®, tedy mnozinu vrcholi X takovou,
ze |Nypy(X)| < |X| + 1. Maximalni deficience podformule F’ formule Fj, ktera
obsahuje jen proménné z mnoziny X, je nejvys jedna. Diky lemmatu je tato
podformule splnitelna a miizeme tedy nalézt autarky a na proménnych z mnoziny
X, pro které plati 0*(F,[a]) < 6*(F,) — 1. V tomto piipadé zadné rozvétveni
neprobéhne, ale redukce za¢ne znova od prvniho kroku, tedy redukei R¢ a B2
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5. Pokryti bipartitniho grafu
omezenymi biklikami

V této kapitole si definujeme problémy pokryti grafu biklikami a prozkouméme,
jaka je jejich slozitost. Vzhledem k tomu, Ze problém pokryti bipartitntho grafu
omezenymi biklikami je NP-tplny, navrhneme heuristiku, ktera se bude tento
problém snazit vyfesit. Nakonec zkusime rozsitit pristup popsany v kapitole [4]
ktery vyuziva parovani, na pristup vyuzivajici pokryti omezenymi biklikami.

5.1 Algoritmy

Uvazme bipartitni graf G. Zakladni otédzkou, kterou muzeme polozit, je ta, zda
existuje néjakd mnozina B = {Bj,..., By}, kde kazda mnoZina B; je mnoZina
vrchol, splhujici podminky

(1) kazda mnozina B; indukuje aplny podgraf grafu G,
(2) kazdy vrchol je obsazen v pravé jedné mnoziné B,;.

Vyftesit takovyto rozklad je trivialni. Vybereme libovolny vrchol v bipartitniho
grafu G a vSechny jeho sousedy Ng(v). Mnozina {v} U Ng(v) indukuje uplny
podgraf v G, proto muzeme tuto mnozinu oznacit jako B; pro nové i a opakovat
tento krok na grafu indukovaném vrcholy V(G) \ ({v} U Ng(v)).

Pridanim nasledujici podminky dostaneme dalsi dva problémy, jejichz slozitost
uz je znacné tézsi.

(3) velikost mnoziny B je maximalné k

Prvni moznosti je to, ze parametr k, tedy pocet podgrafi, je vstupnim pa-
rametrem problému. Takto definovany problém nazveme BVPP (Biclique Ver-
tex Partition Problem). Tento problém je NP-tplny [26] a neexistuje pro néj
k-aproximacni algoritmus bézici v polynomialnim case, kde k£ je maximéalni pocet
biklik pokryti B [3], [19].

Uvazme nyni k jako konstantu, kterd je soucasti zadani problému BVPP a
ozna¢me takto parametrizovany problém BVPP(k). Problém BVPP(k) lze vyie-
sit v ¢ase O(VE) pro k =2 [3] a pro k > 3 je BVPP(k) NP-uplny, ackoli pro néj
existuje aproximacni algoritmus s aproxima¢nim pomérem 2, ktery pracuje v po-
lynomidlnim ¢ase O(E* V) [3] a pro problém BVPP nebéz v polynomialnim
¢ase, protoze u problému BVPP je k proménna.

U problému biklikové splnitelnosti nepozadujeme, aby vSechny vrcholy repre-
zentujici proménné byly pokryté ani nemame omezeni na pocet podgrafi pokry-
vajicich graf. Na druhou stranu vSak méme omezeni na velikost druhé partity
uplného bipartitniho podgrafu v zévislosti na velikosti partity prvni.

Tato obména zadéani je natolik zédsadni, Ze nemtzeme vyuzit vétsinu pristupi
fesicich predeslé problémy.

V feSeni problému biklikové splnitelnosti budeme vychéazet z heuristiky popsa-
né v [26] pro podobny problém , v némz pro bipartitni graf G hleddme mnozinu
B = By,..., B, kde
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1) kazda mnozina vrcholi B; obsahuje alespon jeden vrchol z kazdé partity G,

2) B; indukuje uplny podgraf G,

(1)
(2)
(3) kazdy vrchol z G je obsazen pravé v jednom B;,
(4)

4) pocet mnozin B;, tedy k, neni omezeny.

5.2 Heuristiky

V této podkapitole popiSeme heuristiky pouzité pro hledani pokryti bipartitni-
ho grafu omezenymi biklikami. Za¢neme definici zarodku, coz je zakladni pojem
pouzity v dale popsanych algoritmech.

Definice. Necht F' je formule a I(F) je incidencni graf I(F) = (Vyar, Vo, E).
Zdrodek je neomezend biklika Z = (V1, Vo, E), kde E =Vy X Vo, 0 £ V1 C Vir
al) #Vy CVe.

Miuzeme téz Tici, ze zarodek je mnozina klauzuli takovych, ze vSechny klauzule
v zarodku obsahuji tytéz proménné.

V této casti si popiSeme heuristiku, kterd vychazi z heuristiky na pokryti bi-
partitniho grafu tiplnymi bipartitnimi grafy [26]. Vzhledem k tomu, Ze se budeme
zabyvat biklikovym pokrytim, budeme uvazovat bipartitni graf G = I(F') pou-
ze jako bipartitni graf GG, nikoliv jako inciden¢ni graf néjaké formule F'. Znaceni
partit pro cely graf G budeme pouzivat Vi(G) = Vi a Vo(G) = V.

Pti odhadech c¢asové slozitosti budeme velikost prvni V.. partity grafu G
znacit n, velikost druhé partity Vo grafu G oznacime m a e je pocet hran grafu
G, tedy velikost mnoziny |E(G)|.

Nejdiive si popiSeme funkce, které v heuristice pouzijeme a poté si popiSeme
i samotnou heuristiku, ktera je zaloZena na hladovém ptistupu.

Funkce 5.2.1: roz§itZarodek
Vstup: zarodek Z, rozsifujici proménna x;
Vystup: zarodek Z', coz je zdrodek Z rozsifeny o proménnou z;, velikost
druhé partity nového zarodku 2’
incidenceArray[1,...,m] < [0,...,0];
7' = (Vi(Z) U {2;},0,0);
forall the C; € V5(Z) do
‘ incidenceArray[C;]+ 1;
end
forall the C; € Ng(z;) do
if incidenceArray[C;]=1 then
| Val(Z) - Va(Z) U {C):
end

end
E(Z") « Vi(Z') x V5(Z");
return 7', |Vo(Z')]

Funkce roz8i¥Zarodek vytvoii zéarodek Z', ktery vznikne ze zarodku Z tak,
ze pridame vrchol x € V,,,. do prvni partity a druha partita se bude skladat
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z vrcholu V4(Z') = Vo(Z) N N (). Navic tato funkce vrati i velikost druhé par-
tity nové vytvoreného zarodku. Toto bude pouzito pro zjisténi proménné, ktera
maximalizuje velikost druhé partity zarodku pfi jeho rozsirovani.

Nejdiive projdeme vSechny vrcholy druhé partity a poté vSechny sousedy vr-
cholu z;, kterych je maximalné tolik, kolik je vrchold v druhé partite. Casova
slozitost tohoto kroku je tedy O(m).

Tuto funkci lze zavolat s jiz zinicializovanym polem poleIncidence. Casova
slozitost jednoho volani se tim nezlepsi, ale tohoto mizeme vyuzit u volani dalsich
funkci.

Funkce 5.2.2: zvolRoz8itujiciVrchol
Vstup: zarodek Z
Vystup: proménné z;, kterd nejméné omezi velikost druhé partity zarodku
A
count(z ) < 0, max; < —1;
forall the z; € V,,, \ V1(Z) do
Z', count (g y,) < roz§irZarodek(Z,r;);
if count(;,) < countz,,) then
max; < I;;
COUNT (7,2) <— COUNT(Z 2}
end

end
return z;

Funkce zvolRoz8ifujiciVrchol najde vrchol z; € V.. (G) \ Vi(Z), jehoz
pridanim do zarodku Z nejméné omezime velikost druhé partity nového zarodku.

Funkci roz§irZarodek zavolame pro kazdy vrchol z;, ktery neni obsazen v za-
rodku Z, abychom zjistili, kolik vrcholii bude mit druha partita nového zarodku.
Vrchol z;, ktery bude mit tuto hodnotu nejvyssi, je ndvratovou hodnotou funkce.

Pole incidence si pro funkci roz§irZarodek muzeme zinicializovat na zacat-
ku této funkce, coz nam zabere O(m) C O(e) v téle cyklu, pak budeme uZ jen
vyuzivat tohoto pole bez uprav. Kazdé zavolani funkce roz§irZarodek projde
sousedy pro kazdy vrchol z; € V,,,., vSemi volanimi funkce roz8irZarodek pro-
jdeme v8echny hrany grafu, ¢asova slozitost pro vrchol tedy bude O(e). Casova
slozitost této funkce bude tedy O(e).

Funkce 5.2.3: vygenerujZarodky
Vstup: bipartitni graf G
Vystup: seznam zarodka Z = (Z;i,j € {1,...,n})
forall the z; € V,,, do
forall the z; € V,,-(G),i < j do
Zij <+ ({@i, x5}, No(x:) N Ne (@), {i, 5} x (Ne(@;) N Na(z;)));
end

end
return 2
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Funkce vygenerujZarodky vygeneruje pro kazdou dvojici vrcholi z; a z;
z prvni partity maximalni bipartitni podgraf grafu G. Generovat bychom mohli i
zarodky, jez maji v prvni partité tfi a vice vrcholi, ale kazdym zvétSenim prvni
partity generovanych zarodkta by nam stoupl stupen polynomu c¢asové slozitosti
celé heuristiky B.2.1l Tyto zarodky budeme generovat podobné, jako jsme rozsiro-
vali zarodky ve funkci[5.2.1l Pro z; vytvoiime poleIncidence, coZ lze provést v m
krocich a pak pro kazdy vrchol z; € V,q, zjistime, kolik ma spolecnych sousedt
s vrcholem x; pomoci poleIncidence, projdeme tedy vSechny hrany grafu E(G).
Tento proces provedeme pro vSechny vrcholy x; € V.., kterych je n. Celkova
¢asova slozitost generovani je tedy O(n(m + e)).

Funkce zvolZarodek vybere ze seznamu zarodku Z zarodek, podle jedné ze
tT{ strategii s, které oznacime S,,in, Srand N1€b0 Spas-

(1) Strategie Sy, vybere zarodek Z, jehoz druhé partita ma miniméalni velikost
Va(Z)],

(2) strategie S,qnq vybere ndhodny zarodek,

(3) strategie Sy,q vybere zérodek Z, ktery ma maximalni velikost druhé partity
Va(Z)].

Domnénka 5.2.1. Pronid strategie vede k vybéru mensich bipartitnich grafi, kte-
ré tedy nepujdou moc rozsitit. Tento pristup je vhodniy, pokud velikost omezené
bikliky omezime malym k. Pokud zvolime omezeni k na velikost bikliky vétsi, je
lepst zvolit posledni moznost, kterd nejspise povede k tomu, Ze budeme mit graf
pokryt vétsima biklikamsa.

Tuto domnénky ovéfime v sekci

Pro volbu ndhodného zarodku, tedy strategii S,q,q stac¢i vybrat zarodek na
nadhodné vybrané pozici v seznamu zarodki Z. Pokud si v kazdém zarodku
ulozime velikost druhé partity do proménné, pak pro strategie () a B funkce
(zvolZarodek) projde v8echny zarodky a u kazdého z nich zkontroluje velikost,
coz lze udélat v konstantnim case. Casova slozitost funkce zvolZarodek je tedy
O(n?).

Funkce odstrafnBikliku(G,Z) vytvoii novy graf G’, ktery vznikne z grafu G
tak, Ze odstranime v8echny vrcholy Vi(Z) U V5(Z) a v8echny hrany incidentni
vrcholim Vi (Z) U V4(Z). Néavratova hodnota funkce je novy graf G'.

Pokud G’ obsahuje izolovany vrchol C; € V5(G’), heuristika skonéi nedspé-
chem.

Pro kazdy vrchol musime projit seznam sousedii a pokud je soused v za-
rodku Z, pak ho ze seznamu odstrani. Jestli soused lezi v zarodku, lze zjistit
obdobné jako u funkce B.2.Tl Pro obé partity si vytvoiime poleIncidenceV,,, a
poleIncidenceV, jejichZ inicializace bude mit slozitost O(n + m). Pak uz jen
projdeme vSechny hrany, tedy seznamy sousedit Ng(z) kazdého vrcholu = a kaz-
dy vrchol y € Ng(z), pro ktery plati y € Vi(Z) U Va(Z), odstranime ze seznamu
sousedu. Timto tedy projdeme vSechny hrany a kazdou nejvice dvakrat. Casova
slozitost odebrani hran je tedy O(e). Diky tomu, Ze velikost prvni partity grafu
G je mensi nez velikost druhé partity a kazdy vrchol druhé partity méa alespon
jednoho souseda, je celkové ¢asova slozitost této funkce O(n +m + e) = O(e).
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Funkce 5.2.4: jednotkovaGPropagace
Vstup: bipartitni graf G
Vystup: bipartitni graf G, kde pro v8echny vrcholy C; € Vo (G) plati
[Ne(Ve)| > 2
fronta < (;
forall the C; € V(G) do
if |Ng(C;)| =1 then
| fronta < (fromta ,C});
end

end
while |fronta| > 0 do

C; < fronta.pop;

Voar (G) = Viar (G) \ {25}
Vo(G) < Ve(G)\ {Ci};
forall the Cj € Ng(z;) do
Ng(Cy) < Na(Cp) \ {z;};
if |[IN¢(Cy)| =0 then

‘ heuristika neuspéla;
end

| fronta < (fronta ,Cy);
end

end
end
return GG

Funkce jednotkovaGPropagace(() je funkce, kterd z bipartitniho grafu G
odstrani vSechny vrcholy C; € Vi, které maji pravé jednoho souseda z;, protoze
ty musi byt pokryty pravé hranou (z;, C;).

Hranu (Cj, z;) pifidame do biklikového pokryti a odstranime ji z grafu spo-
le¢né se vSemi hranami incidentnimi vrcholu z;. Pokud touto modifikaci vznikne
izolovany vrchol Cy € Vio(G), heuristika selze. Pokud vznikne vrchol Cy € Vo (G)
s pravé jednim sousedem, pak tento vrchol musime téz zpracovat.

Tato funkce zpracuje kazdy vrchol C; € Vi(G) maximélné n-kréat, protoze
miize mit maximalné n sousedi, které muzeme odebrat a celkem miizeme ode-
brat O(m) vrcholi C; € Vi(G). Vysledné ¢asova slozitost této funkce bude tedy
O(nm).

Tuto funkci by bylo mozné provést v linearnim ¢ase [15], ale vzhledem k tomu,
7e v heuristice pouzivame Casové naroc¢néjsi funkce, pristup, ktery je zvolen ve
funkci jednotkovaGPropagace, nam postacuje.

Funkce vy¢istiZarodky odstrani z jednotlivych zarodki vSechny hrany, které
byly odebrany z grafu funkci odstrahBikliku. Pokud prvni partita nemé dvé
proménné nebo velikost druhé parity je mensi nez t¥i, pak je zarodek nevalidni a
ze seznamu aktualnich zarodki ho odstranime.
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Funkce 5.2.5: vy¢istiZarodky
Vstup: seznam zarodkta Z, bipartitni graf G
Vystup: aktuélni seznam zarodka Z’
forall the Z € Z do
forall the = € Vi(Z) do
if = ¢ V1(G) then
| V()< W(2)\ {);
end

end

forall the C € V,4(Z) do
if C' & V5(G) then

| Va(2)  Va(2)\ {Ch

end

end

if |Vi(Z)| =2 A |V, > 3 then
2 (2',2);

end

end
return 2’

Kazdéa hrana muze byt maximélné v n zarodcich a pii kazdém zavolani této
funkce projdeme v8echny zarodky a odstranime hrany ¢ E(G). Vysledna ¢asova
slozitost této funkce je O(ne).

Funkce omezZarodek upravi zarodek Z tak, Zze odebere vrcholy druhé partity
zarodku Z, aby platilo 219 < |V4(Z)].

K tomu musime projit vSechny vrcholy |V5(Z)|, ¢asova slozitost tohoto kroku
tedy bude O(|V2(Z2)]).

Funkce testMatched otestuje, jestli lze v bipartitnim grafu G nalézt parova-
ni velikosti druhé partity |Veo(G)|. Nejdrive ale ovéri, zdali ma smysl tento test
provadét. K tomu si staci uvédomit, zZe nutna podminka k tomu, aby existovalo
v bipartitnim grafu G velikosti druhé partity |Ve(G)|, musi byt mit jeho prvni
partita V., (G) velikost alespon |V (G)|, tedy |Viar| = [V (G)|.

K nalezeni maximalniho parovani pouzijeme Hopcroft—Karpiuv algoritmus [14]
27] na hledani maximélniho parovani v bipartitnich grafech. Pokud nalezneme
péarovani velikosti m, vratime true. Ve vSech ostatnich pripadech vraci false.

Pokud vstupem do této funkce je graf, ktery ma druhou partitu |Vo(G)| prazd-
nou, trivialné vraci true.

Pokud mame ulozeny pocet proménnych pro kazdou klauzuli, mizeme tento
proces provést s casovou slozitosti O(m + ey/n +m) C O(ey/n + m).

Heuristika nejdiive provede odstranéni vrcholi C; € V5(G), které maji stupen
jedna, tedy musi byt pokryty parovaci hranou. Poté se vygeneruje seznam zarodku
Z a tento seznam se procisti o v8echny zarodky Z;, které splauji |V2(Z)| < 3.

V hlavnim cyklu heuristiky potom zvolime zarodek Z podle pfedem urcené
strategie s € {Smin, Srand, Smaz }- Tento zarodek se pokusime rozsirovat o vrcholy
i € Viur(G) \ Vi(Z) do té doby, dokud neni splnéna podminka pro velikost
druhé partity omezené bikliky 21l < |V3| nebo je splnéna maximalni velikost
prvni partity zarodku Z. Tento cyklus probéhne O(k), jeho ¢asova sloZitost bude
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Algoritmus 5.2.1: Heuristika na pokryti grafu.

Vstup: k € {2,...,|Vie|} - maximalni poc¢et proménnych v omezené
biklice
Vystup: Nalezeno bilikové pokryti grafu G
G < jednotkovaGPropagace((G); // O(nm)
Z < vygenerujZarodky(G); // O(ne)
Z «+ vy&istiZarodky(Z2); // O(ne)
while |Z| > 0 do
Z <+ zvolZarodek(Z, s); // O(n?)
while |Vi| < kA [2Y1] < |V;| do
x; < zvolRoz8ifujiciVrchol(Z, Ve \ V1) ; // Ofe)
zérodek < roz§ifZarodek(Z, z;); // O(m)
end
Z <+ omezZarodek(Z); /7 O(|Va(Z)))
G « odstranBikliku(G,Z); // Ole)
G <+ jednotkovaGPropagace(G); // O(nm)
Z «+ vy&istiZarodky(Z); // O(ne)
if testMatched(G) then // O(ey/n+m)
| return nalezeno pokryti
end
end

return nenalezeno pokryti

tedy O(ke). Pokud rozsifovani skonéi pouze z divodu maximalni velikosti prvni
partity, pak musime omezit druhou partitu, aby zérodek Z byl omezenou biklikou.

Tuto omezenou bikliku Z a vSechny hrany, které jsou ji incidentni, odebereme
z grafu G a pokud vznikne izolovany vrchol C; € V(G), pak heuristika selze.

7 grafu G odebereme vSechny hrany incidentni vrcholim, které maji pocet
sousedi jedna a procistime zarodky, abychom méli pouze validni zarodky.

Hlavni cyklus probéhne nejvyse n-kréat, nebot vice po dvou disjunktnich biklik
v grafu nenajdeme. Casové slozitost je tedy O(max(v/m + n,n)ne). Pokud si ale
uvédomime, ze funkce testMatched bude zavolana jen v pfipadé, Ze je pomér
velikosti druhé partity V5(G) a prvni partity V4(G) grafu G 2 <1, je /m +n <
V2n < n. Casova slozitost heuristiky je tedy O (n2e).

5.3 Rozsireni matched formuli s malou deficienci
na bikliky

Nyni bychom chtéli pristup, ktery uvedl Szeider [34] a ktery jsme popsali v kapi-
tole @l zobecnit pro pokryti biklikami.

Protoze nalezeni biklik je NP-tiplné (|35]), budeme nyni pfedpokladat, ze ma-
me funkci, kterda je schopna nalézt maximélni biklikové pokryti pro libovolny
inciden¢éni graf I(F) formule F. K této funkci budeme piistupovat jako k ¢erné
skiince.

Algoritmus z kapitoly @l pouzivéa redukce na formuli F', které v polynomialnim
case prevedou F' na formuli s nizs$i deficienci, nebo na formuli, kterd spliiuje
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predpoklady véty 1.3 a je tedy d*-kriticka. V této sekci ukdZzeme, Ze analogie
véty neplati pro ptipad biklikové splnitelnosti a Ze nelze tedy pfimo pouzit
tento postup i pro biklikovou splnitelnost.

UvaZzme nyni formuli F, ktera spliuje predpoklady véty 1.3 je to tedy formu-
le 2-expandujici a nemé ¢isté ani singularni literaly. Uvazme dale libovolnou pro-
ménnou z, ktera se ve formuli F' vyskytuje. Dosadime-li za « hodnotu ¢ € {0, 1},
nutné musi byt splnény alespon dvé klauzule F', nebot x neni ¢isty ani singularni
literal. Pokud bychom splnili pravé dvé klauzule, pak diky tomu, Ze formule F
je 2-expandujici, formule Fx = €] je urcité 0-expandujici a maximalni parova-
ni formule F' se d& prevést na maximalni parovani formule Flz = ¢]. Velikost
maximalniho parovani formule F[z = & zistane stejna, ale pocet klauzuli se
zmensi, tudiz se zmensi i pocet klauzuli nepokrytych parovanim a deficience se
snizi (Véta L13).

Uvazme nyni biklikovou deficienci §Z, kterou budeme definovat jako pocet
klauzuli, které zuistanou nepokryté pri maximalnim pokryti omezenymi biklikami.

Nyni mizeme zobecnit podminku d*-kriti¢nosti dvéma zpusoby.

e Pokud je formule F' §f-kritickd, libovolnym ohodnocenim ¢ € {0, 1} libovol-
né proménné x formule F' vznikne formule F[z = ], ktera ma ostfe mensi
biklikovou deficienci % nez formule F,

e pokud je formule F' §8-kriticka, libovolnym ¢aste¢nym ohodnocenim 7 na
proménnych z libovolné bikliky B z néjakého maximalniho biklikového po-
kryti B vznikne formule F[7], kterd mé ostie mensi biklikovou deficienci 6%
nez formule F'.

Oba zminéné zpisoby definice §5-kriti¢nosti zobeciiuji §*-kriti¢nost v tom
smyslu, ze pokud uvaZime pokryvani inciden¢niho grafu pouze hranami, §5-
kriti¢nost i 62-kriticnost splynou s pojmem §*-kriti¢nosti.

Méjme formuli F' a biklikové pokryti B. Pojem alternujici cesty vzhledem
k parovani, miZzeme rovnéz zobecnit riznymi zptisoby. V obou dale uvedenych
zpusobech zobecnéni je biklikové alternujici cesta p cestou v inciden¢énim gra-
fu. Budeme rozlisovat nasledujici dva zptsoby definice biklikové alternujici cesty:

(1) BAC,
e Kazdou hranu z cesty p, kterd neni v p posledni a ktera neni pokryta
biklikou, nésleduje hrana z néjaké bikliky B z pokryti B a

e kazdou hranu z cesty p, kterd neni v p posledni a kterd je pokryta
biklikou B z pokryti B, néasleduje hrana nepokryté zddnou biklikou
z pokryti B.

(2) BAC,
e Kazdou hranu z cesty p, kterd neni v p posledni a ktera neni pokryta
biklikou, nésleduje hrana z néjaké bikliky B z pokryti B a

e je-li g maximalni podcesta z p sloZena jen z hran obsazenych v né&jakych
biklikich Bi, Bs, ... z B, pak v8echny hrany z ¢ jsou pokryty préavé
jednou biklikou B € B a zaroven je pocet hran v ¢ lichy.
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Pokud vybereme pro definici alternujici cesty druhou podminku BAC,, zis-
kdme obecnéjsi definici, ktera zahrnuje i podminku prvni. Opacné inkluze vsak
neplati. V této sekci budeme uvazovat obé varianty definice.

Na zakladé této definice mizeme zobecnit mnozinu R j; pro piipad pokryti
omezenymi biklikami nasledujicim zpiisobem.

Definice. Necht F' je formule, G = I(F) jeji incidencni graf a B pokryti ome-
zengmi biklikami. Pak mnoZina Rg s, (Ras,) je mnoZina vrcholi grafu I(F)
takovych, Ze bud je jich mozno dosdhnout z vrcholi grafu I(F') nepokrytych bikliko-
vym pokrytim B biklikove alternugici cestou BAC, (BACs5), nebo jsou incidentni
biklice, kterd obsahugje takovy vrchol.

Takto definované mnozina nemusi indukovat ani 0-expandujici (obrazek (5.3.1]),
coz znamena, ze pro takova redukce neni vhodna ani pro ptuvodni pristup.

Obrazek 5.3.1: Rg,p, i Rg,B, mnoZina, kterd neni 1-expandujici.

Problém této definice je v tom, ze bikliky maji horni omezeni na velikost
druhé partity, nikoliv vSak dolni. Zaroven je zjevné, ze pokud pro libovolnou
bikliku B; € B, pro kterou plati, ze |V (B;)| > |Vo(B;)|, mizeme ji nahradit
pravé |Ve(B;)| parovacimi hranami B, , ..., B;, , kde m = |V (B;)|.

Pokud tedy povolime jen pokryti B, které indukuje O-expandujici graf, pak je
mnozina Rq  alesponl 0-expandujici. Tuto redukei jsme vyzkouSeli u ndhodnych
formuli i u formuli ze SAT competition [1], ale redukce u ndhodnych dat provedla
stejné zmenseni formule jako redukce pomoci Ry mnoziny a na formulich ze
SAT competiton neprobéhla vibec.

V dalsi ¢asti algoritmu z kapitoly [ vyuzivame toho, ze 2-expandujici formule
bez Cistych a jednotkovych literali je 0*-kriticka (véta EET3). Diky tomu mu-
zeme pouzit rozvétveni v DLL proceduie a takovymto rozvétvenim dosdhneme
jen omezené hloubky stromu. Navic muzeme dosadit za libovolnou proménnou.
P1i pfimém pfevodu na pokryti grafu biklikami bychom nemohli zarucit snizeni
biklikové deficience 65,

Nyni si ukdZzeme protipiiklad k pfimému pouzit vétu T3] v tom znéni, jakém
je, ale s §B-kriti¢nosti misto 6* kriti¢nosti.

Priklad 5.3.1. Fy = (21 Voo Vas) AN(TrVaeaVas)A(x VR V) A (21 Ve VEz) ATV
ToVasVey ) NIV VTV AN VIR VI3 VTS ) A (21 VEg Vs )N (e Vas VT VT )V (25)

Formule Fy (obrdzek[5.3.2) nemd cisté ani singuldrni literdly, je 2-expandugict,
jeji biklikovd deficience 62 je rovnd jedné a navic vsechny vrcholy jejiho incidenc-
ni graf je Rg g mnoZiny, pokud uwvdZime proni definici alternujici cesty BAC, 1
BAC,. Pokud bychom vétu[].1.3 chtéli rozsirit na bikliky, pak by musela formule
Fy bijt 6 -kritickd, tedy dosazenim za libovolnou promeénnou by se biklikovd defici-
ence 68 méla sniZit, nebo 62 -kritickd, tedy libovolnyim ohodnocenim proménnijch
libovolné bikliky z néjakého maximdlniho biklikového pokryti by méla vzniknout
formule s niZsi bikliovou deficienct.
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Obrazek 5.3.2: Inciden¢ni graf formule F}.

Dosazenim za x1 hodnotu O splnime tii klauzule co,c5 a cg a deficience se ndm
nejenZe nesniZi, ale vzroste o jedna, formule tedy nemiiZe bijt 6 -kritickd.

Zvolenim bikliky By, jejiz proni partita je {x1,xs, 23}, 2z formule Fy a éastec-
ného ohodnocend, které spliiuge bikliku, ziskame formuli Fy|x; = 0,29 = 0,23 =
0] = (x4 Vas) AN(T1VT5) V(x5). MiZeme si povSimnout, Ze ohodnoceni proménnych
bikliky By, pro které plati T(x1) =0, 7(x2) =0 a 7(x3) = 0, je jediné, které tuto
bikliku spliiuje. Formule Fy[xy = 0,20 = 0,25 = 0] = (24 V 25) A (T4 V T5) V (5),
jejiz incidencni graf je na obrdzkul5.3.3, by méla mit biklikovou deficienci 68 ostre
mensi neZ formule Fy, md ji v§ak stejnou.

Tyq Ty
Q ]
N 7/ N
AY 7’ AY
AY 7’ AY
N7/ Ay
”"n N
7/ AN AN
7’ \ \
7’ \ \
7/ \ \
Cg Cy €10

Obrazek 5.3.3: Incidenéni graf formule Fi[z; = 0,25 = 0,23 = 0].

Formule Fy nemiiZe byt 68 -kritickd ani 02 -kritickd. Vétu[f.1.3 nelze tedy pri-
mo zobecnit na biklikové pokryti.
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6. Experimenty

Byla provedena fada experimenti na nédhodnych bipartitnich grafech. O tom,
jestli je dana formule F' matched nebo biklikové splnitelna, rozhoduje totiz jen
struktura jejiho inciden¢niho grafu I(F'), na druhou stranu ke kazdému bipartit-
nimu grafu G najdeme formuli F', pro kterou plati, ze I(F') = G (pfipustime-li,
Ze se mohou opakovat klauzule). Pti biklikové splnitelnosti nezalezi na polarité
jednotlivych literala. Uvazime-li omezenou bikliku B z biklikového pokryti B in-
ciden¢éniho grafu I(F') formule F', pak diky podmince omezujici velikost partity
Vo(B) vzhledem k velikosti V;(B) plati, ze bez ohledu na to, jaké maji proménné
z Vi (B) polarity v klauzulich v V3(B), najdeme ohodnoceni proménnych z Vi (B),
které spliwuje vSechny klauzule z V5(B). Z tohoto divodu jsou experimenty pro-
vadény na nadhodnych bipartitnich grafech, ackoli v popisu vysledki se budeme
odkazovat i na formule, jejichz incidenc¢ni grafy uvazujeme.

Specifikace hardware a software, ktery byl pouzit pro vyhotoveni a vyhod-
noceni experimentu a celkovy strojovy cas, ktery zabralo jejich vyhodnoceni, je
popsan v piiloze B2l Néavod, jak lze experimenty replikovat, je uveden v pfilo-
ze Bl VSechny kompletni tabulky je mozno nalézt na piilozeném CD [R.3l

6.1 Generator nahodnych formuli

Pro experimenty jsme vyuzili dvou ruznych zptsobt pro generovani ndhodnych
incidenc¢nich grafi formuli. V obou pripadech se snazime omezit pocet literala
v klauzuli.

Prvni zpisob generovani inciden¢niho grafu G = I(F) = (Vyer, Ve, E) ve-
de k omezeni prumérné délky klauzule odpovidajici formule F'. Pro dané k > 3
uréime pravdépodobnost vyskytu hrany (z;, C;) jako p = m, s touto prav-
dépodobnosti vlozime hranu do grafu. Timto generovanim nam vznikaji prazdné
klauzule a proménné, které nemaji zadny vyskyt. V inciden¢nim grafu I(F') jsou
to izolované vrcholy prvni i druhé partity. Takto izolované vrcholy nebudeme
brat v potaz . U experimentii zkoumame vlastnosti inciden¢nich grafii na zékladé
poméru druhé partity a prvni partity, tento pomér budeme u nahodnych grafi
pocitat az po generovani.

Pfi tomto pristupu se vSak casto stava, ze jiz funkce .24 (jednotkovaGPro-
pagace) vytvoii v grafu izolované vrcholy a jiz v tomto kroku tedy zjistime, Ze
ve vygenerovaném grafu neexistuje ani parovani pokryvajici v8echny klauzule,
formule tedy neni splnitelna, tim spiSe neni matched ani biklikové splnitelna.

V prvnim typu experimenti, které si popiSeme, chceme pravé ovérit, jak cas-
to k této situaci dochézi. Vysledky téchto experimenttii popisujeme dale v této
podkapitole.

Provedli jsme ¢tyfi rizné experimenty, kde ve vSech experimentech zkouma-
me procento grafii, pro které funkce [5.2.4] neuspéje. Experimenty se lisi v poc¢tu
vrcholi druhé partity |Vio| a v tom, kolik testi jsme provedli.

Naopak vSechny experimenty zkoumaji, jak se chovaji grafy, jejichz vrcholy
z druhé partity C' € Vo maji pramérny stupen k € {3,...,9} a pomér velikosti
prvni partity V.. ku druhé partité Vi je 0.6 az 1.
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Obrazek 6.1.1: Tisic ndhodnych KNF formuli s |V,,.| = 100, primérné k pro-

ménnych v

klauzuli, pomérem r = ‘C.Z il‘ 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

r e {60%,61%, ...,100%}.
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1.2: Sto nahodnych KNF formuli s |V, | = 200, pramérné k promén-

72100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

uzuli, pomérem r = %

r € {60%,61%, ...,100%}.
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% Spatnych formuli
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1.3: Sto nahodnych KNF formuli s |V,q,| = 500, primérné k promén-

Vel
|Vvar|

100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

r e {60%,61%, ...,100%}.
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Obrazek 6.1.4: Sto nahodnych KNF formuli s |V,,,| = 1000, pramérné k promén-

nych v klauzuli, pomérem r =

el 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

r € {60%,61%, ...,100%}.
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Vysledky experimentt jsou zachyceny na obrazcich

° s grafy G pro které plati |V,,.| = 100, a kde jsme provedli 1000 test1,
° s grafy G pro které plati |V,,.| = 200, a kde jsme provedli 100 testii,
° s grafy G pro které plati |V,,.-| = 500, a kde jsme provedli 100 testii,
e [.1.41s grafy G pro které plati |V,4-| = 1000, a kde jsme provedli 100 testu.

U experimentt z obrazka [6.1.2H6.1.4] jsme provedli jen 100 testii a nikoliv
1000, z duvodu ¢asové narocnosti vypocti.
Na ose z je v obrazcich 6.1.IH6.1.4l zobrazena proménné 100|€/C‘

, tedy po-
mér mezi poc¢tem klauzuli a proménnych v procentech. Na ose y jg‘zachyceno,
pro jakou ¢ast grafii jiz funkce [£.2.4] zjisti, Ze neni matched, respektive biklikovée
splnitelna.

Miuzeme si povSimnout, ze u vSech ¢ty testi se s rostoucim primérnym
stupném vrcholt z druhé partity snizuje pocet grafi, na kterych funkce H.2.4]
(jednotkovaGPropagace) neuspé&je. Zaroven ale roste pocet grafi, na kterych
funkce [(.2.4] (jednotkovaGPropagace) neuspéje, spolu s po¢tem proménnych ve
formuli nezévisle na primérném stupni vrcholi z druhé partity.

V grafech na obrazcich B.1.2]u funkci, které reprezentuji vysledky experimentu
pro grafy s prumérnym stupném vrcholi druhé partity 3 a 4 al6. .4l u funkci, které
reprezentuji vysledky experimentu pro grafy s pruimérnym stupném vrcholu druhé
partity 4 a 5, si mizeme povSimnout, Ze je jejich pribéh velice podobny. Tento
jev lze vysledovat i u dalsich funkei z obrazkt B IHE. 1.4l

V netispésnych pfipadech se vyskytuji struktury, podobné strukturam na ob-

razku G5
T T )
Cl Cg Cl 02 C(3

it ) T3 Ty

Cl 02 03 04 05

Obrazek 6.1.5: Grafy, na kterych neuspéje funkce (.24

P1i druhém zptsobu generovani nahodnych bipartitnich grafi generujeme gra-
fy, v nichz vrcholy druhé partity maji stupen pravé k, takze plati, Zze pro kazdy
vrchol C' € Vi plati |[Ng(C)| = k. Pro kazdou klauzuli zvolime nahodné k riz-
nych proménnych, které v ni budou mit vyskyt. VSechny proménné maji stejnou
pravdépodobnost vyskytu v dané klauzuli.
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U grafti generovanych druhym zptisobem nebude mit funkce [£.2.4] Zadny Gci-
nek, protoze kazdy vrchol C' € V(G) mé alespon tii sousedy.

6.2 Matched formule

V této podkapitole shrneme vysledky experimentii, pomoci nichz jsme ovérili
odhad Johna Franca a Allena Van Geldera [21], ktery jsme zminili v kapitole 3]
sekci B, a ktery tvrdi, ze 3-KNF formule F' s n proménnymi a m klauzulemi,
kde m = 0.64n, jsou témér jisté matched. Zjistime, jak moc tésny je tento odhad
pro nahodné generované k-KNF fromule a pro jaké poméry bude vétsina k-KNF
formuli matched, s k£ > 3. Nakonec jesté porovname vysledky k-KNF formuli
s vysledky formuli, jejichz klauzule maji prumérny pocet proménnych k, tedy
formuli generovanych prvnim zptusobem.

Necht F' je k-KNF formule s n proménnymi a m klauzulemi. Oznac¢me r =
1007 pomér klauzuli a proménnych v procentech.

V tomto experimentu chceme zjistit, jaka ¢ast formuli k-KNF je matched a
jestli existuje n&jaky interval (zy, yx) s Tx, yx € Q takovy, Ze formule, jejichz po-
mér poctu klauzuli a po¢tu proménnych r < xp, jsou ve vétsiné pripadid matched
a formule, jejichz pomér poctu klauzuli a po¢tu proménnych r > ., ve vétsiné
pripadi matched nejsou. U formuli, jejichZz pomér poctu klauzuli a po¢tu promén-
nych r je v intervalu (zy, yx), tedy zr < r < yx, neni jednozna¢né, zdali formule
je nebo neni matched. Tomuto intervalu budeme fikat fazovy piechod a lze ho
nalézt kuptikladu u problému splnitelnosti k-KNF formuli |7, 10, 23] 30].

100

80 |-

60

40

% matched formuli

20 |

0 1 1 1 1 1 1 1 J
60 65 70 75 80 85 90 95 100
% klauzuli

Obrazek 6.2.1: Tisic ndhodnych k-KNF formuli s |V,4.| = 200, pomérem r =

el 100, pro kazde 3 < k < 9 a kazdy pomér r € {60%,61%, .., 100%}.

Na obrazku [6.2.1] jsou vysledky testti, ve kterych jsme uvazovali formule, kte-
ré maji sto proménnych, jsou v k-KNF pro k € {3,...,9} a pomér klauzuli a
proménnych r se pohybuje mezi 60 a 100 procenty. Pro kazdou konfiguraci jsme
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vygenerovali tisic ndhodnych k-regularnich grafii, odpovidajicich inciden¢nim gra-
fim k-KNF formuli.

Pro v8echny k-KNF formule s £ > 4 je horni hranice fadzového prechodu y; =
100%, coz znamena, Ze pokud je maximélné tolik klauzuli co proménnych, nasli
jsme v experimentech vzdy alespon jednu formuli, ktera je matched. Pokud je
vice klauzuli nez proménnych, formule uz trividlné nemutze byt matched.

Féazovy prechod pro 3-KNF je interval (80%,99%), pro 4-KNF je to interval
(90%, 100%) a vSechny k-KNF formule s & > 5 maji dolni hranici z; nad 98%. Fa-
zové prechody jsou zobrazeny v tabulce Pokud neni uvedena horni hranice
Yr, Pak je jeji hodnota 100%.
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80 |-

60

% matched formuli

40

20 |

0 1 1 1 1 1 1 1
60 65 70 75 80 85 90 95 100

% klauzuli

Obrazek 6.2.2: Sto nahodnych k-KNF formuli s |V,,..| = 200, pomérem r =
Vel 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomer r € {60%,61%, ...,100%}.

|V'uar|

Na obréazku jsou vysledky testi, ve kterych jsme uvazovali formule, kte-
ré maji 200 proménnych, jde o k-KNF pro k& € {3,...,9} a pomér klauzuli a
proménnych r se pohybuje mezi 60 a 100 procenty. Pro kazdou konfiguraci jsme
vygenerovali sto nahodnych k-KNF formuli.

Fazové prechody, jejichZ vypis miZeme najit v tabulce 6.2.5] maji st¥ed velice
podobny jako formule z experimentu zobrazeném na obrazku[6.2.1] jen se zmensila
velikost intervalu |y, — x|

Na obrézcich a jsou zobrazeny vysledky testil, ve kterych jsme
uvazovali formule, které maji pét set a tisic proménnych, jsou k-regularni pro
k € {3,...,9} a pomér klauzuli a proménnych r se pohybuje mezi 60 a 100
procenty. Pro kazdou konfiguraci jsme vygenerovali sto ndhodnych k-regularnich
formuli.

Féazové prechody jsou u obou experimenti témér stejné a zménu velikosti in-
tervalu a zachovani stfedu fazového prechodu, jez jsme pozorovali porovnanim
experimenti na obrazku a na obrazku ZmensSeni intervalu fazoveé-
ho prechodu miuZeme pozorovat i porovnanim experimenti na obrazku na

34



100 K
80 |
5 L
g 60
L
©
@
<
Q
g
< 40
20 —‘31
5
6
7
8 —
9 —
O 1 1 1 1 1 1
60 65 70 75 80 85 90 95 100
% klauzuli

Obrazek 6.2.3: Sto nédhodnych k-KNF formuli s |V,,.| = 500, pomérem r =
Vel 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér r € {60%,61%, ...,100%}.

cl
|Vvar|
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Obrazek 6.2.4: Sto nahodnych A-KNF formuli s |V,,.| = 1000, pomérem r =
Vel 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér r € {60%,61%, ...,100%}.

cl
|V'uar|

obrazku 6.2.3] a stejné tak porovnanim experimentii na obrazku na obraz-
ku 6.2.41

Vysledky téchto ¢tyl piipadii, které jsou zobrazeny na obrazcich 6.2.1THG.2.4]
jsou shrnuty v tabulce [6.2.5]
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3-KNF | 4-KNF | 5-KNF | k-KNF(k > 6)
Vear| | 3 ys | T4 4 x5 Ty
100 | 80 99 |90 100 97 > 98
200 | 8 98194 100 99 > 99
500 [ 89 95196 99 99 100
1000 [ 89 93|96 99 99 100

Tabulka 6.2.5: Dolni hranice fazového pfechodu matched formuli.

Muzeme si povsimnout, Ze odhad dokdzany J. Frankem s A. Gelderem [21] je
dolni odhad a experimenty nasvédcéuji tomu, ze by hranice poméru mezi po¢tem
proménnych a poc¢tem klauzuli formule, ktera bude témér jisté matched, mohl
byt vyssi.

Stred fazového prechodu matched 3-KNF formuli je 92%. Prestoze 3-KNF
formule s 1000 proménnymi s pomérem poctu klauzuli k po¢tu hran vétsim nez
93% nejsou témér nikdy matched, jsou vétsinou splnitelné, protoze fazovy piechod
pro splnitelnost 3-KNF formuli jehoZ dolni hranice se pohybuje mezi 300% a 400%
a horni hranice je mezi 400% a 500%. Jako st¥ed tohoto intervalu byva velice ¢asto
uvadén pomdér poctu klauzuli a proménnych formule 420%. Dolni a horni hranice
se lisi podle vybéru testovanych nebo generovanych dat [7, 10, 23] B30].

Nyni jesté kratce zhodnotime experimenty na grafech, které byly generové-
ny prvnim zpusobem, tedy jejichz klauzule maji prumérny pocet proménnych k.
U téchto experimentu je vygenerovano vzdy sto grafi pro kazdou konfiguraci, ale
v8echny grafy, které neuspéji ve funkci [5.2.4] (jednotkovaGPropagace), odfiltru-
jeme a zobrazime pouze pomér mezi formulemi, které jsou matched a témi, jez
neodfiltrovala funkce [5.2.41

Na obrézcich jsou vysledky experimentii, u kterych jsme ve vSech
pripadech uvazovali formule s primérnym poctem proménnych v klauzuli £ €
{3,...,9} a s pomérem klauzuli a proménnych r € {60%,61%, ...,100%}.

Oproti k-KNF formulim, je u experimentu provedenych na formulich, jejichz
prumérny pocet klauzuli je k, je dolni hranice fazového prechodu o mnoho vyssi
a horni hranice je pro vSechna k rovna 100%.

Navic si u experimentu zobrazenych na obrazcich [6.2.§8] a [6.2.9] u kterych je
velikost prvni partity V., pét set a tisic, mizeme povsimnout toho, ze formule,
které maji primérny pocet proménnych k = 3, maji veliké skoky (na obrazku6.2.§]
se tyto skoky déji mezi 71% a 83% a na obrazku [6.2.9 je jeden skok v okoli 62%).
Pokud vsechny inciden¢ni grafy formuli v experimentu pro dany pomér poctu
klauzuli a proménnych vyvolaly netuspéch funkce [5.2.4] (jednotkovaGPropagace),
oznalili jsme, Ze 0% klauzuli je matched, coz ilustruji vySe zminéné skoky ve
vysledcich na obrézcich B.T.IHE. L4l

Vysledky experimentt pro druhy zptsob generovani ukazuji, ze je prilis velké
procento formuli s klauzulemi, jez prumeérné obsahuji mélo proménnych, jsou
neuspésné jiz ve funkci jednotkovaGPropagace a ve zbyvajicich piipadech jsou
formule témér vzdy matched.
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Obrazek 6.2.6: Tisic ndhodnych KNF formuli s |V,,.| = 100, primérné k pro-

‘C{Sl‘ 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

ménnych v klauzuli, pomérem r =

r e {60%,61%, ...,100%}.
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Obrazek 6.2.7: Sto ndhodnych KNF formuli s |V,,| = 200, pramérné k promén-

72100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

nych v klauzuli, pomérem r = %

r € {60%,61%, ...,100%}.
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Obrazek 6.2.8: Sto ndhodnych KNF formuli s |V,,,.| = 500, pramérné k promén-

nych v klauzuli, pomérem r = |L/VC‘|100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér
r € {60%,61%,...,100%}.
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Obrazek 6.2.9: Sto nahodnych KNF formuli s |V,,,| = 1000, pramérné k promén-

nych v klauzuli, pomérem r = |

r € {60%,61%, ..

1el 100, pro kazdé 3 < k < 9 a kazdy pomér

., 100%}.
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6.3 Heuristika na biklikové pokryti

V této sekci popiSeme experimenty, ve kterych jsme zjistovali, jakou ¢ast bipar-
titnich grafu lze biklikové pokryt za pouziti heuristiky, predstavené v sekci
Skute¢nou ¢ast grafii z celého experimentu, kterou muzeme pokryt omeznymi
biklikami jsme neurcovali, vzhledem k tomu, Ze problém je NP-uplny a k oveé-
feni bychom museli zfejmé vyuzit prohledavani hrubou silou, coz by bylo mimo
vypocetni moznosti vzhledem k poctu provedenych experimentii.

Provedli jsme experimenty na bipartitnich grafech s nékolika rtuznymi veli-
kostmi prvni partity. V kazdém z experimenti provadime testy pro rizné poméry
poctu vrcholi druhé partity m bipartitniho grafu G' k po¢tu vrcholt prvni partity
n, tedy r = 1007 a pro rizné stupné vrcholii druhé partity k. Bipartitni grafy pro
experiment generujeme druhym zpusobem uvedenym v sekci [6.1] to jest, generuji
se grafy, v nichz vrcholy odpovidaji klauzulim, maji pfesné stupen k.

V experimentech budeme sledovat obdobné jako u experimentu v sekci [6.2]
zdali existuje néjaky K-fazovy pirechod. K-fazovy prechod je interval (z,,y,),
kde r je pomér mezi poc¢tem vrcholt druhé partity grafu k poc¢tu vrchola prvni
partity v procentech a x,, y, je stupen vrcholi druhé partity. Zaroven plati, ze pro
vSechny grafy s pomérem partit r a stupném vrchola druhé partity grafu ostie
mensim nez x, heuristika nenalezne biklikové pokryti témeér nikdy a pro grafy,
jejichz pomér partit je r a stupném vrcholi druhé partity grafu ostie vétsim nez
yi, biklikové pokryti nalezne témér vzdy.

V experimentech téZ porovname ruzné strategie S,.in, Srand, Smaz, Uvedené
v sekci u funkce zvolZarodek, a ruzné omezeni na velikost prvni i druhé
partity bikliky.

Vysledky experimentii jsou zaznamenany na obrazcich [6.3.THG.3.11], kde na
ose x je pomér poc¢tu vrcholt druhé partity grafu Vi a prvni partity grafu V,,,,
tedy r = 100 ‘ Vel procentech. Na ose y je zobrazen stupen kazdého vrcholu
CeVe. Stupne Bedo zobrazuji, pro jakou c¢ast z celkového poctu testii heuristika
nalezla biklikové pokryti, kde ¢erna vyznacuje to, ze se pro zadny graf nepodarilo
nalézt biklikové pokryti a bila vyznacuje to, Ze se podafilo nalézt pokryti pro
vSechny bipartitni grafy.

Na obrézcich jsou zobrazeny vysledky testi heuristiky, u které jsme
méli omezenou velikost prvni partity kazdé bikliky dvéma a velikost prvni partity
celého grafu, ktery jsme se snazili pokryt, je sto.

Biklikové pokryti tohoto experimentu miize byt slozeno pouze z omezenych
biklik K ; a K5 3. Pro takovéto omezeni mize existovat biklikové pokryti jen do
poméru partit 150%. Pro pomér 150% se musi biklikové pokryti skladat pravé
z biklik K5 3. Z toho ditvodu jsou vSechny experimenty omezeny timto pomérem.

Strategie Spin,Srand @ Smaz POUZité v tomto experimentu budeme znacit S>3,
s € {min,rand, maz} kvili pozdéjsimu porovnani. Pribéh u jednotlivych stra-
tegii vybéru zarodka S,.in, Srand & Smaz j€ velice podobny.

K tomu, aby pro graf G se stem vrcholi v prvni partité a s m > 100 vrcholy
v druhé partité existovalo pokryti, potfebujeme alesponn (m — 100) K3 biklik.
Zbylé vrcholy muzou byt pokryty parovacimi hranami. Ve vysledcich na obréaz-
cich si mizeme povsimnout, Ze pokud je m < 130, nalezne heuristika
biklikové pokryti uz pro malé k, kde k je stupen vrcholu druhé partity grafu.
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Obrazek 6.3.1: |Vie,| = 100, s = S,in, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
Vi(B)| < 2.
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Obrazek 6.3.2: |V,ar| = 100, s = Sy4na, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
Vi(B)] < 2.

Z toho muzZeme usuzovat, ze graf obsahuje pomérné mnoho biklik K3, které
pokryvaji zna¢nou ¢ast druhé partity.

Vg8echny strategie se v experimentu ukazaly srovnatelné pro mensi poméry.
Muzeme si povSimnout, Zze pokud se blizime k poméru 150%, zvétsuje se rozdil
mezi heuristikami S0 & Spin, zatimco Sy, & Srang zUstéavaji stejné. Toho si
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Obrazek 6.3.3: |Vyar| = 100, s = Spnaz, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
Vi(B)| < 2.

muzeme povsSimnout u vysledkii experimentu prezentovaném v tabulce [6.3.4. D&
se tedy usuzovat, ze domnénka [5.2.1] je spravna.

.| 100 110 120 130 140 150
strategie

T Yk | Tk Ye | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk

S¥ 14 55 6|7 8|9 15|13 24|33 47

S 14 5|5 6|7 8|9 15[13 24|33 47

Sz 14 5|5 6|7 89 15|14 24|41 87

Tabulka 6.3.4: Fazovy prechod typu K, velikost prvni partity omezené bikliky
|‘/1| S 2-“/1%17“‘ = 100.

Na obrézcich jsou zobrazeny vysledky testi heuristiky, u které jsme
neomezovali velikost prvni partity kazdé bikliky z pokryti a velikost prvni partity
celého grafu, ktery jsme se snazili pokryt, je sto. Pro kazdou konfiguraci jsme
vygenerovali sto ndhodnych grafti. Strategie Spin, Srand @ Smaezr poOuZité v této
heuristice oznacujeme S)%r Smar g Smar,

U obréazka a reprezentujicich experimenty, u nichz jsme pouzili
heuristiky se strategiemi 5% a S% si mizeme povsimnout toho, ze pro grafy,
jejichz pomér partit je mensi nez 135%, existuje interval v K-fazovém piechodu,
kde jsou vsechny grafy biklikové pokrytelné, ale pii zvySovani stupné u vrcholu
druhé partity toto pokryti nenalezneme pro zadny graf. Pro dané r mezi 105% a
130% existuji tii ,, K-fazové prechody* (jsou podintervaly K-fazového prechodu).
Prvni a treti jsou stejného charakteru, tedy prechod od konfiguraci, ve kterych
heuristika nenalezne biklikové pokryti ke konfiguracim, ve kterych heuristika na-
lezne pokryti. Druhy prechod je presné opacny. Tento jev je v mensi mife po-

zorovatelny i u experimentu, v némz jsme pouzili heuristiku se strategii S;'%* a
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Obrazek 6.3.5: |Vyar| = 100, s = S,in, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
[Vi(B)| < |Vyar|- Pro kazdy zarodek Z plati [Vo(Z)| > 3.
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Obrazek 6.3.6: |V,qr| = 100, s = Sy4na, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
IVi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zérodek Z plati |Va(Z)| > 3.

jehoz vysledky jsou zachyceny na obrazku U prvniho ,,K-fazového precho-
du® u vsech tiech experimentii z obazkii je vidét, Ze je stejny, jako
u experimenti z obrazku [6.3.1H6.3.3 tedy experimentu, kde jsme pro pokryti
pouzivali jen omezené bikliky Ky 3 a K ;. Zarovein se druhy a tfeti ,fazovy pre-
chod® u experimentt [6.3.1H6.3.3] projevuje mnohem vice nez u experimentu [6.3.7]
z ¢ehoz by se dalo usoudit, Ze pokud pouzijeme strategii ST tedy strategii, kte-

max?
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Obrazek 6.3.7: |Vyar| = 100, s = Spnaz, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
[Vi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zarodek Z plati [Vo(Z)| > 3.

ra ve funkci zvolZarodek vybira zarodky, které maji nejvétsi potencial, funguje
nejlépe. To potvrzuji i data z tabulky [6.3.8 fazovych prechoda pro tyto t¥i ex-
perimenty. Domnénka [5.2.7] je tedy spravné a v tomto pripadé je rozdil strategii
mnohem veétsi.

. 100 110 120 130 140 150
strategle
Tk Ye | Tk Yk | Tk Yr | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk
Smax 4 5 5 39| 7 40|19 40139 42|39 44
S,’?;ﬁ 4 5 5 39| 7 40|19 40139 42|39 44
Sg;g; 4 5 5 6 T 17115 20|18 22|20 23

Tabulka 6.3.8: Fazovy piechod typu K, velikost prvni partity omezené bikliky
Vil < |Viar]-| Viar| = 100.

. 100 110 120 130 140 150
strategle

T Yk | Yk Yk | Tk Ye | Tk Yk | Tk Yr | Tk Yk
S{n”ff 4 6 |15 19|18 22|22 26|24 30|27 32
S;’;‘jg 4 6 |15 19|18 22|22 26|24 30|27 32
Smaz? 4 6 |15 17|17 19|19 21|20 23|22 23

max

Tabulka 6.3.12: Fazovy prechod typu K, velikost prvni partity omezené bikliky
V1| < |Viar|. Velikost druhé partity zarodku minimalné 7. |V,,.| = 100.

Dalsi experiment, ktery jsme provedli, mé témér stejné parametry jako expe-
riment, jehoZ vysledky jsou na obréazcich [6.35HG6.3.7), jen jsme v heuristice 5.2.1] ve
funkei B.2.5] (vy€istiZarodky) smazali zarodky, jejichz druha partita byla mensi
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Obrazek 6.3.9: |Vye,| = 100, s = S,in, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
[Vi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zarodek Z plati [Vo(Z)| > 7.
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Obrazek 6.3.10: |Vye| = 100, s = S,4n4, pro kazdou omezenou bikliku B € B
plati |Vi(B)| < |Viar|. Pro kazdy zarodek Z plati [V5(Z)| > 7.

nez sedm. Timto krokem bychom se mohli zbavit kolisani uvniti K-fazového pre-
chodu. Strategie Spin, Srand @ Smaz POUZité v této heuristice oznacujeme S™a7
Smaz? a Sma:c?
rand maxr
Miuzeme si povSimnout, Ze se problém s vice ,, K-fazovymi prechody* nepro-
jevil jako u experimentu na obrazcich 6.3.5H6.3.7l Zaroven porovnanim obréaz-
ka [6.3.5H6.3.7 a [6.3.9H6.3. 111 nebo tabulek [6.3.8 a 6.312] zjistime, Ze pro strategie
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Obrazek 6.3.11: |V,q.| = 100, s = Sy,0z, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
[Vi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zarodek Z plati [Vo(Z)| > 7.

SmarT 5 Smazl maji sice mnohem vyssi dolni hranici K-fazového piechodu nez
a S - ale zaroven maji vyrazné nizsi horni hranici K-fazového

strategie S e
Smaz o Gmaz (] strategie S je vyssi jak dolni

min
pfechodu oproti strategiim S;% e maz

hranice K-fazového prechodu ve srovnani se strategii S tak dolni hranice K-

max?

fazového prechodu oproti strategii 5%, Vzhledem k tomu, Ze strategie S je

max * max

%1 4 : max'7 : y  Qmax7 max7 max max ¢
lepsi nez strategie S ale i nez S’ Smart Smar g Smar tak se omezeni

velikosti zarodki zespodu piilis nevyplati.

. 100 110 120 130 140 150
strategie

Te Ye | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk

S¥ 14 55 6|7 8|9 15|13 24|33 47

Symax 4 5|5 6|7 17|15 20|18 22|20 23

Smazt 4 6 (15 1717 19|19 21|20 23|22 23

Tabulka 6.3.13: Fazovy prechod typu K, porovnéani heuristiky pro rtizné strategie
a riuzna omezeni na velikost prvni partity biklik. |V,..| = 100.

V tabulce jsou zaznamenany vysledky experimentu, kde jsme sledovali
pocet grafu s velikosti prvni partity 100, které pokryje heuristika s riznymi stra-
tegiemi S,in, Srand & Smaez @ riznymi omezenimi na prvni nebo druhou partitu
zarodku a biklik z vysledného biklikového pokryti.

Pokud bychom méli zvolit jednu strategii a omezeni na bikliky pro heuristiku,
pak se jevi jako nejlepsi heuristika S)'¢%  tedy heuristika, ktera neklade zadné
omezeni na velikost partit zdrodku nebo bikliky, a pro volbu zarodku ve funkci
zvolZarodek pouzije strategii S,q., tedy zvoli takovy zarodek, ktery mé nejveétsi
moznost rozSifeni, coz znamena, Zze méa maximalni druhou partitu mezi vSemi
zarodky.
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Na formule s pomérem partit mezi 100% a 140% by bylo lepsi zvolit heuristiku
se strategii S,f;?n, kterad omezuje velikost prvni partity biklik z pokryti dvéma a
funkce zvolZarodek vybird nejmensi mozny, vzhledem k velikosti druhé partity,
tedy pouziva strategii S,,n.

Vsechny experimenty jsme provedli i pro grafy, jejichz prvni par-
tita ma velikost 200 a vysledky jsou zobrazeny v obréazcich a v ta-

bulce [6.3.25]

100 100
90
80 80
70
60 60

50

stupeh vOVe

40 40

% pokrytych biklikami

30

20

10

|VC|/|Vvar|

Obrazek 6.3.14: | V4, | = 200, s = Syin, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
Vi(B)| < 2.

Na obrazcich jsou zobrazeny vysledky experimentu, ve kterém
jsme testovali vSechny strategie Syin, Srand, Smaz V heuristice, ve které jsme ome-
zili velikost biklik pouzitych v pokryti grafy K 3. V tabulce [6.3.17 pouzivame pro
vysledky téchto experimentii u jednotlivych strategii oznaceni S>° 623 5 623
Porovnanim obrazki reprezentujicich vysledky experimentu s grafy,
jejichz prvni partita je rovna 100 a obrazku [6.3.T4H6.3.10, které reprezentuji vy-
sledky experimentu, v némz jsme uvazovali grafy s velikosti prvni partity 200,
zjistime, ze prubéh pro rizné strategie je velice obdobny s rozdilem takovym,
Ze pro experiment, ve kterém jsme pouzili grafy s vétsi velikosti prvni partity,
se K-fazovy prechod posunul k vys§im hodnotam. Pro poméry partit » < 140%
je tento rozdil K-fazovych prechodu velice maly, ale u grafi s vys$im pomérem
nez 140% roste K-fazovy prechod u experimentu s grafy s velikosti prvni partity
200 mnohem vice, nez u experimentu s velikosti prvni partity 100 a k tomu, aby
heuristika nalezla biklikové pokryti, musi mit graf velice vysoky stupen vrcholu
druhé partity.

I u grafi s velikosti prvni partity |V,..| = 200 je z obrazku a
z tabulky B3 1T patrné, Ze heuristika, ktera pouziva jednu ze strategii S22 , 522

min’ ~rand’
je lepsi, tedy nalezne pokryti na vice grafech, nez heuristika ze strategii S23

max*

Na obrazcich [6.3.18H6.3.20] jsou vysledky experimentu, v némz jsme porov-
navali heuristiku B.2.1] se strategiemi S,.in, Srand & Smaez @& bez omezeni na ve-

46



100 T T T T — 100
90 —
80 -1 F 4 80
70 -
IS
8
o 0 =
O o
> =
o [E]
& g
E 40 2
o
X

20

100 110 120 130 140
Velllv

varl

Obrazek 6.3.15: |Vyar| = 200, s = S,and, pro kazdou omezenou bikliku B € B
plati [V1(B)] < 2.
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Obrazek 6.3.16: |V,ar| = 200, s = Sy,0e, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
Vi(B)] < 2.

likost prvni partity zarodkid a u experimentt, jejichz vysledky jsou zobrazeny
na obrazcich jsme neomezovali velikost prvni partity, ale ve funkci
vyCistiZarodky jsme odebrali zarodky s velikosti druhé partity mensi nez sedm.
Rozdil mezi K-fazovymi pfechody u heuristiky, jez zarodky zdola neomezuje a
heuristiky, kterd je omezuje sedmi, je u experimentti na obrézcich 6.3.2TH6.3.23]
velice podobny jako u experimentii na obrazcich a z toho duvodu
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.| 100 110 120 130 140 150
strategie

T Y | Tk Yr | Tk Yr | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk
S8l 4 507 7|19 911 12[17 24|59 86
S .ol 4 5|7 7|19 911 12|17 24|59 86
Sx 14 5|7 719 10|11 13|18 23|73 >100

Tabulka 6.3.17: Fazovy prechod typu K, velikost prvni partity omezené bikliky
|‘/1| S 2“%(17“‘ = 200.
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Obrazek 6.3.18: | V4| = 200, s = Syin, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
IVi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zérodek Z plati |V(Z)| > 3.

tyto vysledky nebudeme S$ifeji popisovat. Vysledky z téchto experimenti jsou
zaznamenany v tabulce

Heuristiky, které neomezuji velikost prvni partity biklik z pokryti, je neja-

vvvvvv s -, amax(7) . s mazx|7] mazx(7) p
spésnéjsi heuristika se strategil Smaz , zatimco heuristiky S,,;,"" a S,,.4 » které
se chovaji stejné, naleznou pokryti u mnohem méné grafii. Toto je patrné jak
z obrazkii tak z tabulky K-fazovych prechodii

Stejné jako u experimentu je 1 u tohoto experimentu potieba
vysstho stupné vrcholi C' € Vi pro stejny pomér partit r = H{jﬂlmo grafu nez
u experimentu se sto vrcholy v prvni partité.

V tabulce jsou shrnuty nejlepsi strategie ze vSech experimentu [6.3.1-
G323 Strategie S>° nalezne vice pokryti az do poméru partit grafi 140% jak
u grafu se stem vrcholu v prvni partité, tak se dvéma sty vrcholy v prvni partité.
Pro grafy se stem vrcholi v prvni partité je tato hranice rovna 145%. Dolni
hranice strategie K-fazového prechodu S za¢ne byt nizsi az pii poméru partit
145%. Nad touto hranici je jiz lepsi pouZzit heuristiku se strategii S+

mazx *
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Obrazek 6.3.19: |Vyar| = 200, s = S,and, pro kazdou omezenou bikliku B € B
plati |V1(B)| < |Vyar|. Pro kazdy zérodek Z plati |Vo(Z)] > 3.
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Obrazek 6.3.20: |Vyar| = 200, s = Sy00, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
IVi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zérodek Z plati |Va(Z)| > 3.

6.4 Porovnani matched a biklikové pokrytelnych
formuli

Poslednim experimentem, ktery jsme provedli, zkousime, jak moc se posune fa-
zovy prechod pro matched formule, pokud povolime rozsifeni pokryti o bikliky.
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Obrazek 6.3.21: |V, | = 200, s = Syuin, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
[Vi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zarodek Z plati [Va(Z)| > 7.
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Obrazek 6.3.22: |Vyar| = 200, s = S,and, pro kazdou omezenou bikliku B € B
plati [Vi(B)| < |Viar|. Pro kazdy zarodek Z plati [Va(Z)| > 7.

Na obrazcich a jsou vysledky pro grafy se stem vrcholi a dvéma sty
vrcholt v prvni partité. Experimenty jsme provedli pro k-KNF formule, 3 < k <
5, jejichz pomér klauzuli ku proménnym je mezi 80% a 120% a tento pomér je
zobrazen na ose x. Na ose y je pak pomér formuli, které jsou matched respektive
pro které nalezla heuristika [£.2.1] biklikové pokryti. Fazové prechody pro k-KNF
matched formule maji horni hranici intervalu na 100%, coZ plati z toho divodu, ze
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Obrazek 6.3.23: |V,ar| = 200, s = Sy,00, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati
[Vi(B)| < |Viar|- Pro kazdy zarodek Z plati [Vo(Z)| > 7.

. 100 110 120 130 140 150
strategie

T Yk | Yk Yk | Tk Ye | Tk Yk | Tk Yr | Tk Yk
Syma 4 517 5719 60|11 62|60 63|61 68
Smaz, 4 5|7 5719 60|11 62|60 63|61 68
Spmax 4 5|7 7|9 2512 27|27 30|29 31
Sf{jgf? 4 9 23 28(29 34|34 40|39 45|46 52
S;Z‘;ff 4 9 23 28(29 34|34 40|39 45|46 52
S;ggg? 4 9 122 24125 2728 29|30 31|32 34

Tabulka 6.3.24: Fazovy prechod typu K, velikost prvni partity omezené bikliky
V1| < |Vyar|. Velikost druhé partity zarodku minimalné 7. V.| = 200.

.| 100 110 120 130 140 150

|Viar|  strategie
T Ye | Tk Y | Tk Ye | Tk Yk | Tk Ye | Tk Yk
100 S |4 5|5 6|7 8|9 15|13 24|33 47
100 Smer |4 5|5 6|7 17[15 20[18 22|20 23
100 Smes™ |4 6|15 17|17 19[19 2120 23|22 23
200 S |4 5|7 7|9 9|11 12|17 24|59 86
200 Smer |4 5|7 7|9 25(12 27|27 30|29 31
200  SmerT |4 9 |22 2425 27(28 29|30 31|32 34

Tabulka 6.3.25: Fazovy prechod typu K, porovnéani heuristiky pro rtizné strategie
a rizna omezeni na velikost prvni partity biklik.

pokud je vic klauzuli nez proménnych, nemitize uz byt formule matched. Miizeme
si povS§imnout, Ze pro k > 4 kfivka znazornujici procento matched formuli konéi
v hodnoté 101%. To nastava z toho divodu, Ze testy délame pro pomér partit
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Obréazek 6.4.1: Porovnéani fazového prechodu matched formuli a biklikové splni-
telnych formuli. |V,,,| = 100. Provedeno sto test.
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Obrézek 6.4.2: Porovnani fazového prechodu matched formuli a biklkikové splni-
telnych formuli. |V,,,| = 200. Provedeno sto testi.

r =80%,81%, ...,100%, 101%, ... 120%, a zaroven, pokud je stejné klauzuli jako
proménnych, tak je jesté malé procento k-KNF formuli s &£ > 4 matched.

7 obrazku a si muZeme pov8imnout, ze fazové prechody pro kazdé
E-KNF, k£ < 4 jsou témér stejné pro kiivky, které reprezentuji pomér matched
formuli a pro kiivky, které reprezentuji pomér formuli, pro které nalezla heuristika
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B.2.1] biklikové pokryti (zde nezalezi na omezeni velikosti partit zarodkt ani na
pouzité strategii).

U 5-KNF, 7-KNF a 9-KNF je horni hranice fazového prechodu pro matched
formule 100%, zatimco pro biklikové splnitelné formule je uz dolni hranice fazo-
vého prechodu vétsi nez 100%. Pro 9-KNF je to dokonce 120%.
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7. 7.aver

Nejdrive si zhodnotime vysledky experimentt z kapitoly [6]l a poté shrneme po-
znatky, které jsme ziskali v pribéhu prace.

7.1 Zhodnoceni vysledkii experimenti

V kapitole [6], sekci jsme se zabyvali experimenty pro ovéfeni odhadu doka-
zan¢ho Johnem Francem a Allen Van Gelderem [21], ktery ukazuje, ze 3-KNF
formule s pomérem poc¢tu klauzuli k po¢tu proménnych rovnym nebo mensim
0.64 jsou témér jisté matched. Zkoumali jsme, jestli se v experimentech objevi
néjaky fazovy prechod (xy,yx), pro ktery plati, ze k-KNF formule s pomérem
poc¢tu klauzuli k po¢tu proménnych mensim nez z; jsou témér jisté matched a
formule s pomérem poctu klauzuli k po¢tu proménnych vétsim nez y, témér jisté
matched nejsou. Experiment jsme provedli pro k-KNF s 3 < k <9 a formule, na
nichz jsme experiment provadéli jsme generovali ndhodné.

100

80 |-

60

% matched formuli

20 |

0 1 1 1 1 1 1 1 J
60 65 70 75 80 85 90 95 100

% klauzuli

Obrazek 7.1.1: Fazovy prechod pro matched k-KNF formule.

3-KNF | 4-KNF | 5-KNF k—KNF(k26)
T3 Y3 | Ta Y4 Ts Tk

89 93196 99 99 100

Tabulka 7.1.2: Dolni hranice fazového pfechodu matched formuli.

Vysledky experimentu jsou zobrazeny na obrazku [Z.I.1] a v tabulce a
muzeme si povSimnout, Ze dolni hranice fdzového prechodu pro 3-KNF byla v ex-
perimentu mnohem vyssi, nez byl odhad dokédzany Johnem Francem a Allen Van
Gelderem [21]. Zaroven pro k-KNF pro k& > 5 je dolni hranice fazového piechodu
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na 99%, k-KNF jsou témér jisté matched pro pomér mezi poc¢tem klauzuli k poc¢tu
proménnych mensim nez 99%.
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(a) Formule odfiltrované funkci jednotko- (b) Pomér matched formuli z celkového po-
vaGPropagace. ¢tu formuli neodfiltrovanych funkci jed-
notkovaGPropagace.

Obréazek 7.1.3: Formule s primérnym poc¢tem klauzuli k.

Déle jsme vyzkousSeli generovat formule, jejichz klauzule obsahuji prumérné k
proménnych. U takto generovanych formuli nastal problém v tom, Ze se pro malé k
(3 < k < 5) uvétsiny formuli ukéazalo jiz ve funkci[5.2.4] (jednotkovaGPropagace),
Ze nejsou matched. Vysledky tohoto experimentu jsou zachyceny na obrazku[7.1.3
Na formulich, na ktery funkce 524 (jednotkovaGPropagace) uspéla, jsme pro-
vedli testy, které jsou zobrazeny na obrazku [7.1.3] kde si muZzeme povSimnout, Ze
po odfiltrovani formuli funkei [£.2.4] (jednotkovaGPropagace) jsou témér viechny
formule matched. Z vysledku lze tedy vycist to, Ze u zcela ndhodné generovanych
formuli s primérnym poc¢tem proménnych v klauzuli £ s malym £ neni vétsina
formuli matched a muzeme to zjistit jen jednotkovou grafovou propagaci.

V dalgich experimentech jsme zkoumali, pro jakou ¢ast formuli heuristika [5.2.1]
popsané v sekci s riznymi strategiemi Syin, Srand & Smaz Pro vybér zarodku
a s riznymi dalsimi omezenimi kladenymi na omezené bikliky v pokryti, nalezne
biklikové pokryti.

(1) Strategie S, vybere zarodek Z, ktery méa minimalni velikost druhé partity
Va(Z)],

(2) strategie S,qnq vybere ndhodny zarodek,

(3) strategie Sy,q, vybere zéarodek Z, ktery ma maximalni velikost druhé partity
V2(Z)].

Pro strategii Sy, s € {min, rand, max}, jsme pouzili nasledujici omezeni na za-
rodky a bikliky z nalezeného pokryti:

(1) pro omezeni S?3 plati, Ze omezené bikliky z biklikového pokryti jsou bud
K5 3 nebo K 1, tedy parovaci hrany a pro kazdy zarodek Z plati |Va(Z)| > 3,

(2) pro omezeni S plati, ze v biklikovém pokryti muze byt libovolné omezena
biklika B takova, ze |V5(Z)| > |V1(Z)] a pro kazdy zarodek Z plati |Vo(Z)| >
3,

95



(3) pro omezeni S™*7 plati, Ze v biklikovém pokryti miize byt libovolna ome-

zené biklika B takova, ze |Vo(Z)| > |Vi(Z)| a pro kazdy zarodek Z plati
Va(Z)] = 7.

Ovsiili jsme domnénku [B.2.T] tedy Ze pro strategie S?® bude nejlepsi pouZit
strategii s = min a pro strategie s vétsimi omezenymi biklikami v pokryti, jako
u ST hude nejlepsi strategie s = maz. Vzhledem k velikosti obrazki a ta-
bulek, jez reprezentuji vysledky testovéani heuristiky, je zde nebudeme opakovat,
ale muZeme je nalézt v kapitole [0 v sekci na obrazcich a v tabulkach 6.3
Z vysledkii téchto experimentt je zfejmé, Zze domnénka [5.2.1] je spravna.
Navic jsme testovali i strategii s = rand a zjistili jsme, Ze se chova obdobné jako
strategie s = min a tudiz ji dale nebudeme zminovat.

100
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9% pokrytych biklikami

stupeh VIV

IS
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9% pokrytych biklikami

N
3

100 110 120 130 140 150 100 110 120 130 140 150
IVellVyarl VeVl

(a) S22 (b) Smaz

man

Obrazek 7.1.4: |V,ar| = 200, pro kazdou omezenou bikliku B € B plati |Vi(B)| <
2.

. 100 110 120 130 140 150

|Viar| strategie
T Ye | Tk Yk | Tk Yr | Tk Yk | Tk Yk | Tk Yk
200 S |4 5|7 7|9 9|11 12|17 24|59 86
200 Syma 4 517 7|19 25112 27|27 30|29 31
200 SmeT | 4 9 |22 24|25 27|28 29|30 31|32 34

Tabulka 7.1.5: K-Fazovy prechod, porovnani heuristiky pro rizné strategie a
rizna omezeni na velikost prvni partity biklik. |V,.| = 200.

Pro formule, jejichz pomér poc¢tu klauzuli k po¢tu proménnych r je mensi nez
140%, je vyhodné&jsi pouZivat strategii Sf,;f’n, tedy strategii, ktera omezuje bikliky
pouzité v biklikovém pokryti na Ky 3 a K, zatimco strategie, v niZ neomezime
velikost prvni partity omezenych biklik v pokryti, je vhodné&jsi pro vyssi poméry,
jak je mozno vidét z tabulky

V poslednim experimentu jsme zkoumali, jaky je rozdil mezi fazovym piecho-
dem u experimentu na matched k-KNF formuli a fazovym prechodem u experi-
mentu s biklikové splnitelnymi k-KNF formulemi. V experimentu jsme zjistili, ze
tyto fazové prechody jsou témér stejné a pokud povolime v pokryti inciden¢ni-
ho grafu omezené bikliky vétsi nez K ;, pouze nam to prirozené rozsiii fazovy
prechod pro formule, jez maji vice klauzuli nez proménnych a nemohou tedy byt
matched. Vysledky tohoto experimentu jsou zachyceny na obrazku
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Obréazek 7.1.6: Porovnéani fazového prechodu matched formuli a biklikové splni-
telnych formuli. |V,,,| = 100. Provedeno sto test.

Nalezli jsme tedy fazovy prechod i K-fazovy prechod u experimentt provede-
nych nad ndhodnymi formulemi a potvrdili jsme, Ze néjaky vzor easy-hard-easy
v rozpoznavani biklikové splnitelnych formuli existuje.

7.2 Zavér

V kapitole [3] jsme si nadefinovali t¥idy formuli matched, biklikové splnitelnych a
var-splnitelnych, a ukazali jsme popsali jejich vzajemné inkluze. Diky tomu, Ze
matched formule i biklikové splnitelné formule jsou v inkluzi s var-splnitelnymi,
jsou tyto t¥idy uzaviené na zménu polarity libovolnych literdla ve formulich z da-
nych tiid.

V kapitoled jsme popsali parametrizovany algoritmus uvedeny Stefanem Szei-
drem [34], ktery fesi splnitelnost formuli s pevnym parametrem k, kde k = 6*(F).
Principy pouzité v algoritmu [34] jsme se pokusili zobecnit pro biklikovou defici-
enci 67 v kapitole [l sekci B3] coz skonéilo netispéchem zejména kviili problému
zobecnéni §*-kriti¢nosti na biklikovou §Z-kriti¢nost. Navrhli jsme dvé mozné zo-
becnéni.

e Pokud je formule F' §Z-kritickd, libovolnym ohodnocenim ¢ € {0, 1} libovol-
né proménné x formule F' vznikne formule F[z = €], kterd ma ostfe mensi
biklikovou deficienci % nez formule F,

e pokud je formule F' §&-kritick4, libovolnym ¢astecnym ohodnocenim 7 na
proménnych z libovolné bikliky B z néjakého maximalniho biklikového po-
kryti B vznikne formule F'[7], kterd ma ostie mensi biklikovou deficienci 6%
nez formule F.
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To, Ze rozsiteni definice d*-kriti¢nosti jednim z téchto zptsobt neni postacujici
pro zobecnéni véty z kapitoly [ jsme ukazali na protipfikladu formule Fj
rozebraném v piikladu 5.3.11

Pro zobecnéni algoritmu prezentovaného Stephanem Szeidrem [34] 1ze zkou-
mat zobecnéni pozadavku na 2-expandovatelnost a prozkoumat, zdali existu-
je néjakd k-expandovatelnost poskytujici to samé biklikové deficienci jako 2-
expandovatelnost parovani.

V kapitole [l jsme si popsali rtuzné algoritmy a heuristiky, které se zabyvaji
pokryvanim bipartitniho grafu tplnymi bipartitnimi podgrafy. Z heuristiky [26],
fungujici na hladovém pristupu jsme navrhli heuristiku na hledéni biklikového
pokryti. V heuristice jsme navrhli nékolik strategii pro vybér zarodku S,.in, Srand
a Spae @ zformulovali jsme domnénku B.2.1] ktera tvrdi, Ze pro biklikové pokry-
ti, jez omezuje velikost prvni partity omezenych biklik dvéma, bude vyhodnéj-
Si strategie S,,;,. Naopak pro biklikové pokryti, jez nemé omezeni na omezené
bikliky z biklikového pokryti bude nejlepsi heuristika [.2.1] pouZivajici strategii
Smaz, Kterda vybira zarodky, jez maji nejvétsi potencial k rozsiteni funkei (2.7
(roz8itZarodek) a maji tedy potencial k tomu, aby v pokryti byly co nejvétsi
omezené bikliky.

Dalsimi moZnymi strategiemi pro heuristiku B.2.1], které by bylo mozno pro-
zkoumat, ale v této praci jsme se jim nevénovali, by mohly byt strategie, které by
nevybiraly zarodek s nejmensim/nejvétsim poc¢tem vrcholi v druhé partité, ale
nahodny zarodek z k zarodki, jeZ maji nemensi/nejvétsi pocet vrcholi v druhé
partité.

V experimentech popsanych v sekci jsme zkoumali, zdali se u navrzené
heuristiky B.2.1] projevi néjaky K-fazovy prechod, tedy zdali pro formule s po-
mérem poctu klauzuli k po¢tu proménnych existuje interval (z,,y,) takovy, ze
pro téméi viechny k-KNF formule s & < x, heuristika [£.2.1] nenalezne biklikové
pokryti a pro témér vSechny k-KNF formule s k& > vy, heuristika £.2.1] nalezne
biklikové pokryti témér vzdy. V experimentech popsanych v sekci jsme tako-
vyto K-fazovy prechod nasli. Vzhledem k tomu, Ze se jedné o heuristiku, které
neni uplné, je tento K-fazovy prechod jen prechodem, jehoz dolni i horni hranice
budou vétsi nez hranice skuteéného K-fazového prechodu.

Experimenty ze sekce bychom mohli rozsitit o experimenty, které by ome-
zovaly velikost prvni partity pro bikliky z biklikového pokryti tfemi a vice, coz
jsme v praci neprovedli vzhledem k ¢asové naro¢nosti experimentu. Tim bychom
mohli testovat i formule s v&tsim pomérem klauzuli k proménnym.

Dale by bylo mozné pokusit se vytvofit dolni odhad K-fazového ptfechodu
biklikového pokryti pro k-KNF formule s pomérem klauzuli a proménnych r ob-
dobné, jako John Franco a Allen Van Gelder dokézali pro fazovy prechod k-KNF
formuli [21]. V této diplomové préci jsme se vytvofenim odhadu K-fazového pre-
chodu biklikového pokryti pro k-KNF nezabyvali, protoze by to bylo kombina-
toricky naro¢né a vzhledem k tomu, Ze experimenty ukézaly, Ze 0.64 je vyrazné
méné nez pravdépodobna skutecné hodnota prahu, zfejmé by tento dolni odhad
nepfinesl nic zajimavého.

Poslednim experimentem, jehoZz vysledky jsme prezentovali v sekci [6.4] byl
experiment, v némz jsme sledovali posun fazového pfechodu matched formuli,
pokud v pokryti budeme uvazovat omezené bikliky. V experimentu se ukéazalo,
ze pro k-KNF formule, 3 < k£ < 5 jejichz pocet klauzuli je maximéalné takovy
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jako pocet proménnych, zistal fazovy prechod (x,,y,) stejny. Pokud ale uvazime
k-KNF, s k > 5, fazovy prechod matched formuli ztstava na 100%, zatimco pro
biklikové pokryti se posouva k mnohem vyssim hodnotdm. Pokud je tedy formule
s pomérem poc¢tu klauzuli a proménnych 120% v 9-KNF, najde nasSe heuristika
témér jisté biklikové pokryti.

Pouziti heuristiky na hledani biklikového pokryti neposunulo fazovy prechod
pro k-KNF formule s £ < 5. Pro vvs8si £ > 5 jsme ukazali, Ze se tento fézo-
vy posun posouva k mnohem vys$im hodnotdm. Vyuzitim heuristiky jsme tedy
schopni rozpoznat biklikové splnitelné k-KNF formule, s k = 7 jejichz pomér po-
¢tu proménnych a klauzuli je mensi nez 115%. Pro k& = 9 je dolni hranice fazového
prechodu dokonce 120% a pro vyssi k se zvySSuje i tato hranice xy.
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Seznam pouzitych zkratek

KNF konjunktivné normalni forma

SAT splnitelnost (satisfiability)
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8. Prilohy

8.1 Uzivatelskd dokumentace

Pro replikaci experimenti je mozné vyuzit programu spolu s Makefilem priilo-
zenym na CD. Ke spusténi je potieba Microsoft Visual Studio 2012 nebo g+-+
prekladac¢ verze alespon 5.1.1. U nizsich verzi neni zarucena funkénost.

Jak spustit experimenty popiSeme pouze pro g++ pod opera¢nim systémem
Linux.

(1) Zkopirujte si slozku na pevny disk,

(2) ve slozce program spusténim piikazu make spustite vSechny testy pro paro-
vani i pro biklikové pokryti,

(3) na standartnim vystupu je vypis, ktery slouzi k analyze a na chybovém
vystupu jsou vypsany vysledky ve srozumitelné podobé.

Makefile obsahuje i dalsi cile. Cile spustime tak, ze ve sloZzce program spus-
time ptikaz make cil, kde cil je jeden z nasledujicich.

Cil run_tests je defaultni cil, zkompiluje a spusti vSechny testy,
matching_tests zkompiluje program k testim matched formuli,
biclique_cover_tests zkompiluje program k testim biklikového pokryti,
run_matching_tests zkompiluje a spusti experiment matched formuli,

run_biclique_cover_tests zkompiluje a spusti experiment biklikového pokry-
t,

clear vy¢isti slozku od vSech soubori, které vznikly nékterym z cili.

8.2 Hardware a software pouzity pro experimenty

Experimenty probéhli na pocitaci s procesorem Intel i5 3500 a s 8GB 1333Hz
paméti. Strojovy Cas, ktery zabraly vSechny experimenty, které jsou zde popsané
v kapitole [0l je vice nez tyden.
Software pouzity pro zhotoveni a vyhodnoceni experimentii je

Linux F22 kernel 4.0

g++ 5.1.1

gnuplot

Doxygen

Texlive

Microsoft Windows 8

Microsoft Visual Studio 2012

LibreCalc
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8.3 Obsah CD

Slozka program obsahuje program, ktery jsme pouzili k vyhodnoceni vSech expe-
rimentd pouzitych v diplomové préci.

Slozka vysledky obsahuje .csv soubory, v nichz jsou vSechny vysledky expe-
rimentt, které jsou prezentovany v diplomové praci.

Slozka texty obsahuje .pdf soubory s diplomovu praci a s technickou doku-
mentaci k programu ze slozky program.
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