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typické, že počet kuliček v urně záviśı na výsledćıch z předešlých tah̊u. Podrobně
poṕı̌seme Ganiho model, kterým můžeme modelovat š́ı̌reńı epidemie v r̊uzných
populaćıch. Nejprve budeme předpokládat homogenńı populaci, pro kterou od-
vod́ıme rozděleńı počtu nově infikovaných jedinc̊u pomoćı metod využ́ıvaj́ıćıch
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jej́ıž výsledky porovnáme s hodnotami źıskanými z odvozených vzorc̊u. Na závěr
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v populácii. Najprv budeme predpokladat’, že populácia je homogénna. Pre tento
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Úvod

Bakalárska práca Urnové modely s náhodným vracańım, ktorá sa vám dostáva
do rúk, podáva prehl’ad o vybraných pravdepodobnostných modeloch, ktoré môže-
me stotožnit’ s urnovými modelmi reprezentujúcimi nejakú formu nákazy. Zároveň
by mala čitatel’om ukázat’, že tieto vzorce sú aplikovatel’né v praxi a sú stálou
súčast’ou l’udských životov.

Teória pravdepodobnosti rovnako ako matematická štatistika má v matema-
tike svoje stabilné miesto. Prvé zmienky o nej nachádzame už v diele známeho
gréckeho matematika Platóna

”
Philebos“. Taktiež grécki a č́ınski matematici sa

zauj́ımali o riešenie rôznych kombinatorických úloh už v staroveku. V Európe však
výrazneǰśı rozvoj teórie pravdepodobnosti datujeme až do 16. a 17. storočia, kedy
bol zaznamenaný rozvoj štúdíı najstarš́ıch hazardných hier, s ktorým šla ruka
v ruke snaha porozumiet’ problémom týkajúcich sa stávkovania. Práve v tejto ob-
lasti sa prvýkrát objavujú urnové modely, ktoré vd’aka svojej názornosti, l’ahkej
konštrukcii a flexibilite poskytovali dobrý prostriedok k modelovaniu rôznych
situácíı a zjednodušeniu úvah. Mnohé výsledky z diskrétnej pravdepodobnosti od-
vodené pomocou urnových modelov môžeme rovnako dobre odvodit’ napr. hádza-
ńım mince alebo hádzańım kocky, avšak urnové modely majú v porovnańı s min-
cami, kockami, kartami isté výhody. Vo vyššie zmieneých pŕıkladoch máme vopred
obmedzenú škálu, máme 6 č́ısel na kocke, 52 kariet. V urnových modeloch v tomto
smere limitovańı nie sme.

Urnové modely sú najčasteǰsie konštruované dvomi spôsobmi. Prvý je ten, že
uvažujeme urnu naplnenú gul’̂očkami, ktoré následne žrebujeme podl’a vopred sta-
novených pravidiel. Tieto pravidlá môžu zahrňovat’ bud’ vrátenie alebo nevrátenie
vytiahnutej gul’̂očky spät’ do urny alebo napŕıklad výmenu vytiahnutej gul’̂očky
za nejakú inú. V tomto pŕıpade môžeme chciet’ zist’ovat’ rozdelenie počtu gul’̂očok
v urne alebo čas, ktorý muśıme prečkat’, kým sa splńı určitá vopred stanovená pod-
mienka. Druhý spôsob je taký, že gul’̂očky do urny umiestňujeme a zauj́ıma nás,
s akou pravdepodobnost’ou určitý počet urien nebude obsahovat’ žiadne gul’̂očky.
Umiestňovacie modely, ktoré sú mnohokrát nazývané alokačné, slúžia aj k for-
mulácii zábavných problémov, ako je problém zberatel’a kartičiek alebo problém
šatniarky. Často sa stretávame s tým, že urnové modely nachádzajú využitie
ako didaktická pomôcka pri popise známych pravdepodobnostných rozdeleńı,
ako sú napŕıklad binomické, hypergeometrické, multinomické či mnohorozmerné
negat́ıvne hypergeometrické rozdelenie. Detailneǰśı popis týchto rozdeleńı môže
čitatel’ nájst’ v Johnson a Kotz (1977).

Bohaté aplikácie urnových modelov vid́ıme aj v súčasnosti, čo súviśı najmä
s rozvojom rôznych epidémíı a populačných chorôb. Modelovańım š́ırenia týchto
epidémíı dostávame nástroj, ktorý nám umožńı lepšie pochopit’ mechanizmus prie-
behu choroby, a tým predikovat’ budúci vývoj študovaných ochoreńı, no hlavne
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pomôže vyvinút’ vhodnú stratégiu, ako vypuknutú nákazu dostat’ pod kontrolu.
Táto stratégia najčasteǰsie zahrňuje izoláciu, vakcináciu populácie alebo zostave-
nie edukačného programu. Tretia spomenutá métoda je typická práve pre HIV
ochorenie, ktoré je v súčastnosti považované za celosvetovo rozš́ırený problém.
Podl’a Svetovej zdravotńıckej organizácie (WHO) v roku 2014 žilo s týmto ocho-
reńım až 36,9 miliónov l’ud́ı. Pre porovnanie v roku 2001 to bolo 29,8 miliónov,
čo je nárast o 23,85 %. Práve modelom, ktorý je špecifický pre toto ochorenie, sa
budeme zaoberat’ v tejto bakalárskej práci.

Najprv sa však vrátime do histórie a v 1. kapitole si poṕı̌seme, ako sa tieto mo-
dely vyv́ıjali. V d’aľśıch 2 kapitolách budeme podrobneǰsie študovat’ už spomı́naný
urnový model s náhodným vracańım, ktorý sa použ́ıva k popisu š́ırenia HIV a he-
patit́ıdy. Konkrétne v 2. kapitole budeme uvažovat’ š́ırenie i infikovaných ihiel
medzi fixným počtom n homogénnych osôb. Poṕı̌seme si pravdepodobnostné roz-
delenie počtu novo infikovaných osôb, odvod́ıme vzorec pre výpočet očakávaného
počtu novo infikovaných jedincov po opakovanom použ́ıvańı týchto infikovaných
ihiel a ukážeme si odvodenie 2. centrálneho momentu. V závere 2. kapitoly sa
pozrieme na praktické využitie a model aplikujeme na konkrétne č́ıselné hodnoty.
V poslednej kapitole si ukážeme viac realistický model a budeme uvažovat’ najprv
všeobecne k skuṕın nehomogénnych drogových už́ıvatel’ov, pre ktorých odvod́ıme
rovnaké charakteristiky a simulácie ako v 2. kapitole, no kvôli zložitosti algebry
si detailneǰsie poṕı̌seme tento problém iba pre dve skupiny už́ıvatel’ov. V úplnom
závere 3. kapitoly si ukážeme špeciálny pŕıpad tohto modelu, ked’ skonkretizujeme
tieto dve uvažované skupiny na vakcinované a nevakcinované osoby. Budeme pre-
dikovat’, akú čast’ populácie muśıme zaočkovat’, aby sme neprekročili 5-percentný
násobok nakazených l’ud́ı v uvažovanej populácii.
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Kapitola 1

História

Už v roku 1923 Eggenberger a Pólya predstavili svetu urnovú schému, dnes
známu ako Pólyov urnový model, ktorá modelovala proces š́ırenia nákazlivej
choroby. Modely tohto typu sa zvyknú taktiež označovat’ ako urnové modely
s náhodným vracańım. Typickým znakom týchto modelov je žrebovanie s nejakým
nahradeńım, ale nejde o jednoduché nahradenie poslednej vytiahnutej gul’̂očky.
Tento posledný t’ah je vo väčšine modelov kl’́učovým, pretože určuje druh nahra-
denia. V už spomı́nanom Pólya-Eggenbergerovom modeli uvažujeme urnu s dvomi
farbami gul’̂očok, povedzme bielymi a čiernymi. Po každom t’ahu spolu s vytia-
hnutou gul’̂očku vrátime spät’ vopred stanovený počet gul’̂očok ostatných farieb.
Ak sme vytiahli čiernu (bielu), do urny pridáme βc (βb) čiernych a ωc (ωb) bielych
gul’̂očok. Ak sme napr. po n t’ahoch mali v urne Bn = bn bielych a Cn = cn
čiernych gul’̂očok, počet čiernych gul’̂očok odvod́ıme pomocou vzt’ahu

Cn+1 = cn + Tnβc + (1− Tn)βb,

kde Tn je náhodná veličina, pre ktorú plat́ı

P[Tn = 0] =
bn

cn + bn
,

P[Tn = 1] =
cn

cn + bn
.

V Johnson a Kotz (1977, str. 184 – 185) je možné nájst’ odvodenie momentov
náhodnej veličiny Cn+1.

Americký matematik Max A. Woodbury tento urnový model vel’mi prirodzene
využil k popisu š́ırenia HIV a hepatit́ıdy medzi drogovými už́ıvatel’mi zdiel’ajúcimi
infikované ihly, uvažujúc pritom βb = ωb = 0 a βc = −ωc > 0. Slovne to zna-
mená, že vytiahnutie bielej gul’̂očky nemeńı doteraǰsie rozloženie farieb v urne,
ale vytiahnutie čiernej znamená nahradenie ωc bielych gul’̂očok rovnakým počtom
βc čiernych. Woodbury (1949) poṕısal pravdepodobnostné rozdelenie náhodnej
veličiny, ktorá popisuje, že urna obsahuje po n pokusoch x čiernych gul’̂očok, po-
mocou Newtonovho interpolačného polynómu, kým J. Gani na popis tohto prav-
depodobnostného rozdelenia využil metódu pravdepodobnostných vytvárujúcich
funkcíı. A práve tento Ganiho pŕıstup bude dôkladne poṕısaný v nasledujúcich
kapitolách.
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Kapitola 2

Homogénny model

2.1 Základné pojmy a vlastnosti

Na začiatku tejto kapitoly si zadefinujeme pojem pravdepodobnostnej vytvá-
rajúcej funkcie, s ktorou budeme v nasledujúcom texte pracovat’.

Defińıcia 1. Nech X je diskrétna náhodná veličina nadobúdajúca celoč́ıselné ne-
záporné hodnoty a označme P(X = k) = pk, pre k ∈ {0, 1, . . . } pravdepodobnostné
rozdelenie tejto náhodnej veličiny. Potom sa funkcia f(z) = E

[
zX
]

=
∑∞

k=0 z
kpk

nazýva pravdepodobnostná vytvárajúca funkcia náhodnej veličiny X.

Pretože plat́ı
∑∞

k=0 pk = 1, rada v defińıcii konverguje pre |z| < 1. Ďalej
uvedieme základné vlastnosti pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie.

Veta 1. Nech X je diskrétna náhodná veličina nadobúdajúca celoč́ıselné nezá-
porné hodnoty k ∈ {0, 1, . . . } a f(z) je pradepodobnostná vytvárajúca funkcia
náhodnej veličiny X. Potom E[X] = limz→1− f

′(z) = f ′(1), kde f ′(z) označuje 1.
deriváciu f podl’a z.

Dôkaz. Najprv ukážeme, ako vyzerá derivácia pravdepodobnostnej vytvárajúcej
funkcie

f ′(z) =
∞∑
k=1

kpkz
k−1 =

1

z

∞∑
k=0

kpkz
k,

pre 0 < z < 1.
Podl’a Ábelovej vety, ktorej znenie môžeme nájst’ v skriptách Prášková a La-

chout (2001, str. 135), aplikovanej na postupnost’ kpk dostávame

lim
z→1−

f ′(z) = f ′(1) =
∞∑
k=1

kpk = E [X].

k

Poznámka. Z dôkazu vety 1 vyplýva, že pravdepodobnostná vytvárajúca funkcia
jednoznačne určuje pravdepodobnostné rozdelenie. Postupnost’ pravdepodobnost́ı
totiž vytvárame d’aľśım derivovańım f (k)(0) = k!pk, k ∈ {0, 1, . . . }.
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2.2 Popis modelu

V tejto časti práce sa budeme venovat’ urnovému modelu s náhodným vra-
cańım, ktorý je vhodný k popisu š́ırenia infekčných ochoreńı. Budeme vychádzat’

z Gani (2004). Je zrejmé, že vizualizácia pomocou urnového modelu je zasa l’ahko
predstavitel’ná, no my v tejto chv́ıli opust́ıme urnovú terminológiu a viac sa za-
meriame na praktickú aplikáciu tohto modelu. Teda namiesto urny obsahujúcej
na začiatku n bielych gul’̂očok, z ktorej i-krát žrebujeme, uvažujeme n zdravých
osôb, ktoré medzi sebou náhodne zdiel’ajú i ihiel infikovaných infekčnou chorobou
ako napr. HIV/AIDS alebo hepatit́ıda. Pre lepšiu grafickú predstavu uvádzame
obrázok 2.1.

V urnovom kontexte sme po každom vytiahnut́ı bielej gul’̂očky urobili výmenu
za čiernu a zauj́ımal nás celkový počet čiernych gul’̂očok v urne. V epidemiolo-
gickej terminológii nás bude zauj́ımat’ pravdepodobnostné rozdelenie počtu in-
fikovaných jedincov, ktoré poṕı̌seme pomocou pravdepodobnostnej vytvárajúcej
funkcie, a rovnako odvod́ıme strednú hodnotu a rozptyl tohto rozdelenia.

Obr. 2.1: Schéma náhodného š́ırenia infikovaných ihiel medzi osobami

Uvedomı́me si, že každá ihla je použitá na daného zdravého či infikovaného je-
dinca s pravdepodobnost’ou 1/n a nezáviśı na ostatných ihlách. Ďalej uvažujeme,
že pravdepodobnost’ infikovania zdravého jedinca po zdiel’ańı infikovanej ihly je 1.
Ihly s v́ırusom sa náhodne š́ıria medzi n zdravými jedincami, pričom infikujú S
z nich, kde S je náhodná veličina, ktorá môže nadobúdat’ hodnoty 1, . . . ,min(i,n).

Počet infikovaných ihiel môže byt’ l’ubovol’né nezáporné č́ıslo. V našom modeli
pre jednoduchost’ neberieme do úvahy, že po určitom čase sa môže infikovaný
jedinec vyliečit’. Teda osoba, ktorá použila infikovanú ihlu aspoň jedenkrát, už
ostane infikovaná počas celého priebehu náhodného umiesňovania ihiel.

Odvod́ıme rekurentnú formulu udávajúcu pravdepodobnostné rozdelenie ná-
hodnej veličiny S, ktorá určuje počet infikovaných l’ud́ı medzi n zdravými jedin-
cami. Nech Sj označuje počet už́ıvatel’ov, ktoŕı prǐsli do styku s práve j ihlami,
kde j = 0, . . . , i. Je dobré si uvedomit’, že veličina Si, ktorá udáva četnost’ osôb
prichádzajúcich do styku s i ihlami, je špeciálny pŕıpad a môže nadobúdat’ iba
hodnoty 0 alebo 1. Nás zauj́ımajú iba infikovańı jedinci, preto môžme vyššie zade-
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finovanú veličinu S udávajúcu počet nakazených preṕısat’ nasledujúcim spôsobom

S =
i∑

j=1

Sj.

Vd’aka tomuto značeniu môžeme zaṕısat’ podmienenú pravdepodobnost’ urču-
júcu, že ochorenie sa prejav́ı u s jedincov, ktoŕı boli v kontakte s 1 alebo viacerými
ihlami, za podmienky, že máme n l’ud́ı a i ihiel vzt’ahom

ps(i,n) = P

(
S = s

∣∣∣∣ i∑
j=0

Sj = n,

i∑
j=0

jSj = i

)
.

Ešte uvedieme okrajové podmienky platiace pre túto pravdepodobnost’. Plat́ı
ps(i,n) = 0, ak s < 0 alebo s > i. Slovne, v modeli nemôžeme mat’ záporný počet
nakazených alebo viac nakazených osôb ako ihiel, ktoré sú k dispoźıcii.

Uvažujme, že pridáme jednu infikovanú ihlu. Potom pre výpočet pravdepo-
dobnost́ı dostávame rekurźıvnu rovnicu

ps(i+ 1,n) = ps(i,n)
s

n
+ ps−1(i,n)

(
1− s− 1

n

)
, (2.1)

kde s = 1, 2, . . . ,min(i+ 1, n). Teda pridanie 1 infikovanej ihly znamená, že bud’

sme mali s infikovaných jedincov pri počte ihiel i a pridaná ihla zasiahla nejakého
z infikovaných jedincov, alebo sme mali s−1 infikovaných jedincov pri počte ihiel
i a pridaná ihla zasiahla nejakého zo zdravých jedincov.

Zavedieme pravdepodobnostnú vytvárajúcu funkciu fi,n(u) náhodného umiest-
ňovania i infikovaných ihiel

fi,n(u) =

min(i,n)∑
s=0

ps(i,n)us,

kde 0 ≤ u ≤ 1.

Kvôli prehl’adnosti označ́ıme m = min(i + 1, n). Využit́ım rovnice 2.1 odvod́ıme
pravdepodobnostnú vytvárajúcu funkciu fi+1,n(u) pomocou nasledujúcich úprav:

• Uvažujeme i + 1 ≤ n. Potom sa pravdepodobnostná vytvárajúca funkcia
zmeńı na

fi+1,n(u) =
m∑
s=0

ps(i+ 1,n)us

=
m∑
s=0

ps−1(i,n)us +
1

n

m∑
s=0

ps(i,n)sus − 1

n

m∑
s=0

ps−1(i,n)(s− 1)us

=
i∑

s=0

ps(i,n)us+1 +
1

n

i+1∑
s=0

ps(i,n)sus − 1

n

i∑
s=0

sps(i,n)us+1 (2.2)

= ufi,n(u) +
u

n

i+1∑
s=0

sps(i,n)us−1 − u2

n

i∑
s=0

sps(i,n)us−1

= ufi,n(u) +
u

n

∂fi,n(u)

∂u
− u2

n

∂fi,n(u)

∂u
.
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Ešte si uvedomı́me, že v prvom a tret’om sč́ıtanci vo výraze 2.2 sme substituovali
indexovaciu premennú v sume, takže sme zamenili jej medze. Dolná hranica je
po substitúcii s = −1, no ked’ si uvedomı́me okrajové podmienky, ktoré sme
zadefinovali, môžeme výslednú sumu ṕısat’ od indexu 0. Rovnaký argument plat́ı
aj v druhom sč́ıtanci, kde pre index s = i + 1 dostávame v sume pi+1(i,n) = 0,
teda nulový člen, a preto plat́ı

u

n

i+1∑
s=0

sps(i,n)us−1 =
u

n

∂fi,n(u)

∂u
.

• Uvažujeme n ≤ i+ 1. V tomto pŕıpade dostaneme

fi+1,n(u) =
m∑
s=0

ps(i+ 1,n)us

=
m∑
s=0

ps−1(i,n)us +
1

n

m∑
s=0

ps(i,n)sus − 1

n

m∑
s=0

ps−1(i,n)(s− 1)us

=
n−1∑
s=0

ps(i,n)us+1 +
1

n

n∑
s=0

ps(i,n)sus − 1

n

n−1∑
s=0

ps(i,n)sus+1 (2.3)

=
n∑
s=0

ps(i,n)us+1 +
1

n

n∑
s=0

ps(i,n)sus − 1

n

n∑
s=0

ps(i,n)sus+1

= ufi,n(u) +
u

n

∂fi,n(u)

∂u
− u2

n

∂fi,n(u)

∂u
.

Všimneme si, že prvú a tretiu sumu vo výraze 2.3 môžeme ṕısat’ ako sumu
od 0 po n, pretože ak polož́ıme s = n, dostávame pre obe sumy rovnaký výraz
ps(i,n)us+1, ktorý sa vd’aka opačným znamienkam vykráti.

Teda sme odvodili, že pravdepodobnostná vytvárajúca funkcia fi+1,n(u) má na-
sledujúci rekurentný tvar

fi+1,n(u) = ufi,n(u) +
u(1− u)

n

∂fi,n(u)

∂u
, (2.4)

kde f0,n(u) = 1.

Označme ar(i+1), pre r = 1, . . . , i+1 koeficienty pravdepodobnostnej vytvárajúcej
funkcie, kde i+ 1 je počet ihiel a r odpovedá exponentu pri argumente ur. Potom
sme podl’a článku Gani (2002) schopńı vyjadrit’ koeficienty pravdepodobnostnej
vytvárajúcej funkcie naṕısanej v tvare

fi+1,n(u) = ui+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i

n

)
+ · · ·+ ur

ni−r+1
ar(i+ 1)

(
1− 1

n

)
. . .

×
(

1− r − 1

n

)
+ · · ·+ u

ni
. (2.5)
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Správnost’ tohto explicitného výrazu oveŕıme tak, že rozṕı̌seme výraz 2.4 a po-
rovnáme koeficienty u rovnakých mocńın premennej u

fi+1,n(u) =
u

n

∂fi,n(u)

∂u
− u2

n

∂fi,n(u)

∂u
+ ufi,n(u)

=
ui

n
iai(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)
+ . . .

+urrar(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 1

n

)
/ni−r+1 + · · ·+ ua1(i)/n

i

−u
i+1

n
iai(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)
− . . .

−u
r

n
(r − 1)ar−1(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 2

n

)
/ni−r+1 − . . .

−u2a1(i)/ni

+ui+1ai(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)
+ . . .

+urar−1(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 2

n

)
/ni−r+1 + · · ·+ u2a1(i)/n

i−1.

Pri porovnávańı využijeme nasledujúce vzt’ahy, ktoré pre koeficienty platia

ai+1(i+ 1) = a1(i+ 1) = 1,

ar(i+ 1) = rar(i) + ar−1(i). (2.6)

Bez akýchkol’vek úprav vid́ıme, že koeficient u premennej u1 je 1/ni a je rovnaký
s koeficientom v rovnici 2.5.

Jednoduché je overenie aj pre koeficient u premennej ui+1. Aby sme dostali
požadovaný tvar, potrebujeme odč́ıtat’ a následne využit’ vhodné úpravy týchto
dvoch výrazov

ai(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)
− i

n
ai(i)

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)
=

=

[(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)](
ai(i)−

i

n
ai(i)

)
=

=

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− i− 1

n

)(
1− i

n

)
.

Nakoniec oveŕıme koeficient u premennej ur. Začneme tým, že vyṕı̌seme všetky
výrazy, ktoré sa pri tomto koeficiente vyskytujú

r
ar(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 1

n

)
− r − 1

n

ar−1(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

×
(

1− r − 2

n

)
+
ar−1(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 2

n

)
.
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V d’aľsom kroku si výraz ar(i) uprav́ıme pomocou vzt’ahu 2.6 a zároveň roznáso-
b́ıme jednolivé výrazy medzi sebou

ar(i+ 1)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 1

n

)
− ar−1(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 1

n

)
−

− r − 1

n

ar−1(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 2

n

)
+
ar−1(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 2

n

)
.

Vid́ıme, že prvý sč́ıtanec je koeficient, ktorý chceme dostat’. Ostáva nám teda
ukázat’, že po vhodnom vybrat́ı pred zátvorku sa ostatné členy navzájom vyrušia.
Prvý sč́ıtanec oṕı̌seme a po úpravach v ostatných členoch sme dostali v poslednom
činiteli rovnaké výrazy s opačnými znamienkami, teda celý druhý sč́ıtanec je
rovný nule

ar(i+ 1)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 1

n

)
+
ar−1(i)

ni−r+1

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 2

n

)
×

×
(
−1 +

r − 1

n
− r − 1

n
+ 1

)
.

Ukázali sme, že koeficienty u jednotlivých premenných sú rovnaké. A navyše
všetky koeficienty ar(i + 1), r = 1, . . . , i + 1 môžeme priamo źıskat’ rekurentne
z koeficientov ar(i), r = 1, . . . , i pomocou maticového zápisu


ai+1(i+ 1)
ai(i+ 1)

...
a2(i+ 1)
a1(i+ 1)

 =



1
i 1
i− 1 1

...
2 1 0

1 0




ai(i)
ai−1(i)

...
a1(i)

0

 = BiA(i).

Všetky A(j), j = 1, . . . , i+ 1, sú (i+ 1) st́lpcové vektory zač́ınajúce koeficien-
tom aj(j), ktorý sa postupne znižuje až ku koeficientu a1(j). Po tejto hodnote
nasleduje i + j − 1 núl. Matica Bj má v prvom riadku iba jednu hodnotu 1,
ktorá je umiestnená hned’ na poźıcii (1, 1). V druhom riadku má na diagonálnej
poźıcii hodnotu 1 a na subdiagonálnej poźıcii hodnotu j. Týmto spôsobom po-
kračujeme až do j-tého riadku, ktorý má na diagonálnej poźıcii hodnotu 1 a na
subdiagonálnej poźıcii hodnotu 2. Posledný nenulový riadok je j + 1, ktorý má
iba jednu nenulovú hodnotu 1 na subdiagonálnej poźıcii. Dimenzia týchto mat́ıc
je (i + 1) × (i + 1). Vd’aka týmto známym tvarom mat́ıc môžeme koeficienty
pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie v pŕıpade, že máme v obehu i+ 1 ihiel,
vyč́ıslit’ nasledujúcim násobeńım

ai+1(i+ 1)
ai(i+ 1)

...
a2(i+ 1)
a1(i+ 1)

 = BiBi−1 . . . B1


1
0
...
0
0

 .

Na konkrétnom pŕıklade si kvôli lepšej vizuálnej predstave odvod́ıme, ako budú
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a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Tabul’ka 2.1: Hodnoty koeficientov pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie v ho-
mogénnom pŕıpade pre 10 ihiel

vyzerat’ koeficienty źıskané týmto maticovým násobeńım, ak máme v obehu 10
ihiel, teda i = 10. Koeficienty uvedieme formou tabul’ky 2.1.

Źıskané koeficienty dosad́ıme do pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie 2.5,
ktora má pre všeobecné n tvar

f10,n(u) = u10
(

1− 1

n

)
. . .

(
1− 9

n

)
+. . .+

aru
r

n10−r

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− r − 1

n

)
+. . .

+
a2u

2

n8

(
1− 1

n

)
+

u

n9
.

Z takto zaṕısanej pravdepodobnostnej funkcie už vieme určit’ pravdepodobnosti
pre jednotlivé počty novo infikovaných l’ud́ı. Tieto počty sú dané mocnitel’om
premennej u. Konkrétne pre 100 zdravých l’ud́ı, ktorých na začiatku uvažujeme,
dostávame

f10,100(u) = 0,6u10 + 0,3u9 + 5,6 · 10−2u8 + 4,7 · 10−3u7

+2 · 10−4u6 + 3,8 · 10−6u5 + 3,2 · 10−8u4

+9,1 · 10−11u3 + 5,1 · 10−14u2 + 1 · 10−18u. (2.7)

Je zrejmé, že pre n < 10 sa všetky nadbytočné členy v rovnici vykrátia. Konkrétne
pre n = 5 dostávame

f10,5(u) = 5,1 · 10−7u+ 1 · 10−3u2 + 5,7 · 10−2u3 + 0,4u4 + 0,5u5,

čo odpovedá našej predstave, že pri počte ihiel 5, sú pravdepodobnosti toho, že
máme počet novo infikovaných l’ud́ı väčš́ı ako 5, nulové.

2.3 Stredná hodnota a rozptyl počtu novo infi-

kovaných homogénnych osôb

V nasledujúcej časti si ukážeme odvodenie očakávaného počtu novo infiko-
vaných l’ud́ı a jeho rozptyl pomocou úvahy využ́ıvajúcej pŕıstup klasickej kolmo-
gorovskej pravdepodobnosti. Je namieste poznamenat’, že v Gani (2002) nájdeme
odvodenie prvých dvoch momentov novo infikovaných osôb generovaných š́ıreńım
i ihiel medzi n zdravými jedincami pomocou zostavenia rekurentných rovńıc od-
vodených z prvej a druhej derivácie pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie 2.4.

Označme Yi,n náhodnú veličinu, ktorá reprezentuje počet nakazených l’ud́ı me-
dzi i infikovanými ihlami a celkovým počtom l’ud́ı n. V d’aľsej časti urč́ıme strednú
hodnotu a rozptyl tejto náhodnej veličiny.

Budeme postupovat’ tak, že zavedieme novú náhodnú veličinu Z̃j, ktorá má
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alternat́ıvne rozdelenie. Úspech nastáva, ak infikovaná ihla nepŕıde do styku s j-
tým človekom, a neúspech, ak pŕıde. Teda v reči priehradok a gul’̂očok by úspech
znamenal, že j-tá priehradka nie je obsadená, a neúspech, ak by obsadená bola.
Parameter tohto rozdelenia označ́ıme p a vyjadruje pravdepodobnost’, že j-tého
človeka neinfikuje ani jedna z i ihiel. Tento parameter odvod́ıme pomocou kla-
sickej defińıcie pravdepodobnosti. Je zrejmé, že počet všetkých možnost́ı je ni.
Uvažujme, aký je počet priaznivých možnost́ı, ktoré udávaju to, že j-tý človek
nepŕıde do styku so žiadnou z i ihiel. Uvedomı́me si, že každá infikovaná ihla
môže pŕıst’ do styku so všetkými l’udmi okrem j-tého. Teda celkom máme (n−1)i

možnost́ı. A konečne môžeme naṕısat’ hl’adanú pravdepodobnost’

p =

(
n− 1

n

)i
.

Teraz zavedieme novú náhodnú veličinu Zj vzt’ahom

Zj = 1− Z̃j, j = 1, . . . , n.

Táto náhodná veličina má taktiež alternat́ıvne rozdelenie s parametrom 1 − p.
Nasledujúcim vzt’ahom poṕı̌seme kedy nastane úspech (ozn. 1) a kedy neúspech
(ozn. 0)

Zj =

{
1 j-tý človek prǐsiel do styku s ihlou,

0 inak.

Stredná hodnota tejto náhodnej veličiny je

E [Zj] = P(Zj = 1) = 1− P(Zj = 0) = 1−
(
n− 1

n

)i
,

rozptyl je rovný

var[Zj] =

(
n− 1

n

)i [
1−

(
n− 1

n

)i]
.

Po tomto zadefinovańı je jednoduché uvedomit’ si, že Yi,n vznikne ako súčet
alternat́ıvnych velič́ın, čo môžeme zaṕısat’ ako Yi,n =

∑n
j=1 Zj. Využijeme, že Zj,

j = 1, . . . , n sú rovnako rozdelené náhodne veličiny, a naṕı̌seme vzt’ah, ktorý plat́ı
pre strednú hodnotu

E [Yi,n] =
n∑
j=1

E [Zj] = nE [Z1] = n

[
1−

(
n− 1

n

)i]
. (2.8)

Pre rozptyl plat́ı vzt’ah

var[Yi,n] =
n∑
j=1

var[Zj] +
∑
k 6=j

cov[Zk, Zj]

= n var[Z1] + n(n− 1) cov[Z1, Z2]. (2.9)
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Potrebujeme si vyjadrit’ kovariancie

cov[Z1, Z2] = cov[1− Z̃1, 1− Z̃2]

= cov[1, 1]− cov[Z̃1, 1]− cov[1, Z̃2] + cov[Z̃1, Z̃2]

= cov[Z̃1, Z̃2].

Ostáva nám ukázat’ vyjadrenie tejto kovariancie

cov[Z̃1, Z̃2] = E [Z̃1Z̃2]− E [Z̃1]E [Z̃2] = P (Z̃1 = 1, Z̃2 = 1)− E [Z̃1]E [Z̃2]

=

(
n− 2

n

)i
−
(
n− 1

n

)2i

,

kde prvý člen chápeme tak, že pri počte ihiel i vyberáme 2 jedincov, ktoŕı nepŕıdu
do styku so žiadnou infikovanou ihlou počas ich použ́ıvania. Dosadenie tohto
vzt’ahu do 2.9 nám konečne umožńı naṕısat’ vzt’ah pre rozptyl a upravit’ ho do
jednoduchšieho tvaru

var[Yi,n] = n var[Z1] + n(n− 1)cov[Z̃1,Z̃2]

= n

(
n− 1

n

)i [
1−

(
n− 1

n

)i]
+ n(n− 1)

[(
n− 2

n

)i
−
(
n− 1

n

)2i
]

= n

(
1− 1

n

)i
+ n(n− 1)

(
1− 2

n

)i
− n2

(
1− 1

n

)2i

. (2.10)

Na záver uvedieme asymptotické správanie strednej hodnoty a rozptylu. Ak
v rovnici 2.8 uvažujeme zafixovaný celkový počet osôb n a vel’mi vysoký počet
infikovaných ihiel i, očakávame, že sa postupne nakazia všetky osoby v danej
populácii. V rovnici 2.10 uvažujeme tie isté podmienky, a teda dostávame

lim
i→∞

E [Yi,n] = lim
i→∞

n

[
1−

(
n− 1

n

)i]
= n,

lim
i→∞

var[Yi,n] = n+ n(n− 1)− n2 = 0,

zatial’ čo pre i = λn, kde n je vysoké a λ je kladná fixovaná konštanta, dostávame
s využit́ım vzt’ahu limn→∞(1+ 1

n
)n = e nasledujúce asymptotické vyjadrenie stred-

nej hodnoty

lim
n→∞

E [Yi,n]/n = 1− e−λ,

k odvodeniu asymptotického rozpytlu muśıme navyše použit’ L’Hospitalovo pra-
vidlo a následne Maclaurinov rozvoj funkcie log(1−x) a rozvoj funkcie do geomet-
rickej rady. Potom dostávame vzt’ah

lim
n→∞

var[Yi,n]/n = e−2λ(eλ − 1− λ),

ktorý sa odlǐsuje od chybne uvedeného limitného rozptylu v článku Gani (2002).
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2.4 Aplikácia modelu

Kvôli lepšej predstave a názornosti využitia tohto modelu si spoč́ıtame očaká-
vané počty novo nakazených l’ud́ı najprv zo vzorca 2.8, a potom generovańım
náhodnej veličiny Yi,n, ked’ na začiatku uvažujeme skupinu 100 osôb, ktoŕı medzi
sebou náhodne zdiel’ajú rôzny počet infikovaných ihiel. Tieto hodnoty uvádzame
formou tabul’ky 2.2. Schválne sme ako prvú hodnotu uviedli 10 ihiel. Vid́ıme, že
pre túto hodnotu je očakávaný počet zaokrúhlene 10 osôb, čo sa zhoduje s prav-
depodobnost’ou vyč́ıslenou v pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcii 2.7 , ktorá
bola najvyššia práve pri koeficiente u10, ktorého mocnitel’ znač́ı počet novo infiko-
vaných jedincov. Taktiež sme ukázali správnost’ asymptotického odhadu, kedže už
pri použ́ıvańı 675 ihiel očakávame, že približne celá populácia, ktorá ihly použ́ıva,
bude nakazená.

V 3. st́lpci tabul’ky odhadneme očakávané hodnoty pomocou simulácie, na zá-
klade ktorej budeme chciet’ ukázat’, že generované hodnoty sú bĺızko teoretickým,
ktoré sú zaznamenané v 2. st́lpci tabul’ky 2.2. V algoritme budeme postupne
generovat’ 1000 realizácii náhodnej veličiny Yi,n a to nasledujúcim spôsobom:
postupne vygenerujeme i náhodných č́ısel z rovnomerného rozdelenia na hod-
notách 1, . . . , n pričom budeme prihliadat’ na zmenu pravdepodobnost́ı. Model
zač́ına s nulovým počtom nakazených. Pre každú ihlu potom náhodne vyberáme
človeka. Predstavme si situáciu, že máme 90 zdravých a 10 nakazených jedincov.
Správnu pravdepodobnost’ ošetŕıme tak, že ak vyberieme č́ıslo medzi 11 − 100,
zvýšime počet nakazených, ktorý máme zaznamenaný do doteraǰsieho kroku. Ak
vygenerujeme nižšie č́ıslo, hodnota generovanej náhodnej veličiny sa menit’ ne-
bude. Takto postupujeme pre všetkých i ihiel, ktoré máme k dispoźıcii. Aby
sme odhadli strednú hodnotu tejto náhodnej veličiny pomocou simulácíı, muśıme
túto procedúru opakovat’ niekol’kokrát a následne spoč́ıtat’ priemer z vygenero-
vaných hodnôt. Dostávame výsledky, ktoré sa s niektorými hodnotami poč́ıtanými
zo vzorca ĺı̌sia až na 2. desatinnom mieste. Teda skutočne simulujeme študovaný
urnový model s náhodnym vracańım. Celý kód simulácie je uvedený v Pŕılohe A
na konci tejto práce. K výpočtu simulácie bol použitý program Mathematica 10.0
od Wolfram Research (2014).

Rovnakú úvahu použijeme aj pri porovnávańı smerodatných odchýliek. Teore-
tické hodnoty vypoč́ıtame odmoceńım vzt’ahu 2.10. A následne v 3. st́lpci tabul’ky
2.3 uvedieme smerodatné odchýlky simulované pomocou vyššie poṕısaného algo-
ritmu s tým rozdielom, že po niekol’ko násobnom generovańı hodnôt poč́ıtame
výberovú smerodatnú odchýlku. Znova môžeme zhrnút’, že simulované hodnoty
sú dostatočne zhodné s tými teoretickými.
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Počet ihiel i Očakávaný počet novo infikovaných osôb
vzorec simulácia

10 9,56 9,54
25 22,22 22,23
50 39,50 39,63
75 52,94 52,90
99 63,03 63,00
100 63,40 63,43
300 95,10 95,20
675 99,89 99,87

Tabul’ka 2.2: Očakávané počty novo infikovaných pre vzorku 100 osôb pri zdiel’ańı
rôzneho počtu ihiel źıskané pomocou vzorca a simulácie

Počet ihiel i Smerodatné odchýlky novo infikovaných osôb
vzorec simulácia

10 0,62 0,65
25 1,42 1,41
50 2,34 2,36
75 2,86 2,70
99 3,11 3,05
100 3,12 3,11
300 1,99 2,04
675 0,33 0,35

Tabul’ka 2.3: Smerodatné odchýlky novo infikovaných pre vzorku 100 osôb pri
zdiel’ańı rôzneho počtu ihiel źıskané pomocou vzorca a simulácie
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Kapitola 3

Nehomogénny model

3.1 Popis modelu

V tejto kapitole budeme modifikovat’ model, ktorý sme odvodili vyššie. Nad’alej
budeme uvažovat’ i infikovaných ihiel, no n zdravých jedincov, ktoŕı budú ihly me-
dzi sebou použ́ıvat’, rozdeĺıme do k skuṕın. Ak by sme na tento model nahliadali
pomocou urnovej formulácie, dostali by sme urnu obsahujúcu k farieb, teda je
dobré uvedomit’ si, že dostávame mnohorozmerný model. Preň znova odvod́ıme,
ako vyzerá pravdepodobnostná vytvárajúca funkcia, očakávané hodnoty novo na-
kazených osôb a rozptyl. V závere kapitoly si ukážeme numerické hodnoty týchto
očakávaných hodnôt, no kvôli zložitosti algebry budeme pre populáciu obsahujúcu
n osôb uvažovat’ iba 2 skupiny. Následne budú tieto skupiny konkretizované a po-
zrieme sa na niektoré ich vlastnosti.

Tento model bol podrobne študovaný v Gani (2002). Zavedieme si značenie,
ktoré budeme v tejto časti použ́ıvat’. Symbolmi p1 až pk postupne označ́ıme prav-
depodobnosti, že l’ubovol’ná infikovaná ihla môže padnút’ medzi n1 osôb prvej
skupiny až nk osôb k-tej skupiny, pričom plat́ı

∑k
j=1 pj = 1. Ďalej uvažujeme

multinomický koeficient reprezentujúci počet možnost́ı, ako môžeme z i ihiel určit’

jednotlivé počty pre každú skupinu výrazom
(

i
i1,...,ik

)
, ktorý je možné preṕısat’ po-

mocou faktoriálov vzt’ahom i!
i1!...ik!

. Po vynásobeńı dostávame vzt’ah(
i

i1, . . . ,ik

)
pi11 . . . p

ik
k ,

ktorý interpretujeme tak, že náhodný počet ihiel i1 bude použ́ıvaný už́ıvatel’mi
v 1. skupine, až náhodný počet ihiel ik bude použ́ıvaný už́ıvatel’mi v k-tej skupine.
Pravdepodobnostnú vytvárajúcu funkciu popisujúcu rozdelenie počtu ij ihiel me-
dzi nj osobami v j-tej skupine označ́ıme výrazom fij ,nj

(uj).
Uvedomı́me si, že tento výraz má rovnakú interpretáciu ako rovnica 2.5, ktorú

sme odvodili v 2. kapitole, a preto ak využijeme substitúciu i+ 1, n, u na ij + 1,
nj,uj, kde j = 1, . . . , k môžeme tento tvar d’alej využ́ıvat’. Je dobré uvedomit’ si,
že znova máme k dispoźıcii vopred daný počet ihiel i, ktorý deĺıme medzi jednu
skupinu osôb, teda môžeme pracovat’ so zavedenými rovnicami z 2. kapitoly a
naṕısat’ finálny tvar združenej obecnej pravdepodobnostnej funkcie pre pŕıpad
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nehomogénnych osôb

fi,n1,...,nk
(u1, . . . , uk) =

∑
i1,...,ik

(
i

i1, . . . ,ik

)
pi11 . . . p

ik
k fi1,n1(u1) . . . fik,nk

(uk), (3.1)

kde 0 < uj ≤ 1, j = 1, . . . , k. Ešte upozorńıme, že v nasledujúcej časti textu
nebudeme kvôli rozsiahlosti rovńıc ṕısat’ argument výrazu fi,n1,...,nk

(u1, . . . , uk).
V predošlej kapitole sme ukázali, že táto funkcia rieši diferenčnú-diferenciálnu

rovnicu 2.4, ktorú uvedieme v značeńı pre nehomogénnych už́ıvatel’ov

fij+1,nj
(uj) = ujfij ,nj

(uj) +
uj(1− uj)

nj

∂fij ,nj
(uj)

∂uj
, (3.2)

kde j = 1, . . . , k.
Uviedli sme rozdelenie generujúce ij + 1 novo nakazených osôb medzi j-tou

skupinou. Ak navyše uvažujeme, že 3.2 nastane, ak budeme v práve j-tej skupine,
čo sa stane s pravdepodonost’ou pj, potom sme schopńı vysč́ıtańım cez všetkých
k-skuṕın poṕısat’ rozdelenie novo generovaných infikovaných osôb medzi všetkými
skupinami

fi+1,n1,...,nk
(u1, . . . , uk) =

k∑
j=1

[
pjujfi,n1,...,nk

+ pj
uj(1− uj)

nj

∂fi,n1,...,nk

∂uj

]
. (3.3)

Aby sme boli tento vzt’ah schopńı dokázat’, zavedieme si podmienenú pravdepo-
dobnost’

ps1,...,sk(i,n1, . . . , nk) =P(s1, . . . , sk generovaných infekcíı|
i ihiel, n1, . . . , nk zdravých),

s pravdepodobnostnou vytvárajúcou funkciou

fi,n1,...,nk
(u1, . . . , uk) =

∑
s1,...,sk

ps1,...,sk(i, n1, . . . , nk)u
s1
1 . . . uskk . (3.4)

Teraz uvažujme zvýšenie počtu infikovaných ihiel o jednotku a dostávame združenú
pravdepodobnost’, ktorú interpretujeme rovnakým spôsobom ako marginálnu prav-
depodobnost’

ps1,...,sk(i+ 1, n1, . . . , nk) = ps1,...,sk(i, n1, . . . , nk)

(
p1
s1
n1

+ · · ·+ pk
sk
nk

)
+ p1ps1−1,...,sk(i, n1, . . . , nk)

(
1− s1 − 1

n1

)
+ · · ·+ pkps1,...,sk−1(i, n1, . . . , nk)

(
1− sk − 1

nk

)
, (3.5)

s okrajovou podmienkou p0,...,0(0, n1, . . . , nk) = 1. Ukážeme si odvodenie prav-
depodobnostnej vytvárajúcej funkcie 3.3. Vynásobeńım výrazu 3.5 premennými
us11 , . . . , u

sk
k a vysč́ıtańım cez všetky možné hodnoty počtu novo nakazených jedin-

cov
∑k

j=1 sj ≤ min(i,
∑k

j=1 nj) odvod́ıme pravdepodobnostnú vytvárajúcu fun-
kciu v tvare ako 3.4 pre i+ 1 ihiel
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fi+1,n1,...,nk
(u1, . . . , uk) =

=
∑
s1,...,sk

ps1,...,sk(i+ 1, n1, . . . , nk)u
s1
1 . . . uskk

=
∑
s1,...,sk

[
ps1,...,sk(i, n1, . . . , nk)

k∑
j=1

pj
sj
nj
us11 . . . uskk

+
k∑
j=1

pjps1,...,sj−1,...,sk (i, n1, . . . , nk)

(
1− sj − 1

nj

)
us11 . . . uskk

]
(3.6)

=
k∑
j=1

pj
uj
nj

∑
s1,...,sk

ps1,...,sk(i, n1, . . . , nk)sju
s1
1 . . . u

sj−1
j . . . uskk

−
k∑
j=1

ujpj
∑
s1,...,sk

ps1,...,sk(i, n1, . . . , nk)
sj
nj
us11 . . . uskk

+
k∑
j=1

ujpj
∑
s1,...,sk

ps1,...,sk(i, n1, . . . , nk)u
s1
1 . . . uskk

=
k∑
j=1

[
pj
uj
nj

∂fi,n1,...,nk

∂uj
− pj

u2j
nj

∂fi,n1,...,nk

∂uj
+ pjujfi,n1,...,nk

]

=
k∑
j=1

[
pj
uj(1− uj)

nj

∂fi,n1,...,nk

∂uj
+ pjujfi,n1,...,nk

]
. (3.7)

Vid́ıme, že sme dostali presne rovnaký výraz ako 3.3. Kvôli prehl’adnosti slovne
okomentujeme operácie, ktoré sme použ́ıvali. Druhú rovnost’ sme dostali z prvej
dosadeńım rovnice 3.5. Prvý výraz v tretej rovnosti sme dostali iba preskupeńım
členov. Ďaľśı sč́ıtanec a rozdiel roznásobeńım výrazu 3.6, súčasne so zmenou in-
dexovacej premennej v sume s brańım ohl’adu na okrajové podmienky. Odtial’ už
bol zrejmý prepis pomocou parciálnych derivácii výrazu 3.4. Stoj́ı za zmienku,
že pre každé sj je horný index súm, ktoré sč́ıtavame, min(i, nj), avšak kvôli plat-
nosti okrajových podmienok ide iba o triviálne rozṕısanie týchto súm podobné,
ako sme ukázali v 2. kapitole, a preto tu tento formálny krok neuvádzame.

Ďaľsia čast’ bude zasa zameraná viac prakticky. Bude ukázané ako pracovat’

s pravdepodobnostnou vytvárajúcou funkciou pre populáciu obsahujúcu 100 ne-
homogénnych osôb rozdelenú na 2 skupiny. Prvá obsahuje 60 a druhá 40 l’ud́ı.
Budú medzi sebou zdiel’at’ 10 ihiel. Z rovnice 3.1 vyplýva, že dostávame funkciu

f10,60,40(u1, u2) =
10∑
i1=0

10!

i1!(10− i1)!
pi1(1− p)10−i1fi1,60(u1)f10−i1,40(u2). (3.8)

Vd’aka tomu, že budeme chciet’ určit’ pravdepodobnosti počtu novo naka-
zených osôb v oboch skupinách môžeme ṕısat’ rovnicu 3.8 ako funkciu jednej
premennej u a tým pádom fi1,60(u) a f10−i1,40(u) spoč́ıtat’ z 2.5. Z takto defi-
novanej pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie už vieme pomocou vhodného
softvéru spoč́ıtat’ pravdepodobnosti počtu novo infikovaných osôb, ak uvažujeme
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rôzne hodnoty p, ktorá označuje pravdepodobnost’ toho, že sa dostaneme do prvej
skupiny. Jednotlivé pravdepodobnosti uvedieme v tabul’ke 3.1.

Počet
infikovaných Pravdepodobnosti

0,25 0,50 0,60 0,75 1,00
1 2,2 · 10−16 3,8 · 10−18 1,0 · 10−18 5,6 · 10−18 9,9 · 10−17

2 4,4 · 10−12 1,1 · 10−13 5,1 · 10−14 1,8 · 10−13 3,0 · 10−12

3 3,5 · 10−9 1,6 · 10−10 9,1 · 10−11 2,4 · 10−10 3,2 · 10−9

4 6,0 · 10−7 4,8 · 10−8 3,2 · 10−8 6,7 · 10−8 6,6 · 10−7

5 3,8 · 10−5 5,1 · 10−6 3,8 · 10−6 6,7 · 10−6 4,6 · 10−5

6 1,1 · 10−3 2,4 · 10−4 2,0 · 10−4 2,9 · 10−4 1,4 · 10−3

7 0,02 5,4 · 10−3 4,7 · 10−3 6,2 · 10−3 0,02
8 0,11 0,06 5,6 · 10−2 6,6 · 10−2 0,13
9 0,38 0,32 0,31 0,33 0,40
10 0,49 0,62 0,63 0,60 0,45

Tabul’ka 3.1: Pravdepodobnosti novo infikovaných nehomogénnych osôb pre rôzne
hodnoty pravdepodobnost́ı vstupu do 1. skupiny

Vzhl’adom k tomu, že v praxi chceme držat’ počet novo infikovaných osôb na
minime, z tabul’ky je zrejmé, že najvýhodneǰsia situácia nastáva pre p = 0,75.
Vtedy je totiž iba 45% pravdepodobnost’, že každá ihla, ktorá je k dispoźıcii, nie-
koho infikuje. Môžeme si skontrolovat’, že pravdepodobnostná vytvárajúca funkcia
bola odvodená správne. Ak totiž uvažujeme p = 0,6, teda inými slovami rov-
nakú pravdepodobnost’ pre každú ihlu, že infikuje akúkol’vek osobu z populácie,
dostávame rovnaké pravdepodobnosti ako v homogénnom pŕıpade 2.7.

3.2 Stredná hodnota a rozptyl počtu novo infi-

kovaných nehomogénnych osôb

Očakávané počty a rozptyl novo infikovaných osôb medzi heterogénnymi oso-
bami použ́ıvajúce i infikovaných ihiel môžeme znova odvodit’ deriváciami pravde-
podobnostnej vytvárajúcej funkcie. Tento postup je poṕısaný v Gani (2002). My
sa znova priklońıme k rýchleǰsiemu odvodeniu pomocou pŕıstupu využ́ıvajúceho
klasickú pravdepodobnost’. Aby sme udržali prehl’adnost’ a jednoduchost’ použ́ıva-
ných rovńıc, budeme podobne ako v článku uvažovat’ rozdelenie populácie na dve
skupiny. Zavedieme náhodný vektor Y = (Yn1,i, Yn2,i)

> skladajúci sa z náhodnych
velič́ın udávajúcich postupne počet infikovaných jedincov v prvej a druhej sku-
pine. Tento vektor má multinomické rozdelenie, a teda obe jeho zložky majú bi-
nomické rozdelenie. Pre binomicky rozdelenú náhodnú veličinu plat́ı, že vznikne
ako súčet alternat́ıvne rozdelených náhodných velič́ın. Teda aby sme odvodili
očakávaný počet nakazených l’ud́ı v prvej skupine použivajúcich i infikovaných
ihiel E [Yn1,i], definujeme alternat́ıvnu náhodnu veličinu
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Z̃
j ,n1 =

{
1 j-tý človek v 1. skupine neprǐsiel do styku s ihlou,

0 inak.

Táto veličina označuje, že j-tá osoba v 1. skupine je neinfikovaná s pravdepodob-
nost’ou

p1
n1 − 1

n1

+ p2 = 1− p1
n1

,

pričom plat́ı p1 + p2 = 1. Upozorňujeme, že v nasledujúcich odvodeniach budeme
kvôli zjednodušeniu a lepšej čitatel’nosti textu vynechávat’ 2. index alternat́ıvnej
veličiny Z̃, ktorý označuje, že sa nachádzame v 1. skupine. Vd’aka nezávislosti
máme pravdepodobnost’ toho, že j-tá priehradka je prázdna pre i ihiel, vyjadrenú
vzt’ahom (1 − p1

n1
)i. Hl’adanú strednú hodnotu l’ahšie urč́ıme pomocou doplnko-

vej alternat́ıvnej náhodnej velčiny Zj = 1 − Z̃j označujúcej rozdelenie toho, že
j-tý človek v 1. skupine pri počte ihiel i je nakazený. Stredná hodnota tohto
alternat́ıvneho rozdelenia je

E [Zj] =
1∑

k=0

k P(Zj = k) = 1−
(

1− p1
n1

)i
.

A konečne môžeme odvodit’ hl’adanú strednú hodnotu s okrajovou podmienkou
E [Yn1,1] = p1

E [Yn1,i] = n1 E [Zj] = n1

[
1−

(
1− p1

n1

)i]
. (3.9)

Strednú hodnotu pre druhú skupinu dostaneme nahradeńım n1, p1 v rovnici 3.9
za n2, p2.

K odvodeniu rozptylu postupne urč́ıme rozptyl alternat́ıvnej veličiny

var[Zj] =

[
1−

(
1− p1

n1

)i](
1− p1

n1

)i
a kovarianciu, kde výraz P[Z̃j = 1, Z̃k = 1] určuje pravdepodobnost’, že j-tá
a zároveň k-tá priehradka je vol’ná

cov[Z̃j, Z̃k] = E [Z̃jZ̃k]− E [Z̃j]E [Z̃k] = P[Z̃j = 1, Z̃k = 1]− E [Z̃j]
2

=

(
1− 2p1

n1

)i
−
(

1− p1
n1

)2i

.

Ked’ použijeme rovnakú úvahu ako v kapitole 1, môžeme naṕısat’ cov[Z̃j, Z̃k] =
cov[Zj, Zk], a teda hl’adaný rozptyl je

var[Yn1,i] = n1 var[Zj] + n1(n1 − 1)cov[Zj, Zk]

= n1

[
1−

(
1− p1

n1

)i](
1− p1

n1

)i
+ n1(n1 − 1)

[(
1− 2p1

n1

)i
−
(

1− p1
n1

)2i
]
. (3.10)
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Rozptyl var[Yn2,i] urč́ıme nahradeńım n1, p1 za n2, p2.
Aby sme určili asymptotické hodnoty pre nehomogénny pŕıpad strednej hodno-

ty a rozptylu očakávaného počtu novo infikovaných l’ud́ı, uvažujeme i = λ1n1 + 1,
kde λ1 je kladná konštanta, ktorá bližšie špecifikuje počet ihiel ako nejaký násobok
zdravých osôb v 1. skupine, ktorý predpokladáme, že je vysoký. Teda aj počet
infikovaných ihiel bude na základe tohto vzt’ahu vysoký. K odvodeniu asympto-

tických hodnôt využijeme vzt’ah limn1→∞

(
1− p1

n1

)λ1n1

= e−p1λ1 , L’Hospitalovo

pravidlo a rozvoj funkcie do geometrickej rady, dostávame

lim
n1→∞

E [Yn1,i]/n1 = 1− e−λ1p1

lim
n1→∞

var[Yn1,i]/n1 = e−2λ1p1
(
eλ1p1 − 1− λ1p21

)
,

tak ako v homogénnom pŕıpade zasa upozorňujeme na to, že v článku Gani (2002)
je chybne uvedený asymptotický rozptyl. K odvodeniu asymptotických hodnôt pre
druhú skupinu stač́ı zamenit’ n1, p1, λ1 za n2, p2, λ2. Je zrejmé, že pre λ1 alebo λ2
vysoké môžeme očakávat’ maximálny počet n1 resp. n2 nakazených osôb.

Nakoniec urč́ıme očakávanú hodnotu počtu nakazených osôb, ak rozdel’ujeme
i ihiel medzi prvou a zároveň druhou skupinou

E [Yn1,iYn2,i] =

n1∑
j=1

n2∑
k=1

E [ZjUk] =

n1∑
j=1

n2∑
k=1

1− P[Z̃j = 1, Ũk = 1]

= n1n2

[
1−

[
p1

(
n1 − 1

n1

)
+ p2

(
n2 − 1

n2

)]i]
,

kde Uk je alternat́ıvna náhodná veličina určujúca, že k-tý jedinec v 2. skupine je
nakazený.

Ešte podotkneme, že autor tento model zovšeobecnil na pŕıpad, ked’ ho-
mogénni už́ıvatelia medzi sebou zdiel’ajú ihly s dvomi typmi v́ırusov. Autor použil
rovnakú metódu pomocou pravdepodobnostnej vytvárajúcej funkcie, ktorú sme
už v práci poṕısali, a preto toto rozš́ırenie do práce zavedené nebolo. V pŕıpade
záujmu je možné toto rozš́ırenie nájst’ v Gani (2001).

3.3 Aplikácia modelu

Pozrime sa na konkrétne hodnoty. Povedzme, že máme populáciu so 100
l’ud’mi, z ktorých 60-ti sú v prvej a 40-ti v druhej skupine. Budeme chciet’ zistit’,
kol’ko máme očakávat’ novo infikovaných osôb iba v prvej skupine, ak uvažujeme,
že do prvej skupiny sa dostaneme s pravdepodobnost’ou p = 0,75. Logickou
úvahou vyplýva, že očakávame menšiu hodnotu ako pre homogénny pŕıpad, pretože
stále rozdel’ujeme napr. 10 ihiel medzi 100 osôb, no my sa pozrieme iba na nejakú
ich podmnožinu a tam zist’ujeme novo infikovaných.

Použit́ım rovnice 3.9 źıskavame hodnoty, ktoré zaṕı̌seme do 2. st́lpca v tabul’ke
3.2. Tieto hodnoty znovu oveŕıme pomocou simulácie. Prvý krok v simulácii je
rozhodnút’, či sme sa dostali do prvej alebo druhej skupiny. To dosiahneme tým, že
generujeme č́ıslo z rovnomerného rozdelenia z intervalu (0, 1). Generovanú hod-
notu porovnáme so zadanou pravdepodobnost’ou p, ktorá určuje pravdepodob-
nost’, s akou sa dostaneme do prvej skupiny. V pŕıpade, že generovaná hodnota
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je menšia alebo rovná p, vygenerujeme náhodné č́ıslo z rovnomerného rozdelenia
na hodnotách 1, . . . , n1. Nového nakazeného źıskame, ak sme vygenerovali vyššiu
hodnotu ako aktuálny počet nakazených. Tento postup opakujeme i-krát, č́ım
źıskame nejakú hodnotu náhodnej veličiny Yn1,i. Simuláciu opakujeme 1000-krát
pre každý zvolený počet ihiel. Strednú hodnotu odhadneme spoč́ıtańım priemeru,
ktorý následne zaṕı̌seme do 3. st́lpca v tabul’ke 3.2.

Dostali sme približne rovnaké hodnoty ako pomocou výpočtu zo vzorca, a teda
môžeme konštatovat’, že skutočne simulujeme študované rozdelenie. Softvérový
kód bol implementovaný v Mathematice 10.0 od Wolfram Research (2014). Celý
kód je k dispoźıcii v Pŕılohe B.

Počet ihiel i Očakávané počty novo infikovaných osôb
vzorec simulácia

10 7,09 7,16
25 16,19 16,25
50 28,01 27,90
75 36,64 36,66
99 42,73 42,75
100 42,94 43,07
300 58,62 58,65
675 59,99 59,98

Tabul’ka 3.2: Očakávané počty novo infikovaných osôb v prvej skupine obsahujúcej
60 osôb z celkového počtu osôb 100 pri zdiel’ańı rôzneho počtu ihiel źıskané pomo-
cou vzorca a simulácie, pri uvažovanej pravdepodobnosti výskytu v prvej skupine
rovnej 0,75

Všimnime si, že pre 10 ihiel už nie je očakávaný počet novo infikovaných l’ud́ı
približne 10, ale zhruba 7. Práve toto je smer úvah, ktorým sa J. Gani vydal,
ked’ skúmal praktickú aplikáciu modelu. V článku Gani (2001) sa autor zaobe-
ral špecifickým pŕıpadom, ktorý si poṕı̌seme. Rozdeĺıme n l’ud́ı na 2 skupiny,
pričom jedna bude očkovaná proti chorobe, druhá nebude a pozrieme sa, aký má
vakcinácia vplyv na š́ırenie tejto infekčnej choroby. Môžeme uvažovat’ napŕıklad
hepatit́ıdu.

Tak ako doteraz uvažujeme, že l’udia medzi sebou zdiel’ajú i ihiel, pričom prav-
depodobnost’, že sa ihla dostane k nevakcinovanému človeku, je n1/n. To, že sa
dostane k vakcinovanému, je určené ako doplnková pravdepodobnost’ 1 − p =
(n−n1)/n. Uvažujeme, že vakcinácia funguje na 100 %, a teda ak človek z druhej
skupiny použil infikovanú ihlu, je chránený a nenakaźı sa. Autor v článku ukázal,
že pre očakávaný počet novo nakazených osôb plat́ı rovnica 3.9.

Ukážeme postup ako určit’ kol’ko percent populácie očkovat’, aby sme držali
očakávaný počet infikovaných l’ud́ı pod nejakou vopred stanovenou maximálou
hodnotou. Matematicky zaṕısané, budeme chciet’ dosiahnut’ nasledujúci vzt’ah

n1

[
1−

(
1− 1

n

)i]
≤ an, (3.11)
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kde a označuje nejaký podiel populácie, typicky a = 0,05. Teda pre n = 100,
i = 10 budeme chciet’ nájst’ najväčš́ı počet nevakcinovaných l’ud́ı n1, tak aby platil
výraz 3.11. Pre tieto konkrétne hodnoty sme stanovili n1 = 52,30. Kedže chceme
určit’ počet l’ud́ı, z tejto hodnoty vezmeme jej dolnú celú čast’. Tento postup
opakujeme pre rôzne počty ihiel i, zistené hodnoty zaṕı̌seme do tabul’ky 3.3.
Počet l’ud́ı, ktorých potrebujeme zaočkovat’ urč́ıme ako doplnok k neočkovaným.

Počet ihiel i 10 25 50 75 99 100 300 675
Počet nevakcinovaných n1 52 22 12 9 7 7 5 5

Tabul’ka 3.3: Čast’ neočkovanej populácie, ktorá sa ešte môže nakazit’, aby nebola
presiahnutá zvolená hodnota maximáneho počtu nakazených, ktorú pripúštame
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Záver

Práca bola zameraná na urnové modely, v ktorých sa počet gul’̂očok me-
nil na základe výsledkov v predchádzajúcich t’ahoch. Detailne bol preštudovaný
a poṕısaný model, ktorý bol demonštrovaný na pŕıklade zdiel’ania ihiel medzi
homogénnymi i nehomogénnymi drogovými už́ıvatel’mi. Pomocou pravdepodob-
nostných vytvárajúcich funkcíı sme poṕısali pravdepodobnostné rozdelenia počtu
novo infikovaných jedincov v oboch pŕıpadoch. Stredné hodnoty a rozptyly boli
odvodené pomocou klasickej kolmogorovskej pravdepodobnosti. Na základe odvo-
dených vzorcov a simulácíı boli ukázané očakávané počty novo infikovaných l’ud́ı
pri zdiel’ańı rôzneho nami zvoleného počtu ihiel v homogénnom i nehomogénnom
pŕıpade. V závere poslednej kapitoly bol ukázaný špeciálny pŕıpad, v ktorom sme
určili, akú vel’kú čast’ populácie je potrebné zaočkovat’, aby nákaza neinfikovala
viac ako 5% z celkovej populácie. V dnešnom svete plnom rôznych epidemických
chorôb, je tento model kvôli svojmu praktickému využitiu stále atrakt́ıvny pre
väčš́ı počet matematikov a je podrobovaný d’aľśım a d’aľśım štúdiám.
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Praha. ISBN 80-7184-688-0.

Wolfram Research, I. (2014). Mathematica, Version 10.0. Wolfram Research,
Inc., Champaign, Illionis.

Woodbury, M. (1949). On a probability distribution. Ann. Math. Statist., 20,
pp. 311–313. ISSN 00034851.

25



Zoznam obrázkov
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Pŕılohy

Pŕıloha A: homogénny pŕıpad

SimulaciaPreJednuSkupinu[i_Integer, n_Integer] :=

Module[{PocetNakazenych = 0, j = 1, VyberCloveka},

While[j <= i,

VyberCloveka = RandomVariate[DiscreteUniformDistribution[{1, n}]];

If[VyberCloveka > PocetNakazenych, PocetNakazenych++];

j++;

];

PocetNakazenych

]

SeedRandom[17031992];

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[10, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[25, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[50, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[75, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[99, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[100, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[300, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[675, 100], {1000}] // Mean // N

Pŕıloha B: nehomogénny pŕıpad

SimulaciaPreDveSkupiny[i_Integer, n1_Integer, p_] :=

Module[{PocetNakazenych1 = 0, j = 1, VyberCloveka, VyberSkupinu},

While[j <= i,

VyberSkupinu = RandomVariate[UniformDistribution[{0, 1}]];

If[VyberSkupinu <= p,

{VyberCloveka =

RandomVariate[DiscreteUniformDistribution[{1, n1}]];

If[VyberCloveka > PocetNakazenych1, PocetNakazenych1++]}

];

j++;

];

PocetNakazenych1

]

SeedRandom[17031992];

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[10, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[25, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N
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Table[SimulaciaPreDveSkupiny[50, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[75, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[99, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[100, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[300, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreDveSkupiny[675, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N
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