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Uvod

Bakalarska praca Urnové modely s ndhodnym vracanim, ktora sa vam dostéva
do rtik, poddva prehlad o vybranych pravdepodobnostnych modeloch, ktoré moze-
me stotoznit s urnovymi modelmi reprezentujticimi nejaki formu ndkazy. Zaroven
by mala ¢itatelom ukdzat, Ze tieto vzorce si aplikovatelné v praxi a si stdlou
stcastou Iudskych Zivotov.

Tedria pravdepodobnosti rovnako ako matematicka statistika ma v matema-
tike svoje stabilné miesto. Prvé zmienky o nej nachddzame uz v diele znameho
gréckeho matematika Platona ,,Philebos®. Taktiez grécki a ¢inski matematici sa
zaujimali o rieSenie roznych kombinatorickych iloh uz v staroveku. V Eurépe vsak
vyraznejsi rozvoj tedrie pravdepodobnosti datujeme az do 16. a 17. storocia, kedy
bol zaznamenany rozvoj Studii najstarsich hazardnych hier, s ktorym sla ruka
v ruke snaha porozumiet problémom tykajicich sa stdvkovania. Prave v tejto ob-
lasti sa prvykrat objavuji urnové modely, ktoré vdaka svojej ndzornosti, Tahkej
konstrukcii a flexibilite poskytovali dobry prostriedok k modelovaniu roznych
situacii a zjednoduseniu tivah. Mnohé vysledky z diskrétnej pravdepodobnosti od-
vodené pomocou urnovych modelov moézeme rovnako dobre odvodit napr. hadza-
nim mince alebo hadzanim kocky, avsak urnové modely maji v porovnani s min-
cami, kockami, kartami isté vyhody. Vo vyssie zmieneych prikladoch mame vopred
obmedzenu skalu, mame 6 ¢isel na kocke, 52 kariet. V urnovych modeloch v tomto
smere limitovani nie sme.

Urnové modely st najcastejsie konstruované dvomi sposobmi. Prvy je ten, ze
uvazujeme urnu naplnend guldckami, ktoré nasledne Zrebujeme podla vopred sta-
novenych pravidiel. Tieto pravidld mozu zahriovat bud vratenie alebo nevratenie
vytiahnutej gulocky spit do urny alebo napriklad vymenu vytiahnutej gulocky
za nejaki ind. V tomto pripade mozeme chciet zistovat rozdelenie poétu gulocok
v urne alebo ¢as, ktory musime preckat, kym sa splnf urcitd vopred stanovend pod-
mienka. Druhy sposob je taky, Ze gulocky do urny umiestitujeme a zaujima nés,
s akou pravdepodobnostou urcity pocet urien nebude obsahovat ziadne gulocky.
Umiestnovacie modely, ktoré si mnohokrat nazyvané alokacné, slizia aj k for-
mulécii zdbavnych problémov, ako je problém zberatela karticiek alebo problém
satniarky. Casto sa stretdvame s tym, ze urnové modely nachédzaji vyuzitie
ako didakticka pomocka pri popise znamych pravdepodobnostnych rozdeleni,
ako su napriklad binomické, hypergeometrické, multinomické ¢i mnohorozmerné
negativne hypergeometrické rozdelenie. Detailnejsi popis tychto rozdeleni moze
citatel ndjst v |\Johnson a Kotz (1977).

Bohaté aplikdcie urnovych modelov vidime aj v sicasnosti, ¢o sivisi najméa
s rozvojom roznych epidémii a populacnych chorob. Modelovanim sirenia tychto
epidémii dostdvame ndstroj, ktory ndm umozni lepsie pochopit mechanizmus prie-
behu choroby, a tym predikovat budtci vyvoj studovanych ochoreni, no hlavne



pomoze vyvinit vhodnt stratégiu, ako vypuknutd ndkazu dostat pod kontrolu.
Tato stratégia najcastejsie zahrnuje izolaciu, vakcinaciu populécie alebo zostave-
nie edukacného programu. Tretia spomenutd métoda je typicka prave pre HIV
ochorenie, ktoré je v sucastnosti povazované za celosvetovo rozsireny problém.
Podla Svetovej zdravotnickej organizdcie (WHO) v roku 2014 zilo s tymto ocho-
renim az 36,9 miliénov Iudi. Pre porovnanie v roku 2001 to bolo 29,8 miliénov,
¢o je narast o 23,85 %. Prave modelom, ktory je Specificky pre toto ochorenie, sa
budeme zaoberat v tejto bakaldrskej praci.

Najprv sa vsak vratime do histoérie a v 1. kapitole si popiseme, ako sa tieto mo-
dely vyvijali. V d'alsich 2 kapitoldch budeme podrobnejsie studovat uz spominany
urnovy model s ndhodnym vracanim, ktory sa pouziva k popisu sirenia HIV a he-
patitidy. Konkrétne v 2. kapitole budeme uvazovat Sirenie i infikovanych ihiel
medzi fixnym po¢tom n homogénnych osob. Popiseme si pravdepodobnostné roz-
delenie po¢tu novo infikovanych osob, odvodime vzorec pre vypocet ocakavaného
poctu novo infikovanych jedincov po opakovanom pouzivani tychto infikovanych
ihiel a ukédZzeme si odvodenie 2. centradlneho momentu. V zavere 2. kapitoly sa
pozrieme na praktické vyuzitie a model aplikujeme na konkrétne ¢iselné hodnoty.
V poslednej kapitole si ukdzeme viac realisticky model a budeme uvazovat najprv
vieobecne k skupin nehomogénnych drogovych uzivatelov, pre ktorych odvodime
rovnaké charakteristiky a simuldcie ako v 2. kapitole, no kvoli zlozitosti algebry
si detailnejsie popiseme tento problém iba pre dve skupiny uzivatelov. V tiplnom
zévere 3. kapitoly si ukdZeme $pecidlny pripad tohto modelu, ked skonkretizujeme
tieto dve uvazované skupiny na vakcinované a nevakcinované osoby. Budeme pre-
dikovat, aku ¢ast populdcie musime zaockovat, aby sme neprekroéili 5-percentny
nasobok nakazenych Tudi v uvazovanej populdcii.



Kapitola 1
Historia

Uz v roku 1923 Eggenberger a Polya predstavili svetu urnovi schému, dnes
znamu ako Poélyov urnovy model, ktora modelovala proces Sirenia nakazlivej
choroby. Modely tohto typu sa zvyknu taktiez oznacovat ako urnové modely
s ndhodnym vracanim. Typickym znakom tychto modelov je zrebovanie s nejakym
nahradenim, ale nejde o jednoduché nahradenie poslednej vytiahnutej gulocky.
Tento posledny tah je vo vii¢sine modelov klicovym, pretoze uréuje druh nahra-
denia. V uz spominanom Pélya-Eggenbergerovom modeli uvazujeme urnu s dvomi
farbami guldcok, povedzme bielymi a ¢iernymi. Po kazdom tahu spolu s vytia-
hnutou gulocku vratime spéatf vopred stanoveny pocéet gulocok ostatnych farieb.
Ak sme vytiahli ¢iernu (bielu), do urny priddame S. (3,) ¢iernych a w, (wyp) bielych
gulocok. Ak sme napr. po n tahoch mali v urne B, = b, bielych a C, = ¢,
¢iernych gulocok, pocet ciernych gulocok odvodime pomocou vztahu

Cn—H =c, + Tn/Bc + (1 - Tn)ﬂba

kde T,, je ndhodna veli¢ina, pre ktoru plati

b
PIT =0 = —
[T =0} Cn + by’
C
P, =1=—"—.
[ ] p—

V |Johnson a Kotz (1977, str. 184 — 185) je mozné najst odvodenie momentov
nahodnej veliciny C,, 1.

Americky matematik Max A. Woodbury tento urnovy model velmi prirodzene
vyuzil k popisu sirenia HIV a hepatitidy medzi drogovymi uzivatelmi zdielajtcimi
infikované ihly, uvazujuc pritom £, = wp, = 0 a . = —w,. > 0. Slovne to zna-
mend, Ze vytiahnutie bielej gulocky nemeni doterajsie rozloZenie farieb v urne,
ale vytiahnutie ¢iernej znamens nahradenie w, bielych gul6¢ok rovnakym poétom
B. ¢iernych. Woodbury| (1949) popisal pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej
veli¢iny, ktord popisuje, Ze urna obsahuje po n pokusoch x ¢iernych gulocok, po-
mocou Newtonovho interpolacného polynéomu, kym J. Gani na popis tohto prav-
depodobnostného rozdelenia vyuzil metédu pravdepodobnostnych vytvarujicich
funkcii. A prave tento Ganiho pristup bude dokladne popisany v nasledujicich
kapitolach.



Kapitola 2

Homogénny model

2.1 Zakladné pojmy a vlastnosti

Na zaciatku tejto kapitoly si zadefinujeme pojem pravdepodobnostnej vytva-
rajiicej funkcie, s ktorou budeme v nasledujiicom texte pracovat.

Definicia 1. Nech X je diskrétna ndhodnd velicina nadobidajica celociselné ne-
zaporné hodnoty a oznacme P(X = k) = pg, pre k € {0, 1, ...} pravdepodobnostné
rozdelenie tejto nahodnej velic¢iny. Potom sa funkcia f(z) = E [ZX} = 1o 2Fpi,
nazyva pravdepodobnostnd vytvarajica funkcia nahodnej veliciny X .

Pretoze plati ) .- px = 1, rada v definicii konverguje pre |z| < 1. Dalej
uvedieme zakladné vlastnosti pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcie.

Veta 1. Nech X je diskrétna ndhodnd velicina nadobidajica celociselné neza-
porné hodnoty k € {0,1,...} a f(z) je pradepodobnostnd vytvdrajica funkcia
ndhodnej veliciny X . Potom E[X]| =lim,,;_ f'(z) = f'(1), kde f'(z) oznacuje 1.
derivdciu f podla z.

Dokaz. Najprv ukazeme, ako vyzerd derivacia pravdepodobnostnej vytvarajicej

funkcie
[o@) 1 oo
flz) = kpe"t == kpat,
z
k=1 k=0

pre 0 < z < 1.
Podla Abelovej vety, ktorej znenie moZzeme néjst v skriptach [Praskové a La-
chout| (2001} str. 135), aplikovanej na postupnost kp; dostdvame

lim f/(z) = f'(1) = _ kpp = E[X].
k=1

z—1_

3

Poznamka. 7 dokazu vety (1| vyplyva, ze pravdepodobnostna vytvéarajuca funkcia
jednoznac¢ne urcéuje pravdepodobnostné rozdelenie. Postupnost pravdepodobnosti
totiz vytvarame d'alsim derivovanim f®)(0) = k!py, k€ {0,1,...}.



2.2 Popis modelu

V tejto casti prace sa budeme venovat urnovému modelu s ndhodnym vra-
canim, ktory je vhodny k popisu &irenia infekénych ochoreni. Budeme vychddzat
z|Gani (2004). Je zrejmé, ze vizualizécia pomocou urnového modelu je zasa lahko
predstavitend, no my v tejto chvili opustime urnovi terminolégiu a viac sa za-
meriame na prakticku aplikaciu tohto modelu. Teda namiesto urny obsahujicej
na zaciatku n bielych gulocok, z ktorej i-krat zZrebujeme, uvazujeme n zdravych
0soOb, ktoré medzi sebou ndhodne zdielaju 7 ihiel infikovanych infekénou chorobou
ako napr. HIV/AIDS alebo hepatitida. Pre lepsiu graficki predstavu uvadzame
obrazok 2.11

V urnovom kontexte sme po kazdom vytiahnuti bielej gulocky urobili vymenu
za Ciernu a zaujimal nds celkovy pocet ciernych gulocok v urne. V epidemiolo-
gickej terminoldgii nés bude zaujimat pravdepodobnostné rozdelenie poctu in-
fikovanych jedincov, ktoré popiseme pomocou pravdepodobnostnej vytvarajucej
funkcie, a rovnako odvodime stredni hodnotu a rozptyl tohto rozdelenia.

N\
5
R

Obr. 2.1: Schéma nahodného Sirenia infikovanych ihiel medzi osobami

N\

S

Uvedomime si, ze kazda ihla je pouzita na daného zdravého ¢i infikovaného je-
dinca s pravdepodobnostou 1/n a nezdvisi na ostatnych ihlach. Dalej uvazujeme,
7e pravdepodobnost infikovania zdravého jedinca po zdielan{ infikovanej ihly je 1.
Ihly s virusom sa nahodne Siria medzi n zdravymi jedincami, pricom infikuji S
z nich, kde S je ndhodn4 veli¢ina, ktord moze nadobudat hodnoty 1, ..., min(i,n).

Pocet infikovanych ihiel moze byt Tubovolné nezdporné éfslo. V nagom modeli
pre jednoduchost neberieme do uvahy, Ze po uréitom éase sa moze infikovany
jedinec vyliecit. Teda osoba, ktord pouzila infikovant ihlu aspon jedenkrat, uz
ostane infikovand pocas celého priebehu ndhodného umiesnovania ihiel.

Odvodime rekurentni formulu udavajicu pravdepodobnostné rozdelenie na-
hodnej veliciny S, ktora urcuje pocet infikovanych Tudi medzi n zdravymi jedin-
cami. Nech S; oznacuje pocet uzivatelov, ktorf prisli do styku s prdve j ihlami,
kde j = 0,...,4. Je dobré si uvedomit, ze veli¢ina S;, ktord uddva c¢etnost osob
prichddzajicich do styku s ¢ ihlami, je §pecidlny pripad a moZe nadobuidat iba
hodnoty 0 alebo 1. N&s zaujimaju iba infikovani jedinci, preto mozme vyssie zade-



finovant veli¢inu S uddvajiicu pocet nakazenych prepisat nasledujicim spésobom

S = i:S]
j=1

Vd'aka tomuto znaceniu mozeme zapisat podmienent pravdepodobnost uréu-
jucu, ze ochorenie sa prejavi u s jedincov, ktori boli v kontakte s 1 alebo viacerymi
ihlami, za podmienky, Ze mame n Iudi a 4 ihiel vztahom

ZS]' :n,Zij :Z> .
j=0 Jj=0

Este uvedieme okrajové podmienky platiace pre tiito pravdepodobnost. Plat{
ps(i,n) = 0, ak s < 0 alebo s > 4. Slovne, v modeli nemo6Zeme mat zadporny pocet
nakazenych alebo viac nakazenych osob ako ihiel, ktoré su k dispozicii.

Uvazujme, ze pridame jednu infikovanu ihlu. Potom pre vypocet pravdepo-
dobnosti dostdvame rekurzivnu rovnicu

ps(i+1n) = ps(z',n)% + ps—1(i,n) (1 _2 ; 1> , (2.1)

ps(i,;n) =P <S =s

kde s =1,2,...,min(i + 1,n). Teda pridanie 1 infikovanej ihly znamena, ze bud
sme mali s infikovanych jedincov pri pocte ihiel ¢ a pridana ihla zasiahla nejakého
z infikovanych jedincov, alebo sme mali s — 1 infikovanych jedincov pri pocte ihiel
¢ a pridana ihla zasiahla nejakého zo zdravych jedincov.

Zavedieme pravdepodobnostni vytvéarajicu funkciu f; ,(v) ndhodného umiest-
novania ¢ infikovanych ihiel

min(s,n)

fi,n(u): Z ps(i,TL)uS,

s=0
kde 0 <u <1.

Kvoli prehladnosti oznac¢ime m = min(i 4+ 1,n). Vyuzitim rovnice [2.1] odvodime
pravdepodobnostni vytvarajicu funkciu f; 11, (1) pomocou nasledujicich iprav:

e Uvazujeme 7 + 1 < n. Potom sa pravdepodobnostna vytvarajica funkcia
zmeni na

fivin(u) = Zps(i + 1n)u’
s=0

= Zps—l(l7n)us + E Zps(l7n)8us - E Zps—l(zan)(s - 1)u8
s=0 s=0 s=0

7 1 i+1 1 7
= E ps(ian)us—H + = E ps(i,n)sus - E SpS(i7n)us+1 (22)
n n
s=0 s=0 s=0

i+1 9 i
= uf;n(u) + % ; sps(i,n)u’~t — % ; sps(i,n)u®~?

Eﬁfi,n(u) . u_28fz,n(u)

n  Ou n  Ou




Este si uvedomime, Ze v prvom a trefom séitanci vo vyraze sme substituovali
indexovaciu premenni v sume, takze sme zamenili jej medze. Dolnd hranica je
po substiticii s = —1, no ked si uvedomime okrajové podmienky, ktoré sme
zadefinovali, mozeme vysledni sumu pisat od indexu 0. Rovnaky argument plati
aj v druhom scitanci, kde pre index s = i + 1 dostavame v sume p;41(i,n) = 0,
teda nulovy clen, a preto plati

it1
- Z sps(in)u’" = Eafl_n(“)
"o n  Ou

e Uvazujeme n < i+ 1. V tomto pripade dostaneme

fivin(u) = Zps(i + 1,n)u’

s=0
m . . 1 m . . 1 m . .

= Zps_l(z,n)u +— Zps(z,n)su - — Zps_l(z,n)(s —1u
s=0 n s=0 n s=0
n—1 1 n 1 n—1

= Zps(i,n)usH + — Zps(i,n)sus - — Zps(i,n)sus+1 (2.3)

n n

s=0 s=0 s=0

n 1 n 1 n
= Zps(i7n)us+1 + — Zps(i,n)sus - — Zps@’n)sus—i—l
n n
s=0 5=0 s=0
w0 fin(u) B u? O f;n(u)

n  Ou n  Ou

Vsimneme si, ze prvi a tretiu sumu vo vyraze mozeme pisat ako sumu
od 0 po n, pretoze ak polozime s = n, dostavame pre obe sumy rovnaky vyraz
ps(i,n)usTt ktory sa vdaka opacnym znamienkam vykrati.

Teda sme odvodili, ze pravdepodobnostnd vytvarajica funkcia f;i1,(u) ma na-
sledujuci rekurentny tvar

u(l —u) 0f;n(u)

n ou '

firin(u) = ufin(u) +

(2.4)
kde f(),n(u) =1.

Ozna¢me a,(i+1), prer = 1,. .., i+1 koeficienty pravdepodobnostnej vytvérajicej
funkcie, kde i+ 1 je pocet ihiel a r odpoveda exponentu pri argumente u”. Potom
sme podla ¢ldnku |Gani (2002) schopni vyjadrit koeficienty pravdepodobnostne;
vytvarajucej funkcie napisanej v tvare

~ 1 1 u” 1
. — ot S _ = e ; S
firin(u) =u (1 n) (1 n) +- 4 nifr+1ar(z+ 1) (1 n)




Spravnost tohto explicitného vyrazu overime tak, Ze rozpiseme vyraz a po-
rovname koeficienty u rovnakych mocnin premennej u

0 i,m 28 i,m
frraly = 2Ol COhnlt) )

- %imi(z') (1—%)...(1—i;1>+...

-1

+u"ra, (i) (1 - 1) . (1 -— ) /T uay (i) /0
1

+ula,_y (4) (1 - 1) (1 i 2> S e uPag (i) n

n
Pri porovndvani vyuZijeme nasledujtice vztahy, ktoré pre koeficienty platia

aip1(i+1)=a1(i+1) =1,
an(i 4 1) = ra,(0) + a1 (i), (2.0

Bez akychkolvek tprav vidime, Ze koeficient u premennej u' je 1/n’ a je rovnaky

s koeficientom v rovnici 2.5
Jednoduché je overenie aj pre koeficient u premennej u'*!. Aby sme dostali
pozadovany tvar, potrebujeme odéitat a nasledne vyuzit vhodné upravy tychto

dvoch vyrazov

a; (i) (1—%)...(1—2';1)—%%(2') (1—%)...(.1_2';1):
6B o)
~(=3) (=) 0-5)

Nakoniec overime koeficient u premennej u”. Za¢neme tym, ze vypiSeme vsetky
vyrazy, ktoré sa pri tomto koeficiente vyskytuja

0 (1 3) (1 r20) e 1)
n (1 ) <1X(12n2)+%1$1)<(11711>)(1rn2>




V d'alsom kroku si vyraz a,(i) upravime pomocou vztahu a zaroven roznaso-
bime jednolivé vyrazy medzi sebou

i+ 1 1 —1 (1 1 -1
alit ) (LY (T N T T e =
nz—r—H n n nz—r+1 n n

—la,_1(i 1 -2 (1 1 -2
_rolen@ Ly o2y @ LY .

n norrl n n ni-r+l n n
Vidime, Ze prvy scitanec je koeficient, ktory chceme dostat. Ostdva ndm teda
ukdzat, ze po vhodnom vybrat{ pred zdtvorku sa ostatné cleny navzajom vyrusia.
Prvy s¢itanec opiSeme a po tupravach v ostatnych ¢lenoch sme dostali v poslednom

¢initeli rovnaké vyrazy s opa¢nymi znamienkami, teda cely druhy scitanec je
rovny nule

a.(i+1) 1 r—1 ay—1(7) 1 r—2
—_— (1 =-=)... 1= : 1——)...[1-—
nz—r—H < n) ( n >+ nz—r—l—l n n X
-1 -1
x(—l—l—r I +1>.
n n

Ukézali sme, ze koeficienty u jednotlivych premennych si rovnaké. A navyse

vietky koeficienty a,(i + 1), r = 1,...,i + 1 mozeme priamo ziskat rekurentne
z koeficientov a,.(i), r = 1,..., 7 pomocou maticového zapisu
) 1 .
aip1(i+1) i1 a;i(7)
a;(i+1) i1 1 a;_1(1)
as(i +1) 5 1 0l | @®
aq (Z + 1) 1 0 0

Vietky A(j), j =1,...,i+1, st (i +1) stipcové vektory za¢inajtce koeficien-
tom a;(j), ktory sa postupne znizuje az ku koeficientu a(j). Po tejto hodnote
nasleduje ¢ + 7 — 1 nul. Matica B; ma v prvom riadku iba jednu hodnotu 1,
ktora je umiestnend hned na pozicii (1,1). V druhom riadku mé na diagondlne;
pozicii hodnotu 1 a na subdiagonélnej pozicii hodnotu j. Tymto sposobom po-
kracujeme az do j-tého riadku, ktory ma na diagonalnej pozicii hodnotu 1 a na
subdiagonalnej pozicii hodnotu 2. Posledny nenulovy riadok je 5 + 1, ktory ma
iba jednu nenulovii hodnotu 1 na subdiagonalnej pozicii. Dimenzia tychto matic
je (1 +1) x (i +1). Vdaka tymto zndmym tvarom matic moZeme koeficienty
pravdepodobnostnej vytvarajucej funkcie v pripade, ze mame v obehu 7 + 1 ihiel,
vyéislit nasledujiicim ndsobenim

a/iJrl(?: + 1) 1
= BiBi—l . B1
ai(i+1) 0

Na konkrétnom priklade si kvoli lepsej vizualnej predstave odvodime, ako budu
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ai az as Qy as Qg a7 ag Qg aiQ

1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Tabulka 2.1: Hodnoty koeficientov pravdepodobnostnej vytvéarajicej funkcie v ho-
mogénnom pripade pre 10 ihiel

vyzerat koeficienty ziskané tymto maticovym ndsobenim, ak mdme v obehu 10
ihiel, teda ¢ = 10. Koeficienty uvedieme formou tabulky

Ziskané koeficienty dosadime do pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcie|2.5]
ktora ma pre vSeobecné n tvar

funt = (1= 1) (1= D (- ) (-

Z takto zapisanej pravdepodobnostnej funkcie uz vieme urcit pravdepodobnosti
pre jednotlivé poéty novo infikovanych ludi. Tieto poéty st dané mocnitelom
premennej u. Konkrétne pre 100 zdravych ludi, ktorych na zaciatku uvazujeme,
dostavame

froa00(u) = 0,6u® +0,3u” + 5,6 - 107 2u® +4,7- 100"
+2-10"*u5 +3,8-107%° + 3,2 10~ %u*
49,1107 + 511070 + 110" Bu. (2.7)

Je zrejmé, ze pre n < 10 sa vSetky nadbytocné ¢leny v rovnici vykratia. Konkrétne
pre n = 5 dostavame

fros(u) =5,1-10""u+1-10%u? + 5,7 10~ 2u® + 0,4u* + 0,50°,

¢o odpoveda nasej predstave, ze pri pocte ihiel 5, s pravdepodobnosti toho, ze
mame pocet novo infikovanych Tudi viesi ako 5, nulové.

2.3 Stredna hodnota a rozptyl poctu novo infi-
kovanych homogénnych os6b

V nasledujicej casti si ukazeme odvodenie ocakavaného poc¢tu novo infiko-
vanych ludi a jeho rozptyl pomocou ivahy vyuzivajtcej pristup klasickej kolmo-
gorovskej pravdepodobnosti. Je namieste poznamenat, ze v|Gani| (2002)) ndjdeme
odvodenie prvych dvoch momentov novo infikovanych osob generovanych sirenim
¢ ihiel medzi n zdravymi jedincami pomocou zostavenia rekurentnych rovnic od-
vodenych z prvej a druhej derivacie pravdepodobnostnej vytvéarajicej funkcie[2.4]

Oznacme Y; ,, ndhodnu veli¢inu, ktord reprezentuje pocet nakazenych Tudi me-
dzi i infikovanymi ihlami a celkovym poctom lTudi n. V d'alSej casti uréime strednt
hodnotu a rozptyl tejto nahodnej velic¢iny.

Budeme postupovat tak, Ze zavedieme novi ndhodnu veli¢inu Zj, ktora ma
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alternativne rozdelenie. Uspech nastava, ak infikovand ihla nepride do styku s j-
tym ¢lovekom, a nedspech, ak pride. Teda v reéi priehradok a gulocok by tispech
znamenal, ze j-ta priehradka nie je obsadend, a neuspech, ak by obsadend bola.
Parameter tohto rozdelenia oznac¢ime p a vyjadruje pravdepodobnost, Ze j-tého
¢loveka neinfikuje ani jedna z ¢ ihiel. Tento parameter odvodime pomocou kla-
sickej definicie pravdepodobnosti. Je zrejmé, ze pocet vSetkych moznosti je n'.
Uvazujme, aky je pocet priaznivych moznosti, ktoré udavaju to, ze j-ty clovek
nepride do styku so ziadnou z ¢ ihiel. Uvedomime si, ze kazdd infikovana ihla
moze prist do styku so vsetkymi ludmi okrem j-tého. Teda celkom mame (n — 1)
moznosti. A koneéne mozeme napisat hladant pravdepodobnost

p:<”;1>i.

Teraz zavedieme novi nadhodnu velicinu Z; vztahom

Tato ndhodna velicina ma taktiez alternativne rozdelenie s parametrom 1 — p.
Nasledujticim vztahom popiSeme kedy nastane dispech (ozn. 1) a kedy netispech
(ozn. 0)

Zj:

1 j-ty ¢lovek prisiel do styku s ihlou,
0 inak.

Stredna hodnota tejto ndhodnej veliciny je

rozptyl je rovny

var[Z,) = (”;1) [1 - (”; 1)] |

Po tomto zadefinovani je jednoduché uvedomit si, ze Y;,, vznikne ako stcet
’ oy s ~ A~ ’ ) n ~ e -
alternativnych veli¢in, ¢o mozeme zapisat ako Y;, = > i1 Z;. VyuZzijeme, 7Ze Z;,
j =1,...,n sd rovnako rozdelené ndhodne veli¢iny, a napiseme vztfah, ktory plati
pre stredni hodnotu

ZE 1=nE| Zl]—nll—(ngl)i]. (2.8)

Pre rozptyl plati vztah

var[Y; Z var|[Z;] + Z cov|Zy, Z

k#j
= nvar[Zl] +n(n — 1) cov|Zy, Zy). (2.9)
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Potrebujeme si vyjadrit kovariancie

cov[Zy, Zo) = cov[l — Zy,1 — Zy)
= cov[1,1] — cov[Zy, 1] — cov[l, Zo] + cov[Zy, Z)
= cov[Zy, Zs).

Ostdva nam ukdzat vyjadrenie tejto kovariancie

COV[Z~1, Z~2] =E [Z~1Z~2] —E [Zl] E [ZQ] = P(Z~1 = 1, ZQ = 1) —E [Zl] E [ZQ]
i 2
_(n—2 n—1
N n n ’
kde prvy ¢len chapeme tak, ze pri pocte ihiel ¢ vyberame 2 jedincov, ktori nepridu
do styku so ziadnou infikovanou ihlou pocas ich pouzivania. Dosadenie tohto

vztahu do nam konecne umozni napisat vztah pre rozptyl a upravit ho do
jednoduchsieho tvaru

varlYi] = nvarlZy] + n(n — 1)cov[z],22] | |
:n(n;1>l . (n;l) nfn—1) [(n;?)_ <n7—l1>2]
:n(1—%)lHﬂn—U(l—%){—ﬁ<l—%>% (2.10)

Na zaver uvedieme asymptotické spravanie strednej hodnoty a rozptylu. Ak
v rovnici uvazujeme zafixovany celkovy pocet osob n a velmi vysoky pocet
infikovanych ihiel ¢, ocakavame, ze sa postupne nakazia vSetky osoby v danej
populécii. V rovnici [2.10| uvazujeme tie isté podmienky, a teda dostavame

—1\?
lim E[Yivn]:limnll—(n )] =n,
1—00 71— 00 n

lim var[Y;,] =n+n(n — 1) —n? =0,
1—00

zatial ¢o pre i = An, kde n je vysoké a ) je kladnd fixovand konstanta, dostdvame
s vyuzitim vztahu limn_m(l—{—%)" = e nasledujtice asymptotické vyjadrenie stred-
nej hodnoty

lim E[Y;,]/n=1—¢e",

n—oo

k odvodeniu asymptotického rozpytlu musime navyse pouzit L'Hospitalovo pra-
vidlo a nasledne Maclaurinov rozvoj funkcie log(1—x) a rozvoj funkcie do geomet-
rickej rady. Potom dostdvame vztah

lim var[Y;,]/n = e et —1—N),
n—oo

ktory sa odlisuje od chybne uvedeného limitného rozptylu v ¢lanku Gani (2002)).
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2.4 Aplikacia modelu

Kvoli lepsej predstave a nazornosti vyuzitia tohto modelu si spoc¢itame ocaka-
vané pocty novo nakazenych Tudi najprv zo vzorca , a potom generovanim
nahodnej veliciny Y; ,,, ked’ na zaciatku uvazujeme skupinu 100 osob, ktor{ medzi
sebou ndhodne zdielaji rozny pocet infikovanych ihiel. Tieto hodnoty uvadzame
formou tabulky [2.2} Schvalne sme ako prvii hodnotu uviedli 10 ihiel. Vidime, ze
pre tuto hodnotu je ocakavany pocet zaokrihlene 10 osob, ¢o sa zhoduje s prav-
depodobnostou vyéislenou v pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcii , ktora
bola najvyssia prave pri koeficiente 1'%, ktorého mocnitel znaéi pocet novo infiko-
vanych jedincov. Taktiez sme ukézali spravnost asymptotického odhadu, kedze uz
pri pouzivani 675 ihiel ocakdvame, ze priblizne celd populdcia, ktord ihly pouziva,
bude nakazena.

V3. stipci tabulky odhadneme o¢akdvané hodnoty pomocou simulécie, na z4-
klade ktorej budeme chciet ukdzat, Ze generované hodnoty si blizko teoretickym,
ktoré su zaznamenané v 2. stipci tabulky . V algoritme budeme postupne
generovat 1000 realizécii ndhodnej veliciny Y;, a to nasledujicim sposobom:
postupne vygenerujeme ¢ nahodnych ¢isel z rovnomerného rozdelenia na hod-
notdch 1,...,n pricom budeme prihliadat na zmenu pravdepodobnosti. Model
zacina s nulovym poctom nakazenych. Pre kazdu ihlu potom ndhodne vyberame
¢loveka. Predstavme si situaciu, ze mame 90 zdravych a 10 nakazenych jedincov.
Spravnu pravdepodobnost osetrime tak, Ze ak vyberieme ¢islo medzi 11 — 100,
zvysSime pocet nakazenych, ktory mame zaznamenany do doterajsieho kroku. Ak
vygenerujeme nizsie ¢islo, hodnota generovanej ndhodnej veli¢iny sa menit ne-
bude. Takto postupujeme pre vSetkych ¢ ihiel, ktoré mame k dispozicii. Aby
sme odhadli strednii hodnotu tejto ndhodnej veliciny pomocou simulécii, musime
tito procediru opakovat niekolkokrat a nasledne spocitat priemer z vygenero-
vanych hodnot. Dostavame vysledky, ktoré sa s niektorymi hodnotami pocitanymi
zo vzorca liSia az na 2. desatinnom mieste. Teda skuto¢ne simulujeme studovany
urnovy model s ndhodnym vracanim. Cely kod simulacie je uvedeny v Prilohe A
na konci tejto prace. K vypoctu simulécie bol pouzity program Mathematica 10.0
od [Wolfram Research| (2014)).

Rovnaku ivahu pouzijeme aj pri porovnavani smerodatnych odchyliek. Teore-
tické hodnoty vypocitame odmocenim vztahu . A néasledne v 3. stipci tabulky
uvedieme smerodatné odchylky simulované pomocou vyssie popisaného algo-
ritmu s tym rozdielom, Ze po niekolko ndsobnom generovani hodnot pocitame
vyberovi smerodatni odchylku. Znova moézeme zhrnit, Ze simulované hodnoty
st dostatocne zhodné s tymi teoretickymi.

14



Pocet ihiel ¢  Ocakavany pocet novo infikovanych osob

vzorec simuléacia
10 9,56 9,54
25 22,22 22,23
50 39,50 39,63
75 52,94 52,90
99 63,03 63,00
100 63,40 63,43
300 95,10 95,20
675 99.89 99,87

Tabulka 2.2: O¢akivané pocty novo infikovanych pre vzorku 100 osob pri zdielani
rozneho poctu ihiel ziskané pomocou vzorca a simulacie

Pocet ihiel ¢ Smerodatné odchylky novo infikovanych osob

vzorec simulacia
10 0,62 0,65
25 1,42 1,41
50 2,34 2,36
75 2,86 2,70
99 3,11 3,05
100 3,12 3,11
300 1,99 2,04
675 0,33 0,35

Tabulka 2.3: Smerodatné odchylky novo infikovanych pre vzorku 100 osob pri
zdielani rozneho poctu ihiel ziskané pomocou vzorca a simuldcie
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Kapitola 3

Nehomogénny model

3.1 Popis modelu

V tejto kapitole budeme modifikovat model, ktory sme odvodili vyssie. Nad'alej
budeme uvazovat ¢ infikovanych ihiel, no n zdravych jedincov, ktorf budd ihly me-
dzi sebou pouzivat, rozdelime do % skupin. Ak by sme na tento model nahliadali
pomocou urnovej formulacie, dostali by sme urnu obsahujicu k farieb, teda je
dobré uvedomit si, ze dostdvame mnohorozmerny model. Preni znova odvodime,
ako vyzerd pravdepodobnostna vytvarajica funkcia, ocakavané hodnoty novo na-
kazenych osob a rozptyl. V zavere kapitoly si ukdzeme numerické hodnoty tychto
ocakavanych hodnot, no kvoli zlozitosti algebry budeme pre populaciu obsahujicu
n 0sOb uvazovat iba 2 skupiny. Nasledne budd tieto skupiny konkretizované a po-
zrieme sa na niektoré ich vlastnosti.

Tento model bol podrobne studovany v |Gani| (2002)). Zavedieme si znacenie,
ktoré budeme v tejto casti pouzivat. Symbolmi p; aZ p, postupne oznacime prav-
depodobnosti, Ze Iubovolnd infikovand ihla moze padnitf medzi n; oséb prvej
skupiny az ny 0sob k-tej skupiny, pricom plati Z?lej = 1. Dalej uvazujeme
multinomicky koeficient reprezentujiici pocet moznosti, ako moézeme z i ihiel urécit
jednotlivé pocty pre kazdd skupinu vyrazom (lelk), ktory je mozné prepisat po-

.z ! 7 ’ 7
mocou faktoridlov vztahom “,Z—Zk, . Po vyndsobeni dostdvame vztah

21 Lk
(7 ot
11, ...,k

ktory interpretujeme tak, Ze nadhodny pocet ihiel i; bude pouzivany uzivatelmi
v 1. skupine, aZ ndhodny pocet ihiel i;, bude pouzivany uzivatelmi v k-tej skupine.
Pravdepodobnostni vytvarajicu funkciu popisujicu rozdelenie poctu 7; ihiel me-
dzi n; osobami v j-tej skupine oznacime vyrazom f;, , (u;).

Uvedomime si, Ze tento vyraz ma rovnaku interpretaciu ako rovnica[2.5] ktoru
sme odvodili v 2. kapitole, a preto ak vyuzijeme substiticiu ¢ + 1, n, u na ¢; + 1,
n;yuj, kde j = 1,..., k mozeme tento tvar dalej vyuzivat. Je dobré uvedomit si,
ze znova mame k dispozicii vopred dany pocet ihiel i, ktory delime medzi jednu
skupinu osob, teda mozeme pracovat so zavedenymi rovnicami z 2. kapitoly a
napisat findlny tvar zdruZenej obecnej pravdepodobnostnej funkcie pre pripad
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nehomogénnych osob

v i1 7
vt = 3 (Y bl ) (), (1)

U1 yeeeyliks

kde 0 < u; <1, 5 = 1,...,k ESte upozornime, Ze v nasledujicej casti textu
nebudeme kvoli rozsiahlosti rovnic pisat argument vyrazu Jimgmg (U1, o ug).

V predoslej kapitole sme ukézali, ze tato funkcia riesi diferenénu-diferencidlnu
rovnicu , ktori uvedieme v znaceni pre nehomogénnych uzivatelov

UJ<]. — Uj) (9f¢j7nj (UJ)

)
nj 8uj

Jiyrim; (w5) = wj fiyn, (05) + (32)
kde j=1,... k.

Uviedli sme rozdelenie generujice i; + 1 novo nakazenych osob medzi j-tou
skupinou. Ak navyse uvazujeme, ze nastane, ak budeme v prave j-tej skupine,
¢o sa stane s pravdepodonostou p;, potom sme schopni vyscitanim cez vsetkych
k-skupin popisat rozdelenie novo generovanych infikovanych osob medzi vsetkymi
skupinami

u](l - uj) afi,nl,...7nk
n; 8uj

(3.3)

k
fi+1’n17-~~7nk (uh SR 7uk> = Z |:pjujfi7n1,m,nk +pj
j=1

Aby sme boli tento vztah schopni dokézat, zavedieme si podmienent pravdepo-
dobnost

Psysi (01, .., ng) =P(s1,. .., s generovanych infekeii|

i ihiel, ny, ..., ng zdravych),

s pravdepodobnostnou vytvarajicou funkciou

fingomp (U1, .o ug) = Z O (7 ST 1V Tk T (3.4)

S1y.-+3Sk

Teraz uvazujme zvysenie poc¢tu infikovanych ihiel o jednotku a dostavame zdruzenu
pravdepodobnost, ktort interpretujeme rovnakym spéosobom ako margindlnu prav-
depodobnost

. . S1 Sk
Deyos G+ Ling, oo ymg) = psy sy (G0, oyng) { p1— + - + pp—
ni ng

. s1—1
+p1p51—17---78k (27 ny, ... 7nk) (1 -2 )
n

+ -+ pkpsl,.--,sk—l(i7 Ny, ... ,’)’Lk) (]_ — 5k 1) s (35)
N
s okrajovou podmienkou py_ o(0,7n4,...,n5) = 1. Ukdzeme si odvodenie prav-
depodobnostnej vytvéarajicej funkcie [3.3] Vyndsobenim vyrazu [3.5] premennymi
ui', ..., upk avyscitanim cez vsetky mozné hodnoty po¢tu novo nakazenych jedin-
cov Z?zl s; < min(%, Z?zl n;) odvodime pravdepodobnostnd vytvarajicu fun-
kciu v tvare ako [3.4] pre 7 + 1 ihiel
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fi-l—l,nl ..... ng (u17 s 7uk) =

_ . s S
— E Dsrse (0 1m0, ng)ult .y,

S1y.-+35k
k
. . Sj 51 Sk
- Doy (B 015 -0 ) pj;ul Sy
S1,.-43Sk Jj=1 J
i s 1
. J s1 Sk
+ E DiDs1,s;—1msy (B 1215 -5 M) (1 - : ) ult . ..ug ] (3.6)
i=1 "
b U
o J S1 j—1 Sk
- E p]n_ E Dsy,...sp (Za ny, 7nk)sju1 u] Uy,
7j=1 J S1,eey Sk
k
o . Sj s Sk
- U;P;y Psi,....s5 (Z7 ny, ... 7nk);u1 e Uy
7j=1 81,..4,8k J
k
. s1 Sk
+ E Ujip; E Ds1,...s5 (Zw ny, ... 7nk’)u1 ce Uy
7=1 515,85k

k 2
§ : Uj afz,n yeesTl u; afz,n )

= n; an ]nj an
k
ui (1 — uy afi,n )
:Z {pj il . d 8;- . +pjujfi,n1,...,nk:| . (3.7)
j=1 J J

Vidime, ze sme dostali presne rovnaky vyraz ako . Kvoli prehladnosti slovne
okomentujeme operacie, ktoré sme pouzivali. Druhti rovnost sme dostali z prvej
dosadenim rovnice [3.5] Prvy vyraz v tretej rovnosti sme dostali iba preskupenim
¢lenov. Dals{ séitanec a rozdiel rozndsobenim vyrazu (3.6, sic¢asne so zmenou in-
dexovacej premennej v sume s branim ohladu na okrajové podmienky. Odtial uz
bol zrejmy prepis pomocou parcidlnych derivacii vyrazu Stoji za zmienku,
ze pre kazdé s; je horny index stum, ktoré s¢itavame, min(z, n;), avsak kvoli plat-
nosti okrajovych podmienok ide iba o trividlne rozpisanie tychto sim podobné,
ako sme ukazali v 2. kapitole, a preto tu tento formalny krok neuvadzame.

Dalsia ¢ast bude zasa zamerand viac prakticky. Bude ukdzané ako pracovat
s pravdepodobnostnou vytvarajucou funkciou pre populaciu obsahujicu 100 ne-
homogénnych osob rozdeleni na 2 skupiny. Prva obsahuje 60 a druhd 40 ludj.
Budi medzi sebou zdielat 10 ihiel. Z rovnice [3.1| vyplyva, Ze dostavame funkciu

10

f10,60,40(U17 U2) = Z

10! : .

mp”(l — )" fiy60(ur) fro—iy a0(us).  (3.8)
Vdaka tomu, Ze budeme chciet uréit pravdepodobnosti po¢tu novo naka-

zenych 0s6b v oboch skupindch moéZeme pisat rovnicu ako funkciu jednej

premennej u a tym pddom f; ¢o(u) a fio—i, 40(u) spocitat z . Z takto defi-

novanej pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcie uz vieme pomocou vhodného

softvéru spocitat pravdepodobnosti poctu novo infikovanych osob, ak uvazujeme
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rozne hodnoty p, ktord oznacuje pravdepodobnost toho, Ze sa dostaneme do prvej
skupiny. Jednotlivé pravdepodobnosti uvedieme v tabulke [3.1]

Pocet
infikovanych Pravdepodobnosti

0,25 0,50 0,60 0,75 1,00
1 22-107% 38.107® 10-107® 56-107"% 99.107'7
2 44-107% 11-107%¥ 51-100% 1,8-107% 3,0-107'2
3 35-10° 16-107° 91-107'* 24.107 32.107"
4 6,0-1077 48-107% 3,2-107% 6,7-107% 6,6-1077
5 3,8-10° 51-107% 3.8-107% 6,7-107% 4,6-107°
6 1,1-107% 24-100* 20-100* 29-107* 14-107°
7 0,02 54-107% 4,7-107% 6,2-107% 0,02
8 0,11 0,06 56-107% 6,6-1072 0,13
9 0,38 0,32 0,31 0,33 0,40
10 0,49 0,62 0,63 0,60 0,45

Tabulka 3.1: Pravdepodobnosti novo infikovanych nehomogénnych oséb pre rozne
hodnoty pravdepodobnosti vstupu do 1. skupiny

Vzhladom k tomu, Ze v praxi chceme drzat pocet novo infikovanych osob na
minime, z tabulky je zrejmé, Ze najvyhodnejsia situdcia nastdva pre p = 0,75.
Vtedy je totiz iba 45% pravdepodobnost, Ze kazda ihla, ktord je k dispozicii, nie-
koho infikuje. Mozeme si skontrolovat, Ze pravdepodobnostné vytvéarajica funkcia
bola odvodena spravne. Ak totiz uvazujeme p = 0,6, teda inymi slovami rov-
naki pravdepodobnost pre kazdd ihlu, Ze infikuje akikolvek osobu z populécie,
dostdavame rovnaké pravdepodobnosti ako v homogénnom pripade

3.2 Stredna hodnota a rozptyl poc¢tu novo infi-
kovanych nehomogénnych osob

Ocakéavané pocty a rozptyl novo infikovanych osob medzi heterogénnymi oso-
bami pouZivajiice i infikovanych ihiel moézeme znova odvodit derivdciami pravde-
podobnostnej vytvarajicej funkcie. Tento postup je popisany v Gani (2002)). My
sa znova priklonime k rychlejsiemu odvodeniu pomocou pristupu vyuzivajiceho
klasicki pravdepodobnost. Aby sme udrzali prehladnost a jednoduchost pouziva-
nych rovnic, budeme podobne ako v ¢ldnku uvazovat rozdelenie populdcie na dve
skupiny. Zavedieme ndhodny vektor Y = (Y, s, Yn,:) " skladajiici sa z ndhodnych
veli¢in udavajucich postupne pocet infikovanych jedincov v prvej a druhej sku-
pine. Tento vektor ma multinomické rozdelenie, a teda obe jeho zlozky majui bi-
nomické rozdelenie. Pre binomicky rozdelenii ndhodnu veli¢inu plati, ze vznikne
ako sucet alternativne rozdelenych nahodnych velicin. Teda aby sme odvodili
ocakdvany pocet nakazenych Iudi v prvej skupine pouZivajicich 4 infikovanych
ihiel E[Y,,, ;|, definujeme alternativnu ndhodnu veli¢inu
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e

7 1 j-ty ¢lovek v 1. skupine neprisiel do styku s ihlou,
0 inak.

Tato velicina oznacuje, ze j-ta osoba v 1. skupine je neinfikovand s pravdepodob-
nostou

pricom plati p; + ps = 1. Upozoriiujeme, ze v nasledujicich odvodeniach budeme
kvoli zjednoduseniu a lepsej ¢itatelnosti textu vynechdvat 2. index alternativnej
veli¢iny Z, ktory oznacuje, ze sa nachddzame v 1. skupine. Vd'aka nezévislosti
méame pravdepodobnost toho, Ze j-t4 priehradka je prazdna pre 7 ihiel, vyjadrentd
vztahom (1 — 2)’. Hladant strednii hodnotu lahsie uréime pomocou doplnko-
vej alternativnej nadhodnej velciny Z; = 1 — Zj oznacujucej rozdelenie toho, ze
J-ty clovek v 1. skupine pri pocte ihiel i je nakazeny. Strednd hodnota tohto
alternativneho rozdelenia je

E[Zj]:ikp(zj:k):1— (1—p—1)i.

n
k=0 1

A koneéne mozeme odvodit hladant strednt hodnotu s okrajovou podmienkou
E [Yn1,1] =D

E[Y,,.| =mE[Z)] =m [1 - (1 - %)] . (3.9)

Stredni hodnotu pre druht skupinu dostaneme nahradenim n,p; v rovnici 3.9

Za N2, P2.
K odvodeniu rozptylu postupne urcime rozptyl alternativnej veliciny

-(-2)]0-2)

a kovarianciu, kde vyraz P[Zj = 1,7, = 1] uréuje pravdepodobnost, ze j-t4
a zaroven k-t4 priehradka je volnd

var|Z;] =

COV[Zj,Zk] =E [Z]Zk] —E [ZJ] E [Zk] = P[ZJ = 1, k= ]_] — E[ j]2

92 % 27
(B (-2)
n1 n
Ked pouzijeme rovnaki tvahu ako v kapitole 1, moZeme napisaf cov[Zj, Zk] =

cov|Z;, Zy], a teda hladany rozptyl je

var|Y,, ;] = ny var[Z;] + ny(ny — 1)cov]Z;, Zi]

+ (g — 1) [<1 - 2n_p11) - (1 - %)%] . (3.10)



Rozptyl var[Y,, ;] uréime nahradenim ny, p; za ng, ps.

Aby sme uréili asymptotické hodnoty pre nehomogénny pripad strednej hodno-
ty a rozptylu oc¢akdvaného poctu novo infikovanych Iudi, uvazujeme i = A\jn; + 1,
kde \; je kladna konstanta, ktora blizsie specifikuje pocet ihiel ako nejaky nasobok
zdravych osob v 1. skupine, ktory predpokladame, ze je vysoky. Teda aj pocet
infikovanych ihiel bude na zdklade tohto vztahu vysoky. K odvodeniu asympto-

Aini
tickych hodnot vyuzijeme vztah lim,, . (1 — m) = e 7M1 [’Hospitalovo

pravidlo a rozvoj funkcie do geometrickej rady, dostavame

lim E[Y,,]/n=1—e P
ni1—o0

lim var[Yy, ;|/ni = e 2MP (NP — 1 — \ypi)
n1—>00

tak ako v homogénnom pripade zasa upozornujeme na to, ze v ¢lanku Gani| (2002])
je chybne uvedeny asymptoticky rozptyl. K odvodeniu asymptotickych hodnot pre
druht skupinu staci zamenit ny, p1, A\ za na, P2, Aa. Je zrejmé, ze pre \; alebo s
vysoké moZeme ocakivat maximdlny pocet n; resp. ny nakazenych osob.

Nakoniec uréime ocakévani hodnotu poc¢tu nakazenych osob, ak rozdelujeme
¢ ihiel medzi prvou a zaroven druhou skupinou

E[Yo,.iVy.] iiEZUk ii1— = 1,0 = 1]
Jj=1 k=1 j=1 k=1

() (”2”)T

=ning |1 — |p1 + p2 ;
n T2

kde Uy je alternativna nahodna veli¢ina urcujica, ze k-ty jedinec v 2. skupine je

nakazeny.

Este podotkneme, Ze autor tento model zovseobecnil na pripad, ked ho-
mogénni uzivatelia medzi sebou zdielajui ihly s dvomi typmi virusov. Autor pouzil
rovnaki metédu pomocou pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcie, ktori sme
uz v praci popisali, a preto toto rozsirenie do prace zavedené nebolo. V pripade
zdujmu je mozné toto rozsirenie najst v Gani| (2001).

3.3 Aplikacia modelu

Pozrime sa na konkrétne hodnoty. Povedzme, ze mame populaciu so 100
Tud'mi, z ktorych 60-ti si v prvej a 40-ti v druhej skupine. Budeme chcief zistit,
kolko mame oc¢akdvat novo infikovanych osob iba v prvej skupine, ak uvazujeme,
7e do prvej skupiny sa dostaneme s pravdepodobnostou p = 0,75. Logickou
uvahou vyplyva, ze ocakdavame mensiu hodnotu ako pre homogénny pripad, pretoze
stdle rozdelujeme napr. 10 ihiel medzi 100 0sob, no my sa pozrieme iba na nejakt
ich podmnozinu a tam zistujeme novo infikovanych.

Pouzitim rovnice ziskavame hodnoty, ktoré zapiSeme do 2. stipca v tabulke
3.2 Tieto hodnoty znovu overime pomocou simuldcie. Prvy krok v simulécii je
rozhodnit, ¢i sme sa dostali do prvej alebo druhej skupiny. To dosiahneme tym, Ze
generujeme ¢islo z rovnomerného rozdelenia z intervalu (0, 1). Generovani hod-
notu porovname so zadanou pravdepodobnostou p, ktord uréuje pravdepodob-
nost, s akou sa dostaneme do prvej skupiny. V pripade, Ze generovansd hodnota
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je mensia alebo rovna p, vygenerujeme nahodné ¢islo z rovnomerného rozdelenia
na hodnotéach 1,...,n;. Nového nakazeného ziskame, ak sme vygenerovali vyssiu
hodnotu ako aktudlny pocet nakazenych. Tento postup opakujeme i-krat, ¢im
ziskame nejaku hodnotu nahodnej veli¢iny Y,,, ;. Simuldciu opakujeme 1000-krét
pre kazdy zvoleny pocet ihiel. Stredni hodnotu odhadneme spoé¢itanim priemeru,
ktory nasledne zapiseme do 3. stipca v tabulke .

Dostali sme priblizne rovnaké hodnoty ako pomocou vypoctu zo vzorca, a teda
mozeme konstatovat, ze skutocne simulujeme studované rozdelenie. Softvérovy
kéd bol implementovany v Mathematice 10.0 od Wolfram Research| (2014)). Cely
kéd je k dispozicii v Prilohe B.

Pocet ihiel ¢  Ocakavané pocty novo infikovanych osob

vzZorec simuléacia
10 7,09 7,16
25 16,19 16,25
50 28,01 27,90
75 36,64 36,66
99 42,73 42,75
100 42,94 43,07
300 58,62 58,65
675 59,99 59,98

Tabulka 3.2: O¢akdvané poéty novo infikovanych osob v prvej skupine obsahujtice;
60 0s6b z celkového poctu 0sdb 100 pri zdielani rézneho pocétu ihiel ziskané pomo-
cou vzorca a simulécie, pri uvazovanej pravdepodobnosti vyskytu v prvej skupine
rovnej 0,75

Vsimnime si, Ze pre 10 ihiel uz nie je ocakdvany pocet novo infikovanych ludi
priblizne 10, ale zhruba 7. Prave toto je smer tvah, ktorym sa J. Gani vydal,
ked sktimal praktickt aplikdciu modelu. V éldnku Gani (2001) sa autor zaobe-
ral §pecifickym pripadom, ktory si popiSseme. Rozdelime n Tudi na 2 skupiny,
pricom jedna bude ockovana proti chorobe, druha nebude a pozrieme sa, aky ma
vakcindcia vplyv na $irenie tejto infekénej choroby. MoZeme uvazovat napriklad
hepatitidu.

Tak ako doteraz uvazujeme, Ze ludia medzi sebou zdielaju 7 ihiel, pricom prav-
depodobnost, ze sa ihla dostane k nevakcinovanému ¢cloveku, je ny/n. To, ze sa
dostane k vakcinovanému, je urcené ako doplnkovd pravdepodobnost 1 — p =
(n—mn1)/n. Uvazujeme, zZe vakcindcia funguje na 100 %, a teda ak ¢lovek z druhej
skupiny pouzil infikovant ihlu, je chraneny a nenakazi sa. Autor v ¢lanku ukazal,
ze pre ocakavany pocet novo nakazenych osob plati rovnica [3.9]

Ukéazeme postup ako urcit kolko percent populdcie ockovat, aby sme drzali
ocakdvany pocet infikovanych Tudi pod nejakou vopred stanovenou maximdlou
hodnotou. Matematicky zapisané, budeme chciet dosiahnut nasledujici vztah

o [1 - (1 - %)] < an, (3.11)
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kde a oznacuje nejaky podiel populécie, typicky a = 0,05. Teda pre n = 100,
i = 10 budeme chciet najst najvicsi pocet nevakcinovanych Iudi n,, tak aby platil
vyraz Pre tieto konkrétne hodnoty sme stanovili n; = 52,30. Kedze chceme
urcit pocet Tudi, z tejto hodnoty vezmeme jej dolni celi cast. Tento postup
opakujeme pre rozne pocty ihiel 7, zistené hodnoty zapiseme do tabulky .
Pocet Tudi, ktorych potrebujeme zaockovat uréime ako doplnok k neoc¢kovanym.

Pocet ihiel ¢ 10 25 50 75 99 100 300 675
Pocet nevakcinovanych n, 52 22 12 9 7 7 D D

Tabulka 3.3: Cast neockovanej populécie, ktord sa este moze nakazit, aby nebola
presiahnuta zvolend hodnota maximaneho poctu nakazenych, ktori priptustame
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Zaver

Praca bola zamerand na urnové modely, v ktorych sa pocet gulocok me-
nil na zdklade vysledkov v predchddzajicich tahoch. Detailne bol prestudovany
a popisany model, ktory bol demonstrovany na priklade zdielania ihiel medzi
homogénnymi i nehomogénnymi drogovymi uzivatelmi. Pomocou pravdepodob-
nostnych vytvarajicich funkcii sme popisali pravdepodobnostné rozdelenia poctu
novo infikovanych jedincov v oboch pripadoch. Stredné hodnoty a rozptyly boli
odvodené pomocou klasickej kolmogorovskej pravdepodobnosti. Na zédklade odvo-
denych vzorcov a simuldcii boli ukdzané o¢akdvané pocty novo infikovanych Tudi
pri zdielan{ rozneho nami zvoleného poétu ihiel v homogénnom i nehomogénnom
pripade. V zavere poslednej kapitoly bol ukazany Specidlny pripad, v ktorom sme
urcili, akd velkd ¢ast populdcie je potrebné zaockovat, aby ndkaza neinfikovala
viac ako 5% z celkovej populdcie. V dnesnom svete plnom roéznych epidemickych
chorob, je tento model kvoli svojmu praktickému vyuzitiu stéle atraktivny pre
VAES{ pocet matematikov a je podrobovany d’alsim a d’alsim stididm.
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Prilohy

Priloha A: homogénny pripad

SimulaciaPreJednuSkupinu[i_Integer, n_Integer] :=
Module [{PocetNakazenych = 0, j = 1, VyberCloveka},
While[j <= i,
VyberCloveka = RandomVariate[DiscreteUniformDistribution[{1, n}]];
If [VyberCloveka > PocetNakazenych, PocetNakazenych++];
jtts
1;
PocetNakazenych

]

SeedRandom[17031992] ;

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[10, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[25, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[50, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinul[75, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[99, 100], {1000}] // Mean // N

Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[100, 100], {1000}] // Mean // N
Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[300, 100], {1000}] // Mean // N
Table[SimulaciaPreJednuSkupinu[675, 100], {1000}] // Mean // N

Priloha B: nehomogénny pripad

SimulaciaPreDveSkupiny[i_Integer, nl_Integer, p_] :=
Module [{PocetNakazenychl = 0, j = 1, VyberCloveka, VyberSkupinu},
While[j <= i,
VyberSkupinu = RandomVariate[UniformDistribution[{0, 1}]];
If [VyberSkupinu <= p,
{VyberCloveka =
RandomVariate[DiscreteUniformDistribution[{1, ni1}]];
If [VyberCloveka > PocetNakazenychl, PocetNakazenychi++]}
1;
jtts
1;
PocetNakazenychl
]

SeedRandom[17031992] ;
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[10, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[25, 60, 0,75], {1000}] // Mean // N
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Table[SimulaciaPreDveSkupiny[50, 60, 0,75], {1000}]
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[75, 60, 0,75], {1000}]
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[99, 60, 0,75], {1000}]
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[100, 60, 0,75], {1000}]
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[300, 60, 0,75], {1000}]
Table[SimulaciaPreDveSkupiny[675, 60, 0,75], {1000}]
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