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Uvod

Existuji topologické prostory, ve kterych lze kazdy bod ptirtstku do uza-
véru dané mnoziny ziskat jako hromadny bod jisté vhodné podmnoziny, a navic
je kazdy jiny bod uzavéru této podmnoziny jiz obsazen v puvodni mnoziné —
nase podmnozina pridava do uzavéru ptvodni mnoziny jediny bod. Povazujeme-
-li za vhodné podmnoziny konvergentni posloupnosti, ziskame t¥idu Fréchetovych
prostort. Uvazujeme-li transfinitni posloupnosti, dostavame tridu radidlnich pro-
storti. Pro diskrétni podmnoziny dostavame diskrétné Whyburnovy prostory a pro
libovolné podmnoziny Whyburnovy prostory. Kazda z téchto ¢ty tiid ma jesté
zeslabenou variantu. Po fadé jsou to sekvencialni, pseudoradidlni, slabé diskrétné
Whyburnovy a slabé Whyburnovy prostory.

Cilem préce je systematicky shrnout a porovnat vlastnosti téchto trid a dale se
zamerit na vztahy mezi jednotlivymi tridami. To znamend shrnout obecné platné
inkluze, na ptikladech ukazat, Ze jednotlivé ttidy v obecné situaci nesplyvaji,
a naopak podat nékteré dodatecné podminky, které jiz splynuti dvou tiid zaruci.

Za timto ucelem v prvni kapitole zavadime obecny pojem uzavérového sché-
matu, vychazejici z pojmu uzavérového operatoru, a jim indukovanou C-generova-
nost — vlastnost topologickych prostort, které jsou vyse uvedené tridy prikladem.
Ve druhé kapitole studujeme zachovavani C-generovanosti vzhledem topologickym
konstrukcim — podprostoriim a induktivnim konstrukcim jako je suma a kvocient.
Treti kapitola potom aplikuje obecna tvrzeni z druhé kapitoly na konkrétnich
uzavérovych schématech a dale systematicky zkouma vztahy mezi nimi v obecné
situaci. Ve ¢tvrté kapitole se zabyvame dodatecnymi podminkami pro splynuti
dvou trid, predevsim kompaktnosti. Posledni, patd, kapitola je souborem pii-
kladti, na kterych je jednak demonstrovana obecna teorie a které naopak slouzi
jako protipriklady pti budovani této teorie.



1. Zakladni pojmy, uzavérova
schémata

Znaceni 1.1.

e On znaci tfidu vsech ordinal. Cn znadci tiidu vSech kardindli. Top znaci
tridu vsech topologickych prostort.

e w znaci prvni nekoneény ordinal a téz prvni nekonecny kardinal; w; znaci
prvni nespocetny ordinal, resp. kardinal; ¢ zna¢i mohutnost kontinua. Kofi-
nalitu ordindlu « znac¢ime cf(«).

e Uzaver podmnoziny A topologického prostoru X znacime ZX, pripadné jen
A, je-li prostor ziejmy. Podobné int x (A), resp. int(A), znadi vnittek A v X.

e Mohutnost mnoziny X zna¢ime |X|. Mnozinu vSech podmnozin mnoziny X
znacime P(X), mnozinu vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny X pak
[X]*. Analogicky pouZivdme znaceni [X]<% a [X]=F.

e Pro zobrazeni f: X — Y a A C X znaci f[4] == {f(z) :x € A} C Y
obraz mnoziny A. Pro B C Y znadl f7'[B] == {# € X : f(z) € B}
vzor mnoziny B. Déle dom(f) znaci defini¢ni obor zobrazeni f, v nasem
pripadé tedy dom(f) = X; rng(f) zna¢i obor hodnot zobrazeni f, tedy

mg(f) = fIX]CY.

Definice 1.2 (uzdvérovy operdtor, uzaviend mnozina). Necht X je mmnozina.
Rekneme, 7e C' je uzdvérovy operdtor na X, pokud C: P(X) — P(X) a plati
nasledujici podminky:

e VABCX: ACB = (C(A) CC(B) (monotonie),
e VAC X: ACC(A) (extenzivita).

Rozlisujeme také nasledujici podminky a pripadné fekneme, ze uzavérovy opera-
tor C' je tranzitivni, prizemni, resp. aditivni.

e VAC X: C(C(A)) CC(A) (tranzitivita),
e C(0)=10 (prizemnost),
e VAABCX: C(AUB)=C(A)UC(B) (aditivita).

Déle fekneme, ze mnozina A C X je C-uzavrend, pokud C(A) C A (diky exten-
zivité ekvivalentné C'(A) = A).

Pozndmka 1.3. Pojem uzévérového operatoru definuje Cech v [Ce, 14 A1, s. 237],
pozaduje vsak podminky prizemnosti a aditivity uz v zakladni definici. Takovym
operatorim tikame pretopologické. Ziejmé aditivita implikuje monotonii a mo-
notonie implikuje jednu inkluzi v podmince aditivity. Znamé tvrzeni (napt. [Enl
1.2.7, 5. 22] nebo [Ce, 15 A.6, s. 252]) i1kd, Ze pifzemn{ aditivn{ tranzitivn{ uzéve-
rové operatory na dané mnoziné jsou v prirozené 1 : 1 korespondenci s topologiemi
na této mnoziné. Dany uzavérovy operator pak splyva s topologickym uzavérem
indukované topologie. Takovym operatoriim tedy muzeme tikat topologické.



Nézev ,tranzitivni uzavérovy operator“ odpovida tomu, ze C(A) O B spolu
s C(B) 2 D implikuje C(A) D D. Pouziva se i nazev ,idempotentni uzavérovy
operator“, ktery odpovida faktu C' o C' = C' (snadno dokazatelnému z tranziti-
vity a extenzivity). V jinych kontextech (napr. univerzalni algebra) se uzavérové
operatory uvazuji automaticky idempotentni/tranzitivni.

Definice 1.4 (uzdvérova posloupnost). Necht C' je uzavérovy operator na X. Pro
A C X definujme uzdvérovou posloupnost nasledovneé:

e Cy(A):
1) = C(Ca(A)),

Ca(A) = U{Cs(A) : B < a} pro «a limitni,
C(A) :=J{Cu(A) : a € On}.

[ [ J
9
+
—
TN N

Timto jsme definovali také zobrazeni C,,C: P(X) — P(X) pro a € On. Po-
znamenejme, ze definice C' je korektni, nebot pro kazdé o mame C,(A) C X

a uzaverova posloupnost se zastavi, tj. existuje a, ze pro kazdé f > a mame
Cs(A) = Cu(A).

Pozorovani 1.5 (zékladni vlastnosti). Necht C je uzavérovy operdtor na X.

(i) Jsou-li A; € X, i € I, C-uzavrené, pak mnozina (\{A; : i € I} je také C-
-uzavrena. Tj. libovolny prinik C'-uzavienych mnozin je C-uzavreny. Exis-
tuje tedy C-uzaver ve smyslu nejmensi C'-uzaviené nadmnoziny.

(ii) Vsechna zobrazeni C,, pro a € On jsou uzavérové operatory na X . Zobra-
zeni C' je tranzitivni uzaverovy operator na X .

(iii) Pro A € X je C(A) = (\{B € X : A C B je C-uzaviend} a A je C-
-uzaviend, pravé kdyz C(A) = A, tedy C-uzdveér je realizovdn operdtorem
C a C-uzavrené mnoziny splyvaji s C'-uzavrenymi.

(iv) Uzavérové operdtory na X s operacemi

(AC)(A) :=={C(A): C eC,

(VO)(A) = U{C(A): CeC}
a usporadanim C' < C? <= VA C X: C'(A) C C?(A) tvori tplny
distributivni svaz.

(v) Pro a < B ordindly mdme C, < Cs < C a C je nejmensi tranzitivnf
uzdverovy operator nad C, tedy C' je tranzitivni, pravé kdyz C' = C. Diky
tomu také plati C' < C? = C1 < C~2.

(vi) Je-li C' prizemni, resp. aditivni, pak jsou i _vSechna C, a C prizemni,
resp. aditivni. Tedy je-li C' pretopologicky, je C' topologicky:.

Dikaz.

(i) Plyne snadno z monotonie: C'((1{A;:i € I}) C({C(A):itel} ={4:
iel}.

(ii) Monotonie i extenzivita plyne snadno indukef. Pro kazdé A existuje ordi-
nal a, ze C(A) = Cy(A), tedy C(C(A)) = Cpi1(A) C C(A).
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(iii) Pro kazdé A C X mdme A C C(A) C C(A), tedy C-uzaviensd mnozina
je C-uzaviena. Naopak, pokud A = C(A), pak je uzavérova posloupnost
konstantni a C(A) = A. Tedy pro kazdou B O A C-uzavienou méme
C(A) C C(B) = B. Naopak C(A) je C-uzaviend, protoze C je tranzitivni.

(iv) Definice jsou korektni diky monotonii pruniku a sjednoceni. Struktura svazu
se prirozené prenese ze svazu P(X).

(v) Prvni ¢ast plyne snadno z definice. Je-li C” tranzitivni uzavérovy operator
na X a ¢' > C, pak C(C(A)) C C'(C"(A)) = C'(A). Podobné indukci
Co(A) CC'(A), atedy i C(A) C C'(A).

(vi) Oboji plyne snadno indukei. O

Tvrzeni 1.6. Necht C je uzavérovy operator na X a M C P(X). Definujme
Cm: P(X) — P(X) predpisem Cp(A) := AUY{C(M): M € M, M C A} pro
A C X. Potom plati nasledujici.
(i) Cr je uzavérovy operator na X a Cy < C.
(ii) Pokud je operdtor C aditivni a soubor M je uzavieny na podmnoziny, je
operator C'nq rovnéz aditivni.
(iii) Pokud je operator C tranzitivni a soubor M je uzavreny na sjednoceni

souborii velikosti nejvyse sup{|M| : M € M}, je operdtor Cy, rovnéz
tranzitivni.

Dukaz.

(i) Plyne snadno z definice.

(ii) ProM CAUBC X, M e Mplati C(M) =C(MNA)U(MNB)) =
C(MNA)UC(MnNB)C Cum(A)UCum(B). Ve druhé rovnosti vyuzivame
predpokladu aditivity, v posledni inkluzi faktu, ze M N A, M N B € M.

(ili) Uvazme situaci M C Cp(A), M € M, A C X. Pro kazdé x € M zvolme
M, € M spliujici x € C(M,) a M, C A. Polozme M’ :=|J{M, : z € M}.
Potom M’ C A a dle predpokladu M’ € M. Dédle M C C(M’'), tedy
C(M)C C(C(M") =C(M"), kde posledni rovnost plyne z predpokladané
tranzitivity. O

Nésledujici lemma platné pro standardni topologicky uzaveér plati i v obecnéj-
sim kontextu uzavérovych operatori.

Lemma 1.7. Necht C je aditivni uzaveérovy operator na mnoziné X. Pak pro
kazdou mnozinu A C X a kazdou C-otevienou mnozinu U C X (tj. doplnék
C-uzaviené mnoziny) plati C(A)NU C C(ANU).

Diikaz. Diky aditivite C'(A) = C(ANU)U C(A\ U). Protoze mnozina X \ U
je C-uzaviend, plati C(A\U) C X\ U, tedy C(A\U)NU =0 a C(A)NU =
C(ANU)NU CC(ANU). O
Definice 1.8 (uzdvérové schéma). Kolekci C = (Cx : X € Top), kterd kazdému
topologickému prostoru X prirazuje uzavérovy operator Cy, nazveme (topolo-
gické) uzdvérové schéma, pokud plati

e (Vh: X — Y homeomorfismus)(VA C X): h[Cx(A)] = Cy(h[4)),
o (VX € Top)(VA C X): Cx(A)C A",
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Déle rozsitime pojmy a znaceni tykajici se uzavérovych operatort na uzavérova
schémata:

e Uzavérové schéma C je tranzitivni, resp. prizemni, resp. aditivni, pokud jsou
takové vSechny operatory Cly,

e mnozina A C X € Top je C-uzaviena, pokud je Cx-uzaviena,
e C,:=(Cxqo:X € Top), C:=(Cx: X € Top),
e C! <(? pokud C% < C% pro kazdé X.

Pozndmka 1.9. Prvni podminka z predchozi definice ika, ze uzdvérové schéma je
topologicky pojem, nezalezi na volbé homeomorfni kopie topologického prostoru.
Druhd podminka pak pozaduje C < cl, kde ¢l = (cly : X € Top) je schéma
dané standardnim topologickym uzavérem: cly(A) = A%, Protoze schéma cl je
prizemni, jsou diky druhé podmince vsechna uzavérova schémata prizemni.

Pro kazdé uzavérové schéma C, topologicky prostor X a A C X mame A C
Cx(A) C Cx(A) C A"

Protoze obraz pri prostém zobrazeni zachovava prinik i sjednoceni, mizeme
za zachovani definujicich podminek uzavérového schématu definovat

NC:CeC}:=(N\{Cx:CeC}: X e Top),
V{C:CeC}:=(\/{Cx:CeC}:X € Top)

a uzaverova schémata spolu s témito operacemi tvori opét uplny distributivni
svaz (pomineme-li, Ze se nejednd o mnozinu ani t¥idu). Jeho nejvétsim prvkem
je diky druhé podmince v definici topologicky uzavér cl, nejmensim prvkem je
Cl:= (idx : X € Top), kde idx je identita na X.

Znadeni 1.10. Pro konkrétni uzévérova schémata C~ budeme v piipadé potieby
psét CH(A, X) misto CY(A). Za situace, kdy je prostor X zfejmy z kontextu,
mizeme psat také CZ(A) misto CH(A).

Definice 1.11 (C-generovanost). Necht C je uzavérové schéma, X topologicky
prostor.

e Rekneme, 7ze prostor X je C-generovany (piesndji topologie na X je C-
-generovand), pokud pro kazdou podmnozinu A C X plati Cx(A) = A,
tj. CX = Clx.

e Rekneme, 7e prostor X je slabé C -generovany, pokud je C-generovany, tj. pro
kazdou podmnozinu A C X plati C'x(A) = A.

e Rekneme, Ze prostor X je g -generovany v bodé x € X, pokud pro kazdou
mnozinu A C X plati x € A = x € Cx(A).

e Rekneme, ze prostor X je slabé C-generovany v bodé z € X, pokud je C-
-generovany v x, tj. pro kazdou mnozinu A C X plati x € A — «x €

Cx(A).
Lemma 1.12. Necht C je uzavérové schéma, X topologicky prostor. Pak plati:

(i) Prostor X je C-generovany, pravé kdyz je C-generovany v kazdém bodé
x € X. Totéz plati pro slabou C-generovanost.
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(ii) Prostor X je slabé C-generovany, pravée kdyz uzaviené mnoziny jsou prave
C-uzavrené, prave kdyz pro kazdou neuzavienou mnozinu A C X existuje

(iii) Prostor X je C-generovany, prave kdyz je slabé C-generovany a operator C'x
je tranzitivni. Je-li prostor X C-generovany v bodé x € X, pak je i slabé
C-generovany v x.

Dukaz.

(i) Plyne snadno z definice.

(ii) Uzaviené mnoziny jsou pravé C-uzaviené, pravé kdyz topologicky uzaveér
splyva s C-uzavérem (ve smyslu nejmensi C-uzaviené nadmnoziny), to jest
VAC X: A= Cx(A). Tedy prvni ekvivalence plati.

Diky inkluzi A C Cx(A) C Cx(A) C A je kazd4 uzavieni mnozina C-uza-
viena. Posledni ekvivalentni podminka je jen kontrapozitivni reformulace
opacné implikace: ,kazda neuzavienda A C X je C-neuzaviena“.

(iii) Plyne snadno z definic a inkluze A C Cx(A) C Cx(A) C A. Tranzitivita
operatoru Cx 1ikd Cx(A) = C'x(A) pro kazdé A C X. O

Priklad 1.13 (Konkrétni uzavérova schémata). Podivejme se na néktera teore-
tickd i klasickd uzavérova schémata.

e Topologicky uzavér cl je tranzitivni ptrizemni aditivni uzavérové schéma.
Ve svazu uzavérovych schémat tvori nejvétsi prvek. VsSechny topologické
prostory jsou cl-generované.

e Schéma identity C' = (idx : X € Top) je tranzitivni prizemn{ aditivn{
uzavérové schéma, které tvori nejmensi prvek ve svazu uzavérovych schémat.
C'"_generované jsou pravé diskrétni prostory.

e Kdybychom v definici uzédvérového schématu nepozadovali podminku C < cl
a uvazovali takto zobecnénd uzavérova schémata, pak by nejvétsim prvkem
svazu zobecnénych pifzemnich uzévérovych schémat bylo plné schéma CF!,
kde CFU(A, X) := X pro kazdé ) # A C X, C*(), X) := (). Toto schéma
je tranzitivni, pifzemn{ a aditivni. C*"!!-generované jsou pravé indiskrétni
topologické prostory.

e Uvazme C5(A, X) :={z € X : Ha,}new € A1 (Tn)new — 2}, tj. limity
vsech posloupnosti lezicich v A. C3*9-generovanym prostoriim se iika Fré-
chetovy ¢i Fréchetovy—Urysohnovy, CS¢d-generovanym prostorum pak sek-
vencialnyi.

e Uvazme CR*(A X) = {z € X : HZo}aex € A: (Ta)aer — T, pro ndjaké
k}, tj. limity vSech transfinitnich posloupnosti lezicich v A. CR#d-generované
prostory nazyvame radidlni a CR2d-generované prostory nazyvame pseudo-
radidalni.

e Uvazme CP(A,X) := J{D : D C A, D je diskrétni}. CP-generované pro-
story nazyvame diskrétné generované a CP-generované pak slabé diskrétné
generované.




e Uvazme CVP(A, X) := AUU{M : M C A,|M \ A| = 1}. CWh-generovanym
prostorum fikdme Whyburnovy a CWh-generovanym potom slabé Whybur-
novy.

Poznamka 1.14. Nyni jsme v nésledujici situaci. Topologie daného prostoru X
urcuje uzaveérovy operator dany néjakym schématem C. My zpétné zkoumame,
co nam tento operator rika o ptuvodni topologii. Je-li tento prostor slabé C-ge-
nerovany, pak muzeme celou puvodni topologii zrekonstruovat z operatoru C'y
(uzaviené mnoziny jsou pravé C-uzaviené dle lemmatu [1.12).



2. Vlastnosti uzavérovych
schémat, zachovavani

2.1 (C-dédi¢na a C-spojita zobrazeni

Definice 2.1. Necht C je uzavérové schéma, X, Y jsou topologické prostory,
f: X = Y. Rekneme, Ze zobrazeni f je

e C-dedicné, pokud je prosté a plati f[Cx(A)] D Cy(f[A]) Nrng(f) pro kazdé
ACX,;
o C-spojité, pokud plati f[Cx(A)] € Cy(f[A]) pro kazdé A C X;

e C-dédicné v bodé x € X, pokud je prosté a plati f(z) € Cy(f[4]) = z €
Cx(A) pro kazdé A C X;

e C-spojité v bodé x € X, pokud plati z € Cx(A) = f(x) € Cy(f[4]) pro
kazdé A C X.

Néazvy tradi¢nich uzavérovych schémat pouzijeme i pro pojmenovani C-spo-
jitych a C-dédiénych zobrazeni. Takze napf. misto ,,C5®9-spojité“ mizeme psat
,Fréchet-spojité“ a misto ,,CSed-spojité* muzeme psat ,sekvencidlné spojité®.

Pozorovani 2.2. Snadno nahlédneme nasledujici pozorovani.

e Zobrazeni je C-spojité, pravé kdyz je C-spojité v kazdém bodé. Podobné
zobrazeni je C-dédicné, pravé kdyz je C-dédicné v kazdém bodé.

e Spojitost (v bodé) je totéz co cl-spojitost (v bodé).

e C-spojita i C-dédicna zobrazeni jsou uzavrena na skladani.

Lemma 2.3. Necht C je uzavérové schéma. Je-li zobrazeni C-spojité, pak vzor
kazdé C-uzavrené mnoziny je C-uzaviena mnozina. Je-li C navic tranzitivni, pak
plati i opacna implikace.

Diikaz. Necht zobrazeni f: X — Y je C-spojité a mnozina B C Y je C-uza-
viend. Ukdzeme, ze mnozina A := f~'[B] je C-uzaviend. Z predpokladii mdme
FICx(4)] € Cy (f[A]) C Cy(B) = B, a tedy Cx(4) C f[B] = A.

Necht je naopak vzor kazdé C-uzaviené mnoziny C-uzavieny, C je tranzitivni
a A C X je libovolnd podmnozina. Pak mnozina B := Cy(f[A]) je diky tranzi-
tivité schématu C-uzaviend, a proto i f~1[B] je C-uzaviend. Tedy z A C f~![B]
méme Cx(4) C f[B] a f[Cx(4)] C B = Cy(f[A]). 0

Lemma 2.4. Necht C je uzavérové schéma, X, Y topologické prostory, f: X — Y.

(i) Pokud je zobrazeni f C-spojité, pak je i C-spojité.

(ii) Pokud je zobrazeni f C-dédicné, pak je i C-dédicné, je-li splnéna alespori
jedna z nasledujicich podminek:

e f[X] je C-uzavieny podprostor Y,
f[X] je C-otevieny podprostor Y a C je aditivni na'Y.



Diikaz. Nékdy budeme psat C(A), misto Cx(A), bude-li prostor X zfejmy z kon-
textu, totéz pro Y. V nasledujicim je A libovolnd podmnozina X.

(i) Indukei

flCara(A)] = [IC(Ca(A))] € C(f[Ca(A)]) € C(Ca(fIA])) = Cara (F[A]);
FlC(A)] = flUsca Cs(A)] = Usea FIC(A)] € Use, Cs(fIA]) = Calf[AD),

pro a limitni. Dale existuje ordindl a, Ze Cx(A) = Cx(A) a Cy(f[A]) =
Cy.o(f[A]), a tedy tvrzeni plati.

(ii) Ozna¢me Z := rng(f). V obou ptipadech plati inkluze C(C,(f[A]))NZ C
C(Co(f[A]) N Z) pro kazdé a. V uzavieném pripadé je totiz C,(f[A]) C Z
pro kazdé a, v otevieném aditivnim piipadé uzijeme lemma [1.7. Indukei
tedy dostavame

Canr(fIA) N Z = C(CL(fIA) N Z) N Z C C(fIC(A]) N Z C flCara(A)];
CofIAN N Z = Useo Cs(fIA) N Z € Upea fICs(A)] = FICa(A)],

pro « limitni. Tvrzeni plyne podobné jako v prvnim bodé. O]

Tvrzeni 2.5 (vztah spojitosti a C-spojitosti). Necht C je uzavérové schéma, X,
Y topologické prostory, f: X - Y,z € X.

(i) Pokud je zobrazeni f C-spojité v bodé = a prostor X je C-generovany v x,
pak f je spojité v bodé x. Tedy C-spojité zobrazeni z C-generovaného pro-
storu je spojité.

(ii) Pokud je zobrazeni f spojité v bodé x a prostor Y je C-generovany v bodé
f(x), pak f je C-spojité v x. Tedy spojité zobrazeni do C-generovaného
prostoru je C-spojité.

(iii) Pokud je zobrazeni f C-dédicné, prostor Y je C-generovany a mnozina
rng(f) je C-uzaviend, potom je f uzaviené zobrazeni (pripomerime, zZe zob-
razeni je uzavrené, je-li obraz libovolné uzaviené mnoziny uzaviena mno-
Zina,).

(iv) Pokud je zobrazeni f uzavrené a prosté a prostor X je C-generovany, potom
je f C-dédicné zobrazeni.

Diikaz. V nasledujicim je A libovolnd podmnozina X.

(i) Mdme r € A = z € Cx(A) = f(x) € Cy(f[A]) C f[A]. Prvnf
implikace plyne z C-generovanosti prostoru X v x, druha implikace z C-
-spojitosti zobrazeni f v x.

(i) Méme z € Cx(A) C A = f(z) € f[A] = f(z) € Cy(f[A]). Prvni
implikace plyne ze spojitosti v x, druha plyne z C-generovanosti prostoru Y
(iii) Necht A C X je uzaviend, pak je i C-uzaviend. Potom z C-dédi¢nosti mame

Cy (f[A]) nmg(f) € f[Cx(A)] = f[A]. Pritom Cy(f[A]) € Cy(mg(f)) =
rng(f). Celkem f[A] je C-uzaviend, a tedy z predpokladu i uzaviena.

(iv) f[Cx(A)] = f[A], coZ je uzaviend, a tedy i C-uzavieni mnozina, kterd
obsahuje f[A]. Celkem f[Cx(A)] 2 Cy(f[A]). O
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Priklad 2.6 (Heineho véta). Pripomenme, ze funkce f: X — Y je Heine-spojitd
v bodé v € X, pokud (x, : n € w) - = (f(z,) : n € w) — f(z), kde
(x, : n € w) je posloupnost v X. A je Heine-spojitd, pokud je Heine-spojitd
v kazdém bodé.

Ztejmé je kazda Heine-spojita funkce v bodé také Fréchet-spojitda v bodeé,
a tedy dle lemmatu je Heine-spojita funkce sekvencialné spojita. Predchozi
tvrzeni nam tedy ihned dava Heineho vétu: Mame-li f: X — Y, x € X, f je
Heine-spojita v x a X je Fréchétuv v x, pak f je spojita vx. A mame-li f: X - Y
Heine-spojitou a X je sekvencidlni, pak f je spojita.

Poznamenejme, ze toto tvrzeni plati i bez spocetného axiomu vybéru. Ten
je v klasické verzi pro metrické prostory potieba k implikaci ,X méa spocetny
charakter (v bodé¢) = X je Fréchetiv (v bodé)*.

2.2 Zachovavani na podprostory, dédi¢nost

Véta 2.7 (bodova dédic¢nost). At C je uzdvérové schéma a zobrazeni f: X — Y
je C-dédicné v bodé x € X a spojité v x. Potom je-li prostor Y C-generovany
v bodé f(x), pak je prostor X C-generovany v bodé x.

Diikaz. Necht x € A pro libovolnou mnozinu A C X, pak ze spojitosti v & mame
f(z) € f[A] a z C-generovanosti prostoru Y v bodé f(z) plati f(z) € Cy(f[A]).
Protoze zobrazeni f je C-dédiéné v bodé z, mame pozadované x € Cx(A). ]

Véta 2.8 (globélni dédi¢nost). At C je uzdvérové schéma a zobrazeni f: X — Y
je C-dédicné a spojité.
(i) Je-li prostor Y C-generovany, pak je prostor X C-generovany.

(ii) Je-li prostor Y slabé C-generovany, pak je prostor X slabé C-generovany,
pokud je rng(f) C-otevienda mnozina vY a schéma C je aditivni na'Y nebo
pokud je rmg(f) C-uzaviend mnozina v'Y .

Dukaz.

(i) Plyne ihned z bodové varianty aplikované na libovolny bod x € X.
(i) Plyne z prvniho bodu pro schéma C. Dodatecné predpoklady ndm s pouzi-
tim lemmatu davaji, ze zobrazeni f je C-dédicné. n
Disledek 2.9. Necht C je uzavérové schéma.
(i) Jsou-li vnoreni podprostori C-dédicna zobrazeni, pak je C-generovanost
dédicna na podprostory.

(ii) Jsou-li vnoreni uzavrenych podprostorii C-dédi¢na zobrazeni, pak je slabd
C-generovanost dédicna na uzaviené podprostory.

(iii) Jsou-li vnoreni otevienych podprostort C-dédicné zobrazeni a je-li schéma
C aditivni, pak je slaba C-generovanost dédicna na oteviené podprostory.

Tvrzeni 2.10. Necht C je uzavérové schéma, f: X — Y je oteviené zobrazeni
(tj. obraz otevrené mnoziny je oteviena mnozina), x € X. Pokud prostor X je
C-generovany v bodé x a zobrazeni f je C-spojité v bodé x, pak prostor Y je
C-generovany v bodé f(x).
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Diikaz. Necht f(z) € B pro néjakou B C Y. Oznaéme A := f~'[B]. Kdyby
v € X\ A, pak f(z) € f[X \ A], coz je dle predpokladu oteviena mnozina
disjunktni s B, a tedy i s B, coz je spor. Tedy mame = € A a z C-generovanosti
z € Cx(A) a z C-spojitosti f(x) € Cy(f[4]) C Cy(B). O

Disledek 2.11 (lokalni charakter C-generovanosti). Necht C je uzaverové schéma
takové, ze vnoreni otevrenych podprostori jsou C-spojita a C-dédicna. Potom pro
kazdy prostor X a kazdy jeho bod x plati: X je C-generovany v x, prave kdyz
existuje U C X (ne nutné otevrené) okoli bodu x, které je C-generované v bodé z.

Dukaz. Uvazme otevienou mnozinu O splnujici x € O C U. Vnoreni O do U a do
X jsou otevrena, spojitd, C-spojita a C-dédi¢na zobrazeni. Pokud je prostor X C-
-generovany v x, pak dle véty o bodové dédicnosti je prostor O C-generovany
v x a dle predchoziho tvrzeni je i prostor U C-generovany v x. Naopak pokud je
prostor U C-generovany v x, pak z je i prostor O C-generovany v z a dle
predchoziho tvrzeni je prostor X C-generovany v x. m

Definice 2.12 (dédi¢nd C-generovanost). Necht C je uzavérové schéma. Rekneme,
ze topologicky prostor je dédicné C-generovany, je-li kazdy jeho podprostor C-ge-
nerovany. Podobné definujeme dédicnou C-generovanost v bodé a dédicnou slabou
C-generovanost (v bodé).

Tvrzeni 2.13. Necht C je uzavérové schéma, X je prostor dédicné slabé C-gene-
rovany v bodé x. Pokud jsou vnoreni vsech podprostorii prostoru X obsahujicich
bod x C-spojita v z, pak je prostor X C-generovany v bodé x.

Diikaz. Volme libovolnou mnozinu A C X, ze x € A. Uvazme podprostor Y :=
AU {z}. Protoze * € A, nenf mnozina A uzaviena v Y. Z piedpokladu plati
z € Cy(A). Tedy nutné x € Cy(A), protoze Y \ A = {x}. Z C-spojitosti vnoteni
Y do X méme z € Cx(A). O

Disledek 2.14. Pokud je C uzavérové schéma takové, ze vSechna vnoreni pod-
prostori jsou C-dédicna i C-spojita, pak C-generovanost splyva s dédicnou slabou
C-generovanosti.

Diikaz. Dle dusledku[2.9]je C-generovanost dédi¢nd na podprostory a ziejmeé C-ge-
nerovany prostor je slabé C-generovany. Celkem C-generovany prostor je dédicné
slabé C-generovany. Naopak dédi¢né slabé C-generovany prostor je C-generovany
dle predchoziho tvrzeni. O

Pi¥iklad 2.15 (aplikace na C59). Protoze konvergence posloupnosti je absolutni,
jsou vsechna vnoteni C5¢9-dédic¢na i C5¢9-spojita. Protoze spojité zobrazeni zacho-
véavaji limity posloupnosti, jsou vSechna spojitéd zobrazeni C5®-spojita. Aplikaci
disledku a predchoziho disledku dostavame, ze libovolny podprostor Fréche-
tova prostoru je Fréchetiiv, uzavieny nebo otevieny podprostor sekvencialniho
prostoru je sekvencidlni a ze prostor je Fréchetuv, pravé kdyz je dédicné sekven-
cialni.
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2.3 Zachovavani na induktivni konstrukce

Induktivnimi konstrukcemi méme na mysli napt. topologickou sumu a kvo-
cient, které vychazeji z pojmu induktivniho generovani.

Definice 2.16 (induktivni generovani).

e Rekneme, 7e topologie na X je induktivné generovand souborem zobrazeni
{fi: Xi; = X}ier, pokud je to nejjemnéjsi topologie, pii které jsou vSechna
zobrazeni f; spojita.

e Rekneme, Ze topologie na X je dédicné induktivné generovand souborem
{fi: Xi = X}ier, pokud pro kazdy podprostor Y C X je topologie na Y
induktivné generovand souborem {f;: f; '[Y] — Y }iers.

Tvrzeni 2.17 (charakterizace induktivniho generovani). Meéjme soubor zobra-
zeni mezi topologickymi prostory {f;: X; — X }ier. Nésledujici podminky jsou
ekvivalentni.

(i) Topologie na X je induktivné generovana souborem {f; : 1 € I}.

(ii) Pro kazdou mnozinu F C X plati: F je uzaviena, pravé kdyz f;'[F] je
uzavrena v X; pro kazdé i € I.

(iii) VSechna zobrazeni f; jsou spojita a pro kazdé zobrazeni f: X — Y plati:
f je spojité, pravé kdyz vSechna slozeni f o f; jsou spojita.

Diikaz. Oznaéme 7 := {U C X : f;'[U] je oteviend pro kazdé i € I'}. Z definice
7 musi byt kazda topologie, pri které jsou vSechna f; spojitd, obsazena v 7. Diky
vlastnostem vzoru je 7 topologie, a je to tedy hledana jednozna¢né urcena induk-
tivné generovana topologie. Prechodem ke komplementu dostavame ekvivalenci
a|(iD)l

, — : Z bodu ((i)| jsou vsechna zobrazeni f; spojita, a tedy pro
kazdé spojité zobrazeni f: X — Y jsou spojita vSechna slozeni f o f;. Jsou-li
naopak spojita vsechna slozeni f o f;, pak pro libovolnou uzavienou mnozinu
F C Y mame, ze (f o fi)7[F] = f'[f~'[F]] je uzaviena pro kazdé i € I.
Z bodu plyne, ze f~1[F] je uzaviend, tedy f je spojité zobrazeni.

— : Necht 7 je aktualni topologie na X, pro kterou plati , a nechf
7" je induktivné generovand topologie na X . Uvazme idy: (X, 7) — (X, 7). Z de-
finice 7' plyne, ze vSechna zobrazeni f;: X; — (X, 7) jsou spojitd, a tedy podle
bodu je idx spojité zobrazeni, tedy 7 O 7/. Na druhou stranu z bodu
plyne, ze vSechna zobrazeni f;: X; — (X, 7) jsou spojita, a 7" je dle definice
nejjemnéjsi topologie s touto vlastnosti, tedy 7 C 7. Celkem 7 = 7'. [

Lemma 2.18. Necht X, Y jsou mnoziny, f: X — Y. Plati
(VAC X)(VB,C CY): BC f[A] = BnCC f[An f7C]).

Diikaz. Pro libovolné y € BNC existuje x € A, Ze f(x) =y € C, tedy z € f~1[C],
tedy y = f(x) € f[AN fHC]]. O

Tvrzeni 2.19 (charakterizace dédi¢ného induktivniho generovani). Méjme sou-
bor zobrazeni mezi topologickymi prostory {f;: X; — X}ier. Nasledujici pod-
minky jsou ekvivalentni.

13



(i) Topologie na X je dédicné induktivné generovand souborem {f; : i € I}.
(ii) VsSechna zobrazeni f; jsou spojita a pro kazdou mnozinu A C X plati
AN A C Uie, filf Al

Diikaz. m = : Méjme x € A\ A dano libovolné. Oznac¢me Y := AU {z}
aY; := f'[Y] pro i € I, pak topologie na Y je z piedpokladu induktivné
generovand souborem {f;: Y; — Y },c;. Mnozina A neni z definice uzaviend v Y,

i

a tedy existuje i € I, ze mnozina f; '[A] neni uzaviend v Y;. Volme 2’ € f; '[A] "\
YA pak fi(2') € Y\ A, tedy f;(2') = x. Zarovein o' € f;'[A], tedy 2 €

filf Al

— [(Q)} Vol Y C X. Chceme ukézat, ze pro kazdou mnozinu A C Y
plati: A je uzaviend v Y, pravé kdyz f; '[A] je uzaviend v f; '[Y] pro kazdé i € I.
,=“ plyne z piedpoklddané spojitosti f;. Pfedpoklddejme naopak, ze f; '[A] je
uzaviend v f;'[Y] pro kazdé i € I. Mame A\ A C U,., filf7 '[A]], a tedy dle
predchoziho lemmatu A’ \AC Uer LI A N f7HY)) = Uier filf7HA] C A,
tedy A je uzaviena v Y. n

Véta 2.20 (bodova varianta zachovavani). Necht C je uzavérové schéma, prostor
X je dédicné induktivné generovany souborem zobrazeni{ f;: X; — X }ier, x € X.
Pokud jsou vSechny prostory X; C-generované ve vsech vzorech bodu x pri vsech
zobrazenich f; a vSechna zobrazeni f; jsou C-spojita ve vsech téchto vzorech, pak
prostor X je C-generovany v bodé x.

Diikaz. Mé&me libovolné A C X, € A\ A, chceme ukédzat, ze z € Cx(A).
Z piedpokladu dédiéné induktivni generovanosti existuje i € I, ze = € f;[f; '[A]],

tedy existuje ' € f; ![A], Ze fi(z') = x. Dle predpokladu je prostor X; C-ge-
nerovany v bodé 2’ a zobrazeni f; je C-spojité v z’. Tedy 2’ € Cy,(f;'[A])
ax = fi(2') € Cx(filf;7'[A]]) € Cx(A). B

Pozndmka 2.21. Kdybychom v predchozi vété misto dédi¢ného induktivniho ge-
nerovani pozadovali otevienost vSech zobrazeni f;, pak by stacila existence vzoru
2’ bodu z pri néjakém f; tak, ze X; je C-generovany v bodé z’ a f; je C-spojité
v 2. Viz tvrzeni

Déle vzhledem k tvrzeni je podminka C-spojitosti nutna.

Véta 2.22 (globalni varianta zachovavani). Necht C je uzavérové schéma, prostor
X je induktivné generovany souborem C-spojitych zobrazeni {f;: X; — X}ier
a vsechny prostory X; jsou C-generované. Pak prostor X je C-generovany, je-li
splnéna alesporn jedna z nasledujicich podminek.

(i) Uzdvérové schéma C je tranzitivni.

(ii) Prostor X je dokonce dédi¢né induktivné generovany souborem { f; : i € 1}.
Diikaz.

(i) Méjme libovolnou C-uzavienou mnozinu A C X. Diky tranzitivité staci
dle lemmatu ukdzat, Ze je uzaviend. Pokud neni, tak z induktivniho
generovani existuje i € I, ze f; '[A] neni uzavena. P¥itom je ale C-uzaviena
z C-spojitosti f; (lemma [2.3). Tedy X; nenf C-generovany prostor, coz je
Spor.

(ii) Plyne jako disledek bodové varianty v predchozi vété. O
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Disledek 2.23. Necht C je uzavérové schéma a prostor X je induktivné genero-
vany souborem C-spojitych zobrazeni {f;: X; — X }ier. Jsou-li vSechny prostory
X, slabé C-generované, pak je i prostor X slabé C-generovany.

Diikaz. Plyne ihned z predchozi véty aplikované na schéma C, uvédomime-li si,
ze zobrazeni f; jsou C-spojita (lemma . O

Definice 2.24. Pripomenme nékteré specialni typy zobrazeni. Necht f: X — Y
je zobrazeni mezi topologickymi prostory. Zobrazeni f nazveme

e otevrené, pokud je obraz kazdé oteviené mnoziny otevieny;
e wuzavrené, pokud je obraz kazdé uzaviené mnoziny uzavieny;

e kvocientové, pokud je na a topologie na Y je jim induktivné generovana
(z ¢ehoz plyne, Ze je spojité);

e dedicne kvocientové, pokud pro kazdy podprostor Z C Y je zobrazeni
f: fZ] — Z kvocientové, ekvivalentné je na a topologie na Y je jim
dédi¢né induktivné generovana;

e otevrené kvocientové, je-li oteviené a kvocientové, ekvivalentné je spojité,
oteviené a na;

o uzavrené kvocientové, je-li uzaviené a kvocientové, ekvivalentné je spojité,
uzaviené a na.

Pozndmka 2.25. Pojem dédi¢né kvocientového zobrazeni a jeho charakterizace

obdobné tvrzeni je k nalezeni v [En, 2.4.F, s. 97].

Lemma 2.26. Necht C je uzavérové schéma, prostor X je induktivné generovany
souborem zobrazeni F = {fi: X; = X }ier.

(i) Jsou-li vSechna zobrazeni f; oteviena, pak je prostor X dédicné induktivné
generovany souborem JF. Specialné otevieny kvocient je dédicny kvocient.

(ii) Jsou-li vSechna zobrazeni f; uzaviena a {rng(f;) : ¢ € I} je lokalné konecny
soubor v prostoru X, pak je X dédicné induktivné generovany souborem
F. Specialné uzavreny kvocient je dédicny kvocient.

Diikaz. Volme libovolné A C X. Ukdzeme, ze A\ A C B := J{f;[f; '[A]] : i € I}.

Nejprve si uvédomme, ze Y := (J{rng(f;) : ¢ € I} je z induktivniho generovani
obojetnd podmnozina X, jejiz doplnék je diskrétni, a tedy AN AC ANY CY.

(i) Uvazme U := U{fi[X; \ f; '[4]] : @ € I}, to je z predpokladu oteviend

podmnozina X disjunktni s A. Protoze BUU =Y, mame B D Y \ U, coz

je uzaviena mnozina obsahujici ANY. Celkem B D Y\U D ANY D A\ A.

(ii) Z predpokladu pro kazdou kolekei uzavienych mnozin {A; C X, : i € I}
plati, ze mnozina (J{fi[A:] : i € I} je uzaviend v X. Tedy mnozina B je
uzaviend a obsahuje ANY. Tvrzeni plyne stejné jako v prvnim bodé. [

Lemma 2.27. Necht D = (O, M) je diagram v kategorii topologickych prostort
a (X, {fo: O = X}oco) je kolimita diagramu D. Pak plati | J{fo[O] : O € O} =
X a topologie na X je induktivné generovand souborem {fo : O € O}.
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Diikaz. Rekneme, 7e (X' {f5: O — X'}oco) je kandiddt na kolimitu D, pokud
jsou vSechna zobrazeni f/, spojita a pro kazdy morfismus m € M: O; — O, plati
f6, = [6, om. Soubor (X, {fo : O € O}) je jakozto kolimita takovy kandidat, ze
pro kazdého dalstho kandidata (X', {f}, : O € O}) existuje jednoznacné spojité
zobrazeni f: X — X' takové, ze pro kazdy objekt O € O plati fj, = f o fo.

Nejprve ukazeme, ze kolekce { fo : O € O} jena X ve smyslu Y := (J{fo[O] :
O € O} = X. Ozna¢me i: Y — X inkluzi podprostoru. Ztejmeé (Y, {f}, : O €
O}), kde fo = io f}), je kandidat na kolimitu. Existuje tedy spojité zobrazeni
f: X =Y, ze fofo=f,pro kazdy objekt O. Pak io fo fo =io f, = fo
pro kazdy objekt O, a tedy io f: X — X je dosvédcujici zobrazeni pro kolimitu
a z jeho jednoznacnosti plyne 7 o f =idy, tedy ¢ je na.

Oznacme nyni 7 aktudlni topologii na X a 7’ néjakou alternativni topologii
na X. Tj. ((X,7),{fo : O € O}) je nase kolimita a ((X,7'),{fo : O € O})
je kandidat na kolimitu, pravé kdyz jsou vSechna fo: O — (X, 7') spojita. Je-li
(X,7) : {fo : O € O}) kandidat na kolimitu, pak existuje spojité f: (X,7) —
(X, 1) takové, Ze f o fo = fo pro vSechny objekty O. Protoze |J{fo[O] : O €
O} = X, musi byt f = idy a ze spojitosti mdme 7 O 7/. Tedy 7 je nejjemnéjsi
topologie na X takova, Ze vSechna zobrazeni fo jsou spojita. ]

Disledek 2.28 (zachovavani na induktivni konstrukce). Necht C je uzavérové
schéma.

(i) Jsou-li vnoreni obojetnych podprostorii C-spojitd, pak je topologicka suma
(slabé) C-generovanych prostori (slabé) C-generovany prostor.

(ii) Jsou-li dédicné (resp. oteviend, uzavrend) kvocientova zobrazeni C-spojita,
pak je dédicny (resp. otevreny, uzavrieny) kvocient (slabé) C-generovaného
prostoru (slabé) C-generovany.

(iii) Jsou-li kvocientova zobrazeni C-spojita, pak je kvocient slabé C-generova-
ného prostoru slabé C-generovany.

(iv) Jsou-li vsechna spojita zobrazeni C-spojitd, pak jsou vsechny kolimity slabé
C-generovanych prostorti slabé C-generované.

(v) Jsou-li vsechna otevrena spojita zobrazeni C-spojita, pak kolimita (slabé)
C-generovanych prostorti realizovand kolekci otevienych zobrazeni je (slabé)
C-generovany prostor.

Diikaz. Plyne aplikaci tvrzeni, ktera jsme v této podkapitole budovali. O

Pozndmka 2.29. Obdoba posledniho bodu predchoziho dtsledku pro uzaviena
spojitd zobrazeni neplati, viz piiklad [5.7. Pfedpoklad lokdlni kone¢nosti z lem-
matu nelze vynechat.

Piiklad 2.30 (aplikace na C5°%). V piikladu [2.15] jsme si uvédomili, Ze viechna
spojita zobrazeni jsou C39-spojit4, a tedy i CSed-spojité. Pfedchozi disledek nam
rika, ze tiida Fréchetovych prostort je uzaviena na kolimity realizované otevie-
nymi zobrazenimi (specialné sumy) a dédi¢né kvocienty a ze tiida sekvencidlnich
prostorl je uzaviena na vSechny kolimity a kvocienty.
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2.4 Gradace uzavérovych schémat

V této podkapitole definujeme pojem gradace uzavérového schématu a indu-
kované kardinalni invarianty. Tyto pojmy nam umozni sjednotit definice nékte-
rych konkrétnich kardinalnich invarianti vychazejicich z konkrétnich uzavérovych
schémat. Také ndm umozni strucénéjsi vyjadrovani v dalsich kapitolach.

Definice 2.31. Rekneme, 7e G = (G, : k € Cn) je gradace uzdvérového schématu,
pokud kazdé G, je uzavérové schéma a pro k < ' plati G, < G,..

Pokud navic pro uzévérové schéma C plati \/{G. : k € Cn} = C, pak fekneme,
ze G je gradace uzavérového schématu C a znac¢ime to G — C.

Lemma 2.32. Necht G je gradace uzavérového schématu, pak pro kazdy topo-
logicky prostor X existuje ko, ze \/[{Gx : k € Cn} = G, na X. Tedy \/{G. : k €
Cn} je vzdy uzavérové schéma.

Diikaz. Pro A C X se v posloupnosti (G x(A) : £ € Cn) mize objevit nejvyse
|P(X)| ruznych mnozin, a protoZe je to posloupnost monoténni, je od jistého xg
konstantni. O

Definice 2.33. Podobné jako pri prechodu od uzavérovych operdtoru k uzave-
rovym schémattim (definice |1.8)) muzeme prirozené prenést nazvoslovi a operace
z uzavérovych schémat na jejich gradace:

e Rekneme, 7e gradace G je tranzitivni, resp. aditivni, pokud jsou takova
vSechna schémata G,..

e Definujeme tranzitivn{ uzavér G := (G, : k € Cn).
e G! < G?% pokud G! < G2 pro kazdé k, pro gradace G', G2.
e Zobrazeni f: X — Y mezi topologickymi prostory je G-dédi¢né resp. G-
-spojité (v bodé), pokud je takové vzhledem ke vSem schématim G,.
Pozorovani 2.34. Méjme gradaci G — C.
e Plati G — C, ¢ili G je gradace C.
e Je-li zobrazeni f: X — Y mezi topologickymi prostory G-dédicné, resp. G-
-spojité (v bodé), je f takové i vzhledem k C.
Diikaz. Plyne ihned z predchoziho lemmatu. O

Pozorovani 2.35. Podobné jako pro uzdvérovd schémata plati Cct < C2_:>
C! < (2, plati i pro gradace G' < G> = G! < G2. Daéle ziejmé plati G < G pro
kazdou gradaci G.

Definice 2.36 (indukované kardindlni invarianty). Méjme gradaci G — C a to-
pologicky prostor X. Definujme nasledujici kardinalni invarianty.

Ag(z, A, X) :==min{k : x € G, x(A)} proze Cx(A4), ACX;

Ag(z, X) :==min{k: VAC X))z € Cx(4A) = € G, x(A)}
=sup{Ag(z, A, X) 12 € Cx(A), ACX} prozeX;
Ag(X) :=min{x :C =G, na X}
=sup{g(z, X) : z € X}
=sup{Ag(z, A, X):x € Cx(A), AC X}.
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Pro konkrétni gradaci G~ mtizeme zdpis Ago zkratit na A~ a podobné misto /\gﬁ
mizeme psat AC.
Pozorovani 2.37. Méjme gradaci G — C. Je-li topologicky prostor X C-genero-
vany v bodé z, pak Ag(x, X) = min{x : X je G.-generovany v x}. Je-li prostor X
C-generovany, pak A\g(X) = min{x : X je G.-generovany}.
Tvrzeni 2.38. Mé&jme dvé gradace G* — Ct, G? — C? a topologicky prostor X.
(i) Pokud G* < G? na X, pak \'(x, A, X) > \2(x, A, X) pro kazdé x € C%(A),
ACX.
(i) Pokud navic (VA C X): z € C%(A) = =z € C%(A) pro pevny bod
x € X (specidlné pokud X je C'-generovany v z), pak \!(z, X) > \*(z, X).
(iii) Pokud jesté navic podminka vyse plati pro kazdy bod x € X, tj. C' = C?
na X (specidlné pokud X je Cl'-generovany), pak \'(X) > \*(X).
Diikaz.
(i) Protoze G' < G% na X, plati i C! < C?, a tedy za naseho predpokladu
r € CY(A) jeix € C%(A) a kardinal \?(x, A, X) je definovan. Protoze
z € Gl x(A) = z € G} x(A), plati dokazovana nerovnost.
(i) Za dodatecného predpokladu plati {AC X :x € Cx(A)}={AC X :z €
C%(A)} =: A. Tedy N(z,X) = sup{\'(z,A,X) : A € A} pro i € {1,2}
a dokazovand nerovnost plyne z predchoziho bodu.

(iii) Plyne ihned z definice a pfedchoziho bodu, protoze bodova nerovnost plati
v kazdém bodé. O

Diisledek 2.39. Mé&jme dvé gradace Gt — C', G — C?. Pokud C' = C? na
topologickém prostoru X a G! < G2 na X, pak
Mz, A, X) > N(x, A, X) prox € CY(A)=C%(A), AC X,
M(z, X) > N(z, X) prox € X,
A(X) > N (X).
Pozorovani 2.40. Pro gradaci G — C a topologicky prostor X plati Ag(X) <
A\g(X), protoze pokud C = G, na X, pak také C = G, na X.

Tvrzeni 2.41. Méjme gradaci G — C a zobrazeni f: X — Y mezi topologickymi
prostory.

(i) Je-li zobrazeni f G-dédicné v bodé x € X a C-spojité v x, pak Ag(z, X) <
Ag(f(x),Y).
(ii) Je-li zobrazeni f G-dédicné a C-spojité, pak Ag(X) < Ag(Y).
Diikaz.
(i) Postupujeme jako v dikazu véty s G, C namisto C, cl.
(ii) Plyne ihned z pfedchoziho bodu. O

Priklad 2.42. Necht C je uzévérové schéma. Uvazme G™™(C) := (C, : k €
Cn), kde C,, chdpeme ve smyslu definice uzavérové posloupnosti (1.4)). Ziskavame
gradaci G — C. Kardinalni invarianty AT mé¥i, kolik iteraci je potfeba
k dosazeni C-uzavéru.

Dalsi konkrétni priklady gradaci nalezneme u prislusnych uzavérovych sché-
mat v nésledujici kapitole.
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3. Konkrétni uzavérova schémata
a vztahy mezi nimi

V této kapitole systematicky projdeme uvazovana konkrétni uzavérova sché-
mata, jejich vlastnosti a zakladni vztahy mezi nimi. Zaméirime se predevsim na
schémata C5¢9, CRad CPWh 5 CWh v obecné situaci a na Hausdorffovych prostorech,
kde uzavér v C-generovanych topologiich skuteéné vznika pridavanim jednotlivych
bodi. Odtud nazev prace.

Méme-li dvé uzdvérova schémata C!, C?, miiZzeme rozliSovat t¥i irovné vztahu
LC! je silngjsi nez C?¢. Zaprvé C' < C2, zadruhé bodovd Cl-generovanost impli-
kuje bodovou C?-generovanost a zatieti C'-generovanost implikuje C2-generova-
nost. Tvrzeni o takovémto vztahu dvou schémat budeme formulovat v nejsilnéjsi
dostupné podobé.

Z¥ejmym vztahem pro libovolné schéma C je C'4 < C < C < cl, specialné C-ge-
nerované prostory jsou slabé C-generované a diskrétni prostory jsou C-generované
pro libovolné schéma C. Déle C' < C? = C! < C2.

Podivejme se nyni na jednotliva uzavérova schémata, jejich gradace a zakladni
vztahy mezi nimi.

3.1 Tésnota, gradace velikosti mnozin
Definice 3.1. Pro uzavérové schéma C a kardindl x definujeme schéma C=*:
CYP(A) = AUu{Cx(B) : B € [A]**} pro AC X € Top.

Déle definujeme gradaci velikost{ zdrojovych mnozin: G¥4(C) = (C=" : k €
Cn). Podminku A C C)S(“(A) zajistujeme explicitné pouze proto, abychom dostali
C=0 =cl,

Tvrzeni 3.2. Necht C je uzavérové schéma.

(i) Pro kazdy kardindl r je C=* uzdvérové schéma a mame gradaci G4(C) —
C. Pokud je navic schéma C tranzitivni nebo aditivni, jsou takova i schémata
C=" (pro k > w) a gradace GE*4(C). (Mluvime-li o celé gradaci, miizeme si
z praktickych diivodu dovolit vynechat ¢leny odpovidajici konec¢nym kardi-
nalim.)

(ii) Je-li zobrazeni mezi topologickymi prostory f: X — Y C-dédic¢né, resp. C-
-spojité (v bodé), potom je f takové i vzhledem ke vSem schématiim C=*,
a tedy i vzhledem ke gradaci G“4(C).

Dikaz.

(i) G°4(C) je ziejmé gradace schématu C, nebot CSXI = C na prostoru X.
Schéma C=* (pro x nekonec¢né) je tranzitivni, je-li takové C, protoZe sjed-
noceni < k mnozin mohutnosti < k ma mohutnost < x. Totéz plati pro
aditivitu, protoze [AU B]=F = {A'U B’ : A’ € [A]=", B’ € |[B]="}. Podrob-
néji v tvrzeni |1.6/
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(ii) Zobrazeni f: X — Y C-spojité v bodé x € X je C=F-spojité v x pro kazdé .
Totiz pro € Cx(B), kde B € [X]|=*, mame f(z) € Cy(f[B]) a | f[B]| < k.
Tedy C-spojité zobrazeni jsou C< -spojité.

Je-li zobrazeni f C-dédic¢né, pak je i C=#-dédicné. Pokud f(z) € Cy(f[B)),
pak z C-dédicnosti i x € Cx(B). Pritom |f[B]| = |B|, protoze zobrazeni f
je prosté. O]

Pozorovani 3.3. Jsou-li C', C? uzdvérovd schémata a C* < C? (na prostoru X ),
pak (C1)=F < (C*)=F (na X) pro kazdé k a GE4(CY) < GY¥4(C?) (na X).

Definice 3.4. Definujme gradaci G5 := G¢ad(cl) = <Cl§'{ :k € Cn) — cl. In-
dukovany invariant A5 splyva s tradi¢né definovanou tésnotou topologického pro-
storu (v bodé (vzhledem k mnoZiné)) a proto ho budeme znagcit t(X), resp. t(z, X),
resp. t(x, A, X). Varianté t(z, A, X) pro x € A, A C X se nékdy ¥ika primitivni
tésnota bodu x vzhledem k A a znaci se pt(x, A, X).

cl=F-uzavienym mnozindm tradicné ikdme k-uzaviené.

Pozorovani 3.5 (vlastnosti gradace G5°).

o Gradace G5 je tranzitivni a aditivni, protoZe je takové schéma cl.
e Prostor X je zfejmé G5°-generovany v bodé x, pravé kdyz t(x, X) < k.
e Spojita zobrazeni (v bodé) jsou G5¢%-spojitd (v bodé) a vnoreni podprostort
jsou GS¥_dédicna.
Tvrzeni 3.6 (vlastnosti tésnoty). Necht f: X — Y je zobrazeni mezi topologic-
kymi prostory a x € X.
e Pokud f je vnoreni podprostoru, pak t(z, X) < t(f(z),Y) at(X) < t(Y).
e Pokud f je vnoreni otevieného podprostoru, pak t(x, X) = t(f(z),Y).
e Pokud f je kvocientové zobrazeni, pak t(X) > t(Y).

Diikaz. Plyne ihned uzitim veéty 2.7, dusledku [2.11] resp. [2.28| pro tranzitivni
schémata cl=* a uzitim pfedchoziho pozorovani. O

Tvrzeni 3.7 (vztah C=* a C A cI=%). I kdyZ obecné C=* # (C A cI="), plati
C=" < (C A cl=") a C=*-generovanost (v bodé) splyva s (C A cI=")-generovanosti
(v bodé).

Dikaz. Z¥ejmé C=% < C a C=% < =", Dale pokud je prostor X (C A cI=%)-
-generovany v bodé r a x € A pro né€jakou mnozinu A C X, pak existuje B €
[A]=* s z € B, a tedy x € C(B) C C=F(A). O

Tvrzeni 3.8 (vztah C=~ a (C)=). Plati C=% < (C)=*, ale obecné ani nesplyvd
C=r-generovanost s (C)="-generovanosti.

Diikaz. Protoze C < C, plati i C=F < (C)=F. A protoze schéma (C)=* je tranzi-
tivni, dostdvame pozadovanou nerovnost. Nesplyva napt. (CRad)<w_generovanost
(tj. sekvencialita) a (CRad)<“-generovanost (tj. pseudoradialita spocetné tésnoty),

viz 0
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Tvrzeni 3.9. Necht C je uzavérové schéma a G = Qcard(C).

(i) Plati G < G < G5,
(ii) Pokud je prostor X C-generovany v bodé x, pak t(x,X) = Ag(x, X) =
Ag(z, X).
(iii) Pokud je cely prostor X C-generovany, pak G = G = G5 na X.
(iv) Pokud je prostor X slabé C-generovany v bodé x, pak t(x, X) < Ag(z, X).
(v) Pokud je cely prostor X slabé C-generovany, pak t(X) < Ag(X) < Ag(X).

Dukaz.

(i) Nerovnosti G < G < G5 snadno plynou z pozorovani a a z tran-
zitivity gradace G5,

(ii) Z predchoziho bodu plyne, ze pokud je prostor X C-generovany v bodé x,
pkz € A = 1z € Ox(A) = =z € Cx(A) pro kazdou mnozinu
A C X, a tedy dle tvrzeni méame t(z, X) < Ag(z, X) < Ag(x, X).
Na druhou stranu pokud z € B pro B € [A]S", pak z C-generovanosti
r € Cx(B) C C=F(A), a tedy Ag(z, X) < t(z, X).

(iii) Kdyz C = cl na X, pak G = G°4(C) = G“d(cl) = G5 na X.
(iv) Plyne analogicky jako ve druhém bodeé.

(v) Z predchoziho bodu mame (X)) < Az(X) a z pozorovani mame nerov-
nost A\g(X) < Ag(X). O

3.2 Schémata zalozena na konvergenci

Definice 3.10. Necht Z je neprazdné trida usmérnénych mnozin (tj. kvasiuspo-
radanych mnozin, kde navic kazdé dva body maji spoletnou horni zavoru). Pak
definujeme uzévérové schéma C = CN°(Z) nésledovné:

Cx(A)=AUu{r e X: (3 €I)(FP: I - A net): & — z},

tj. pridavame limity vSech nettt v X s hodnotami v A néjakého tvaru I € Z. Pod-
minku A C Cx(A) zajistujeme explicitné pouze proto, aby pro trividlni pripady
platllo CNets(@) — CNets({@}) — CId.

Méame C5¢4 = CNets({w}) a CRad = CNe(On), kde na ordinalech uvazujeme
jejich uspofadani. Dale cl = CNe*(Z), pro Z ti{du vSech usmérnénych mnozin. P¥i-
pometime, Ze C>9-generovanym prostoriim iikame Fréchetovy, CSed-generovanym
sekvencidlni, C®*-generovanym radidini a CR*d-generovanym pseudoradidini.

Pozorovani 3.11. Pro kazdou neprazdnou tridu usmérnénych mnozin Z plati
nasledujici.
o CN°S(Z) je aditivni uzdvérové schéma, protoze pro kazdy net ®: [ — AUB
je alesporii jedna z mnozin ®~'[A], ®~'[B] kofindlni v I.

e Vsechna spojitd zobrazeni (v bodé) jsou CN°®(ZI)-spojita (v bodd), nebot
spojita zobrazeni zachovavaji konvergenci neti.
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e Vsechna vnoreni podprostorti jsou CN%(T)-dédicnd, nebot konvergence netii
je absolutni.

e (Slabd) CN°'s(T)-generovanost je tedy zachovavana stejnym zpitisobem jako

Fréchetovost (sekvencialita), viz piiklady a[2.30.

Podivejme se nyni na nékteré vlastnosti Fréchetovych prostorti.

Pozorovani 3.12. Ma-li néjaky bod x € X spocetny charakter, pak je prostor X
Fréchetiiv v bodé x. Prostory spocetného charakteru jsou Fréchetovy. Opacna
implikace vsak neplati, protiprikladem je sekvencialni véjit S, pro k > w.

Diikaz. Je-li (U, : n € w) klesajici bdze v bodé x, pak libovolny prvek [[(U,NA :
n € w) je posloupnost v A C X konvergujici k x pro x € A. Protiptiklad k opa¢né
implikaci viz [5.4. O

Definice 3.13. Rekneme, 7e prostor X je sekvencidlné koherentni v bodé = € X,
pokud kdykoliv je  hromadny bod néjaké posloupnosti v X, pak je limitou néjaké
jejl podposloupnosti. Dale prostor X je sekvencidalné koherentni, je-li sekvencialné
koherentni v kazdém bodé, tj. kazdy hromadny bod kazdé posloupnosti je limitou
néjaké jeji podposloupnosti.

Tvrzeni 3.14. Prostor X je Fréchetiiv v bodé x, pravé kdyz v ném ma spocetnou
tésnotu a je v ném sekvencialné koherentni. Fréchetovy jsou pravé sekvencialné
koherentni prostory spocetné tésnoty.

Diikaz. Nejprve ukazeme, zZe je-li prostor X Fréchetiv v bodé = a = je hromadny
bod posloupnosti (z,, : n € w) (tj. z € ({x, :n >k} pro kazdé k € w), pak
existuje podposloupnost (z,, : k € w) — z. Oznaéme I := {n € w: z € {x,}},
tj. mnozinu indext vSech prvka posloupnosti, od kterych nelze bod x oddélit.
Je-li I kofindlni v w, pak jsme hotovi, neni-li, pak je koneéna a odpovidajici
pocatecni segment posloupnosti mizeme odstranit, tj. bez Gjmy na obecnosti
lze x oddélit od kazdého ¢lenu posloupnosti. x je hromadny bod posloupnosti,
specidlné = € {z, : n € w} a z predpokladu Fréchetovosti existuje posloupnost
(Ym : m € w) — x v oboru hodnot puvodni posloupnosti. Budeme induktivné
definovat ostie rostouci posloupnosti prirozenych ¢isel (ny : k € w), (my : k € w)
takové, ze (x,, : k € w) = (Ym, : k € w). To bude hledand podposloupnost (x,),
ktera je i podposloupnosti (y,,), a tedy konverguje k . Volme ng, mq spliujic
Tny = Ym, libovolné. Mame-li ny, my, pak jisté existuje npy1 > ng, ze xy,,, €
{Ym : m > my}, jinak pro kazdé n > n; mame z,, € {y,, : m < my}, a tedy z je
v uzavéru této konecné mnoziny, coz je spor s predpokladem, ze x lze oddélit od
kazdého ¢lenu posloupnosti (z,,).

Naopak ma-li prostor X spocetnou tésnotu v x a je-li v x sekvencialné kohe-
rentni, pak je v & Fréchetiv. Je-li # € A pro néjakou mnozinu A C X, miiZzeme
z predpokladu spocetné tésnoty predpokladat, ze A je spocetna. Uvazme po-
sloupnost (x, : n € w) v mnoziné A takovou, Ze se v ni kazdy prvek mnoziny A
opakuje nekone¢nékrat. Potom {z, : n >k} = A pro kazdé k € w, a tedy 7 je
hromadny bod této posloupnoti. Z predpokladu sekvencialni koherence existuje
jejl podposloupnost konvergujici k z, ktera dosvédcuje, ze prostor X je Fréchettv
vV . O
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Nyni na uvazovanych uzavérovych schématech zavedeme prirozené gradace
a nahlédneme vztahy mezi nimi. Podividme se také na nerovnosti mezi indukova-
nymi kardindlnimi invarianty a jejich vztah k tésnoté na daném prostoru.

Definice 3.15. Definujme gradace

GSeds = (G5 : s € Cn), kde G5 :=CN*({a € On : a < K}),
gNets .= (GNes . s € Cn), kde GN® := CN({] : [ usmérnénd a || < k}).

Indukovanému kardindlnimu invariantu ASess se nékdy tradiéné ikd chain-net
charakter a znad¢i se o. (viz [JMSW]) nebo také radidlni charakter se znackou
Ry. Invariant ANets je nékdy nazyvan net charakter se znackou o ([JMSW]) nebo
divergence se znackou div.

Lemma 3.16 (o kvalité posloupnosti). Necht X je topologicky prostor a & =
(xq : x € K) — x je konvergentni posloupnost v X.

Seqs

(i) Posloupnost ® obsahuje podposloupnost reguldrni délky. Tedy G3¢% = gcf(ﬁ)

pro kazdé r, CRd = CN*({x; € Cn : k reguldrni}) a invarianty \5°9 g \Seas
nabyvaji pouze regularnich hodnot.

(ii) Posloupnost ® obsahuje prostou podposloupnost nebo konstantni podpo-
sloupnost. Ve druhém pripadé tedy existuje « € k: x € {x,}, specidlné
pokud je prostor X T a x ¢ rg(®), pak druhy pripad nenastane. Dalsim
diisledkem je G5 = G@ard(CRad),

Dukaz.

(i) Ziejmé staci uvazit ostie rostouci kofindlni zobrazeni f: cf(k) — k. Potom
® o f je hledana podposloupnost.

(ii) Dle prvniho bodu muZzeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, Ze k je
regularni. Definujme induktivné v, = min{y : =, ¢ {ys : f < a}},
Yo 1= T, . Pokud indukce nemiize pokracovat v kroku o € x, znamena to, Ze
{ys : B < a} = rng(®). Protoze k = J{® ' [{y}] : v € mg(®P)} a z predcho-
ziho |rng(®)| < k, existuje z regularity x bod y € ng(®): |2 '[{y}]| = &,
tedy ¥y ma v nasi posloupnosti kofindlni vyskyt, ktery realizuje konstantni
podposlopnost. V opac¢ném pripadé da induktivni konstrukce prostou pod-
posloupnost.

Diky ptedchozimu, pokud |rng(®)| = A, pak pak existuje posloupnost
délky nejvyse A s hodnotami v rng(®) konvergujici k x. Odtud G5
gCard (CRad) )

O
Pozorovani 3.17 (charakterizace GN°*). Necht X je topologicky prostor, A C X,
reX.

e Pokud ®: I — A je konvergentni net s ® — z a |I| < k, pak F := {{®(j) :
j >i} 1 € I} je béze filtru na A konvergujiciho k x, |F| < k a F C [A]=",

e Pokud F C P(A) je baze filtrus F — z a|F| < K, pak zobrazeni ®: F — A
splitujici ®(F') € F je net s & — z a |[dom(®P)| < k.
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Tedy schéma GN* definované pomoci konvergence netii velikosti < k je ekviva-
lentné popsano konvergenci bazi filtrii velikosti < k a téz ekvivalentné konvergenci
bazi filtru velikosti < k tvorenych navic mnozinami velikosti < k.

Tvrzeni 3.18 (vlastnosti gradaci zalozenych na konvergenci).

(i) Plati G5 — CRad 5 GNets s ¢l a tedy i pro tranzitivni varianty GSeas —
CRad a gNets — cL

(ii) Plati C5¢d = G5 = GNets. Tedy existence konvergentni w-posloupnosti je
ekvivalentni existenci spocetného konvergentniho netu. Diky tomu plati,
Ze prostor X je Fréchetiv v bodé z, pravé kdyz \Ne®(x, X) < w, a je
sekvencidlni v bodé x, pravé kdyz ANets(z, X) < w.

(iii) Plati CS¢4 < CSea < cI=¥. Tedy Fréchetovy prostory jsou sekvencidlni a sek-
vencialni prostory maji spocetnou tésnotu.

(iv) Plati €3 < CRad. Tedy Fréchetovy prostory jsou radidlni a sekvencidlni
prostory jsou pseudoradialni.

v) Plati G5 < GNets < GSets g tedy i GSeas < GNets < G5¢% Odtud dostdvame
(v) v
obecné platné nerovnosti t(z, X) < MNets(z, X) < \NeS(x X') pro kazdy
bod x € X a dale Mess(X) < \¢%(X) pro kazdy prostor X.

(vi) Pro X pseudoradidlni v x plati t(x, X) < ANets(x X') < \Seas(z, X).

(vii) Pro X radialni v x plati rovnosti
t(w, X) = ANets(, X)) = ANetS (g, X) = \Seas(g, X)) = A5 (z, X).

Specialné radialni prostor spocetné tésnoty (v bodé) je Fréchetiiv (v bodé).
(viii) Pro X radialni plati G5 = GNets = gNets — GSeas — GS¢as  Tedy podminka
GSeas = GSets g X charakterizuje radialitu prostoru X.

Dukaz.

(i) GNe* — cl, nebot ke kazdému bodu uzaveru lze dokonvergovat netem ¢i
ekvivalentné (3.17) filtrem. Pro z € A je {U N A : U okoli x} filtr v A
konvergujici k x. Ostatni je jasné.

(ii) Je-li ®: I — A net konvergujici k = s |®| < w, pak ® obsahuje kofinalni
w-posloupnost. Pro I = {i, : n € w} volme j, > i,, j,_1 a poloZme x, :=
®(j,). Potom (x,, : n € w) — x je hledana posloupnost v A.

(iii) Plyne ihned z definic.
(iv) Plyne ihned z definic.

(v) Plyne z definic a prvniho bodu, nerovnosti dostavame z dusledku a po-
zorovani

(vi) Prvni nerovnost dostavame z predchoziho bodu, druhé plyne z predpokladu
a tvrzeni 2.38|

(vii) Z predpokladu a tvrzeni dostavame, ze ze vsech uvazovanych hodnot je
t(x, X) nejmens{ a A\5°%(z, X) nejvétsi. Tvrzeni 3.9 potom dava t(x, X) =
ASeds (2 X0).
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(viii) Obecné je z uvazovanych gradaci G5°% nejmensi a G5 nejvétsi. Fakt, ze
GSeas = gCard(CcRad) (3 16) a tvrzeni 3.9/ davaji jejich rovnost na prostoru X.
O

Definice 3.19. Piipomenme definici nasledujicich pojmi. Rekneme, 7e kolekce
otevienych mnozin B je pseudobdze v bodé x € X, pokud (B = {z}. Pseudocha-
rakter v bodé x je potom definovan jako v (z, X) := min{|B| : B pseudobédze v =}
a pseudocharakter prostoru X jako ¥(X) := sup{¢(z, X) : x € X }.

Tradicni definici vyse lehce zobecnime, abychom nemuseli na uvazovanych
prostorech pozadovat zadnou separaci.

Definice 3.20. Pro bod v topologickém prostoru x € X definujme mnozinu
x° := (J{U : U okoli z}. Déle fekneme, ze kolekce otevienych mnozin B je zo-
becnénd pseudobdze v bodé x, pokud (B = z°. Analogicky predchozi definici
definujeme zobecnény pseudocharakter v bodé x jako ¢°(x, X) := min{|B| : B zo-
becnénd pseudobéze v 2} a zobecnény pseudocharakter prostoru X jako ¢°(X) :=

sup{v°(z, X) :x € X}.

Pozorovani 3.21. Pokud x° = {x} pro néjaky bod x € X, pak pseudobédze v x
je totéz, co zobecnéna pseudobaze, v opacném pripadé pseudobaze v x neexistuje.
Specialné na T prostorech plati 1 = 1°.

Pozorovani 3.22. Pro libovolny prostor X plati ¢°(X) < |X|. Dale ¢°(z, X) <
x(z, X) a°(X) < x(X), kde x znaci charakter.

Diikaz. Pro x,y € X spliwjici z ¢ {y} polozme U,, := X \ {y}. Potom plati
2° = ({Usy : x ¢ {y},y € X}, tedy ¢°(X) < |X]|. Déle baze v bodé je zfejmé
zobecnénd pseudobéaze v bodé, a proto plati i druhé nerovnost. n

Lemma 3.23. Necht (x, : « € k) — z je konvergentni posloupnost v X. Pokud
o (z, X) < cf(k), pak (3ap € kK)(Va > ap): = € {z4}.

Diikaz. Volme B zobecnénou pseudobéazi v x minimalni velikosti. Pro kazdé U € B
volme oy € K, Ze {4 : a > ay} C U. Z predpokladu neni mnozina {ay : U € B}
kofinalni v &, a tedy existuje ay € k nad vsemi «y. Pak pro kazdé o > g mame
(VU € B): x4 € U, tedy x, € 2°, tj. € {x,}. ]

Disledek 3.24. Necht X je topologicky prostor a x € X. Plati \3%(z, X) <
V°(x, X) a déle XSeas(X) < \5°9(X) < ¢°(X). Pokud je prostor X pseudoradi-
alni, plati t(X) < ¢°(X). Pokud je X radidlni v x, pak t(z, X) < ¢°(z, X).

Diikaz. Necht (x, : a € k) — z je posloupnost v mnoziné A C X. Dle lem-
matu muzeme predpoklddat, ze k je regularni. Budto x < ¢°(z, X), a pak
NSeas(z A X)) < 9°(z, X), anebo x > 9°(x, X) a diky pfedchozimu lemmatu
dostaneme stejny vysledek. Zbytek plyne z tvrzeni |3.18| O

Podivejme se nyni na t¥idu semiradialnich prostorti, ktera lezi mezi radidlnimi
a pseudoradidlnimi prostory a prirozené doplnuje obrazek vztaht mezi jednotli-
vymi tridami.
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Definice 3.25. Rekneme, Ze topologicky prostor X je semiradidlni, pokud pro
kazdy kardindl x a kazdou mmnozinu A C X, kterd neni k-uzaviend, existuje
posloupnost &: A - As ® - x ¢ Aa X < k. Tj. z kazdé k-neuzaviené mnoziny
lze vykonvergovat posloupnosti délky nejvyse k.

Tvrzeni 3.26 (vlastnosti semiradiality).

Topologicky prostor X je semiradialni, pravé kdyz GSess = G5 na X
Kazdy radialni prostor je semiradialni a kazdy semiradialni prostor je pseu-
doradialni.

Kazdy sekvencialni prostor je semiradialni.

Na semiradidlnim prostoru X plati t(z, X) = AS¢%(x, X) pro kazdy bod
x € X, specialné semiradialni prostor spocetné tésnoty je sekvencialni.

Trida semiradialnich prostorii je uzavrena na topologické sumy, uzaviené
a otevrené podprostory.

Dukaz.

(i)

(iif)

N N N . v, s v v 1/ v , ’ < v ’
Definice semiradiality tika, ze kazdd mmnozina, kterda neni cl="-uzaviena,
3 . v ’ . v 17 v 7 v . < v 7
nenf ani G2*%-uzavien4, tj. kazdd G5°%-uzaviend mnoZina je cI~"-uzavien4,
. < S < -y T P— . .y
ekvivalentné G.°%® > cI=F pro kazdé k, tj. GSeas > G5 Protoze opacény
odhad plati vzdy, mame pozadované.

Protoze radialita je charakterizovana podminkou GSeas — (GSets (viz tvr-
zeni a mame obecné platnou nerovnost GSeas < m < GSts dava
predchozi bod, Ze kazdy radidlni prostor je semiradidlni. Protoze GSets —
CRad 5 GSets s ], plati GSeas = G5 — (CRad = ], tedy kazdy semiradi-
alni prostor je pseudoradialni.

Obecné plati CSea < goeas < G3ts < cl pro kazdé nekonecéné x. Na sekven-
cialnim prostoru plati CS¢a = cl, a tedy GSeas = G5°**. Pokud bychom chtéli
uvazovat i konetné r, pak pro 1 < n < w plati g3 = GPeaw — gets — gSets
a geqs — ggets — Cld'

Plyne ihned z prvniho bodu a disledku m
Uvazme X => . . X;, AC X, A, = AN X, proi € I. Plati

i€l
gge)tf(A) = Uie[ gse)tcsz (AZ) - Uie[ Qseféf (A,) - Uie[ gS?)%S(Ai) - gS?)%S(A)

Prvni rovnost zrejmé plati z vlastnosti topologického uzavéru cl, druha
plyne z predpokladu. Protoze vnofeni vsech podprostort X; jsou CRad-spo-

jita, jsou i GS%¥-spojitd , ) a GSeas_gpojita () odtud plyne nésle-

dujici inkluze. Posledni inkluze je zfejma.

Uvazme f: X — Y vnoreni uzavieného nebo otevieného podprostoru. Zob-

razeni f je G5¢%-spojité (3.5)). Zobrazeni f je CR2d-d&ditné, a tedy i GSe%-
-dédiéné a GSew-dédiéné (jako vyse 3.16], . Pro A C X méame

FIGR(A)] € G (F1A]) Nmg(f) = G.5F (JTA]) Nmg(f) € FIGE (A

Prvni inkluze plyne z GS5¢*-spojitosti zobrazeni f, rovnost plyne z pfed-
pokladu a posledni inkluze plyne z GSews-dédicnosti zobrazeni f. Celkem

méme G4 (A) C QSS%S(A), protoze zobrazeni f je prosté. O

26



Shriime nyni vztahy mezi dosud uvazovanymi uzavérovymi schématy nasledu-
jici vétou.

Véta 3.27. Obrazek |1 vérné shrnuje vztahy mezi uvedenymi tridami prostort,
tyto tridy jsou charakterizovany uvedenymi podminkami (na daném prostoru).
Vsechny implikace plati bez jakychkoli dodatecnych predpokladii. Dale je obrazek
dolnim polosvazem v nasledujicim smyslu: pokud je tfida C infimem (v obrdzku
pri usporadani inkluzi) trid A, B, pak AN B = C. Toto polosvazové chovani
rovné” plati bez jakychkoli dodatecnych predpokladii. Zadné dvé tridy v obrazku
nesplyvaji a protipriklady lze nalézt i mezi Ty prostory.

Dikaz. Implikace v obrazku plynou z tvrzeni a[3.26. Pro polosvazové chovani
staci dokazat, ze vlastnost v pravém sloupci obrazku spolu se spocetnou tésno-
tou dava odpovidajici vlastnost v levém sloupci. Ostatni moznosti jiz plynou
z predchoziho nebo jsou trivialni. Radialni prostor spocetné tésnoty je Fréchettiv
dle tvrzeni [3.18] semiradidlni prostor spocetné tésnoty je sekvencidlni dle tvr-
zeni [3.26], dle tvrzeni [3.7) je prostor pseudoradidlni spocetné tésnoty, pravé kdyz
je (CRad)=¢_generovany.

Nyni odkazeme na T, priklady prostori, které dosvédcuji, ze zadné dvé tridy
prostortt nesplyvaji. Prostor (w; 4+ 1) je radidlni, ale nemé spocetnou tésnotu
(viz priklad [5.5), tedy zadnd tfida v pravém sloupci nenf obsazena v zadné ti{deé
v levém sloupci. Pokud nesplyvaji zadné dvé tridy v levém sloupci, pak diky
polosvazovému chovani nesplyvaji ani zddné dvé tiidy v levém sloupci. Arenstv
prostor (piiklad je sekvencialni, ale neni Fréchetiiv. Existuje pseudoradidlni
prostor spocetné tésnoty, ktery neni sekvencidlni (viz priklad . Redukovany

Arensuv prostor (5.7) ma spocetnou tésnotu, ale neni pseudoradialni. O
didlng
Fréchetiiv Chad o]
(CSea = cl) ( = ¢l

gSeqs — gSets)

sekvencidlni semiradidlni

(CSeq — Cl) (gSeqs — gSets)

pseudoradialni spocetné tésnoty
(CRad A c]= = cl,
(CRad)Sw — cl)

|

spocetné tésnoty
(cI= = cl)

pseudoradialni
(CRad = ¢l)

Obrézek 1: Vztahy mezi uzavérovymi schématy zalozenymi na konvergenci.
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3.3 Diskrétni generovanost

Definice 3.28. Rekneme, ze podmnozina D prostoru X je silné diskrétni, po-
kud existuje funkce (U; : d € D), kterd jednotlivym bodum D prifazuje jejich
vzajemné disjunktni oteviena okoli.

Definujeme schémata CP a CSP vztahy

CP(A, X) :=J{D: D C A diskrétni},
CSP(A, X) :=U{D : D C A silné diskrétni},

pro A C X € Top. CP-generovanosti ikdme diskrétni generovanost, CP-gene-
rovanosti fikdme slabd disrétni generovanost a CSP-generovanosti fikame silné
diskrétni generovanost. Krkolomny pojem slabé silné diskrétni generovanosti ne-
potiebujeme, protoze schéma C°P je tranzitivni, viz tvrzeni .

Déle definujme gradace téchto schémat GP := G4 (CP) a GSP := GCard(CSD),

Tvrzeni 3.29. Uzdvérova schémata CP, CP a CSP jsou aditivni.

Diikaz. Aditivita schémat CP a CSP plyne aplikaci tvrzeni , kde za M volime
diskrétni resp. silné diskrétni podmnoziny. Aditivita schématu CP plyne ihned
z aditivity schématu CP (viz [1.5). O

Pozorovani 3.30. Vsechna vnoieni podprostorii jsou CP-dédicna i CP-spojita,
nebot diskrétnost je absolutni. Diskrétni generovanost je tedy dédicna, slaba dis-
krétni generovanost je dédicna na uzavrené a na oteviené podprostory, diskrétni
generovanost je totéz co dédicna slaba diskrétni generovanost a (slaba) diskrétni
generovanost se zachovava topologickou sumou.

Vsechna vnoreni podprostorti jsou C3P-dédicna, vnoreni otevienych podpro-
storti jsou C3P-spojita. Silné diskrétni generovanost je tedy dédicné a je zachova-
vana sumotu.

Tvrzeni 3.31. Uzdvérové schéma CSP je tranzitivni, a tedy i gradace G°P je
tranzitivni.

Diikaz. Necht A C X je libovolnd podmnozina libovolného topologického pro-
storu, x € CSP(CSP(A)). Pak existuje silné diskrétni D C CSP(A) s © € D
a k ni (Uy : d € D), které kazdému bodu prifazuje oteviené okoli disjunktni
s ostatnimi. Protoze D C C5P(A), existuje ke kazdému d € D silné diskrétni
mnozina Dy C Asd € Dga (Ugy : d € D) dosvédéujici jeji silnou diskrétnost.
Uvazme S := (J{UsN D, : d € D} C A. Pro kazdé s € S existuje jednoznacéné
ds € D, 7e s € Uy, N Dy,. Mnozina S je silné diskrétni a dosvédcéuje to prirazeni
(Ug, MUy, s : s €8S). Navic z € S. Totiz pro V okolf x existuje d € VN D, a tedy
0 #VnNnU;NDy; CVNS, protoze V N Uy je okoli d. Diky mnoziné S mame
x € C5P(A) O

Definice 3.32. Necht X je topologicky prostor. Rekneme, Ze kolekce U C P(X)
je celuldrni, je-li to disjunktni kolekce neprazdnych otevienych mnozin. Ptipo-
menme definice invarianti

c(X) :==sup{|U| : U C P(X) celuldrni kolekce},

s(X) :=sup{|D| : D C X diskrétni podprostor}.
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Invariant ¢(X) se nazyva celularita nebo také Suslinovo ¢islo. Pro invariant s(.X)
se také pouziva znacka he(X) a ndzev dédicnd celularita, protoze s(X) skutecné
splyvé s dédi¢nou variantou ¢(X). Ziejme plati ¢(X) < s(X).

Pozorovani 3.33.

e Plati G5P < GP < GD < G5, Specidlné silné diskrétné generované pro-
story jsou diskrétné generované a diskrétné generované prostory jsou slabé
diskrétné generované.

e Pro topologicky prostor X p]at_fCSD = QCS&), CcP = ?(X) a Ch = Q_DS(X),
a tedy plati NSP(X) < ¢(X) a \P(X) < AP (X) < s(X).

e Pro slabé diskrétné generovany prostor X plati t(X) < AP(X) < AP(X) <
s(X). Je-li X dokonce silné diskrétné generovany, plati dokonce

#H(X) = AD(X) = AP(X) = ASP(X) < ¢(X) < s(X).

Gradace C3P, resp. GP ma tedy k celularité, resp. dédicné celularité podobny
vztah jako gradace G k pseudocharakteru (viz diisledek .

Diikaz. Druhy bod plyne z faktu, ze velikost silné diskrétnich mnozin je omezena
celularitou a velikost diskrétnich mnozin dédi¢nou celularitou. Tteti bod plyne
z druhého a z tvrzeni 3.9, Ostatni je jasné. O

Lemma 3.34. Necht X je Ty prostor, S = {z, :n € w} C X, (7, : n € w) —
r € X ax ¢ S. Pak mnozina S je silné diskrétni a S\ S = {x}.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti je funkce (x, : n € w) prosta. Totiz protoze X
je Hausdorffuv a = ¢ S, vyskytne se kazdy prvek S v posloupnosti konecnékrat,
a tedy staci zachovat pouze jeho prvni vyskyt.

Je-liy € S\ S, y # z, uvazme disjunktni oteviené U, V sz € U, y € V.
Protoze U obsahuje z konvergence vSechny prvky S az na kone¢né mnoho, méame
ye{x,:n<no}t ={x,:n <ng} CS pro néaké ngy, coz je spor.

Budeme induktivné definovat mnoziny Uy, k € w, n > k spliujici

e U, je oteviené okoli bodu zy,
e pro k < k' <n, plati Uy, 2 Up p,

e pron < n' plati Uy, N Uy = 0.

Tedy pfitazeni (x, — U,, : n € w) bude dosvédcovat, Ze mnozina S je silné
diskrétni. Méjme pozadované mnoziny Uy_q, pron > k—1 (uvazme U_; , = X).
Existuji disjunktni oteviené mnoziny U, V s z, € U, x € V. Pro n > k splnujici
x, € V polozme Uy, = Uy_1, NV. Pro ostatni n > k, kterych je jen konecné
mnoho a je mezi nimi k, uvazme disjunktni oteviené mnoziny W, s x, € W,
a polozme Uy, = Up_1,, MW, pron # k a Uy, = Up_1 "W, NU. Tim dostavame
pozadované. O

Diisledek 3.35 ([DTTW], Theorem 3.9]). Na Ty prostorech plati C3¢4 < CSP,
a tedy diky tranzitivité schématu CSP i CSea < C5P. Specidlné Hausdorffovy sek-
vencialni prostory jsou silné diskrétné generované.
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Tvrzeni 3.36 ([BS, Lemma 1]). Na T} prostorech plati CRad < CP | tedy Hausdor-
ffovy radialni prostory jsou diskrétné generované a Hausdorffovy pseudoradialni
prostory jsou slabé diskrétné generované.

Diikaz. Necht S C X je transfinitni posloupnost konvergujici k bodu x € X. Bez
jmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze |S| je regularni kardinél . Bu-
deme induktivné definovat posloupnost (z,, Us, Vi, @ «) spliujici: U, V,, C X jsou
disjunktni oteviené mnoziny, z, € Uy, © € V,, 2o € (S\{z5: 8 <a}) N {V5s:
p < a} pro kazdé a. Mé&jme (xg,Up, Vs : f < a). Uvazme D, := {xp: f < a} C
S. To je diky nasim pozadavkim diskrétni mnozina. Pokud z € D,, jsme hotovi.
V opacném ptipadé D, nemuze byt kofindlni v tranfinitni posloupnosti S, ktera
k x konverguje, tedy |a| < |S| a (S\ Da)N{Vs : B < a} obsahuje koncovou ¢4st
posloupnosti S, ve které muzeme zvolit bod z, a k nému z Hausdorffovosti dis-
junktni oteviené mnoziny U,, V,. Induktivni konstrukce se nékdy musi zastavit,
a tedy tvrzeni plati. O]

Lemma 3.37. Necht X je regularni (ne nutné Tj) prostor. Potom je kazda spo-
cetna diskrétni podmnozina silné diskrétni.

Diikaz. Uvazme prosté ocislovanou mnozinu A = {x,, : n € I} C X, kde [ je
pocatecni usek w. Méjme disjunktni oteviené mnoziny Vi, k < n € I takové, ze
Vi N A = {x}}. Z predpokladu diskrétnosti existuje oteviend mnozina U C X, 7e
UNA = {x,}. Dile z regularity existuje oteviend V,,, ze plati z € V,, C V,, C
UNM{X\Vi:k<n} Pak médme z,, € V, NACUNA={z,}aV,NV, =0
pro k < n. Tato induktivni konstrukce dava pozadované. ]

Diisledek 3.38. [DTTW, Theorem 3.8] Na reguldrnich prostorech spocetné tés-
noty plati CP = CSP, a tedy z tranzitivity CSP i CP = CSP. Slabé diskrétné
generovany regularni prostor spocetné tésnoty je silné diskrétné generovany.

3.4 Whyburnova vlastnost

Definice 3.39. Rekneme, ze podmnozina F' prostoru X je skorouzaviend, pokud
|F'\ F| < 1. Pro uzavérové schéma C definujeme jeho Whyburnovu variantu W :=
Wh(C):

Wx(A) .= AUU{Cx(F) : F C A skorouzaviend v X},

pro A € X € Top. Madme CV" = Wh(cl). CW"-generovanym prostortim fikdme
Whyburnovy a CWh-generovanym slabé Whyburnovy. Déle definujeme CPWh =
Wh(CP). CPWh_generovanym prostortim ifkame diskrétné Whyburnovy a CPWh-
-generovanym slabé diskrétne Whyburnovy.

Déle uvazme GWVE := GCard(CWh) 5 gPWh . — GCard(CDWh) " oradace pravé defi-

novanych schémat.

Pozorovani 3.40.

e Priinik skorouzavrené mnoziny a uzavrené mnoziny je skorouzavrena mno-
zina. Vzor skorouzavrené mnoziny pri prostém spojitém zobrazeni (specidalné
pri topologickém vnoreni) je skorouzaviena mnozina. Obraz skorouzavrené
mnoziny pii uzavieném zobrazeni je skorouzaviena mnozina.
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e Je-li vnoreni C-dédicné (v bodé), pak je i Wh(C)-dédicné (v bodé). Je-li
uzavrené zobrazeni C-spojité (v bodé), pak je i Wh(C)-spojité (v bodé).

e Vsechna vnoreni jsou CVE-dédicnd a spojitd uzaviend zobrazeni (specidlné
vnoreni uzavrenych podprostorii a uzavrena kvocientova zobrazeni) jsou
CWVh_spojitd. Tedy je-li prostor (slabé) Whyburnitv, je i kazdy jeho (uza-
vreny) podprostor (slabé) Whyburniiv. Sumy a uzaviené kvocienty (slabé)
Whyburnovych prostori jsou (slabé) Whyburnovy.

e Vsechna vnoreni jsou CP°'Vh-dédicna a vnoreni uzavienych podprostorii jsou
CPWh_spojitd. Je-li prostor (slabé) diskrétné Whyburniiv, je i kazdy jeho
(uzavreny) podprostor (slabé) diskrétné Whyburniv. Sumy (slabé) dis-
krétné Whyburnovych prostort jsou (slabé) diskrétné Whyburnovy.

Pozndmka 3.41. Schémata CW® a CPWh nejsou aditivni, a to ani na Hausdorffovych
prostorech (viz piiklad . Mezi protipriklady, které nejsou Hausdorffovy, patii
trojbodovy indiskrétni prostor a topologie kokone¢nych mnozin na w (pfiklad.
Tato skutecnost ale nebrani ditkazu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 3.42. Necht C je aditivni uzavérové schéma, X regularni prostor, U
jeho otevrend podmnozina. Potom pro kazdou mnozinu A C X plati Wh(C)(A)N
U CWh(C)(ANU). Jsou-li oteviena vnoreni do regularnich prostorti C-dédicna,
pak jsou i Wh(C)-dédicna a slaba Wh(C)-generovanost regularnich prostori je
dédicna na otevrené podprostory. Specialné otevreny podprostor slabé (diskrétné)
Whyburnova regularniho prostoru je slabé (diskrétné) Whyburniv.

Diikaz. Necht x € Wh(C)(A) N U. Potom existuje F' C A skorouzaviend s = €
C(F). Déle z regularity existuje oteviend mnozina V spliujici z € V C V C U.
Plati z € C(F)NV CC(FNV) C C(FNV) C Wh(C)(ANU), pficemz prvni
inkluze plyne z lemmatu a posledni z toho, Ze mnozina FNV je skorouzaviena.

Je-li oteviené vnotreni do reguldrniho prostoru C-dédiéné, pak je Wh(C) dé-
di¢né a diky préavé dokdzané vlastnosti i Wh(C)-dédi¢né. Postupujeme jako v di-
kazu lemmatu 2.4, Nakonec pouzijeme vétu O

Pro kazdé uzavérové schéma C mame k dispozici tyto operace: C, C=* a Wh(C).
Nésledujici tvrzeni vyjasnuji, jak Wh interaguje s ostatnimi operacemi, a doplnuji

tak tvrzeni 3.7 a[3.8l

Tvrzeni 3.43. Pro kazdé uzavérové schéma C a kazdou skorouzavienou mno-

zinu F plati C(F) = C(F), tedy Wh(C) = Wh(C).
Diikaz. Mame F C C(F) C C(F)C Fal|F\F|<1,apokud je F C-uzaviena,
pak je i C-uzavtena. m

Tvrzeni 3.44 (vztah Wh(C) a C A CWM). Plati Wh(C) < C A CWP, ale rov-
nost obecné neplati. Je-li prostor X slabé C-generovany (v bodé x) a Whybur-
niiv (v bodé x), pak je Wh(C)-generovany (v bodé x), specialné je C-generovany
(v bodé x). Je-li prostor X slabé C-generovany a slabé Whyburniiv, pak je slabé
Wh(C)-generovany.

Diikaz. Prvni nerovnost ziejmé plati. Je-li prostor X slabé C-generovany v x
a Whyburntiv v x a x € A, pak existuje F' C A skorouzaviend s « € F' = C(F),

tedy © € Wh(C)(A) = Wh(C)(A). Posledni rovnost plyne z predchoziho tvrzeni.
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Je-li mnozina A C X Wh(C)-uzavienda a F' C A je skorouzaviend, pak
F = O(F) = C(F) C A. Prvni rovnost plyne ze slabé C-generovanosti, druhd
z predchoziho tvrzeni a inkluze plyne z Wh(C)-uzavienosti mnoziny A. Ukazali
jsme, Ze A je CWh-uzaviend, a tedy je uzaviend, protoze prostor X je slabé Why-
burntiv. O

Tvrzeni 3.45 (vztah (Wh(C))=" a Wh(C=*)). Plati (Wh(C))=F < Wh(C=F)
a (Wh(C))="-generovanost (v bodé) splyva s Wh(C=F)-generovanosti (v bodé).

Diikaz. © € (Wh(C))="(A) znamen4, Ze existuje B C A, |B| < k a F C B sko-
rouzaviend splnujici € C'(F'). To je ekvivalentni existenci F' C A skorouzaviené
splijici |F| < k a z € C(F). x € Wh(C=F)(A) znamend, 7e existuje F C A
skorouzaviena a B C F, |B| < & spliujici x € C(B). To je ekvivalentni existenci
F C A skorouzaviené splnujici d(F) < k a € C(F), kde d znad¢i hustotu. Tedy
pozadovana nerovnost plati.

Pokud prostor X je Wh(C=")-generovany v bodé x, pak je Whyburniv v z,
C-generovany v z a t(z, X) k. Dle predchoziho tvrzeni a tvrzeni je X
(Wh(C))=F-generovany v . O

Podivejme se na vztahy v této podkapitole definovanych schémat a schémat
definovanych drive.

Pozorovani 3.46.

e Pro uzdvérové schéma C plati Wh(C) < C. Specidlné CPW® < CP a pro-
stor (slabé) diskrétné Whyburniiv (v bodé) je (slabé) diskrétné generovany
(v bodd).

e Pro dvé uzdvérovd schémata C' < C? plati Wh(C') < Wh(C?). Specidlné
CPWh < C¢Wh a prostor (slabé) diskrétné Whyburniiv (v bodé) je (slabd)
Whyburniv (v bodé).

Tvrzeni 3.47. Na Ty prostorech platf nerovnosti C3¢4 < CPWh g CSea < CDWh
tedy Hausdorffovy Fréchetovy prostory (v bodé) jsou diskrétné Whyburnovy
(v bodé) a Hausdorffovy sekvencialni prostory (v bodé) jsou slabé diskrétné Why-
burnovy (v bodé).

Dikaz. 7 lemmatu|3.34 plyne, ze kazda netrivialni konvergentni posloupnost v 75
prostoru je jako mnozina silné diskrétni a skorouzaviend, a tedy plati 54 <
CPWh_ Ostatni tvrzen{ jsou pfimym disledkem. O]

Lemma 3.48. Mame-li posloupnost (x, : a € k) — x v Ty prostoru X, pak
x je jedinym hromadnym bodem nasi posloupnosti. Specialné kazdy bod y €
{24 : o € K} \ {x} jiz lezi v uzavéru néjakého pocatecniho tseku {x, : o < ap}.

Diikaz. Uvazme bod y # x. Existuji disjunktni oteviené mnoziny U, V splnujici
r € U,y € V. Pritom U obsahuje néjaky koncovy tsek {z, : @ > ap}, a tedy y
neni v jeho uzavéru a neni to hromadny bod nasi posloupnosti. Specialné pokud
y je v uzdvéru nasi posloupnosti, pak mame y € {z, :a € K} = {z,: @ < o} U
{Za:a>ap},atedy y € {z,: a < ap}. O

Tvrzeni 3.49. Na T, prostorech plati nasledujici. Semiradialni prostor je slabé
diskrétné Whyburnuv (téz |[Bé, Proposition 1]). Radialni prostor je dédicné slabé
diskrétné Whyburniiv, ale nemusi byt Whyburniiv.
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Diikaz. Necht A je neuzaviend podmnozina semiradidlntho prostoru X. Uka-
zeme, ze neni Whyburn-uzaviena. Nechf x je nejmensi kardinal takovy, ze A
neni xk-uzavrena. Potom ze semiradiality a minimality x existuje v A posloupnost
(xq : a € K) konvergujici k bodu = ¢ A. Uzdvéry vSech pocatecnich useku této
posloupnosti neopusti mnozinu A diky minimalité x, a tedy dle predchoziho lem-
matu je skorouzaviend mnozina {x, : o € k}\{z} obsazena v A. Ukdzali jsme, Ze
prostor X je slabé Whyburnuv. Tvrzeni a dévaji, Ze je i slabé diskrétné
generovany. Dle tvrzeni [3.44 je X slabé diskrétné Whyburntv.

Radialita je dédi¢na na podprostory a kazdy radidlni prostor je semiradidlni
, tedy z predchoziho je kazdy T5 radialni prostor dédi¢né slabé diskrétné
Whyburntv. Piikladem radidlntho prostoru, ktery neni Whyburnuv je (w; + 1),
viz [5.5. O

3.5 Celkovy obraz

Véta 3.50. Obrdzek |2 vérné popisuje vztahy mezi uvedenymi tiidami prostori
za predpokladu T,. Zadné dvé tridy nesplyvaji.

Diikaz. Rozdélme obrazek na dvé ¢asti: levou c¢ast, ktera je podrobné popsana ve
véte 3.27, a pravou ¢ast zachychujici schémata zalozena na diskrétnich mnozinach
a Whyburnové vlastnosti. Implikace naznacené v pravé ¢asti plati (tvrzeni m
a a plati zde i ¢dstecné polosvazové chovani (tvrzeni [3.44).

Fréchetovy prostory jsou diskrétné Whyburnovy dle Sekvencialni pro-
story jsou silné diskrétné generované dle Radidlni prostory jsou diskrétné
generované a pseudoradidlni prostory jsou slabé diskrétné generované dle Se-
miradialni prostory jsou slabé diskrétné Whyburnovy dle Tim jsme vyjasnili
implikace mezi obéma ¢astmi.

Prostory Y, v prikladu 5.7 splnuji vsechny vlastnosti v pravé c¢asti, ale nejsou
ani pseudoradialni. Zadna kombinace vlastnosti v pravé ¢asti tedy neimplikuje
zadnou vlastnost v levé c¢asti. Priklad dava silné diskrétné generovany prostor
spocetné tésnoty, ktery neni ani pseudoradialni, ani slabé Whyburntv. Priklad
dava spocetny Whyburntv prostor, ktery neni ani slabé diskrétné generovany.
Dle tvrzeni nemusi byt radidlni prostor Whyburniiv. Silné diskrétni gene-
rovanost a diskrétni generovanost spolu nesplyvaji dle piikladu [5.10 diskrétni
generovanost a slabd diskrétni generovanost nesplyvaji dle 5.12. [
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Obrazek 2: Vztahy mezi uzavérovymi schématy na T, prostorech.



4. Vztahy mezi uzavérovymi
schématy za dodatecnych
podminek

V této kapitole se podivame na to, jak se obecné platné vztahy mezi uzavéro-
vymi schématy, zkoumané v minulé kapitole, zméni, budeme-li predpokladat néja-
kou dodatecnou podminku. Zamétime se na podminky zalozené na kompaktnosti,
jmenovité na kompaktnost, spo¢etnou kompaktnost a jejich lokalni varianty.

Definice 4.1. Necht x je kardinal. Rekneme, Ze topologicky prostor X je <k-
-kompaktni, pokud pro kazdé U pokryti prostoru X otevienymi mnozinami s || <
k existuje Uy € U konecné podpokryti. Nebo ekvivalentné, pokud pro kazdou
klesajici posloupnost uzavienych mnozin (F, : « € A\) s A < k a kazdou otevienou
U D ({F.: a € N} existuje a spliujici U O F,. Analogicky muzeme definovat
<k-kompaktni prostory.

Poznamka 4.2. Ziejmé je kazdy prostor <w-kompaktni. <w-kompaktnim prosto-
ram se tradi¢né 1ika spocetné kompakitni a prostory, které jsou <x-kompaktni pro
kazdé k, jsou kompaktni.

Tvrzeni 4.3. Necht X je <k-kompaktni regularni prostor. Pokud pro bod x € X
plati ¥°(x, X) < k, pak ¢¥°(x, X) = x(x, X). Specidlné pro kompaktni prostor X
platiVz € X: ¢°(z, X) = x(z, X) a¢°(X) = x(X).

Diikaz. Necht B je zobecnéna pseudobédze v bodé z velikosti < k. Z regularity
volme ke kazdé U € B otevienou mnozinu Vy spliujici x € Vi C Vy, CU
a polozme B' := {Vy; : U € B}.

Necht V' je libovolné okoli x. Mdme z € (WU : U € B} CNB C V. Z <k-
-kompaktnosti existuje F C B’ konetna, ze v € (\F C (WU : U € F} C V. Tedy
B’ je subbédze v bodé = a x(z, X) < |B'| <|B]. O

Tvrzeni 4.4. Necht X je nekonecny <i°(X)-kompaktni regularni prostor, pak
w(X) < |X]|. Specidlné spocetny Ty kompakt ma spocetnou viahu, a tedy je C-
-generovany pro vsechna schémata C uvazovana ve vété|3.50.

Diikaz. Plati w(X) < x(X) - |X| = ¢¥°(X) - |X| < |X]* = |X|. Prvni rovnost
plyne z ptedchoziho tvrzeni, druh& nerovnost plyne z pozorovani |3.22. O

Lemma 4.5 (JATW| Lemma 2.3]). Necht {F, : o € s} je klesajici posloupnost
neprazdnych uzavrenych mnozin v prostoru X. Pak existuje diskrétni mnozina
D C Fy spliujici D N F,, # () pro kazdé a € k.

Diikaz. Budeme indukei podle a < k definovat body x,, € Fjy a diskrétni mnoziny
D, = {x5 : B < a} splhijici D, N Fs # 0 pro kazdé B < a. Mame-li mnozinu
D,, pro néjaké a < k, definujme v, := min{y < x : D, N F, = 0}, kde F, := 0.
Pak bud 7, = k, ¢ili D, N F, # () pro kazdé v € k a jsme hotovi, nebo 7, < &
a pokracujme v indukci volbou bodu z, € F,.
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Pro kazdé definované D, a 5 < a plati x5 € D, N F,, C D, N Fj a indukci
Yo > a. Tedy konstrukce se zastavi nejpozdéji po k krocich. Déle vSechny defi-
nované mnoziny D, jsou diskrétni. Totiz pro o < & je bod z, oddélen od vsech

predchozich mnozinou D, a od vsech nasledujicich mnozinou F,,__,. O]

Tvrzeni 4.6. Pro kazdy kardinél k je prostor X <rk-kompaktni, pravé kdyz D
je <k-kompaktni pro kazdou diskrétni mnozinu D C X.

Diikaz. Implikace zleva doprava plati, protoze <kx-kompaktnost je dédi¢na na
uzaviené podprostory. Pro opacnou implikaci uvazme (F, : o« € A) klesajici
posloupnost uzavienych mnozin v X s A < k a [\{F, : « € A} = 0. Pro spor
predpokladejme, Ze jsou vsechny neprazdné. Potom dle predchoziho lemmatu
existuje diskrétni mnozina D spliujici DNF, # 0 pro kazdé a € \, tedy (DNF, :
o € \) je klesajici posloupnost uzavienych mnozin v <s-kompaktnim prostoru D
s prazdnym priinikem. 7 definice kompaktnosti existuje a € A\: DN F, = 0, coz
je spor. ]

Pozndmka 4.7. Predchozi tvrzeni pro kompaktni pripad dokazal poprvé Tkachuk
v ¢lanku [Tk].

Tvrzeni 4.8 (prvni éast téz [DTTW), Proposition 4.1]). Kazdy Hausdorffiiv kom-
pakt X je slabé diskrétné generovany a t(X) < s(X).

Dikaz. Uvazme diskrétné uzavienou mnozinu A C X. Pro kazdou diskrétni mno-
zinu D C A mame D C A a D je kompaktni. Z pfedchoziho tvrzeni mame, ze A
je kompaktni, a diky tomu, ze X je Hausdorffiv, je mnozina A uzaviena. Odhad
t(X) < s(X) plyne z pozorovani 3.33. O

Poznamka 4.9. Existuje Hausdorffiv kompaktni prostor, ktery neni diskrétné

generovany. Viz priklad

Tvrzeni 4.10 (téz [DTTW|, Theorem 4.2]). Kazdy Hausdorfhiiv kompakt spo-
cetné tésnoty je silné diskrétné generovany.

Diikaz. Hausdorffiv kompaktni prostor je regularni, mizeme tedy pouzit dtsle-

dek [3.38. O
Nésledujici tvrzeni zobecniuje [Be, Proposition 2] ¢i [Do, Proposition 2.1].

Tvrzeni 4.11. Necht X je regularni <x-kompaktni prostor. Pak pro kazdé \ < k
plati VM < gfqu na X.

Diikaz. Uvazme x € Gy'"(A, X) pro néjakou mnozinu A C X. Tedy existuje
B C As|Bl < )Xax e CV"B,X) ak nf skorouzaviend podmnozina F' C B
s F\ F = {r} a |F| < \. Uvazme zobecnénou pseudobézi {U, : a € u} v bodé
z prostoru F s minimalnim p. Jisté u < A (protoze ¢°(F) < |F|, viz pozorovani
. Diky regularité mizeme piedpokladat, ze ({U, : a € pu} C 2°. Oznacime-
i F, == ({Us : B < a} pro a € pu, ziskdme klesajici posloupnost délky p
uzavienych mnozin v <p-kompaktnim prostoru. Diky tomu existuje pro kazdé U
okoli bodu z né&jaké o € p splnujici F,, C U, protoze ({F, : a € u} = 2° C U.
Staci zvolit x, € F, \ {z} C F pro kazdé a € p a potom (z, : a € p) — z.
Mnoziny F, \ {z} jsou neprazdné, nebot z minimality x mame F, 2 z°. O

=
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Disledek 4.12.

o Je-li X regularni kompaktni prostor, pak plati GWV® < G5¢% na X. Specidlné
pokud je X Whyburniv (v bodé), pak je radialni (v bodé). A pokud je X
slabé Whyburniiv (v bodé), pak je pseudoradidlni (v bodé).

e Je-li X reguldrni spodetné kompaktni prostor, pak plati G'* < (59 na
X. Specidlné pokud je X Whyburniv (v bodé) a md spocetnou tésnotu
(v bodé), pak je Fréchetiv (v bodé).

Definice 4.13. Rekneme, 7e topologicky prostor X je prerequldrni, pokud pro
kazdé dva body z,y € X, ke kterym existuje otevienda mnozina U splnujici
|UN{x,y}| = 1, existuji i disjunktni oteviené mnoziny U,, U, spliujici z € U,
ay € U, Tj. kazdé dva topologicky rozlisitelné body lze oddélit disjunktnimi
okolimi.

Poznamka 4.14. Preregularita je vlastné varianta T, neimplikujici Ty. Kazdy
Hausdorffiv a kazdy regularni prostor je preregularni. Déle kazdy kompaktni
prereguldarni prostor uz je regularni (dokaze se stejné jako pro Hausdorffuv pro-
stor, viz [Enl, 3.1.6, s. 124]). Preregularita je zfejmé dédiénd na podprostory.

Tvrzeni 4.15 (pro T viz [TY, Theorem 2.2]). Necht X je preregularni spocetné
kompaktni prostor, ktery je Whyburniv v bodé x € X. Potom X je Fréchetiiv
v bodé x. Specialné kazdy preregularni spocetné kompaktni Whyburniiv prostor
je Fréchetuv.

Diikaz. Mé&me z € A\ A v prostoru X. Z predpokladu existuje skorouzaviend
mnozina F C A s v € F. Mizeme predpoklddat, ze mnozina {z} je uzavien.
Jinak existuje y € m N F, z preregularity =z € @ a jsme hotovi. Uvazme
U maximalni disjunktni kolekci otevienych podmnozin prostoru F = F U {z}
splitujicich = ¢ U pro kazdé U € U.

Miuzeme predpokladat, ze x € W Jinak V := F\ W je oteviena podmno-
Zina prostoru F spliwjici z € V. Jisté existuje y € V \ {z} € F. Pokud z € {y},
jsme hotovi, pokud ne, mizeme z preregularity zvolit U,, U, disjunktni oteviené
v F splijici z € U,, y € Uy,. Potom V N U, je neprazdna oteviend mnozina
disjunktni se vSemi U € U a x ¢ V NU,. To je spor s maximalitou systému U.

Protoze z € W, existuje diky Whyburnové vlastnosti skorouzaviena mnozina
H C JU C F sz € H. Uvazme nekonecnou prosté ocislovanou podkolekci
{U, : n € w} C U splijici H N U, # 0 pro kazdé n. Takova existuje, jinak
by bod z byl v uzavéru sjednoceni konec¢né mnoha mnozin U, coz je ve sporu
s definici U.

Volme body =z, € U,, polozme Y, := m pro n € w a uvazme prostor
Y = {z}UJ{Y, : n € w} C H C X. Prostory Y, jsou z preregularity indiskrétni.
Déle jsou Y, obojetné podmnoziny Y, protoze Y, C U, a x ¢ U,. Tedy |J{Y, :
n € w} je uzavieny podprostor X, a protoze predpokldadame i uzavienost {z},
je Y uzavireny podprostor X, a tedy je spocetné kompaktni. Diky tomu kazdé
okoli U bodu z obsahuje vSechny mnoziny Y, az na konecné¢ mnoho, a tedy
(T, :n €w) = x. O

Pozndmka 4.16. Existuje spocetny T3 prostor, ktery je Whyburntiv, ale neni slabé
diskrétné generovany (priklad [5.11). Tvrzeni |4.8 a predchozi tvrzeni tedy neplati
pro dédi¢né Lindelofovy prostory.
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Pozorovani 4.17. Diky disledku o lokalnim charakteru C-generovanosti
staci predpoklady predchozich tvrzeni uvazovat pouze lokalné. Tedy plati nasle-
dujici tvrzeni.

e Hausdorffovy lokalné kompaktni prostory jsou slabé diskrétné generované.

e Hausdorffovy lokalné kompaktni prostory spocetné tésnoty jsou silné dis-
krétné generované.

e Preregularni lokalné kompaktni slabé Whyburnovy prostory jsou pseudora-
dialni.

e Preregularni lokalné spocetné kompaktni Whyburnovy prostory jsou Fré-
chetovy.

Diikaz. Popiseme pouze dikaz predposledniho bodu, kde je tfeba vyjasnit prene-
seni slabé Whyburnovy vlastnosti na uvazované okoli. Zbytek argumentace pro-
biha ve vSech bodech analogicky.

Mame-li bod z uvazovaného prostoru X, existuje jeho kompaktni okoli. Toto
okoli nemusi byt uzaviené, nicméné z regularity pod nim existuje uzaviené kom-
paktni okoli. Diky jeho uzavienosti na néj miizeme prenést slabou Whyburnovu
vlastnost z X, a aplikovat na néj prislusné tvrzeni davajici Fréchetovu vlastnost
tohoto okoli v bodé z, kterou nasledné preneseme do prostoru X pomoci di-
sledku 2.11L O

Kapitolu zakoncéime obréazkem shrnujicim vztahy mezi uvazovanymi uzavero-
vymi schématy na Hausdorffovych kompaktnich prostorech. Naznacené implikace
plynou z obecné platnych implikaci (véta 3.50) nebo z tvrzeni této kapitoly.

Fréchetuv,
diskrétné Whyburniv, radidlni
Whyburntv
sekvencialni semiradialni

slabé diskrétné Whyburntiv,

spocetné tésnoty slabé Whyburnity

silné diskrétné generovany pseudoradialni

/

diskrétné generovany

Obrézek 3: Vztahy mezi uzavérovymi schématy na 7, kompaktnich prostorech.
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5. Priklady a protipriklady

V posledni kapitole ukazeme nékolik konkrétnéjsich prostori, t¥id prostori
a konstrukci s ohledem na vlastnosti zkoumané v minulych kapitolach. Ziskame
tak i nékolik protiprikladi pro vztahy mezi jednotlivymi uzavérovymi schématy,
pripadné jejich kombinacemi.

Priklad 5.1. Kazdy topologicky prostor je C-generovany v libovolném svém izo-
lovaném bodé pro libovolné uzavérové schéma C. Totiz pokud z € A je izolovany
bod, pak z € A C C(A). Specidlné diskrétni prostory jsou C-generované pro
libovolné uzavérové schéma C.

Priklad 5.2. Vsechny prostory, které obsahuji jediny neizolovany bod, jsou au-
tomaticky diskrétné Whyburnovy a vSechna uzavérova schémata jsou na téchto
prostorech tranzitivni. TotiZ je-li # € A\ A, pak z je onen jediny neizolovany bod
a A je (silné) diskrétni a skorouzaviena.

Priklad 5.3. Necht X je w s topologii kokoneénych mnozin. Potom X je spo-
cetny, kompaktni, spocetné vahy, 77, ale neni T,. Konec¢né mnoziny jsou v ném
uzaviené a diskrétni, zatimco nekonecné mnoziny jsou husté, nejsou diskrétni
a jako posloupnosti konverguji ke vsem bodim. X je tedy Fréchettuv, ale neni
ani slabé diskrétné generovany, ani slabé Whyburntiv. Zvolime-li dva rtizné body
z,y € X a oznac¢ime-li A := X \ {z,y}, B := {y}, potom A je Whyburn-uza-
viend, B je uzaviend, ale CP"I(A U B) = CPWI(X \ {z}) = X, tedy schémata
CWVh a CPWh nejsou aditivni na X.

Priklad 5.4 (sekvencidlni véjit). Pro libovolny kardindl £ uvazme prostor S, :=
Y aen(wt1)/ ~ kde (o, w) ~ (B,w) pro a, B € K, tj. k nezavislych konvergentnich
posloupnosti, jejichz limity slepime do jednoho bodu.

VsSechny prostory S, jsou Fréchetovy jakozto uzaviené kvocienty sumy Fré-
chetovych prostorti, avsak S, ma spocetny charakter pravé pro x konecné. Pro x
nekonecné a uvazovanou spocetnou kolekci okoli limitniho bodu staci pro kazdé
okoli vybrat jinou vychozi posloupnost a v ni okoli ostte mensi. Touto diagonali-
zaci jsme ziskali otevienou mnozinu ostfe mensi nez vsechny mnoziny v ptivodni
kolekei.

Priklad 5.5 (ordindly). Vsechny ordindly (se standardni topologii danou uspo-
radanim) jsou radidlni a silné diskrétné generované, specidlné jsou dédicné slabé
Whyburnovy. Ordinaly < w; maji spocetny charakter, specialné jsou Fréchetovy.
Ordindly > w; nejsou Whyburnovy a nemaji spocetnou tésnotu.

Diikaz. Vysetiime nejprve vlastnosti koncového bodu v prostoru (a + 1) pro
a € On. Uvazme A C as o € A. Potom pifmo A je transfinitni posloupnost
konvergujici k bodu «, tedy (« + 1) je radidlni v koncovém bodé.

Jisté t(a, A, (o + 1)) = cf(«) a mizeme induktivné definovat {xg : 5 € cf(a)}
kofindlni podmnozinu A spliujici zg > sup{z, : v < S} pro kazdé § < cf(«).
Potom {zp : B € cf(a)} je silné diskrétni podmnozina mnoziny A obsahujici
bod a ve svém uzavéru, tedy (a + 1) je silné diskrétné generovany v koncovém
bodé.
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Je-li ordindl « spocetny, pak soubor intervalu {(5,a] : f < a} je spocetnd
béaze okoli v koncovém bodé prostoru (a + 1).

Prostor (w; + 1) neni Whyburniv v koncovém bodé. Uvazme A := {a < wy :
a izolovany}. Pak w; € A\ CVP(A). Totiz pro libovolnou B C A, je-li w; € B,
pak B je nespoCetnd, a tedy existuje o € B, ze BN (a+ 1) je nekoneéna. Pritom
ale (a+1) je kompaktni a BN (a+1) je nekoneéna diskrétni, tedy neni uzaviena
v(a+1)a|B\B|>2.

Protoze (a+ 1) je obojetny podprostor libovolného vétsiho ordinalu, vysettili
jsme prave vsechny body vsech ordinalii a vSechna tvrzeni jsou dokézana. O]

Nasledujici obecna konstrukce nékteré vlastnosti vychozich prostort zacho-
vava, zatimco jiné naopak nici. Jeji aplikaci muzeme ziskat rizné (proti)ptiklady.

Piiklad 5.6 (bodové lepeni). Mé&jme prostor X a funkci F = ((Y;, y;, x;) 1 i € I),
kde Y; je topologicky prostor, y; € Y; neni izolovany a x; € X pro kazdé i € I.
Potom definujme X := PointGlue(X, F) := (X & X;e/Y;)/ ~, kde ekvivalence ~
je generovana ztotoznénimi y; ~ x; pro ¢ € I. R

Ztotoznéme mnoziny X, Y; s jejich obrazy v X pri kanonickych zobrazenich
danych nasi konstrukei. Z definice ekvivalence ~ je patrné, zZe tato zobrazeni
jsou prosta. Vzhledem k témto ztotoznénim uvazme néasledujici podprostory X.
Oznacme Y := J,.; Yi. Dale definujme mnozinu ,sty¢nych® bodi Z := {z; : i €
I} ={y; : i € I} a ,redukované“ podprostory Y/ :=Y;\ Z =Y, \ {y;} proi € I
aY' =Y\ Z=J,, Y/ Uvazme jesté zobrazeni ¢: X — X definované piedpisy
q | X =idyx, q[Y;] = {x;} pro i € I. Potom plati nasledujici.

(i) Topologie na X je induktivné generovand inkluzemi prostoru X, Y; pro
1 € I. Tyto inkluze jsou vnoreni podprostori. Zobrazeni ¢: X — X je
kvocientové.

(ii) Konstrukce PointGlue zachovava separacni axiomy Ty, T, T» a regularitu,
tj. spliyji-li prostory X, Y; dany separacni axiom, pak ho spliuje i pro-
stor X.

(iii) Méjme A C X a z € A. Potom nastane alespon jedna z nasledujicich
situaci.

(a) z € X ax € AN X, tedy uzdvérovou situaci jsme prenesli do pro-
storu X.

(b) x € Y; pro ngjaké i € [ a x € ANY;, tedy situaci jsme prenesli do
prostoru Y.

(c) z € Y; prondjakéi € Taz € A\Y,. Potomz € {5} ay; € A\ Y,

(d) ze Xaxe ANY. Oznac¢ime-li J:={iel:y, € ANY;} a B :=
{y;:i€J}C Z potomz e BaBCANY.

(iv) Plati t(X) = sup{t(X), t(Y;) : i € I}.

(v) Necht C je uzavérové schéma, vnoreni podprostoru jsou C-spojitd a pro-
story X, Y; pro i € I jsou slabé C-generované. Potom je i prostor X slabé
C-generovany. Konstrukce PointGlue tedy zachovava nasledujici vliastnosti:
sekvencialita, pseudoradialita, slaba diskrétni generovanost. Jsou-li pod-
prostory X, Y; uzaviené v X (specidlné jsou-li vSechny prostory T7), pak
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(vi)
(vii)

konstrukce PointGlue zachovava i slabou diskrétné Whyburnovu vlastnost
a slabou Whyburnovu vlastnost.

Konstrukce PointGlue zachovava semiradialitu.

Je-li mnozina D C X diskrétni, resp. silné diskrétni v X, pak je takova
ivX. Meéjme mnozinu J C [ a pro i € J (silné) diskrétni mnozinu D;
v prostoru Y;. Pokud z; # x; pro i # j € J a mnozina {z; : 1 € J} je
(silné) diskrétni v X, pak |J,.; D; je (siln¢) diskrétni mnozina v X. Vnofeni
podprostortt X, Y; jsou tedy CP-spojité a CP-spojita.

Konstrukce PointGlue zachovava diskrétni generovanost a silnou diskrétni
generovanost.

Plati CWh(Y”, )?) \Y’" C Z. Tedy pokud mnozina Z neni uzaviena v X, pak
prostor X neni Whyburntiv.

Necht prostory X, Y; pro i € I jsou Tj. Potom plati CR2d(Y”, )?) \Y'CZ.
Tedy pokud navic Z neni uzaviena v X, pak prostor X neni radialni.
Méjme nahoru usmérnénou kolekci J C P([I), kterd pokryva I, a oznacme
Dy := X U{Y:: i€ J}. Potom prostor X je kolimitou (které se v tomto
pripadé 1ikd také direktni limita) diagramu (D; : J € J) s vazbovymi
zobrazenimi danymi inkluzemi podprostort.

Dukaz.

(i)

Induktivni generovani snadno plyne z definice. Je-li U oteviena podmnozina
prostoru X, pak V := UU|{Y; : z; € U, i € I} je oteviend podmnozina X
splnujici VNX = U. Tedy X je podprostor X. Je-li U oteviend podmnozina
prostoru Y;, potom je i oteviena v X , pokud neobsahuje bod y;. V opacném
ptipadé je V := U U X U|J{Y; : j # i} oteviend podmnozina X spliujici
VNY; =U. Tedy Y; je podprostor X. Zobrazen{ q je kvocientové, protoze je
na X a kazda mnozina U C X je oteviend, pravé kdyZz mnoziny ¢ H{U]NX =
U, ¢ UINY; € {0,Y;} jsou oteviené.

Pro U otevienou podmnozinu X oznaéme U := U U\ J{Y; :y; € U, i € I}
a podobné pro U otevienou podmnozinu Y; oznacme U=UUXU U{Y; -
J # i}. Méjme dva rtizné body x,y € X. Pokud z,y € X, pak je oddélme
v X a ziskané mnoziny U, piipadné U, rozsifme na ﬁ; pripadné f]\y Potom
tyto rozsitené mnoziny realizuji oddéleni v X. Pokud y € Y/ potom ho
oddélme v Y; od bodu y; a rozsireni tohoto oddélent bude oddélovat y a x
v X.

Pro regularitu uvazme F uzavienou podmnozinu X a bod z € X \ F.
Definujme J :={i € I : y; ¢ F} a pro i € J oddélme bod y; od mnoziny
F NY; v prostoru Y; mnozinami U;, V; (v tomto poradi). Pokud =z € X,
oddélme = od F'N X v X mnozinami U, V. Potom mnoziny U U (J{U; :
yeU,iell, VUWNY, v e V,ie Il UV :i e J} oddéluji
a F v X. Pokud z € Y/, oddélme z od F NY; mnozinami G;, W;. Pokud
y; € F, realizuji mnoziny G;, 17[\/Z oddélenf v X. Pokud naopak y; ¢ F,
oddélme podle predchoziho y; od F' v X mnoZinami G, W. Potom G UG,
(W\Y:)U(WnY;nW,;) realizuji hledané oddéleni v X.
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(iif)

(vii)

Protoze X = X U U,er Yi a topologicky uzavér je aditivni, nastane alespon
jedna moznost. Budme v situaci . Kdyby = ¢ {y;}, pak by existovalo
U C Y/ okoli x v X. Toto okoli by bylo disjunktni s A\ Y, coz je spor.
Kdyby y; ¢ A\ Y, pak by existovalo V' okoli y; v X disjunktni s A\ Y;.
Potom V' UY; by bylo okoli x disjunktni s A\ Y;, coz je rovnéz spor.
Budme v situaci @ Zrejmé B C ANY. Zvolime-li U; okoli bodu y; v Y;
sUNA=0proiecl\J, pak U:= XU (U, Y) U (Uig, Ui) je okoli x
v X disjunktni s AN, Y, a tiiy v € AN, Yi- Mame = = q(z) €
q[AN UieJ Yi] CqlAN UieJ Yl =B.

Jists t(X) > t(X), {(Y;), nebot X a Y; jsou podprostory X (viz tvrzeni.
Pro opa¢ny odhad méjme A C X az € 4 a uvayme jednotlivé pripady
z bodu |(iii). V situaci |(a)| mame t(z, A, X) < t(z, AN X, X) < t(X). V si-
tuaci mame t(x, A, X) < t(z,ANY,Y;) < tY;). V situaci mame
t(z, A, X) < t(y;, A\ Y;, )?), ¢imz jsme situaci prevedli na ostatni pripady.
Nakonec v situaci existuje mnozina B C Z s x € B a pro kazdé z € B
existuje i, € I s z € ANY,.. Potom t(z, A, X) < t(z, B, X) - sup{t(Y;.) :
z € B} <sup{t(X),t(Y;) :i € I}.

Plyne ihned z dusledku a z faktu, ze vnoreni podprostorit jsou C-
-spojitd pro C € {C%4,CRad CP1 a 7e vnofeni uzavienych podprostort jsou
C-spojita pro C € {CPWh CWhl,

Necht mnozina M C X neni x-uzaviens. Sta&i ukézat, ze MNX ¢i MNY;
pro néjaké ¢ € [ neni k-uzaviena v X, resp. Y;. Potom lze totiz z dané
mnoziny vykonvergovat posloupnosti délky < x uz v podprostoru a stejnd
posloupnost funguje i v X.

Méjme tedy mnozinu A € [M]=F a bod z € A\ M a uvazme jednotlivé
moznosti z bodu . V pripadech @ @ se situace rovnou presouva do
X, resp. Y; a jsme hotovi. V pripadé bud y; € M a M NY; neni ani
l-uzaviend v Y;, nebo y; € A\ M a situaci jsme prevedli na ostatni piipady.
V pripadé pro odpovidajici mnozinu B plati bud B C M a jsme hotovi,
protoze * € B\M a |B| < |A| < k, nebo existuje 2 € B\M az € ANY;\M
pro néjaké ¢ € I.

Pokud kolekce (U, : d € D) svédéi o (silné) diskrétnosti mnoziny D v X,
pak kolekce (UgUU{Y; : @i € Ug, i € I} : d € D) svédci o (silné) diskrétnosti
Dv X.

Necht kolekce (V; :i € J) svedéi o (silné) diskrétnosti mnoziny {z; : i € J}
v X a pro i € J svédéi kolekce (U4 : d € D;) o (silné) diskrétnosti D,
v Y. Pro d € |J,c; D; oznacme i(d) jediné i € J spliujici d € D;. Pro
d € UZ.e ;D; budeme definovat mnoziny Wy. Pokud ;4 € Usq)a, pak
polozme Wy = Ujaya U Viay U ULY: : @ € Vi, @ € I}, jinak polozme
Wy = Uj(a),a- Potom kolekce (W : d € |J,.; D;) svédci o (silné) diskrétnosti
mnoziny (J,c; Di v X.

CP-spojitost a C3P-spojitost vnoieni podprostorti X, ¥; plyne z predchoziho,
v ptipadé prostoru Y; uvazme J = {i} a jedinou (silné¢) diskrétni mnozinu
v prostoru Y;.
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(viii) M&me C € {CP,C5P}, A C X a z € A. Uvazme jednotlivé pifpady
z bodu . V pripadech , situaci preneseme do prostoru X, resp. Y;
a z jejich C-generovanosti a C-spojitosti jejich vnoreni mame ihned x €
C(A). V piipadé mame y; € Cg(A) a v € {y;}. Z definice C potom
z € Cg(A). V piipadé|(d) méme mnozinu B C Z splijici x € Cx(B) a pro
kazdé » € B existuje i(z) € [ s 2z € Cy,_ (AN Yj)). Existuje tedy D C B
(silng) diskrétni s x € D a pro kazdé z € D existuje D,y C ANYi,) (silng)

diskrétni v Y; s z € D). Mdme z € |, Di(-) a mnozina | J,., Di») € A
je dle predchoziho bodu (silné) diskrétni v X.

(ix) Uvazme mnozinu F' C Y’ skorouzavienou v X s F\F = {z} az € X. Jsme
v situaci |(d) z bodu , existuje tedy B C Z sz € Ba B C F. Potom
B = {z}, protoze BC F\ F a B # (), tedy x € Z. Zbytek plyne z toho, 7e
Y’ D Z, protoze zadny bod y; neni dle pfedpokladu izolovany v Y;.

(x) Necht (y, : @ € k) — x je posloupnost v Y’ k je reguldrni a pro spor
x € X \ Z. Potom posloupnost (¢(y,) : @ € k) rovnéz konverguje k x
a dle lemmatu a predpokladil existuje prostd podposloupnost (q(ya,) :
B € k). Pro kazdé i € I tedy existuje nejvyse jeden prvek yo, € Y.
Pokud pro dané i existuje, mizeme diky Ty zvolit U; okoli ¢(ya,) = v v Vi

neobsahujici y,,, v opacném piipadé polozme U; := Y;. Tim dostavame
U:= XUU; : i € I} okoli z disjunktni s nasi podposloupnosti, coz je
spor.

(xi) Jednoznacnost hledaného zobrazeni z definice kolimity plyne z toho, ze J
pokryva I, existence plyne z usmérnénosti J a spojitost plyne z toho, Ze
topologie na X je induktivné generovand vnorenimi podprostora X, Y; pro
1€ 1. [

Piiklad 5.7 (Arenstuv prostor). Pro regularni ordindl s a topologicky prostor X
oznac¢me Ar,(X) = PointGlue(X, ({((k + 1),k,x) : © € Ix)), pficemz Ix znaci
mnozinu vSech izolovanych bodia prostoru X a na (k + 1) uvazujeme zjemnéni
topologie ordindlu, kde vSechny body a < k jsou izolované. Konstrukce Ar,(X)
tedy ke kazdému izolovanému bodu prostoru X prilepi jinou diskrétni posloupnost
délky k, ktera k nému konverguje.

Ozna¢me X := Ar,(w + 1). Ziskdme Arensiv prostor, ktery je tvoren w kon-
vergentnimi posloupnostmi, jejichz limity opét tvori konvergentni posloupnost.
Jind konstrukce tohoto prostoru je k nalezeni v [En, 1.6.19, s. 54]. Z rozboru
obecné konstrukce bodového lepeni v predchozim prikladu ihned dostavame, ze
X je spocetny Hausdorftiiv prostor, ktery je sekvencialni, ale neni radidlni ani
Whyburntiv.

Oznac¢ime-li YV := (w x w) U{w} C X, tj. podprostor Arensova prostoru tvo-
feny jeho izolovanymi body a finalni limitou, dostaneme prostor, ktery miizeme
nazyvat redukovany Arensuv. Y je spocetny Hausdorffiv prostor, ktery je dle
prikladu silné diskrétné generovany a diskrétné Whyburntv a ktery dle pred-
choziho piikladu neni pseudoradiélni, protoZe limity posloupnosti v (w X w) jsou
praveé stycné body a tyto jsme pii konstrukei Y z Arensova prostoru odstranili.

Oznacime-li F,, := (w+1)U{(k,l) : k <n,l € w} C X, coz je vychozi konver-
gentni posloupnost a prvnich n prilepenych posloupnosti, potom dle predchoziho
prikladu je X direktni limitou posloupnosti inkluzi podprostort F,, n € w. Pritom
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prostory F), jsou ziejmé spocetné, kompaktni, uzaviené v X, a tedy Fréchetovy
(4.4), a prostor X nenf Fréchetiv.

Induktivné definujme prostory Z,, n € w. Necht Z; je jednobodovy prostor
a Zny1 = Ar,(Z,). Potom Z; je konvergentni posloupnost a Z je Arensuv pro-
stor. Aplikace Fréchetova uzavéru C9 na mnozinu izolovanych bod® prostoru
Z, se zastavi pravé po n krocich, protoze kazdou aplikaci pribudou pouze stycné
body ptislusného lepeni, jak plyne z rozboru v predchozim ptikladu.

Pro k reguldrni oznac¢me X, := Ary(k+ 1) a Y, = (k x k) U{k} C X, kde
na (k + 1) uvazujeme opét zjemnéni topologie ordindlu, kde kazdy bod a < &
je izolovany. Dostavame prostory analogické Arensovu a redukovanému Arensovu
prostoru. Protoze nas prostor (k + 1) je radidlni, silné diskrétné generovany, dis-
krétné Whyburntiv a méa tésnotu x, dostavame ihned, ze X, je Haudorffiv semi-
radialni, silné diskrétné generovany prostor, ktery neni radidlni ani Whyburntv
a ma tésnotu k. A prostor Y, je silné diskrétné generovany, diskrétné Whyburntv,
ale neni pseudoradialni a ma tésnotu k.

Priklad 5.8 (adjunkce bodu). Pro nespocetny topologicky prostor X definujeme
prostor X. Nosicem je mnozina X U {p}, kde p je nové ptidany bod nelezici v X.
Topologie je dana nasledovné: X je otevieny podprostor a oteviena okoli bodu p
jsou pravé doplnky spocetnych uzavienych podmnozin prostoru X. Aplikaci této
konstrukce na vhodny prostor X lze ziskat pseudoradialni prostor spocetné tés-
noty, ktery neni sekvencialni (viz [JMSW]).

(i) Diky nespocetnosti X je p € X. Déle pro A C X plati, Ze p € A, prave
kdyz A je nespocetna.

(ii) Prostor X je Tp, resp. Ty, pravé kdyz je takovy prostor X. Pokud je X
Ts, pak je X sekvencialné Hausdorffuv (tj. posloupnosti maji jednoznacné
limity). Prostor X je Ty, pravé kdyz je X Ty a kazdy bod prostoru X
ma spocetné uzaviené okoli. Specidlné je X T, pokud je X T3 a lokalné
spocetny (tj. kazdy bod ma spocetné okoli).

(iii) Pokud je X T3 a sekvenciédlni, pak je X sekvencialné uzaviend podmnozina
prostoru X. Pokud je X T5, pak X neni sekvencidlni.

(iv) Prostor X je pseudoradidlni, pravé kdyz je pseudoradialni prostor X.

(v) Prostor X mé& spocetnou tésnotu, pravé kdyz X mé spocetnou tésnotu
a plati v ném, ze kazda nespocetna mnozina obsahuje spo¢etnou mnozinu
s nespocetnym uzavérem.

(vi) Uvazime-li prostor redlnych ¢isel se standardni topologii R, dostavame, ze
R je pseudoradialni prostor spocetné tésnoty, ktery neni sekvencidlni. Navic
je sekvencialné Hausdorfttiv, ale neni Hausdorffiv.

(vii) Existuje nespocetny prostor X, ktery je T3, lokdlné spocetny, ma spocetny
charakter a kazda nespocetna mnozina obsahuje spocetnou podmnozinu
s nespocetnym uzaverem. Potom X je priklad Hausdorffova pseudoradial-
niho prostoru spocetné tésnoty, ktery neni sekvencialni.

Diikaz.
(i) Plyne ihned z definice.
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(i)

(iii)

Ztejme je-li X Ty, Ty ¢i Ty, pak je takovy i X. Naopak, z definice X je
mnozina {p} uzaviend, tedy je-li prostor X Ty ¢i 11, je takovy i X.

Je-li prostor X T;, pak X je sekvencialné Hausdorffiv. Protoze X je Ti,
stac¢i uvazovat posloupnosti v X. Méjme takovou posloupnost s limitou v X.
Protoze je X T5, nema tato posloupnost zadnou jinou limitu v X, a protoze
je tato posloupnost spolu s limitou kompaktni mnozina, je uzavrena v X
a diky spocetnosti i v X. Nase posloupnost tedy nekonverguje ani k bodu p.

Je-li prostor X T3 a kazdy bod v ném ma spocetné uzaviené okoli, pak lze
bod p oddélit disjunktnimi okolimi od libovolného bodu z X. Dvojice bodi
2 X lze oddélit v X diky tomu, ze X je otevieny 15 podprostor. Celkem X
je Ts.

Prvni ¢ast: Pro spor predpokladejme, ze (x, :n € w) — p v XaA:=
{z, :n € w} C X. Potom z definice X nemiize byt A uzaviend a z predpo-
kladu sekvenciality X existuje posloupnost (y, : n € w) v A konvergujici
k néjakému bodu z € X \ A. Protoze X je Ty, je mnozina {y, : n € w}
nekonefnd, a tedy {z, : n > ng} N{y, : n > no} # 0 pro kazdé ny € w.
Existuje tedy spolecna podposloupnost obou nasich posloupnosti. Tato kon-
verguje k obéma bodim p, z, coz je ve sporu s tim, ze X je sekvencialné
Hausdorffav.

Druha cast: Pro spor predpokladejme, ze X je sekvencidlni. Potom je sek-
vencidlni i X jakoZto jeho otevieny podprostor (viz pozorovani [3.11)). Dle
prvni ¢asti je X sekvencidlné uzaviend mnozina, ktera ale neni uzaviena,
COZ je sSpor.

Je-1i pseudoradialni prostor X , pak je pseudoradialni i X jakozto jeho ote-
vieny podprostor (viz pozorovani . Predpokladejme naopak, ze X je
pseudoradialni, a méjme libovolnou radialné uzavfenou mnozinu A C X.
Potom AN X je rovnéz radidlné uzavrena (lemma 2.3), a tedy diky pred-
pokladu uzaviens v X. TakZe v X plati A\ A C {p} Kdyby peEA\A,
pak A N X musi byt nespocetna a jako posloupnost konverguje k p. Totiz
kazdé okoli bodu p je kospocetné, a tedy obsahuje koncovy tsek nasi ne-
spocetné posloupnosti. Mame p € CRa4(A) = A, coZ je spor. MnoZina A je
tedy uzavrena.

Dle tvrzeni plati t(z, X) = t(:c,)/(\') pro kazdé = € X. Staci tedy s po-
moci prvniho bodu nahlédnout, Ze podminka t(p, X) < w je ekvivalentni
podmince v nasem tvrzeni.

R je T, a ma spocetnou vahu, dle predchozich bodt je tedy R pseudoradialni
spocetné tésnoty, neni sekvencialni a je sekvencidlné Hausdorffiv. R ale neni
T, protoze R neni lokalné spocetny.

Prostor X mohutnosti ¢ ziskdme jako jisty podprostor Cantorova prostoru
2¥ na kterém pomoci induktivni konstrukce délky ¢ zjemnime topologii tak,
aby byla vysledna topologie lokalné spocetna a lokalné kompaktni a aby
byl zachovan spocetny charakter a vlastnost ,kazdd nespocetnd mnozina
obsahuje spoc¢etnou mnozinu s nespoc¢etnym uzavérem“. Cela konstrukce je
popsana v [ST]. O
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Priklad 5.9 (zjemnéni Sw). Pripomenme, ze na Sw lze pohlizet jako na prostor
vSech ultrafiltri na w s bazi tvorenou otevienymi mnozinami Uy = {p € fw :
A € p}, kde A C w. Snadno nahlédneme, Ze pro A C w a ultrafiltr p plati p € A,
pravé kdyz A € p, a tedy A = U,. Déle pro kazdou nekoneénou A C w je A
homeomorfni celému Bw (viz [Enl 3.6.8, s. 174]). Plati tedy |A| = |U4| = |Bw]| = 2¢
(pro posledni rovnost viz [Enl, 3.6.12, s. 175]).

Oznaéme nyni X mnozinu vsech ultrafiltri na w, ztotoznéme w s hlavnimi
ultrafiltry a uvazme na X nasledujici topologii. Vsechny prvky w jsou izolované,
lokalni baze ve volném ultrafiltru p je tvofena otevienymi mnozinami {p} U A
pro A € p. To znamena, ze mnozina U C X je oteviena, pravé kdyz p €¢ U =
UNw € p. X je tedy zjemnéni prostoru Sw, pri kterém je mnoZina fw\w diskrétni.
Plati nasledujici vlastnosti.

e X je jakozto zjemnéni Sw Hausdorffiv.
e Propc X \w, ACwjeziejmé p € A, pravé kdyz A € p, tedy A¥ =™

e Proz € A, A C X plati 2 € ANw. Tedy X ma spocetnou tésnotu a je
silné diskrétné generovany.

e w je radialné uzaviena podmnozina X, tedy prostor X neni pseudoradidlni.
Jisté se mizeme omezit na prosté spocetné posloupnosti. Predpokladadejme
pro spor, ze (x, : n € w) je prostd posloupnost v w kovergujici k volnému
ultrafiltru p. Uvazme A € p, potom A jisté obsahuje néjaky koncovy tsek
nasi posloupnosti a diky jeji prostoté muzeme A rozlozit na Ay, A; tak,
ze A;N{x, : n € w} je nekoneéna pro obé i € {0,1}. Tedy ani Ay, ani
Aq neobsahuje koncovy tsek nasi posloupnosti, coz je spor, protoze jedna
z nich je obsazena v ultrafiltru p.

e w je Whyburn-uzaviena podmnozina X, tedy prostor X neni slabé Why-
burntiv. Totiz kazda koneéna podmnozina w je uzaviend, zatimco kazda
nekonecna podmnozina w obsahuje ve svém uzavéru 2¢ riznych ultrafiltri,
protoze tento uzavér splyva s uzavérem v Sw.

o Méjme p € X \ w. Oznacime-li A := w, B := X \ (wU {p}), potom dle
piedchoztho p ¢ CWh(A) U B, ale p € CPVR(A U B) = CPVR(X \ {p}).
Schémata CWVB, CPWh tedy nejsou aditivni na prostoru X.

Priklad 5.10. Uvazme prostor X z predchoziho prikladu a zvolme volny ultrafiltr
p € X. Nyni pozménime okoli bodu p tak, ze dostaneme jiné zjemnéni topologie
Bw, které realizuje priklad Hausdorffova prostoru, ktery je diskrétné generovany,
ale ne silné diskrétné generovany.

Ozna¢éme Y := X \ {p} podprostor X. Definujme novy prostor Z s nosi¢em
Y U{p}, pficemz Y bude otevieny podprostor Z a okoli p budou déna nésledujici
subbéazi. Tu tvoii jednak mnoziny tvaru {p}UU, kde U je oteviend podmnozina Y’
se spocetnym dopliikem, a jednak mnoziny Uy = {¢ € X : A € ¢} pro A € p
(méjme na paméti ztotoznéni w a hlavnich ultrafiltri na w). Plati nasledujici
vlastnosti.

e Je-li U okoli p v Z z nasi subbéaze, pak U N'Y je oteviend podmnozina
Y, tedy Y je skutecné otevieny podprostor Z. Mnoziny Uy pro A € P(w)
tvori standardni béazi prostoru fw, topologie prostoru Z je tedy zjemnéni
topologie Sw, specidlné Z je Ts.
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e Prostor Z je silné diskrétné generovany ve vSech bodech y € Y, protoze X
je silné diskrétné generovany a Y je otevieny podprostor X i Z (pouzivame

dusledek 2.11)).

e Prostor Z je diskrétné generovany. Z predchoziho bodu staci ovérit diskrétni
generovanost v bodé p. Necht p € A pro A CY. Potom p e ANwU A—\w,
pricemz mnoziny w, (Y \ w) jsou diskrétni.

e Platip € (Y \ w)\c=* (Y \w), tedy t(p, Z) > w. Totiz pro kazdé subbézové
okoli bodu p tvaru Uy plati |Us| = 2¢ (viz predchozi priklad), tedy pro
kazdé bazové okoli tvaru Up NU, kde U N'Y je kospocetna a oteviena
vY =X\ {p}, plati (U4 NU)N (Y \w) # 0. Tim jsme ukdzali p € Y \ w.
Druhd ¢ést tvrzeni plati, protoze vsechny spocetné podmnoziny Y \ w jsou
uzaviené v Z. To plyne ihned z definice nasi topologie a z faktu, ze Y \ w
je uzaviena diskrétni podmnozina Y.

e Prostor Z neni silné diskrétné generovany v bodé p. Na jednu stranu totiz
t(p, Z) > w z predchoziho bodu, na druhou stranu je w hustd podmnozina Y,
a tedy i Z, a proto ¢(Z) = d(Z) = w. Zavér plyne z pozorovani [3.33|

Priklad 5.11 (maximalni a submaximalni prostory). Pfipomenme definice ma-
ximalnich a submaximalnich prostort:

e Rekneme, 7e topologicky prostor je mazimdini, pokud je jeho topologie ma-
ximalni (vzhledem k inkluzi) mezi topologiemi bez izolovanych bodu na
dané nosné mnoziné.

e Rekneme, Ze podmnozina topologického prostoru je lokdlné uzaviend, pokud
je to prinik oteviené mnoziny a uzaviené mnoziny. Rekneme, Ze topologicky
prostor je submazimdlni, pokud je kazdéa jeho podmnozina lokalné uzaviena.

Pro potieby tohoto piikladu definujme uzévérova schémata C*°' a CSM:

Clol A X) = AUAN Iy,

CM(A, X) := AUint(A),

kde Iy je mnozina izolovanych bodt prostoru X.
Potom plati nasledujici tvrzeni.

(i) Necht A je podmnozina topologického prostoru X. Pak A je lokdlné uza-
viend, pravé kdyz A\ A je uzaviena. V tomto piipadé plati C3M(X \ A) =
X\ A

(ii) Necht X je topologicky prostor, pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni
(téz |[AC|, Theorem 1.2]):

(a) X je submaximdlni,

(b) A\ A je uzaviend pro kazdou podmnozinu A C X,

(c) A\ A je uzaviend a diskrétni pro kazdou podmnozinu A C X,
(d) X je C®M-generovany, tj. A\ A C int(A) pro A C X,

(e) kazdd podmnozina s prazdnym vnitrkem je uzaviend,

(f
(g

kazda podmnozina s prazdnym vnitikem je uzaviend a diskrétni,

kazda hustd podmnozina je oteviena.

)
)
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(iii) Schémita Clsol o CSM jsou tranzitivni. Plati C'*°! < CSM gy Clsol < (5P <
CP < (CP.

(iv) Na submaximalnich prostorech plati Cs°! = CP. Specidlné silnd diskrétni
generovanost splyva se slabou diskrétni generovanosti. Neprazdny subma-
ximalni prostor bez izolovanych bodu neni slabé diskrétné generovany.

(v) Necht X je regularni prostor, A C X a A\ A je diskrétni. Pak CV2(A) = A.
Tedy kazdy regularni submaximalni prostor je Whyburnuv ([BY], Proposi-
tion 1.3]).

(vi) Dokazme nékteré vlastnosti maximélnich prostori.

(a) Prostor X je maximdlni, pravé kdyz je bez izolovanych bodu a kazda
A C X je bud oteviend, nebo existuje U C X oteviena splnujici
|ANU| = 1.

(b) Kazdy 7} maximalni prostor je submaximéalni.

(¢) Kazdy maximéalni prostor je extremalné nesouvisly (tj. uzavér kazdé
oteviené mnoziny je obojetnd mnozina). Tedy kazdy reguldrni maxi-
malni prostor je nuldimenzionalni.

(vii) Existuje neprazdny spocetny T3 maximalni prostor ([vD, Theorem 2.2,
Example 3.3]), tento je dle pfedchozitho Whyburniv, ale neni slabé dis-
krétné generovany. Také je nuldimenzinalni.

Dikaz.

(i) Jestlize A = UN F, kde U je oteviena a F uzaviend, pak A C UN A C
UNF=Aatedy A\A=A\(ANU) = A\ U, co? je uzaviend mnozina.
Naopak rovnost A = A\ (A\ A) svéd&f za predpokladu uzavienosti A\ A
o lokélni uzavienosti mnoziny A.

Pro posledn{ tvrzeni ozna¢me B := X \ A. Potom B\ int(B) = A\ A,
coz je dle predpokladu uzaviend mnozina. Tedy B = B \ int(B) Uint(B) =
BUint(B).

(ii) < |(b)] = [(d) plyne ihned z pfedchoziho bodu. [(d)] = |(e)|
plyne ihned. = plyne ihned z toho, Ze kazdy piiriistek A\ A m4
prazdny vnittek. V ekvivalencich — , resp. — plati
jeden smér trivialné a druhy dostavame z toho, ze kolekce mnozin tvaru
A\ A, resp. mnozin s prazdnym vnitikem jsou uzaviené na podmnoziny
(v prvnim piipadé pro M C A\ A plati M = B\ B pro B := A\ M).
Nakonec > dostdvame prechodem k dopliiku, protoZe mnoZina
ma prazdny vnitiek, prave kdyz je jeji doplnék husty.

(iii) Pro kazdy prostor X a jeho podmnozinu A plati ANIy NIx = AN Iy,
protoze operace uzavéru ziejmeé nemuze pridat nové izolované body. Od-
tud ihned plyne tranzitivnita schématu C™°'. Déle pro kazdou mnozinu A
a uzavienou mnozinu F' plati int(A U F') C int(A) U F' (napf. jako du-
alni varianta lemmatu pro C = cly). Odtud int(C5™(A)) C int(A)
a CM(CSM(A)) C CSM(A). Jiste AN Ix C int(A), tedy C®°' < C5M. Na-
konec, kazda mnozina tvorena izolovanymi body je zfejmé siln¢ diskrétni,
tedy C™s°! < CSP.
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(iv) Je-li D diskrétni podmnozina submaximalniho prostoru X, pak ze sub-
maximality plyne D = D U int(D). Pfitom int(D) je mnoZina izolovanych
bodii, tedy CP < C™°! na prostoru X. Z piedchoziho bodu potom dostévame
C'ol = CD na X. Pokud je navic prostor X # @) bez izolovanych bodt, pak
CD = CB! = € pgy X a pFitom X nenf diskrétni, tedy nenf slabé diskrétné
generovany.

(v) Méjme z € A\ A. Z diskrétnosti existuje U oteviend spliujici U N A\ A =
{x}. K ni z regularity existuje oteviena mnozina V splitujici z € V C V C
U. Protoze VNA\ A = {z}, je mnozina F := VN A skorouzaviena. Nakonec
jisté « € F, protoze pro W okoli z platif WNF D W NV N A # 0.

(vi) (a) Prostor X je maximélni, pravé kdyz je bez izolovanych bodu a pro
libovolnou neotevienou mnozinu A C X obsahuje zjemnéni topologie
o mnozinu A izolovany bod. Baze zjemnéné topologie je tvorend mno-
zinami ANU, kde U je oteviend v X. Tedy zjemnéna topologie je bez
izolovanych bodu, pravé kdyz |[ANU| # 1 pro zadnou otevienou U.
(b) Necht X je T} maximdlni prostor, D C X hustd podmnozina. Dle
bodu staci ukazat, ze mnozina D je oteviena. Pro spor predpo-
kladejme, Ze neni. Potom z maximality existuje oteviend mnozina U
a bod z splnujici D N U = {z}. Protoze X nemé zadné izolované
body, mizeme zvolit y € U \ {z}. Protoze X je T7, existuje oteviend
mnozina V oddélujici y od x. Potom ale DNU NV = (), coz je spor
s hustotou mnoziny D.

(¢) Necht U,V jsou oteviené podmnoziny maximalniho prostoru X. Kdyz
UNV = {x},pakbudx € UaUNV = {z}, coZ je spor s maximalitou,
nebox ¢ UaUNV =UNV =0, coz je také spor. Mnozina U je
tedy dle charakterizace maximality oteviend. Pro druhé tvrzeni staci
nahlédnout, Ze regularni extremalné nesouvisly prostor uz ma bazi
tvorenou obojetnymi mnozinami.

(vii) Pro existenci neprazdného spocetného T3 maximélniho prostoru viz [vD)
Theorem 2.2, Example 3.3]. ]

Priklad 5.12 ([DTTW, Example 4.3]). Hausdorffiv kompaktni prostor 2¢ je
slabé diskrétné generovany (4.8), ale nenf diskrétné generovany. Diskrétni gene-
rovanost je totiz dédicnd (3.30), ale do 2° lze vnofit van Douweniv maximalni
prostor X z predchoziho ptikladu, ktery neni ani slabé diskrétné generovany.
Vnoteni X < 2¢ existuje dle [En| 6.2.16, s. 363], protoze X je spocetny T nuldi-
menzionalni prostor.
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Z.aver

Podarilo se nam podat uceleny vyklad pomocné teorie uzavérovych schémat
a aplikovat jeji zavéry na konkrétni zkoumana uzavérova schémata, ve kterych
je uzaver generovan pridavanim jednotlivych bodu. Z hlavnich vysledkt obecné
teorie jmenujme véty o zachovavani C-generovanosti na podprostory , ana
induktivn{ konstrukee (2.20} [2.22)), jejichz disledky umoziuji pohodlné vysetieni
vlastnosti konkrétnich uzavérovych schémat.

Déle jsme podrobné prozkoumali vztahy mezi jednotlivymi uzavérovymi sché-
maty v obecné situaci a na Hausdorffovych prostorech. Jejich shrnuti predstavuje
véta |3.50 a obrazek [2. Fakt, Zze jednotlivé tfidy prostort nesplyvaji, jsme dolozili
mnozstvim prikladt soustredénych v posledni kapitole.

Nakonec jsme podali nékolik podminek zalozenych na kompaktnosti, za kte-
rych mezi uvazovanymi tfidami prostort plati dodatecné inkluze a nékteré z téchto
tiid splyvaji. V nejobecnéjsi podobé prislusna tvrzeni shrnuje pozorovani[4.17. Jak
se zméni obecny obrazek za pritomnosti kompaktnosti, ukazuje obrazek [3.

Mezi moznosti rozsiteni prace patii podrobny rozbor obrazku |3 tj. podobné
jako v obecném pripadé najit protipriklady demonstrujici, ze zadnou implikaci
nelze obratit, ¢i dokazat platnost dalsich implikaci, pripadné ukazat nezavislost
téchto otazek na ZFC.

Jinou moznosti rozsiteni je v obecné teorii kromé C-generovanosti, tj. splynuti
schématu C a topologického uzavéru cl na daném prostoru X, uvazovat i splynuti
dvou schémat C', C? a zobecnit jednotlivd tvrzeni v kapitole [2. S timto jevem
jsme se setkali v dlikazu zachovavani semiradiality v tvrzeni |3.26.

Dalsi problematiku, kterou se prace nezabyva, predstavuje otazka zachovavani
C-generovanosti na topologické produkty. V této oblasti existuje pro jednotliva
schémata mnoho publikaci i otevienych problému. Nabizi se otazka, da-li se o za-
chovavani na produkty fici néco pro obecné uzavérové schéma C.
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