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modelu suchého zipu a modelu kontaktu elastického télesa s tuhou podlozkou s
jednim kontaktnim uzlem, kterému se iikd model Coulombova tieni. Pti feseni
druhého zminéného modelu je nutno kombinovat software pro feseni Filippo-
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Uvod

Nasi motivaci je Feseni (plandrni) kontaktni dlohy elastickych téles. Mode-
lujeme podminky nepronikani a konstituéni vztahy tzv. Coulombova modelu
tfeni. Pro diskretizaci problému pouzijeme smisenou formulaci metody konecniyjch
proku, viz nasledujici priklad:
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Obrazek 1: Kontakt dvou elastickych téles Q! (horni téleso) a 2?2 (dolni téleso),
s kontaktni hranici I'.. Horni téleso je zatizeno plosnymi silami. Diskretizace:
Linedrni kone¢né prvky kde n = 1320 (pocet stupnu volnosti) a m = 30 (pocet
stupnt volnosti na kontaktni hranici). Vpravo: Piislusné deformace obou téles.

Uzitecnou abstrakei je problém kontaktu elastického télesa a tuhé podlozky s
jednim kontaktnim uzlem (m=1), viz obrdzek [4.1] Piinosem prdce je numericka
analyza dynamického kontaktu s jednim kontaktnim uzlem, ktera je v kapitole 4.
Analyzujeme fungovani dynamického systému, ktery pripomina hoblik.

V Haslinger a kol. (2012)) byl analyzovan model statického kontaktu s jednim
kontaktnim uzlem. Roli casu zde hraje zadany parametr. Lze modelovat napft.
parametrickou zménu zatizeni. Ptislusnou numerickou techniku modelovani pa-
rametrické zmeény (tzv. numerickou kontinuaci) 1ze zobecnit pro tlohy s redlnymi
aplikacemi jako na obrdzku [4.1] viz [Haslinger a kol (2015). Na prvnf pohled bi-
zarni model ”hobliku”muze odhalit kvalitativni vlastnosti realnych kontaktnich
modelt.

V prvni kapitole si vytvoiime teoreticky zaklad pro analyzu dynamickych
systému (t.j. modelu evoluce), které nejsou diferencovatelné. Specidlni piipad
takovychto systému jsou Filippovovy systémy, u kterych popiseme software pro
jejich teseni.

V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat aplikacemi. V kapitole 2 budeme
analyzovat model suchého tieni neboli model suchého zipu. Tento model budeme
formulovat a tesit jako Filippovuv systém. Alternativné Ize model suchého zipu
popsat pomoci soustavy tzv. algebro-diferencidlnich rovnic, jejichz diskretizaci




ziskame dalsi algoritmus k feSeni modelu suchého zipu. Oba postupy v této ka-
pitole porovname.

V kapitole 3 uvedeme dva piiklady tzv. impaktnich oscildtori, jez nejsou Fi-
lippovovy systémy. Vyuzijeme piislusny software pro jejich numerickou simulaci.

V kapitole 4 zformulujeme dynamicky systém, ktery jsme pracovné nazvali
model hobliku. Model kombinuje dva mddy feseni: méd Filippovova typu (po
castech hladky spojity systém) a impaktni méd (s nespojitou rychlosti). Model
hobliku lze charakterizovat jako hybridni dynamicky systém, viz Branicky| (2005)
a|di Bernardo a kol.| (2008).



Kapitola 1
Filippovovy systémy

V prvni sekei této kapitoly definujeme zédkladni pojmy hladkého dynamického
systému, od kterého prejdeme k po castech hladkému systému. V dalsi sekci si
rozebereme specialni pripad po ¢astech hladkého systému, ktery nazveme Filippo-
vovym systémem. K feSeni takového systému vyuzijeme software, ktery je popséan
v sekei 1.3. V posledni sekci je uveden piiklad modelu impaktu (skdkajici mic),
jez odkazuje na kapitolu 3.

1.1 Dynamicky systém
Nasledujici definice jsou prevzaty z Kurzweil| (1978)).

Definice 1.1. Necht f : R® — R" je lokdlné lipschitzovskd funkce, kterd je
definovdna na neprdzdné oblasti S C R™. Autonomni diferencidlni rovnice (ODR)
je tvaru

s pocatecni podminkou
x(tg) =z € S,

kde I,, = (Qy,0z,) je mazimdlni interval existence TesSeni rovnice s pocdteéni
podminkou x(ty) = x¢ a x : I,, — R".

Definice 1.2. Bud z'(t) = f(x(t)) autonomni diferencidlni rovnice. Pak tesici
funkei nazveme ¢ : M — R takovou, Ze p(t,xg) = x(t), kde x(t) je Tesent
dané rovnice s pocdtecni podminkou x(ty) = xg. Mnozina M je definovina M =
{(t,xq),t € Iy, z0 € R}.

Casto néas zajima asymptotické chovani fesici funkce, napriklad chceme védeét,
zda se chovani systému, ktery dand rovnice popisuje, néjakym zpusobem ustali
¢i nikoli.

Definice 1.3. Necht (t,xo) je resici funkce z'(t) = f(x(t)). Pozitivni orbit



v (o), negativni orbit v~ (xo) a orbit v(xy) definujeme ndsledovné

)= |J elt),

t€[0,02)

v @)= |J eltw),

te(azq,0]

Yw) = |J  eltx).
tE(amO,tSzo)
Mnoziny 7 (xg), 7 (x0) a y(zo) lze numericky aproximovat pomoci Fesicu
pocatecni tlohy pro systémy ODR na dostatecné dlouhych ¢asovych intervalech,
viz Shampine a Reichelt| (1997)).

Definice 1.4. Bod y nazveme w—limitni bod orbitu v(xy), pokud ezistuje po-
sloupnost {t,}nen takovd, Ze lim, oo t, = 0z a lim, o @(tn,20) = y. MnoZinu
vSech w—limitnich bodiu orbitu ~y(x¢) nazveme w—limitni mnozZinou orbitu v(xg)
a znacime ji w(xo). Ekvivalentné muzeme definovat w(xg) ndsledovné

w(zo) = ()7 (p(T.20)).
7>0
Jak jiz bylo feceno, v piikladech nds mnohdy zajima asymptotické chovani
fesici funkce, jinymi slovy nés zajima w—limitni mnozina. V praxi ovsem tuto
mnozinu nelze spocitat, misto ni hledame jeji numerickou aproximaci

W(I'O) ~ {SO(T?J:0> :0< TO S T S Tl < 5:80}7

kde Ty < 17 jsou dostatecné velké hodnoty.
Priklad 1.5. Na tomto prikladu si ilustrujeme pojmy pozitivni orbit a w—limitni
mnozina. Budeme fesit chovani Van der Polova oscilatoru v zavislosti na para-
metru A. Tento oscilator je popsan diferencidlni rovnici druhého fadu, kterou
prepiSeme do soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu

Ty = T2,
Ty = —T1 + 2X\x3 — xfo.

Na obrazku vpravo je aproximace w—limitni mnoziny pro volbu 7T = 500,
Ty = 1000.

1.2 Po castech hladky dynamicky systém

Nyni si definujeme po castech hladké dynamické systémy, dynamické systémy
s nespojitou pravou stranou a Filippovovy systémy dle |di Bernardo a kol.| (2008)
a [Biak| (2015).

Definice 1.6. UvazZujme soustavu dvou autonomnich ODR
¥ =Fx), x€8;, i=12, (1.1)

kde F; : R® — R" jsou hladkd vektorova pole na otevirenych mnozindch S; € R™

pro i = 1,2. Necht Y15 = S1 N Sy je neprdzdnd a S = Sy U Sy. Potom soustava
definuje po cdstech hladky dynamicky systém na S. Rekneme, Ze systém
1.1|) md nespogitou pravou stranu, pokud Fy(x) — Fy(x) # 0 pro x € Xis.
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Obrazek 1.1: Regeni{ Van der Polova oscildtoru pro hodnotu A = 0.2. Vlevo:
Pozitivni orbit. Vpravo: Aproximace w—limitni mnoziny.

Uvazujme po castech hladky dynamicky systém (1.1) s nespojitou pravou
stranou, pro ktery existuje skalarni funkce his : R™ — R takova, ze

212 = {l’ € Rn, h12 = O}, (12)
pricemz
S = {Qf € R™; hig > 0}, Sy = {ilf € R™; hia < 0} . (13)

Predpokladdme tedy, Ze existuje hladka nadplocha, ktera oddéluje mnoziny S; a
Ss.

Definice 1.7. Po castech hladky dynamicky systém s mespojitou pravou
stranou, ktery splnuge a , se nazyvd Filippovuv systém. Zkrdcené Filip-
poviv systém popisujeme takto

, Fl(l‘)7 xr € Sl,

T { Fy(z), ©€S,. (14)

Necht 2 € R"™ je zadand pocdteéni podminka, pak Fesime pocdtecni tlohu
pro Filippovuv systém. Na hranici ¥15 charakterizujeme teseni Filippovovou kon-
vexni metodou, viz |di Bernardo a kol.| (2008). Tuto metodu, jejiz jednu variantu
predstavime v dalsi sekci, definujeme na konci nasledujicitho odstavce. Cilem je
nalezeni resici funkce Filippovova systému

2 € R" — ¢(t,2°) € R, ¢t > 0.

V pripadé Filippovovych systému je fesici funkce spojita a po ¢astech hladka, viz

piiklad na obrazku [I.2]
Poznamka 1.8. Zéapis (1.4) Filippovova systému je zkratka pro

Fi(z), xr € 5]
l'/ c @(Fl,FQ), x € 212 s
FQ(I), T € SQ

kde co = {z € R®: 2 = AFy + (1 — \)F,, A € [0,1]} je uzavieny konvexni obal,
viz [Filippov| (1988) a Aubin a Cellinaj (1984).
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Obrazek 1.2: Piiklad. Stavové proménné: x; := =z je posunuti, x5 := v je rychlost.
Pro tento pfl’klad je h12 ' R? — Rl, h12($) = T, 212 = {l’ € RZ’ h12($) = 0}
Resici funkee je po ¢astech hladkd; Gervené je feseni na Sy, zelené je feeni na S,
a ¢erné feseni na Y15 s po¢dtetni podminkou z9 = 1, 29 = 2.

Nésledujici pojmy definujeme podobné jako v Piiroinen a Kuznetsov| (2008)).
Definujeme si Lie-derivaci funkce h podle vektorového pole F

Lr(h)(z) = (. F),

kde h(z) je hladkd funkce a F'(z) je hladké vektorové pole. Zavedeme si prrechodovou
mnozinu >, C 219 takto

Yo = {I € 212; LFl (hm)(l‘) . £F2(h12>(l’) > 0}

Je to mnozina bodu na hranici, kde feSeni pouze projde hranici z jedné oblasti
do druhé. Pro lepsi predstavu je zndzornéna na obrazku [I.3] Naopak klouzavou

Vhlg(l')

2(7)

S

Obrazek 1.3: Pro vyznaceny bod plati x € X, kde X, je prechodovda mnozina. Na
obrézku je Vhy = 42,

mnozinu 212 C Y19 definujeme takto
Y12 = {7 € S12; L, (h1o) (@) - L, (ha2) (z) < 0},

Klouzava mnozina je mnozina bodu, kde je feseni vazané na hranici a pohybuje
se v nich podél hranice. Tato mnozina je na obrazku [I.4]

Klouzavou mnozinu lze téz charakterizovat jako body, kde oba vektory F} a Fj
sméfuji k hranici nebo od hranice. Reseni, které je zde vézdno na hranici, se
nazyva klouzavé reseni. Mnoziny bodu, které ohranicuji klouzavou mnozinu se
oznacuji f]ﬁ a 21_27 na obrazku jsou vyznaceny zelenou barvou. Takové body
z € 31, pro které jsou vektory Fi(z) i Fy(z) tetné k 315 se nazyvaji singuldrni



Vhlz(x)

So Fi(x)

Obrazek 1.4: Pro oznaceny bod plati z € 212, kde 19 je klouzava mnozina. Dle
Filippovovy konvexni metody se trajektorie bodu x se bude dale vyvijet podle
Fio(z). Na obrazku je Vh, = 412

T dz

klouzavé body.
Jak jiz bylo feceno, chovéani trajektorie v klouzavé mnoziné popisujeme pomoci
Filippovovy konvexni metody. Podle této metody feSeni na hranici spliuje

t = Fio(x),z € Xy, (1.5)
kde

Fia(z) = (1 — a)Fi(z) — aFy(x),
o L, (hi2)(z)
Ly (h2)(x)

1.3 Numericka simulace

V této casti se budeme zabyvat jednou z variant Filippovovy konvexni metody,
tvz. Utkinovou metodou. Tato metoda definuje chovani na hranici takto

©' = Fio(x),z € Xy, (1.6)

kde

Fe) = L0 BRI, )
_£F1+F2( 12)(:U

B his) ()
pa(z) = L, (hi2)(x)

Nyni se budeme zabyvat metodou pro feseni Filippovovych systému, kterd je
popsana v ¢lanku Piiroinen a Kuznetsov| (2008)). V textu ji budeme nazyvat PK-
algoritmus. Na zacatku je nutno zadat vektorova pole F, F, a hranici nespojitosti
Y12. Vektorové pole Fis na klouzavé mnoziné je poté ziskano z Utkinovy metody
popisu trajektorie klouzavého reseni . V samotném algoritmu resime problém
na jedné ze zadanych oblasti, dokud nenarazime na hranici mezi F; a F,. Pokud se
tak stane, dalsf vyvoj zdleZ{ na hodnoté poli v daném ¢ase: bud’ rovnici fesime pro
druhé vektorové pole nebo hledame klouzavé teseni. Algoritmus pouziva funkci,
ktera detekuje nespojitost a mista, kde feSeni protind hranici nespojitosti. Tyto
body na hranici se nazyvaji uddlosti (anglicky event), ¢asti hranice, kde lezi
udalosti, se iikd E-plocha (anglicky event surface) a funkce definujici E-plochu
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se nazyva FE-funkce (anglicky event function). Vyse popsand metoda je proto
nazyvana event-driven metodou.

Tento algoritmus aplikujeme na mirné zménény systém (1.6)), ktery definujeme
takto

Fl(a:), T &€ Sl,
ZL’I = Flg(l’), T &€ 212,
Fg(]?), x € SQ,

kde F! 12(x) je reqularizace vektorového pole Fi5 daného Utkinovou metodou, kterd
je popsana v jiz zminéném ¢lanku Piiroinen a Kuznetsov| (2008]). Tato regularizace
se provadi kvuli chybam a nepfesnostem pii vypoctu, které mohou zpusobit, ze
se Tfeseni chybné odpoji od hranice S12. Pro systém, ktery ma celkem m udélosti,
definujeme vektor uddlosti e(x,t)

e(x,t) = (er(z,t),....em(x,t)),

kde kazdy prvek ex(z,t) € R je funkce uddlosti s hranici udélosti, které lze
dosédhnout bud’ v daném bodé nebo v daném ¢case. V nasem algoritmu definu-
jeme prvky vektoru udalosti takto

er(z,t) := hia(x), es(x,t) := Lp (hio)(x), es(x,t) := Lg,(hio)(x).

1.4 Priklad: Skakajici mic

V tomto odstavci se budeme zabyvat systémem, ktery neni Filippovuv. Je
to priklad modelu impaktu, na ktery navazeme v kapitolach 3 a 4. Jedna se o
model skakajicitho mice, pro nas je zajimavy z duvodu velkého skoku rychlosti,
ktery nastdva pii narazu (impaktu) mice do pevné podlozky, po které mic¢ skéce.
Pohyb takového mice je dan rovnicemi

dx
— =
dt ’
dv
dt - g?
kde g je gravita¢ni zrychleni. Oznac¢me t, ¢as narazu mice do podlozky a polozme
+
v

= lim,_,,+ v resp. v~ = lim,_,,- v. Uvazujeme-li pii narazu elastickou defor-
maci, muzeme vztah mezi v a v~ zapsat pomoci koeficientu pruznosti mice x

J’_

vt =—kv, x=0.

Pro feSeni tohoto problému pouzijeme program zabudovany v MATLABu zvany
ballode, vysledek je na obrazku [1.5]



Obréazek 1.5: Graf pohybu skékajiciho
Vlevo: Pro k = 0.9. Vpravo: k = 1.

mice znazornuje zavislost vysky
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Kapitola 2

Model suchého treni

V této kapitole se budeme zabyvat modelem suchého zipu. Model popiseme
tfemi ruznymi zpusoby - jako Filippovuv systém, pomoci algebro-diferencialnich
rovnic a diferencidlni inkluzi. Tyto tii moznosti jsou uvedeny v jednotlivych
sekcich, u prvnich dvou variant popiSeme jejich numerické feSeni a uvedeme
nékolik prikladu. Popis v posledni sekci je ¢isté teoreticky a pii aplikaci se ne-
pouziva.

2.1 Filippovuav systém

Chceme formulovat problém (2.5)) a (2.6)) jako autonomni Filippovuv systém.
Nejprve si ozna¢ime x, = x, 19 = 2’ a x3 = t. Vektorovd pole Fj, F, jsou
definovana takto

T2 T2
k 1 1 k 1 1
Fl - ——x + —f<563> - —F ’ F2 - ——x1 + —f(l’g) -+ —F )
m m m m m m
1 1

oblasti S7 a Sy s hranici X5 jsou definovany funkci hiy = 5.

Nyni tento problém vyfesime pro konkrétni hodnoty w, sily F a pocatecni
podminky yo. Numerické feSeni ziskame aplikaci PK-algoritmu, ve kterém je pro
numerickou integraci pouzito standardnich prostredkiu systému MATLAB. Al-
goritmus méa adaptivni volbu integra¢niho kroku, v nasi aplikaci jsme pouzili
standardni volbu parametru numerické integrace:

AbsTol: 1.0000 e—006, MaxStep: 0.01, RelTol: 1.0000 e—006.

Priklad 2.1. Data: m = 1, k = 1, f(t) = sin(wt), F = 04, w = g, Fesime
na intervalu [0,10 « 7], T = 2%, Pocdtecni podminky: yo = [4,0,0], ™™ = 4 a
v = 0. Vysledky jsou na obrdzcich

Priklad 2.2. Data: m = 1, k = 1, f(t) = sin(wt), F = 04, w = 1, Fesime
na intervalu [0,10 « 7], T = 2% Pocdtecni podminky: yo = [4,0,0], ™" = 4 a
vt = 0. Vysledky jsou na obrazcich [2.4H2.6]

Priklad 2.3. Data: m = 1, k = 1, f(t) = sin(wt), F = 04, w = %, FeSime
na intervalu [0,10 « T, T = 23” Pocéatecni podminky: yo = [4,0,0], 2 = 4 a

v = (. Pro porovnani je zde uveden na obrazku pouze fazovy portrét x, a

x1 pro tyto data.
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Obrézek 2.1: Reseni pro F = 0.4, w = %, f(¢) = sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:
Graf zavisloti x; na t. Vpravo: Vyfez z grafu.
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Obrézek 2.2: Reseni pro F = 0.4, w = %, f(¢) = sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:
Graf zavislosti x5 na t. Vpravo: Vytez z grafu.

Poznamka 2.4. Na obrazcich [2.3] vpravo, vpravo af2.7] vpravo jsou zndzornény
numerické aproximace w—limitnich mnozin jednotlivych prikladu. V téchto pripadech
je Ty = 200 a T7 = 500.

Pozndmka 2.5. Jak je vidét z obrazku, pro ruzna data vysly tii typy fazového
portrétu proménnych x, a x;. V prikladu ma fazovy portrét tvar podobny
elipse a neméa zadny bod nespojitosti prvni derivace. Naopak fazovy portrét z
prikladu m4 dva takové body a z prikladu dokonce ¢tyfi.

2.2 Systém algebro-diferencialnich rovnic

V této kapitole ¢erpame z |Darbha a kol.| (2010]), Babovéakovd/ (2012)) a |[Raja-
gopal (2010). Ze zakona zachovani hybnosti dostavame rovnici

21() = —(f(t) — Fy(t) — Falt)), (2.1)

m

kde m je hmotnost télesa a () je jeho trajektorie. Funkce F jsou sily pusobici na

N
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Obrézek 2.3: Reseni pro F = 0.4, w = 3,
Féazovy portrét proménnych x, a xy.
mnoziny.

f(t) = sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:
Vpravo: Numerickd aproximace w—limitni
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Obrézek 2.4: Reseni pro F = 0.4, w = %, f(t)
Graf zavislosti x; na t. Vpravo: Vytez z grafu.
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Obrazek 2.5: Regenf pro F = 0.4, w = %’

Graf zavislosti x5 na t. Vpravo: Vytez z grafu.
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Obrézek 2.6: Reseni pro F = 0.4, w = %, f(¢) = sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:
Fazovy portrét proménnych xo a x;. Vpravo: Numericka aproximace w—limitni
mnoziny.

Ty

-015|

Obrézek 2.7: Reseni pro F = 0.4, w = %, f(¢) = sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:
Féazovy portrét proménnych x, a x;. Vpravo: Numerickd aproximace w—limitni

mnoziny.
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ze Fy(t) = kx(t), kde k > 0 je konstanta. Oznacime-li v(t) = 2'(¢), muzeme
puvodni problém prepsat do tvaru

(F(8) = Fy(t) = Fal®)), 22)

K této soustavé je nutno pridat dalsi vztah, zavislost mezi v(t) a Fy(t) vyjadiime
ve tvaru implicitni funkce 6 : R x R — R

5(v(t),Fy(t)) = 0. (2.3)

Soustava rovnic a se nazyva systém algebro-diferencidlnich rovnic.
Pro dané v 2™ ¢ R fesfme tento systém s pocdtetnimi podminkami v(0) =
2'(0) = v F,(0) = kx(0) a (0) = 2™™*. Déle predpoklddejme, ze Fy je Cou-
lombova sila, kterd se standardné zna¢i F, (uvazujme tedy F; = F.). Implicitni
vztah 0 definujeme takto

{ F.(t) = Fsgnuo(t), v(t) #0,

E(0)] < F, o(t) = 0, (2.4)

kde F je kladna konstanta.

Problém a fesime diskretizaci, jez je podrobnéji rozebrana v [Ja-
novsky (2014), zde si postup popiSeme jen ve zkratce. Zvolime pevny ¢asovy krok
T pro casovou sit {t,} - . Déle v (2.2)) aproximujeme derivace

n+l _ ,n n+l _ n
V(b)) "  Fl(tyer) ~ LSt I
T T
a kombinaci obou rovnic v (2.2)), pouzitim implicitniho vztahu (2.4)) a zavedenim
totdlnf sily F/'t! = 2" 4 f*H — F™ ziskdme algoritmus na feSenf zadaného
problému.

Algoritmus 1. Nechf médme pocateéni podminky v € R, 2% € R a v° = v,
20 = gt FO = k0. Zvolime ¢asovy krok 7 > 0 a definujeme vnéjsi silu f(¢)
v bodech tn, n = 0,1,..., tuto posloupnost oznacime {f"} -, = {f(tn)} .
Poté definujeme rekurentné posloupnosti {v"} > a {FI'} °, piicemz je vhodné
si ukladat i posloupnosti {z"} >, a {F}

e méjme v" a F", definujeme 't = Zyn 4 frtl —
pokud ‘Fﬁ“} < F, polozime Fn+t = 't a9t =,
jinak polozime F'*' = Fsgn F/'"H, ot = (2 4 7k) " (FPH — FY)

° F;1+1 — Tkv”H a xn+1 — %F;Iri’l'

Priklad 2.6. Data: stejna jako v piikladu , casovy skok: 7 = 1073. Vysledky pro
algoritmus [I| naprogramovany v prostiedi MATLAB jsou na obrézcich 2.11]

Priklad 2.7. Data: stejnd jako v prikladu , casovy skok: 7 = 1073. Vysledky pro
algoritmus [I] naprogramovany v prosttedi MATLAB jsou na obrazku 2.13]
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Obrézek 2.8: Reseni pro F = 04, w =

Graf zavislosti « na t. Vpravo: Vytez z grafu.

Obrazek 2.9: Resenf pro F = 0.4, w =
Graf zavislosti v na t. Vpravo: Vytez
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= sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:

08

=35, f(t)
z grafu.

Obrazek 2.10: Reseni pro F = 0.4, w = %’
Féazovy portrét proménnych v a x. Vpravo: Numerickd aproximace w—limitni

mnoziny.
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Obrézek 2.11: Resenf pro F = 0.4, w = L, f(t) = sin(wt) a m = k = 1. Vlevo:

3
Graf zavislosti F. na t. Vpravo: Vytez z grafu.
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Obrazek 2.12: Regeni pro F = 0.4, w = 3, f(t) = sin(wt) am =k = 1. Vlevo:

Fazovy portrét proménnych v a x. Vpravo: Numerickd aproximace w—limitni
mnoziny.
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Obrazek 2.13: Reseni pro F = 0.4, w = %, f(t) = sin(wt) am = k = 1. Vlevo:
Graf zavislosti F, na t. Vpravo: Vyftez z grafu.
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Obrézek 2.14: Vlevo: Vyiez z grafu zavislosti F, na t pro algoritmus [I} Vpravo:
Vytez z grafu zavislosti F,. na t pro PK-algoritmus.

— L L L L L L L L L . L L L L L L L L L
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Obrézek 2.15: Vlevo: Vyiez z grafu zavislosti F, na t pro algoritmus [I} Vpravo:
Vytez z grafu zavislosti F,. na t pro PK-algoritmus.

Pozndmka 2.8. Vratme se k PK-algoritmu z minulé sekce. Nové zavedenou funkci
F. 1ze ziskat i pti pouziti tohoto algoritmu, musime k nému ovsem ptidat tzv. kon-
stitutivnd vztah. Ten ziskdme nésledujici konstrukei: nejprve pro x € R3 polozime
F. = —kxy + f(x3), déle

- pokud |F.| > F,polozme F, = Fsgn [,
- jinak polozme F. = —kxzy + f(x3).

Nyni se podivame na vysledné grafy F,. ziskané pridanim konstitutivniho vztahu
do PK-algoritmu pro data z piikladu [2.1] jez jsou na obrazku vpravo, a z
piikladu [2.2] na obrézku vpravo.

Pozorovdni 2.9. Je vidét, ze grafy funkce F, ziskané z algoritmu [1] jsou ptresnéjsi
nez grafy ziskané PK-algoritmem. Rozdil muzeme vidét na obrazcich af2.15
kde vlevo jsou grafy ziskané z algoritmu (1} a vpravo grafy ziskané PK-algoritmem.

Porovndni 1. Cas trvani vypoctu PK-algoritmu je 25.88 sekund, ¢as vypoctu se
stejnymi daty softwarem na zdkladé algoritmu [I| s ¢asovym krokem 1072 je na
stejném pocitaci 1.89 sekund.
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2.3 Diferencialni inkluze

Definujeme funkci Sign : R — R

z

— ro z#0

Signz = { |7| P 7 : (2.5)
[-1,1] pro z=0

Uvazujme diferencidlni rovnici s nespojitou pravou stranou f(z), napiiklad
funkei f(x) = sgnx. Nespojitost funkce f(x) odstranime tim, ze z ni vytvorime
mnohozna¢nou funkei F'(z), napiiklad F(x) = Signz.

Rovnici lze prepsat jako diferencidlni inkluzi napiiklad dle [Kunze (2000)

ma”(t) € —kx(t) + f(t) — F Signa'(t), (2.6)
kde m, k a F jsou kladné konstanty, f = f(t) je zadand funkce. Pro dané
vt it € R jsou v(0) = 2/(0) = v a 2(0) = 2™ pocdtetni podminky inkluze
(2.6). Skutecnost, ze je to Filippovuv systém, je 1épe vidét z ndsledujiciho ekvi-
valentniho zépisu rovnosti (2.6)), ktery koresponduje s tvarem zépisu Filippovova
systému z poznamky 1.8

.73/1 = Ta,

k
Ty € ——x1 + f — F Sign z.
m

Tento zpusob zapisu je ovSem cisté formalni, problém je fesen jednim z algoritmiu
popsanych v predeslych sekcich.
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Kapitola 3

Modely impaktu

V této kapitole si ukdzeme dva modely impaktnich oscilatoru, které jsou po-
drobnéji rozebrany v (Grubhofferova (2009).

Priklad 3.1. Nejprve se budeme zabyvat impaktnim oscilatorem s jednim stupném
volnosti. Tomu modelu odpovida napiiklad téleso na pruziné v jedné dimenzi.
Polohu télesa (jeho tézisté) oznacime wu(t) a jeho rychlost v(t) = dqzl(tt). Pohyb
takového télesa na pruziné s tlumicem lze popsat nasledovné

2
C;Tg+2§cjl—1;+u:w(t),u > 0,

kde 2¢ je koeficient viskézniho tlumeni a w(t) je vnéjsi pusobici sila. Prostor, kde
se téleso pohybuje, muze byt omezen libovolnou konstantou o € R, my uvazujeme
o = 0. Predpokladame, ze pohyb je staly v oblasti, kde u > 0, pro u = 0
dochéazi k narazu do pevné pickdzky. Nechf naraz nastane v éase to. Oznaéime
ut resp. vt limitu w resp. v pro t jdouci k t, zprava, analogicky u~ resp. v~
oznacime limitu w resp. v pro t jdouci k ¢y zleva. Pro tyto hodnoty plati vztahy
ut =u~ avt = —rv~, kde 0 < r <1 je Newtonuv navratovy koeficient. V nasem
pifpadé polozime w(t) = cos(wt), coz je periodickd funkce s periodou T'= 22, Na
obrazku je Teseni tohoto ptikladu pro & =0, w = 2 a r = 0.75, fesili jsme jej
softwarem prevzatym z Grubhofferova (2009).

Priklad 3.2. Druhy ptiklad je model elastického narazu, ktery je popsan jako

bilinearni oscilator. To znamenad, ze misto narazu se uvazuje elasticka deformace,
kterd trva kratky cas. Model popiSeme rovnicemi

T = 19

xh = —kiry — 28wy + cos(wt)

pro x1 > 0 nebo

= —x9

=
xhy = koxy + 2819 — cos(wt)

pro x1 < 0. Tento systém neni Filippovuv, tedy fesime ho opét softwarem z
Grubhofferovd) (2009), vysledky jsou na obrdzku [3.2] V grafu zévislosti vysky z;
na case t zna¢i cervend cast kiivky elastickou deformaci pii impaktu.
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Obrazek 3.1: Grafy zavislosti vysky na ¢ase, rychlosti na case a rychlosti na vysce
prow =2, 7= 0,75 a £ = 0. Na grafu vpravo dole jsou vidét skoky rychlosti pti
narazu.
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Obrazek 3.2: Grafy zavislosti vysky na ¢ase, rychlosti na case a rychlosti na vysce
prow =2,k =2, ky = 20 a £ = 0. Cervend ¢4st grafu vlevo nahote je elastickd
deformace prekazky pii narazu. Na graf vpravo dole jsou vidét skoky rychlosti
pfi narazu.
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Kapitola 4

Coulombovo treni

zero Dirichlet
condition

finite
f element

rigid foundation

Obréazek 4.1: Jeden linedrni element, jeden kontaktni uzel (m=1). Interpretace:
model hobliku.

V modelu Coulombova tfeni prevzatém z Ligursky a Renard (2011) hledame
casoveé zavislé funkce u,, u,, A, A; 1 [0,T] = R takové, ze

M[ug(w ] :A{u,,@) } . [ £u(t) ] N { Au(t) } (4.1)

ull(t) u(t) () Ax(t)
A (t) € Ny, (t), (4.2)
A-(t) € Fu,(t)Signul (1), (4.3)

kde N : R — R je mnohozna¢na funkce (normalovy kuzel) definovana takto

0 pro z<0
Nz=<¢ (—=00,0] pro z=0 ,
0 pro z >0

Pro dané u’ € R? a v¥ € R? fesime soustavu (4.1)—(4.3) s pocdtetni podminkou

{ u,/(0) ] = u’, { Z?Eg% ] =0 (4.4)

T



Pripomenme, ze mnohozna¢nd funkce Sign je definovana vyrazem . Hledané
funkce u, a u, vyjadiuji normdlové a tecné posunuti, funkce A, a A\, vyjadiuji
normdlové a tecné napéti. Zadané funkce f,(tf) a f.(t) lze interpretovat jako
normdlové a tecné zatiZeni. Parametry uvedeného problému jsou: koeficient tfeni
F > 0 a positivné definitni matice

w3 0] a2

Podminka (4.2) se nazyva podminka komplementarity neboli podminka nepro-
nikdni télesa a tuhé podlozky a lze ji formulovat takto

{ A(t) =0 pro wu,(t) <0...mdd ztrata kontaktu (4.5)

A (1) <0 pro w,(t) =0...mbd kontakt

Rozlisuje tedy situaci, kdy se téleso dotyka pevné podlozky (mdéd kontakt) a kdy
ne (méd ztrata kontaktu). Podminku (4.3) 1ze zformulovat takto

A () = F (1) for w(t) >0
A(t)=—=FAN(t) for ul (t) <0 . (4.6)
A ()] < =FA(t) for ul (t)=0

~—— —

V piipadé médu ztraty kontaktu ndm podminka (4.6) dava rovnosti A, (t) =
A-(t) = 0. Naopak v pfipadé médu kontakt podminka (4.6]) rozlisuje dva mozné
zpusoby kontaktu télesa s pevnou podlozkou

A= FA, pro u. > 0...ulpivani
Ar=—FA\, pro u, <O0...ulpivani . (4.7)
A < —=FA, pro u. =0...skluz

Zpusob kontaktu nazvany skluz nastane, pokud se téleso po podlozce pohybuje
rovnomérné, tedy jeho rychlost se neméni. Ulpivani nastane tehdy, kdyz se téleso
zpomaluje nebo zrychluje ¢ili se pohybuje nerovnomeérné.

4.1 Mod: Kontakt

Necht nastane v case t; > 0 kontakt télesa s podlozkou. Kontakt pak také
nastdva v néjakém neprazdném otevieném casovém intervalu I(ty) obsahujicim
to. Z podminky musi platit u,(t) = 0, A\, (t) < 0 a u.(t) = 0 pro kazdé
t € I(to). Dosazenim téchto vztahu do ziskame soustavu rovnic

)\u(t) = _CuT(t) - fu(t)a

au(t) = bur(t) + f-(t) + A (1) (4.8)

Nyni tyto rovnice upravime v zavislosti na typu kontaktu uvedenych v (4.7)). Pro
u. > 0 ziskdme kombinaci obou rovnic z (4.8) a dosazenim vztahu A, = FA,
rovnici

= b_Cfur‘i‘é(fT_‘Ffu)a (4‘9)

(1)

a
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podobneé ziskdme pro v (t) < 0 vztah
b+ cF

(1) ur (e 4 FF). (4.10)

V piipadé u’(t) = 0 provedeme konvexni kombinaci rovnic (4.9) a (4.10]) s koefi-
cientem A € [0,1] a dostaneme

b4 (1 —=2N)cF
a

u(t) wr + %(fT + (1= 20)FL). (4.11)

Systém rovnic , a lze prepsat na Filippovoviv systém, ovsem
v prostoru R5. Pokud si ozna¢ime z; = u,, xo = u),, 3 = u,, ¥4 = U, a x5 = t,
muzeme definovat vektorové pole Filippovova systému F; : R® — R® a [, : R> —
R® piedpisem

0
0

Xy

Py (fola) ~ Fhrs)
1

0
0

Lyq

vy = (fola) + Fhulrs)
1

b— Fc

Fy

b+ Fec

Oblasti S;, Sy C R® a hranice X5 C R’ jsou definovany analogicky jako v
trojrozmérném pifpadé pomoci funkce his : R — R, kterd je definovédna jako
hlg = T4.
Priklad 4.1. Data: kontakt, a = 1, b= —-12, c=1, F =04, f,(t) =1, f,(t) =
sin(wt), w = %, fesime na intervalu [0,10xT], T = %T Pocatecni podminka:
yo = [0,0,1,2,0]. Vysledky jsou na obrazcich [4.2}[4.3]

Nyni si ukazeme piiklad s daty, pro ktera téleso ztrati kontakt s podlozkou
a TeSeni ziskané vyse uvedenym zpusobem pfestane byt fyzikdlni. V dalsi sekci
zjistime, jak tesit i takovéto pripady.
Priklad 4.2. Data: kontakt, a =1, b= —1.2, ¢ =1, F = 0.4, f,(t) = 0.5, f,(t) =
sin(wt), w = %, fesime na intervalu [0,10xT], T = 27” Pocatecni podminka:
yo = [0,0,0,0.1,0]. Vysledky jsou na obrazku . Ztrata kontaktu v tomto piipadé
nastala v case tp = 18.440331645875439. Mdd ztraty kontaktu je indikuje funkce
A, zménou znaménka: A\, (tp — 1) = —0.001139820473223 (predposledni ¢asovy
krok), A, (tg) = 4.816403987617512¢ — 05 (posledni ¢asovy krok).

4.2 Mod: Ztrata kontaktu

Nechf v ¢ase t, naopak nastane varianta bez kontaktu, pak téZ nastava v
néjakém otevieném intervalu J(ty) obsahujicim ¢y. Pro tedy ¢t € J(to) musi platit
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Obrézek 4.2: Resenf médu kontakt proa = 1,b= —1,2,c¢=1, F =04, f,(t) = 1,
f-(t) = sin(wt), w = %. Vlevo: Fézovy portrét proménnych x4 a x3. Vpravo:
Numericka aproximace w—limitni mnoziny.
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Obréazek 4.3: Reseni médu kontakt proa =1, b= —1,2,c =1, F = 0.4, f,(t) = 1,
f-(t) = sin(wt), w = %. Vlevo: Graf zavislosti A, na ¢. Vpravo: Graf zdvislosti A,
na t.
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Obrazek 4.4: Reseni médu kontakt se ztratou kontaktu pro a = 1, b = —1,2,
c=1,F =04, f,(t) = 05, f-(t) = sin(wt), w = +. Ztrdta kontaktu nastala
v Case ty = 18.440331645875439. Vlevo: Graf zavislosti A, na t. Vpravo: Graf
zavislosti A, na t.
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Obrézek 4.5: Retézeni médu kontakt a médu bez kontaktu pro a = 1, b = —1,2,
c=1,F =04, f,(t) =05, f-(t) = sin(wt), w = 1. Vlevo: Graf zdvislosti z; na
t. Vpravo: Graf zavislosti x5 na t.

u,(t) <0a A, (t) =0. Z podminky (4.3) dostdvame A, (t) = 0 pro t € J(ty), tedy
puvodni soustavu rovnic (4.1)) Ize napsat ve tvaru

aul(t) = bu, (t) + cu,(t) + f,(t),
aul(t) = cu,(t) + bu-(t) + f-(t),
pricemz u,(t) < 0. Tuto soustavu rovnic formulujeme jako autonomni systém s

t' =1, po pfeznaceni r; = u,, o = u.,, v3 = u, a r4 = u, definujeme vektorové
pole Iy : R5 — R5 piedpisem

T2
b c
—x1+ —x3+ f(z5)
a a
F3 = oz )

c c
—x1+ — x5+ fr(z5)
a a

1

pficemz toto vektorové pole je definovdno na oblasti S3 = {z € R%; z; < 0}.

Dle predchozi sekce se pripad, kdy nastane kontakt, fesi jako Filippovuv
systém. V okamziku, kdy je kontakt prerusen, jiz nelze tento zpusob feseni pouzit -
déle fesime systém jako model impaktniho oscilatoru. Na obrazcich v nasledujicim
prikladul4.2|je kontakt vyznacen modrou barvou, ztrata kontaktu télesa s podlozkou
je oznacena barvou ¢ervenou.

Priklad 4.3. Data: spojeni kontaktu a bez kontaktu, a = 1, b = —1,2, ¢ = 1,
F =04, f,(t) = 0,5, f(t) = sin(wt), w = %, fesime na intervalu [0,10 * 77,
T = %’r Pocatecni podminka: yo = [0,0,0,0.1,0]. Vysledky jsou na obrézcich 4.5
4.9
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Obrézek 4.6: Retézeni médu kontakt a médu bez kontaktu pro a = 1, b = —1,2,
c=1,F =04, f,(t) =05, f(t) = sin(wt), w = 1. Vlevo: Graf zdvislosti z3 na
t. Vpravo: Graf zavislosti z4 na t.
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Obrazek 4.7: Retézeni médu kontakt a médu bez kontaktu pro a =1, b = —1,2,
c=1,F =04, f,(t) = 05, f-(t) = sin(wt), w = £. Vlevo: Fazovy portrét
proménnych x; a x5. Vpravo: Numericka aproximace w—limitni mnoziny.
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Ty

Obrazek 4.8: Retézeni médu kontakt a médu bez kontaktu pro a =1, b = —1,2,
c=1 F =04, f,(t) = 0,5, f-(t) = sin(wt), w = % Vlevo: Féazovy portrét
proménnych x3 a z4. Vpravo: Numerickd aproximace w—limitni mnoziny.
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Obrazek 4.9: Retézeni médu kontakt a médu bez kontaktu pro a =1, b = —1,2,
c=1,F =04, f,(t) =05, f-(t) = sin(wt), w = £. Vlevo: Graf zvislosti A, na
t. Vpravo: Graf zavislosti A, na t.
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Piinosem préace je numericka analyza zjednoduseného modelu Coulombova
treni. Model byl prevzat z literatury Ligursky a Renard| (2011), my jsme ho
nazvali hoblik. V citované praci bylo numerické feSeni zalozeno na pouziti metody
konecnych diferenci (stfedové pravidlo) bez adaptivni volby integracniho kroku. V
této bakalarské préaci jsme pouzili jinych technik dynamické simulace: predevsim
se ukazalo, ze model hobliku je hybridni dynamicky systém.

Lze jej charakterizovat jako impakini oscilator. Existuji dva mody feseni: méd
bez kontaktu (linedrni oscilator) a kontaktni méd (Filippovuv systém). Kontaktni
mod simulujeme technikou prevzatou z Piiroinen a Kuznetsov| (2008). Pro simu-
laci modu bez kontaktu mame na vybér standardni metody numerického feseni
ODR, viz Shampine a Reichelt| (1997)). Pfepindni obou médu indikuje funkce
A, (t). Simulaéni technika odvozend v kapitole 4 ma vyhodu adaptivni volby in-
tegracniho kroku.

Puvodné se prace méla zabyvat vyhradné Filippovovymi dynamickymi systémy.
Velmi znamym piikladem je model suchého zipu, kterym se zabyvame v kapi-
tole 4. Ukazujeme dva ptistupy k formulaci problému: Ize jej formuloval jako Fi-
lippovuv systém (odstavec 2.1) nebo jako soustavu algebro-diferencidlnich rovnic
(odstavec 2.2). Druhy zpusob reflektuje fyzikalni odvozeni modelu.

Formulaci modelu suchého zipu soustavou algebro-diferencialnich rovnic ziskame
novy parametr, Coulombovu silu F,. Pokud model suchého zipu tesime jako Fi-
lippoviv systém, tento parametr viibec nemame. Lze jej ovSem ziskat zpétné, coz
je popsano v poznamce 2.8

Pfi analyzovani modelu Coulombova tieni jsme si uvédomili, ze software pro
reSeni Filippovych systému lze pouzit jen v ptipadé, ze nedojde ke ztraté kon-
taktu. Kvuli feseni tohoto problému jsme uvedli kapitolu 3.
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