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Katedra: Katedra numerické matematiky
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Úvod

Naš́ı motivaćı je řešeńı (planárńı) kontaktńı úlohy elastických těles. Mode-
lujeme podmı́nky nepronikáńı a konstitučńı vztahy tzv. Coulombova modelu
třeńı. Pro diskretizaci problému použijeme smı́̌senou formulaci metody konečných
prvk̊u, viz následuj́ıćı př́ıklad:

Obrázek 1: Kontakt dvou elastických těles Ω1 (horńı těleso) a Ω2 (dolńı těleso),
s kontaktńı hranićı Γc. Horńı těleso je zat́ıženo plošnými silami. Diskretizace:
Lineárńı konečné prvky kde n = 1320 (počet stupň̊u volnosti) a m = 30 (počet
stupň̊u volnosti na kontaktńı hranici). Vpravo: Př́ıslušné deformace obou těles.

Užitečnou abstrakćı je problém kontaktu elastického tělesa a tuhé podložky s
jedńım kontaktńım uzlem (m=1), viz obrázek 4.1. Př́ınosem práce je numerická
analýza dynamického kontaktu s jedńım kontaktńım uzlem, která je v kapitole 4.
Analyzujeme fungováńı dynamického systému, který připomı́ná hobĺık.

V Haslinger a kol. (2012) byl analyzován model statického kontaktu s jedńım
kontaktńım uzlem. Roli času zde hraje zadaný parametr. Lze modelovat např.
parametrickou změnu zat́ıžeńı. Př́ıslušnou numerickou techniku modelováńı pa-
rametrické změny (tzv. numerickou kontinuaci) lze zobecnit pro úlohy s reálnými
aplikacemi jako na obrázku 4.1, viz Haslinger a kol. (2015). Na prvńı pohled bi-
zarńı model ”hobĺıku”může odhalit kvalitativńı vlastnosti reálných kontaktńıch
model̊u.

V prvńı kapitole si vytvoř́ıme teoretický základ pro analýzu dynamických
systémů (t.j. model̊u evoluce), které nejsou diferencovatelné. Speciálńı př́ıpad
takovýchto systémů jsou Filippovovy systémy, u kterých poṕı̌seme software pro
jejich řešeńı.

V následuj́ıćıch kapitolách se budeme zabývat aplikacemi. V kapitole 2 budeme
analyzovat model suchého třeńı neboli model suchého zipu. Tento model budeme
formulovat a řešit jako Filippov̊uv systém. Alternativně lze model suchého zipu
popsat pomoćı soustavy tzv. algebro-diferenciálńıch rovnic, jejichž diskretizaćı
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źıskáme daľśı algoritmus k řešeńı modelu suchého zipu. Oba postupy v této ka-
pitole porovnáme.

V kapitole 3 uvedeme dva př́ıklady tzv. impaktńıch oscilátor̊u, jež nejsou Fi-
lippovovy systémy. Využijeme př́ıslušný software pro jejich numerickou simulaci.

V kapitole 4 zformulujeme dynamický systém, který jsme pracovně nazvali
model hobĺıku. Model kombinuje dva módy řešeńı: mód Filippovova typu (po
částech hladký spojitý systém) a impaktńı mód (s nespojitou rychlost́ı). Model
hobĺıku lze charakterizovat jako hybridńı dynamický systém, viz Branicky (2005)
a di Bernardo a kol. (2008).
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Kapitola 1

Filippovovy systémy

V prvńı sekci této kapitoly definujeme základńı pojmy hladkého dynamického
systému, od kterého přejdeme k po částech hladkému systému. V daľśı sekci si
rozebereme speciálńı př́ıpad po částech hladkého systému, který nazveme Filippo-
vovým systémem. K řešeńı takového systému využijeme software, který je popsán
v sekci 1.3. V posledńı sekci je uveden př́ıklad modelu impaktu (skákaj́ıćı mı́č),
jež odkazuje na kapitolu 3.

1.1 Dynamický systém

Následuj́ıćı definice jsou převzaty z Kurzweil (1978).

Definice 1.1. Necht’ f : Rn → Rn je lokálně lipschitzovská funkce, která je
definována na neprázdné oblasti S ⊂ Rn. Autonomńı diferenciálńı rovnice (ODR)
je tvaru

x′(t) = f(x(t)) , t ∈ Ix0

s počátečńı podmı́nkou

x(t0) = x0 ∈ S,

kde Ix0 = (αx0 , δx0) je maximálńı interval existence řešeńı rovnice s počátečńı
podmı́nkou x(t0) = x0 a x : Ix0 → Rn.

Definice 1.2. Bud’ x′(t) = f(x(t)) autonomńı diferenciálńı rovnice. Pak řeš́ıćı
funkćı nazveme ϕ : M → R takovou, že ϕ(t,x0) = x(t), kde x(t) je řešeńı
dané rovnice s počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0. Množina M je definována M =
{(t,x0), t ∈ Ix0 , x0 ∈ R}.

Často nás zaj́ımá asymptotické chováńı řeš́ıćı funkce, např́ıklad chceme vědět,
zda se chováńı systému, který daná rovnice popisuje, nějakým zp̊usobem ustáĺı
či nikoli.

Definice 1.3. Necht’ ϕ(t,x0) je řeš́ıćı funkce x′(t) = f(x(t)). Pozitivńı orbit
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γ+(x0), negativńı orbit γ−(x0) a orbit γ(x0) definujeme následovně

γ+(x0) =
⋃

t∈[0,δx0 )

ϕ(t,x0),

γ−(x0) =
⋃

t∈(αx0 ,0]

ϕ(t,x0),

γ(x0) =
⋃

t∈(αx0 ,δx0 )

ϕ(t,x0).

Množiny γ+(x0), γ
−(x0) a γ(x0) lze numericky aproximovat pomoćı řešič̊u

počátečńı úlohy pro systémy ODR na dostatečně dlouhých časových intervalech,
viz Shampine a Reichelt (1997).

Definice 1.4. Bod y nazveme ω−limitńı bod orbitu γ(x0), pokud existuje po-
sloupnost {tn}n∈N taková, že limn→∞ tn = δx0 a limn→∞ ϕ(tn,x0) = y. Množinu
všech ω−limitńıch bod̊u orbitu γ(x0) nazveme ω−limitńı množinou orbitu γ(x0)
a znač́ıme ji ω(x0). Ekvivalentně m̊užeme definovat ω(x0) následovně

ω(x0) =
⋂
τ≥0

γ+(ϕ(τ,x0)).

Jak již bylo řečeno, v př́ıkladech nás mnohdy zaj́ımá asymptotické chováńı
řeš́ıćı funkce, jinými slovy nás zaj́ımá ω−limitńı množina. V praxi ovšem tuto
množinu nelze spoč́ıtat, mı́sto ńı hledáme jej́ı numerickou aproximaci

ω(x0) ∼ {ϕ(τ,x0) : 0 < T0 ≤ τ ≤ T1 < δx0} ,

kde T0 < T1 jsou dostatečně velké hodnoty.

Př́ıklad 1.5. Na tomto př́ıkladu si ilustrujeme pojmy pozitivńı orbit a ω−limitńı
množina. Budeme řešit chováńı Van der Polova oscilátoru v závislosti na para-
metru λ. Tento oscilátor je popsán diferenciálńı rovnićı druhého řádu, kterou
přeṕı̌seme do soustavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

x′1 = x2,

x′2 = −x1 + 2λx2 − x21x2.

Na obrázku 1.1 vpravo je aproximace ω−limitńı množiny pro volbu T0 = 500,
T1 = 1000.

1.2 Po částech hladký dynamický systém

Nyńı si definujeme po částech hladké dynamické systémy, dynamické systémy
s nespojitou pravou stranou a Filippovovy systémy dle di Bernardo a kol. (2008)
a Biák (2015).

Definice 1.6. Uvažujme soustavu dvou autonomńıch ODR

x′ = Fi(x), x ∈ Si, i = 1,2 , (1.1)

kde Fi : Rn → Rn jsou hladká vektorová pole na otevřených množinách Si ∈ Rn

pro i = 1,2. Necht’ Σ12 = S̄1 ∩ S̄2 je neprázdná a S = S1 ∪ S2. Potom soustava
(1.1) definuje po částech hladký dynamický systém na S. Řekneme, že systém
(1.1) má nespojitou pravou stranu, pokud F1(x)− F2(x) 6= 0 pro x ∈ Σ12.
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Obrázek 1.1: Řešeńı Van der Polova oscilátoru pro hodnotu λ = 0.2. Vlevo:
Pozitivńı orbit. Vpravo: Aproximace ω−limitńı množiny.

Uvažujme po částech hladký dynamický systém (1.1) s nespojitou pravou
stranou, pro který existuje skalárńı funkce h12 : Rn → R taková, že

Σ12 = {x ∈ Rn; h12 = 0}, (1.2)

přičemž

S1 = {x ∈ Rn; h12 > 0}, S2 = {x ∈ Rn; h12 < 0} . (1.3)

Předpokládáme tedy, že existuje hladká nadplocha, která odděluje množiny S1 a
S2.

Definice 1.7. Po částech hladký dynamický systém (1.1) s nespojitou pravou
stranou, který splňuje (1.2) a (1.3), se nazývá Filippov̊uv systém. Zkráceně Filip-
pov̊uv systém popisujeme takto

x′ =

{
F1(x), x ∈ S1,

F2(x), x ∈ S2.
(1.4)

Necht’ x0 ∈ Rn je zadaná počátečńı podmı́nka, pak řeš́ıme počátečńı úlohu
pro Filippov̊uv systém. Na hranici Σ12 charakterizujeme řešeńı Filippovovou kon-
vexńı metodou, viz di Bernardo a kol. (2008). Tuto metodu, jej́ıž jednu variantu
představ́ıme v daľśı sekci, definujeme na konci následuj́ıćıho odstavce. Ćılem je
nalezeńı řeš́ıćı funkce Filippovova systému

x0 ∈ Rn → ϕ(t,x0) ∈ Rn, t ≥ 0.

V př́ıpadě Filippovových systémů je řeš́ıćı funkce spojitá a po částech hladká, viz
př́ıklad na obrázku 1.2.

Poznámka 1.8. Zápis (1.4) Filippovova systému je zkratka pro

x′ ∈


F1(x) , x ∈ S1

co(F1, F2) , x ∈ Σ12

F2(x) , x ∈ S2

,

kde co = {z ∈ R3 : z = λF1 + (1− λ)F2, λ ∈ [0, 1]} je uzavřený konvexńı obal,
viz Filippov (1988) a Aubin a Cellina (1984).
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Obrázek 1.2: Př́ıklad. Stavové proměnné: x1 := x je posunut́ı, x2 := v je rychlost.
Pro tento př́ıklad je h12 : R2 → R1, h12(x) = x2, Σ12 = {x ∈ R2; h12(x) = 0}.
Řeš́ıćı funkce je po částech hladká; červeně je řešeńı na S1, zeleně je řešeńı na S2

a černě řešeńı na Σ12 s počátečńı podmı́nkou x01 = 1, x02 = 2.

Následuj́ıćı pojmy definujeme podobně jako v Piiroinen a Kuznetsov (2008).
Definujeme si Lie-derivaci funkce h podle vektorového pole F

LF (h)(x) = 〈∂h
∂x
,F 〉,

kde h(x) je hladká funkce a F (x) je hladké vektorové pole. Zavedeme si přechodovou
množinu Σc ⊂ Σ12 takto

Σc = {x ∈ Σ12; LF1(h12)(x) · LF2(h12)(x) > 0}.

Je to množina bod̊u na hranici, kde řešeńı pouze projde hranićı z jedné oblasti
do druhé. Pro lepš́ı představu je znázorněna na obrázku 1.3. Naopak klouzavou
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Obrázek 1.3: Pro vyznačený bod plat́ı x ∈ Σc, kde Σc je přechodová množina. Na
obrázku je ∇h12 = dh12

dx
.

množinu Σ̂12 ⊂ Σ12 definujeme takto

Σ̂12 = {x ∈ Σ12; LF1(h12)(x) · LF2(h12)(x) ≤ 0}.

Klouzavá množina je množina bod̊u, kde je řešeńı vázané na hranici a pohybuje
se v nich podél hranice. Tato množina je na obrázku 1.4.
Klouzavou množinu lze též charakterizovat jako body, kde oba vektory F1 a F2

směřuj́ı k hranici nebo od hranice. Řešeńı, které je zde vázáno na hranici, se
nazývá klouzavé řešeńı. Množiny bod̊u, které ohraničuj́ı klouzavou množinu se
označuj́ı Σ̂+

12 a Σ̂−12, na obrázku 1.2 jsou vyznačeny zelenou barvou. Takové body
x ∈ Σ̂12, pro které jsou vektory F1(x) i F2(x) tečné k Σ12 se nazývaj́ı singulárńı
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Obrázek 1.4: Pro označený bod plat́ı x ∈ Σ̂12, kde Σ̂12 je klouzavá množina. Dle
Filippovovy konvexńı metody se trajektorie bodu x se bude dále vyv́ıjet podle
F12(x). Na obrázku je ∇h12 = dh12

dx
.

klouzavé body.
Jak již bylo řečeno, chováńı trajektorie v klouzavé množině popisujeme pomoćı
Filippovovy konvexńı metody. Podle této metody řešeńı na hranici splňuje

x′ = F12(x), x ∈ Σ̂12, (1.5)

kde

F12(x) = (1− α)F1(x)− αF2(x),

α =
LF1(h12)(x)

LF1−F2(h12)(x)
.

1.3 Numerická simulace

V této části se budeme zabývat jednou z variant Filippovovy konvexńı metody,
tvz. Utkinovou metodou. Tato metoda definuje chovańı na hranici takto

x′ = F12(x), x ∈ Σ̂12, (1.6)

kde

F12(x) =
F1(x) + F2(x)

2
+
F2(x)− F1(x)

2
µ12(x)

µ12(x) = −LF1+F2(h12)(x)

LF2−F1(h12)(x)
.

Nyńı se budeme zabývat metodou pro řešeńı Filippovových systémů, která je
popsána v článku Piiroinen a Kuznetsov (2008). V textu ji budeme nazývat PK-
algoritmus. Na začátku je nutno zadat vektorová pole F1, F2 a hranici nespojitosti
Σ12. Vektorové pole F12 na klouzavé množině je poté źıskáno z Utkinovy metody
popisu trajektorie klouzavého řešeńı (1.6). V samotném algoritmu řeš́ıme problém
na jedné ze zadaných oblast́ı, dokud nenaraźıme na hranici mezi F1 a F2. Pokud se
tak stane, daľśı vývoj zálež́ı na hodnotě poĺı v daném čase: bud’ rovnici řeš́ıme pro
druhé vektorové pole nebo hledáme klouzavé řešeńı. Algoritmus použ́ıvá funkci,
která detekuje nespojitost a mı́sta, kde řešeńı prot́ıná hranici nespojitosti. Tyto
body na hranici se nazývaj́ı události (anglicky event), části hranice, kde lež́ı
události, se ř́ıká E-plocha (anglicky event surface) a funkce definuj́ıćı E-plochu
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se nazývá E-funkce (anglicky event function). Výše popsaná metoda je proto
nazývána event-driven metodou.

Tento algoritmus aplikujeme na mı́rně změněný systém (1.6), který definujeme
takto

x′ =


F1(x), x ∈ S1,

F̂12(x), x ∈ Σ̂12,

F2(x), x ∈ S2,

kde F̂12(x) je regularizace vektorového pole F12 daného Utkinovou metodou, která
je popsána v již zmı́něném článku Piiroinen a Kuznetsov (2008). Tato regularizace
se provád́ı kv̊uli chybám a nepřesnostem při výpočtu, které mohou zp̊usobit, že
se řešeńı chybně odpoj́ı od hranice Σ̂12. Pro systém, který má celkem m událost́ı,
definujeme vektor událost́ı e(x,t)

e(x,t) = (e1(x,t),...,em(x,t)),

kde každý prvek ek(x,t) ∈ R je funkce událost́ı s hranićı událost́ı, které lze
dosáhnout bud’ v daném bodě nebo v daném čase. V našem algoritmu definu-
jeme prvky vektoru událost́ı takto

e1(x,t) := h12(x), e2(x,t) := LF1(h12)(x), e3(x,t) := LF2(h12)(x).

1.4 Př́ıklad: Skákaj́ıćı mı́č

V tomto odstavci se budeme zabývat systémem, který neńı Filippov̊uv. Je
to př́ıklad modelu impaktu, na který navážeme v kapitolách 3 a 4. Jedná se o
model skákaj́ıćıho mı́če, pro nás je zaj́ımavý z d̊uvodu velkého skoku rychlosti,
který nastává při nárazu (impaktu) mı́če do pevné podložky, po které mı́č skáče.
Pohyb takového mı́če je dán rovnicemi

dx

dt
= v,

dv

dt
= −g,

kde g je gravitačńı zrychleńı. Označme t0 čas nárazu mı́če do podložky a položme
v+ = limt→t+0

v resp. v− = limt→t−0
v. Uvažujeme-li při nárazu elastickou defor-

maci, můžeme vztah mezi v+ a v− zapsat pomoćı koeficientu pružnosti mı́če κ

v+ = −κv−, x = 0.

Pro řešeńı tohoto problému použijeme program zabudovaný v MATLABu zvaný
ballode, výsledek je na obrázku 1.5.
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Obrázek 1.5: Graf pohybu skákaj́ıćıho mı́če znázorňuje závislost výšky na čase.
Vlevo: Pro κ = 0.9. Vpravo: κ = 1.
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Kapitola 2

Model suchého třeńı

V této kapitole se budeme zabývat modelem suchého zipu. Model poṕı̌seme
třemi r̊uznými zp̊usoby - jako Filippov̊uv systém, pomoćı algebro-diferenciálńıch
rovnic a diferenciálńı inkluźı. Tyto tři možnosti jsou uvedeny v jednotlivých
sekćıch, u prvńıch dvou variant poṕı̌seme jejich numerické řešeńı a uvedeme
několik př́ıklad̊u. Popis v posledńı sekci je čistě teoretický a při aplikaci se ne-
použ́ıvá.

2.1 Filippov̊uv systém

Chceme formulovat problém (2.5) a (2.6) jako autonomńı Filippov̊uv systém.
Nejprve si označ́ıme x1 = x, x2 = x′ a x3 = t. Vektorová pole F1, F2 jsou
definována takto

F1 =


x2

− k
m
x1 +

1

m
f(x3)−

1

m
F

1

 , F2 =


x2

− k
m
x1 +

1

m
f(x3) +

1

m
F

1

 ,

oblasti S1 a S2 s hranićı Σ12 jsou definovány funkćı h12 = x2.

Nyńı tento problém vyřeš́ıme pro konkrétńı hodnoty ω, śıly F a počátečńı
podmı́nky y0. Numerické řešeńı źıskáme aplikaćı PK-algoritmu, ve kterém je pro
numerickou integraci použito standardńıch prostředk̊u systému MATLAB. Al-
goritmus má adaptivńı volbu integračńıho kroku, v naš́ı aplikaci jsme použili
standardńı volbu parametr̊u numerické integrace:
AbsTol: 1.0000 e−006, MaxStep: 0.01, RelTol: 1.0000 e−006.

Př́ıklad 2.1. Data: m = 1, k = 1, f(t) = sin(ωt), F = 0.4, ω = 1
3
, řeš́ıme

na intervalu [0,10 ∗ T ], T = 2π
ω

. Počátečńı podmı́nky: y0 = [4,0,0], xinit = 4 a
vinit = 0. Výsledky jsou na obrázćıch 2.1-2.3.

Př́ıklad 2.2. Data: m = 1, k = 1, f(t) = sin(ωt), F = 0.4, ω = 1
7
, řeš́ıme

na intervalu [0,10 ∗ T ], T = 2π
ω

. Počátečńı podmı́nky: y0 = [4,0,0], xinit = 4 a
vinit = 0. Výsledky jsou na obrázćıch 2.4-2.6.

Př́ıklad 2.3. Data: m = 1, k = 1, f(t) = sin(ωt), F = 0.4, ω = 1
9
, řeš́ıme

na intervalu [0,10 ∗ T ], T = 2π
ω

. Počátečńı podmı́nky: y0 = [4,0,0], xinit = 4 a
vinit = 0. Pro porovnáńı je zde uveden na obrázku 2.7 pouze fázový portrét x2 a
x1 pro tyto data.

11



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

t

x
1

50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

x
1

Obrázek 2.1: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závisloti x1 na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.2: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti x2 na t. Vpravo: Výřez z grafu.

Poznámka 2.4. Na obrázćıch 2.3 vpravo, 2.6 vpravo a 2.7 vpravo jsou znázorněny
numerické aproximace ω−limitńıch množin jednotlivých př́ıklad̊u. V těchto př́ıpadech
je T0 = 200 a T1 = 500.

Poznámka 2.5. Jak je vidět z obrázk̊u, pro r̊uzná data vyšly tři typy fázového
portrétu proměnných x2 a x1. V př́ıkladu 2.1 má fázový portrét tvar podobný
elipse a nemá žádný bod nespojitosti prvńı derivace. Naopak fázový portrét z
př́ıkladu 2.2 má dva takové body a z př́ıkladu 2.3 dokonce čtyři.

2.2 Systém algebro-diferenciálńıch rovnic

V této kapitole čerpáme z Darbha a kol. (2010), Babováková (2012) a Raja-
gopal (2010). Ze zákona zachováńı hybnosti dostáváme rovnici

x′′(t) =
1

m
(f(t)− Fs(t)− Fd(t)), (2.1)

kde m je hmotnost tělesa a x(t) je jeho trajektorie. Funkce Fs jsou śıly p̊usob́ıćı na
těleso, Fd jsou disipačńı śıly a f(t) jsou vněǰśı śıly. V tomto textu předpokládáme,
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Obrázek 2.3: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Fázový portrét proměnných x2 a x1. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı
množiny.
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Obrázek 2.4: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
7
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti x1 na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.5: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
7
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti x2 na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.6: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
7
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Fázový portrét proměnných x2 a x1. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı
množiny.
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Obrázek 2.7: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
9
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Fázový portrét proměnných x2 a x1. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı
množiny.
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že Fs(t) = kx(t), kde k > 0 je konstanta. Označ́ıme-li v(t) = x′(t), můžeme
p̊uvodńı problém přepsat do tvaru

v′(t) =
1

m
(f(t)− Fs(t)− Fd(t)),

F ′s(t) = kv(t).
(2.2)

K této soustavě je nutno přidat daľśı vztah, závislost mezi v(t) a Fd(t) vyjádř́ıme
ve tvaru implicitńı funkce δ : R× R→ R

δ(v(t),Fd(t)) = 0. (2.3)

Soustava rovnic (2.2) a (2.3) se nazývá systém algebro-diferenciálńıch rovnic.
Pro dané vinit, xinit ∈ R řeš́ıme tento systém s počátečńımi podmı́nkami v(0) =
x′(0) = vinit, Fs(0) = kx(0) a x(0) = xinit. Dále předpokládejme, že Fd je Cou-
lombova śıla, která se standardně znač́ı Fc (uvažujme tedy Fd = Fc). Implicitńı
vztah δ definujeme takto{

Fc(t) = F sgn v(t), v(t) 6= 0,

|Fc(t)| ≤ F , v(t) = 0,
(2.4)

kde F je kladná konstanta.
Problém (2.2) a (2.4) řeš́ıme diskretizaćı, jež je podrobněji rozebrána v Ja-

novský (2014), zde si postup poṕı̌seme jen ve zkratce. Zvoĺıme pevný časový krok
τ pro časovou śıt’ {tn}∞n=0. Dále v (2.2) aproximujeme derivace

v′(tn+1) ≈
vn+1 − vn

τ
, F ′s(tn+1) ≈

F n+1
s − F n

s

τ

a kombinaćı obou rovnic v (2.2), použit́ım implicitńıho vztahu (2.4) a zavedeńım
totálńı śıly F n+1

t = m
τ
vn + fn+1 − F n

s źıskáme algoritmus na řešeńı zadaného
problému.

Algoritmus 1. Necht’ máme počátečńı podmı́nky vinit ∈ R, xinit ∈ R a v0 = vinit,
x0 = xinit, F 0

s = kv0. Zvoĺıme časový krok τ > 0 a definujeme vněǰśı śılu f(t)
v bodech τn, n = 0,1, . . ., tuto posloupnost označ́ıme {fn}∞n=0 = {f(τn)}∞n=0.
Poté definujeme rekurentně posloupnosti {vn}∞n=0 a {F n

s }
∞
n=0, přičemž je vhodné

si ukládat i posloupnosti {xn}∞n=0 a {F n
c }
∞
n=0:

• mějme vn a F n
s , definujeme F n+1

t = m
τ
vn + fn+1 − F n

s

pokud
∣∣F n+1

t

∣∣ ≤ F , polož́ıme F n+1
c = F n+1

t a vn+1 = 0,
jinak polož́ıme F n+1

c = F sgnF n+1
t , vn+1 = (m

τ
+ τk)−1(F n+1

t − F n+1
c )

• F n+1
s = τkvn+1 a xn+1 = 1

k
F n+1
s .

Př́ıklad 2.6. Data: stejná jako v př́ıkladu 2.1, časový skok: τ = 10−3. Výsledky pro
algoritmus 1 naprogramovaný v prostřed́ı MATLAB jsou na obrázćıch 2.8-2.11.

Př́ıklad 2.7. Data: stejná jako v př́ıkladu 2.2, časový skok: τ = 10−3. Výsledky pro
algoritmus 1 naprogramovaný v prostřed́ı MATLAB jsou na obrázku 2.12-2.13.
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Obrázek 2.8: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti x na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.9: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti v na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.10: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Fázový portrét proměnných v a x. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı
množiny.
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Obrázek 2.11: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
3
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti Fc na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.12: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
7
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Fázový portrét proměnných v a x. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı
množiny.
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Obrázek 2.13: Řešeńı pro F = 0.4, ω = 1
7
, f(t) = sin(ωt) a m = k = 1. Vlevo:

Graf závislosti Fc na t. Vpravo: Výřez z grafu.
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Obrázek 2.14: Vlevo: Výřez z grafu závislosti Fc na t pro algoritmus 1. Vpravo:
Výřez z grafu závislosti Fc na t pro PK-algoritmus.
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Obrázek 2.15: Vlevo: Výřez z grafu závislosti Fc na t pro algoritmus 1. Vpravo:
Výřez z grafu závislosti Fc na t pro PK-algoritmus.

Poznámka 2.8. Vrat’me se k PK-algoritmu z minulé sekce. Nově zavedenou funkci
Fc lze źıskat i při použit́ı tohoto algoritmu, muśıme k němu ovšem přidat tzv. kon-
stitutivńı vztah. Ten źıskáme následuj́ıćı konstrukćı: nejprve pro x ∈ R3 polož́ıme
Fc = −kx1 + f(x3), dále

- pokud |Fc| ≥ F ,položme Fc = F sgnFc,

- jinak položme Fc = −kx1 + f(x3).

Nyńı se pod́ıváme na výsledné grafy Fc źıskané přidáńım konstitutivńıho vztahu
do PK-algoritmu pro data z př́ıkladu 2.1, jež jsou na obrázku 2.14 vpravo, a z
př́ıkladu 2.2 na obrázku 2.15 vpravo.

Pozorováńı 2.9. Je vidět, že grafy funkce Fc źıskané z algoritmu 1 jsou přesněǰśı
než grafy źıskané PK-algoritmem. Rozd́ıl můžeme vidět na obrazćıch 2.14 a 2.15,
kde vlevo jsou grafy źıskané z algoritmu 1 a vpravo grafy źıskané PK-algoritmem.

Porovnáńı 1. Čas trváńı výpočtu PK-algoritmu je 25.88 sekund, čas výpočtu se
stejnými daty softwarem na základě algoritmu 1 s časovým krokem 10−3 je na
stejném poč́ıtači 1.89 sekund.
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2.3 Diferenciálńı inkluze

Definujeme funkci Sign : R→ R

Sign z =

{ z

|z|
pro z 6= 0

[−1,1] pro z = 0
. (2.5)

Uvažujme diferenciálńı rovnici s nespojitou pravou stranou f(x), např́ıklad
funkćı f(x) = sgnx. Nespojitost funkce f(x) odstrańıme t́ım, že z ńı vytvoř́ıme
mnohoznačnou funkci F (x), např́ıklad F (x) = Sign x.

Rovnici (2.1) lze přepsat jako diferenciálńı inkluzi např́ıklad dle Kunze (2000)

mx′′(t) ∈ −k x(t) + f(t)−F Signx′(t), (2.6)

kde m, k a F jsou kladné konstanty, f = f(t) je zadaná funkce. Pro dané
vinit, xinit ∈ R jsou v(0) = x′(0) = vinit a x(0) = xinit počátečńı podmı́nky inkluze
(2.6). Skutečnost, že je to Filippov̊uv systém, je lépe vidět z následuj́ıćıho ekvi-
valentńıho zápisu rovnosti (2.6), který koresponduje s tvarem zápisu Filippovova
systému z poznámky 1.8

x′1 = x2,

x′2 ∈ −
k

m
x1 + f −F Signx2.

Tento zp̊usob zápisu je ovšem čistě formálńı, problém je řešen jedńım z algoritmů
popsaných v předešlých sekćıch.
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Kapitola 3

Modely impakt̊u

V této kapitole si ukážeme dva modely impaktńıch oscilátor̊u, které jsou po-
drobněji rozebrány v Grubhofferová (2009).

Př́ıklad 3.1. Nejprve se budeme zabývat impaktńım oscilátorem s jedńım stupněm
volnosti. Tomu modelu odpov́ıdá např́ıklad těleso na pružině v jedné dimenzi.
Polohu tělesa (jeho těžǐstě) označ́ıme u(t) a jeho rychlost v(t) = du(t)

dt
. Pohyb

takového tělesa na pružině s tlumičem lze popsat následovně

d2u

dt2
+ 2ξ

du

dt
+ u = w(t), u > 0,

kde 2ξ je koeficient viskózńıho tlumeńı a w(t) je vněǰśı p̊usob́ıćı śıla. Prostor, kde
se těleso pohybuje, může být omezen libovolnou konstantou σ ∈ R, my uvažujeme
σ = 0. Předpokládáme, že pohyb je stálý v oblasti, kde u ≥ 0, pro u = 0
docháźı k nárazu do pevné překážky. Necht’ náraz nastane v čase t0. Označ́ıme
u+ resp. v+ limitu u resp. v pro t jdoućı k t0 zprava, analogicky u− resp. v−

označ́ıme limitu u resp. v pro t jdoućı k t0 zleva. Pro tyto hodnoty plat́ı vztahy
u+ = u− a v+ = −rv−, kde 0 ≤ r ≤ 1 je Newton̊uv návratový koeficient. V našem
př́ıpadě polož́ıme w(t) = cos(ωt), což je periodická funkce s periodou T = 2π

ω
. Na

obrázku 3.1 je řešeńı tohoto př́ıkladu pro ξ = 0, ω = 2 a r = 0.75, řešili jsme jej
softwarem převzatým z Grubhofferová (2009).

Př́ıklad 3.2. Druhý př́ıklad je model elastického nárazu, který je popsán jako
bilineárńı oscilátor. To znamená, že mı́sto nárazu se uvažuje elastická deformace,
která trvá krátký čas. Model poṕı̌seme rovnicemi

x′1 = x2

x′2 = −k1x1 − 2ξx2 + cos(ωt)

pro x1 ≥ 0 nebo

x′1 = −x2
x′2 = k2x1 + 2ξx2 − cos(ωt)

pro x1 < 0. Tento systém neńı Filippov̊uv, tedy řeš́ıme ho opět softwarem z
Grubhofferová (2009), výsledky jsou na obrázku 3.2. V grafu závislosti výšky x1
na čase t znač́ı červená část křivky elastickou deformaci při impaktu.
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Obrázek 3.1: Grafy závislosti výšky na čase, rychlosti na čase a rychlosti na výšce
pro ω = 2, r = 0,75 a ξ = 0. Na grafu vpravo dole jsou vidět skoky rychlosti při
nárazu.

21



0 5 10 15 20 25 30
−5

0

5

10

15

t

x
1

0 5 10 15 20 25 30
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

t

x
2

−5 0 5 10 15
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

x1

x
2

0 5 10 15 20 25 30
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

t

x
2

Obrázek 3.2: Grafy závislosti výšky na čase, rychlosti na čase a rychlosti na výšce
pro ω = 2, k1 = 2, k2 = 20 a ξ = 0. Červená část grafu vlevo nahoře je elastická
deformace překážky při nárazu. Na graf vpravo dole jsou vidět skoky rychlosti
při nárazu.
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Kapitola 4

Coulombovo třeńı

f

zero Dirichlet
condition

finite
element

rigid foundation

Obrázek 4.1: Jeden lineárńı element, jeden kontaktńı uzel (m=1). Interpretace:
model hobĺıku.

V modelu Coulombova třeńı převzatém z Ligurský a Renard (2011) hledáme
časově závislé funkce uν , uτ , λν , λτ : [0, T ]→ R takové, že

M

[
u′′ν(t)

u′′τ (t)

]
= A

[
uν(t)
uτ (t)

]
+

[
fν(t)
fτ (t)

]
+

[
λν(t)
λτ (t)

]
, (4.1)

λν(t) ∈ Nuν(t), (4.2)

λτ (t) ∈ F uν(t) Signu′τ (t), (4.3)

kde N : R→ R je mnohoznačná funkce (normálový kužel) definovaná takto

N z =


0 pro z < 0
(−∞,0] pro z = 0
∅ pro z > 0

,

Pro dané u0 ∈ R2 a v0 ∈ R2 řeš́ıme soustavu (4.1)–(4.3) s počátečńı podmı́nkou[
uν(0)
uτ (0)

]
= u0 ,

[
u′ν(0)
u′τ (0)

]
= v0 . (4.4)
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Připomeňme, že mnohoznačná funkce Sign je definována výrazem (2.5). Hledané
funkce uν a uτ vyjadřuj́ı normálové a tečné posunut́ı, funkce λν a λτ vyjadřuj́ı
normálové a tečné napět́ı. Zadané funkce fν(t) a fτ (t) lze interpretovat jako
normálové a tečné zat́ı̌zeńı. Parametry uvedeného problému jsou: koeficient třeńı
F ≥ 0 a positivně definitńı matice

M =

[
a 0
0 a

]
, A =

[
b c
c b

]
.

Podmı́nka (4.2) se nazývá podmı́nka komplementarity neboli podmı́nka nepro-
nikáńı tělesa a tuhé podložky a lze ji formulovat takto{

λν(t) = 0 pro uν(t) < 0 . . . mód ztráta kontaktu

λν(t) ≤ 0 pro uν(t) = 0 . . . mód kontakt
. (4.5)

Rozlǐsuje tedy situaci, kdy se těleso dotýká pevné podložky (mód kontakt) a kdy
ne (mód ztráta kontaktu). Podmı́nku (4.3) lze zformulovat takto

λτ (t) = F λν(t) for u′τ (t) > 0

λτ (t) = −F λν(t) for u′τ (t) < 0

|λτ (t)| ≤ −F λν(t) for u′τ (t) = 0

. (4.6)

V př́ıpadě módu ztráty kontaktu nám podmı́nka (4.6) dává rovnosti λν(t) =
λτ (t) = 0. Naopak v př́ıpadě módu kontakt podmı́nka (4.6) rozlǐsuje dva možné
zp̊usoby kontaktu tělesa s pevnou podložkou

λτ = Fλν pro u′τ > 0 . . . ulṕıváńı
λτ = −Fλν pro u′τ < 0 . . . ulṕıváńı
|λτ | ≤ −Fλν pro u′τ = 0 . . . skluz

. (4.7)

Zp̊usob kontaktu nazvaný skluz nastane, pokud se těleso po podložce pohybuje
rovnoměrně, tedy jeho rychlost se neměńı. Ulṕıváńı nastane tehdy, když se těleso
zpomaluje nebo zrychluje čili se pohybuje nerovnoměrně.

4.1 Mód: Kontakt

Necht’ nastane v čase t0 > 0 kontakt tělesa s podložkou. Kontakt pak také
nastává v nějakém neprázdném otevřeném časovém intervalu I(t0) obsahuj́ıćım
t0. Z podmı́nky (4.5) muśı platit uν(t) = 0, λν(t) ≤ 0 a u′′ν(t) = 0 pro každé
t ∈ I(t0). Dosazeńım těchto vztah̊u do (4.1) źıskáme soustavu rovnic

λν(t) = −cuτ (t)− fν(t),
au′′τ (t) = buτ (t) + fτ (t) + λτ (t)

. (4.8)

Nyńı tyto rovnice uprav́ıme v závislosti na typu kontaktu uvedených v (4.7). Pro
u′τ > 0 źıskáme kombinaćı obou rovnic z (4.8) a dosazeńım vztahu λτ = Fλν
rovnici

u′′τ (t) =
b− cF
a

uτ +
1

a
(fτ −Ffν), (4.9)
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podobně źıskáme pro u′τ (t) < 0 vztah

u′′τ (t) =
b+ cF
a

uτ +
1

a
(fτ + Ffν). (4.10)

V př́ıpadě u′τ (t) = 0 provedeme konvexńı kombinaci rovnic (4.9) a (4.10) s koefi-
cientem λ ∈ [0,1] a dostaneme

u′′τ (t) =
b+ (1− 2λ)cF

a
uτ +

1

a
(fτ + (1− 2λ)Ffν). (4.11)

Systém rovnic (4.9), (4.10) a (4.11) lze přepsat na Filippovov̊uv systém, ovšem
v prostoru R5. Pokud si označ́ıme x1 = uν , x2 = u′ν , x3 = uτ , x4 = u′τ a x5 = t,
můžeme definovat vektorová pole Filippovova systému F1 : R5 → R5 a F2 : R5 →
R5 předpisem

F1 =



0
0
x4

b−Fc
a

x3 +
1

a
(fτ (x5)−Ffν(x5))

1

 ,

F2 =



0
0
x4

b+ Fc
a

x3 +
1

a
(fτ (x5) + Ffν(x5))

1

 .

Oblasti S1, S2 ⊂ R5 a hranice Σ12 ⊂ R5 jsou definovány analogicky jako v
trojrozměrném př́ıpadě pomoćı funkce h12 : R5 → R, která je definována jako
h12 = x4.

Př́ıklad 4.1. Data: kontakt, a = 1, b = −1,2, c = 1, F = 0.4, fν(t) = 1, fτ (t) =
sin(ωt), ω = 1

6
, řeš́ıme na intervalu [0,10 ∗ T ], T = 2π

ω
. Počátečńı podmı́nka:

y0 = [0,0,1,2,0]. Výsledky jsou na obrázćıch 4.2-4.3.

Nyńı si ukážeme př́ıklad s daty, pro která těleso ztrat́ı kontakt s podložkou
a řešeńı źıskané výše uvedeným zp̊usobem přestane být fyzikálńı. V daľśı sekci
zjist́ıme, jak řešit i takovéto př́ıpady.

Př́ıklad 4.2. Data: kontakt, a = 1, b = −1,2, c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0.5, fτ (t) =
sin(ωt), ω = 1

5
, řeš́ıme na intervalu [0,10 ∗ T ], T = 2π

ω
. Počátečńı podmı́nka:

y0 = [0,0,0,0.1,0]. Výsledky jsou na obrázku 4.4. Ztráta kontaktu v tomto př́ıpadě
nastala v čase tE = 18.440331645875439. Mód ztráty kontaktu je indikuje funkce
λν změnou znaménka: λν(tE − 1) = −0.001139820473223 (předposledńı časový
krok), λν(tE) = 4.816403987617512e− 05 (posledńı časový krok).

4.2 Mód: Ztráta kontaktu

Necht’ v čase t0 naopak nastane varianta bez kontaktu, pak též nastává v
nějakém otevřeném intervalu J(t0) obsahuj́ıćım t0. Pro tedy t ∈ J(t0) muśı platit
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Obrázek 4.2: Řešeńı módu kontakt pro a = 1, b = −1,2, c = 1, F = 0.4, fν(t) = 1,
fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

6
. Vlevo: Fázový portrét proměnných x4 a x3. Vpravo:

Numerická aproximace ω−limitńı množiny.
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Obrázek 4.3: Řešeńı módu kontakt pro a = 1, b = −1,2, c = 1, F = 0.4, fν(t) = 1,
fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

6
. Vlevo: Graf závislosti λν na t. Vpravo: Graf závislosti λτ

na t.
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Obrázek 4.4: Řešeńı módu kontakt se ztrátou kontaktu pro a = 1, b = −1,2,
c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0.5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
. Ztráta kontaktu nastala

v čase tE = 18.440331645875439. Vlevo: Graf závislosti λν na t. Vpravo: Graf
závislosti λτ na t.
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Obrázek 4.5: Řetězeńı módu kontakt a módu bez kontaktu pro a = 1, b = −1,2,
c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0,5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
. Vlevo: Graf závislosti x1 na

t. Vpravo: Graf závislosti x2 na t.

uν(t) < 0 a λν(t) = 0. Z podmı́nky (4.3) dostáváme λτ (t) = 0 pro t ∈ J(t0), tedy
p̊uvodńı soustavu rovnic (4.1) lze napsat ve tvaru

au′′ν(t) = buν(t) + cuτ (t) + fν(t),

au′′τ (t) = cuν(t) + buτ (t) + fτ (t),

přičemž uν(t) < 0. Tuto soustavu rovnic formulujeme jako autonomńı systém s
t′ = 1, po přeznačeńı x1 = uν , x2 = u′ν , x3 = uτ a x4 = u′τ definujeme vektorové
pole F3 : R5 → R5 předpisem

F3 =



x2
b

a
x1 +

c

a
x3 + fν(x5)

x4
c

a
x1 +

c

a
x3 + fτ (x5)

1


,

přičemž toto vektorové pole je definováno na oblasti S3 = {x ∈ R5; x1 < 0}.

Dle předchoźı sekce se př́ıpad, kdy nastane kontakt, řeš́ı jako Filippov̊uv
systém. V okamžiku, kdy je kontakt přerušen, již nelze tento zp̊usob řešeńı použ́ıt -
dále řeš́ıme systém jako model impaktńıho oscilátoru. Na obrázćıch v následuj́ıćım
př́ıkladu 4.2 je kontakt vyznačen modrou barvou, ztráta kontaktu tělesa s podložkou
je označena barvou červenou.

Př́ıklad 4.3. Data: spojeni kontaktu a bez kontaktu, a = 1, b = −1,2, c = 1,
F = 0.4, fν(t) = 0,5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
, řeš́ıme na intervalu [0,10 ∗ T ],

T = 2π
ω

. Počátečńı podmı́nka: y0 = [0,0,0,0.1,0]. Výsledky jsou na obrázćıch 4.5-
4.9.
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Obrázek 4.6: Řetězeńı módu kontakt a módu bez kontaktu pro a = 1, b = −1,2,
c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0,5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
. Vlevo: Graf závislosti x3 na

t. Vpravo: Graf závislosti x4 na t.
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Obrázek 4.7: Řetězeńı módu kontakt a módu bez kontaktu pro a = 1, b = −1,2,
c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0,5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
. Vlevo: Fázový portrét

proměnných x1 a x2. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı množiny.
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Obrázek 4.8: Řetězeńı módu kontakt a módu bez kontaktu pro a = 1, b = −1,2,
c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0,5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
. Vlevo: Fázový portrét

proměnných x3 a x4. Vpravo: Numerická aproximace ω−limitńı množiny.
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Obrázek 4.9: Řetězeńı módu kontakt a módu bez kontaktu pro a = 1, b = −1,2,
c = 1, F = 0.4, fν(t) = 0,5, fτ (t) = sin(ωt), ω = 1

5
. Vlevo: Graf závislosti λν na

t. Vpravo: Graf závislosti λτ na t.
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Závěr

Př́ınosem práce je numerická analýza zjednodušeného modelu Coulombova
třeńı. Model byl převzat z literatury Ligurský a Renard (2011), my jsme ho
nazvali hobĺık. V citované práci bylo numerické řešeńı založeno na použit́ı metody
konečných diferenćı (středové pravidlo) bez adaptivńı volby integračńıho kroku. V
této bakalářské práci jsme použili jiných technik dynamické simulace: předevš́ım
se ukázalo, že model hobĺıku je hybridńı dynamický systém.

Lze jej charakterizovat jako impaktńı oscilátor. Existuj́ı dva módy řešeńı: mód
bez kontaktu (lineárńı oscilátor) a kontaktńı mód (Filippov̊uv systém). Kontaktńı
mód simulujeme technikou převzatou z Piiroinen a Kuznetsov (2008). Pro simu-
laci módu bez kontaktu máme na výběr standardńı metody numerického řešeńı
ODR, viz Shampine a Reichelt (1997). Přeṕınáńı obou mód̊u indikuje funkce
λν(t). Simulačńı technika odvozená v kapitole 4 má výhodu adaptivńı volby in-
tegračńıho kroku.

Původně se práce měla zabývat výhradně Filippovovými dynamickými systémy.
Velmi známým př́ıkladem je model suchého zipu, kterým se zabýváme v kapi-
tole 4. Ukazujeme dva př́ıstupy k formulaci problému: lze jej formuloval jako Fi-
lippov̊uv systém (odstavec 2.1) nebo jako soustavu algebro-diferenciálńıch rovnic
(odstavec 2.2). Druhý zp̊usob reflektuje fyzikálńı odvozeńı modelu.

Formulaćı modelu suchého zipu soustavou algebro-diferenciálńıch rovnic źıskáme
nový parametr, Coulombovu śılu Fc. Pokud model suchého zipu řeš́ıme jako Fi-
lippov̊uv systém, tento parametr v̊ubec nemáme. Lze jej ovšem źıskat zpětně, což
je popsáno v poznámce 2.8.

Při analyzováńı modelu Coulombova třeńı jsme si uvědomili, že software pro
řešeńı Filippových systémů lze použ́ıt jen v př́ıpadě, že nedojde ke ztrátě kon-
taktu. Kv̊uli řešeńı tohoto problému jsme uvedli kapitolu 3.
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Grubhofferová, P. (2009). Diferenciálńı rovnice s nespojitou pravou stranou.
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