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Uvod

Matematické modelovani proudéni mokré pary se dostalo do popfedi zajmu s
rozvojem parnich turbin. Snahou bylo ptizpusobit konstrukei parni turbiny tomu,
ze pri prechodu pfes razovou vinu muze dochazet ke kondenzaci vodni pary a
vznikaji kapky vody. Ty zpusobuji erozi lopatek turbin a zdroven se kondenzaci
snizuje Ucinnost turbiny. S rozvojem pocitacu se ukdzala numericka simulace
transonického proudéni jako vhodna metoda popisu, nebot experimentalni mérent
kondenzace a spektra kapek v turbinové miizi je pomérné komplikované.

Terminem mokra péara se oznacuje smés vodni pary a kapek vody. Fyzikalni
model pak uvazuje vodni paru jako idealni plyn, ktery pti danych podminkach
muze kondenzovat do kapalné formy. Vzniklé kapky vytvari velikostni spektrum,
jehoz tvar zavisi na okolnich podminkach. Aby vsSak bylo mozné matematicky
popsat model mokré pary, zavadi se fada zjednodusujicich predpokladu. Zde
popisovany model vyuziva k popisu spektra kapalné momenty poprvé pouzité
v praci [10], kondenzace je zde reprezentovana homogenni nukleaci a je zde
uvazovan difuzni rust kapek. Tato koncepce je pomérné rozsitena a mé Siroké
moznosti pouziti jako naptiklad pii proudéni v kanalu nebo pro tryskové pumpy.

Vétsina numerickych simulaci proudéni mokré pary je zalozena na metodé
koneénych objemu. Jedna se o metodu prvniho fadu, kterd je zaloZena na po
castech konstantni aproximaci. To umoznuje jeji aplikaci na problémy obsahujici
z fyzikalni podstaty nespojitosti v feseni, napriklad nespojitosti stavovych velic¢in
na razové vlné pii transonickém proudéni. Nevyhody metody koneénych objemu
je nizky rad presnosti a nachylnost na nezadouci numerickou vazkost. Ta muze
pii vysokych hodnotédch Reynoldsova ¢isla presahnout fyzikalni vazkost a vést k
priliSnému zhlazeni feseni.

V této préci je pouzita nespojitd Galerkinova metoda, ktera predstavuje zo-
becnéni metody konecnych prvku, kdy na jednotlivych elementech sité je hledané
feSeni aproximovano polynomem. Préce se vSak nezabyva odhadem chyby num-
erické metody, ale samotnou implementaci modelu pomoci Galerkinovy nespo-
jité metody. K tomu je pouzit program ADGFEM fesici nestacionarni kon-
vekéné-difuzni ilohy pomoci nespojité Galerkinovy metody. Ten umoznuje sim-
ulaci stlacitelné proudéni kolem lopatky turbiny. Cilem prace je tedy formulace
rovnic mokré pary, navrh numerické metody a jeji implementace do programu
ADGFEM.

Tato prace je roz¢lenéna do ctyt kapitol. V prvni kapitole jsou uvedeny pouzité
rovnice proudéni pary jako idealniho plynu a Hillovy rovnice popisujici spektrum
kapek. Druha kapitola se vénuje samotnému modelu mokré pary, jeho odvozeni a
jednotlivym zjednodusenim. TTteti kapitola obsahuje odvozeni priblizného feseni a
pribliZzeni postupu jeho feseni. Prostorové derivace jsou diskretizovany nespojitou
Galerkinovou metodou a ¢asové derivace obecnou n-krokovou BDF metodou. Pro
feseni vzniklého problému, ktery predstavuje algebraickou soustavu nelinearnich
rovnic, je pouzita modifikovand Newtonova metoda, kterd vyzaduje linearizaci
forem priblizného feSeni. V posledni ¢tvrté kapitole jsou uvedeny upravy pouzité
pii implementaci rovnic a ziskané vysledky.



1. Popis modelu a jeho rovnic

Koncepcné odpovida zde popisovany model proudéni v turbinové lopatkové miizi,
kdy dochézi mezi lopatkami turbiny ke snizenim plosného prifezu proudici pary
a tim dochéazi k jejimu urychleni na rychlost vyssi nez rychlost zvuku. Vznikaji
razové viny, tj. nespojitosti stavovych veli¢in jako hustota, teplota, tlak. Proudi-
cim kontinuem v uvazovaném modelu je vodni para, ktera tak pii prechodu pres
razovou vlnu prechazi do stavu silného podchlazeni. Péara se tak stava presycenou
a nastava proces homogenni nukleace, tedy vzniku kapek vody. Kromé samotného
popisu nukleace se v modelu parametrizuje i proces ¢asové zmeény jiz existujicich
kapek, ktery ma nezanedbatelny vyznam a ktery je fizen procesy difuze a ve-
deni tepla. Jiné procesy souvisejici napiiklad s vzajemnou kolizi kapek zde pro
jednoduchost uvazovany nejsou.

Moderni turbiny nebo turbogeneratory jsou z duvodu co nejvyssi ucinnosti
slozeny z viceuroviové série lopatek ruznych velikosti a vlastnosti. Mnoho modelt
véetné zde uvazovaného vsak uvazuje pouze jednu lopatkovou miiz, na které navic
vyuziva jeji symetrii. Rovnice proudéni jsou tak formulovany ve 2D a samotnd
lopatkova mfiz je ve znacném geometrickém zjednoduseni. Tim je zjednoduSena
formulace rovnic a snizi se naroky na vypocet.

Rovnice proudéni mokré pary lze fyzikdlné rozdélit na rovnice popisujici sa-
motné proudéni kontinua, tj. rovnici kontinuity, Navierovy-Stokesovy rovnice
a rovnici energetické bilance, a rovnice charakterizujici mokrou paru. Rovnice
uvedené v podsekcich a jsou cerpany z ¢lanku Halamy [8, podsekce 2.
Jednd se o sadu rovnic pro stlacitelné proudéni idealniho plynu ve 2D doplnénou
o rovnice mokré pary.

1.1 Rovnice proudéni idealniho plynu

Proudeéni kontinua se #idi zdkladnimi fyzikdlnimi zakony zachovani, jejich odvozeni
1ze nalézt napi. v knize [7].
Zakon zachovani hmoty je reprezentovan rovnici kontinuity pro stlacitelné
proudéni
dp
ot
kde p je hustota, v je vektor rychlosti o slozkich v = [vy,v5]T a t je ¢as.
Zakon zachovani hybnosti je ve tvaru]
d(pv)

51 + div(pv ® v) = —grad (p) + div (1), (1.2)

+ div(vp) =0, (1.1)

kde p je termodynamicky tlak urcéeny rovnici ((1.24)) a 7 je tensor napéti. Tensor
T mé obecny tvar

foli 1 <% 4 6&) dvi | Ova
o0z 2 Oxo o0z a_ + 8_ O
T= 2,U 1 ( ov e} o] + A Y 2 vy Ova | > (13)
B e ov2 ovg 0 v + b
2 \ Oxa oz Oza z1 T2

'V rovnici (1.2) se diky zjednoduSenému 2D modelu neuvazuje tihové sila.



kde p a A jsou obecné funkcemi termodynamickych veli¢in proudiciho kontinua.
V modelu mokré pary se jedna o vodni paru jakozto idealni plyn, ve kterém plati

X+ 2p = 0. (1.4)

Vyjadienim A z rovnice (|1.4)) a uzitim rovnice (|1.3)) dostaneme koncovy vyraz pro
tensor napéti

40v; _ 20vy v | vy
3 0xq 3 Oxa Oza oz
T = , (1.5)
Oup 4 Ovp ) 40vy _ 20u
Oz2 o0z 3 O 3 8,

kde veli¢ina p odpovida dynamické viskozité kontinua. Pro proudéni mokré pary
bude déle znac¢ena symbolem 7,.
Zakon zachovani energie lze zapsat ve tvaru

oF
En + div (Ev) = —div (pv) 4+ div (7v) — div q, (1.6)
kde E je hustota celkové energie a q = [q1, ¢ je vektor tepelného toku. Hodnota

E je dana
2
E—p(e—l—%), (1.7)

kde e je specifickd vnitini energie idealniho plynu
e = ¢,0, (1.8)

kde ¢, je mérné specifické teplo za konstantniho objemu a @ je teplota plynu. Ta
je dana stavovou rovnici

g—= P

pR’

kde p je hustota a R je univerzalni plynova konstanta. Protoze plati Mayeruv

vztah, lze vyjadiit ¢, = ¢, — R, kde R je universalni plynova konstanta a c,

je mérné specifické teplo za konstantniho tlaku, které obecné zavisi na teploté.

Zbyva jesté doplnit vztahy pro tepelny tok q, pro ktery plati Fourierovuv zdkon

q = —k grad(h), (1.10)

(1.9)

kde k je koeficient tepelné vodivosti, a pro rychlost zvuku a

a= ﬁ. (1.11)

Machovo cislo M je pak dano jako

M= (1.12)

Rovnice , a predstavuji soustavu Ctyi parcialnich diferen-
cidlnich rovnic pro pét nezndmych velicin p, v = [v1,v9], £ a p. Jednd se
o Navierovy-Stokesovy rovnice pro stlacitelné proudéni idedlniho plynu. Tyto
rovnice vSak netvoii uplny systém a pro jejich uzavieni je nutné doplnit rovni-
ci pro tlak p viz . Tlak mokré pary vsak souvisi pfimo i s proudénim
mokré pary a predstavuje tedy vazbu mezi Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi
a rovnicemi mokré pary.



1.2 Rovnice mokré pary

Mokré para je definovana jako smés vodni pary jako idedlniho plynu a kapicek
vody. Koncepce modelu proudéni v lopatkové miizi turbiny predpoklada, ze
kapky vody nejsou obsazeny v proudéni na vstupu do turbiny, ale vznikaji pri
prechodu proudiciho pary pres razovou vinu, na které dochazi k prudkému pod-
chlazeni vodni pary a nastdava homogenni nukleace neboli spontalni vznik kapek
pri vysokém presyceni.

Zakladni velicinou charakterizujici obsah vody v proudicim médiu je podil
kapalné vody (v [I1, rovnice (2.21)] se oznacuje jako liquid mass fraction) w
definovany jako

W= (1.13)

kde M; je hmotnost vody a M je celkovd hmotnost. Z definice hustoty a z
predchozi rovnice plyne vztah mezi hustotou kapaliny p; (nebo téz hustotou zkon-
denzované vody) a celkovou hustotou p

pr=; =W, (1.14)
kde V' je uvazovany objem. Protoze celkova hustota p je ddna souctem hustoty
vody p; a vodni pary p,, tedy p = p; + py, plati pro hustotu vodni pary

po = (1 —w)p. (1.15)

Pro popis jiz existujicich vodnich kapek se pouzivaji kapalné momenty (liquid
moments) Qp, @1 a Q2, které byly poprvé zavedeny v praci [10]. Tyto momenty
charakterizuji spektrum velikosti kapek vzniklych homogenni nukleaci. Plati

Qo=N, Q1= ZTu Q2 = erm (1.16)

kde r; je polomér i-té kapky a N je celkovy pocet kapek na jednotku hmotnosti.
Aby nebylo nutné popisovat celé spektrum poloméru jednotlivych kapek, zavadi
se prumérny polomér kapky 7

pro w < 1076 |17
T ,/Qi pro w > 1076’ (1.17)

kde hodnota 1075 je zde volena stejné jako je uvedno v [§].

Pomoci veli¢in w, @y, Q1 a Q)2 jiz lze charakterizovat vodni slozku v proudici
pare. 7 fyzikalniho pohledu se voda v kontinuu podrobuje procesu pasivniho
transportu v proudovém poli, je vSak nutné uvazovat zdrojové ¢leny charakter-
izujici procesy nukleace a difuzniho rustu. Velkym zjednodusenim z hlediska mod-
elu je predpoklad, ze zde nejsou zadné setrvacné sily a nedochéazi tak k posunu
mezi proudénim kapalné a plynné slozky stejné jako se neuvazuje vzajemné kolize
kapicek. Tato koncepce je diskutovdna v ¢lanku [10] a uvazovany predpoklad
dobfie odpovida experimentalnim méteni.



Proudéni mokré pary odpovidajici transportnim rovnicim se zdrojovymi ¢leny
se nazyva Hillovy momentové rovnice. Tyto rovnice maji tvar

% +div (pwv) = gﬂrg’le + 4pmQarpy

Q) +div (pQov) = r2J + 2pQ17
ot

5001) , (1.18)
gt Y+ div (pQyv) = 1o + pQoi

—6(2?0) + div (pQov) = J

kde p; je hustota vody, r. je kriticky polomér, J je ¢len popisujici rychlost nukleace
(nucleation rate), tj. pocet nové vzniklych kapek, a 7 popisuje ¢asovou zménu
poloméru kapkyﬂ difuzi vodni pary na povrchu kapky. Parametrizované ¢leny jsou
funkcemi evoluc¢nich proménnych. Pfi pouziti znaceni z podsekce lze psat
J=J(w),r. =r.(w),p = p(w) ar =7r(w), kde w je stavovy vektor viz (3.13)).
Pro vétsi prehlednost se vsak argumenty téchto clent uvadét nebudou. Odvozeni
téchto ¢lenu je popsano v podsekei 2.1]

Jak jiz bylo uvedno, model mokré pary se skladé z vodni pary jakozto idedlniho
plynu a kapalné vody. Pro vodni paru proto plati stavova rovnice

p
0, = —, 1.19
" poRy (1.19)
kde 6, je teplota pary, R, je jeji plynova konstanta a p je jeji tlak. Protoze
v modelu je plynna slozka tvofena pouze vodni péarou, je oznaceni pro tlak p
ekvivalentni tlaku p,.

Proces homogenni nukleace vyjadieny veli¢inou J je parametrizovan rovnici

20 p? dnrio
=, /—== ——= 1.2
/ \/ 7m3 oy P ( 3k39v) ’ (1.20)

kde o je povrchové napéti, m, je molekulovd hmotnost vodni pary, p, je hustota
vodni pary, kg je Boltzmnnova konstanta, 6, je teplota vodni pary a p; je hustota
vody. Odvozeni vzorce (|1.20)) je uvedeno v podsekci .

Rychlost rustu kapek 7 dana difuznim vyparem nebo kondenzaci je parametri-
zovana vztahem

. Mo(0s—0,) T—r,
~ Lop(1+43.18Kn) 7%

kde 0 je teplota, pii které je se stavd vodni para sytou, L¢ je latentni teplo
kondenzace, A, je koeficient tepelné vodivosti, Kn je Knudsenovo ¢islo a 7 je

prumérny polomér kapky dany rovnici ((1.17)).
Pro Knudsenovo ¢islo je pouzit stejny vztah jako pouziva Halama v ¢lanku

[8, rovnice (8)]
V21 R,0,

My
Kn —
" 47p,

(1.21)

(1.22)

2Nejedn4 se o ¢asovou derivaci, kterd se ¢asto takto znaéi, ale pouze o pouzivané znaceni.
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kde R, je plynova konstanta pro vodni paru a 7, je dynamicka viskozita vodni
pary.

Kriticky polomér r. udava velikost kapek vzniklych procesem nukleace. Je

dan rovnici
20

- - 1.2
RO () (1.23)

rC
kde pomeér tlaku vodni pary p, a tlaku syté vodni pary ps udava hodnotu presyceni.

Odvozeni této rovnice je uvedeno v sekci

Zavedenim podilu vody w a latentniho tepla kondenzace L lze formulovat
rovnici pro tlak

_-DH-w)
l+w(y—1)

1
E— §p|v|2+prQ : (1.24)

kde v = Z—” je pomér mérnych tepel za konstantniho tlaku ¢, a konstantniho
objemu ¢,. V podsekei [2.5] je uvedeno odvozeni této rovnice.

Spolu s rovnici pro tlak se stava systém rovnic zdkonu zachovani ([1.1)), (1.2)
a (|1.6) uzavieny a s rovnicemi mokré pary (|1.18|) tvori systém rovnic popisujici
proudéni mokré pary.



2. Odvozeni rovnic kondenzace

V této c¢asti je uveden podrobnéjsi popis a odvozeni rovnic uvedenych v sekci
. Hlavni duraz je kladen odvozeni modelovych rovnic mokré pary a Sou-
visejicich ¢lenti popisujicich proces nukleace, rovnice , a homogenni kon-
denzace (1.21)). Cilem je porozumét matematickému modelu a jeho zjednoduseni
oproti fyzikalni teorii. Odvozeni rovnic zakladnich fyzikalnich zakonu zachovani

(1.1), (1.2), (1.6) zde uvedeno neni, nebot jejich odvozeni je obecné zndméjsi a
1ze ho nalézt napf. v knize [7].

2.1 Rovnice mokré pary

V této casti préce jsou odvozeny rovnice mokré pary . Jejich odvozeni
lze pristupovat dvéma zpusovy - pomoci fyzikalni intuice nebo matematickymi
upravami obecné dynamické rovnice pro aerosoly (general dynamic equation,
zkrdcené GDE). Zde je zvolen druhy jmenovany postup, a proto je nejprve zave-
den obecny tvar GDE.

2.1.1 Obecna dynamicka rovnice GDE

Kapicky vody vzniklé kondenzaci pary jsou aerosoly lze pomoci GDE, ktera se
pouziva v aerosolovém inzenyrstvi. Fyzikalné se jedna bilanci hmoty v uvazo-
vaném objemu, kterd zahrnuje procesy spjaté s aerosoly. Problematika aerosolu
je velmi obsahla a zde uvedené rovnice jsou zuzenim obecnéjsiho popisu. Nize
uvedeny postup vychézi z knihy [12) kapitola 3 a 11]. Pro podrobny vyklad je
uveden napf. v knize [13].

Rovnice GDE je odvozena z véty o transportu, proto plati

on
— = —div(nv 2.1
L= —div(w), (21)
kde n je koncentrace aerosolu dané velikosti. Kromé vlivu proudéni na bilan-
ci koncentrace je nutné zapocitat prispévky od procesu charakteristickych pro
aerosoly - difuze, externiho silového pusobeni, rustu ¢dstic a nukleace. Celkova
casova zména koncentrace v uvazovaném elementarnim objemu je pak dana jako
jejich soucet

on

ot

on

— 2.2
815 ’rusta ( )

= —div (nv) + (Dgradn) + g—?!nukl +
kde D je difuzni koeficient a ¢ je vektor rychlosti dany externimi silami, napft.
elektrostatickymi. Cleny %—mnum a %_Z”rust pak parametrizuji procesy nukleace a
difuzniho rustu.

Aerosoly jakozto malé ¢astecky vzniklé ruznymi procesy za ruznych podminek
vsak témér vzdy nabyvaji celé skdaly velikosti a tvoii spektrum. Toto spektrum
lze popsat dvéma zpusoby. Pro dostatecné velké aerosoly lze pouzit distribuéni
funkci f = f(x,r,t), kterd je obecné funkei prostorovych soutadnic &, poloméru
castic r a casu t. V diskrétnim piipadé je spektrum nahrazeno histogramem
¢etnosti, coz byva vhodnéjsi pro popis malych ¢astecek. Obé dvé metody popisu
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jsou pro rozumné velké aerosoly rovnocenné.

Aby bylo mozné popsat rovnici (2.2)) spektrum velikosti, oznaé¢i se n; kon-
centraci aerosolovych c¢éstecek tvorenych ¢ molekulami. Nahrazeni n za n; pak
znamené formalni prechod k diskrétnimu popisu spektra velikosti kapek. Rovnici

) 1ze prepsat na tvar

88’? = —div (n;v) + div (D grad (n;) ) — div (en;) + [a(ii}nukl + [ag;"]mst ;

(2.3)

ktery se oznacuje jako obecna dynamicka rovnice rovnice GDE. Dosazenim dis-
tribu¢ni funkce f za n; se provede formalni prechod k spojitému rozlozeni. Je ale
nutné nahradit ptrislusnou sumaci pres index ¢ za integraci distribu¢ni fukce pres
velikost castic.

2.1.2 Hillovy momentové rovnice

Nize uvedené odvozeni kapalnych momentu @Q;, ¢+ = 0,1,2 vyskytujicich se v
rovnicich vychézi z prace [11, podsekce 2.3.3]. Vychozim bodem je obecnd
dynamicka rovnice, ve které nejsou uvazovany cleny popisujici procesy difuze
a segregace aerosolu (¢len —div (eny)). Jeji tvar je potom mozné zapsat (111

rovnice (2.36)]
of  0(rf)

E—i— o +div (fv) =0(r —r.) J, (2.4)

kde 7 je polomeér kapicky (aerosolu), 7 je ¢asova zména poloméru (viz rovnice
1’ J je nukleaéni ¢clen (rovnice ((1.20)) a §(r — r.) je Diracova delta funkce.

Clen 220 odp0V1da ¢lenu [%] stV rovnici 1} a popisuje rust poloméru kafv)ky,
J odpov1da nuklea¢nimu ¢lenu [% . & Diracova funkce §(r — r.) zajistuje

zapocCteni nukleacniho ¢lenu J pouze pro kapky o kritickém poloméru r., coz
charakterizuje proces nukleace.

Postup pri odvozovani Hillovych momentovych rovnic je zavést v rovnici
obdobné jako ve statistice k-ty moment py definovany jako

Ly = /rkfdr, k=0,1,2.... (2.5)
0

Proto se prenasobi rovnice (2.4)) élenem 7%, kde k = 0, 1,2, ... a integraci pres celé
spektrum velikosti se ziska rovnice

gt/ r* fdr +/ dr + /le (r* fv)dr = /rké(r —r.) Jdr. (2.6)
0 0 0 0
a muze se pak prepsat (2.6} @ ) jako
0
a'l;k + div(pupw) = r8J - / ) dr. (2.7)

Integral na pravé strané ( g lze upravit pomoci integrace per-partes

/r 8<arf)dr— [~ rf]go —k/rklfffd'r. (2.8)
0 0



Prvni ¢len na pravé strané rovnice je nulovy, nebot se neuvazuje vyskyt kapek
o nulovém nebo nekonec¢né velkém poloméru a hodnota distribu¢ni funkce se u
téchto bodu blizi nule. Aby bylo mozné rovnici dale upravit, zavade se
prumérny polomeér kapky 7 (viz [11])

— 2
T= ] —. 2.9
Ho ( )

Zavedeni prumérného poloméru umoznuje preformulovat ¢len popisujici rychlost
rustu poloméru kapky jakozto funkce 7 = 7(r) na funkci 7 = 7(7). Diky této
upraveé lze 7 v rovnici (2.8) vysunout pred integrél a psat

T
0 0

S vyuzitim rovnice ([2.10) se rovnice (2.7) pfevede na tvar

a#k
ot

coz je rekurentni vztah pro ui. V tomto rekurentnim vyjadieni je voleno k& =
0,1,2,3 a vznikd tak z rovnice (2.11)) soustava ¢tyf parcidlnich diferencidlnich
rovnic

+ div(upv) = 78T — kg, (2.11)

0
(51@ + div (pov) = J,

0
%ﬂl) +div (:ul’v) = red + 7o,

) t ) (2.12)
5;2 4+ div (pev) = r2J + 271,

8(5;3) + div (psv) = 12T + 37 g,

Duvod, proé¢ jsou voleny pravé ¢tyfi momenty a ne jiny pocet, nebyl v dostupné
literature diskutovan. Muze to vSak souviset s tim, Ze rovnice pro treti
moment uz se dd upravit na na rovnici pro vlhkost w jak bude uvedeno nize.
Pro dalsi tipravy rovnic se zavede formalni predpoklad, ze pro jednotlivé
momenty plati

i = pQk, (2.13)

kde velicina @y se nazve k-ty kapalny moment (liquid moment) a p je celkovéd
hustota vody. Vlozenim ([2.13)) do rovnic (2.12)) se dostane

(/)Qo)

5 T div(pQov) =
(ng) + div (pQ1v) = reJ +7pQo,
¢ (2.14)
(gQQ) +div (pQow) = 17T + 27pQ,
—6(2?3) +div (pQsv) = 12T + 37 pQs.
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Aby bylo mozné prejit od kapalného momentu k podilu kapalné vody w, je hustota
kapaliny vyjadiena pomoci distribuéni funkce jako integral pres vSechny objemy
kapek (predpoklada se sféricky tvar kapek) prendsobeny distribuéni funkei, tedy

[4
i :/gwglr?’fdr, (2.15)
0

kde g; je hustota zkondenzované kapaliny (condensate density), coz je materidlova
vlastnost. Tuto veli¢inu lze uvazovat konstantni, diky ¢emuz lze s vyuzitim

definice momentu (rovnice (2.5))) vyjadfit rovnici (2.15) jako

o0

4 4
o= gﬂ'@l /rsfdr = §7TQ1M3. (2.16)
0

Kombinaci vztahu pro hustotu kapalné vody (1.14)) a (2.13) se ziska vysledny
vztah mezi w a Q3

4
w= g’ﬂ'Qng. (2.17)
Tento vztah se vyuzije pro upravu posledni rovnice v soustavé (2.14)), ¢cimz vyjde
0
<g§?°> + div (pQov) = J.
0
K09 | v (pQ@uv) = red + F0Q
ot
9(p0s) (2.18)
% +div (pQav) = r2J + 27pQy,
O(pw)

4
By + div (pwv) = 3" (T’SJ + 37"sz) .

coz je vysledny tvar rovnic, ktery se také nazyva Hillovy momentové rovnice.
Zavedenim kapalnych momentu je mozné vyjadrit rovnici pro prumérny polomér
(2.9) pomoci kapalnych momenttu (2.13)) na tvar

e
T = 0, (2.19)

a pro zkompletovani odvozeni lze s vyuzitim (2.5 psat

PQOEMOZ/de,
0

o0

PR = = / rfdr, (2.20)

0
00

Qs = i = / P2 fdr.

0

Distribuéni funkce popisuje pocet kapek v jednotkovém prostoru (ma proto rozmeér
m~3), maji kapalné momenty fyzikdlni rozmér (viz rozmérovd analyza rovnic
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[2.18)) Qo = [m*kg™'], Q1 = [mkg~'] a Qo = [kg~']. Priblizné vsak lze momenty
interpretovat jako nasledujici charakterizaci spektra kapek

Qoz N7

N

Ql ~ Z Ty
=0
N

Q2 ~ er

=0

(2.21)

Vysledné tvary rovnic (2.18), (2.19) a (2.21) jsou totozné s rovnicemi ([1.18]),
(1.17) a (1.16)), které jsou prevzaty z vychoziho ¢lanku [§].

2.2 Kondenzace pri rychlé expanzi

Charakteristickou vlastnosti podzvukového proudéni je, ze se termodynamické
veli¢iny méni spojité z vychoziho do koncového stavu a cely systém se stéle
nachazi v termodynamické rovnovaze. Pii nadzvukovém proudéni vSak nelze
uvazovat termodynamické veli¢iny ve stalém stavu termodynamické rovnovahy.
Vznikaji zde totiz radzové viny, na kterych dochézi k rychlé expanzi pary, kterd
se stava presycenou a nenachazi se proto ve stavu termodynamické rovnovahy.
Aby se para vratila zpét do rovnovazného stavu, dochazi ke kondenzaci. Pro-
toze charakteristicky ¢as kondenzace je mnohem delsi nez charakteristicky cas
expanze vodni pary, je proto nutné uvazovat pii popisu kondenzace vodni paru v
nerovnovazném stavu. Za timto tucelem se zavadi pojem nasyceni vodni pary &
definovany jako pomeér

=" (2.22)

Ds

kde p, je aktualni tlak vodni pary a p, je tlak syté vodni pary, ktery se ridi
Clausius-Clapeironovou rovnici. Nerovnovazny stav pti rychlé expanzi vodni pary
je charakterizovan stavem presyceni, kdy & > 1.

P1i kondenzaci nastava nejprve proces nukleace, tj. vznik stabilnich ¢astecek
(téz shluku nebo klastri molekul) o kritickém poloméruﬂ7 které jsou schopny
samostatné existence. S rostouci velikosti téchto castecek roste i jejich vnitini
energie, zaroven vsak klesd pravdépodobnost spontanniho vzniku. Velikost je
proto klicovym parametrem, ktery ovliviiuje existenci castecky. Je-li velikost
shluku nizsi nez kritickd hodnota (viz podsekce , dochazi k jeho rozpadu. V
opacném piipadeé je energie shluku dostatecna na to, aby mohl dale samostatné
existovat, coz umoznuje jeho nésledny rust dany difuzi molekul pary a srdzkami
s jinymi shluky neboli koagulacﬂ Pro shluk molekul, ktery je vétsi nez kriticka
hodnota, se také uziva oznaceni kapicka.

Nukleace muze probihat dvéma zpusoby. Pro oba je vSsak nutné pro vznik
kapicky o kritické velikosti prekonat pocatecni energetickou bariéru nutnou k
vytvoteni kapky. Homogenni nukleace popisuje ptimou kondenzaci molekul pary
na castecky o kritickém poloméru. Tento proces je fizen ndhodnymi srazkami

IPfedpoklads se, ze vznikajici ¢astecky maji sféricky tvar.
2Proces koagulace nenf pii popisu modelu mokré pary uvazovan.
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molekul a jejich shluku. Jedna se tedy o proces fizeny kinetickou povahou plynu,
ktery lze popsat pomoci statistické fyziky.

Dalsi moznosti pro prekonani energetické bariéry je pritomnost katalizatoru, ktery
snizi energii potfebnou k jejimu prekonani. Takovym katalyzatorem jsou tzv.
kondenzaé¢ni jadra tvofena ¢dsteckami tuhych aerosolu (napt. prachové ¢éstice,
krystalky soli apod.). Kondenzaci molekul vody na jejich povrch je umoznéno
efektivné dosahnout kritické velikosti a nasledného vzniku kapicky o kritické ve-
likosti. Tomuto procesu se fika heterogenni nukleace.

Pti prudké expanzi vodni pary v transonickém proudéni pocet kapicek vznik-
lych homogenni nukleaci nékolikanasobné presahuje mnozstvi kapicek vzniklych
heterogenni nukleaci ([I1]). Proto lze transonické proudéni mokré péary popsat
pouze pomoci procesu homogenni nukleacd’| a difuzniho ristu. Vysledny model
pak dobfe odpovida redlnym experimentum.

Zanedbani procesu koagulace je oduvodnéno uzitim predpokladu, ze kapicky
jsou malé a pohybuji se spolu s proudici vodni parou. Tento predpoklad tedy
zabranuje relativnimu pohybu mezi ¢asteckami a s ohledem na malé velikosti
kapek je opodstatnély.

Dalsi fazi kondenzace je jiz zminény difuzni rust stabilnich kapek. Pii tomto
procesu se uvazovana kapicka jiz nachazi ve stavu termodynamické rovnovahy.
Tento proces je podrobnéji popsan v podsekci [2.4]

2.2.1 Homogenni nukleace

Jak jiz bylo uvedeno vyse, procesem homogenni nukleace se rozumi vznik ¢astecek
o kritické velikosti procesem spontdnniho shlukovanim molekul vodni pary. Ri-
dicim mechanismem tohoto procesu je hodnota ptresyceni vodni pary.

Pti zavedeni sytosti vodni pary & = z—;’ se uvazuje tlak pary nad rovinnym
vodnim povrchem. Obecné se vsak tlak vodni pary nad ruzné zakiivenymi
povrchy méni a tim se méni i hodnota ®. Tuto skutecnost je proto nutné uvazovat
pri popisu tlaku v okoli kapky.

2.2.1.1 Kriticky polomeér

Formovéni kapicky tvofené Ny, Casticemi o poloméru r se popisuje pomoci

zmény Gibbsovy energie AG (viz [16] sekce 10.3]) jako rozdil Gibbsovy energie

systému kapka - vodni para G4, a puvodnimu systému ¢isté vodni pary Gpure vapor

AG = Gd,v - Gpurevapor- (223)

Necht tedy je pocet molekul vodni pary na pocatku N,. Po vytvoieni kapky o
Narop molekuldch je pak pocet molekul vodni pary

Ny = Ni — Nyrop. (2.24)

Symbolem g, resp. g; se oznac¢i Gibbsova energie jedné molekuly vodni pary,
resp. kapaliny. Muze se potom pfepsat rovnice (2.23) do tvaru

GdJU Gpu're vapor
la % 5 N
AG = Nygy + Ngyop g1 +41r°c — Nyg, (2.25)

3V redlné atmosféte je tomu naopak. Piesyceni vodni pary zde nedosahuje takovych hodnot,
aby bylo doslo k homogenni nukleace. Tvorba kapek je proto fizena heterogenni nukleaci.
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kde o je povrchové napéti vody. Clen G4, popisujici energii systému para-kapka
se skldd4 ze souc¢tu Gibbsovy energie vodni pary, kapky a élenu 47?0 popisujici
préaci pro ptekonani povrchovych sil nutnou k vytvoteni sférické kapky o poloméru

r. S vyuzitim (2.24)) se ddle upravi vztah (2.25)) jako
AG = Ngrop(g1 — go) + d71%0. (2.26)

Za prepokladu, ze kapka je sféricka, plati vztah mezi poctem molekul v kapce
Narop a polomérem kapky r

4
Naropvi = gm“g, (2.27)

kde v; je objem, ktery zaujima molekula vody. Kombinaci rovnic (2.26) a ([2.27))

dostavame

4 3
AG = g%(gl — g,) + 4mrio. (2.28)
!

Pro vyjadieni rozdilu g;— g, je potieba vyjadrit Gibbstuv potencial jedné molekuly
vody a pary. K tomu se vyuzije termodynamické definice Gibbsova potencialu.

Diferencovanim Gibbsova potencidlu s vyuzitim prvni véty termodynamiky
lze psat ([16], podsekee 10.1.2])

k
dG = —Sd0 + Vdp + > pudn,, (2.29)

i=1

kde S je entropie systému, V je jeho objem, dn; je pocCet molu jednotlivych
komponent systému (celkovy pocet je k). Velicina pu; je chemicky potencidl, ktery
lze definovat napi. jako u; = %X’""), kde U je vnitini energie.

Aplikaci rovnice na uva%ovan}'f model kapka-para, ve kterém se pred-
poklada, ze se neméni koncentrace jednotlivych slozek systému, tj. dn; =0 Vi, a
za predpokladu konstantni teploty, df = 0, plyne z pro jednotlivé molekuly

s vyuzitim extenzivity Gibbsova potencialu
dg =vdp < g — g, = (v — v,)dp. (2.30)

V modelu kapka-para plati pozorovani v, > v;, diky nemuz se muze v; zanedbat
a psat

9 — go = —vydp. (2.31)

Protoze v modelu mokré péary jsou plynné slozky povazovany za idealni plyny,
plati stavova rovnice v, = kgf/p, kde kp je Boltzmannova konstanta. Pouzitim
stavové rovnice na rovnici a naslednou integraci z tlaku pary nad rovinnym
povrchem p, do aktudlniho stavu p se dostane rovnice

P

d /
m—%:—@e-@, (2.32)

Y

Po
jejiz integraci vznikne
m—%z—hﬁm<£)=—@MMQ, (2.33)
Dv
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coz je hledané vyjadieni rozdilu Gibbsovych potenciali.

V rovnici (2.28) se nyni muze dosadit vztah (2.33) a tim se ziskd rovnice pro
Gibbsuv potencial

4 3
AG = —gﬂkBeln(cb) + 472, (2.34)
Uy

Na obr. [2.1]je znédzornén prubéh této funkce v zavislosti na poloméru pii ruznych
stavech nasyceni. 7 prubéhu funkce je patrné, ze pro nenasycenou vodni paru

In(p/ps)<0
In(p/ps)=0

o<1

dc

max dG ¢>1

r e

Figure 2.1: Prubéh Gibbsova potencidlu jako funkce poloméru kapky

® < 1 jsou oba ¢leny na pravé strané rovnice kladné a Gibbsova energie
monoténné roste s rostoucim r. Naopak pii stavu presyceni & > 1 je prvni ¢len
na pravé strané zaporny. Gibbsuv potencidl pak nabyva maxima v bodé
oznaceném jako r.. Tato hodnota se oznacuje jako kriticky polomér r. a ziské se

, , OAG _
z podminky na extrém funkce Z5= =0

200,

= To(@) (2.35)

Te

Tato rovnice se nékdy oznacuje jako Kelvinova, nebot vyjadieni tlaku z této
rovnice popisuje zavislost mezi tlakem vodni pary nad zakfivenym povrchem. Z
tohoto vztahu pak vyplyva, ze tlak nad zakfivenym povrchem je vzdy vyssi nez
nad rovinnym (podrobnéji v [16 kapitola 10], [19], [11] nebo [15]).

Diky predpokladu sférického tvaru kapky tvorené m molekulami (nebo téz
n-meru) a predpokladu zjednodusené geometrie lze psit

Vi = nuy, (2.36)

COZ znamena
4 4
3 3
—7Tr° = n="nr
37w

3
r=/nry.

Diky tomuto predpokladu lze rovnici (2.34]) zapsat jako funkci poc¢tu molekul n

(2.37)

AG(n) = —nkpfIn(®) + agn*3o, (2.38)

15



Jnfl Jn

s -
Cn—l Cn—l
Figure 2.2: Schéma CNT.

kde ag = 4nr2. Tento tvar je vhodny pii odvozovani rychlosti kondenzace (viz
podsekce [2.3). Pro tuto rovnici lze nalézt maximum Gibbsova potencidlu po-
lozenim 22€ = (). Ziskd se tim kriticky pocet ¢dstic n*

on
. 20a0 s
"= (s (239

Tato rovnice je obdobou rovnice pro kriticky polomeér (2.35)).

Rovnici lze diky definici univerzalni plynové konstanty R = kN4, kde
N4 je Avogadrova konstanta, rovnici 7. = /n* ry, vztahu ag = 47r? a z definice
hustoty prepsat ve tvaru

20

= — 2.40
o RO (™) (240)

Te
Tato rovnice plati pro obecny idealni plyn. V modelu mokré pary je jim timto
plynem vodni péara. Pii dosazeni zminenych rovnic vyjde

B 20%%7“8]\7/; 20 Vol 20 M,

re = = = ) (2.41)
Rfn(2) ROIn(22)  p ROIn(L)

kde M, je molarni hmotnost vody. Aby tato rovnice odpovidala rovnici (1.23)), je
tfeba uvazovat univerzalni plynovou konstantu podélenou molarni hmotnosti, t;j.
R, = %, a zaroven uvazovat 6 = 6,,. Tak se dostane rovnice 1} ktera vychazi

ze stezejniho ¢lanku [8].

2.3 Rychlost nukleace

Zde uvedené rovnice popisujici nukleaci vychazi z klasické nukleacni teorie (zkré-
cené CNT). Jednou ze zdkladnich praci, ze které vychazi i rovnice (|1.20)), je [20].
Zde uvedené odvozeni vSak vychézi z préace [14], sekce 2.1].

Jak jiz bylo uvedeno v uvodu sekce [2.2] tvorba shluku molekul vodni péry
je Tizena kinetickymi procesy. Jednim ze zdkladnich predpokladu CNT je, ze
kinetickym pohybem dochézi k pouze k interakci mezi shluky molekul (n-mery)
a samotnymi volnymi molekulami neboli monomery. Vzajemnd interakce shluku
molekul neni v CNT zahrnuta. Interakce monomeru s n-merem vede ke vzniku
(n + 1)-meru a rychlost této interakce se znaci jako rychlost kondenzace C,.
Naopak, vypar monomeru z povrchu n-meru vede ke vzniku (n — 1)-meru a
rychlost vyparu se znac¢i E,. Schéma interakce je na obr. [2.2| Zavede-li se
oznaceni pro hustotu n-meru p,, pak lze napsat casovou bilanci n-meru jako

rozdil
9pn

= Tt — Jn, 9.42
P (2.42)
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kde rychlost nuklea¢niho ¢lenu pro n-mer J,, je dana vztahem
Jn = Cnpn — En+1,0n+1. (243)

Rychlost kondenzace C,, je dana mnozstvim molekul dopadajicich na plosny
prufez n-meru 3, (impingement rate) prendsobend pravdépodobnosti «,,, Ze se
dopadajici molekula zachyti na povrchu (accomodation coefficient). Pokud se
vyuzije predpokladu, ze n-klastry jsou sférického tvaru, a tedy diky rovnicim
vyjadiuje élen agn®?® povrch n-klastru. lze psat

C, = aagn?®3B,. (2.44)

Urceni poctu molekul dopadajicich na jednotkovy povrch za jednotku casu
vyuziva klasické kinetické teorie plynu a zde uvedné odvozeni pochazi z [27].

Necht A je uvazovany povrch, v, je rychlost molekul ve sméru = a At je
infinitezimalni casovy interval. Potom za At urazi molekuly vzdalenost v, At ve
sméru x (uvazuje se rychlost v kladném sméru osy z). Necht V = Av,At je
objem a hustota molekul (number density of the gas) o, = N/V, kde N je pocet
molekul. Potom pocet dopadajicich molekul Saas, s rychlosti v, dopadajici na
plochu A za ¢as At lze vyjadrit pomoci Maxwell-Boltzmannova rozdéleni fy;5(v,)

([26]) jako
N

BAAtv,c = VAAt,UCEfMB (Ux)dvx~ (245)
Integraci této rovnice pres vSechny rychlosti se dostane
N o (lvsl)
= —AAt—— 2.46
ﬂAAt Vv 2 ; ( )

kde se uzilo znaceni pro stfednf rychlost (Jv.|) = [ |vs| farp(vs)dv, a sudosti
funkce v, frrp(vs)

/OO UmeB(Ux)dv:c - /oo |'Ux| fMB(UJ:)dUJJ
0 0

B %/oo |va| farp(ve)dvs- (2.47)
1
= 5{lval)

Pro celkovy pocet ¢astic dopadajicich na jednotkovou plochu za jednotku casu

B pak s vyuzitim (2.47)) plati

5, - fane 1N

— et () (2.48)

Déle lze vsak ukézat (viz [27]), ze pro stfedni rychlost plati rovnice

(lva]) = %<v> = %\/i]{zf, (2.49)

kde byl pouzit vztah pro stfedni rychlost ¢astic plynu pii Maxwell-Boltzmannovée

rozdéleni rychlost{ (v) = @/% ([26]), kde m, je hmotnost molekul vodni pary.

Timto se z (2.48)) dostane

AN [Skpf [ Kb
B = AV \ mm, u 2T,y (2.50)
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kde bylo pouzito oznaceni g, = X, coz odpovida molekulové hustoté vodni pary.

Vo
Rovnice ([2.44) ma tak tvar

| kgt
C, = aaonQ/gpl 27§n , (2.51)

kde m, je molekulové hmotnost pary, p; je hustota vody a élen agn®? odpovida
povrchu n-klastru. Pravdépodobnost zachyceni monomeru Ize bez vétsich neptes-
nosti polozit a,, = 1, a proto nebude tento parametr dale uvadén.

Dalsim klicovym piredpokladem je predpoklad rovnovahy, tj. ze se s casem
nemeéni hustota n-meru a plati tak ‘%" = 0. Tento predpoklad je diskutovan
mnoha autory (napt. [10] nebo [19]). Pro zavedeni koncepce rovnovazného stavu
mezi n-mery je nutné, aby se ve spektru nevyskytovaly prilis velké ¢astice, které
by rostly nade vsechny meze. Proto byl ptijat koncept Maxwellova démona, diky
kterému se velké ¢astecky odeberou z uvazovaného systému (tento koncept je
uveden v [14] a v [19]).

Stav rovnovéhy lze vyjadiit z rovnice (2.43)) dvéma zptisoby: bud je rychlost
nukleace .J,, = 0 pro vSechna n; nebo jsou jednotlivé ¢leny nenulové a plati J, = J
pro kazdé n. Stejné jako v [I4] i zde se volime prvni zminény postup. Rovnice

(2.43) pak prechazi do tvaru

€
B, = 0ol (2.52)
10n+1

kde p¢ je hustota n-mert v rovnovazném stavu. Protoze rychlost vypafovani v
rovnovazném stavu Ef zavisi pouze na velikosti n-meru a teploté, plati rovnost
E¢ = E,. Navic je ve stavu rovnovahy tlak vodni pary rovny tlaku pfesycené
pary, coz umoznuje polozit C,, = C¢. V [19] je uvedeno, ze za predpokladu
rovnovahy bylo pozorovéano, ze i pfi nenasyceném stavu vodni pary je spektrum n-
meru blizké Maxwell-Boltzmannovu rozdéleni popisujicimu vzajemné rozlisitelné
castice a lze proto psat

AGE(”)) , (2.53)

° = pgexp | ———=
kde G¢(n) je Gibbsuv potencidl potfebny k vytvoreni n-meru za predpokladu
rovnovazného stavu. Hodnota Gibbsova potencidlu v maximu n* se ziska dosa-

zenim rovnice (2.39) do rovnice ([2.38]) a uzitim (2.35)), coz vede na

4
AG(n*) = gmrrg. (2.54)
Rovnici (2.53|) muzeme prepsat
srrio
Pr = PGexp <— 3,@9 > , (2.55)

Charakteristicka doba vzniku rovnovazného stavu n-meru je mensi nez 1us
([14]), coz je mnohonasobné méné nez samotny proces nukleace. Proto je mozné
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pouzit koncept rovnovahy mezi n-mery, diky niz se rychlost nukleace J stava pti

dané teploté a tlaku nezavislou na n. Kombinaci (2.43)) a (2.52) se ziska

Ceps,  Cops po1 P Pom

Vznik shluku molekul mé zanedbatelny vliv na hustotu molekul vodni pary
p1, ktera je tak neménna a je rovna rovhovaznému stavu p{ = p.. Sumaci rovnice

(2.56) od 1 do N’ dostaneme

N/
1 PG+1
7 =1L (2.57)

Druhy ¢len na pravé strané rovnice lze zanedbat, nebot hustota v rovnovézném
stavu roste diky do nekonecna a pro velkd N’ je hustota takto velkych
castic diky zavedeni Maxwellova démona nulova.

Ptechodem od sumace k integraci od 1 do oo tak dostaneme

© -1
J = / dn) . 2.58
( 1 Ceps (2:58)

K feseni tohoto integrélu je pouzita Laplaceova metoda (viz [21], sekce 2.4] nebo

[15, podsekce 3.3.1]). Vyuziva se zde toho, ze ¢len [exp <—Af;(9”)

(2.53]) nabyva ostrého maxima v bodé n*. Diky tomu tvoii nejveétsi prispévek
pouze hodnoty v okoli tohoto bodu a je zde mozné provést Tayloruv rozvoj

1
)] v rovnici

OAG ?AG (n —n*)?
AGn) = AG* 4+ — |, —ps(n —n" et ——————. 2.59
(0) = AG" + 2 e (0= )+ S e (259)
Druhy ¢len na pravé strané je nulovy, coz umozni prepsat rovnici do tvaru
AG(n) = AG* — (.mkpf(n — n*)?, (2.60)
5 2 1/2
kde (- = (0 AiﬁiBe)":"* je tzv. Zeldovichuv faktor. Rovnici (2.58) lze
pak zapsat s vyuzitim rovnice ([2.53|) a Taylorava rozvoje (12.60))
AG* > -
J = Cp-plexp (— > [/ exp [—Chm(n —n*)?*]dn| . (2.61)
kgt 1

S vyuzitim rovnice a predpokladu n* = %7‘(‘(7’*)3 plati pro Zeldovichuv
faktor

oa? 2
kgl ao(n*)2/3°
Diky ostrému maximu rovnice v okoli bodu n* je mozné bez vétsich ne-
presnosti rozsitit integraéni meze od (—oo, 00). Tim se dostane klasicky Gaussuv

integral a jeho feSenim spolu s dosazenim rovnic (2.51)), (2.62)) a (2.36]), s pred-
pokladem na sféricky tvar, do rovnice pro rychlost kondenzace (2.61)) vyjde

20 drrio
J = 2 ——c . 2.63
Ve ( 3@@) (2.63)
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Vyuzitim definice pro objem molekuly pomoci molarni hmotnosti vody M;, Avo-
gadrovy konstanty N4 a molekulové hmotnosti vody my
M, _my

v = - )
Napr  m

(2.64)

a uvahou, ze molekulova hmotnost vody m; je stejna jako molekulova hmotnost
vodni pary m,, dostaneme vysledny vztah

20 p? dmrio
J= | ——==" ——=c . 2.65
Wm% Pl b ( 3kBTv> ( )

Tato rovnice se od rovnice ([1.20]) lisi pouze o faktor f3,, ktery je korekci na
zavislost povrchového napéti na teploté. Tento faktor vSak neni v této praci
uvazovan, respektive plati 5, = 1 a déle se nepise.

2.4 Rychlost riastu poloméru kapky

Pro kondenzaci vodni pary v turbiné je typické, ze hmotnost vzniklych vodnich
kapicek je mnohem mensi nez hmotnost vody, kterd zkondenzuje pii rychlém
prechodu ze stavu presyceni do stavu blizkého nasyceni. Proto hraje proces rustu
vodnich kapek dulezitou roli a mél by byt v modelu zahrnut. Dalsi vlastnosti
typickou pro kondenzaci v turbinach je, ze kriticky polomér kapky vzniklé nukleaci
(rovnice (2.40))) je fddové o dva az tii fady mensi nez jeji volna draha ([10]). Z
tohoto duvodu je pro odvozeni rychlosti rustu kapky pouzita kinetické teorie.
Uvedné odvozeni vychdzi z knihy [22] sekce 16.1] a prace [23]. Cilem je odvodit
bilanéni rovnici pro sférickou kapku za predpokladu difuzniho toku molekul vodni
pary a toku energie vedenim tepla.

Proces difuze lze vyjadrit pomoci prvniho Fickova zakona, ktery vyjadiuje
rychlost zmény hmotnosti sférické vodni kapky vlivem difuze. Lze jej zapsat ve

tvaru

dmd 2 dIOv
T 4T R*D, R
kde my je hmotnost kapky, R je radidlni vzdalenost od stiedu kapky, D, je
molekularni difuzni koeficient vodni pary ve vzduchu a ipR“ je radialni gradient
vodni pary. Tuto rovnici je mozné integrovat z povrchu kapky o poloméru r, kde

R =1, py(r) = puvr, do nekonetna, tj. R = oo, p,(00) = p,, ¢imz se dostane

(2.66)

dm
— — 47 Dy(py — por)- (2.67)
dt ’
Tato rovnice vyjadiuje zakladni charakteristiku procesu kondenzace na povrchu
kapky. Pro p, > p,, dochazi ke kondenzaci vodni pary na kapce, v opacném
piipadé se kapka vypafuje.

S procesem kondenzace nebo vypafovani vodni pary souvisi uvolnéni nebo
absorbce latentniho tepla. Dochéazi tak ke zméné teploty kapky a vznika teplotni
gradient mezi teplotou povrchu kapky a okolnim vzduchem. Velikost tohoto gra-
dientu je vSak snizovana vedenim tepla z povrchu kapky, které probiha diky in-
terakci molekul vzduchu s povrchem kapky. Tento proces popisuje rovnice pro
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rychlost ochlazovani (cooling rate), kterd ma tvar

aQ , dT
T Y - 2.
P ™R K p (2.68)

kde dQ je teplo prijaté nebo odebrané z kapky a k je teplotni vodivost vodni
pary. Analogicky jako v rovnici ([2.66]) se provede integrace od povrchu kapky,
kde R =r a T = 6,, do nekone¢na, T' = 6, coz vede na tvar
d
4@ _ Arrk(6, — 6,). (2.69)
dt
Rovnice (2.67) a (2.69) popisujici tok hmoty a tok energie lze zahrnout do
bilanéni rovnice pro teplotu povrchu kapky 6,. Rovnice bilance ma tvar
dé, I dmg dQ
MmyCy—— = Lo——— — —,
T T
kde ¢, je specifické teplo kapalné vody a L je latentni teplo vyparu. Dosazenim
rovnice ([2.69)) do rovnice (2.70]) vyjde vysledny tvar pro bilanci energie v kapce

dé, dmy
dewE = LQF
Povrchova teplota kapky se vsak pii difuznim rustu meéni jen velmi mélo. To
umoznuje zanedbat prvni ¢len na levé strané rovnice. Diky tomu se tato rovnice

zjednodusi do tvaru

(2.70)

— 4dmr (0, — 0,). (2.71)

d
LQ% = drri(6, — 6,). (2.72)
Hmotnost sférické kapky je dana m, = %pﬂﬂ“g. Vyjadrenim koeficientu pro
teplotni vodivost ([23] rovnice (2.52)]) ve tvaru
Ay
K= (2.73)

~ 7(1+3.18Kn)’

kde 7 je prumérny polomér (rovnice ([1.17))) a Kn je Knudsenovo ¢islo udavajici
pomeér stiedni volné drahy castice a jejiho pruméru. Kombinaci rovnice (2.73)) a
diferencovanim rovnice pro hmotnost kapicky se ziska z rovnice (2.72)) vztah pro
zménu poloméru kapky

dr Ao 0. — 0,

— = . 2.74
dt Fpl(l + ICCKTL) LQ ( 7 )

Pro vyjadreni teploty povrchu kapky je mozné pouzit aproximacni vztah ([23
rovnice (2.44)])
0, =0, — (0, — 0,)-<, (2.75)
T
kde 6, je teplota syté vodni pary, r. je kriticky polomér (rovnice (2.40))) a 7 je

prumérny polomeér (rovnice (2.19))). Dosazenim teploty na povrchu kapky dané
vztahem (2.75)) do (2.74]) vznikne rovnice

ﬁ B Ao(bs — 0,) T —r,
dt — Lop(1+3.18Kn) 72

(2.76)
coz je vysledny vztah, ktery odpovida rovnici (1.21]) uvedené ve vychozi préci [§].
Tvar Knudsenova ¢isla je zvolen stejné jako je uveden v [§] a dany vztahem

(T.22)
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2.5 Rovnice pro tlak

Odvozeni rovnice pro tlak je dano koncepci modelu proudéni mokré pary, ktera
je slozena z vodni pary a kapek vody za predpokladu, ze vodni para je idealni
plyn. NiZe popsany postup vychézi z ¢lanku [24] apendix A.1].

Pro vnitini energii mokré pary e tvorené smési pary o vnitini energii e, a vody
o energii ¢; proto plati

e=we; + (1 —w)e, = e, —w(e, —¢), (2.77)

kde w je pomér kapalné vody a mokré pary (viz rovnice ([1.13))). Latentni teplo
L je definovano jako rozdil entalpii mezi skupenstvimi. Z definice entalpie H
vztazené na jednotkovou hmotnost, tj. pro objem V plati V' =1/p, plyne

H:e+pV:e+£. (2.78)
P

Vyuzitim této rovnice spolu s definici latentniho tepla kondenzace dostavame

\ 11
Lo=H,— H = (ev+p—)—(el+ﬂ) :ev—el—l—p(———). (2.79)

Pu Pl Pu /%)

Diky skutecnosti, ze hustota vody je mnohem vétsi nez hustota vodni pary
(p >> py), lze v rovnici (2.79) zanedbat clen 1/p;, ¢imz vyjde

€y — € = LQ — £ (280)
Po
Za predpokladu, ze vodni para je idealni plyn, pouzije se stavova rovnice pro
idealni plyn % = n RO spolu s rovnici pro vnitini energii vodni pary jako idealniho
plynu e, = nc,0. Jejich dosazenim s vyuzitim Mayerova vztahu ¢, = ¢, — R a
matematickymi dpravami se ziska vztah pro vnitini energii vodni pary e,

1
ey = cv£ S (2.81)
Pv Y= 1,011

Dosazenim rovnice ([2.81]) a (2.80) do rovnice pro celkovou vnitini energii mokré
pary na jednotku hmotnosti e (viz (2.77])) se obdrzi

e=————wlg+ wﬁ, (2.82)
p
coz je vysledny vztah pro vnitini energii mokré pary.

Rovnici celkové energie mokré pary E je potom mozné zapsat ve tvaru

1 1 1
E = pe + ép(u2 +0?%) = mpi — pwLg + wpﬁ + é,o(u2 +0?).  (2.83)

Celkova hustota smési je vyjadfena pomoci poméru kapalné vody w jako

Pv
A o
p=01—-w)p+ wp . (2.84)



Dosazenim p, = (1 —w)p do (2.83) tak vyjde rovnice

1 1 1 1
E— —p(u® 4 v? Lo = .
2p(u +v%) + pwlqg p(y—ll—w—i_wl—w) (2.85)

a jeji matematickou upravou se ziska hledany algebraicky vyraz pro tlak

_ (=D -w) 1
14wy -1 [E_§'O

(u® + v*) + prQ} : (2.86)

ktery odpovida rovnici ((1.24)) v sekci .
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3. Nespojita Galerkinova metoda

Zobecnéni metody konecnych objemu (a v podstaté i metody kone¢nych prvku)
nespojitou Galerkinovou metodou predstavuje z hlediska numerické formulace
a analyzy komplikovanéjsi pristup. Zavadi se prostory funkci po ¢astech So-
bolevovskych (broken Sobolev spaces) a veli¢iny na hranicich jednotlivych ele-
mentu se aproximuji numerickymi toky, coz je ale spoleéné s metodou FVM. Pro
odvozeni rovnic mokré pary nespojitou Galerkinovou metodou je nejprve nutné
uvést nékteré vlastnosti rovnic mokré péry, které budou pouzity pii samotné
formulaci.

3.1 Formulace problému

3.1.1 Bezrozmérny tvar rovnic

Pro numerické feSeni rovnic se ¢asto vyuziva jejich bezrozmérného tvaru. Ten
zachovava fyzikalni podobnost rovnic, ale snizuje jejich rozmér a tim klesa i vliv
zaokrouhlovacich chyb. Pro pfevedeni rovnic mokré pary do bezrozmérné formu-
lace se zavadi nasledujici charakterisické veli¢iny
x u p
! ! / / _

=T U g p_E7 o= wWw=w , (3.1)
kde L*, U* a p* jsou poporadé charakteristickd délka, rychlost a hustota. Ostatni
bezrozmérné veli¢iny jsou jiz zavislé na charakteristikych veli¢inach

t = t = L
- t_*v - mv
Q2 . 1
Q= Q5= L
? (3.2)
1 1
Qllz_*v QT: w(T+\2°
1 p (L)
Qo 1
r =0 *
QQ - 67 QO p*(L*)3

Océrkované veliciny se dosadi do rovnic mokré péary (1.18)) a dostane se bezrozmérny
tvar

% +div’ (p'Qyv') = J'

ag?,l) +div' (P Q') = TQJ’ﬁ + f’p’%ﬁ

a(ggé) +div’ (P Qyv') =2 (ﬁ)Z + 27"’,0’@’1# B9
6%;;0/) +div’ (pw'v') = %W@E(Té)gJ ’ (ﬁ) i Amoipi' @, RZPT
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kde symbol ’ zna¢i bezrozmérné veliciny E| Symbol 7 je Poissonova konstatnta,
Re a Pr oznacuji bezrozmérné Reynoldsovo a Prandtlovo ¢islo definované jako

* *L*
Re:pU , pr="2

; == (3.4)

Cleny na pravé strané rovnice ([3.3)) jsou vyjadfeny pomoci charakteristickych
veli¢in vztahy

p/ _ p g — 0 o — g
(U*)Qp*7 (U*)2’ p*(U*)QL*’ (3 5)
Lo = Lo m = |

(=) " pr (L)

Dosazenim charakteristickych veli¢in do rovnice (2.65)) pro rychlost nukleace se
dostane

J U*
J ==, J'= :
J* (L*>4
co(L*)3p* 3.6
20 (T (36)
S A A e T |
pro kriticky polomér (rovnice (1.23)))
, Te . L*c, , 20’
ro = — T = r = -
c ’I":’ c Rv ) c 9’9/ In (p_Q) ) (37)
v Pl
pro prumeérny polomér (rovnice ((1.17))
¥ = (3.8)
pro Knudsenovo ¢éislo (rovnice ((1.22)))
K —1 \/ 270!
K= B0 g YOO e VT (3.9)
Kn* Re 4r'pl,
a rychlost rustu kapek (rovnice ([1.21)))
' A 0 — 0 T — L)
/';_/ — ‘L’ fr* — _ 7;,/ — ( S ’U) _7 1 (310)
i cop* L* Lipp(1+ 3.18Kn'Kn*)  (7)?
Zbyva jesté uvést bezrozmérny tvar stavové rovnice (|1.19))
1 /

Rovnice mokré pary jsou timto prevedeny do bezrozmérného tvaru a mohou
byt ptidany k bezrozmérnym Navierovym-Stokesovym rovnicim. Velikost charak-
teristickych veli¢in je uvedena v kapitole [4

IDerivace v operatoru divergence se uvazuji bezrozmérné %.
K3
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3.1.2 Schématicky zapis modelovych rovnic

Nyni Ize Navierovy-Stokesovy rovnice v bezrozmérného tvaru (viz [I, subsekce
9.1.1]) arovnice mokré pary (3.3]) prevést do tvaru E], ktery se vyuziva pii diskretizaci.

2 2
w s(w s(w, Vw
aé)_t + Z —afa;is ) _ ; OR,(w, V) (aa;sv )4 q(w), (3.12)
kde _ _ _ _
P PUs
pUL pU1Vs + 015p
pU2 pz)zvs + )52519
E E + p)us
w= pw Fs(w) = PV ’
pQ2 pQ2vs
pC1 pQ1s
| pQo | pQovs |
_ 0 -
T
T
Rs (wa V'UJ) = Zi:l UkTSUk + RJPT adai )
0 (3.13)
0
0
- 0 -

o O OO

3 . 3
(5) +aomQuion ()
2
red (ﬁ) +2pQ17 (775,
Te ﬁ + pQor 75;

Vektor w se oznacuje jako stavovy vektor, vektory fs a R, pak jako nevazké a
vazké toky a q(w) jako zdrojovy vektOIﬂ Bezrozmérny tenzor napéti 79 je dan
7 rovnice vztahem 79 = -7,

Tato soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic se uvazuje na oblasti Q C R?
a casovém intervalu 0 < T < oo, souhrné oznacéenou’] Q7. Oblast 2 je v jednom
sméru ohranicend (oznacen z7) a v druhém je tvofena periodickou okrajovou

podminkou (z2) viz obr. [3.1]

2Symbol / déle se jiz nebude psat a viechny veli¢iny budou uvazovany v bezrozmérném tvaru.

3Parametrizujici ¢leny J, r. a 7 vektoru q jsou funkcemi w, ale pro piehlednost nejsou
uvedeny jejich argumenty.

4Jedn4 se o bezrozmérné veliciny.
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Figure 3.1: Vypocetni oblast lopatkové miize SE1050. Prevzato z [2]

3.2 Zakladni vlastnosti rovnic

Rovnice mokré pary jsou rozsitenim Navierovych-Stokesovych rovnic o
transportni rovnice se zdrojovymi ¢leny. Protoze transportni rovnice jsou special-
nim piipadem Navierovych-Stokesovych rovnic, maji proto rovnice mokré pary
podobné vlastnosti. Nize budou uvedeny ty vlastnosti, které jsou duleziti pro
prostorovou semidiskretizaci rovnic mokré péary. Sirsf pojeti véetné nize uve-
deného lze nalézt v [1], [5] nebo napt. [7].

Vektorové toky fs, Rs a zdrojovy vektor g jsou definovany na oteviené
mnoziné D C R8, kterd musi splitovat fyzikalni pozadavky na kladné hodnoty
hustoty, energie, tlaku a podilu kapalné vody a kapalnych momentu

3
D= {U}GRg wy > 0, w45678>0 w4 Z
=2

Qw— + Lows) >0}, (3.14)
Navic fs, R, € (CY(D))® a q € (LY(D))".

Implementace rovnic mokré pary do modelu znamenda nejprve zformulovat
rovnici v semidiskrétnim tvaru, diskretizovat ¢asovou derivaci a cely pro-
blém prevést na feseni nelinedrni algebraické soustavy rovnic, kterou pak nasledné
vytesit. K tomu se vyuzivaji dulezité vlastnosti Eulerovych, respektive Naviéro-
vych-Stokesovych rovnic, které v pozménéné podobé plati i pro rovnice mokré
pary.
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3.2.1 Zakladni vlastnosti nevazkého toku

Zakladni vlastnosti pottebnou pro semidiskretizaci a dalsi tipravy rovnice (3.12)
je derivace nevazkého toku fs. S vyuzitim véty o derivaci slozené funkce plati

Zaggﬁ:") ZA 8903 (3.15)

s=1 =

kde A, je Jacobiho matice 8 x 8 dand vztahem

D (w)

As(w) = Dw

(3.16)
Dalsi vyznamnou veli¢inou je fyzikalni tok P. Ten je dulezity, protoze je pri
implementaci nahrazovan numerickym tokem (sekce [3.3.2.1]), ktery predstavuje
dulezitou konstrukci DGM nebo FVM metody. Fyzikalni tok je definovan jako

2

P(w7n) = Zfs(w>ns; (317)

s=1

piicemz m C R? je normalovy vektor. Kromé samotného fyzikdlnfho toku je
potieba vyjadrit i jeho Jakobidn P, pro ktery plati s vyuzitim (3.16])

DP“’" ZA P(w, n). (3.18)

Matice P pak mé pro rovnice morké pary ve fyzikdlnich velicindch nasledujici tvar

0 s N9 0 0
Py Poy  Poz Poy Pos
P3; Psy  Pgz3 P3y P35
Py Py Pug Py Pys

—wv-n  wn;  wWng 0 v-n

0 0 v:'n

—@Q1v-n Qng Qny 0 0 0 wv-n
—Qov-n Qoni Qong 0

S OO OO

. (3.19)

OO OO oo
DO DO OO oo
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kde jednotlivé ¢leny jsou ve tvaru

(-1 g 1 vt
P21—1+w(7_1) {1+w(7—1)p po+ (1 —w)= 1 —vi(v-n),

_ (v=1D( —w)

P22—|:1— 1—{—(,0(’}/—]_) :|’01TL1—|—V'1’1,

IR\ s .

Po3 = ol =) 9Ny + ving,
IP)24:(7—1)(1—00)”1’
l+w(y—1)

I e VN e B | .
25_1+w(7—1)[ EE ey LR >L]’

(=1 7 —w Uit Ny — v9(V -1
P3; T w(y—1) [1+w(7—1) po + (1 ) 5 } 2 — Vs ),
Pay =von; — _1)<1_w>v n
3 =M = Ty e

B (-1 —w)

IP’33—{ — Ty —1 :|’UQ7’L2+V n,
G-D-w)
34 T To(—1) 2,

(=D g 1
B =1 om0 {_1+w(7—1);p0+(1_w>L}n2’
pp—_+ 1
Yl w1y

y(y—1) 2 2
O =B+ (- DL - whple} + o - wLo)| (v w),
1 1 vi + 03
Pu o 74 000 (g ke
—(7_1)(1_W)1)1(V-1’1)
Il+w(y—1) ’
IS N
]P43—— 1—|—w("y—1) ’UQ(V )—|—
1 1 vi + 03
PSR E— {7E+(7—1)(1—w)p(— 5 +WLQ>]"L27
4 = 1 ( 'n)
l+w(y—1) ’

(=1 g 1

IP)45—1er@_1) [—1+w(7_1);p0+(1—w)L] (v-n),

(3.20)
v2 42
kde Po = E— p% + prQ.
Dalsi dulezité vlastnosti nevazkych (Eulerovych) ¢lenu vyuzité pii semidiskretizaci
rovnic mokré péary jsou (viz [I, Lemma 8.6] nebo [5 podsekce 2.1])

a) Euleruv tok f, a fyzikalni nevazky tok P jsou homogenni zobrazeni prvniho
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radu, tj.
filoaw) =af (w), a>0,

3.21
Plaw,n) =aP(w,n), o #0. (3:21)
Diky homogenité pak navic plati dilezity vztah
w) =A,(w)w,
() =A, (w) 52

P(w,n) =P(w,n)w.

b) Matice P mé pouze redlna vlastni ¢isla \;(w,n), i = 1,...,8 (viz podsekce
a je diagonalizovatelnd. Existuje tedy reguldarni matice T(w,n)
takova, ze jejiz sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory matice P a plati
rozklad

T'PT = A, (3.23)

kde A = diag(\y, ..., Ag) je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly na diagondle.
¢) Rotacni invariance systému rovnic - pro vhodnou transformaci systému sou-

fadnic ve tvaru & = Q(n)x + 6 s matici rotace Q a vektorem posunutim
o € R3 pak pro rovnice mokré pary ve ve 2D plati

P(w,n) =Y f(wn,=Q '(n)f,(Qn)w)
o=t (3.24)

kde matice rotace Q(n) je ve tvaru

1 0 000000
071171200000
0 —ny m, 00 0 0 0
0 0 0 10000
Q=14 o 001000 (3.25)
0 0 0 00100
0 0 0 000T10
0 0 0 0000 1
10 0 00000
Onl—ng()OOOO
071271100000
. 00 0 10000
Q=100 0 01000 (3.26)
00 0 00100
00 0 00010
00 0 00001

Tyto vlastnosti budou dale vyuzity pii konstrukci numerického toku v podsekci

B.3.4T
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3.2.2 Vlastnosti vazkého toku

Obdobné jako pro nevazké toky f., plati podobné rovnice i pro vazky tok R;.
Rovnice mokré pary vsak neobsahuji zadné cleny odpovidajici vazkému toku, a
proto rozsiteni vazkého toku o slozky mokré pary znamena pouze rozsitit vek-
tor R, pro Navierovy-Stokesovy rovnice nulami a zbylé ¢leny nechat bezezmény.
Dulezitou vlastnosti vazkého toku je moznost formalni zmény zapisu

2

R,(w, Vw) =) K, i(w)

k=1

S—Z, s=1,2, (3.27)
kde K x(w) je matice 8 x 8. Struktura téchto matic odpovida maticim 4 x 4
pro Navierovy-Stokesovy rovnice uvedenym v [II, sekce 9.1], které jsou rozsireny
nulami na matice 8 x 8, nebot slozky mokré pary nemajf zadné prvky odpovidajici
vazkym clenum. Protoze kromé rozsiteni matic nulami nedoslo k zadné zmeéneé,
nejsou zde tyto matice explicitné uvedeny.

3.3 Diskretizace rovnic mokré pary

K odvozeni prostorové semidiskretizace pro nespojitou Galerkinovu metodu je
potieba nejprve zavést znaceni, které bude dale uzivano a je shodné se znacenim
pouzivanym v [I]. Nasledné je provedena semidiskretizace rovnic mokré pary
spolu s uvedenim zdkladnich vlastnost{ rovnic (podsekce a ¢casova diskreti-

zace (zminéna v podsekei [3.3.3)).

3.3.1 Znaceni a prostory funkci po ¢astech Sobolevovskych

Rovnice mokré pary jsou uvazovény na polygondlni oblasti {2 viz obr. [3.1] Na
oblasti 2 se uvazuje pokryti vzdjemné disjunktnimi trojihelniky (obecné sim-
plexy) tvorici triangulaci .7}, . Symbolem .%;, se ozna¢i mnozina vsech hran I’
prvku K (trojuhelniku) triangulace .7, (K € .7,). Mnozina %, se uvazuje jako
sjednoceni .7, = Z1 UZWV U.Z] UZ?, kde Z] je mnozina vsech vnitinich hran
I' € 2, Z}V mnozina hran na pevné sténé I' € 0y a F; resp. .Z mnozina
hran na vstupu I' € 0f2;, resp. vystupu I' € 9§2,. Vstup a vystup se souhrnné
oznadl jako Zj° = F}i U .F? stejné jako obecné oznaceni FF = FWV U Z/° pro
hrany obsazené na hranici 0f2. Ke kazdé hrané I' pak nélezi normalovy vek-
tor np. Jeho orientace odpovida pro I € Z orientaci vngjsi normdly 92 a pro
I' € Z] jelibovoln4, ale pevna. Hranice 2, a (2_ predstavuji periodické okrajové
podminky, kde pro I't € 2, a '™ € _ plati I'" = {(x1, 22+ q); (v1,22) € "},
kde ¢ je velikost periody ve sméru x,.

Nad triangulaci .7}, se zavadi prostor vektorovych funkci po ¢astech Sobole-
vovskych (broken Sobolev space)

H(2,2,) = (H(2, 7,))",

9 5 9 (3.28)
H*(£2,. %) ={v e L°(12), v |xe H(K)VK € 3},

kde H?(K) = W?2%(K) je Soboleviiv prostor pro skaldrni funkce na jednotlivych
elementech triangulace K. Numerické feseni se vSak uvazuje v prostoru s konecnou
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dimenzi. Zavadi se proto nad triangula¢ni siti .7, koneénédimenzionalni prostor
vektorovych funkef po édstech polynomidlnich Sy, C H?*(£2, %), kde

Sip(2, ) = (Sip(2, T))°

Snp(2, T) = {v € L*(22), v |g€ pp(K;VK A (3.29)

kde Sy, znaci prostor vSech polynomu stupné p na elementu K.

Zéroveil se piredpokladd, Ze pro kazdou hranu I’ € .F! existuji elementy
K}L), K}R) e D, e I’ C K}L) N K}R) a ze element K}R) lezi ve sméru normaly
nr a K}L) ve smeéru opacném.

Pti odvozeni nespojité Galerkinovy metody je nutné znat hodnoty velic¢in na
hranicich elementu, které vsak mohou byt pii prechodu z elementu na element
nespojité. Zavad{ se nasledujici znaceni. Pro vnitin{ hranu I € F] se zavddi
znaceni w%) jako stopa w |K(L) na hrané I, stejné tak 'w}R) jako stopa w |K(R)
na hrané I'. Lze tedy zavést (gznaéenl' pro aritmeticky prumér '

I @ R
(w)r = 5w +w") (3.30)
a rozdil funkc{ na hrané
[w]r = w(FL) - w(FR). (3.31)

Pro I' € ZP pak plati [w]r = (w)r = w |p. Spodni index [|r,()r a nr

se nepise v pripadé, ze uvedené vyrazy jsou argumentem integralu ptres hranu

Jr---dS. Podobné pro hranu na hranici oblasti I" € .#7 znac¢i wf stopu w |, )
r

na I', kde K\ € 7, splituje I € Kt non.

3.3.2 Semidiskretizace nespojitou Galerkinovou metodou

Pro odvozeni prostorové diskretizace se postupuje zpusobem uvedenym v [I].
Cilem je odvodit slabou formulaci rovnic mokré pary.

Necht tedy existuje dostatecné reguldrni feseni z Bochnerova prostoru w €
C' ([0,T); H*(2, %,)) splijici rovnice mokrd péry (3.12). Pro slabou formu-
laci se pak tato rovnice prendsobi testovaci funkci z prostoru funkci po ¢astech
sobolevovskych ¢ € H?*(£2,.7,), integruje se pies element K € .7, a pak se pres
vSechny elementy K vyscita. Tim se dostane

Hw 2. 0f ,(w) B
Z/Kawod:c—l—%/[(;—&xs - pdr =

Ke,

) (3.32)
OR;(w,V
=Y [ RT3 [ atw) e
Keg, YK s=1 Ls Keg, VK
Tato rovnice se formalné prepise do tvaru
ow .
Z —— ~pdr + Inv+ Vis 4+ Src =0, (3.33)
x Ot

Ke,
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kde prostorové derivace vazkych a nevazkych toku se pouzitim Greenovy véty
prevedou na integraci pfes hranici

0, &
Inv = Z/K;%;w)-godxez Z/aK;fs(w)ns'SOdS—

Ke, Ke7,

- ZKG% fK 25:1 Js(w) - %‘%dx

2
. 8Rs(wavw) Green
Vis = E /K SEZI BT cpdr =

Ke, )
- ZKEyh f@K 22521 Rs(wa vw)nsa' 90d8+
+ ZKE%L fK Zs:l RS(w7 vw) : a_;’;dl'

Sre=—Y /Kq<w)-<pdx

Keg,

(3.34)
kde ng, s = 1, 2 jsou slozky normalového vektoru k 0K . Protoze na vazké ¢leny lze
nahlizet jako na perturbaci Eulerovych rovnic ([2]), je prostorové semidiskretizace
nevazkych a vazkych ¢lenti provedena zvlast.

3.3.2.1 ['J'prava nevazkych ¢lent Inv

Pro aplikaci okrajovych podminek se v rovnici (3.34)) rozdéli integrace ptes vsechny
hrany v ¢lenu Inv na integraci pres jednotlivé typy hran. Clen Inv ma tak tvar

-3 [ S ftw) e [ S fatwhnr - elas+

Ke, Fe,?}f

+ ) /P Z; fs(w)np, - pdS.

rezp

(3.35)

Zde se vyuzilo toho, Ze integrace pres vnitini hrany je integrace pocitana dvakrat,
pokazdé ale s opa¢nou normalou n(pLz = —ngi,) a ze pti formalnim predpokladu

dostatecné reguldrniho feseni w plati f (w™) = £ (w™). Lze tedy psat

2
2. /Fz(fs(w(”) @ ® — fo(w ™) - Py dS =
regf s=1

(3.36)

2

- Z /Zfs('w)nr,s'[go]dS.

rezf I s=1

Nyni se zavede jiz zminény numericky tok dany jako vektorova funkce H predpisem

2
/ > fa(w)nr, - @dS & / H(w® w® np). @ds, (3.37)
I's4 r

ktery se pouziva k urceni fyzikalniho toku na hrané I'. Numericky tok vy-
jadfujici hodnoty na hranach je z hlediska nespojité Galerkinovy metody i metody
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FEM velmi dulezity, protoze jeho volba muze ovlivnit chovani metody. Kromé
vhodnych numerickych vlastnosti musi splnovat i fyzikalni predpoklady pro reg-
uldrni fesenf - spojitost, konzistentnost a konzervativitu (viz napf. [I] nebo [7]).

3.3.2.1.1 Nevazké okrajové podminky
Pro hrany I' € 92 je nutné urcit hodnoty vné oblasti w% ), které jsou obsazeny
v numerickém toku. Ty se lisi podle typu hrany a vhodnosti pouziti.

Nepropustna sténa
Pro I' € F[, je jednou z moznost{ jak aplikovat podminku v-n = 0 je zavedeni
nevazkého operdtoru zrcadleni (Inviscid Mirror Operator) jako w(FR) =N (w%L))
([T, sekce 8.3.1]). Tento operator pro nevazké ¢leny se zavadi s pomoci vektoru
vl = v—2(v-n)n, ktery m4 stejnou tangencialn{ slozku, ale opaénou norméalovou
slozky oproti vektoru v. Operator zrcadleni je pak zavedeny tvarem

%(’UJ) = (p7 pULaEapwapQ%leapQO)- (338)

Pro numericky tok na pevné sténé tak plati

H(w® w np) = Hw, #(w),n) = fi(w n). (3.39)

Vstup a vystup
Pro I' € Z° je obecné tézsf urcit hodnotu w} Zde je zvolen ptistup zalozeny
na reseni hnearlzovaneho Riemannova problému, kterd vychazi ze znalosti vhodné
zvoleného vektoru wpe predepsaného na casoprostorovém intervalu (9£2; U £2,) x
(0,T). Podrobnéjsi popis metody je uveden v [I] nebo [7]. Schématicky lze zapsat
zavedenim operdtoru feseni Riemannova problému %%

= B (w'" wpe). (3.40)

S vyuzitim vyse uvedené formulace okrajovych podminek (3.39) a (3.40) lze
cleny z (13.35)) preformulovat a zavedenim formy b, (w, ) zjednodusené vyjadrit
jako

2

br(w, p) :=— Z / Zfs(w) : g—;’;dx

Ke, K s=1

Ly / ZH B w®) np) - [plds

rezl” " s=l1

(3.41)
+ Z /Zfs wr nFs pdS
rezlv
+ ) /ZH L) BRP (w) wpe), nr) - [p]dS
Feﬁ?w
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3.3.2.2 ijrava vazkych ¢lenu Vis

Odvozeni probiha obdobné jako pro nevazké ¢leny. Integral pres hranici elementu
K se v rovnici (3.34]) se rozepise podle typu hran

Z/ZR w, Vw)n, - dS = Z /Z (w, Vw))ng - [@]dS+

Ke, rezl

(3.42)

kde sttedni hodnota pro I' € #! byla zavedena formélné diky tomu, ze w €
H?(£2). Tim je zarucena spojitost R, na (2 a plati

R, (w vw'?) = R, (w® vw'®) = (R,(w, vw)). (3.43)

Clen [¢] byl odvozen stejné jako pro vazké cleny vyse. Pii analyze hranicnich
integralu se podobné jako pro vazké ¢leny vyuziva okrajovych podminek.

3.3.2.2.1 Vazké okrajové podminky
Pro vazké ¢leny odpovidajici ¢lenum Navierovych-Stokesovych rovnic jsou na
hranicich dany nasledujici hodnoty

o 00
P = Pext; V1 =Vlext, V2 = V2ext; Z Z UkTs =0 na (9.(2
P e RePr on
2
ol
ZTsvknk =0,s=1,2, o =0 nad, (3.44)
n
00
U1:1)2:0’ _0 naaQW’
on

kde spodn{ index . znaéf pifslusné zvolenou funkei. Cleny odpovidajici mokré
pare, které jsou pii této formulaci pro vazky tok identicky nulové, nemaji proto
zadny vliv na tento zpusob zapisu okrajovych podminek.

Takto zvolené podminky pak zarucuji, ze (viz (3.13)))

Rs(w, Vw)|py, =0 (3.45)

a 7e na pevné sténé lze zavést matice K%, (w) vychdzejici z rovnice (3.27) a
splnujici

0
Z;:l TN
Zs:l TosTs 9
Ry (w, Vw) oo, = 0 =3 K, (0w) 22| (3.46)
s(w, 0w 0 : 2 s,k Dz, O - .
0 =1
0
L 0 -
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Tyto matice jsou vyjadreny v [Il, sekce 9.1.2].
Diky rovnici (3.45)) je zaruceno, Ze na vystupu je clen z rovnice (3.42)) nulovy,

nebot plati
Z /ZR w, Vw)ng - dS = 0. (3.47)

rezp

Rozepsanim vyrazu (3.42) podle piislusnosti hran k okrajovym podminkam
s vhodnym zavedenim stfednich hodnot a skokovych funkci (obdobné jako u

nevazkych ¢lenu v podsekci [3.3.2.1)), aplikaci vztahu (3.27) na objemovy inte-
grél a zavedenfm formy aj(w, o) se dostand’|

(3.48)

Daéle se zavede penaliza¢ni ¢len pro vnitini a okrajové hrany (Interior and
Boundary Penalty) J7, ktery je pii formélnim predpokladu dostatecné hladkého
feSeni roven nule a ktery ma tvar

Jp (wn, @) Z/ olwy] - [p]dS

rez}
+ Z / wh — ’th QOhdS + Z / wh — Wy, B) “//(goh)dS,
rezj regl

(3.49)
kde wy, g je hodnota stavového vektoru na hranici vychazejici z okrajovych pod-
minek (3.44)) prepsand do tvaru

wy, B|F = L%’Rp(w,(f}, ’(UBC)T I'e & f

(3.50)
wyplr = (p1,0,0,p%0% 0,0,0 O)T I'e 7

Operator ¥ slouzi k penalizaci prvku w s Dirichletovou okrajovou podminkou na
pevné sténé a o je vhodné zvoleny vahovy faktor (podrobné [I podsekce 9.2]).

Celkove lze tedy prepsat vazky ¢len Vis z rovnice (3.34]) pro dostateéné hladké
feseni w jako

Vis = ap(w, ) + I (w, ) Vo € H*(2,.7,). (3.51)

®Neuvazuje se vnitini Galerkinova penalizace (typ stabilizace IIPG, © = 0) viz [I].
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3.3.2.3 ijrava zdrojového ¢lenu Src

Pro shodu s vazkymi a nevazkymi ¢leny se clen Src oznaci formou s, jako

-y / ) - du, (3.52)

Kegy,

kde forma sj je ve svém prvnim argumentu nelinearni.

3.3.3 Casov4i a prostorova diskretizace problému

Pro formulaci diskrétnfho tvaru rovnic mokré pary (3.12)) se zavede v (L*(£2))®
skaldrni soucin (-, -) vztahem

(w, ) = /Q'w - pdr. (3.53)

S jeho vyuzitim se rovnice (3.32)) prepise s pomoci (3.41) a (3.51)) zapise jako
soustava obycejnych diferencidlnich rovnic

%(w(t)a (p)—th('lU(t), QO)—FG,h('lU(t), ¢)+JZ(w(t>7¢)+Sh<w(t)u 90) =0, (354>

kterd plati pro dostateéné reguldrni fesenf w a ¢ € H?(12,.7,). Do této rovnice
se pridaji dodatecné formy B, v, : Spp X Shp X Spp — R, které jsou linedrni ve
svém druhém a tretim argumentu. Fyzikalné odpovidaji umélé vazkosti a slouzi
ke stabilizaci feSeni v oblasti razové viny. Podrobnéji jsou popsany v [1 podsekce
8.5.2]).

Nyni 1ze kone¢né zavést findlni formu ¢, zahrnujici vSechny ¢leny nespojité Galerki-
novy metody jako

cn(w, @) =ay(w, p) + by(w, p) + J7(w, ) + sp(w, @)

3.55
+/8h(w7w7§0)+’7h(W,w,(p>. ( )

Pro odvozeni vztahu (3.55) se predpokladala existence dostatecné regularniho
fesenf w(t) € C' ([0,T); H*(2,%,)) a ¢ € H*(2,%,). Pro nalezeni numer-
ického Teseni se aplikuje Galerkinova metoda aproximace feseni, kdy se zavadi
kone¢né dimenzionalniho prostor Sy, € H?(§2, 7;,) polynomialnich funkef (rovnice
(3.29)), ve kterém se predpoklada, ze Vt € (0,T) je w(t) € Sp,. Muze se proto
zadefinovat vektor wy, : 2 x (0,T) — R® a problém se s vyuzitim ((3.55))

prevede na tzv. semi-diskrétni problém

wy, € Cl([O,T], Shp)>

d
(W), @1) + en(wi(t), @) = 0 Vg, € Syt € (0,7), (3.56)
w;,(0) = Pyaw’,

kde P,w" je projekce pocatecni podminky w’(x), € 2 na prostor Sy,
Problém predstavuje soustavu obyéejnych diferencidlnich rovnic. V této
praci je pro jeji feSeni zvolena zpétna Eulerova metoda jako nejjednodussi pripad
obecngjsich zpétnych n-krokovych metod (BDF metody). Ty lze pfi pouziti stan-
dardniho déleni ¢asového intervalu [0, 7] na ¢asové hladiny 0 = tg < t; < 12 <
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o < t, =T, kde 7, = t, — 1}, je casovy krok a wf = wy,(t), zapsat pro problém
B.50)
wZ S Shp, k=1,.

Zaklwh L op) +en(wh(t), ¢,) =0 Ve, € SVt € (0,T), k=mn,...,r
1=0
w’) = Paw’,

(3.57)
kde ay; jsou koeficienty koeficienty BDF metody. Vektor w?} splitujici se
nazyva piiblizné feseni problému [3.12] Poédtecntho hodnoty w!, € Sh,, | =
1,...,m — 1 jsou spocteny vhodnou ménékrokovou metodou. FEulerova metoda
pak predstavme neuednodusa prlpad kdy n =1 a a9 = 1,041 = —1 pro Vk.
Stavovy vektor w? spliujici (3 se nazyva priblizné feseni. Pro jeho ziskani je
treba vyftesit rovnici , které pi"edstavuje soustavu nelinearnich algebraickych
rovnic jejiz postup feseni je nastinén v nasledujici sekci.

3.3.4 Metoda reSeni nelinearni algebraické soustavy

Zde uvedeny postup (viz [I]) feSeni rovnice (3.57)) vychézi z Newtonovy metody
feSeni nelinearni soustavy rovnic, oproti které ale nevyzaduje konstrukei Jakobiho
matice a na misto ji pouziva matici toku (Flux Matrix).

Metody zalozené na Galerkinové aproximaci vedou ke konstrukci konecnédi-
menzionalniho podprostoru, ve kterém se hleda priblizné feseni pomoci zavedeni
baze tohoto podporostoru. Necht tedy Ny, je dimenze prostoru Sj, a mnozina
By = ;i = 1,..., Ny, je jeho béze. Stavovy vektor wf € Sy, lze potom v této

béazi zapsat jako
Nip

=2 (@) (3.58)

kde &7 jsou bazové koeficienty. Dosazenim (3.58) do rovnice (3.57) a volba
testovaci funkce jakozto bazovych funkei ¢, vede k zavedeni vektorové funkce
F}, : (RVw)™ x RN — RVwe | kterd formalné nahradf rovnici (3.57)

Frn({&k—1}1:&k) Zakl’w ;) Fen(wh ) =0, k=mn,..r

(3.59)
Rovnice predstavuje systém algebraickych nelinearnich rovnic a zaroven se
jedna o implicitni metodu feSeni puivodniho problému. Pro jeho feSeni je zvolena
tzv. modifikovand Newtonova metoda (Newton-like method, [1, podsekce 8.4.3]).
Jedna se o metodu feSeni soustavy nelinedrnich rovnic vychéazejici z Newtonovy
metody, ale namisto vypoctu Jakobiho matice se linearizuje formu cp,(wy, @)
danou vztahem a zavadi matici toku (Flux Matrix). Pti tomto postupu se
definuje forma ¢f : S hp X Shp X Spp — R, kterd je linedrni ve svém druhém a
tretim argumentu a plati

lin. arg.

A~ ~
ch(wy, @) = cr (wh, W, P) — en(wn, @) Yws, @, € Shy. (3.60)
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kde forma ¢ : Syp X Spp — R je rezidudlni forma. Protoze ¢, je dana souctem
forem odpovidajicimi riznym ¢clenum (viz rovnice (3.55))), spociva lineariace ¢y,

vvvvvv

forma by,.

3.3.4.1 Linearizace formy b,

Postup linearizace formy b, (rovnice (3.41))) je formalné stejny jako v rovnici
(3.60). Nejprve se zavede znaceni

::/171
bu(wn, ¢p) =~ Y / > Folwn): 6xhd$
Keg, K s=1 s
::l(]Q
7 2 o
+ Y [ H@ vl nr) - p)as
regj Fe=1
- (3.61)
7 2 o
SO DA DR
regy /T s=1
=4
2 Y
+ Z / ZH(w,SL),%’RP(ng),’thc)anf) -[pnldS .
; r
regpe " s=1

Clen 7, je linearizovén s vyuzitim homogenity Eulerova toku (3.22)) jako

2
__ _ 0
nlL(w}“ wy, soh) = — Z /K ;As(wh)wh . a%tdl’ (362)

Ke,

Linearizace ¢lenu ny se provede pomoci vhodné zvoleného numerického toku
H'. Pro rovnice mokré pary je pouzit Vijayasundaramuv numericky tok Hyg (|1
sekce 8.4.3] nebo [7]). Ten je spocten s vyuzitim rotacni invariance matice ([3.24))
a diagonalizovatelnosti matice P(w, n) (3.23). Déle se vyuzije pfepisu matice A,
podle [24]

0 1 0 0 0 0 0 O

a1 v(2—a) —awvy e ass 0 0 O

—V1Us Uy U1 0 0 0 0 O

A vi(ag +vi— H) H—avi —avivs vi(l+a) viags 0 0 0
e —wuy w 0 0 vy 0 0 0 |’

—QQ’Ul QQ 0 0 0 (%1 0 0

_lel Ql 0 0 0 0 U1 0

—Qov1 Q0 0 0 0 0 0 v

— <

3.63)
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kde

2 2 E
aglzwécQ—vf+aU1+v2, ags = aLg — dc?, 62:E7 H:j
2 p p
(== 1 1
C l4wly—1)" S (1—w) (1 +wly—1))
(3.64)
Vlastni ¢isla matice A; jsou
)\1 = V1 — é, )\2 = + é, )\3,4,5,6,7,8 = U1 (365)

2 2
pii znaceni ¢ = \/ a(H+wLg — %) Potom matice vlastnich VektorﬁH Ty, a

jejl inverzni matice ’]1“&11 maji tvar

1 1 1 0O 0 000
vy —¢ v+ ¢ (o 0O 0 000
Vg () Uy 1 0 000
2 2
T, — H—veé H+ve 232 —Low v 15 0 0 0
! w w w 0 1 000
Q2 Q2 0 0 0 100
1 o 0 0 0 010
Qo Q0 0 0 0 001
e +1-8-n Hodew) 2 4w 000
Heme1-2-y e g2 b0
%4y _u _u2 1 —m5 00 0
T-1 — —Vg 0 1 0 0 0 0O
Av —w 0 0 0 1 000 |’
_QZ(l_ﬁ_ﬂ) _ Qo _ v2Q2 Q2 _ Qarys 10 0
_Q1<1_ﬁ_ﬂ> _ vl 0@ Q1 _ Qirss 010
_Qo(l_é_Z) _Ulao _U2220 é _QOZT45 00 1
(3.66)
kde?“45:W—LQ,?JZ—HﬂLU%—FT%w,z:—H+¥—LQwazéroveﬁ

musi platitﬂz # 0. Diky témto vlastnostem je mozné matici P danou rovnici
(13.18]) zapsat jako

=T :=T—1!
P(w,n) =Q ' (n)A(Q(n)w)Q(n) = Q' (n)Tx, AT, Q(n), (3.67)

kde matice T a T~! jsou matice vlastnich vektoru P z rovnice (3.23), A je di-
agondlni matice vlastnich ¢isel danych vztahem (3.65) a matice Q@ a Q' jsou

dény vztahy (3.25) a (3.26]). Rovnici (3.67)) lze dédle prepsat jako matici PT a a

P~ odpovidajici rozkladu matice P pro kladna a pro zaporna vlastni ¢isla

Pt = TA*T !, (3.68)

2 2
6Matice uvedend v élanku [24 rovnice (32)] m4 ¢len t43 = vl;% + Low. Potom ale neplati

TT! = Id.
"Jak se ukdzalo pii numerické implementaci, podminka na nenulovost z byla vzdy splnéna.
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kde \J = max()\;,0) a A\; = min(\;,0) pro i = 1,...,8. Vijayasundaramiiv
numericky tok je potom dén vztahem

w1 + Wo
2

wq + wo

Hys(wy), wy, n) =PH( 5

,n)w; + P~ ( , )W (3.69)

Dosazenim této rovnice lze clen 7 z (3.61) linearizovat vyrazem
Lz _
Up) (wh7 wh,‘Ph) -

S| S P @) nr)wil + P (@) nr)wy - [@,]dS.

rezi’1 s=1

(3.70)

Clen 73 ze vztahu odpovidajici integraci pfes nepropustnou sténu se

pri pouziti nevazkého operdtoru zrcadleni .# (vyraz (3.38)) linearizuje aplikaci

vyrazu a dosazenim konkrétniho Vijayasundaramova numerického toku
. To vede nejprve na vztah

fﬁ,(@h,wh,n) :]P’Jr(ﬁh,n)wh —i—IP’*(Eh,n),///('wh) (371)
pomoci kterého se linearizuje ¢len n3 jako
15 (W, wn, @y,) Z / wa hLF7 n) - @,dsS. (3.72)
rezWwv

Linearizace ¢lenu 1y z (3.61) vychdzi z definice Vijayasundaramova numer-
ického toku

L
Fwy )+

) B (W wh o),

H(wl(LL)7 %RP(U’;LL)a wy, Bc), Nr) (w

=P w') n
?f (3.73)
P~ (whr n

kterd se rozepiSe na linearizovanou formu n¥ a residuum by,

-~

Z /ZP+ th7nF) ;LL}) [pn]dS

F g io
= (3.74)

i=—by, (W, ,wp,)

N

Z /Z wh Fv F)%RP(wELL)awh,Bc)) - ppldS..

regje

Linearizované formy zavedené timto zpusobem navic splnujici

i = " (wn, wh, @) pro i = 1,2,3 a ny = " (wn, wa, @) — ba(wn, v3).

Celkové tedy lze psat linearizovanou formu by pomoci (3.62), (3.70), (3.72) a
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(3-74)

bl (W, w,p;,) = Z/ZA wp)wy, - 3 hdx

Ke,
>N Z P (@) o)l + P (@) r il - [,]dS
regzf
+ Z /wa n) - ¢,dS
rezlv
+ Z /ZP+ whnnF i(szl) [pn]dS
regje
(3.75)
a 'zbytkovou’ formu
by, (W, wy,) = Z Z th,np %’RP('wéL),wh BC)) - lenldS. (3.76)

FE&"“’

Zaroven pak plati bh = bh (wh, Wy, cph) — Bh(wh, wh).

3.3.4.2 Linearizace dalsich forem

Princip pri linearizaci zbylych ¢clenu z formy ¢, z je stejny jako pro for-
mu by, a to zavést formu, kterd je linearni alespon ve dvou svych argumentu, a
'zbytkovou’ nelinearni formu, ktera ale nemusi byt nutné ptitomna.

Pro formu a; ze vztahu spociva linearizace v prepisu argumentu

(3.77)

Linearizace penalizac¢ni formy J9 z se provede formalnim rozepsanim

JrE (wh, @),) Z/ olwa] - [¢p]d

rez}
rez} rezlv
wh,goh Z /Uth hdS+ Z /Uth /7/ goh) S
ez} regl



kde wy, g je stavovy vektor odpovidajici okrajovym podminkam pro vektor
Wy, Diky tomu je splnéna platnost J7 (wy, @) = J7" (wh, ©,) — JZ (wh, ©5)-

Linearizace dodate¢nych forem B, (wy, wn, ©;), Yu(Wh, Wi, ;) stabilizujicich
feseni v oblasti rdzové viny nenf nutnd nebot tyto formy jsou jiz linedrni ve svych
druhych a tfetich argumentech linearni.

Vyslednd linearizace formy ¢, se zapise s vyuzitim (3.75)), (3.77), (3.78]) a

(3-52)) jako

Cﬁ(mhv Wh, Qoh) :aﬁ(whv Wh, Qoh) + bﬁ(wha Wh, Qoh) + J;Z,L(wh’ Soh)

_ _ (3.79)
+ By (W, wi, 1) + 71, (Whs wh, )
a 'zbytkova’ forma
en(@n, ;) = b (@h, wy) + Jf (Wh, p4) + 85w, ). (3.80)
Takto linearizovand forma opét splituje podminku (3.60))
Ch('UJ}“ (Ph) = Cﬁ('lﬂ}“ (Ph> - 6h<wh7 <ph> (381)

Linearizace formy ¢;, byla provedena z toho duvodu, aby bylo mozné pouzit
modifikovanou Newtonovu metodu pro feseni nelinearni soustavy rovnic, kterd
vyuziva namisto Jakobiho matice matici toku. Jeji zavedeni je motivovano do-
sazenim algebraické reprezentace priblizného fesenf wf (vztah (3.58)) do rovnice
, linearizaci formy c¢;, vyuzitim jeji linearity a vhodnou ipravou. Matice
toku je pak pro vicekrokovou metodu definovana jako Np, x Nj, matice
Cp

Cn(€) =

Nuyp
(9017903) +Ch(wh7soz790]) i,j= 17 (382)

kde € € RV je vektor bézovych koeficientu wy,. Kromé matice toku takto jesté
vznikne vektor dj,

dn({§k-1}it1, € Zamw i) + (W@, ) 17, (3.83)

kde &, ;, € R¥» VI = 1,...,n je algebraickd reprezentace wﬁ_l € Spp. S

vyuzitim vztahu (3.82) a (3.83)) se pak prepiSe rovnice ([3.59) jako
F({&-1}it1, &) = Cu(€1)€ — dn({&i ity &) =0, k=1,...,r (3.84)

kde r je maximalni pocet casovych kroku a kde vektory &, 1 musi byt urceny
vhodnou 'méné krokovou’ metodou z pocéteéni podminky (napt. [I, podsekce
8.4.5]).

Dalsi postup teseni je stejny jako v pripadé klasické Newtonovy metody
pouze s tim rozdilem, Ze namisto Jacobiho matice je pouzita matice toku C,. Na
dané k-té casové hladiné se zadanym vektorem w’;;_l € S}y reprezentovanym
bazovymi koeficienty &,_; se tak pocita iteracné uloha pro m = 0,1, 2..., kdy se
polozi €7~ := &, , a nejprve se iesi soustava linedrnich rovni S neznamym
vektorem 6™

Cn(&)0™ = Fr({&_1 1121, &1, (3.85)

8V programu ADGFEM je pro feseni soustavy (3.85)) pouzita metoda GMRES.
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a nasledné se upravi hledané bazové koeficienty
P =g AT, (3.86)

Parametr A™ € (0, 1] slouz k zajistén{ konvergence, kterd je zavisla na vzdélenosti
pocétecni hodnoty od feseni. Jeho podrobny popis je uveden v [I, podsekce
8.4.4.1]. Postup pro ukonceni itera¢niho procesu je popsan v [6].

Vyse uvedeny popis metody feSeni rovnic mokré pary je pouze mal-
ou casti skutecného postupu feseni rovnic v programu ADGFEM, tyka se ale
hlavnich modifikaci potfebnych pro rozsiteni Navierovych-Stokesovych rovnic na
rovnice mokré pary. Podrobnéjsi informace o dalsich aspektech a pouzitych pos-
tupech numerického teseni Eulerovych nebo Navierovych-Stokesovych rovnic v
programu ADGFEM je popséno v [1], [5] nebo [6].
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4. Numerické experimenty

Pro implementaci rovnic mokré pary do programu ADGFEM bylo nutné provést
nasledujici tkony.

Nejprve je nutné urcit dvé klicové parametrizované veli¢iny tlak nasyceni pq,
respektive teplotu 6, nasyceni. Tyto veli¢iny se objevuji v rovnicich a
a jsou klicové pro pro celou parametrizaci zdrojového nuklea¢niho ¢lenu J
z a rychlosti ristu 7 z a tim i celého modelu mokré pary. V této praci
byly pouzity pro vypocet tlaku a teploty nasyceni nasledujici dvé funkce prevzaté
z [18], které byly upraveny pro pouziti v bezrozmérném tvaru. Samotné funkce
nejsou slozité a jejich zdojové kédy jsou uvedeny v priloze. Obecné vSak plati,
ze tlak nasyceni je vypocten jako funkce teploty, pro vypocet teploty nasyceni je
pouzita itera¢ni metoda zalozena na znalosti tlaku a teploty.

Dalsim nezbytnou tipravou je vynormovani rovnic pro kapalné momenty )y, ()1
a Q2. Duvodem normovani rovnic je, ze hodnoty kapalnych momentu se obvykle
pohybuji kolem iadu Qo ~ 10*¥,Q; ~ 10 a @, ~ 10*. Takto vysoké hodnoty
jsou problematické z hlediska konecné pocitacové aritmetiky. Proto se zavedou
QO = QO Q1 = Ql aQy = Q2 , kde Cy, C7 a Cy jsou normovaci konstanty. Rovnice

se "tak uprav1 na tvar

a(ﬂ@o) . ~ o
ot + div <pQ0’U> JEO
(PQl) _ 11 Y
+div (”Q”’> - chaﬁ +pugy C1 RePr o
(pQQ) ol LY 0 4
ot (pQ2”> =rle ( - 1) +2T”Q1021~z Pr
I(pw)

4 1’
o + div (pwv) = 37 (rZ’J (ﬁ) +3TpQ202R P )

V dalsi ¢asti se jiz hodnoty kapalnych momentt budou psat bez horniho symbolu”,

prestoze jejich hodnoty budou normované. Normovaci konstanty jsou voleny jako
C() = 1014, Cl = 106 a 02 = 102

Dalsim krokem je volba bezrozmérnych cisel a charakteristickych velicin a
konstant. Bezrozmérna ¢isla byla volena Re = 1.510° a Pr = 0.865, déle byla
zvolena charakteristickd hustota vodni pary p? = 0.815kgm™> a charakteristickd
délka L* = 0.14m. Charakteristicka rychlost pak byla dopocitana ze vztahu
pii znalosti konstant 7,,c, a A, uvedenych v na konci prace na hodnotu U* =
173.4m s~. Volba charakteristickych veli¢in uddva fyzikalni velikost pocitanych
veli¢in, coz je podstatné pii vypoctu stavu nasyceni, pro ktery je nutné znét
fyzikalni hodnoty teploty a tlaku pary.

Pii vypoctu parametrizace zdrojovych c¢lenu bylo dédle nutné osetfit déleni
malymi ¢isly. Pro vypocet kritického poloméru r, byla volena minimaln{
hodnota presyceni p, /ps > 1.2. Pfi vySe uvedené volbé charakteristicych veli¢cinach
dosahuje hodnota presyceni v maximech kolem p,/ps ~ 11. Ikdyz napt. v [10]
je uvedeno, ze typickd hodnota presyceni, pii kterém kondenzuje vodni para v
turbinové mfizi se pohybuje v rozmezi p,/ps ~ 6 — 8, zvyseni minimalni hodno-
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ty presyceni na p,/ps > 6 vSak vedlo k zastaveni vypoctu v dusledku nesplnéni
fyzikalni podminek .
Kromé samotné vypoctu kritického poloméru je také nutné stanovit minimalni
velikost poloméru 7,,;,, tedy velikost nejmesich kapek. V [8] se uvadi jako tato
hodnota 7, = 1-1072m. Ve zde uvedeném modelu se volba r,,;, ukizala jako
klicova veli¢ina z hlediska velikosti nuklea¢niho ¢lenu J a tedy i Hillovych mo-
menti. Byla-li zvolena bezromérnd velikost 7, = 1 - 1072, byl nukleaéni ¢len J
nenulovy v celé oblasti za rdazovou vlnou kromé tplavu. Navic nabyval vysokych
hodnot J =~ 10%7, coz vedlo k piili§ vysokym hodnotdm Hillovych momentt
(w & 0.7) a nestabilité vypoctu z hlediska fyzikdlnich podminek (3.14)), kterd
nastavala po nékolika ¢asovych krocich. Jako optimdlni se tak jevila bezromérna
velikost 7'min = 3.8-107Y, kdy nukleaén{ ¢len nabyva maximdlnich hodnot J ~ 1022
v oblasti razové viny a o jeden az dva tady nizsi hodnoty na okrajich uplavu.
Navic dosazené hodnoty podilu kapalné vody w pfiblizné odpovidaji ¢lanku [8].
Hodnota 7,,;, je také podstatna z hlediska déléni v rovnici pro r . Zde vsak
volba i = 1-1077 nebo 3.8 - 107 je v porovnéni s vlivem na nuklea¢ni élen .J
minimalni.

Pro vypocet byla zvolena nestrukturovana isotropni sit o 8983 elementech
uvedend na obr. 4.1l

Figure 4.1: Vyftez pouzité sité v okoli lopatky

Jako pocatecni podminky byly pro slozky odpovidajici Navierovym-Stokeso-
vym rovnicim (viz (3.12))) pouzity predem napoé¢itané hodnoty ve staciondrnim
stavu, slozky mokré pary pak byly na celé oblasti 2 voleny nulové. Okrajové
podminky byly voleny stejné jako v podsekci|3.3.2.1.1{a|3.3.2.2|s tim, Ze na vstupu
a vystupu byl pro slozky Navierovych-Stokesovych rovnic pouzit linearizovany
Riemannuv fesi¢ (viz [7]) a slozky mokré pary byly na vstupu voleny nulové
a vystup byl ponechan volny. Pro samotny vypocet byla pouzita jako vychozi
nastaveni P; aproximace, ¢asova derivace byla feSena zpétnou Eulerovou metodou
a casovy krok byl poéitan adaptivné s poc¢ateénim casovym krokem 10~7. Pouzita
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metoda adaptace pouziva pro volbu ¢asového kroku kombinaci odhadu prostorové
ns a casové nr chyby. kdy na dané ¢asové hladiné musi platit Z—g ~ cr, kde cr
volend tolerance. Je-li Z—g > c¢r, je na dané casové hladiné opakovan vypocet
s kratsim casovym krokem. Zpusob vypoctu ¢asové a prostorové chyby vcetné
detailniho popisu casové adaptace je uveden v [6].

7 numerickych experimentu vyplyva, ze pouzité schéma rovnic mokré pary
neni stabilni z hlediska splnéni podminky fyzikalnich vlastnosti . To se
projevilo tim, ze nebylo dosazeno stacionarniho stavu feseni, jak se puvodné
predpoklddalo, a hlavné zastavenim konvergence schématu a nasledné s nes-
plnénim podminky v case t = 2.6. Pouzité schéma je navic silné ovlivnéno
volbou tolerance na casovou adaptaci cr, kterda byla empiricky zvolena na hod-
notu c¢r = 1.4. Vyss{ hodnoty tolerance (¢ > 1.5) vedou k poruseni fyzikalni
podminky v kratSim ¢ase, nizké hodnoty (tol, < 1.3) naopak k prilis
malé adaptaci casového kroku a tim se problém stava v rozumném cCase ne-
dopocitatelny.

I pres vyse zminéné nevyhody zde jsou uvedeny vysledky ziskané pro cast = 1,
které byly ziskdny pro pouziti P, a P, aproximace a pro ¢asovou diskretizaci
zpétnou Eulerovou metodou. Tyto vysledky navic priblizné odpovidaji koncepci
modelu.

P, aproximace

Vyse uvedené volby konstant a upravy byly ziskany pro ’'vychozi’ nastaveni,
kterym je minéno feseni ¢asové derivace zpétnou Eulerovou metodou a pros-
torové P, aproximace. Na obr. je zobrazena relativni velikost rezidua reseni
soustavy a hodnoty CFL-podminky v prubéhu vypoétu. Piiéin nekon-

P1 aproximace

1 — — T — T T [ — T T I T — le+07
e CFL 1
0.9 reziduum - 1 1e+06
0.8
100000
0.7 -
£ 10000
S 0.6
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2 @)
o 0.5 |- 1000
0.4
100
0.3
02 - 10
01 | L Lol L Lol L Lol L Lol L Lol L L .7 1
le-07 1le-06 1e-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1

log(t)

Figure 4.2: Residuum a CFL-podminka v zdvislosti na case pro P, aproximaci

vergence schématu muze byt mnoho. V [6] je zminéno, ze pro piipad vazkého
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podzvukového proudéni okolo profilu muze volba konstanty ¢ ovlivnit konvergen-
ci schématu. Pro hodnotu ¢z = 10 bylo dosazeno stacionarnimu stavu, zatimco
cr = 1072 vedlo k nestaciondrnimu feseni. Jiné vysvétleni je zminéno v [17],
a to ze uvolnéni latentniho tepla pri kondenzaci muze vést ke vzniku oscilaci.
Tomu by odpovidaly pozorované zmény veli¢in hustoty, rychlosti a energie, které
lze ilustrovat na zméné Machova ¢isla na pro P1 aproximaci mokré pary obr.
4.3a] a stacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice Tyto oscilace by mohly
byt piicinou poruseni podminky Vyloucit vSak nelze ani chybu pfi imple-
mentaci.

Machovo cislo P1 aproximace

1.4

()

Machovo cislo stacionarni NSe
1.4

(b)

Figure 4.3: Machovo ¢islo pro model mokré pary (a) a Navierovy-Stokesovy
rovnice (b)

Na obr[l] az je zndzornén podil kapalné slozky w a Hillovy momenty

'Pro detailnéjsi ndhled na oblast kondenzace je pomér stran 5:4.
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2, Q1 a Qp. Rozlozeni momentu ptiblizné odpovida koncepci modelu - na razo-
vé viné dochézi ke kondenzaci a kapalné momenty jsou nasledné trasportovany
proudovym polem. Porovndnim obr. a je patrny vliv difuzniho rustu
kapek.

Na obrazku je znazornén prubéh tlaku kolem lopatky turbinové mfize.
Pouziti modelu morké pary vedlo ke snizeni tlaku v celého profilu. Pro porovnani
ziskanych vysledku je na obr. H podil kapalné vody z ¢lanku [8], ktery vyuzita
metody koneénych objemu pro prostorovou semidiskretizaci a ¢asova derivace
je fesena Runge-Kutovou metodou. Pii porovnani se ziskanymi vysledky (obr.
4.4al) je patrné, ze shoda je spise koncepcéni ve smyslu pociatku kondenzace a
ve velikosti amplitudy. Tkdyz zde pouzité vztahy vychdzi z ¢ldnku [8], pouzité
rovnice parametrizace se trochu lisi. Pti vypoctu nukleaéni ¢lenu J v rovnici
(1.20]) neni pouzit korekéni faktor na tepelnou zavislost povrchového napéti vody,
koeficient mérného tepla ¢, zde neni uvazovan jako funkce teploty a neni zndm
zpusob vypoctu klicovych velicin jako teplota a tlak nasyceni. I ptresto by rozdily
v pouzitych modelech nemély byt prilis velké.

P, aproximace

Pro porovnani vlivu stupné polynomialni aproximace byl spustén model se stu-
pném polynomu Ps, ¢asova derivace byla opét feSena zpétnou Eulerovou metodou
a zbylé nastaveni bylo voleno stejné jako pro P; aproximaci. Na obr. je uveden
prubéh konvergence a CFL podminky. V porovnani s P; aproximaci na obr.
je zde rozdil v prubéhu rezidua. Ten je pravdépodobné dén tim, ze podrobnéjsi

VVVVV

o oscilacich a tim i zvysuje reziduum. To lze ilustrovat porovnanim Machova ¢isla
(obr. a ) kapalného podilu vody w na obr. [4.10| pro P, aproximaci s P
aproximaci na obr. [£.4a] Pouzit{ vyssiho polynomidlniho stupné aproximace
vede k podrobnéjsi informaci o tvaru pole. Zaroven je zde dosahovano vyssich
amplitud. Obdobné pozorovani plati i pro ostatni kapalné momenty.
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Podil kapalne slozky omega P1 aproximace
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Figure 4.4: Podil kapalné slozky w pro rovnice mokré pary (a) a kapalného mo-
mentu Qs (b)
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Q1 P1 aproximace
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Figure 4.5: Vynormované kapalné momenty () (a) Qo (b) pro model mokré pary
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Figure 4.7: Podil kapalné slozky w prevzaty z ¢lanku [8].
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Figure 4.8: Residuum a CFL-podminka v zdvislosti na case pro P, aproximaci

Machovo cislo P2 aproximace

Figure 4.9: Machovo c¢islo pro P, aproximaci
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Podil kapalne slozky omega P2 aproximace
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Figure 4.10: Podil kapalné slozky w pro P, aproximaci
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Z.aver

Cile této prace byly studium pftislusného fyzikalnitho modelu popisujici proudéni
mokré pary, ndvrh numerické metody navrh a vlastni implementace metody a
numericka verifikace.

Fyzikalnimu popisu modelu mokré pary jsou vénovany tuvodni dvé kapitoly.
V kapitole 1 jsou zavedeny zdkladni pojmy souvisejici s modelem proudéni mokré
pary a je popsdna obecna koncepce modelu. Jsou zde uvedeny rovnice popisujici
proudéni mokré pary - Navierovy-Stokesovy rovnice pro proudéni pary jako idedl-
niho plynu a Hillovy momentové rovnice pro popis spektra kapek zkondenzované
vody. Stejné tak jsou zde rovnice popisujici procesy vzniku kapek homogenni nuk-
leaci a jejich difuznimu rustu. Kapitola 2 je pak vénovana odvozeni pouzitych
rovnic mokré pary. Hillovy momentové rovnice jsou odvozeny v podsekci [2.1.2)]
kdy se namisto popisu spektra velikosti kapek zavedou momenty distrubuéni
funkce Qo, Q1,Q2 a Q3. V sekci je pak odvozen z klasické nukleacni teorie
zdrojovy clen homogenni nukleace J a sekce obsahuje princip difuzniho rustu
kapek. Odvozeni vzorce pro tlak, ktery predstavuje vazbu mezi Hillovymi mo-
mentovymi a Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi, je uvedeno v sekei 2.5

Pro numerickou implementaci rovnic mokré pary byla zvolena nespojita Ga-
lerkinova metoda. Kapitola 3 proto obsahuje popis a preformulovani rovnic mokré
pary pomoci této metody. Rovnice mokré pary byly nejprve prevedeny do bez-
rozmérného tvaru (sekee [3.1.1)). Samotnd formulace vychézi z postupu pouzitého
v [1] nebo [5], jejimz cilem provést semidiskretizaci rovnic tak, aby bylo mozné
pouzit casovou implicitni metodu a pro feSeni nelinearni algebraické soustavy
pouzit modifikovanou Newtonovu metodu (podsekce . Bylo proto tieba
roz§itit pro model mokré pary nevazky a vazky tok f, a R, preformulovat matici
P, urcit jeji vlastni vlastni cisla a matice jejich vlastnich vektoru s vyuzitim
rota¢n{ invariance rovnic (sekce[3.2). Prostorova a casova diskretizace s linearizact
¢lenu pro aplikaci modifikované Newtonovy metody je uvedena v podsekei [3.3.3]

V kapitole 4 jsou uvedeny numerické experimenty. Pro samotnou imple-
mentaci bylo nutné vynormovat rovnice mokré pary, protoze vysoké hodnoty
kapalnych momentt (fddoveé az 10'8) vedly k problémtim zptisobenym zaokrouhlo-
vacimi chybami. Jako vychozi model byla pouzita P, aproximace v prostoru a
Eulerova zpétna diference pro ¢asovou derivaci. Oproti ocekdvani vsak nebylo
dosazeno stacionarniho stavu a implementované rovnice se ukazaly jako nesta-
biln{ z hlediska fyzikdlnich pozadavku (3.14)). Priblizné feseni problému pak s
rostoucim ¢asem jevilo znamky oscilaci. Ptresto ptiblizné feseni pro bezrozmérny
¢as t = 1 odpovida piiblizné koncepci modelu. Stejné tak i porovnani P, a P,

lozeni veli¢in. Pro srovnani je uveden podil kapalné vody w z ¢lanku [§].

Celkove se tedy podarilo ukazat, ze vyse uvedené schéma nespojité Galerki-
mokré pary. Ziskané vysledky jsou vSak spiSe koncepéni a jevi fadu problemat-
ickych vlastnosti jako je nestabilita z hlediska fyzikdlnich podminek a oscilace
priblizného feSeni. Aby bylo mozné pouzit model pro detailnéjsi pohled na
fyzikalni problematiku kondenzace v okoli turbinové lopatky, bylo by dobré sme-
fovat ke stabilizaci TfeSeni a ovéreni vhodnosti pouzitych postupu a vztaht pro
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dany typ problému, zejména tedy pro teplotu a tlak nasyceni. Dalsi krok by pak
predstavovala adaptace vypocetni sité.
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Seznam pouzitych velicin a

konstant

Seznam proménnych a fyzikalni jednotky

p [kg/m?] celkové hustota

vy [m/s] x-ové slozka rychlosti vektoru o
vy [m/s] y-ova slozka rychlosti U

0 K] teplota

w bezrozmérny podil kapalné vody
Q2 [m2kg™!] druhy kapalny moment

Q1 [mkg™!] prvni kapalny moment

Qo [kg™!] nulty kapalny moment

7 [Pal tenzor napéti

7 [m)] prumérny polomér kapky

J [m™3s71] ryclost homogenni nukleace

re [m] kriticky polomeér

7 [ms™1 rychlost rustu vodni kapky

Kn bezrozmérné Knudsenovo ¢islo
p [Pad] tlak vodni pary (znacen téz p,)
ps [Pal tlak syté vodni pary

0 [K] teplota nasyceni

Pouzité konstanty

c, = 1397,5 [Jkg ' K]
cp = 1859 [Jkg ' K]
v =1.332

meérné specifické teplo za konstantniho objemu,

meérné specifické teplo za konstantniho tlaku,
bezrozménra Poissonova konstanta,

kp=1,3804 - 10"BJK !
R, = 461,52J K kg™
m, = 2,99046 - 10-26kg

Boltzmannova konstanta,
plynova konstanta vodni pary,

hmotnot molekuly vodni pary,

n, = 1,3192 - 1075 [Pas|
A = 2,835 - 1072 [Wm™tK~1] koeficient tepelné vodivosti vodn{ pary,
Lo = 2260 - 10° [Jkg ']
o = 58,85 - 103 [Nm~]

dynamické viskozita pary,

mérné latentni teplo kondenzace,

povrchové napéti vody.
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