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že Univerzita Karlova v Praze má právo na uzavřeńı licenčńı smlouvy o užit́ı této
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2.1.2 Hillovy momentové rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Úvod

Matematické modelováńı prouděńı mokré páry se dostalo do popřed́ı zájmů s
rozvojem parńıch turb́ın. Snahou bylo přizp̊usobit konstrukci parńı turb́ıny tomu,
že při přechodu přes rázovou vlnu může docházet ke kondenzaci vodńı páry a
vznikaj́ı kapky vody. Ty zp̊usobuj́ı erozi lopatek turb́ın a zároveň se kondenzaćı
snižuje účinnost turb́ıny. S rozvojem poč́ıtač̊u se ukázala numerická simulace
transonického prouděńı jako vhodná metoda popisu, neboť experimentálńı měřeńı
kondenzace a spektra kapek v turb́ınové mř́ıži je poměrně komplikované.

Termı́nem mokrá pára se označuje směs vodńı páry a kapek vody. Fyzikálńı
model pak uvažuje vodńı páru jako ideálńı plyn, který při daných podmı́nkách
může kondenzovat do kapalné formy. Vzniklé kapky vytvář́ı velikostńı spektrum,
jehož tvar záviśı na okolńıch podmı́nkách. Aby však bylo možné matematicky
popsat model mokré páry, zavád́ı se řada zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Zde
popisovaný model využ́ıvá k popisu spektra kapalné momenty poprvé použité
v práci [10], kondenzace je zde reprezentována homogenńı nukleaćı a je zde
uvažován difuzńı r̊ust kapek. Tato koncepce je poměrně rozš́ı̌rena a má široké
možnosti použit́ı jako např́ıklad při prouděńı v kanálu nebo pro tryskové pumpy.

Většina numerických simulaćı prouděńı mokré páry je založena na metodě
konečných objemů. Jedná se o metodu prvńıho řádu, která je založena na po
částech konstantńı aproximaci. To umožňuje jej́ı aplikaci na problémy obsahuj́ıćı
z fyzikálńı podstaty nespojitosti v řešeńı, např́ıklad nespojitosti stavových veličin
na rázové vlně při transonickém prouděńı. Nevýhody metody konečných objemů
je ńızký řád přesnosti a náchylnost na nežádoućı numerickou vazkost. Ta může
při vysokých hodnotách Reynoldsova č́ısla přesáhnout fyzikálńı vazkost a vést k
př́ılǐsnému zhlazeńı řešeńı.

V této práci je použita nespojitá Galerkinova metoda, která představuje zo-
becněńı metody konečných prvk̊u, kdy na jednotlivých elementech śıtě je hledané
řešeńı aproximováno polynomem. Práce se však nezabývá odhadem chyby num-
erické metody, ale samotnou implementaćı modelu pomoćı Galerkinovy nespo-
jité metody. K tomu je použit program ADGFEM řeš́ıćı nestacionárńı kon-
vekčně-difuzńı úlohy pomoćı nespojité Galerkinovy metody. Ten umožnuje sim-
ulaci stlačitelné prouděńı kolem lopatky turb́ıny. Ćılem práce je tedy formulace
rovnic mokré páry, návrh numerické metody a jej́ı implementace do programu
ADGFEM.

Tato práce je rozčleněna do čtyř kapitol. V prvńı kapitole jsou uvedeny použité
rovnice prouděńı páry jako ideálńıho plynu a Hillovy rovnice popisuj́ıćı spektrum
kapek. Druhá kapitola se věnuje samotnému modelu mokré páry, jeho odvozeńı a
jednotlivým zjednodušeńım. Třet́ı kapitola obsahuje odvozeńı přibližného řešeńı a
přibĺıžeńı postupu jeho řešeńı. Prostorové derivace jsou diskretizovány nespojitou
Galerkinovou metodou a časové derivace obecnou n-krokovou BDF metodou. Pro
řešeńı vzniklého problému, který představuje algebraickou soustavu nelineárńıch
rovnic, je použita modifikovaná Newtonova metoda, která vyžaduje linearizaci
forem přibližného řešeńı. V posledńı čtvrté kapitole jsou uvedeny úpravy použité
při implementaci rovnic a źıskané výsledky.
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1. Popis modelu a jeho rovnic

Koncepčně odpov́ıdá zde popisovaný model prouděńı v turb́ınové lopatkové mř́ıži,
kdy docháźı mezi lopatkami turb́ıny ke sńıžeńım plošného pr̊uřezu proud́ıćı páry
a t́ım docháźı k jej́ımu urychleńı na rychlost vyšš́ı než rychlost zvuku. Vznikaj́ı
rázové vlny, tj. nespojitosti stavových veličin jako hustota, teplota, tlak. Proud́ı-
ćım kontinuem v uvažovaném modelu je vodńı pára, která tak při přechodu přes
rázovou vlnu přecháźı do stavu silného podchlazeńı. Pára se tak stává přesycenou
a nastává proces homogenńı nukleace, tedy vzniku kapek vody. Kromě samotného
popisu nukleace se v modelu parametrizuje i proces časové změny již existuj́ıćıch
kapek, který má nezanedbatelný význam a který je ř́ızen procesy difuze a ve-
deńı tepla. Jiné procesy souvisej́ıćı např́ıklad s vzájemnou koliźı kapek zde pro
jednoduchost uvažovány nejsou.

Moderńı turb́ıny nebo turbogenerátory jsou z d̊uvod̊u co nejvyšš́ı účinnosti
složeny z v́ıceúrovňové série lopatek r̊uzných velikost́ı a vlastnost́ı. Mnoho model̊u
včetně zde uvažovaného však uvažuje pouze jednu lopatkovou mř́ıž, na které nav́ıc
využ́ıvá jej́ı symetrii. Rovnice prouděńı jsou tak formulovány ve 2D a samotná
lopatková mř́ıž je ve značném geometrickém zjednodušeńı. T́ım je zjednodušena
formulace rovnic a sńıž́ı se nároky na výpočet.

Rovnice prouděńı mokré páry lze fyzikálně rozdělit na rovnice popisuj́ıćı sa-
motné prouděńı kontinua, tj. rovnici kontinuity, Navierovy-Stokesovy rovnice
a rovnici energetické bilance, a rovnice charakterizuj́ıćı mokrou páru. Rovnice
uvedené v podsekćıch 1.1 a 1.2 jsou čerpány z článku Halamy [8, podsekce 2].
Jedná se o sadu rovnic pro stlačitelné prouděńı ideálńıho plynu ve 2D doplněnou
o rovnice mokré páry.

1.1 Rovnice prouděńı ideálńıho plynu

Prouděńı kontinua se ř́ıd́ı základńımi fyzikálńımi zákony zachováńı, jejich odvozeńı
lze nalézt např. v knize [7].

Zákon zachováńı hmoty je reprezentován rovnićı kontinuity pro stlačitelné
prouděńı

∂ρ

∂t
+ div(vρ) = 0, (1.1)

kde ρ je hustota, v je vektor rychlosti o složkách v = [v1, v2]T a t je čas.
Zákon zachováńı hybnosti je ve tvaru1

∂(ρv)

∂t
+ div(ρv ⊗ v) = −grad (p) + div (τ ), (1.2)

kde p je termodynamický tlak určený rovnićı (1.24) a τ je tensor napět́ı. Tensor
τ má obecný tvar

τ = 2µ

 ∂v1
∂x1

1
2

(
∂v1
∂x2

+ ∂v2
∂x1

)
1
2

(
∂v1
∂x2

+ ∂v2
∂x1

)
∂v2
∂x2

+ λ

( ∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2

0

0 ∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2

)
, (1.3)

1V rovnici (1.2) se d́ıky zjednodušenému 2D modelu neuvažuje t́ıhová śıla.

3



kde µ a λ jsou obecně funkcemi termodynamických veličin proud́ıćıho kontinua.
V modelu mokré páry se jedná o vodńı páru jakožto ideálńı plyn, ve kterém plat́ı

3λ+ 2µ = 0. (1.4)

Vyjádřeńım λ z rovnice (1.4) a užit́ım rovnice (1.3) dostaneme koncový výraz pro
tensor napět́ı

τ = µ

 4
3
∂v1
∂x1
− 2

3
∂v2
∂x2

(
∂v1
∂x2

+ ∂v2
∂x1

)(
∂v1
∂x2

+ ∂v2
∂x1

)
4
3
∂v2
∂x2
− 2

3
∂v1
∂x1

 , (1.5)

kde veličina µ odpov́ıdá dynamické viskozitě kontinua. Pro prouděńı mokré páry
bude dále značena symbolem ηv.

Zákon zachováńı energie lze zapsat ve tvaru

∂E

∂t
+ div (Ev) = −div (pv) + div (τv)− div q, (1.6)

kde E je hustota celkové energie a q = [q1, q2] je vektor tepelného toku. Hodnota
E je dána

E = ρ

(
e+
|v|2

2

)
, (1.7)

kde e je specifická vnitřńı energie ideálńıho plynu

e = cvθ, (1.8)

kde cv je měrné specifické teplo za konstantńıho objemu a θ je teplota plynu. Ta
je dána stavovou rovnićı

θ =
p

ρR
, (1.9)

kde ρ je hustota a R je univerzálńı plynová konstanta. Protože plat́ı Mayer̊uv
vztah, lze vyjádřit cv = cp − R, kde R je universálńı plynová konstanta a cp
je měrné specifické teplo za konstantńıho tlaku, které obecně záviśı na teplotě.
Zbývá ještě doplnit vztahy pro tepelný tok q, pro který plat́ı Fourierov̊uv zákon

q = −κ grad(θ), (1.10)

kde κ je koeficient tepelné vodivosti, a pro rychlost zvuku a

a =

√
γp

ρ
. (1.11)

Machovo č́ıslo M je pak dáno jako

M =
|v|
a
. (1.12)

Rovnice (1.1), (1.2) a (1.6) představuj́ı soustavu čtyř parciálńıch diferen-
ciálńıch rovnic pro pět neznámých veličin ρ, v = [v1, v2], E a p. Jedná se
o Navierovy-Stokesovy rovnice pro stlačitelné prouděńı ideálńıho plynu. Tyto
rovnice však netvoř́ı úplný systém a pro jejich uzavřeńı je nutné doplnit rovni-
ci pro tlak p viz (1.24). Tlak mokré páry však souviśı př́ımo i s prouděńım
mokré páry a představuje tedy vazbu mezi Navierovými-Stokesovými rovnicemi
a rovnicemi mokré páry.
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1.2 Rovnice mokré páry

Mokrá pára je definována jako směs vodńı páry jako ideálńıho plynu a kapiček
vody. Koncepce modelu prouděńı v lopatkové mř́ıž́ı turb́ıny předpokládá, že
kapky vody nejsou obsaženy v prouděńı na vstupu do turb́ıny, ale vznikaj́ı při
přechodu proud́ıćıho páry přes rázovou vlnu, na které docháźı k prudkému pod-
chlazeńı vodńı páry a nastává homogenńı nukleace neboli spontálńı vznik kapek
při vysokém přesyceńı.

Základńı veličinou charakterizuj́ıćı obsah vody v proud́ıćım médiu je pod́ıl
kapalné vody (v [11, rovnice (2.21)] se označuje jako liquid mass fraction) ω
definovaný jako

ω =
Ml

M
, (1.13)

kde Ml je hmotnost vody a M je celková hmotnost. Z definice hustoty a z
předchoźı rovnice plyne vztah mezi hustotou kapaliny ρl (nebo též hustotou zkon-
denzované vody) a celkovou hustotou ρ

ρl =
Ml

V
= ωρ, (1.14)

kde V je uvažovaný objem. Protože celková hustota ρ je dána součtem hustoty
vody ρl a vodńı páry ρv, tedy ρ = ρl + ρv, plat́ı pro hustotu vodńı páry

ρv = (1− ω)ρ. (1.15)

Pro popis již existuj́ıćıch vodńıch kapek se použ́ıvaj́ı kapalné momenty (liquid
moments) Q0, Q1 a Q2, které byly poprvé zavedeny v práci [10]. Tyto momenty
charakterizuj́ı spektrum velikost́ı kapek vzniklých homogenńı nukleaćı. Plat́ı

Q0 = N, Q1 =
N∑
i=1

ri, Q2 =
N∑
i=1

r2
i , (1.16)

kde ri je poloměr i-té kapky a N je celkový počet kapek na jednotku hmotnosti.
Aby nebylo nutné popisovat celé spektrum poloměr̊u jednotlivých kapek, zavád́ı
se pr̊uměrný poloměr kapky r

r =

{
0 pro ω ≤ 10−6√

Q2

Q0
pro ω > 10−6

, (1.17)

kde hodnota 10−6 je zde volena stejně jako je uvedno v [8].

Pomoćı veličin ω, Q0, Q1 a Q2 již lze charakterizovat vodńı složku v proud́ıćı
páře. Z fyzikálńıho pohledu se voda v kontinuu podrobuje procesu pasivńıho
transportu v proudovém poli, je však nutné uvažovat zdrojové členy charakter-
izuj́ıćı procesy nukleace a difuzńıho r̊ustu. Velkým zjednodušeńım z hlediska mod-
elu je předpoklad, že zde nejsou žádné setrvačné śıly a nedocháźı tak k posunu
mezi prouděńım kapalné a plynné složky stejně jako se neuvažuje vzájemné kolize
kapiček. Tato koncepce je diskutována v článku [10] a uvažovaný předpoklad
dobře odpov́ıdá experimentálńım měřeńı.
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Prouděńı mokré páry odpov́ıdaj́ıćı transportńım rovnićım se zdrojovými členy
se nazývá Hillovy momentové rovnice. Tyto rovnice maj́ı tvar

∂(ρω)

∂t
+ div (ρωv) =

4

3
πr3

cρlJ + 4ρπQ2ṙρl

∂(ρQ2)

∂t
+ div (ρQ2v) = r2

cJ + 2ρQ1ṙ

∂(ρQ1)

∂t
+ div (ρQ1v) = rcJ + ρQ0ṙ

∂(ρQ0)

∂t
+ div (ρQ0v) = J

, (1.18)

kde ρl je hustota vody, rc je kritický poloměr, J je člen popisuj́ıćı rychlost nukleace
(nucleation rate), tj. počet nově vzniklých kapek, a ṙ popisuje časovou změnu
poloměru kapky2 difuźı vodńı páry na povrchu kapky. Parametrizované členy jsou
funkcemi evolučńıch proměnných. Při použit́ı značeńı z podsekce 3.1.2 lze psát
J = J(w), rc = rc(w), ρl = ρl(w) a ṙ = ṙ(w), kde w je stavový vektor viz (3.13).
Pro větš́ı přehlednost se však argumenty těchto člen̊u uvádět nebudou. Odvozeńı
těchto člen̊u je popsáno v podsekci 2.1.

Jak již bylo uvedno, model mokré páry se skládá z vodńı páry jakožto ideálńıho
plynu a kapalné vody. Pro vodńı páru proto plat́ı stavová rovnice

θv =
p

ρvRv

, (1.19)

kde θv je teplota páry, Rv je jej́ı plynová konstanta a p je jej́ı tlak. Protože
v modelu je plynná složka tvořena pouze vodńı párou, je označeńı pro tlak p
ekvivalentńı tlaku pv.

Proces homogenńı nukleace vyjádřený veličinou J je parametrizován rovnićı

J =

√
2σ

πm3
v

ρ2
v

ρl
exp

(
−4πr2

cσ

3kBθv

)
, (1.20)

kde σ je povrchové napět́ı, mv je molekulová hmotnost vodńı páry, ρv je hustota
vodńı páry, kB je Boltzmnnova konstanta, θv je teplota vodńı páry a ρl je hustota
vody. Odvozeńı vzorce (1.20) je uvedeno v podsekci 2.3.

Rychlost r̊ustu kapek ṙ daná difuzńım výparem nebo kondenzaćı je parametri-
zována vztahem

ṙ =
λv(θs − θv)

LQρl(1 + 3.18Kn)

r − rc
r2 , (1.21)

kde θs je teplota, při které je se stává vodńı pára sytou, LQ je latentńı teplo
kondenzace, λv je koeficient tepelné vodivosti, Kn je Knudsenovo č́ıslo a r je
pr̊uměrný poloměr kapky daný rovnićı (1.17).

Pro Knudsenovo č́ıslo je použit stejný vztah jako použ́ıvá Halama v článku
[8, rovnice (8)]

Kn =
ηv
√

2πRvθv
4 rpv

, (1.22)

2Nejedná se o časovou derivaci, která se často takto znač́ı, ale pouze o použ́ıvané značeńı.
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kde Rv je plynová konstanta pro vodńı páru a ηv je dynamická viskozita vodńı
páry.

Kritický poloměr rc udává velikost kapek vzniklých procesem nukleace. Je
dán rovnićı

rc =
2σ

ρlRvθvln(pv
ps

)
, (1.23)

kde poměr tlaku vodńı páry pv a tlaku syté vodńı páry ps udává hodnotu přesyceńı.
Odvozeńı této rovnice je uvedeno v sekci 2.2.

Zavedeńım pod́ılu vody ω a latentńıho tepla kondenzace L lze formulovat
rovnici pro tlak

p =
(γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)

[
E − 1

2
ρ |v|2 + ρωLQ

]
, (1.24)

kde γ = cp
cv

je poměr měrných tepel za konstantńıho tlaku cp a konstantńıho
objemu cv. V podsekci 2.5 je uvedeno odvozeńı této rovnice.

Spolu s rovnićı pro tlak se stává systém rovnic zákon̊u zachováńı (1.1), (1.2)
a (1.6) uzavřený a s rovnicemi mokré páry (1.18) tvoř́ı systém rovnic popisuj́ıćı
prouděńı mokré páry.
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2. Odvozeńı rovnic kondenzace

V této části je uveden podrobněǰśı popis a odvozeńı rovnic uvedených v sekci
1. Hlavńı d̊uraz je kladen odvozeńı modelových rovnic mokré páry (1.18) a sou-
visej́ıćıch člen̊u popisuj́ıćıch proces nukleace, rovnice (1.20), a homogenńı kon-
denzace (1.21). Ćılem je porozumět matematickému modelu a jeho zjednodušeńı
oproti fyzikálńı teorii. Odvozeńı rovnic základńıch fyzikálńıch zákon̊u zachováńı
(1.1), (1.2), (1.6) zde uvedeno neńı, neboť jejich odvozeńı je obecně známěǰśı a
lze ho nalézt např. v knize [7].

2.1 Rovnice mokré páry

V této části práce jsou odvozeny rovnice mokré páry (1.18). Jejich odvozeńı
lze přistupovat dvěma zp̊usovy - pomoćı fyzikálńı intuice nebo matematickými
úpravami obecné dynamické rovnice pro aerosoly (general dynamic equation,
zkráceně GDE). Zde je zvolen druhý jmenovaný postup, a proto je nejprve zave-
den obecný tvar GDE.

2.1.1 Obecná dynamická rovnice GDE

Kapičky vody vzniklé kondenzaćı páry jsou aerosoly lze pomoćı GDE, která se
použ́ıvá v aerosolovém inženýrstv́ı. Fyzikálně se jedná bilanci hmoty v uvažo-
vaném objemu, která zahrnuje procesy spjaté s aerosoly. Problematika aerosol̊u
je velmi obsáhlá a zde uvedené rovnice jsou zúžeńım obecněǰśıho popisu. Nı́že
uvedený postup vycháźı z knihy [12, kapitola 3 a 11]. Pro podrobný výklad je
uveden např. v knize [13].

Rovnice GDE je odvozena z věty o transportu, proto plat́ı

∂n

∂t
= −div(nv), (2.1)

kde n je koncentrace aerosol̊u dané velikosti. Kromě vlivu prouděńı na bilan-
ci koncentrace je nutné započ́ıtat př́ıspěvky od proces̊u charakteristických pro
aerosoly - difuze, exterńıho silového p̊usobeńı, r̊ustu částic a nukleace. Celková
časová změna koncentrace v uvažovaném elementárńım objemu je pak dána jako
jejich součet

∂n

∂t
= −div (nv) + (D gradn ) +

∂n

∂t
|nukl +

∂n

∂t
|rust, (2.2)

kde D je difuzńı koeficient a c je vektor rychlosti daný exterńımi silami, např.
elektrostatickými. Členy ∂n

∂t
|nukl a ∂n

∂t
|rust pak parametrizuj́ı procesy nukleace a

difuzńıho r̊ustu.
Aerosoly jakožto malé částečky vzniklé r̊uznými procesy za r̊uzných podmı́nek

však téměř vždy nabývaj́ı celé škály velikost́ı a tvoř́ı spektrum. Toto spektrum
lze popsat dvěma zp̊usoby. Pro dostatečně velké aerosoly lze použ́ıt distribučńı
funkci f = f(x, r, t), která je obecně funkćı prostorových souřadnic x, poloměru
částic r a času t. V diskrétńım př́ıpadě je spektrum nahrazeno histogramem
četnosti, což bývá vhodněǰśı pro popis malých částeček. Obě dvě metody popisu
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jsou pro rozumně velké aerosoly rovnocenné.

Aby bylo možné popsat rovnićı (2.2) spektrum velikost́ı, označ́ı se ni kon-
centraci aerosolových částeček tvořených i molekulami. Nahrazeńı n za ni pak
znamená formálńı přechod k diskrétńımu popisu spektra velikost́ı kapek. Rovnici
(2.2) lze přepsat na tvar

∂ni
∂t

= −div (niv) + div (D grad (ni) )− div (cni) +
[
∂ni
∂t

]
nukl

+
[
∂ni
∂t

]
rust

, (2.3)

který se označuje jako obecná dynamická rovnice rovnice GDE. Dosazeńım dis-
tribučńı funkce f za ni se provede formálńı přechod k spojitému rozložeńı. Je ale
nutné nahradit př́ıslušnou sumaci přes index i za integraci distribučńı fukce přes
velikost částic.

2.1.2 Hillovy momentové rovnice

Nı́že uvedené odvozeńı kapalných moment̊u Qi, i = 0, 1, 2 vyskytuj́ıćıch se v
rovnićıch (1.18) vycháźı z práce [11, podsekce 2.3.3]. Výchoźım bodem je obecná
dynamická rovnice, ve které nejsou uvažovány členy popisuj́ıćı procesy difuze
a segregace aerosol̊u (člen −div (cnk)). Jej́ı tvar je potom možné zapsat ([11,
rovnice (2.36)]

∂f

∂t
+
∂ (ṙf)

∂r
+ div (fv) = δ(r − rc) J, (2.4)

kde r je poloměr kapičky (aerosolu), ṙ je časová změna poloměru (viz rovnice
(1.21)), J je nukleačńı člen (rovnice (1.20)) a δ(r − rc) je Diracova delta funkce.

Člen ∂(ṙf)
∂r

odpov́ıdá členu
[
∂nk
∂t

]
rust

v rovnici (2.3) a popisuje r̊ust poloměru kapky,

J odpov́ıdá nukleačńımu členu
[
∂nk
∂t

]
nukl

a Diracova funkce δ(r − rc) zajǐsťuje
započteńı nukleačńıho členu J pouze pro kapky o kritickém poloměru rc, což
charakterizuje proces nukleace.

Postup při odvozováńı Hillových momentových rovnic je zavést v rovnici (2.4)
obdobně jako ve statistice k-tý moment µk definovaný jako

µk =

∞∫
0

rkfdr, k = 0, 1, 2... . (2.5)

Proto se přenásob́ı rovnice (2.4) členem rk, kde k = 0, 1, 2, ... a integraćı přes celé
spektrum velikost́ı se źıská rovnice

∂

∂t

∞∫
0

rkfdr +

∞∫
0

rk
∂ (ṙf)

∂r
dr +

∞∫
0

div(rkfv)dr =

∞∫
0

rkδ(r − rc) J dr. (2.6)

a může se pak přepsat (2.6) jako

∂µk
∂t

+ div(µkv) = rkcJ −
∞∫

0

rk
∂ (ṙf)

∂r
dr. (2.7)

Integrál na pravé straně (2.7) lze upravit pomoćı integrace per-partes

∞∫
0

rk
∂ (ṙf)

∂r
dr =

[
rkṙf

]∞
0
− k

∞∫
0

rk−1ṙfdr. (2.8)
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Prvńı člen na pravé straně rovnice je nulový, neboť se neuvažuje výskyt kapek
o nulovém nebo nekonečně velkém poloměru a hodnota distribučńı funkce se u
těchto bod̊u bĺıž́ı nule. Aby bylo možné rovnici (2.8) dále upravit, zaváde se
pr̊uměrný poloměr kapky r (viz [11])

r =

√
µ2

µ0

. (2.9)

Zavedeńı pr̊uměrného poloměru umožňuje přeformulovat člen popisuj́ıćı rychlost
r̊ustu poloměru kapky jakožto funkce ṙ = ṙ(r) na funkci ṙ = ṙ(r). Dı́ky této
úpravě lze ṙ v rovnici (2.8) vysunout před integrál a psát

∞∫
0

rk
∂ (ṙf)

∂r
dr = −kṙ

∞∫
0

rk−1fdr = −kṙµk−1. (2.10)

S využit́ım rovnice (2.10) se rovnice (2.7) převede na tvar

∂µk
∂t

+ div(µkv) = rkcJ − kṙµk−1, (2.11)

což je rekurentńı vztah pro µk. V tomto rekurentńım vyjádřeńı je voleno k =
0, 1, 2, 3 a vzniká tak z rovnice (2.11) soustava čtyř parciálńıch diferenciálńıch
rovnic

∂(µ0)

∂t
+ div (µ0v) = J,

∂(µ1)

∂t
+ div (µ1v) = rcJ + ṙµ0,

∂(µ2)

∂t
+ div (µ2v) = r2

cJ + 2ṙµ1,

∂(µ3)

∂t
+ div (µ3v) = r3

cJ + 3ṙµ2.

(2.12)

Důvod, proč jsou voleny právě čtyři momenty a ne jiný počet, nebyl v dostupné
literatuře diskutován. Může to však souviset s t́ım, že rovnice (2.12) pro třet́ı
moment µ3 se dá upravit na na rovnici pro vlhkost ω jak bude uvedeno ńıže.
Pro daľśı úpravy rovnic (2.12) se zavede formálńı předpoklad, že pro jednotlivé
momenty plat́ı

µk ≡ ρQk, (2.13)

kde veličina Qk se nazve k-tý kapalný moment (liquid moment) a ρ je celková
hustota vody. Vložeńım (2.13) do rovnic (2.12) se dostane

∂(ρQ0)

∂t
+ div (ρQ0v) = J,

∂(ρQ1)

∂t
+ div (ρQ1v) = rcJ + ṙρQ0,

∂(ρQ2)

∂t
+ div (ρQ2v) = r2

cJ + 2ṙρQ1,

∂(ρQ3)

∂t
+ div (ρQ3v) = r3

cJ + 3ṙρQ2.

(2.14)
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Aby bylo možné přej́ıt od kapalného momentu k pod́ılu kapalné vody ω, je hustota
kapaliny vyjádřena pomoćı distribučńı funkce jako integrál přes všechny objemy
kapek (předpokládá se sférický tvar kapek) přenásobený distribučńı funkćı, tedy

ρl =

∞∫
0

4

3
π%lr

3fdr, (2.15)

kde %l je hustota zkondenzované kapaliny (condensate density), což je materiálová
vlastnost. Tuto veličinu lze uvažovat konstantńı, d́ıky čemuž lze s využit́ım
definice momentu (rovnice (2.5)) vyjádřit rovnici (2.15) jako

ρl =
4

3
π%l

∞∫
0

r3fdr =
4

3
π%lµ3. (2.16)

Kombinaćı vztahu pro hustotu kapalné vody (1.14) a (2.13) se źıská výsledný
vztah mezi ω a Q3

ω =
4

3
π%lQ3. (2.17)

Tento vztah se využije pro úpravu posledńı rovnice v soustavě (2.14), č́ımž vyjde

∂(ρQ0)

∂t
+ div (ρQ0v) = J,

∂(ρQ1)

∂t
+ div (ρQ1v) = rcJ + ṙρQ0,

∂(ρQ2)

∂t
+ div (ρQ2v) = r2

cJ + 2ṙρQ1,

∂(ρω)

∂t
+ div (ρωv) =

4

3
π%l
(
r3
cJ + 3ṙρQ2

)
.

(2.18)

což je výsledný tvar rovnic, který se také nazývá Hillovy momentové rovnice.
Zavedeńım kapalných moment̊u je možné vyjádřit rovnici pro pr̊uměrný poloměr
(2.9) pomoćı kapalných moment̊u (2.13) na tvar

r =

√
Q2

Q1

, (2.19)

a pro zkompletováńı odvozeńı lze s využit́ım (2.5) psát

ρQ0 ≡ µ0 =

∞∫
0

fdr,

ρQ1 ≡ µ1 =

∞∫
0

rfdr,

ρQ2 ≡ µk =

∞∫
0

r2fdr.

(2.20)

Distribučńı funkce popisuje počet kapek v jednotkovém prostoru (má proto rozměr
m−3), maj́ı kapalné momenty fyzikálńı rozměr (viz rozměrová analýza rovnic
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(2.18)) Q2 = [m2kg−1], Q1 = [mkg−1] a Q0 = [kg−1]. Přibližně však lze momenty
interpretovat jako následuj́ıćı charakterizaci spektra kapek

Q0 ≈ N,

Q1 ≈
N∑
i=0

ri,

Q2 ≈
N∑
i=0

r2
i .

(2.21)

Výsledné tvary rovnic (2.18), (2.19) a (2.21) jsou totožné s rovnicemi (1.18),
(1.17) a (1.16), které jsou převzaty z výchoźıho článku [8].

2.2 Kondenzace při rychlé expanzi

Charakteristickou vlastnost́ı podzvukového prouděńı je, že se termodynamické
veličiny měńı spojitě z výchoźıho do koncového stavu a celý systém se stále
nacháźı v termodynamické rovnováze. Při nadzvukovém prouděńı však nelze
uvažovat termodynamické veličiny ve stálém stavu termodynamické rovnováhy.
Vznikaj́ı zde totiž rázové vlny, na kterých docháźı k rychlé expanzi páry, která
se stává přesycenou a nenacháźı se proto ve stavu termodynamické rovnováhy.
Aby se pára vrátila zpět do rovnovážného stavu, docháźı ke kondenzaci. Pro-
tože charakteristický čas kondenzace je mnohem deľśı než charakteristický čas
expanze vodńı páry, je proto nutné uvažovat při popisu kondenzace vodńı páru v
nerovnovážném stavu. Za t́ımto účelem se zavád́ı pojem nasyceńı vodńı páry Φ
definovaný jako poměr

Φ =
pv
ps
, (2.22)

kde pv je aktuálńı tlak vodńı páry a ps je tlak syté vodńı páry, který se ř́ıd́ı
Clausius-Clapeironovou rovnićı. Nerovnovážný stav při rychlé expanzi vodńı páry
je charakterizován stavem přesyceńı, kdy Φ > 1.

Při kondenzaci nastává nejprve proces nukleace, tj. vznik stabilńıch částeček
(též shluk̊u nebo klastr̊u molekul) o kritickém poloměru1, které jsou schopny
samostatné existence. S rostoućı velikost́ı těchto částeček roste i jejich vnitřńı
energie, zároveň však klesá pravděpodobnost spontánńıho vzniku. Velikost je
proto kĺıčovým parametrem, který ovlivňuje existenci částečky. Je-li velikost
shluku nižš́ı než kritická hodnota (viz podsekce 2.2.1), docháźı k jeho rozpadu. V
opačném př́ıpadě je energie shluku dostatečná na to, aby mohl dále samostatně
existovat, což umožňuje jeho následný r̊ust daný difuźı molekul páry a srážkami
s jinými shluky neboli koagulaćı2. Pro shluk molekul, který je větš́ı než kritická
hodnota, se také už́ıvá označeńı kapička.

Nukleace může prob́ıhat dvěma zp̊usoby. Pro oba je však nutné pro vznik
kapičky o kritické velikosti překonat počátečńı energetickou bariéru nutnou k
vytvořeńı kapky. Homogenńı nukleace popisuje př́ımou kondenzaci molekul páry
na částečky o kritickém poloměru. Tento proces je ř́ızen náhodnými srážkami

1Předpokládá se, že vznikaj́ıćı částečky maj́ı sférický tvar.
2Proces koagulace neńı při popisu modelu mokré páry uvažován.
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molekul a jejich shluk̊u. Jedná se tedy o proces ř́ızený kinetickou povahou plynu,
který lze popsat pomoćı statistické fyziky.
Daľśı možnost́ı pro překonáńı energetické bariéry je př́ıtomnost katalizátoru, který
sńıž́ı energii potřebnou k jej́ımu překonáńı. Takovým katalyzátorem jsou tzv.
kondenzačńı jádra tvořená částečkami tuhých aerosol̊u (např. prachové částice,
krystalky soli apod.). Kondenzaci molekul vody na jejich povrch je umožněno
efektivně dosáhnout kritické velikosti a následného vzniku kapičky o kritické ve-
likosti. Tomuto procesu se ř́ıká heterogenńı nukleace.

Při prudké expanzi vodńı páry v transonickém prouděńı počet kapiček vznik-
lých homogenńı nukleaćı několikanásobně přesahuje množstv́ı kapiček vzniklých
heterogenńı nukleaćı ([11]). Proto lze transonické prouděńı mokré páry popsat
pouze pomoćı procesu homogenńı nukleace3 a difuzńıho r̊ustu. Výsledný model
pak dobře odpov́ıdá reálným experiment̊um.

Zanedbáńı procesu koagulace je od̊uvodněno užit́ım předpokladu, že kapičky
jsou malé a pohybuj́ı se spolu s proud́ıćı vodńı párou. Tento předpoklad tedy
zabraňuje relativńımu pohybu mezi částečkami a s ohledem na malé velikosti
kapek je opodstatnělý.

Daľśı fáźı kondenzace je již zmı́něný difuzńı r̊ust stabilńıch kapek. Při tomto
procesu se uvažovaná kapička již nacháźı ve stavu termodynamické rovnováhy.
Tento proces je podrobněji popsán v podsekci 2.4.

2.2.1 Homogenńı nukleace

Jak již bylo uvedeno výše, procesem homogenńı nukleace se rozumı́ vznik částeček
o kritické velikosti procesem spontánńıho shlukováńım molekul vodńı páry. Ř́ı-
d́ıćım mechanismem tohoto procesu je hodnota přesyceńı vodńı páry.

Při zavedeńı sytosti vodńı páry Φ = pv
ps

se uvažuje tlak páry nad rovinným
vodńım povrchem. Obecně se však tlak vodńı páry nad r̊uzně zakřivenými
povrchy měńı a t́ım se měńı i hodnota Φ. Tuto skutečnost je proto nutné uvažovat
při popisu tlaku v okoĺı kapky.

2.2.1.1 Kritický poloměr

Formováńı kapičky tvořené Ndrop částicemi o poloměru r se popisuje pomoćı
změny Gibbsovy energie ∆G (viz [16, sekce 10.3]) jako rozd́ıl Gibbsovy energie
systému kapka - vodńı pára Gd v a p̊uvodńımu systému čisté vodńı páry Gpure vapor

∆G = Gd v −Gpure vapor. (2.23)

Nechť tedy je počet molekul vodńı páry na počátku Nt. Po vytvořeńı kapky o
Ndrop molekulách je pak počet molekul vodńı páry

Nv = Nt −Ndrop. (2.24)

Symbolem gv, resp. gl se označ́ı Gibbsova energie jedné molekuly vodńı páry,
resp. kapaliny. Může se potom přepsat rovnice (2.23) do tvaru

∆G =

Gd v︷ ︸︸ ︷
Nvgv +Ndrop gl + 4πr2σ−

Gpure vapor︷ ︸︸ ︷
Nt gv , (2.25)

3V reálné atmosféře je tomu naopak. Přesyceńı vodńı páry zde nedosahuje takových hodnot,
aby bylo došlo k homogenńı nukleace. Tvorba kapek je proto ř́ızena heterogenńı nukleaćı.
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kde σ je povrchové napět́ı vody. Člen Gd v popisuj́ıćı energii systému pára-kapka
se skládá ze součtu Gibbsovy energie vodńı páry, kapky a členu 4πr2σ popisuj́ıćı
práci pro překonáńı povrchových sil nutnou k vytvořeńı sférické kapky o poloměru
r. S využit́ım (2.24) se dále uprav́ı vztah (2.25) jako

∆G = Ndrop(gl − gv) + 4πr2σ. (2.26)

Za přepokladu, že kapka je sférická, plat́ı vztah mezi počtem molekul v kapce
Ndrop a poloměrem kapky r

Ndropvl =
4

3
πr3, (2.27)

kde vl je objem, který zauj́ımá molekula vody. Kombinaćı rovnic (2.26) a (2.27)
dostáváme

∆G =
4

3

πr3

vl
(gl − gv) + 4πr2σ. (2.28)

Pro vyjádřeńı rozd́ılu gl−gv je potřeba vyjádřit Gibbs̊uv potenciál jedné molekuly
vody a páry. K tomu se využije termodynamická definice Gibbsova potenciálu.

Diferencováńım Gibbsova potenciálu s využit́ım prvńı věty termodynamiky
lze psát ([16, podsekce 10.1.2])

dG = −Sdθ + V dp+
k∑
i=1

µidni, (2.29)

kde S je entropie systému, V je jeho objem, dni je počet mol̊u jednotlivých
komponent systému (celkový počet je k). Veličina µi je chemický potenciál, který

lze definovat např. jako µi = ∂U(θ,V,ni)
∂ni

, kde U je vnitřńı energie.
Aplikaćı rovnice (2.29) na uvažovaný model kapka-pára, ve kterém se před-

pokládá, že se neměńı koncentrace jednotlivých složek systému, tj. dni = 0 ∀i, a
za předpokladu konstantńı teploty, dθ = 0, plyne z (2.29) pro jednotlivé molekuly
s využit́ım extenzivity Gibbsova potenciálu

dg = vdp ⇔ gl − gv = (vl − vv)dp. (2.30)

V modelu kapka-pára plat́ı pozorováńı vv � vl, d́ıky nemuž se může vl zanedbat
a psát

gl − gv ∼= −vvdp. (2.31)

Protože v modelu mokré páry jsou plynné složky považovány za ideálńı plyny,
plat́ı stavová rovnice vv = kBθ/p, kde kB je Boltzmannova konstanta. Použit́ım
stavové rovnice na rovnici (2.30) a následnou integraćı z tlaku páry nad rovinným
povrchem pv do aktuálńıho stavu p se dostane rovnice

gl − gv = −kBθ
p∫

pv

dp′

p′
, (2.32)

jej́ıž integraćı vznikne

gl − gv = −kBθ ln

(
p

pv

)
= −kBθ ln(Φ), (2.33)
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což je hledané vyjádřeńı rozd́ılu Gibbsových potenciál̊u.

V rovnici (2.28) se nyńı může dosadit vztah (2.33) a t́ım se źıská rovnice pro
Gibbs̊uv potenciál

∆G = −4

3

πr3

vl
kBθ ln(Φ) + 4πr2σ. (2.34)

Na obr. 2.1 je znázorněn pr̊uběh této funkce v závislosti na poloměru při r̊uzných
stavech nasyceńı. Z pr̊uběhu funkce je patrné, že pro nenasycenou vodńı páru

φ < 1

φ > 1

Figure 2.1: Pr̊uběh Gibbsova potenciálu jako funkce poloměru kapky

Φ < 1 jsou oba členy na pravé straně rovnice (2.34) kladné a Gibbsova energie
monotónně roste s rostoućım r. Naopak při stavu přesyceńı Φ > 1 je prvńı člen
na pravé straně (2.34) záporný. Gibbs̊uv potenciál pak nabývá maxima v bodě
označeném jako rc. Tato hodnota se označuje jako kritický poloměr rc a źıská se
z podmı́nky na extrém funkce ∂∆G

∂r
= 0

rc =
2σvl

kBθ ln(Φ)
. (2.35)

Tato rovnice se někdy označuje jako Kelvinova, neboť vyjádřeńı tlaku z této
rovnice popisuje závislost mezi tlakem vodńı páry nad zakřiveným povrchem. Z
tohoto vztahu pak vyplývá, že tlak nad zakřiveným povrchem je vždy vyšš́ı než
nad rovinným (podrobněji v [16, kapitola 10], [19], [11] nebo [15]).

Dı́ky předpokladu sférického tvaru kapky tvořené n molekulami (nebo též
n-meru) a předpokladu zjednodušené geometrie lze psát

Vl = nv0, (2.36)

což znamená
4

3
πr3 = n

4

3
πr3

0,

r = 3
√
n r0.

(2.37)

Dı́ky tomuto předpokladu lze rovnici (2.34) zapsat jako funkci počtu molekul n

∆G(n) = −nkBθ ln(Φ) + a0n
2/3σ, (2.38)
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n− 1 n n+ 1

Jn−1 Jn

En

Cn−1

En

Cn−1

Figure 2.2: Schéma CNT.

kde a0 = 4πr2
0. Tento tvar je vhodný při odvozováńı rychlosti kondenzace (viz

podsekce 2.3). Pro tuto rovnici lze nalézt maximum Gibbsova potenciálu po-
ložeńım ∂∆G

∂n
= 0. Źıská se t́ım kritický počet částic n∗

n∗ =

(
2σa0

3kBθ ln(φ)

)3

. (2.39)

Tato rovnice je obdobou rovnice pro kritický poloměr (2.35).
Rovnici (2.35) lze d́ıky definici univerzálńı plynové konstanty R = kNA, kde

NA je Avogadrova konstanta, rovnici rc = 3
√
n∗ r0, vztahu a0 = 4πr2

0 a z definice
hustoty přepsat ve tvaru

rc =
2σ

ρlRθln(pv
ps

)
. (2.40)

Tato rovnice plat́ı pro obecný ideálńı plyn. V modelu mokré páry je j́ım t́ımto
plynem vodńı pára. Při dosazeńı zmı́nenych rovnic vyjde

rc =
2σ 4

3
πr3

0NA

Rθln(pv
ps

)
=

2σVmol
Rθln(pv

ps
)

=
2σMl

ρlRθln(pv
ps

)
, (2.41)

kde Ml je molárńı hmotnost vody. Aby tato rovnice odpov́ıdala rovnici (1.23), je
třeba uvažovat univerzálńı plynovou konstantu podělenou molárńı hmotnost́ı, tj.
Rv = R

Ml
, a zároveň uvažovat θ = θv. Tak se dostane rovnice (1.23), která vycháźı

ze stežejńıho článku [8].

2.3 Rychlost nukleace

Zde uvedené rovnice popisuj́ıćı nukleaci vycháźı z klasické nukleačńı teorie (zkrá-
ceně CNT). Jednou ze základńıch praćı, ze které vycháźı i rovnice (1.20), je [20].
Zde uvedené odvozeńı však výcháźı z práce [14, sekce 2.1].

Jak již bylo uvedeno v úvodu sekce 2.2, tvorba shluk̊u molekul vodńı páry
je ř́ızena kinetickými procesy. Jedńım ze základńıch předpoklad̊u CNT je, že
kinetickým pohybem docháźı k pouze k interakci mezi shluky molekul (n-mery)
a samotnými volnými molekulami neboli monomery. Vzájemná interakce shluk̊u
molekul neńı v CNT zahrnuta. Interakce monomeru s n-merem vede ke vzniku
(n + 1)-meru a rychlost této interakce se znač́ı jako rychlost kondenzace Cn.
Naopak, výpar monomeru z povrchu n-meru vede ke vzniku (n − 1)-meru a
rychlost výparu se znač́ı En. Schéma interakce je na obr. 2.2. Zavede-li se
označeńı pro hustotu n-mer̊u ρn, pak lze napsat časovou bilanci n-meru jako
rozd́ıl

∂ρn
∂t

= Jn−1 − Jn, (2.42)
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kde rychlost nukleačńıho členu pro n-mer Jn je dána vztahem

Jn = Cnρn − En+1ρn+1. (2.43)

Rychlost kondenzace Cn je dána množstv́ım molekul dopadaj́ıćıch na plošný
pr̊uřez n-meru βn (impingement rate) přenásobená pravděpodobnost́ı αn, že se
dopadaj́ıćı molekula zachyt́ı na povrchu (accomodation coefficient). Pokud se
využije předpokladu, že n-klastry jsou sférického tvaru, a tedy d́ıky rovnićım
(2.37) vyjadřuje člen a0n

2/3 povrch n-klastru. lze psát

Cn = αa0n
2/3βn. (2.44)

Určeńı počtu molekul dopadaj́ıćıch na jednotkový povrch za jednotku času
využ́ıvá klasické kinetické teorie plyn̊u a zde uvedné odvozeńı pocháźı z [27].

Nechť A je uvažovaný povrch, vx je rychlost molekul ve směru x a ∆t je
infinitezimálńı časový interval. Potom za ∆t uraźı molekuly vzdálenost vx∆t ve
směru x (uvažuje se rychlost v kladném směru osy x). Nechť V = Avx∆t je
objem a hustota molekul (number density of the gas) %v = N/V , kde N je počet
molekul. Potom počet dopadaj́ıćıch molekul βA∆tvx s rychlost́ı vx dopadaj́ıćı na
plochu A za čas ∆t lze vyjádřit pomoćı Maxwell-Boltzmannova rozděleńı fMB(vx)
([26]) jako

βA∆tvx =
N

V
A∆tvxfMB(vx)dvx. (2.45)

Integraćı této rovnice přes všechny rychlosti se dostane

βA∆t =
N

V
A∆t

〈|vx|〉
2

, (2.46)

kde se užilo značeńı pro středńı rychlost 〈|vx|〉 =
∫∞
−∞ |vx| fMB(vx)dvx a sudosti

funkce vxfMB(vx) ∫ ∞
0

vxfMB(vx)dvx =

∫ ∞
0

|vx| fMB(vx)dvx

=
1

2

∫ ∞
−∞
|vx| fMB(vx)dvx

=
1

2
〈|vx|〉

. (2.47)

Pro celkový počet částic dopadaj́ıćıch na jednotkovou plochu za jednotku času
βn pak s využit́ım (2.47) plat́ı

βn =
βA∆t

A∆t
=

1

2

N

V
〈|vx|〉. (2.48)

Dále lze však ukázat (viz [27]), že pro středńı rychlost plat́ı rovnice

〈|vx|〉 =
1

2
〈v〉 =

1

2

√
8kBθ

πmv

, (2.49)

kde byl použit vztah pro středńı rychlost částic plynu při Maxwell-Boltzmannově

rozděleńı rychlost́ı 〈v〉 =
√

8kBθ
πmv

([26]), kde mv je hmotnost molekul vodńı páry.

T́ımto se z (2.48) dostane

βn =
1

4

N

V

√
8kBθ

πmv

= %v

√
kBθ

2πmv

. (2.50)
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kde bylo použito označeńı %v = N
V

, což odpov́ıdá molekulové hustotě vodńı páry.
Rovnice (2.44) má tak tvar

Cn = αa0n
2/3ρl

√
kBθ

2πmv

, (2.51)

kde mv je molekulová hmotnost páry, ρl je hustota vody a člen a0n
2/3 odpov́ıdá

povrchu n-klastru. Pravděpodobnost zachyceńı monomeru lze bez větš́ıch nepřes-
nost́ı položit αn ∼= 1, a proto nebude tento parametr dále uváděn.

Daľśım kĺıčovým předpokladem je předpoklad rovnováhy, tj. že se s časem
neměńı hustota n-mer̊u a plat́ı tak ∂ρn

∂t
= 0. Tento předpoklad je diskutován

mnoha autory (např. [10] nebo [19]). Pro zavedeńı koncepce rovnovážného stavu
mezi n-mery je nutné, aby se ve spektru nevyskytovaly př́ılǐs velké částice, které
by rostly nade všechny meze. Proto byl přijat koncept Maxwellova démona, d́ıky
kterému se velké částečky odeberou z uvažovaného systému (tento koncept je
uveden v [14] a v [19]).

Stav rovnováhy lze vyjádřit z rovnice (2.43) dvěma zp̊usoby: buď je rychlost
nukleace Jn = 0 pro všechna n; nebo jsou jednotlivé členy nenulové a plat́ı Jn = J
pro každé n. Stejně jako v [14] i zde se voĺıme prvńı zmı́něný postup. Rovnice
(2.43) pak přecháźı do tvaru

Ee
n+1 = Ce

n

ρen
ρen+1

, (2.52)

kde ρen je hustota n-mer̊u v rovnovážném stavu. Protože rychlost vypařováńı v
rovnovážném stavu Ee

n záviśı pouze na velikosti n-meru a teplotě, plat́ı rovnost
Ee
n = En. Nav́ıc je ve stavu rovnováhy tlak vodńı páry rovný tlaku přesycené

páry, což umožňuje položit Cn = Ce
n. V [19] je uvedeno, že za předpokladu

rovnováhy bylo pozorováno, že i při nenasyceném stavu vodńı páry je spektrum n-
mer̊u bĺızké Maxwell-Boltzmannovu rozděleńı popisuj́ıćımu vzájemně rozlǐsitelné
částice a lze proto psát

ρen = ρe0exp

(
−∆Ge(n)

kBθ

)
, (2.53)

kde Ge(n) je Gibbs̊uv potenciál potřebný k vytvořeńı n-meru za předpokladu
rovnovážného stavu. Hodnota Gibbsova potenciálu v maximu n∗ se źıská dosa-
zeńım rovnice (2.39) do rovnice (2.38) a užit́ım (2.35), což vede na

∆G(n∗) =
4

3
σπr2

c . (2.54)

Rovnici (2.53) můžeme přepsat

ρen = ρe0exp

(
−

4
3
πr2

cσ

kBθ

)
, (2.55)

Charakteristická doba vzniku rovnovážného stavu n-mer̊u je menš́ı než 1µs
([14]), což je mnohonásobně méně než samotný proces nukleace. Proto je možné
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použ́ıt koncept rovnováhy mezi n-mery, d́ıky ńıž se rychlost nukleace J stává při
dané teplotě a tlaku nezávislou na n. Kombinaćı (2.43) a (2.52) se źıská

J

Ce
nρ

e
n

=
Cnρn
Ce
nρ

e
n

− ρn+1

ρen+1

=
ρn
ρen
− ρn+1

ρen+1

. (2.56)

Vznik shluku molekul má zanedbatelný vliv na hustotu molekul vodńı páry
ρ1, která je tak neměnná a je rovna rovnovážnému stavu ρe1 = ρe. Sumaćı rovnice
(2.56) od 1 do N ′ dostaneme

J

N ′∑
n=1

1

Ce
nρ

e
n

= 1− ρG+1

ρeG+1

. (2.57)

Druhý člen na pravé straně rovnice lze zanedbat, neboť hustota v rovnovážném
stavu roste d́ıky (2.55) do nekonečna a pro velká N ′ je hustota takto velkých
částic d́ıky zavedeńı Maxwellova démona nulová.
Přechodem od sumace k integraci od 1 do ∞ tak dostaneme

J =

(∫ ∞
1

1

Ce
nρ

e
n

dn

)−1

. (2.58)

K řešeńı tohoto integrálu je použita Laplaceova metoda (viz [21, sekce 2.4] nebo

[15, podsekce 3.3.1]). Využ́ıvá se zde toho, že člen
[
exp

(
−∆Ge(n)

kBθ

)]−1

v rovnici

(2.53) nabývá ostrého maxima v bodě n∗. Dı́ky tomu tvoř́ı největš́ı př́ıspěvek
pouze hodnoty v okoĺı tohoto bodu a je zde možné provést Taylor̊uv rozvoj

∆G(n) ≈ ∆G∗ +
∂∆G

∂n
|n=n∗(n− n∗) +

∂2∆G

∂n2
|n=n∗

(n− n∗)2

2
. (2.59)

Druhý člen na pravé straně je nulový, což umožńı přepsat rovnici do tvaru

∆G(n) ≈ ∆G∗ − ζ2
n∗πkBθ(n− n∗)2, (2.60)

kde ζn∗ =

(
−(∂2∆G/∂n2)

n=n∗
2πkBθ

)1/2

je tzv. Zeldovich̊uv faktor. Rovnici (2.58) lze

pak zapsat s využit́ım rovnice (2.53) a Taylorava rozvoje (2.60)

J = Cn∗ρ
e
1exp

(
−∆G∗

kBθ

)[∫ ∞
1

exp
[
−ζ2

n∗π(n− n∗)2
]
dn

]−1

. (2.61)

S využit́ım rovnice (2.38) a předpokladu n∗ = 4
3
π(r∗)3 plat́ı pro Zeldovich̊uv

faktor

ζn∗ =

√
σa3

kBθ

2

a0(n∗)2/3
. (2.62)

Dı́ky ostrému maximu rovnice (2.61) v okoĺı bodu n∗ je možné bez větš́ıch ne-
přesnost́ı rozš́ı̌rit integračńı meze od (−∞,∞). T́ım se dostane klasický Gauss̊uv
integrál a jeho řešeńım spolu s dosazeńım rovnic (2.51), (2.62) a (2.36), s před-
pokladem na sférický tvar, do rovnice pro rychlost kondenzace (2.61) vyjde

J =

√
2σ

πmv

ρ2
vvl exp

(
−4πr2

cσ

3kBTv

)
. (2.63)
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Využit́ım definice pro objem molekuly pomoćı molárńı hmotnosti vody Ml, Avo-
gadrovy konstanty NA a molekulové hmotnosti vody ml

vl =
Ml

NAρl
=
ml

ρl
, (2.64)

a úvahou, že molekulová hmotnost vody ml je stejná jako molekulová hmotnost
vodńı páry mv, dostaneme výsledný vztah

J =

√
2σ

πm3
v

ρ2
v

ρl
exp

(
−4πr2

cσ

3kBTv

)
. (2.65)

Tato rovnice se od rovnice (1.20) lǐśı pouze o faktor βn, který je korekćı na
závislost povrchového napět́ı na teplotě. Tento faktor však neńı v této práci
uvažován, respektive plat́ı βn = 1 a dále se neṕı̌se.

2.4 Rychlost r̊ustu poloměru kapky

Pro kondenzaci vodńı páry v turb́ıně je typické, že hmotnost vzniklých vodńıch
kapiček je mnohem menš́ı než hmotnost vody, která zkondenzuje při rychlém
přechodu ze stavu přesyceńı do stavu bĺızkého nasyceńı. Proto hraje proces r̊ustu
vodńıch kapek d̊uležitou roli a měl by být v modelu zahrnut. Daľśı vlastnost́ı
typickou pro kondenzaci v turb́ınách je, že kritický poloměr kapky vzniklé nukleaćı
(rovnice (2.40)) je řádově o dva až tři řády menš́ı než jej́ı volná dráha ([10]). Z
tohoto d̊uvodu je pro odvozeńı rychlosti r̊ustu kapky použita kinetické teorie.
Uvedné odvozeńı vycháźı z knihy [22, sekce 16.1] a práce [23]. Ćılem je odvodit
bilančńı rovnici pro sférickou kapku za předpokladu difuzńıho toku molekul vodńı
páry a toku energie vedeńım tepla.

Proces difuze lze vyjádřit pomoćı prvńıho Fickova zákona, který vyjadřuje
rychlost změny hmotnosti sférické vodńı kapky vlivem difuze. Lze jej zapsat ve
tvaru

dmd

dt
= 4πR2Dv

dρv
dR

, (2.66)

kde md je hmotnost kapky, R je radiálńı vzdálenost od středu kapky, Dv je
molekulárńı difuzńı koeficient vodńı páry ve vzduchu a dρv

dR
je radiálńı gradient

vodńı páry. Tuto rovnici je možné integrovat z povrchu kapky o poloměru r, kde
R = r, ρv(r) = ρv,r, do nekonečna, tj. R =∞, ρv(∞) = ρv, č́ımž se dostane

dmd

dt
= 4πrDv(ρv − ρv,r). (2.67)

Tato rovnice vyjadřuje základńı charakteristiku procesu kondenzace na povrchu
kapky. Pro ρv > ρv,r docháźı ke kondenzaci vodńı páry na kapce, v opačném
př́ıpadě se kapka vypařuje.

S procesem kondenzace nebo vypařováńı vodńı páry souviśı uvolněńı nebo
absorbce latentńıho tepla. Docháźı tak ke změně teploty kapky a vzniká teplotńı
gradient mezi teplotou povrchu kapky a okolńım vzduchem. Velikost tohoto gra-
dientu je však snižována vedeńım tepla z povrchu kapky, které prob́ıhá d́ıky in-
terakci molekul vzduchu s povrchem kapky. Tento proces popisuje rovnice pro
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rychlost ochlazováńı (cooling rate), která má tvar

dQ

dt
= −4πR2κ

dT

dR
, (2.68)

kde dQ je teplo přijaté nebo odebrané z kapky a κ je teplotńı vodivost vodńı
páry. Analogicky jako v rovnici (2.66) se provede integrace od povrchu kapky,
kde R = r a T = θr, do nekonečna, T = θv, což vede na tvar

dQ

dt
= 4πrκ(θr − θv). (2.69)

Rovnice (2.67) a (2.69) popisuj́ıćı tok hmoty a tok energie lze zahrnout do
bilančńı rovnice pro teplotu povrchu kapky θr. Rovnice bilance má tvar

mdcw
dθr
dt

= LQ
dmd

dt
− dQ

dt
, (2.70)

kde cw je specifické teplo kapalné vody a LQ je latentńı teplo výparu. Dosazeńım
rovnice (2.69) do rovnice (2.70) vyjde výsledný tvar pro bilanci energie v kapce

mdcw
dθr
dt

= LQ
dmd

dt
− 4πrκ(θr − θv). (2.71)

Povrchová teplota kapky se však při difuzńım r̊ustu měńı jen velmi málo. To
umožnuje zanedbat prvńı člen na levé straně rovnice. Dı́ky tomu se tato rovnice
zjednoduš́ı do tvaru

LQ
dmd

dt
= 4πrκ(θr − θv). (2.72)

Hmotnost sférické kapky je dána md = 4
3
ρlπr

3. Vyjádřeńım koeficientu pro
teplotńı vodivost ([23, rovnice (2.52)]) ve tvaru

κ =
λv

r(1 + 3.18Kn)
, (2.73)

kde r je pr̊uměrný poloměr (rovnice (1.17)) a Kn je Knudsenovo č́ıslo udávaj́ıćı
poměr středńı volné dráhy částice a jej́ıho pr̊uměru. Kombinaćı rovnice (2.73) a
diferencováńım rovnice pro hmotnost kapičky se źıská z rovnice (2.72) vztah pro
změnu poloměru kapky

dr

dt
=

λv
rρl(1 + kcKn)

θr − θv
LQ

. (2.74)

Pro vyjádřeńı teploty povrchu kapky je možné použ́ıt aproximačńı vztah ([23,
rovnice (2.44)])

θr = θs − (θs − θv)
rc
r
, (2.75)

kde θs je teplota syté vodńı páry, rc je kritický poloměr (rovnice (2.40)) a r je
pr̊uměrný poloměr (rovnice (2.19)). Dosazeńım teploty na povrchu kapky dané
vztahem (2.75) do (2.74) vznikne rovnice

dr

dt
=

λv(θs − θv)
LQρl(1 + 3.18Kn)

r − rc
r2 , (2.76)

což je výsledný vztah, který odpov́ıdá rovnici (1.21) uvedené ve výchoźı práci [8].
Tvar Knudsenova č́ısla je zvolen stejně jako je uveden v [8] a daný vztahem

(1.22)
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2.5 Rovnice pro tlak

Odvozeńı rovnice pro tlak je dáno koncepćı modelu prouděńı mokré páry, která
je složena z vodńı páry a kapek vody za předpokladu, že vodńı pára je ideálńı
plyn. Nı́že popsaný postup vycháźı z článku [24, apendix A.1].

Pro vnitřńı energii mokré páry e tvořené směśı páry o vnitřńı energii ev a vody
o energii el proto plat́ı

e = ωel + (1− ω)ev = ev − ω(ev − el), (2.77)

kde ω je poměr kapalné vody a mokré páry (viz rovnice (1.13)). Latentńı teplo
LQ je definováno jako rozd́ıl entalpíı mezi skupenstv́ımi. Z definice entalpie H
vztažené na jednotkovou hmotnost, tj. pro objem V plat́ı V = 1/ρ, plyne

H = e+ pV = e+
p

ρ
. (2.78)

Využit́ım této rovnice spolu s definićı latentńıho tepla kondenzace dostáváme

LQ = Hv −Hl =

(
ev +

pv
ρv

)
−
(
el +

pl
ρl

)
= ev − el + p

(
1

ρv
− 1

ρl

)
. (2.79)

Dı́ky skutečnosti, že hustota vody je mnohem větš́ı než hustota vodńı páry
(ρl >> ρv), lze v rovnici (2.79) zanedbat člen 1/ρl, č́ımž vyjde

ev − el = LQ −
p

ρv
. (2.80)

Za předpokladu, že vodńı pára je ideálńı plyn, použije se stavová rovnice pro
ideálńı plyn p

ρ
= nRθ spolu s rovnićı pro vnitřńı energii vodńı páry jako ideálńıho

plynu ev = ncvθ. Jejich dosazeńım s využit́ım Mayerova vztahu cv = cp − R a
matematickými úpravami se źıská vztah pro vnitřńı energii vodńı páry ev

ev = cv
p

ρv
=

1

γ − 1

p

ρv
. (2.81)

Dosazeńım rovnice (2.81) a (2.80) do rovnice pro celkovou vnitřńı energii mokré
páry na jednotku hmotnosti e (viz (2.77)) se obdrž́ı

e =
1

γ − 1

p

ρv
− ωLQ + ω

p

ρv
, (2.82)

což je výsledný vztah pro vnitřńı energii mokré páry.
Rovnici celkové energie mokré páry E je potom možné zapsat ve tvaru

E = ρe+
1

2
ρ(u2 + v2) =

1

γ − 1
p
ρ

ρv
− ρωLQ + ωp

ρ

ρv
+

1

2
ρ(u2 + v2). (2.83)

Celková hustota směsi je vyjádřena pomoćı poměru kapalné vody ω jako

ρ =

ρv︷ ︸︸ ︷
(1− ω)ρ+

ρl︷︸︸︷
ωρ . (2.84)
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Dosazeńım ρv = (1− ω)ρ do (2.83) tak vyjde rovnice

E − 1

2
ρ(u2 + v2) + ρωLQ = p

(
1

γ − 1

1

1− ω
+ ω

1

1− ω

)
(2.85)

a jej́ı matematickou úpravou se źıská hledaný algebraický výraz pro tlak

p =
(γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)

[
E − 1

2
ρ(u2 + v2) + ρωLQ

]
, (2.86)

který odpov́ıdá rovnici (1.24) v sekci 1.
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3. Nespojitá Galerkinova metoda

Zobecněńı metody konečných objemů (a v podstatě i metody konečných prvk̊u)
nespojitou Galerkinovou metodou představuje z hlediska numerické formulace
a analýzy komplikovaněǰśı př́ıstup. Zavád́ı se prostory funkćı po částech So-
bolevovských (broken Sobolev spaces) a veličiny na hranićıch jednotlivých ele-
ment̊u se aproximuj́ı numerickými toky, což je ale společné s metodou FVM. Pro
odvozeńı rovnic mokré páry nespojitou Galerkinovou metodou je nejprve nutné
uvést některé vlastnosti rovnic mokré páry, které budou použity při samotné
formulaci.

3.1 Formulace problému

3.1.1 Bezrozměrný tvar rovnic

Pro numerické řešeńı rovnic se často využivá jejich bezrozměrného tvaru. Ten
zachovavá fyzikálńı podobnost rovnic, ale snižuje jejich rozměr a t́ım klesá i vliv
zaokrouhlovaćıch chyb. Pro převedeńı rovnic mokré páry do bezrozměrné formu-
lace se zavád́ı následuj́ıćı charakterisické veličiny

x′ =
x

L∗
, u′ =

u

U∗
, ρ′ =

ρ

ρ∗
, %′l =

%l
ρ∗
, ω′ = ω , (3.1)

kde L∗, U∗ a ρ∗ jsou popořadě charakteristická délka, rychlost a hustota. Ostatńı
bezrozměrné veličiny jsou již závislé na charakteristikých veličinách

t′ =
t

t∗
, t∗ =

L∗

U∗
,

Q′2 =
Q2

Q∗2
, Q∗2 =

1

ρ∗L∗
,

Q′1 =
Q1

Q∗1
, Q∗1 =

1

ρ∗(L∗)2
,

Q′2 =
Q0

Q∗0
, Q∗0 =

1

ρ∗(L∗)3
.

(3.2)

Očárkované veličiny se dosad́ı do rovnic mokré páry (1.18) a dostane se bezrozměrný
tvar

∂(ρ′Q′0)

∂t′
+ div′ (ρ′Q′0v

′) = J ′

∂(ρ′Q′1)

∂t′
+ div′ (ρ′Q′1v

′) = r′cJ
′ 1

γ − 1
+ ṙ′ρ′Q′0

γ

RePr

∂(ρQ′2)

∂t′
+ div′ (ρ′Q′2v

′) = r′2c J
′
(

1

γ − 1

)2

+ 2ṙ′ρ′Q′1
γ

RePr

∂(ρ′ω′)

∂t′
+ div′ (ρ′ω′v′) =

4

3
π%′l(r

′
c)

3J ′
(

1

γ − 1

)3

+ 4π%′lρ
′ṙ′Q′2

γ

RePr

, (3.3)
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kde symbol ′ znač́ı bezrozměrné veličiny 1. Symbol γ je Poissonova konstatnta,
Re a Pr označuj́ı bezrozměrné Reynoldsovo a Prandtlovo č́ıslo definované jako

Re =
ρ∗U∗L∗

ν
, Pr =

cpν

λ
. (3.4)

Členy na pravé straně rovnice (3.3) jsou vyjádřeny pomoćı charakteristických
veličin vztahy

p′ =
p

(U∗)2ρ∗
, θ′ =

θ
(U∗)2

cv

, σ′ =
σ

ρ∗(U∗)2L∗
,

L′Q =
LQ

(U∗)2
, m′v =

mv

ρ∗(L∗)3
.

(3.5)

Dosazeńım charakteristických veličin do rovnice (2.65) pro rychlost nukleace se
dostane

J ′ =
J

J∗
, J∗ =

U∗

(L∗)4
,

J ′ =

√
2σ′

π(m′v)
3

(ρ′v)
2

ρ′l
exp

(
−4π(r′c)

2σ′

3θ′v

) cv(L
∗)3ρ∗
kB

,

(3.6)

pro kritický poloměr (rovnice (1.23))

r′c =
rc
r∗c
, r∗c =

L∗cv
Rv

, r′c =
2σ′

%′lθ
′
vln
(
p′v
p′s

) , (3.7)

pro pr̊uměrný poloměr (rovnice (1.17))

r′ =
r

L∗
, (3.8)

pro Knudsenovo č́ıslo (rovnice (1.22))

Kn′ =
Kn

Kn∗
, Kn∗ =

√
(γ − 1)

Re
, Kn′ =

√
2πθ′v

4r′p′v
(3.9)

a rychlost r̊ustu kapek (rovnice (1.21))

ṙ′ =
ṙ

ṙ∗
, ṙ∗ =

λ

cvρ∗L∗
, ṙ′ =

(θ′s − θ′v)
L′Qρ

′
l(1 + 3.18Kn′Kn∗)

r′ − 1
γ−1

r′c

(r′)2
. (3.10)

Zbývá ještě uvést bezrozměrný tvar stavové rovnice (1.19)

θ′v =
1

γ − 1

p′

ρ′v
. (3.11)

Rovnice mokré páry jsou t́ımto převedeny do bezrozměrného tvaru a mohou
být přidány k bezrozměrným Navierovým-Stokesovým rovnićım. Velikost charak-
teristických veličin je uvedena v kapitole 4.

1Derivace v operátoru divergence se uvažuj́ı bezrozměrné ∂
∂x′i

.
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3.1.2 Schématický zápis modelových rovnic

Nyńı lze Navierovy-Stokesovy rovnice v bezrozměrného tvaru (viz [1, subsekce
9.1.1]) a rovnice mokré páry (3.3) převést do tvaru 2, který se využ́ıvá při diskretizaci.

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂fs(w)

∂xs
=

2∑
s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
+ q(w), (3.12)

kde

w =



ρ
ρv1

ρv2

E
ρω
ρQ2

ρQ1

ρQ0


,fs(w) =



ρvs
ρv1vs + δ1sp
ρv2vs + δ2sp
(E + p)vs
ρωvs
ρQ2vs
ρQ1vs
ρQ0vs


,

Rs(w,∇w) =



0
τ vs1
τ vs2∑2

k=1 vkτ
v
sk + γ

RePr
∂θ
∂xs

0
0
0
0


,

q(w) =



0
0
0
0

4
3
πr3

cρlJ
(

1
γ−1

)3

+ 4ρπQ2ṙρl
(

γ
RePr

)3

r2
cJ
(

1
γ−1

)2

+ 2ρQ1ṙ
(

γ
RePr

)
rcJ

1
γ−1

+ ρQ0ṙ
γ

RePr

J


.

(3.13)

Vektor w se označuje jako stavový vektor, vektory fs a Rs pak jako nevazké a
vazké toky a q(w) jako zdrojový vektor3. Bezrozměrný tenzor napět́ı τ v je dán
z rovnice (1.5) vztahem τ v = 1

Re
τ .

Tato soustava parciálńıch diferenciálńıch rovnic se uvažuje na oblasti Ω ⊂ R2

a časovém intervalu 0 < T <∞, souhrně označenou4 QT . Oblast Ω je v jednom
směru ohraničená (označen x1) a v druhém je tvořena periodickou okrajovou
podmı́nkou (x2) viz obr. 3.1.

2Symbol ′ dále se již nebude psát a všechny veličiny budou uvažovány v bezrozměrném tvaru.
3Parametrizuj́ıćı členy J, rc a ṙ vektoru q jsou funkcemi w, ale pro přehlednost nejsou

uvedeny jejich argumenty.
4Jedná se o bezrozměrné veličiny.
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Figure 3.1: Výpočetńı oblast lopatkové mř́ıže SE1050. Převzato z [2]

3.2 Základńı vlastnosti rovnic

Rovnice mokré páry (3.12) jsou rozš́ı̌reńım Navierových-Stokesových rovnic o
transportńı rovnice se zdrojovými členy. Protože transportńı rovnice jsou speciál-
ńım př́ıpadem Navierových-Stokesových rovnic, maj́ı proto rovnice mokré páry
podobné vlastnosti. Nı́že budou uvedeny ty vlastnosti, které jsou d̊uležit́ı pro
prostorovou semidiskretizaci rovnic mokré páry. Širš́ı pojet́ı včetně ńıže uve-
deného lze nalézt v [1], [5] nebo např. [7].

Vektorové toky fs, Rs a zdrojový vektor q jsou definovány na otevřené
množině D ⊂ R8, která muśı splňovat fyzikálńı požadavky na kladné hodnoty
hustoty, energie, tlaku a pod́ılu kapalné vody a kapalných moment̊u

D = {w ∈ R8; w1 > 0, w4,5,6,7,8 > 0; (w4 −
3∑
i=2

w2
i

2w1

+ LQw5) > 0}. (3.14)

Nav́ıc fs,Rs ∈ (C1(D))
8

a q ∈ (L1(D))
8
.

Implementace rovnic mokré páry do modelu znamená nejprve zformulovat
rovnici (3.12) v semidiskrétńım tvaru, diskretizovat časovou derivaci a celý pro-
blém převést na řešeńı nelineárńı algebraické soustavy rovnic, kterou pak následně
vyřešit. K tomu se využ́ıvaj́ı d̊uležité vlastnosti Eulerových, respektive Naviéro-
vých-Stokesových rovnic, které v pozměněné podobě plat́ı i pro rovnice mokré
páry.

27



3.2.1 Základńı vlastnosti nevazkého toku

Základńı vlastnost́ı potřebnou pro semidiskretizaci a daľśı úpravy rovnice (3.12)
je derivace nevazkého toku fs. S využit́ım věty o derivaci složené funkce plat́ı

2∑
s=1

∂fs(w)

∂xs
=

2∑
s=1

As(w)
∂w

∂xs
, (3.15)

kde As je Jacobiho matice 8× 8 daná vztahem

As(w) =
Df s(w)

Dw
. (3.16)

Daľśı významnou veličinou je fyzikálńı tok P . Ten je d̊uležitý, protože je při
implementaci nahrazován numerickým tokem (sekce 3.3.2.1), který představuje
d̊uležitou konstrukci DGM nebo FVM metody. Fyzikálńı tok je definován jako

P (w,n) =
2∑
s=1

fs(w)ns, (3.17)

přičemž n ⊂ R2 je normálový vektor. Kromě samotného fyzikálńıho toku je
potřeba vyjádřit i jeho Jakobián P, pro který plat́ı s využit́ım (3.16)

DP (w,n)

Dw
=

2∑
s=1

As(w)ns =: P(w,n). (3.18)

Matice P pak má pro rovnice morké páry ve fyzikálńıch veličinách následuj́ıćı tvar

P =



0 n1 n2 0 0 0 0 0
P21 P22 P23 P24 P25 0 0 0
P31 P32 P33 P34 P35 0 0 0
P41 P42 P43 P44 P45 0 0 0

−ωv · n ωn1 ωn2 0 v · n 0 0 0
−Q2v · n Q2n1 Q2n2 0 0 v · n 0 0
−Q1v · n Q1n1 Q1n2 0 0 0 v · n 0
−Q0v · n Q0n1 Q0n2 0 0 0 0 v · n


, (3.19)
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kde jednotlivé členy jsou ve tvaru

P21 =
(γ − 1)

1 + ω(γ − 1)

[
γ

1 + ω(γ − 1)

1

ρ
ωp0 + (1− ω)

v2
1 + v2

2

2

]
n1 − v1(v · n),

P22 =

[
1− (γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)

]
v1n1 + v · n,

P23 =− (γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)
v2n1 + v1n2,

P24 =
(γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)
n1,

P25 =
(γ − 1)

1 + ω(γ − 1)

[
− γ

1 + ω(γ − 1)

1

ρ
p0 + (1− ω)L

]
,

P31 =
(γ − 1)

1 + ω(γ − 1)

[
γ

1 + ω(γ − 1)

1

ρ
ωp0 + (1− ω)

v2
1 + v2

2

2

]
n2 − v2(v · n),

P32 =v2n1 −
(γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)
v1 n2,

P33 =

[
1− (γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)

]
v2n2 + v · n,

P34 =
(γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)
n2,

P35 =
(γ − 1)

1 + ω(γ − 1)

[
− γ

1 + ω(γ − 1)

1

ρ
p0 + (1− ω)L

]
n2,

P41 =
1

1 + ω(γ − 1)

1

ρ[
γ(γ − 1)

1 + ω(γ − 1)
ωp0 − γE + (γ − 1)(1− ω)ρ(v2

1 + v2
2 − ωLQ)

]
(v · n) ,

P42 =
1

ρ

1

1 + ω(γ − 1)

[
γE + (γ − 1)(1− ω)ρ

(
−v

2
1 + v2

2

2
+ ωLQ

)]
n1−

− (γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)
v1(v · n),

P43 =− (γ − 1)(1− ω)

1 + ω(γ − 1)
v2(v · n)+

+
1

ρ

1

1 + ω(γ − 1)

[
γE + (γ − 1)(1− ω)ρ

(
−v

2
1 + v2

2

2
+ ωLQ

)]
n2,

P44 =
γ

1 + ω(γ − 1)
(v · n),

P45 =
(γ − 1)

1 + ω(γ − 1)

[
− γ

1 + ω(γ − 1)

1

ρ
p0 + (1− ω)L

]
(v · n),

(3.20)

kde p0 = E − ρv
2
1+v22

2
+ ρωLQ.

Daľśı d̊uležité vlastnosti nevazkých (Eulerových) člen̊u využité při semidiskretizaci
rovnic mokré páry jsou (viz [1, Lemma 8.6] nebo [5, podsekce 2.1])

a) Euler̊uv tok f s a fyzikálńı nevazký tok P jsou homogenńı zobrazeńı prvńıho

29



řádu, tj.
f s(αw) =αf s(w), α > 0,

P (αw,n) =αP (w,n), α 6= 0.
(3.21)

Dı́ky homogenitě pak nav́ıc plat́ı d̊uležitý vztah

f s(w) =As(w)w,

P (w,n) =P(w,n)w.
(3.22)

b) Matice P má pouze reálná vlastńı č́ısla λi(w,n), i = 1, ..., 8 (viz podsekce
3.3.4.1) a je diagonalizovatelná. Existuje tedy regulárńı matice T(w,n)
taková, že jej́ıž sloupce jsou tvořeny vlastńımi vektory matice P a plat́ı
rozklad

T−1PT = Λ, (3.23)

kde Λ = diag(λ1, ..., λ8) je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly na diagonále.

c) Rotačńı invariance systému rovnic - pro vhodnou transformaci systému sou-
řadnic ve tvaru x̃ = Q(n)x + õ s matićı rotace Q a vektorem posunut́ım
õ ∈ R8 pak pro rovnice mokré páry ve ve 2D plat́ı

P (w,n) =
2∑
s=1

f s(w)ns = Q−1(n)f 1(Q(n)w)

P =
2∑
s=1

As(w)ns = Q−1(n)A1(Q(n)w)Q(n)

(3.24)

kde matice rotace Q(n) je ve tvaru

Q(n) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 n1 n2 0 0 0 0 0
0 −n2 n1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


(3.25)

Q−1(n) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 n1 −n2 0 0 0 0 0
0 n2 n1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


(3.26)

Tyto vlastnosti budou dále využity při konstrukci numerického toku v podsekci
3.3.4.1.
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3.2.2 Vlastnosti vazkého toku

Obdobně jako pro nevazké toky f s, plat́ı podobné rovnice i pro vazký tok Rs.
Rovnice mokré páry však neobsahuj́ı žádné členy odpov́ıdaj́ıćı vazkému toku, a
proto rozš́ı̌reńı vazkého toku o složky mokré páry znamená pouze rozš́ı̌rit vek-
tor Rs pro Navierovy-Stokesovy rovnice nulami a zbylé členy nechat bezezměny.
Důležitou vlastnost́ı vazkého toku je možnost formálńı změny zápisu

Rs(w,∇w) =
2∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
, s = 1, 2, (3.27)

kde Ks,k(w) je matice 8 × 8. Struktura těchto matic odpov́ıdá matićım 4 × 4
pro Navierovy-Stokesovy rovnice uvedeným v [1, sekce 9.1], které jsou rozš́ıreny
nulami na matice 8×8, neboť složky mokré páry nemaj́ı žádné prvky odpov́ıdaj́ıćı
vazkým člen̊um. Protože kromě rozš́ı̌reńı matic nulami nedošlo k žádné změně,
nejsou zde tyto matice explicitně uvedeny.

3.3 Diskretizace rovnic mokré páry

K odvozeńı prostorové semidiskretizace pro nespojitou Galerkinovu metodu je
potřeba nejprve zavést značeńı, které bude dále už́ıváno a je shodné se značeńım
použ́ıvaným v [1]. Následně je provedena semidiskretizace rovnic mokré páry
spolu s uvedeńım základńıch vlastnost́ı rovnic (podsekce 3.3.2) a časová diskreti-
zace (zmı́něna v podsekci 3.3.3).

3.3.1 Značeńı a prostory funkćı po částech Sobolevovských

Rovnice mokré páry jsou uvažovány na polygonálńı oblasti Ω viz obr. 3.1. Na
oblasti Ω se uvažuje pokryt́ı vzájemně disjunktńımi trojúhelńıky (obecně sim-
plexy) tvoř́ıćı triangulaci Th . Symbolem Fh se označ́ı množina všech hran Γ
prvk̊u K (trojúhelńık̊u) triangulace Th (K ∈ Th). Množina Fh se uvažuje jako
sjednoceńı Fh = F I

h ∪FW
h ∪F i

h ∪F o
h , kde F I

h je množina všech vnitřńıch hran
Γ ∈ Ω, FW

h množina hran na pevné stěně Γ ∈ ∂ΩW a F i
h resp. F o

h množina
hran na vstupu Γ ∈ ∂Ωi, resp. výstupu Γ ∈ ∂Ωo. Vstup a výstup se souhrnně
označ́ı jako F io

h = F i
h ∪F o

h stejně jako obecné označeńı FB
h = FW

h ∪F io
h pro

hrany obsažené na hranici ∂Ω. Ke každé hraně Γ pak nálež́ı normálový vek-
tor nΓ . Jeho orientace odpov́ıdá pro Γ ∈ FB

h orientaci vněǰśı normály ∂Ω a pro
Γ ∈ F I

h je libovolná, ale pevná. Hranice Ω+ a Ω− představuj́ı periodické okrajové
podmı́nky, kde pro Γ+ ∈ Ω+ a Γ− ∈ Ω− plat́ı Γ+ = {(x1, x2 +q); (x1, x2) ∈ Γ−},
kde q je velikost periody ve směru x2.

Nad triangulaćı Th se zavád́ı prostor vektorových funkćı po částech Sobole-
vovských (broken Sobolev space)

H2(Ω,Th) =
(
H2(Ω,Th)

)8
,

H2(Ω,Th) = {v ∈ L2(Ω), v |K∈ H2(K)∀K ∈ Th},
(3.28)

kde H2(K) ≡ W 2,2(K) je Sobolev̊uv prostor pro skalárńı funkce na jednotlivých
elementech triangulaceK. Numerické řešeńı se však uvažuje v prostoru s konečnou
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dimenźı. Zavad́ı se proto nad triangulačńı śıt́ı Th konečnědimenzionálńı prostor
vektorových funkćı po částech polynomiálńıch Shp ⊂H2(Ω,Th), kde

Shp(Ω,Th) = (Shp(Ω,Th))
8 ,

Shp(Ω,Th) = {v ∈ L2(Ω), v |K∈ Pp(K)∀K ∈ Th},
(3.29)

kde Shp znač́ı prostor všech polynomů stupně p na elementu K.
Zároveň se předpokládá, že pro každou hranu Γ ∈ F I

h existuj́ı elementy

K
(L)
Γ , K

(R)
Γ ∈ Th, že Γ ⊂ K

(L)
Γ ∩ K(R)

Γ a že element K
(R)
Γ lež́ı ve směru normály

nΓ a K
(L)
Γ ve směru opačném.

Při odvozeńı nespojité Galerkinovy metody je nutné znát hodnoty veličin na
hranićıch element̊u, které však mohou být při přechodu z elementu na element
nespojité. Zavad́ı se následuj́ıćı značeńı. Pro vnitřńı hranu Γ ∈ F I

h se zavád́ı

značeńı w
(L)
Γ jako stopa w |

K
(L)
Γ

na hraně Γ , stejně tak w
(R)
Γ jako stopa w |

K
(R)
Γ

na hraně Γ . Lze tedy zavést označeńı pro aritmetický pr̊uměr

〈w〉Γ =
1

2
(w

(L)
Γ +w

(R)
Γ ) (3.30)

a rozd́ıl funkćı na hraně
[w]Γ = w

(L)
Γ −w

(R)
Γ . (3.31)

Pro Γ ∈ FB
h pak plat́ı [w]Γ = 〈w〉Γ = w |Γ . Spodńı index [·]Γ , 〈·〉Γ a nΓ

se neṕı̌se v př́ıpadě, že uvedené výrazy jsou argumentem integrálu přes hranu∫
Γ
...dS. Podobně pro hranu na hranici oblasti Γ ∈ FB

h znač́ı wL
Γ stopu w |

K
(L)
Γ

na Γ , kde K
(L)
Γ ∈ Th splňuje Γ ⊂ K

(L)
Γ ∩ ∂Ω.

3.3.2 Semidiskretizace nespojitou Galerkinovou metodou

Pro odvozeńı prostorové diskretizace se postupuje zp̊usobem uvedeným v [1].
Ćılem je odvodit slabou formulaci rovnic mokré páry.

Nechť tedy existuje dostatečně regulárńı řešeńı z Bochnerova prostoru w ∈
C1
(
[0, T ];H2(Ω,Th)

)
splňuj́ıćı rovnice mokrá páry (3.12). Pro slabou formu-

laci se pak tato rovnice přenásob́ı testovaćı funkćı z prostoru funkćı po částech
sobolevovských ϕ ∈H2(Ω,Th), integruje se přes element K ∈ Th, a pak se přes
všechny elementy K vysč́ıtá. T́ım se dostane

∑
K∈Th

∫
K

∂w

∂t
·ϕdx+

∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
·ϕdx =

=
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
·ϕdx+ +

∑
K∈Th

∫
K

q(w) ·ϕdx.
(3.32)

Tato rovnice se formálně přeṕı̌se do tvaru∑
K∈Th

∫
K

∂w

∂t
·ϕdx+ Inv + V is+ Src = 0, (3.33)
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kde prostorové derivace vazkých a nevazkých tok̊u se použit́ım Greenovy věty
převedou na integraci přes hranici

Inv ≡
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

∂f s(w)

∂xs
·ϕdx Green

=
∑
K∈Th

∫
∂K

2∑
s=1

fs(w)ns ·ϕdS−

−
∑

K∈Th

∫
K

∑2
s=1 fs(w) · ∂ϕ

∂xs
dx

V is ≡
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

∂Rs(w,Ow)

∂xs
·ϕdx Green

=

= −
∑

K∈Th

∫
∂K

∑2
s=1Rs(w,Ow)ns ·ϕdS+

+
∑

K∈Th

∫
K

∑2
s=1Rs(w,Ow) · ∂ϕ

∂xs
dx

Src ≡ −
∑
K∈Th

∫
K

q(w) ·ϕdx

(3.34)
kde ns, s = 1, 2 jsou složky normálového vektoru k ∂K. Protože na vazké členy lze
nahĺıžet jako na perturbaci Eulerových rovnic ([2]), je prostorová semidiskretizace
nevazkých a vazkých člen̊u provedena zvlášť.

3.3.2.1 Úprava nevazkých člen̊u Inv

Pro aplikaci okrajových podmı́nek se v rovnici (3.34) rozděĺı integrace přes všechny
hrany v členu Inv na integraci přes jednotlivé typy hran. Člen Inv má tak tvar

−
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂xs

dx+
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

fs(w)nΓ,s · [ϕ]dS+

+
∑
Γ∈FB

h

∫
Γ

2∑
s=1

fs(w)nΓ,s ·ϕdS.
(3.35)

Zde se využilo toho, že integrace přes vnitřńı hrany je integrace poč́ıtána dvakrát,
pokaždé ale s opačnou normálou n

(L)
Γ,s = −n(R)

Γ,s a že při formálńım předpokladu

dostatečně regulárńıho řešeńı w plat́ı f s(w
(L)) = f s(w

(R)). Lze tedy psát

∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

(fs(w
(L)) ·ϕ(L) − fs(w(R)) ·ϕ(R))nΓ,sdS =

=
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

fs(w)nΓ,s · [ϕ]dS.

(3.36)

Nyńı se zavede již zmı́něný numerický tok daný jako vektorová funkceH předpisem∫
Γ

2∑
s=1

fs(w)nΓ,s ·ϕdS ≈
∫
Γ

H(w(R),w(L),nΓ ) ·ϕdS, (3.37)

který se použ́ıvá k určeńı fyzikálńıho toku na hraně Γ . Numerický tok vy-
jadřuj́ıćı hodnoty na hranách je z hlediska nespojité Galerkinovy metody i metody
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FEM velmi d̊uležitý, protože jeho volba může ovlivnit chováńı metody. Kromě
vhodných numerických vlastnost́ı muśı splňovat i fyzikálńı předpoklady pro reg-
ulárńı řešeńı - spojitost, konzistentnost a konzervativitu (viz např. [1] nebo [7]).

3.3.2.1.1 Nevazké okrajové podmı́nky
Pro hrany Γ ∈ ∂Ω je nutné určit hodnoty vně oblasti w

(R)
Γ , které jsou obsaženy

v numerickém toku. Ty se lǐśı podle typu hrany a vhodnosti použit́ı.

Nepropustná stěna
Pro Γ ∈ F I

W je jednou z možnost́ı jak aplikovat podmı́nku v ·n = 0 je zavedeńı

nevazkého operátoru zrcadleńı (Inviscid Mirror Operator) jako w
(R)
Γ = M (w

(L)
Γ )

([1, sekce 8.3.1]). Tento operátor pro nevazké členy se zavád́ı s pomoćı vektoru
v⊥ = v−2(v ·n)n, který má stejnou tangenciálńı složku, ale opačnou normálovou
složky oproti vektoru v. Operátor zrcadleńı je pak zavedený tvarem

M (w) = (ρ, ρv⊥, E, ρω, ρQ2, ρQ1, ρQ0). (3.38)

Pro numerický tok na pevné stěně tak plat́ı

H(w(R),w(L),nΓ ) = H(w,M (w),n) := fW (w(L),n). (3.39)

Vstup a výstup
Pro Γ ∈ F io

h je obecně těžš́ı uřčit hodnotu w
(R)
Γ . Zde je zvolen př́ıstup založený

na řešeńı linearizovaného Riemannova problému, která vycháźı ze znalosti vhodně
zvoleného vektoru wBC předepsaného na časoprostorovém intervalu (∂Ωi∪Ωo)×
(0, T ). Podrobněǰśı popis metody je uveden v [1] nebo [7]. Schématicky lze zapsat
zavedeńım operátoru řešeńı Riemannova problému BRP

w
(R)
Γ := BRP (w

(L)
Γ ,wBC). (3.40)

S využit́ım výše uvedené formulace okrajových podmı́nek (3.39) a (3.40) lze
členy z (3.35) přeformulovat a zavedeńım formy bh(w,ϕ) zjednodušeně vyjádřit
jako

bh(w,ϕ) :=−
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂xs

dx

+
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

H(w(R),w(L),nΓ ) · [ϕ]dS

+
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

2∑
s=1

fs
W (w

(L)
Γ )nΓ,s ·ϕdS

+
∑
Γ∈F io

h

∫
Γ

2∑
s=1

H(w(L),BRP (w(L),wBC),nΓ ) · [ϕ]dS

(3.41)

34



3.3.2.2 Úprava vazkých člen̊u V is

Odvozeńı prob́ıhá obdobně jako pro nevazké členy. Integrál přes hranici elementu
K se v rovnici (3.34) se rozeṕı̌se podle typu hran

∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

Rs(w,Ow)ns ·ϕdS =
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

〈Rs(w,Ow)〉ns · [ϕ]dS+

+
∑
Γ∈FB

h

∫
Γ

2∑
s=1

Rs(w,Ow)ns ·ϕdS,
(3.42)

kde středńı hodnota pro Γ ∈ F I
h byla zavedena formálně d́ıky tomu, že w ∈

H2(Ω). T́ım je zaručena spojitost Rs na Ω a plat́ı

Rs(w
(L),Ow(L)) = Rs(w

(R),Ow(R)) = 〈Rs(w,Ow)〉. (3.43)

Člen [ϕ] byl odvozen stejně jako pro vazké členy výše. Při analýze hraničńıch
integrál̊u se podobně jako pro vazké členy využ́ıvá okrajových podmı́nek.

3.3.2.2.1 Vazké okrajové podmı́nky
Pro vazké členy odpov́ıdaj́ıćı člen̊um Navierových-Stokesových rovnic jsou na

hranićıch dány následuj́ıćı hodnoty

ρ = ρext, v1 =v1,ext, v2 = v2,ext,
2∑
s=1

2∑
k=1

vkτ
v
sk +

γ

RePr

∂θ

∂n
= 0 na ∂Ωi

2∑
k=1

τ vsknk = 0, s = 1, 2,
∂θ

∂n
= 0 na ∂Ωo

v1 = v2 = 0,
∂θ

∂n
= 0 na ∂ΩW ,

(3.44)

kde spodńı index ext znač́ı př́ıslušně zvolenou funkci. Členy odpov́ıdaj́ıćı mokré
páře, které jsou při této formulaci pro vazký tok identicky nulové, nemaj́ı proto
žádný vliv na tento zp̊usob zápisu okrajových podmı́nek.

Takto zvolené podmı́nky pak zaručuj́ı, že (viz (3.13))

Rs(w,∇w)|∂Ωo = 0 (3.45)

a že na pevné stěně lze zavést matice KW
s,k(w) vycházej́ıćı z rovnice (3.27) a

splňuj́ıćı

Rs(w,∇w)|∂ΩW =



0∑2
s=1 τ

v
1sns∑2

s=1 τ
v
2sns

0
0
0
0
0


:=

2∑
k=1

KW
s,k(∂w)

∂w

∂xs
|∂ΩW . (3.46)
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Tyto matice jsou vyjádřeny v [1, sekce 9.1.2].
Dı́ky rovnici (3.45) je zaručeno, že na výstupu je člen z rovnice (3.42) nulový,
neboť plat́ı ∑

Γ∈Fo
h

∫
Γ

2∑
s=1

Rs(w,Ow)ns ·ϕdS = 0. (3.47)

Rozepsáńım výrazu (3.42) podle př́ıslušnosti hran k okrajovým podmı́nkám
s vhodným zavedeńım středńıch hodnot a skokových funkćı (obdobně jako u
nevazkých člen̊u v podsekci 3.3.2.1), aplikaćı vztahu (3.27) na objemový inte-
grál a zavedeńım formy ah(w,ϕ) se dostane5

ah(w,ϕ) =
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

(
2∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
) · ∂ϕ
∂xs

dx

−
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

〈
2∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
〉ns · [ϕ]dS

−
∑
Γ∈F i

h

∫
Γ

2∑
s=1

2∑
k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
ns ·ϕdS

−
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

2∑
s=1

2∑
k=1

KW
s,k(w)

∂w

∂xk
ns ·ϕdS.

(3.48)

Dále se zavede penalizačńı člen pro vnitřńı a okrajové hrany (Interior and
Boundary Penalty) Jσh , který je při formálńım předpokladu dostatečně hladkého
řešeńı roven nule a který má tvar

Jσh (wh,ϕh) :=
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

σ[wh] · [ϕh]dS

+
∑
Γ∈F i

h

∫
Γ

σ(wh −wh,B) ·ϕhdS +
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

σ(wh −wh,B) · V (ϕh)dS,

(3.49)
kde wh,B je hodnota stavového vektoru na hranici vycházej́ıćı z okrajových pod-
mı́nek (3.44) přepsaná do tvaru

wh,B|Γ := BRP (w
(L)
h,Γ ,wBC)T Γ ∈ F i

h,

wh,B|Γ := (ρ
(L)
Γ , 0, 0, ρ

(L)
Γ θ

(L)
Γ , 0, 0, 0, 0)T Γ ∈ FW

h .
(3.50)

Operátor V slouž́ı k penalizaci prvk̊u w s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou na
pevné stěně a σ je vhodně zvolený váhový faktor (podrobně [1, podsekce 9.2]).

Celkově lze tedy přepsat vazký člen V is z rovnice (3.34) pro dostatečně hladké
řešeńı w jako

V is = ah(w,ϕ) + Jσh(w,ϕ) ∀ϕ ∈H2(Ω,Th). (3.51)

5Neuvažuje se vnitřńı Galerkinova penalizace (typ stabilizace IIPG, Θ = 0) viz [1].
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3.3.2.3 Úprava zdrojového členu Src

Pro shodu s vazkými a nevazkými členy se člen Src označ́ı formou sh jako

sh(w,ϕ) := −
∑
K∈Th

∫
K

q(w) ·ϕdx, (3.52)

kde forma sh je ve svém prvńım argumentu nelineárńı.

3.3.3 Časová a prostorová diskretizace problému

Pro formulaci diskrétńıho tvaru rovnic mokré páry (3.12) se zavede v (L2(Ω))8

skalárńı součin (·, ·) vztahem

(w,ϕ) =

∫
Ω

w ·ϕdx. (3.53)

S jeho využit́ım se rovnice (3.32) přeṕı̌se s pomoćı (3.41) a (3.51) zaṕı̌se jako
soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic

d

dt
(w(t),ϕ)+bh(w(t),ϕ)+ah(w(t),ϕ)+Jσh(w(t),ϕ)+sh(w(t),ϕ) = 0, (3.54)

která plat́ı pro dostatečně regulárńı řešeńı w a ϕ ∈H2(Ω,Th). Do této rovnice
se přidaj́ı dodatečné formy βh, γh : Shp × Shp × Shp → R, které jsou lineárńı ve
svém druhém a třet́ım argumentu. Fyzikálně odpov́ıdaj́ı umělé vazkosti a slouž́ı
ke stabilizaci řešeńı v oblasti rázové vlny. Podrobněji jsou popsány v [1, podsekce
8.5.2]).
Nyńı lze konečně zavést finálńı formu ch zahrnuj́ıćı všechny členy nespojité Galerki-
novy metody jako

ch(w,ϕ) :=ah(w,ϕ) + bh(w,ϕ) + Jσh(w,ϕ) + sh(w,ϕ)

+ βh(w,w,ϕ) + γh(w,w,ϕ).
(3.55)

Pro odvozeńı vztahu (3.55) se předpokládala existence dostatečně regulárńıho
řešeńı w(t) ∈ C1

(
[0, T ];H2(Ω,Th)

)
a ϕ ∈ H2(Ω,Th). Pro nalezeńı numer-

ického řešeńı se aplikuje Galerkinova metoda aproximace řešeńı, kdy se zavád́ı
konečně dimenzionálńıho prostor Shp ⊂H2(Ω,Th) polynomiálńıch funkćı (rovnice
(3.29)), ve kterém se předpokládá, že ∀t ∈ (0, T ) je w(t) ∈ Shp. Může se proto
zadefinovat vektor wh : Ω × (0, T ) → R8 a problém (3.54) se s využit́ım (3.55)
převede na tzv. semi-diskrétńı problém

wh ∈ C1([0, T ];Shp),

d

dt
(wh(t),ϕh) + ch(wh(t),ϕh) = 0 ∀ϕh ∈ Shp∀t ∈ (0, T ),

wh(0) = Phw
0,

(3.56)

kde Phw
0 je projekce počátečńı podmı́nky w0(x), x ∈ Ω na prostor Shp.

Problém (3.56) představuje soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic. V této
práci je pro jej́ı řešeńı zvolena zpětná Eulerova metoda jako nejjednodušš́ı př́ıpad
obecněǰśıch zpětných n-krokových metod (BDF metody). Ty lze při použit́ı stan-
dardńıho děleńı časového intervalu [0, T ] na časové hladiny 0 = t0 < t1 < t2 <
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... < tr = T , kde τk = tk− tk−1 je časový krok a wk
h = wh(tk), zapsat pro problém

(3.56)

wk
h ∈ Shp, k = 1, ..., r,

1

τk
(
n∑
l=0

αk,lw
k−l
h ,ϕh) + ch(w

k
h(t),ϕh) = 0 ∀ϕh ∈ Shp∀t ∈ (0, T ), k = n, ..., r

w0
h = Phw

0,
(3.57)

kde αk,l jsou koeficienty koeficienty BDF metody. Vektor wk
h splňuj́ıćı 3.57 se

nazývá přibližné řešeńı problému 3.12. Počátečńıho hodnoty wl
h ∈ Shp, l =

1, ..., n − 1 jsou spočteny vhodnou méněkrokovou metodou. Eulerova metoda
pak představuje nejjednodušš́ı př́ıpad, kdy n = 1 a αk,0 = 1, αk,1 = −1 pro ∀k.
Stavový vektor wk

h splňuj́ıćı (3.57) se nazývá přibližné řešeńı. Pro jeho źıskáńı je
třeba vyřešit rovnici (3.57), která představuje soustavu nelineárńıch algebraických
rovnic jej́ıž postup řešeńı je nast́ıněn v následuj́ıćı sekci.

3.3.4 Metoda řešeńı nelineárńı algebraické soustavy

Zde uvedený postup (viz [1]) řešeńı rovnice (3.57) vycháźı z Newtonovy metody
řešeńı nelineárńı soustavy rovnic, oproti které ale nevyžaduje konstrukci Jakobiho
matice a na mı́sto j́ı použ́ıvá matici toku (Flux Matrix).

Metody založené na Galerkinově aproximaci vedou ke konstrukci konečnědi-
menzionálńıho podprostoru, ve kterém se hledá přibližné řešeńı pomoćı zavedeńı
báze tohoto podporostoru. Nechť tedy Nhp je dimenze prostoru Shp a množina
Bhp = ϕi, i = 1, ..., Nhp je jeho báze. Stavový vektor wk

h ∈ Shp lze potom v této
bázi zapsat jako

wk
h(x) =

Nhp∑
j=1

ξk,jϕj(x) (3.58)

kde ξk,j jsou bázové koeficienty. Dosazeńım (3.58) do rovnice (3.57) a volba
testovaćı funkce jakožto bázových funkćı ϕi vede k zavedeńı vektorové funkce
F h : (RNhp)n × RNhp → RNhp , která formálně nahrad́ı rovnici (3.57)

F h({ξk−l}nl=1; ξk) :=
1

τk
(
n∑
l=0

αk,lw
k−l
h ,ϕi) + ch(w

k
h,ϕi) = 0, k = n, ..., r.

(3.59)
Rovnice (3.59) představuje systém algebraických nelineárńıch rovnic a zároveň se
jedná o implicitńı metodu řešeńı p̊uvodńıho problému. Pro jeho řešeńı je zvolena
tzv. modifikovaná Newtonova metoda (Newton-like method, [1, podsekce 8.4.3]).
Jedná se o metodu řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic vycházej́ıćı z Newtonovy
metody, ale namı́sto výpočtu Jakobiho matice se linearizuje formu ch(wh,ϕ)
danou vztahem (3.55) a zavád́ı matici toku (Flux Matrix). Při tomto postupu se
definuje forma cLh : Shp × Shp × Shp → R, která je lineárńı ve svém druhém a
třet́ım argumentu a plat́ı

ch(wh,ϕ) = cLh (wh,

lin. arg.︷ ︸︸ ︷
wh,ϕ)− c̃h(wh,ϕ) ∀wh,ϕh ∈ Shp. (3.60)
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kde forma c̃h : Shp × Shp → R je reziduálńı forma. Protože ch je dána součtem
forem odpov́ıdaj́ıćımi r̊uzným člen̊um (viz rovnice (3.55)), spoč́ıvá lineariace ch
v linearizaci d́ılčćıh forem, pro než je z hlediska rovnic mokré páry nejd̊uležitěǰśı
forma bh.

3.3.4.1 Linearizace formy bh

Postup linearizace formy bh (rovnice (3.41)) je formálně stejný jako v rovnici
(3.60). Nejprve se zavede značeńı

bh(wh,ϕh) :=

:=η1︷ ︸︸ ︷
−
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

fs(wh) ·
∂ϕh
∂xs

dx

:=η2︷ ︸︸ ︷
+
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

H(w
(R)
h ,w

(L)
h ,nΓ ) · [ϕh]dS

:=η3︷ ︸︸ ︷
+
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

2∑
s=1

fs
W (w

(L)
h,Γ )nΓ,s ·ϕhdS

:=η4︷ ︸︸ ︷
+
∑
Γ∈F io

h

∫
Γ

2∑
s=1

H(w
(L)
h ,BRP (w

(L)
h ,whBC),nΓ ) · [ϕh]dS .

(3.61)

Člen η1 je linearizován s využit́ım homogenity Eulerova toku (3.22) jako

ηL1 (wh,wh,ϕh) = −
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

As(wh)wh ·
∂ϕh
∂xs

dx. (3.62)

Linearizace členu η2 se provede pomoćı vhodně zvoleného numerického toku
H . Pro rovnice mokré páry je použit Vijayasundaramův numerický tok HV S ([1,
sekce 8.4.3] nebo [7]). Ten je spočten s využit́ım rotačńı invariance matice (3.24)
a diagonalizovatelnosti matice P(w,n) (3.23). Dále se využije přepisu matice A1

podle [24]

A1 =



0 1 0 0 0 0 0 0
a21 v1(2− α) −αv2 α a25 0 0 0
−v1v2 v2 v1 0 0 0 0 0

v1(a21 + v2
1 −H) H − αv2

1 −αv1v2 v1(1 + α) v1a25 0 0 0
−ωv1 ω 0 0 v1 0 0 0
−Q2v1 Q2 0 0 0 v1 0 0
−Q1v1 Q1 0 0 0 0 v1 0
−Q0v1 Q0 0 0 0 0 0 v1


,

(3.63)
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kde

a21 = ωδc2 − v2
1 + α

v2
1 + v2

2

2
, a25 = αLQ − δc2, c2 =

γp

ρ
, H =

E + p

ρ

α =
(1− ω)(1− γ)

1 + ω(γ − 1)
, δ =

1

(1− ω)

1

(1 + ω(γ − 1))
(3.64)

Vlastńı č́ısla matice A1 jsou

λ1 = v1 − ĉ, λ2 = v1 + ĉ, λ3,4,5,6,7,8 = v1 (3.65)

při značeńı ĉ =

√
α(H + ωLQ − v21+v22

2
). Potom matice vlastńıch vektor̊u6 TA1 a

jej́ı inverzńı matice T−1
A1

maj́ı tvar

TA1 =



1 1 1 0 0 0 0 0
v1 − ĉ v1 + ĉ v1 0 0 0 0 0
v2 v2 v2 1 0 0 0 0

H − v1ĉ H + v1ĉ
v21+v22

2
− LQω v1 r45 0 0 0

ω ω ω 0 1 0 0 0
Q2 Q2 0 0 0 1 0 0
Q1 Q1 0 0 0 0 1 0
Q0 Q0 0 0 0 0 0 1



T−1
A1

=



1
2
(v1
ĉ

+ 1− v22
z
− y

z
) 1

2
(−1

ĉ
+ v1

z
) 1

2
v2
z

−1
2

1
z

1
2
r45
z

0 0 0
1
2
(−v1

ĉ
+ 1− v22

z
− y

z
) 1

2
(1
ĉ

+ v1
z

) 1
2
v2
z

−1
2

1
z

1
2
r45
z

0 0 0
v22
z

+ y
z

−v1
z

−v2
z

1
z

− r45
z

0 0 0
−v2 0 1 0 0 0 0 0
−ω 0 0 0 1 0 0 0

−Q2(1− v22
z
− y

z
) −v1Q2

z
−v2Q2

z
Q2

z
−Q2r45

z
1 0 0

−Q1(1− v22
z
− y

z
) −v1Q1

z
−v2Q1

z
Q1

z
−Q1r45

z
0 1 0

−Q0(1− v22
z
− y

z
) −v1Q0

z
−v2Q0

z
Q0

z
−Q0r45

z
0 0 1


,

(3.66)

kde r45 = c2

(γ−1)(1−ω)2
−LQ, y = −H+v2

1 + r45ω, z = −H+
v21+v22

2
−LQω a zároveň

muśı platit7z 6= 0. Dı́ky těmto vlastnostem je možné matici P danou rovnićı
(3.18) zapsat jako

P(w,n) = Q−1(n)A1(Q(n)w)Q(n) =

:=T︷ ︸︸ ︷
Q−1(n)TA1 Λ

:=T−1︷ ︸︸ ︷
T−1

A1
Q(n), (3.67)

kde matice T a T−1 jsou matice vlastńıch vektor̊u P z rovnice (3.23), Λ je di-
agonálńı matice vlastńıch č́ısel daných vztahem (3.65) a matice Q a Q−1 jsou
dány vztahy (3.25) a (3.26). Rovnici (3.67) lze dále přepsat jako matici P+ a a
P− odpov́ıdaj́ıćı rozkladu matice P pro kladná a pro záporná vlastńı č́ısla

P± = TΛ±T−1, (3.68)

6Matice uvedená v článku [24, rovnice (32)] má člen t43 =
v2
1+v2

2

2 + LQω. Potom ale neplat́ı
TT−1 = Id.

7Jak se ukázalo při numerické implementaci, podmı́nka na nenulovost z byla vždy splněna.
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kde λ+
i = max(λi, 0) a λ−i = min(λi, 0) pro i = 1, ..., 8. Vijayasundaramův

numerický tok je potom dán vztahem

HV S(w1),w2,n) = P+(
w1 +w2

2
,n)w1 + P−(

w1 +w2

2
,n)w2. (3.69)

Dosazeńım této rovnice lze člen η2 z (3.61) linearizovat výrazem

ηL2 (wh,wh,ϕh) =∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

[P+(〈wh〉Γ ,nΓ )w
(L)
h,Γ + P−(〈wh〉Γ ,nΓ )w

(R)
h,Γ · [ϕh]dS.

(3.70)
Člen η3 ze vztahu (3.61) odpov́ıdaj́ıćı integraci přes nepropustnou stěnu se

při použit́ı nevazkého operátoru zrcadleńı M (výraz (3.38)) linearizuje aplikaćı
výrazu (3.39) a dosazeńım konkrétniho Vijayasundaramova numerického toku
(3.69). To vede nejprve na vztah

fLW (wh,wh,n) =P+(wh,n)wh + P−(wh,n)M (wh) (3.71)

pomoćı kterého se linearizuje člen η3 jako

ηL3 (wh,wh,ϕh) =
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

2∑
s=1

fLW (w
(L)
h,Γ ,w

(L)
h,Γ ,n) ·ϕhdS. (3.72)

Linearizace členu η4 z (3.61) vycháźı z definice Vijayasundaramova numer-
ického toku

H(w
(L)
h ,BRP (w

(L)
h ,wh,BC),nΓ ) =P+(w

(L)
h,Γ ,nΓ )w

(L)
h,Γ+

P−(w
(L)
h,Γ ,nΓ )BRP (w

(L)
h ,wh,BC),

(3.73)

která se rozeṕı̌se na linearizovanou formu ηL4 a residuum b̃h

η4 ≈

=:ηL4 (wh,wh,ϕh)︷ ︸︸ ︷∑
Γ∈F io

h

∫
Γ

2∑
s=1

(P+(w
(L)
h,Γ ,nΓ )w

(L)
h,Γ ) · [ϕh]dS

:=−b̃h(wh,wh)︷ ︸︸ ︷∑
Γ∈F io

h

∫
Γ

2∑
s=1

(P−(w
(L)
h,Γ ,nΓ )BRP (w

(L)
h ,wh,BC)) · [ϕh]dS .

(3.74)

Linearizované formy zavedené t́ımto zp̊usobem nav́ıc splňuj́ıćı
ηi = η

(L)
i (wh,wh,ϕh) pro i = 1, 2, 3 a η4 = η

(L)
4 (wh,wh,ϕh)− b̃h(wh,ϕh).

Celkově tedy lze psát linearizovanou formu bLh pomoćı (3.62), (3.70), (3.72) a
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(3.74)

bLh (wh,wh,ϕh) = −
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

As(wh)wh ·
∂ϕh
∂xs

dx

+
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

[P+(〈wh〉Γ ,nΓ )w
(L)
h,Γ + P−(〈wh〉Γ ,nΓ )w

(R)
h,Γ · [ϕh]dS

+
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

2∑
s=1

fLW (w
(L)
h,Γ ,w

(L)
h,Γ ,n) ·ϕhdS

+
∑
Γ∈F io

h

∫
Γ

2∑
s=1

(P+(w
(L)
h,Γ ,nΓ )w

(L)
h,Γ ) · [ϕh]dS

(3.75)
a ’zbytkovou’ formu

b̃h(wh,wh) = −
∑
Γ∈F io

h

∫
Γ

2∑
s=1

(P−(w
(L)
h,Γ ,nΓ )BRP (w

(L)
h ,wh,BC)) · [ϕh]dS. (3.76)

Zároveň pak plat́ı bh = bLh (wh,wh,ϕh)− b̃h(wh,wh).

3.3.4.2 Linearizace daľśıch forem

Princip při linearizaci zbylých člen̊u z formy ch z (3.55) je stejný jako pro for-
mu bh a to zavést formu, která je lineárńı alespoň ve dvou svých argumentu, a
’zbytkovou’ nelineárńı formu, která ale nemuśı být nutně př́ıtomna.

Pro formu ah ze vztahu (3.48) spoč́ıvá linearizace v přepisu argument̊u

aLh (wh,wh,ϕh) =
∑
K∈Th

∫
K

2∑
s=1

(
2∑

k=1

Ks,k(wh)
∂wh

∂xk
) · ∂ϕh

∂xs
dx

−
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

2∑
s=1

〈
2∑

k=1

Ks,k(wh)
∂wh

∂xk
〉ns · [ϕh]dS

−
∑
Γ∈F i

h

∫
Γ

2∑
s=1

2∑
k=1

Ks,k(wh)
∂wh

∂xk
ns ·ϕhdS

−
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

2∑
s=1

2∑
k=1

KW
s,k(wh)

∂wh

∂xk
ns ·ϕhdS.

(3.77)

Linearizace penalizačńı formy Jσh z (3.49) se provede formálńım rozepsáńım

Jσ,Lh (wh,ϕh) :=
∑
Γ∈F I

h

∫
Γ

σ[wh] · [ϕh]dS

+
∑
Γ∈F i

h

∫
Γ

σ(wh) ·ϕhdS +
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

σ(wh) · V (ϕh)dS,

J̃σh (wh,ϕh) =
∑
Γ∈F i

h

∫
Γ

σwh,B ·ϕhdS +
∑

Γ∈FW
h

∫
Γ

σwh,B · V (ϕh)dS,

(3.78)
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kde wh,B je stavový vektor odpov́ıdaj́ıćı okrajovým podmı́nkám (3.50) pro vektor

wh. Dı́ky tomu je splněna platnost Jσh (wh,ϕh) = Jσ,Lh (wh,ϕh)− J̃σh (wh,ϕh).
Linearizace dodatečných forem βh(wh,wh,ϕh),γh(wh,wh,ϕh) stabilizuj́ıćıch

řešeńı v oblasti rázové vlny neńı nutná neboť tyto formy jsou již lineárńı ve svých
druhých a třet́ıch argumentech lineárńı.

Výsledná linearizace formy ch se zaṕı̌se s využit́ım (3.75), (3.77), (3.78) a
(3.52) jako

cLh (wh,wh,ϕh) =aLh (wh,wh,ϕh) + bLh (wh,wh,ϕh) + Jσ,Lh (wh,ϕh)

+ βh(wh,wh,ϕh) + γh(wh,wh,ϕh)
(3.79)

a ’zbytková’ forma

c̃h(wh,ϕh) = b̃h(wh,wh) + J̃σh (wh,ϕh) + sh(wh,ϕh). (3.80)

Takto linearizovaná forma opět splňuje podmı́nku (3.60)

ch(wh,ϕh) = cLh (wh,ϕh)− c̃h(wh,ϕh). (3.81)

Linearizace formy ch byla provedena z toho d̊uvodu, aby bylo možné použ́ıt
modifikovanou Newtonovu metodu pro řešeńı nelineárńı soustavy rovnic, která
využ́ıvá namı́sto Jakobiho matice matici toku. Jej́ı zavedeńı je motivováno do-
sazeńım algebraické reprezentace přibližného řešeńı wk

h (vztah (3.58)) do rovnice
(3.59), linearizaćı formy ch, využit́ım jej́ı linearity a vhodnou úpravou. Matice
toku je pak pro v́ıcekrokovou metodu (3.57) definována jako Nhp × Nhp matice
Ch

Ch(ξ) = {αn,0
τk

(ϕi,ϕj) + cLh (wh,ϕi,ϕj)}
Nhp
i,j=1, (3.82)

kde ξ ∈ RNhp je vektor bázových koeficient̊u wh. Kromě matice toku takto ještě
vznikne vektor dh

dh({ξk−l}nl=1, ξ) = { 1

τk
(
n∑
i=1

αn,iw
k−l
h ,ϕi) + c̃h(wh,ϕi)}

Nhp
i= , (3.83)

kde ξk−l ∈ RNhp , ∀l = 1, ..., n je algebraická reprezentace wk−l
h ∈ Shp. S

využit́ım vztah̊u (3.82) a (3.83) se pak přeṕı̌se rovnice (3.59) jako

F h({ξk−l}nl=1, ξk) = Ch(ξk)ξk − dh({ξk−l}nl=1, ξk) = 0, k = 1, ..., r (3.84)

kde r je maximálńı počet časových krok̊u a kde vektory ξi
n−1
i=1 muśı být určeny

vhodnou ’méně krokovou’ metodou z počátečńı podmı́nky (např. [1, podsekce
8.4.5]).

Daľśı postup řešeńı (3.84) je stejný jako v př́ıpadě klasické Newtonovy metody
pouze s t́ım rozd́ılem, že namı́sto Jacobiho matice je použita matice toku Ch. Na
dané k-té časové hladině se zadaným vektorem wk−1

h ∈ Shp reprezentovaným
bázovými koeficienty ξk−1 se tak poč́ıtá iteračně úloha pro m = 0, 1, 2..., kdy se
polož́ı ξm=0

k := ξk−1 a nejprve se řeš́ı soustava lineárńıch rovnic8 s neznámým
vektorem δm

Ch(ξ
m
k )δm = F h({ξk−l}nl=1, ξ

m
k ), (3.85)

8V programu ADGFEM je pro řešeńı soustavy (3.85) použita metoda GMRES.
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a následně se uprav́ı hledané bázové koeficienty

ξm+1
k = ξmk + λmδm. (3.86)

Parametr λm ∈ (0, 1] slouž́ı k zajǐstěńı konvergence, která je závislá na vzdálenosti
počátečńı hodnoty od řešeńı. Jeho podrobný popis je uveden v [1, podsekce
8.4.4.1]. Postup pro ukončeńı iteračńıho procesu 3.86 je popsán v [6].

Výše uvedený popis metody řešeńı rovnic mokré páry (3.12) je pouze mal-
ou část́ı skutečného postupu řešeńı rovnic v programu ADGFEM, týká se ale
hlavńıch modifikaćı potřebných pro rozš́ı̌reńı Navierových-Stokesových rovnic na
rovnice mokré páry. Podrobněǰśı informace o daľśıch aspektech a použitých pos-
tupech numerického řešeńı Eulerových nebo Navierových-Stokesových rovnic v
programu ADGFEM je popsáno v [1], [5] nebo [6].
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4. Numerické experimenty

Pro implementaci rovnic mokré páry do programu ADGFEM bylo nutné provést
následuj́ıćı úkony.

Nejprve je nutné určit dvě kĺıčové parametrizované veličiny tlak nasyceńı ps,
respektive teplotu θs nasyceńı. Tyto veličiny se objevuj́ı v rovnićıch (1.23) a
(1.21) a jsou kĺıčové pro pro celou parametrizaci zdrojového nukleačńıho členu J
z (1.20) a rychlosti r̊ustu ṙ z (1.21) a t́ım i celého modelu mokré páry. V této práci
byly použity pro výpočet tlaku a teploty nasyceńı následuj́ıćı dvě funkce převzaté
z [18], které byly upraveny pro použit́ı v bezrozměrném tvaru. Samotné funkce
nejsou složité a jejich zdojové kódy jsou uvedeny v př́ıloze. Obecně však plat́ı,
že tlak nasyceńı je vypočten jako funkce teploty, pro výpočet teploty nasyceńı je
použita iteračńı metoda založená na znalosti tlaku a teploty.

Daľśım nezbytnou úpravou je vynormováńı rovnic pro kapalné momentyQ0, Q1

a Q2. Důvodem normováńı rovnic je, že hodnoty kapalných moment̊u se obvykle
pohybuj́ı kolem řádu Q0 ≈ 1018, Q1 ≈ 1010 a Q2 ≈ 104. Takto vysoké hodnoty
jsou problematické z hlediska konečné poč́ıtačové aritmetiky. Proto se zavedou
Q̃0 = Q0

C0
, Q̃1 = Q1

C1
a Q̃2 = Q2

C2
, kde C0, C1 a C2 jsou normovaćı konstanty. Rovnice

(3.3) se tak uprav́ı na tvar

∂(ρQ̃0)

∂t
+ div

(
ρQ̃0v

)
= J

1

C0

∂(ρQ̃1)

∂t
+ div

(
ρQ̃1v

)
= rcJ

1

C1

1

γ − 1
+ ṙρQ̃0

C0

C1

γ

RePr

∂(ρQ̃2)

∂t
+ div

(
ρQ̃2v

)
= r2

cJ
1

C2

(
1

γ − 1

)2

+ 2ṙρQ̃1
C1

C2

γ

RePr

∂(ρω)

∂t
+ div (ρωv) =

4

3
π%l

(
r3
cJ

(
1

γ − 1

)3

+ 3ṙρQ̃2C2
γ

RePr

)
. (4.1)

V daľśı části se již hodnoty kapalných moment̊u budou psát bez horńıho symbolu˜,
přestože jejich hodnoty budou normované. Normovaćı konstanty jsou voleny jako
C0 = 1014, C1 = 106 a C2 = 102.

Daľśım krokem je volba bezrozměrných č́ısel a charakteristických veličin a
konstant. Bezrozměrná č́ısla byla volena Re = 1.5 106 a Pr = 0.865, dále byla
zvolena charakteristická hustota vodńı páry ρ∗v = 0.815kg m−3 a charakteristická
délka L∗ = 0.14m. Charakteristická rychlost pak byla dopoč́ıtána ze vztah̊u (3.4)
při znalosti konstant ηv, cp a λv uvedených v na konci práce na hodnotu U∗ =
173.4ms−1. Volba charakteristických veličin udává fyzikálńı velikost poč́ıtáných
veličin, což je podstatné při výpočtu stavu nasyceńı, pro který je nutné znát
fyzikálńı hodnoty teploty a tlaku páry.

Při výpočtu parametrizace zdrojových člen̊u bylo dále nutné ošetřit děleńı
malými č́ısly. Pro výpočet kritického poloměru rc (1.23) byla volena minimálńı
hodnota přesyceńı pv/ps > 1.2. Při výše uvedené volbě charakteristicých veličinách
dosahuje hodnota přesyceńı v maximech kolem pv/ps ≈ 11. Ikdyž např. v [10]
je uvedeno, že typická hodnota přesyceńı, při kterém kondenzuje vodńı pára v
turb́ınové mř́ıži se pohybuje v rozmeźı pv/ps ≈ 6 − 8, zvýšeńı minimálńı hodno-
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ty přesyceńı na pv/ps > 6 však vedlo k zastaveńı výpočtu v d̊usledku nesplněńı
fyzikálńı podmı́nek (3.14).
Kromě samotné výpočtu kritického poloměru je také nutné stanovit minimálńı
velikost poloměru rmin, tedy velikost nejmeš́ıch kapek. V [8] se uvád́ı jako tato
hodnota rmin = 1 · 10−12m. Ve zde uvedeném modelu se volba rmin ukázala jako
kĺıčová veličina z hlediska velikosti nukleačńıho členu J a tedy i Hillových mo-
ment̊u. Byla-li zvolena bezroměrná velikost rmin = 1 · 10−9, byl nukleačńı člen J
nenulový v celé oblast́ı za rázovou vlnou kromě úplavu. Nav́ıc nabýval vysokých
hodnot J ≈ 1027, což vedlo k př́ılǐs vysokým hodnotám Hillových moment̊u
(ω ≈ 0.7) a nestabilitě výpočtu z hlediska fyzikálńıch podmı́nek (3.14), která
nástávala po několika časových kroćıch. Jako optimálńı se tak jevila bezroměrná
velikost rmin = 3.8·10−9, kdy nukleačńı člen nabývá maximálńıch hodnot J ≈ 1022

v oblasti rázové vlny a o jeden až dva řády nižš́ı hodnoty na okraj́ıch úplavu.
Nav́ıc dosažené hodnoty pod́ılu kapalné vody ω přibližně odpov́ıdaj́ı článku [8].
Hodnota rmin je také podstatná z hlediska dělěńı v rovnici pro ṙ (1.21). Zde však
volba rmin = 1 · 10−9 nebo 3.8 · 10−9 je v porovnáńı s vlivem na nukleačńı člen J
minimálńı.

Pro výpočet byla zvolena nestrukturovaná isotropńı śı̌t o 8983 elementech
uvedená na obr. 4.1.

Figure 4.1: Výřez použité śıtě v okoĺı lopatky

Jako počátečńı podmı́nky byly pro složky odpov́ıdaj́ıćı Navierovým-Stokeso-
vým rovnićım (viz (3.12)) použity předem napoč́ıtané hodnoty ve stacionárńım
stavu, složky mokré páry pak byly na celé oblasti Ω voleny nulové. Okrajové
podmı́nky byly voleny stejně jako v podsekci 3.3.2.1.1 a 3.3.2.2 s t́ım, že na vstupu
a výstupu byl pro složky Navierových-Stokesových rovnic použit linearizovaný
Riemann̊uv řešič (viz [7]) a složky mokré páry byly na vstupu voleny nulové
a výstup byl ponechán volný. Pro samotný výpočet byla použita jako výchoźı
nastaveńı P1 aproximace, časová derivace byla řešena zpětnou Eulerovou metodou
a časový krok byl poč́ıtán adaptivně s počátečńım časovým krokem 10−7. Použitá
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metoda adaptace použ́ıvá pro volbu časového kroku kombinaci odhad̊u prostorové
ηS a časové ηT chyby. kdy na dané časové hladině muśı platit ηT

ηS
≈ cT , kde cT

volená tolerance. Je-li ηT
ηS

> cT , je na dané časové hladině opakován výpočet
s kratš́ım časovým krokem. Zp̊usob výpočtu časové a prostorové chyby včetně
detailńıho popisu časové adaptace je uveden v [6].

Z numerických experiment̊u vyplývá, že použité schéma rovnic mokré páry
neńı stabilńı z hlediska splněńı podmı́nky fyzikálńıch vlastnost́ı (3.14). To se
projevilo t́ım, že nebylo dosaženo stacionárńıho stavu řešeńı, jak se p̊uvodně
předpokládalo, a hlavně zastaveńım konvergence schématu a následně s nes-
plněńım podmı́nky (3.14) v čase t = 2.6. Použité schéma je nav́ıc silně ovlivněno
volbou tolerance na časovou adaptaci cT , která byla empiricky zvolena na hod-
notu cT = 1.4. Vyšš́ı hodnoty tolerance (cT > 1.5) vedou k porušeńı fyzikálńı
podmı́nky (3.14) v kratš́ım čase, ńızké hodnoty (tolτ < 1.3) naopak k př́ılǐs
malé adaptaci časového kroku a t́ım se problém stává v rozumném čase ne-
dopočitatelný.

I přes výše zmı́něné nevýhody zde jsou uvedeny výsledky źıskané pro čas t = 1,
které byly źıskány pro použit́ı P1 a P2 aproximace a pro časovou diskretizaci
zpětnou Eulerovou metodou. Tyto výsledky nav́ıc přibližně odpov́ıdaj́ı koncepci
modelu.

P1 aproximace

Výše uvedené volby konstant a úpravy byly źıskány pro ’výchoźı’ nastaveńı,
kterým je mı́něno řešeńı časové derivace zpětnou Eulerovou metodou a pros-
torové P1 aproximace. Na obr. 4.2 je zobrazena relativńı velikost rezidua řešeńı
soustavy (3.84) a hodnoty CFL-podmı́nky v pr̊uběhu výpočtu. Př́ıčin nekon-
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Figure 4.2: Residuum a CFL-podmı́nka v závislosti na case pro P1 aproximaci

vergence schématu může být mnoho. V [6] je zmı́něno, že pro př́ıpad vazkého
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podzvukového prouděńı okolo profilu může volba konstanty cT ovlivnit konvergen-
ci schématu. Pro hodnotu cT = 10 bylo dosaženo stacionárńımu stavu, zat́ımco
cT = 10−2 vedlo k nestacionárńımu řešeńı. Jiné vysvětleńı je zmı́něno v [17],
a to že uvolněńı latentńıho tepla při kondenzaci může vést ke vzniku oscilaćı.
Tomu by odpov́ıdaly pozorované změny veličin hustoty, rychlosti a energie, které
lze ilustrovat na změně Machova č́ısla na pro P1 aproximaci mokré páry obr.
4.3a a stacionárńı Navierovy-Stokesovy rovnice 4.3b. Tyto oscilace by mohly
být př́ıčinou porušeńı podmı́nky 3.14. Vyloučit však nelze ani chybu při imple-
mentaci.

Machovo cislo P1 aproximace
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Figure 4.3: Machovo č́ıslo pro model mokré páry (a) a Navierovy-Stokesovy
rovnice (b)

Na obr.1 4.4a až 4.5b je znázorněn pod́ıl kapalné složky ω a Hillovy momenty

1Pro detailněǰśı náhled na oblast kondenzace je poměr stran 5:4.
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Q2, Q1 a Q0. Rozložeńı moment̊u přibližně odpov́ıdá koncepci modelu - na rázo-
vé vlně docháźı ke kondenzaci a kapalné momenty jsou následně trasportovány
proudovým polem. Porovnáńım obr. 4.5a a 4.5b je patrný vliv difuzńıho r̊ustu
kapek.

Na obrázku 4.6 je znázorněn pr̊uběh tlaku kolem lopatky turb́ınové mř́ıže.
Použit́ı modelu morké páry vedlo ke sńıžeńı tlaku v celého profilu. Pro porovnáńı
źıskaných výsledk̊u je na obr. 4.7 pod́ıl kapalné vody z článku [8], který využ́ıtá
metody konečných objemů pro prostorovou semidiskretizaci a časová derivace
je řešena Runge-Kutovou metodou. Při porovnáńı se źıskanými výsledky (obr.
4.4a) je patrné, že shoda je sṕı̌se koncepčńı ve smyslu počátku kondenzace a
ve velikosti amplitudy. Ikdyž zde použité vztahy vycháźı z článku [8], použité
rovnice parametrizace se trochu lǐśı. Při výpočtu nukleačńı členu J v rovnici
(1.20) neńı použit korekčńı faktor na tepelnou závislost povrchového napět́ı vody,
koeficient měrného tepla cp zde neńı uvažován jako funkce teploty a neńı znám
zp̊usob výpočtu kĺıčových veličin jako teplota a tlak nasyceńı. I přesto by rozd́ıly
v použitých modelech neměly být př́ılǐs velké.

P2 aproximace

Pro porovnáńı vlivu stupně polynomiálńı aproximace byl spuštěn model se stu-
pněm polynomu P2, časová derivace byla opět řešena zpětnou Eulerovou metodou
a zbylé nastaveńı bylo voleno stejně jako pro P1 aproximaci. Na obr. 4.8 je uveden
pr̊uběh konvergence a CFL podmı́nky. V porovnáńı s P1 aproximaćı na obr. 4.2
je zde rozd́ıl v pr̊uběhu rezidua. Ten je pravděpodobně dán t́ım, že podrobněǰśı
informace o prostorovém rozložeńı veličin v sobě již obsahuje detailněǰśı informaci
o oscilaćıch a t́ım i zvyšuje reziduum. To lze ilustrovat porovnáńım Machova č́ısla
(obr. 4.3a a 4.9 ) kapalného pod́ılu vody ω na obr. 4.10 pro P2 aproximaci s P1

aproximaćı na obr. 4.4a. Použit́ı vyšš́ıho polynomiálńıho stupně aproximace
vede k podrobněǰśı informaci o tvaru pole. Zároveň je zde dosahováno vyšš́ıch
amplitud. Obdobné pozorováńı plat́ı i pro ostatńı kapalné momenty.
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Podil kapalne slozky omega P1 aproximace
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Figure 4.4: Pod́ıl kapalné složky ω pro rovnice mokré páry (a) a kapalného mo-
mentu Q2 (b)
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Figure 4.5: Vynormované kapalné momenty Q1 (a) Q0 (b) pro model mokré páry
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Figure 4.7: Pod́ıl kapalné složky ω převzatý z článku [8].
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Figure 4.8: Residuum a CFL-podmı́nka v závislosti na case pro P2 aproximaci

Machovo cislo P2 aproximace
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Figure 4.9: Machovo č́ıslo pro P2 aproximaci
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Podil kapalne slozky omega P2 aproximace
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Figure 4.10: Pod́ıl kapalné složky ω pro P2 aproximaci
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Závěr

Ćıle této práce byly studium př́ıslušného fyzikálńıho modelu popisuj́ıćı prouděńı
mokré páry, návrh numerické metody návrh a vlastńı implementace metody a
numerická verifikace.

Fyzikálńımu popisu modelu mokré páry jsou věnovány úvodńı dvě kapitoly.
V kapitole 1 jsou zavedeny základńı pojmy souvisej́ıćı s modelem prouděńı mokré
páry a je popsána obecná koncepce modelu. Jsou zde uvedeny rovnice popisuj́ıćı
prouděńı mokré páry - Navierovy-Stokesovy rovnice pro prouděńı páry jako ideál-
ńıho plynu a Hillovy momentové rovnice pro popis spektra kapek zkondenzované
vody. Stejně tak jsou zde rovnice popisuj́ıćı procesy vzniku kapek homogenńı nuk-
leaćı a jejich difuzńımu r̊ustu. Kapitola 2 je pak věnována odvozeńı použitých
rovnic mokré páry. Hillovy momentové rovnice jsou odvozeny v podsekci 2.1.2,
kdy se namı́sto popisu spektra velikost́ı kapek zavedou momenty distrubučńı
funkce Q0, Q1, Q2 a Q3. V sekci 2.3 je pak odvozen z klasické nukleačńı teorie
zdrojový člen homogenńı nukleace J a sekce 2.4 obsahuje princip difuzńıho r̊ustu
kapek. Odvozeńı vzorce pro tlak, který představuje vazbu mezi Hillovými mo-
mentovými a Navierovými-Stokesovými rovnicemi, je uvedeno v sekci 2.5.

Pro numerickou implementaci rovnic mokré páry byla zvolena nespojitá Ga-
lerkinova metoda. Kapitola 3 proto obsahuje popis a přeformulováńı rovnic mokré
páry pomoćı této metody. Rovnice mokré páry byly nejprve převedeny do bez-
rozměrného tvaru (sekce 3.1.1). Samotná formulace vycháźı z postupu použitého
v [1] nebo [5], jej́ımž ćılem provést semidiskretizaci rovnic tak, aby bylo možné
použ́ıt časovou implicitńı metodu a pro řešeńı nelineárńı algebraické soustavy
použ́ıt modifikovanou Newtonovu metodu (podsekce 3.3.4). Bylo proto třeba
rozš́ı̌rit pro model mokré páry nevazký a vazký tok f s a Rs, přeformulovat matici
P, určit jej́ı vlastńı vlástńı č́ısla a matice jej́ıch vlastńıch vektor̊u s využit́ım
rotačńı invariance rovnic (sekce 3.2). Prostorová a časová diskretizace s linearizaćı
člen̊u pro aplikaci modifikované Newtonovy metody je uvedena v podsekci 3.3.3.

V kapitole 4 jsou uvedeny numerické experimenty. Pro samotnou imple-
mentaci bylo nutné vynormovat rovnice mokré páry, protože vysoké hodnoty
kapalných moment̊u (řádově až 1018) vedly k problémům zp̊usobeným zaokrouhlo-
vaćımi chybami. Jako výchoźı model byla použita P1 aproximace v prostoru a
Eulerova zpětná diference pro časovou derivaci. Oproti očekáváńı však nebylo
dosaženo stacionárńıho stavu a implementované rovnice se ukázaly jako nesta-
bilńı z hlediska fyzikálńıch požadavk̊u (3.14). Přibližné řešeńı problému pak s
rostoućım časem jevilo známky oscilaćı. Přesto přibližné řešeńı pro bezrozměrný
čas t = 1 odpov́ıdá přibližné koncepci modelu. Stejně tak i porovnáńı P1 a P2

aproximace, kdy vyšš́ı stupeň polynomu obsahuje podrobněǰśı informaci o roz-
ložeńı veličin. Pro srovnáńı je uveden pod́ıl kapalné vody ω z článku [8].

Celkově se tedy podařilo ukázat, že výše uvedené schéma nespojité Galerki-
novy metody je možné aplikovat i na složitěǰśı fyzikálńı problémy jako je prouděńı
mokré páry. Źıskané výsledky jsou však sṕı̌se koncepčńı a jev́ı řadu problemat-
ických vlastnost́ı jako je nestabilita z hlediska fyzikálńıch podmı́nek a oscilace
přibližného řešeńı. Aby bylo možné použ́ıt model pro detailněǰśı pohled na
fyzikálńı problematiku kondenzace v okoĺı turb́ınové lopatky, bylo by dobré smě-
řovat ke stabilizaci řešeńı a ověřeńı vhodnosti použitých postup̊u a vztah̊u pro
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daný typ problému, zejména tedy pro teplotu a tlak nasyceńı. Daľśı krok by pak
představovala adaptace výpočetńı śıtě.
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[7] Feistauer, M., Felcman, J.,Straškraba, I. Mathematical and computa-
tional methods for compressible flow. Numerical Mathematics and Scientific
Computation. Oxford University Press, Oxford, 2003. ISBN 0 19 850588 4.

[8] Halama, Jan. Transonic Flow of Wet Steam - Numerical simulation. Acta
Polytechnica, No. 6/2012; Vol. 52.

[9] Halama, Jan. Numerical Solution of Flow in Turbine Cascades and Stages.
Czech Technical University in Prague, Faculty of Mechanical Engineering.
Summary of Ph.D. Thesis, 2003.

[10] Hill, P.G. Condensation of water vapor during supersonic expansion in noz-
zles. Journal of Fluid Mechanics. Massachusetts: Massachusetts Institute of
Technology, Cambridge, 1966; pp.593-620.

[11] Put, Frits. Numerical simulation of condensation in tran-
sonic flows. Enschede, The Netherlands, 2003. Thesis
University of Twente. ISBN 90-365-1948-9. Dostupné z:
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Seznam použitých veličin a
konstant

Seznam proměnných a fyzikálńı jednotky

ρ [kg/m3] celková hustota

v1 [m/s] x-ová složka rychlosti vektoru ~v

v2 [m/s] y-ová složka rychlosti ~v

θ [K] teplota

ω bezrozměrný pod́ıl kapalné vody

Q2 [m2kg−1] druhý kapalný moment

Q1 [mkg−1] prvńı kapalný moment

Q0 [kg−1] nultý kapalný moment

τ [Pa] tenzor napět́ı

r [m] pr̊uměrný poloměr kapky

J [m−3s−1] ryclost homogenńı nukleace

rc [m] kritický poloměr

ṙ [ms−1] rychlost r̊ustu vodńı kapky

Kn bezrozměrné Knudsenovo č́ıslo

p [Pa] tlak vodńı páry (značen též pv)

ps [Pa] tlak syté vodńı páry

θs [K] teplota nasyceńı

Použité konstanty

cv = 1397, 5 [Jkg−1K−1] měrné specifické teplo za konstantńıho objemu,

cp = 1859 [Jkg−1K−1] měrné specifické teplo za konstantńıho tlaku,
γ = 1.332 bezrozměnrá Poissonova konstanta,

kB = 1, 3804 · 10−23JK−1 Boltzmannova konstanta,

Rv = 461, 52JK−1kg−1 plynová konstanta vodńı páry,

mv = 2, 99046 · 10−26kg hmotnot molekuly vodńı páry,

ηv = 1, 3192 · 10−5 [Pas] dynamická viskozita páry,

λv = 2, 835 · 10−2 [Wm−1K−1] koeficient tepelné vodivosti vodńı páry,

LQ = 2260 · 103 [Jkg−1] měrné latentńı teplo kondenzace,

σ = 58, 85 · 10−3 [Nm−1] povrchové napět́ı vody.
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