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1. Uvod

Existuje mnoho problému podobného znéni. Mame mnozinu konvexnich téles
C1,Cy, -+ € R? a snazime se je posklddat do néjakého télesa C' € RY tak, aby
se vnitini ¢asti kazdych dvou téles neprotinali, dale této vlastnosti budeme tikat,
ze se télesa neprekryvaji. Problémy jsou pak typu jestli vubec takové C' existuje,
jestli je konecné a popiipadé jak malé muze byt. My se zde zaméiime na tii
oteviené problémy, které si jsou ve svém principu velmi podobné.

Problém (1). Mohou byt obdélniky + x ZJ%I (i=1,2,...) poskldddiny do ctverce
o strané 17

Problém (2). Mohou byt étverce se stranami + (i = 2,3,...) poskldddny do
obdélniku o obsahu %2 —17?

Problém (3). Mohou byt ctverce se stranami — (i = 1,2,...) poskldddny do

; 2it1
obdélniku o obsahu % —17

Vsechny tii problémy jsou zalozeny na znamych algebraickych identitach.
Vime tedy, ze soucet obsahu vkladanych obdélniku je roven obsahu cilového
obdélniku. A pravée tato vlastnost déla vyse popsané problémy tézkymi. Zminime
nékteré dosavadni uspéchy pri feseni téchto tloh. V prvnim problému Jennings
[1], [2] dokazal, Ze se viechny obdélniky poskladaji do ctverce o strane 202. Balint
[3] dokézal, ze pokud mohou byt obdélniky Ry, Rs,. .., Rx_1 vlozeny do jednot-
kového ctverce, kde k je délitelné 4, pak se vSechny daji vlozit do obdélniku
Ix(1+ %) Predpoklad dokézal ruéné ovérit az do k = 500 a tedy jeho novy od-
had byl 1 x 1,0024. Ohledné tietiho problému dokézal Jennings [1], Ze se Ctverce
daji poskladat do obdélniku (% + %) X (% + %), jehoz obsah presahuje pozadovanych
72/8 — 1 jen o méné nez .

Paulhus [4] navrhl algoritmus, ktery postupné vlozil prvnich 10° obdélniku
ve vSech tfech tlohach a odhadl jak musime zvétsit puvodni obdélnik, aby se

tam vesli i vSechny zbylé obdélniky. V téchto tiech problémech dospél postupné

k témto vysledkum:
1
1 1
8 ( MO 1>
1 w2 _9
5 % 2 o 1) + 1.606553066 - 10

1 w2 _g
3 X 3 i 1) +1.344586785 - 10

Nasim cilem bude prozkoumat tento algoritmus, navrhnout jeho implementaci,
overit predchozi vysledky a popripadé vylepsit dosavadni odhady.




2. Problém

2.1 Zobecnéni

Vsechny tii predeslé problémy muzeme zobecnit tak, ze mame zadany jeden velky
obdélnik a posloupnost mensich obdélniku, jejichz soucet obsaht je stejny jako
obsah velkého obdélniku. Vystupem je pak umisténi jednotlivych obdélniku tak,
aby se nepiekryvaly.

K tomuto problému muzeme pristupovat tak, ze ho rozdélime na vice mensich
problému. Velky obdélnik rozdélime podle piimky, ktera je rovnobézna s jednou
ze stran, a posloupnost obdélniki rozdélime na dvé disjunktni posloupnosti, kde
opét soucet obsahu se rovna obsahu piislusné casti. Pro vyteseni by stacilo, kdy-
bychom kazdou takovou situaci uméli bud znovu rozdélit na mensi, nebo kdy-
by posloupnost obsahovala pouze jeden obdélnik a ten by se shodoval s velkym
prislusnym obdélnikem.

Je vhodné zminit, ze se nejednd o ekvivalenci, tedy existuje situace, které
se neda vyresit timto zpusobem. Jednoduchy protiptiklad poskytne nasledujici
obrazek 2.1.

Obrézek 2.1: protipiiklad

Daéle ukazeme, ze je tloha v néjakém smyslu jednodussi, pokud se obdélniky
v posloupnosti zmensuji pomalu.

Definice 2.1. Posloupnost a = (a;)%2;, a; € Ry nazveme pomalu klesagici pokud
je klesajici, jeji soucet je konecny a zaroven Vi € N : a; < Z;;H a;.

Lemma 2.2. Necht a = (a;)32, je pomalu klesajici posloupnost, kde s =3 oo | a;.
Pak pro kazdé s' € R, s' < s emistuje podposloupnost jejiz soucet je s'.

Diukaz. Budeme postupovat indukei tak, ze postupné o kazdém prvku rozhodne-
me, zda patii do vybrané posloupnosti nebo ne. Prvek a; do posloupnosti patii
pravé kdyz jeho priddnim soucet podposloupnosti nepiekroéi s'. Céstecné soucty
této posloupnosti jsou rostouci a omezené s'; tedy konverguji k néjakému s”. Pro
spor necht s” < s'. Zvolme j nejmensi mozné tak, ze a; neni ve vybrané posloup-
nosti a zérovenn a; > s’ — s”. Vsechny mensi prvky posloupnosti pak musi byt
ve vybrané posloupnosti z duvodu metody konstrukce a jejich soucet je alespon
a;. Pti rozhodovani o prvku a;, jestli patii do podposloupnosti, tedy zbyvalo do
souctu s’ vice nez a; a tento prvek by mél byt ve vybrané posloupnosti. To je
spor s volbou j a tedy s” = s'. [

Toto lemma muZeme v nasem problému vyuzit ndsledovné. Necht obsahy
vkladanych obdélniku tvori pomalu klesajici posloupnost, a uvazujme libovolny
fez velkého obdélniku. Pak umime rozdeélit vkladané obdélniky na dvé disjunktni
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posloupnosti tak, aby soucet obsahti byl roven obsahu piislusné ¢asti velkého
obdélniku. Pomalu klesajici posloupnosti nam tedy déavaji vice prostoru tim, ze
fez muzeme vést libovolné.

Nic nam ale nezarucuje, ze vysledné posloupnosti budou opét pomalu klesajici.
Naopak kazdou pomalu klesajici posloupnost muzeme vzdy rozdélit na dvé se
stejnym souctem obsahu a vybrat tu, kterd obsahuje jeden predem dany prvek.
Opakovanou aplikaci se nam zmensuje soucet celé posloupnosti, ale jeden prvek
je stale konstantni. Timto zpusobem tedy casem dostaneme posloupnost, ktera
neni pomalu klesajici.

V naSem piipadé ale musime brat v dvahu i rozméry obdélniku, nejen ob-
sahy. Problém nastava, kdy sice soucet obsahu souhlasi, ale rozmeér nékterého
vkladaného obdélniku je vétsi nez rozmeéry velkého obdélniku. Ale ani to neni
dostacujici podminka, jak ukazuje nasledujici protipriklad.

Uvazujme posloupnost obdélniku (1, %) Soucet jejich obsahti je 1 a do obdél-
niku (1,1) jdou vlozit. Vezméme ale obdélnik (1 + ¢, 1 — §), jehoz obsah necht je
také roven 1. Pro dostatecné malé €, se pak obdélniky musi prekryvat.

Otevienou otazkou tedy zustava, jestli existuje néjaka podminka, ktera by za-
rucila, ze posloupnost obdélniku lze vlozit do néjakého obdélniku. Ta bude uréité

muset zahrnovat i rozméry velkého obdélniku, a ne jen vlastnosti vkladanych
obdélnik.

2.2 Formalizace

Definice 2.3. Obdélnikem budeme rozumét usporadanou dvojici nezapornych
realnych ¢isel (w, h), kde w je sitka obdélniku a h je jeho vyska.

Definice 2.4. Umisténym obdélnikem rozumime usporadanou ctverici nezapor-
nych redlnych ¢isel (x,y,w, h), jehoz vrcholy se nachézeji v bodech (x,y), (z,y+
h), (r+w,y) a (r+w,y+ h). Tedy jde o obdélnik (w, h) jehoz levy dolni vrchol
je v bodé [z, y].

Dva umisténé obdélniky se neprotinaji, pokud nemaji zadny spoleény vnitini
bod.

Definice 2.5. Umisténim posloupnosti obdélniku (w}, ) do obdélniku (W, H)
rozumime posloupnost umisténych obdélniku R = (r;)°,, tak ze r; = (x4, ys, wi, hy)
a zZaroven:

o (w; =w,Ah;=h])V (w; =h}Ah; =w}) pro vSechna i
e 2, >0Ny1 > 0Nz +w; <W Ay; + h; < H pro vsechna i
e Pro vSechna i # j se obdélniky 7; a r; neprotinaji.

Problém. Eristuje umisténi posloupnosti obdélnikii ((3,77))72, do obdélniku
(1,1)?

Nésledujici dvé véty nam tikaji, ze pro vyteseni tohoto problému staci, kdyz
se jen limitné priblizime. Obecnéjsi verzi dokazuje G. Martin [6] ve své praci
ponékud slozité. Uvedeme proto zde jednodussi a kratsi dukaz.



Véta 2.6. Necht existuje umisténi posloupnosti obdélniki R do obdélniku (x +
€1,y + €2) pro kaZdé €1 > 0 a €5 > 0, pak existuje umisténi R do obdélniku (z,vy).

Diikaz. Uvazujme posloupnost umisténi S; do obdélniku (z+1/4, y+1/i). Z téchto
umisténi vytvorime posloupnost a z té budeme pro kazdé k vybirat podposloup-
nost takovou, kde prvnich k£ umisténich obdélniku bude konvergovat. Tyto body
konvergence pak budou hledand umisténi v obdéIniku (z, y). Indukef necht méame
posloupnost, kde prvnich £ — 1 umisténych obdélniku konverguje. Nejdiive vybe-
reme nekone¢nou podposloupnost, kde k-ty obdélnik ma stejnou orientaci. Jeli-
koz kazdé umisténi jsou dvé ¢isla v kompaktnim prostoru, muzeme navic vybrat
podposloupnost takovou, ze umisténi k-tého obdélniku konverguje. Je snadné na-
hlédnout, ze takto nalezeny obdélnik se nachézi uvnitt obdélniku (z,y) a zéroven
se neproting s predeslymi k£ — 1 umisténymi obdélniky:. O]

Véta 2.7. Necht existuje umisténi posloupnosti obdélniki R do obdélniku s ob-
sahem S + € pro kazdé ¢ > 0, pak existuje umisténi R do néjakého obdélniku s
obsahem S.

Diikaz. Uvazujme mnozinu kratsich stran z obdélnikt v R. Tato mnozina je urc¢ité
shora omezend, protoze jinak by soucet obsahu nebyl konecny, takze umime najit
jeji horni zédvoru xy. Uvazujme posloupnost obdélniku (z;,y;) s obsahem S; =
S + 1/i. Vime, ze z; > xo a zaroven z; < S;/xg, tedy z; je v kompaktnim
prostoru a umime vybrat podposloupnost takovou, ze x; konverguje k néjakému
x. Je jasné, ze v této posloupnosti také y; konverguje k néjakému y a ze, x-y = S.
To budou tedy rozméry hledaného obdélniku a zbytek plyne z predchozi véty. [



3. Algoritmus

Marc M. Paulhus [4] ve své préaci navrhl algoritmus na skladdni obdélniki. Zaéneme
tak, ze vlozime obdélniky (1,1) a (1, %) podle obrdzku.

1

2/3

1/2

1/3

1/2

Obréazek 3.1: prvni dva obdélniky

Dale budeme postupovat tak, ze pro kazdy vkladany obdélnik nalezneme
vhodny nepouzity obdélnik, do kterého ho vlozime, a zbylou oblast rozdélime
na dva obdélniky (Obr. 3.1). Budeme se fidit témito pravidly.

e Pravidlo 1: Vloz nasledujici obdélnik do rohu nejmensiho ze zbyvajicich
obdélniku. Pokud maji dva obdélniky stejnou sitku, vyber ten s nejmensi
moznou vyskou.

e Pravidlo 2: Zbytek rozdél tseckou z volného vrcholu malého obdélniku
smérem k delsi strané velkého obdélniku.

Obrazek 3.2: vlozeni obdélniku

Pozorovani:

e Je jedno do kterého z rohtt budeme obdélnik umistovat. Na obrazcich to
bude vzdy levy dolni roh.



e U zbyvajicich obdélniku si pamatujeme jen jejich rozméry, a ne polohu. Pro
tento algoritmus je konkrétni poloha nedulezita.

e V algoritmu neni specifikovano, jak je orientovany vkladany obdélnik. V
nasi implementaci budeme pouzivat jesté jedno pravidlo: Pokud to lze, tak
vlozime obdélnik na sitku - tedy bude se dotykat kratka strana malého
obdélniku s delsf stranou velkého obdélniku (Obr. 3.2).

Rozdélenim na obdélniky sice ztracime volnost, ale 1épe se pracuje s obdélniky;,
nez s obecnymi pravoihelniky. Sta¢i si pamatovat jen dva rozméry a vkladani
obdélniku do jiného obdélniku je primocaré. Navic to vypadd, ze tato metoda
funguje, proto neni nutné pouzivat mnohoihelniky.

% 1 o :
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Obrézek 3.3: Prvnich 1000 obdélniku



3.1 Implementace

I kdyz Marc M. Paulhus [4] ve své praci popisuje algoritmus na vkladéni obdélniku
a také své vysledky. Neuvadi, jak dany algoritmus v praxi implementoval. Sa-
motnd implementace ptritom nabizi dva problémy. Totiz jak reprezentovat sa-
motné rozmeéry obdélniki a do jaké vhodné datové struktury zbyvajici obdélniky
ukladat.

Pro zvoleni spravné datové struktury potrebujeme védét kolik obdélniku bu-
deme chtit ukladat, a jaké operace od této struktury vyzadujeme. Obdélniku
bude priblizné stejny pocet jako je pocet dosavadnich kroku, protoze v kazdém
kroku odebereme jeden obdélnik a piidame misto néj dva mensi. Obcas se nam
muze stat, ze pridame jen jeden nebo zadny, ale tyto pocty jsou zanedbatelné.
Pozadované operace jsou pak vyhledavani vhodného obdélniku, coz je tedy nejmen-
st takovy, ktery je vétsi nez vkladany obdélnik, nasledné pak jeho odebirani
a vlozeni nové vzniklych. Pro zvoleni spravné datové struktury potiebujeme
védeét kolik obdélniku budeme chtit ukladat, a jaké operace od této struktury
vyzadujeme. Obdélniku bude priblizné stejny pocet jako je pocet dosavadnich
kroku, protoze v kazdém kroku odebereme jeden obdélnik a pridame misto néj
dva mensi. Obc¢as se nam muze stat, ze pridame jen jeden nebo zadny, ale ty-
to pocty jsou zanedbatelné. Pozadované operace jsou pak vyhledavani vhodného
obdélniku, coz je tedy nejmensi takovy, ktery je veétsi nez vkladany obdélnik,
nasledné pak jeho odebirani a vlozeni nové vzniklych.

Dobrou datovou strukturou by mohl byt binarni vyhledavaci strom, jehoz
vyvazovana verze ma vsechny potiebné operace v O(logn), kde n je pocet prvku.
To ndm dava casovy odhad O(n-logn) pro prvnich n prvku. Prostorova slozitost
je O(n). Tuto datovou strukturu nejspise pouzil Paulhus, ale nemuzeme to védét
jisté. My ale zavedeme vlastni datovou strukturu, kterda ndm umozni dopocitat
se dale.

/\

Obréazek 3.4: binarni vyhledavaci strom

Pro lepsi datovou strukturu vyuzijeme toho, ze pro kazdy nové vznikly obdélnik
si muzeme v konstantnim case spocitat, ktery nejvétsi vkladany obdélnik se do
néj vejde. Obdélniky pak muzeme davat do pole, kde index bude ¢islo onoho
nejvétsiho vkladaného obdélniku. V kazdém kroku se pak muzeme podivat v kon-
stantnim case do bunky se spravnym indexem a vybrat nejmensi obdélnik, ktery
se pouzije. Zbytek obdélniku v této bunce presuneme do zasobniku, ve kterém bu-
deme ukladat obdélniky, které jsou vétsi nez soucasny vkladany obdélnik. Navic



budou v tomto zasobniku sefazené od nejvétsich po nejmensi. Pokud by v nalezené
burice zadny obdélnik nebyl, pak pouzijeme nejmensi ze zasobniku. Obdélniky v
jedné bunce muzeme ukladat do haldy, coz ndm umozni vkladani a odebirani v
logaritmickém case vzhledem k poctu prvku v bunce. Kazdy krok bude mit tedy
casovou slozitost jen O(logk), kde k je nejvétsi pocet obdélniku v jedné bunce
pole. Nevyhodou bude ale prostorova slozitost. Pole bude muset byt tak velké,
aby bylo mozné ulozit i ty nejmensi obdélniky, a jejich rozméry muzou byt o
mnoho radu mensi nez rozmeéry vkladaného obdélniku. Pokud napriklad vlozime
stranu délky 1/n do strany 1/(n + 1), pak vysledny obdélnik bude v bunce s
¢islem tadove n?. Tedy prostorova slozitost bude az O(n?).

pole

zasobnik
«
<7
-

haldy

Obrazek 3.5: vlastni datova struktura 1. verze

Pole bude muset byt velké a zacatek pole se uz pozdéji nebude viubec pouzivat.
To by zlepsilo dynamicky alokované cyklické pole. Ale i tak ve vét§iné programo-
vacich jazyku je problém s polem, jehoz velikost presahuje 32-bitovy integer.

Vylepsime tedy nasi datovou strukturu nasledujicim zpusobem. Bunky po-
le shlukneme do bloku o velikosti s. Nové obdélniky budeme ukladat jen do
téchto bloku. Vyuzijeme toho, ze vyhledavani obdélniku probiha v blocich po-
stupné, takze vzdy potfebujeme jen jeden. Muzeme tedy vsechny obdélniky z
pozadovaného bloku zkopirovat do pole o velikosti s. Toto pole budeme pouzivat
stejné jako v predchozim pripadé. Kdyz dojedeme az na konec, pole bude prazdné
a budeme ho tak moci pouzit na rozbaleni dalsiho bloku. Délame vlastné to, ze
pozdrzime vlozeni obdélniku az nez to opravdu potfebujeme, a to nam umozni
recyklovat jedno pole konstantni délky s. Prostorova slozitost je pak jen velikost
samotnych obdélniku plus velikost pole plus pocet bloku, tedy ptiblizné n+s+n/s,
coz je pro vhodnou volbu s rovno n + 2y/n.

3.2 Datové typy reprezentace

Pro presné pocitani potifebujeme rozméry obdélniku reprezentovat jako cisla s
nekonecnou presnosti. Takovy datovy typ ndm nabizi napiiklad knihovna Boost
jménem cpp_rational. Tento datovy typ uklada cisla jako zlomky v zdkladnim
tvaru, kde citatel i jmenovatel jsou cela cisla s libovolnou presnosti.

Druhou moznosti je reprezentovat délky jako celé ¢islo a to konkrétné 64-
bitovy integer bez znaménka. Jeho maximalni hodnotu budeme chapat jako ¢islo
jedna a nula zustane nulou. Zbylé hodnoty linearné rozprostreme mezi nulou a
jednickou. To si muzeme predstavit tak, ze c¢islo prevedeme na zlomek, jehoz
jmenovatel je pevné dany, a ulozime jen jeho citatel.
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bloky

pole

zasobnik

haldy

Obrézek 3.6: vlastni datova struktura 2. verze

Bohuzel ne kazdé ¢islo lze vyjadrit jako zlomek s danym jmenovatelem, pro-
to se pri vypoctu musime uchylit k zaokrouhlovani. Vsechny délky vklddanych
obdélniku tedy zaokrouhlime nahoru k nejblizsimu pozadovanému zlomku. Toto
zaokrouhlovani nahoru nam pak zarucuje, ze i nezaokrouhlené obdélniky jdou
vlozit.

Nevyhodou je, ze zaokrouhlovanim ptichdzime o misto, které nékdy urcité
bude chybét. Takovy algoritmus se pak nékdy urcité zastavi. Kdy se tak stane,
muzeme piiblizné odhadnout.

Necht n je spoleény jmenovatel, jeho hodnota je piiblizné 264. Pfedpokladejme,
ze u kazdého obdélniku zvétsime oba rozméry o polovinu nejmensi jednotky v
nasem pocitani, coz je 1/n. Obsah i-tého obdélniku se tedy zvétsf o (1 + ZJ%I) /2n.
Nyni se ptame kolik téchto prebytku musime poscitat, aby se to rovnalo zbylému
prostoru. Hledame tedy k takové, ze

ke~ 45 x 1017|

N4§ odhad k je tedy dostateéné velky, protoze vice nez 107 kroku stejné
nezvladneme udélat z ¢asovych i prostorovych duvodu.

Toto pocitani v celych c¢islech nam dava vyhodu, ze vSechny operace jsou
v konstantnim c¢ase a vSechny rozméry zabiraji konstantné prostoru. U cisel s
nekonecnou presnosti zavisi ¢as i prostor na velikosti jmenovatele, ktery v nasem
pripadé roste velmi rychle.

W znaé¢i Lambertovu W funkei
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Dalsi varianta je datovy typ double. Ten ma4 sice velikou presnost v hodnotach
kolem nuly, ale kvili jeho zaokrouhlovani na obé strany je pro nas algoritmus
nepouzitelny.

V nasi implementaci budeme tedy pouzivat vlastni, diive popsanou, datovou
strukturu a ¢isla budeme reprezentovat celymi ¢isly. Tato kombinace bude davat
nejlepsi vysledky. Konkrétni zdrojovy kod je prilozen na konci prace.
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4. Analyza

Nyni se pfesuneme od implementace k analyze samotného algoritmu. Budeme
tedy zjistovat, jak vypadd stav v prubéhu algoritmu. Zde stavem myslime sloZeni
ulozenych obdélniku.

Necht jsme v n-tém kroku algoritmu. Vklddany obdélnik je tedy (%, n+r1) a
mame ulozeny néjaké obdélniky. Nejvétsimu z nich tikame hlavni c¢tverec.

P1i kazdém vkladani obdélniku mame vice moznosti, kam ho dat. Pravidla
algoritmu nam ftikaji, Ze si mame vybrat ten nejmensi z nich. To znamena, ze
nejvétsi z nich se nebude pouzivat tak casto, a tedy ze bude zustavat spisSe
velky. Navic pfi vlozeni n-tého obdélniku se z néj utizne jen pas sitky 1/n, coz je
pomeérove k jeho velikosti nepatrna ¢ast. Navic je algoritmus navrhnuty tak, ze se
pas ufizne podél jeho kratsi strany, coz znamend, ze si hlavni ctverec zachovava
priblizné ¢tvercovity tvar i kdyz je to obecné obdélnik. Pti dalsich odhadech bu-
deme c¢asto predpoklddat, ze je to ¢tverec (pro usnadnéni vypoctu).

Cfm vétsi je hlavni ¢tverec v poméru ke zbytku obdélniki, tim vice méme
volnosti v dalsich krocich, protoze kazdy jednotlivy vkladany obdélnik do néj
muzeme vlozit, kdyz se nevejde nikam jinam. Oznac¢me k, pomér mezi obsahem
hlavniho ¢tverce a souc¢tem obsahu vSech ulozenych obdélniki. Soucet obsahu je
ale roven 1/n, tedy k, = S, - n, kde S,, je obsah hlavniho ¢tverce v n-tém kroku.
Hodnotu k,, muzeme odhadnout z méteni. Z grafu (Obr. 4.1) je patrné, ze se k;,
pohybuje kolem 1/3 a pfi presnéjsim pocitani z posledniho spoé¢itaného kroku
(fddove 10'3), dostaneme konstantu a = 0.3478.

14
0.8}
0.6f
kn 04 -
0.2}
Il Il Il Il Il Il
5e5 le6 1.5e6 2e6 2.5e6 3eb6
cislo kroku

Obrézek 4.1: Graf zavislosti k, na n
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4.1 Indikatory

Pro vyteseni celého problému je potieba dokazat, ze se algoritmus nikdy neza-
stavi. V prubéhu budeme pozorovat ur¢ité hodnoty, které nam napovi, jak si zatim
vedeme. Budeme jim tikat indikatory. Jednim z nich je praveé k,. Pokud bychom
dokazali, ze k, je stale ptiblizné «, nebo ze neklesd pod néjakou konstantu, pak
by se algoritmus nikdy nezastavil, protoze vkladané obdélniky by stale bylo kam
davat.

Druhy podobny indikator je pomér kratsich stran mezi hlavnim ctvercem
a vkladanym obdélnikem, ozna¢me ho r,. Z ného muzeme odvodit, ze dalsich
alespon 12 obdélniki pujde vlozit do hlavniho ¢tverce. Dokud bude tato hodnota
vetsi nez jedna, vime, ze algoritmus neskonéi. Jelikoz hlavni ¢tverec je ptiblizné
¢tverec, je jeho strana a =~ +/S,. Strana vkladaného obdélniku je rovna 1/n.
Muzeme ted vyjadiit vztah r, ke k,:

T, i%\/S_n~n: %-n:\/kn-n

T /n
Hodnoty r, muzeme také experimentalné zmérit a porovnat s predpokladanou

funkei /o - n (Obr. 4.2).

1000
800
600
400

200

Il Il Il Il Il
5e5 le6 1.5e6 2e6 2.5e6 3eb6
cislo kroku

Obrazek 4.2: Graf zavislosti r, na n

Oba indikatory se vazou k velikosti hlavniho ¢tverce. Abychom ale védéli, jak
se v case chova, musime zkoumat zbylé obdélniky, protoze na nich zavisi to, jak
casto musime hlavni ¢tverec zmensit a o kolik.

Uvazujme situaci, kdy k,, = a a vSechny obdélniky kromé hlavniho jsou mensi
nez vkladany obdélnik. Budeme sledovat algoritmus az do doby, kdy nastane opét
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situace, kdy budeme vkladat do hlavniho ¢tverce. Tento tisek nazveme hlavni
krok a je jasné, ze kroky algoritmu muzeme rozdélit do hlavnich kroku. Pocet
jednotlivych kroku v hlavnim kroku budeme oznacovat jako délku hlavniho kroku.

Necht pro jednoduchost je hlavni ¢tverec opravdu étverec a jeho strana je tedy
a = /S, = \/a/n. Vkldddme do néj obdélnik s &fikou 1/n. Uiizneme tedy ze
¢tverce pas o sitce 1/n a délce a. Odhadnéme, kolik dalsich vkladanych obdélniku
muzeme do tohoto pasu vlozit.

a

— =a-n= g-n:m
1/n n

Ne vSechny tyto obdélniky ale nutné vlozime sem, protoze se zmensujicimi se
rozméry vkladanych obdélnikt se néktery muze zmensit dost na to, aby se vesel
do obdélniku, ktery je mensi. Muzeme zkusit odhadnout kolik obdélnikt musime
vlozit jinam nez do tohoto pésu tak, aby koeficient k£ zustal po hlavnim kroku
roven «. Pokud totiz budeme vkladat jen do pasu, pak se koeficient k£ bude nutné
zmensovat az k nule. Chceme tedy do hlavniho ¢tverce, potazmo pasu, vlozit
pomérové a obsahu, coz znamend ptiblizné a vlozenych obdélniki. Pokud tedy
do pdsu vlozime v/« - n obdélniki, pak mimo néj jich pottebujeme vlozit priblizné
o /o

Je jasné, ze ¢im jsou hlavni kroky delsi, tim méné se zmensuje hlavni ¢tverec
a tim lepsi je pro nas situace. Naopak pokud jsou kroky kratké, pak se hlavni
¢tverec rychle zmensuje a blizime se konci. Predeslou tvahou jsme odhadli, ze
aby byl koeficient k£ stale «, pak by mél hlavni krok mit délku

(67

(L+““ﬁ-WI%=§-ﬁf%:vg.

Nas odhad muzeme porovnat se skutecnymi vysledky z béhu programu. Nasledujici
graf (Obr. 4.3) zobrazuje idaje z prvnich 1000 hlavnich kroku a ¢ervenou linkou
je zobrazen nas odhad.
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delka hlavniho kroku

8000

6000

4000

2000

zacatek hlavniho kroku

Obrazek 4.3: Graf zavislosti délky hlavniho kroku na n

7, obrazku vidime, ze odhad pfiblizné sedi. Hodnoty se ale hodné méni, pro
lepsi zietelnosti muzeme deset hodnot sdruzit do jedné zprumérované hodnoty.

delka hlavniho kroku

2000

1500

1000

500

2e5 3e5 4e5 5e5 6e5

zacatek hlavniho kroku

Obréazek 4.4: Graf zavislosti délky hlavniho kroku na n se sdruzenymi hodnotami
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Dalsi véc, kterou muzeme studovat, je statistika zbylych obdélniku. U nich je
dulezité, jak je velka jejich kratsi strana. Pokud by je mély vSechny obdélniky
prilis kratké, pak by se algoritmus brzo zastavil. Navic muzeme zavést pojem
kapacita obdélniku.

Definice 4.1. Kapacitou obdélniku w X | rozumime hodnotu Lﬂ, kde w je kratsi
strana obdélniku.

Tato hodnota vyjadiuje kolikrat za sebou muzeme tento obdélnik pouzit. Po-
kud tedy zrovna vkladame obdélnik s delsi stranou [, pak soucet kapacit vSech
zbyvajicich obdélniku, které maji s kratsi stranou mensi nez [, vyjadiuje pocet
kroku, pii kterych se algoritmus urcité nezastavi. Tato hondnota bude nas dalsi
indikator c. Zajimé nas jeho hodnota v n-tém kroce, tedy | = 1/n, a znacime ji
¢n. Chtéli bychom dokézat, ze je vzdy alespon jedna. Problém je, Ze tato hodnota
kolisa. Konkrétné na zacatku kazdého hlavniho kroku je presné rovna r,, protoze
jediny obdélnik s delsi stranou je hlavni ¢tverec. A v ostatnich pripadech je vetsi
nez r,,.

Miuzeme se ale v n-tém kroku podivat, jak vypada distribuce kapacit vzhledem
ke kratsi strané zbylych obdélniku (Obr. 4.5 a 4.6). Ukazuje se, ze pokud osu z
preskalujeme jako logaritmus z pirevracené hodnoty kratsi strany, pak se kapacity
chovaji ptiblizné jako normalni rozdéleni.

Obrazek 4.5: Znormovany graf kapacit po 10° krocich

osa x: log (i), osa y: kapacita
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Obrézek 4.6: Znormovany graf kapacit po 107 krocich
osa x: log (%), osa y: kapacita

Vidime, ze vlevo maji grafy zub. Chybéjici ¢ast odpovida obdélnikum, které
by byly vétsi nez vkadany obdélnik, a ty jsou uz vSechny pouzité. V kazdém kroku
odebereme jednu kapacitu zleva (odpovidajici vlozeni obdélniku) a pridame ka-
pacity které odpovidaji malému, nové vzniklému, obdélniku. Tim se nam stredni
hodnota posouva doprava.
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5. Vysledky

Popsany algoritmus jsme nechali bézet priblizné 3 tydny. Za tuto dobu se mu
podafilo tspésné vlozit N = 2,67 - 10'3 obdélnikti. Na konci mél hlavni étverec
stranu @ = 1,16677 - 10~7. Abychom vytvofili celkovy odhad na velky obdélnik,
budeme potiebovat jedno uzitecné lemma.

Lemma 5.1. Vsechny ctverce o strané 1/i, kde i > n se daji vloZit do obdélniku

se stranami | a w pokud plati
a1t 141

w-l

Diikaz. Ctverce budeme postupné vkladat do fad kratsich nez I. Necht ny = n.
Prvni fada bude obsahovat ¢tverce od ng do ny — 1, druha rada bude obsahovat
¢tverce od ny do my — 1 a i-td fada bude obsahovat ¢tverce od n;_; do n; — 1.
Polozme n;,1 = n; |1+ 1] pro vSechna i > 0. Plat{ tedy, ze n; < ng (1 +1)" pro
v8echna 7 > 0. Pak

Ni4+1— 1

n n;
j : < z+1 S l,
k n;

k=n;

a proto se opravdu ¢tverce od n;_; do n; — 1 daji vlozit i-tého fadku. A proto se
vSechny ¢tverce od n do nekonecna daji poskladat do danného obdélniku w x [

pokud A
ii> 1\ 1+1
—~n; ~ no 1+1)  no-l

[]

Prvnich N obdélnikﬁ tedy uz mame vlozenych. Dalél’ch N muzeme vlozit do
obdélniku 1 x % a pak dalsich 2N do obdélniku 1 x 53. Zbydou ndm obdélniky
od 4-N =1, 068 104 déle. Pouzitim ptedeslého lemmatu prow = h = a
zjistime, ze ty muzeme vlozit do hlavniho ¢tverce. To nam dava jako celkovy
vysledek obdélnik se stranami 1 x (14 5.62-107'?). Muzeme pouzit Balintovo
tvrzeni [3], ze pokud N je délitelné 4, pak vysledny obdélnik ma strany 1 X
(1 + 5%) Tim dostaneme o trochu lepsf odhad 1 x (1 + 4.49 - 107'2). To je o tii
tady lepsi vysledek nez doposud nejlepsi 1 x (1 + gar7)-
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6. Podobné problémy

Problém s podobnym zadanim, ale jednoduchym feSenim se objevil v roce 1974
v matematické soutézi Kiurschak Competition.

Priklad. S, je ¢tverec o strané 1/n. Najdéte nejmensi k takové, ze ¢tverce Sy, Sa, . . .
mohou byt vlozeny do ¢tverce o strané k bez prekryti.

Diikaz. Pokud zvolime k < 3/2 tak se ctverce S; a Sy budou urcité prekryvat.
Nyni dokdzeme, ze k = 3/2 vyhovuje. Do obdélniku o strandch 3/2 a 1 vlozime
¢tverce Sy, .99, 53. Do zbyvajictho pruhu % X % staci vlozit ¢tverce Sy, Ss, Se, - - - -
Oznacme M; = {S; | 2* < j < 2"}, Pokud kazdy takovy ctverec S; shora od-

1 1

hadneme c¢tvercem S; je jasné, Ze celd M; lze poskladat do obdélniku 5 x 5=.

Tedy vsechny pozadované My, Mz, My, ... lze vlozit do £ x 1. O

Pro skladani vicerozmérnych krychli plati nasledujici véta, kterou dokézali
spoleéné A. Meir a L. Moser [5].

Veéta 6.1. Systém d-dimenzionalnich krychli se stranami s > so > ... a cel-
kovgm objemem V = > 2, mohou byt naskliddny do kvddru ri X ro X -+ X 14
pokud sy < min{ry,ra,...,rq} a zdroven

(ri—s1)(ra—81)...(rg —s1) >V — 3‘11.

Z této véty mimochodem plyne, ze kazdy systém krychli s celkovym objemem
1 1ze vlozit do krychle s objemem 2971, K této vété existuje jesté dudlni, pokryvaci
véta.

Veéta 6.2. Systém d-dimenziondlnich krychli se stranami s1 > s9 > ... a cel-
kovym objemem V =3 ">°, mohou pokryt kvddr ri X ro X -+ X rq pokud

(r14s1)(rg +51) ... (rg +51) <V + s{.
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7. Doslov

Hlavnim cilem této prace bylo vyftesit alespon jeden ze tii otevienych problému
tykajicich se sklddani obdélniku. Zameérili jsme se hlavné na prvni problém, pro-
toze s jeho vyfesenim bychom mohli vyfesit i zbylé problémy. Popsali jsme zde
konkrétni implementaci algoritmu, kde se kazdy krok provede témér v konstantnim
case. Dale jsme zkoumali jeho fungovani a vylepsili dosavadni odhad u prvniho z
problému o tii rady.

Ptipomenme déle indikator r,, ktery se podle méfeni v prvnich 2,67 - 10'3
krocich chova priblizné jako funkce k - y/n, kde k je konstanta. Abychom pro-
blém dokazali, stacilo by Tici, Zze tato hodnota nikdy neklesne pod jedna. Z toho
je mozné usuzovat, ze odpovéd na zadanou otdzku bude spiSe ano a vsechny
obdélniky pujdou poskladat do jednotkového ¢tverce. Dukaz to vSak neni.

Dalsi prace, navazujici na tuto, by mohly dukladnéji studovat algoritmus,
ktery vklada obdélniky, nebo zkoumat jeho ruzné variace. V oblasti skladani
konvexnich téles zustava stédle jesté mnoho otevienych problému, které je mozné
resit.
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Prilohy

F#include <iostream>
#include <queue>
#include <set>
#include <algorithm>
#include <cmath>

typedef unsigned long long ull;
const double Pl = std::atan(1.0)*4;

using namespace std;

class Rectangle{

public:

h

ull x, y;

Rectangle(ull i, ull j){
} x = min(i, j); y = max(i, j);

ull smaller() const{

return x;
}
ull larger() const{
return vy,
}

bool operator<(Rectangle other) const{
if(smaller() != other.smaller()){return smaller() < other.smaller();}
return larger() < other.larger();

//defines ordering of rectangles
struct Order{
bool operator()(Rectangle const& a, Rectangle const& b) const{

}
s

return b < a;

//general functions with rectangles
class Util{

public:

//maximal value of side length. this equals to one.
static const ull max_val = 11I<<63;

//get rectangle with index i
static Rectangle getRect(long long i){

return Rectangle((max-val + i — 1) /i, (maxval +i —1) / (i+1));
}

//get the fisrt large rectangle
static Rectangle getFirst(){

return Rectangle(max_val, max_val);
}

//return index of largest rectangle that can be inserted into r

static long long largest_rect(Rectangle r){
long long num = (max_val — 1 + r.smaller()) / r.smaller();
long long num2 = (max.val — 1 + r.larger()) / r.larger();
return std::max(num — 1, num2);

}

//insert r2 into r and return up to 2 remaining rectangles
static vector <Rectangle> insert(Rectangle r, Rectangle r2){
vector <Rectangle> vr;
if(r.larger() <= r2.smaller() && r2.larger() >= r.smaller()){
if(r2.smaller() != r.larger())
vr.push_back(Rectangle(r.smaller(), r2.smaller() — r.larger()));
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if(r2.1arger() != r.smaller())
vr.push_back(Rectangle(r2.smaller(), r2.larger() — r.smaller()));
telse if(r2.smaller() >= r.smaller() && r2.larger() >= r.larger()){
if(r2.smaller() != r.smaller())
vr.push_back(Rectangle(r.larger(), r2.smaller() — r.smaller()));
if(r2.1arger() != r.larger())
vr.push_back(Rectangle(r2.smaller(), r2.larger() — r.larger())):
telse{
cout< <" Rectangle can not be inserted.” <<endl;
vr.push_back(Rectangle(0, 0));

}
if(vr.size()==2 && vr[0] < vr[1]){ swap(vr[0], vr[1]); }
return vr;

s

//class that stores all remaining rectangles

class Rect_lib{

public:
vector <Rectangle> lifo;
vector <priority_queue<Rectangle, vector<Rectangle>, Order> > arr;
vector <vector<Rectangle> > block;
static const long long arr_size = 10000000;
static const long long block_size = 10000000;
long long arr_offset;
long long last_inserted;
long long count;
long long max_count;

Rect_lib(){
last_inserted = 0;
arr_offset = 0;
count = 0;
max_count = 0;
block = vector<vector<Rectangle> >(block_size);
arr = vector<priority_queue<Rectangle, vector<Rectangle>, Order> >(arr_size);

}

void add(Rectangle r){

count++;

if(count>max_count){max_count=count;}

long long x = Util::largest_rect(r);

if(x >= arr_size + arr_offset){
if(x / arr_size < block_size){

block[x / arr_size].push_back(r);

}else{count——;}

telse if(x < arr_offset || x <= last_inserted){
lifo.push_back(r);

}else{
arr[x — arr_offset].push(r);

}

}

Rectangle lifo_out(){
if(lifo.empty()){return Rectangle(0,0);}
Rectangle r = lifo.back();
lifo.erase(lifo.end()—1);
return r;

}

Rectangle arr_out(int i){
if(arr[i].empty()){ return lifo_out(); }
Rectangle r = arr[i].top();
arr[i].pop();
return r;

void arr_move(int i){
while(!arr[i].empty()){
Rectangle r = arr[i].top();
arr[i].pop();
lifo.push_back(r);
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}

Rectangle get(){

count——;

last_inserted++;

Rectangle r = Rectangle(0,0);

if(last_inserted < arr_offset + arr_size){
r = arr_out(last_inserted — arr_offset);
arr-move(last_inserted — arr_offset);

}

if(last_inserted == arr_offset + arr_size — 1){
arr_offset += arr_size;
for(int i = 0; i < block[arr_offset/arr_size].size(); i++){

add(blocklarr_offset/arr_size](i]);

block[arr_offset/arr_size].clear();

}

return r;

}

void run(){
long long step = 1;
add(Util::getFirst());
while(true){
if(step%10000000==0){
cout< <" step: " <<step<<endl;
}

Rectangle r = Util::getRect(step);

Rectangle r2 = get();

if(r2x == 0| r2.y == 0){
cout< <" Rectangle not found. Step: " <<step<<endl;
return;

}

vector <Rectangle> vr = Util::insert(r, r2);
for(int s = 0; s < vr.size(); s++){
if(vr[s].smaller() < 0){
cout< <" Rectangle do not fit. Step: " <<step<<endl;

return;
}
add(vr[s]);
step++;
}
}
h
int main(){
Rect_lib rl = Rect_lib();
rl.run();
return 0;
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