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Pozornost bude zaměřena hlavně na implementaci tohoto algoritmu a na studii
jeho fungováńı.
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1. Úvod

Existuje mnoho problémů podobného zněńı. Máme množinu konvexńıch těles
C1, C2, · · · ∈ R

d a snaž́ıme se je poskládat do nějakého tělesa C ∈ R
d tak, aby

se vnitřńı části každých dvou těles neprot́ınali, dále této vlastnosti budeme ř́ıkat,
že se tělesa nepřekrývaj́ı. Problémy jsou pak typu jestli v̊ubec takové C existuje,
jestli je konečné a popř́ıpadě jak malé může být. My se zde zaměř́ıme na tři
otevřené problémy, které si jsou ve svém principu velmi podobné.

Problém (1). Mohou být obdélńıky 1
i
× 1

i+1
(i = 1, 2, . . . ) poskládány do čtverce

o straně 1?

Problém (2). Mohou být čtverce se stranami 1
i
(i = 2, 3, . . . ) poskládány do

obdélńıku o obsahu π2

6
− 1?

Problém (3). Mohou být čtverce se stranami 1
2i+1

(i = 1, 2, . . . ) poskládány do

obdélńıku o obsahu π2

8
− 1?

Všechny tři problémy jsou založeny na známých algebraických identitách.
Vı́me tedy, že součet obsah̊u vkládaných obdélńık̊u je roven obsahu ćılového
obdélńıku. A právě tato vlastnost dělá výše popsané problémy těžkými. Zmı́ńıme
některé dosavadńı úspěchy při řešeńı těchto úloh. V prvńım problému Jennings
[1], [2] dokázal, že se všechny obdélńıky poskládaj́ı do čtverce o straně 204

203
. Bálint

[3] dokázal, že pokud mohou být obdélńıky R1, R2, . . . , Rk−1 vloženy do jednot-
kového čtverce, kde k je dělitelné 4, pak se všechny daj́ı vložit do obdélńıku
1× (1+ 6

5k
). Předpoklad dokázal ručně ověřit až do k = 500 a tedy jeho nový od-

had byl 1× 1, 0024. Ohledně třet́ıho problému dokázal Jennings [1], že se čtverce
daj́ı poskládat do obdélńıku (1

3
+ 1

5
)×(1

3
+ 1

9
), jehož obsah přesahuje požadovaných

π2/8− 1 jen o méně než 1
299

.
Paulhus [4] navrhl algoritmus, který postupně vložil prvńıch 109 obdélńık̊u

ve všech třech úlohách a odhadl jak muśıme zvětšit p̊uvodńı obdélńık, aby se
tam vešli i všechny zbylé obdélńıky. V těchto třech problémech dospěl postupně
k těmto výsledk̊um:

1×
(

1 +
1

109 + 1

)

1

2
×

(

2

(

π2

6
− 1

)

+ 1.606553066 · 10−9

)

1

3
×

(

3

(

π2

8
− 1

)

+ 1.344586785 · 10−9

)

Naš́ım ćılem bude prozkoumat tento algoritmus, navrhnout jeho implementaci,
ověřit předchoźı výsledky a popř́ıpadě vylepšit dosavadńı odhady.
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2. Problém

2.1 Zobecněńı

Všechny tři předešlé problémy můžeme zobecnit tak, že máme zadaný jeden velký
obdélńık a posloupnost menš́ıch obdélńık̊u, jejichž součet obsah̊u je stejný jako
obsah velkého obdélńıku. Výstupem je pak umı́stěńı jednotlivých obdélńık̊u tak,
aby se nepřekrývaly.

K tomuto problému můžeme přistupovat tak, že ho rozděĺıme na v́ıce menš́ıch
problémů. Velký obdélńık rozděĺıme podle př́ımky, která je rovnoběžná s jednou
ze stran, a posloupnost obdélńık̊u rozděĺıme na dvě disjunktńı posloupnosti, kde
opět součet obsah̊u se rovná obsahu př́ıslušné části. Pro vyřešeńı by stačilo, kdy-
bychom každou takovou situaci uměli bud’ znovu rozdělit na menš́ı, nebo kdy-
by posloupnost obsahovala pouze jeden obdélńık a ten by se shodoval s velkým
př́ıslušným obdélńıkem.

Je vhodné zmı́nit, že se nejedná o ekvivalenci, tedy existuje situace, které
se nedá vyřešit t́ımto zp̊usobem. Jednoduchý protipř́ıklad poskytne následuj́ıćı
obrázek 2.1.

Obrázek 2.1: protipř́ıklad

Dále ukážeme, že je úloha v nějakém smyslu jednodušš́ı, pokud se obdélńıky
v posloupnosti zmenšuj́ı pomalu.

Definice 2.1. Posloupnost a = (ai)
∞
i=1, ai ∈ R

+
0 nazveme pomalu klesaj́ıćı pokud

je klesaj́ıćı, jej́ı součet je konečný a zároveň ∀i ∈ N : ai ≤
∑∞

j=i+1 aj.

Lemma 2.2. Necht’ a = (ai)
∞
i=1 je pomalu klesaj́ıćı posloupnost, kde s =

∑∞
i=1 ai.

Pak pro každé s′ ∈ R
+
0 , s

′ ≤ s existuje podposloupnost jej́ı̌z součet je s′.

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı tak, že postupně o každém prvku rozhodne-
me, zda patř́ı do vybrané posloupnosti nebo ne. Prvek ai do posloupnosti patř́ı
právě když jeho přidáńım součet podposloupnosti nepřekroč́ı s′. Částečné součty
této posloupnosti jsou rostoućı a omezené s′, tedy konverguj́ı k nějakému s′′. Pro
spor necht’ s′′ < s′. Zvolme j nejmenš́ı možné tak, že aj neńı ve vybrané posloup-
nosti a zároveň aj > s′ − s′′. Všechny menš́ı prvky posloupnosti pak muśı být
ve vybrané posloupnosti z d̊uvodu metody konstrukce a jejich součet je alespoň
aj. Při rozhodováńı o prvku aj, jestli patř́ı do podposloupnosti, tedy zbývalo do
součtu s′ v́ıce než aj a tento prvek by měl být ve vybrané posloupnosti. To je
spor s volbou j a tedy s′′ = s′.

Toto lemma můžeme v našem problému využ́ıt následovně. Necht’ obsahy
vkládaných obdélńık̊u tvoř́ı pomalu klesaj́ıćı posloupnost, a uvažujme libovolný
řez velkého obdélńıku. Pak umı́me rozdělit vkládané obdélńıky na dvě disjunktńı
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posloupnosti tak, aby součet obsah̊u byl roven obsahu př́ıslušné části velkého
obdélńıku. Pomalu klesaj́ıćı posloupnosti nám tedy dávaj́ı v́ıce prostoru t́ım, že
řez můžeme vést libovolně.

Nic nám ale nezaručuje, že výsledné posloupnosti budou opět pomalu klesaj́ıćı.
Naopak každou pomalu klesaj́ıćı posloupnost můžeme vždy rozdělit na dvě se
stejným součtem obsah̊u a vybrat tu, která obsahuje jeden předem daný prvek.
Opakovanou aplikaćı se nám zmenšuje součet celé posloupnosti, ale jeden prvek
je stále konstantńı. T́ımto zp̊usobem tedy časem dostaneme posloupnost, která
neńı pomalu klesaj́ıćı.

V našem př́ıpadě ale muśıme brát v úvahu i rozměry obdélńık̊u, nejen ob-
sahy. Problém nastává, kdy sice součet obsah̊u souhlaśı, ale rozměr některého
vkládaného obdélńıku je větš́ı než rozměry velkého obdélńıku. Ale ani to neńı
dostačuj́ıćı podmı́nka, jak ukazuje následuj́ıćı protipř́ıklad.

Uvažujme posloupnost obdélńık̊u (1, 1
2i
). Součet jejich obsah̊u je 1 a do obdél-

ńıku (1, 1) jdou vložit. Vezměme ale obdélńık (1 + ǫ, 1− δ), jehož obsah necht’ je
také roven 1. Pro dostatečně malé ǫ, se pak obdélńıky muśı překrývat.

Otevřenou otázkou tedy z̊ustává, jestli existuje nějaká podmı́nka, která by za-
ručila, že posloupnost obdélńık̊u lze vložit do nějakého obdélńıku. Ta bude určitě
muset zahrnovat i rozměry velkého obdélńıku, a ne jen vlastnosti vkládaných
obdélńık̊u.

2.2 Formalizace

Definice 2.3. Obdélńıkem budeme rozumět uspořádanou dvojici nezáporných
reálných č́ısel (w, h), kde w je š́ı̌rka obdélńıku a h je jeho výška.

Definice 2.4. Umı́stěným obdélńıkem rozumı́me uspořádanou čtveřici nezápor-
ných reálných č́ısel (x, y, w, h), jehož vrcholy se nacházej́ı v bodech (x, y), (x, y+
h), (x+w, y) a (x+w, y+ h). Tedy jde o obdélńık (w, h) jehož levý dolńı vrchol
je v bodě [x, y].

Dva umı́stěné obdélńıky se neprot́ınaj́ı, pokud nemaj́ı žádný společný vnitřńı
bod.

Definice 2.5. Umı́stěńım posloupnosti obdélńık̊u (w′
i, h

′
i) do obdélńıku (W,H)

rozumı́me posloupnost umı́stěných obdélńık̊uR = (ri)
∞
i=1, tak že ri = (xi, yi, wi, hi)

a zároveň:

• (wi = w′
i ∧ hi = h′

i) ∨ (wi = h′
i ∧ hi = w′

i) pro všechna i

• xi ≥ 0 ∧ y1 ≥ 0 ∧ xi + wi ≤ W ∧ yi + hi ≤ H pro všechna i

• Pro všechna i 6= j se obdélńıky ri a rj neprot́ınaj́ı.

Problém. Existuje umı́stěńı posloupnosti obdélńık̊u ((1
i
, 1
i+1

))∞i=1 do obdélńıku
(1, 1)?

Následuj́ıćı dvě věty nám ř́ıkaj́ı, že pro vyřešeńı tohoto problému stač́ı, když
se jen limitně přibĺıž́ıme. Obecněǰśı verzi dokazuje G. Martin [6] ve své práci
poněkud složitě. Uvedeme proto zde jednodušš́ı a kratš́ı d̊ukaz.
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Věta 2.6. Necht’ existuje umı́stěńı posloupnosti obdélńık̊u R do obdélńıku (x +
ǫ1, y + ǫ2) pro každé ǫ1 ≥ 0 a ǫ2 ≥ 0, pak existuje umı́stěńı R do obdélńıku (x, y).

D̊ukaz. Uvažujme posloupnost umı́stěńı Si do obdélńıku (x+1/i, y+1/i). Z těchto
umı́stěńı vytvoř́ıme posloupnost a z té budeme pro každé k vyb́ırat podposloup-
nost takovou, kde prvńıch k umı́stěńıch obdélńık̊u bude konvergovat. Tyto body
konvergence pak budou hledaná umı́stěńı v obdélńıku (x, y). Indukćı necht’ máme
posloupnost, kde prvńıch k− 1 umı́stěných obdélńık̊u konverguje. Nejdř́ıve vybe-
reme nekonečnou podposloupnost, kde k-tý obdélńık má stejnou orientaci. Jeli-
kož každé umı́stěńı jsou dvě č́ısla v kompaktńım prostoru, můžeme nav́ıc vybrat
podposloupnost takovou, že umı́stěńı k-tého obdélńıku konverguje. Je snadné na-
hlédnout, že takto nalezený obdélńık se nacháźı uvnitř obdélńıku (x, y) a zároveň
se neprot́ıná s předešlými k − 1 umı́stěnými obdélńıky.

Věta 2.7. Necht’ existuje umı́stěńı posloupnosti obdélńık̊u R do obdélńıku s ob-
sahem S + ǫ pro každé ǫ ≥ 0, pak existuje umı́stěńı R do nějakého obdélńıku s
obsahem S.

D̊ukaz. Uvažujme množinu kratš́ıch stran z obdélńık̊u v R. Tato množina je určitě
shora omezená, protože jinak by součet obsah̊u nebyl konečný, takže umı́me naj́ıt
jej́ı horńı závoru x0. Uvažujme posloupnost obdélńık̊u (xi, yi) s obsahem Si =
S + 1/i. Vı́me, že xi ≥ x0 a zároveň xi ≤ Si/x0, tedy xi je v kompaktńım
prostoru a umı́me vybrat podposloupnost takovou, že xi konverguje k nějakému
x. Je jasné, že v této posloupnosti také yi konverguje k nějakému y a že, x ·y = S.
To budou tedy rozměry hledaného obdélńıku a zbytek plyne z předchoźı věty.
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3. Algoritmus

Marc M. Paulhus [4] ve své práci navrhl algoritmus na skládáńı obdélńık̊u. Začneme
tak, že vlož́ıme obdélńıky (1, 1

2
) a (1

2
, 1
3
) podle obrázku.

1/2

2/3

1/3

1/2

1

1

Obrázek 3.1: prvńı dva obdélńıky

Dále budeme postupovat tak, že pro každý vkládaný obdélńık nalezneme
vhodný nepoužitý obdélńık, do kterého ho vlož́ıme, a zbylou oblast rozděĺıme
na dva obdélńıky (Obr. 3.1). Budeme se ř́ıdit těmito pravidly.

• Pravidlo 1: Vlož následuj́ıćı obdélńık do rohu nejmenš́ıho ze zbývaj́ıćıch
obdélńık̊u. Pokud maj́ı dva obdélńıky stejnou š́ı̌rku, vyber ten s nejmenš́ı
možnou výškou.

• Pravidlo 2: Zbytek rozděl úsečkou z volného vrcholu malého obdélńıku
směrem k deľśı straně velkého obdélńıku.

Obrázek 3.2: vložeńı obdélńıku

Pozorováńı:

• Je jedno do kterého z roh̊u budeme obdélńık umist’ovat. Na obrázćıch to
bude vždy levý dolńı roh.
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• U zbývaj́ıćıch obdélńık̊u si pamatujeme jen jejich rozměry, a ne polohu. Pro
tento algoritmus je konkrétńı poloha ned̊uležitá.

• V algoritmu neńı specifikováno, jak je orientovaný vkládaný obdélńık. V
naš́ı implementaci budeme použ́ıvat ještě jedno pravidlo: Pokud to lze, tak
vlož́ıme obdélńık na š́ı̌rku - tedy bude se dotýkat krátká strana malého
obdélńıku s deľśı stranou velkého obdélńıku (Obr. 3.2).

Rozděleńım na obdélńıky sice ztráćıme volnost, ale lépe se pracuje s obdélńıky,
než s obecnými pravoúhelńıky. Stač́ı si pamatovat jen dva rozměry a vkládańı
obdélńıku do jiného obdélńıku je př́ımočaré. Nav́ıc to vypadá, že tato metoda
funguje, proto neńı nutné použ́ıvat mnohoúhelńıky.

Obrázek 3.3: Prvńıch 1000 obdélńık̊u
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3.1 Implementace

I když Marc M. Paulhus [4] ve své práci popisuje algoritmus na vkládáńı obdélńık̊u
a také své výsledky. Neuvád́ı, jak daný algoritmus v praxi implementoval. Sa-
motná implementace přitom nab́ıźı dva problémy. Totiž jak reprezentovat sa-
motné rozměry obdélńık̊u a do jaké vhodné datové struktury zbývaj́ıćı obdélńıky
ukládat.

Pro zvoleńı správné datové struktury potřebujeme vědět kolik obdélńık̊u bu-
deme cht́ıt ukládat, a jaké operace od této struktury vyžadujeme. Obdélńık̊u
bude přibližně stejný počet jako je počet dosavadńıch krok̊u, protože v každém
kroku odebereme jeden obdélńık a přidáme mı́sto něj dva menš́ı. Občas se nám
může stát, že přidáme jen jeden nebo žádný, ale tyto počty jsou zanedbatelné.
Požadované operace jsou pak vyhledáváńı vhodného obdélńıku, což je tedy nejmen-
š́ı takový, který je větš́ı než vkládaný obdélńık, následně pak jeho odeb́ıráńı
a vložeńı nově vzniklých. Pro zvoleńı správné datové struktury potřebujeme
vědět kolik obdélńık̊u budeme cht́ıt ukládat, a jaké operace od této struktury
vyžadujeme. Obdélńık̊u bude přibližně stejný počet jako je počet dosavadńıch
krok̊u, protože v každém kroku odebereme jeden obdélńık a přidáme mı́sto něj
dva menš́ı. Občas se nám může stát, že přidáme jen jeden nebo žádný, ale ty-
to počty jsou zanedbatelné. Požadované operace jsou pak vyhledáváńı vhodného
obdélńıku, což je tedy nejmenš́ı takový, který je větš́ı než vkládaný obdélńık,
následně pak jeho odeb́ıráńı a vložeńı nově vzniklých.

Dobrou datovou strukturou by mohl být binárńı vyhledávaćı strom, jehož
vyvažovaná verze má všechny potřebné operace v O(log n), kde n je počet prvk̊u.
To nám dává časový odhad O(n · log n) pro prvńıch n prvk̊u. Prostorová složitost
je O(n). Tuto datovou strukturu nejsṕı̌se použil Paulhus, ale nemůžeme to vědět
jistě. My ale zavedeme vlastńı datovou strukturu, která nám umožńı dopoč́ıtat
se dále.

Obrázek 3.4: binárńı vyhledávaćı strom

Pro lepš́ı datovou strukturu využijeme toho, že pro každý nově vzniklý obdélńık
si můžeme v konstantńım čase spoč́ıtat, který největš́ı vkládaný obdélńık se do
něj vejde. Obdélńıky pak můžeme dávat do pole, kde index bude č́ıslo onoho
největš́ıho vkládaného obdélńıku. V každém kroku se pak můžeme pod́ıvat v kon-
stantńım čase do buňky se správným indexem a vybrat nejmenš́ı obdélńık, který
se použije. Zbytek obdélńık̊u v této buňce přesuneme do zásobńıku, ve kterém bu-
deme ukládat obdélńıky, které jsou větš́ı než současný vkládaný obdélńık. Nav́ıc
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budou v tomto zásobńıku seřazené od největš́ıch po nejmenš́ı. Pokud by v nalezené
buňce žádný obdélńık nebyl, pak použijeme nejmenš́ı ze zásobńıku. Obdélńıky v
jedné buňce můžeme ukládat do haldy, což nám umožńı vkládáńı a odeb́ırańı v
logaritmickém čase vzhledem k počtu prvk̊u v buňce. Každý krok bude mı́t tedy
časovou složitost jen O(log k), kde k je největš́ı počet obdélńık̊u v jedné buňce
pole. Nevýhodou bude ale prostorová složitost. Pole bude muset být tak velké,
aby bylo možné uložit i ty nejmenš́ı obdélńıky, a jejich rozměry můžou být o
mnoho řád̊u menš́ı než rozměry vkládaného obdélńıku. Pokud např́ıklad vlož́ıme
stranu délky 1/n do strany 1/(n + 1), pak výsledný obdélńık bude v buňce s
č́ıslem řádově n2. Tedy prostorová složitost bude až O(n2).

zá
so
b
ń
ık

pole

haldy

Obrázek 3.5: vlastńı datová struktura 1. verze

Pole bude muset být velké a začátek pole se už později nebude v̊ubec použ́ıvat.
To by zlepšilo dynamicky alokované cyklické pole. Ale i tak ve většině programo-
vaćıch jazyk̊u je problém s polem, jehož velikost přesahuje 32-bitový integer.

Vylepš́ıme tedy naši datovou strukturu následuj́ıćım zp̊usobem. Buňky po-
le shlukneme do blok̊u o velikosti s. Nové obdélńıky budeme ukládat jen do
těchto blok̊u. Využijeme toho, že vyhledávańı obdélńık̊u prob́ıhá v bloćıch po-
stupně, takže vždy potřebujeme jen jeden. Můžeme tedy všechny obdélńıky z
požadovaného bloku zkoṕırovat do pole o velikosti s. Toto pole budeme použ́ıvat
stejně jako v předchoźım př́ıpadě. Když dojedeme až na konec, pole bude prázdné
a budeme ho tak moci použ́ıt na rozbaleńı daľśıho bloku. Děláme vlastně to, že
pozdrž́ıme vložeńı obdélńık̊u až než to opravdu potřebujeme, a to nám umožńı
recyklovat jedno pole konstantńı délky s. Prostorová složitost je pak jen velikost
samotných obdélńık̊u plus velikost pole plus počet blok̊u, tedy přibližně n+s+n/s,
což je pro vhodnou volbu s rovno n+ 2

√
n.

3.2 Datové typy reprezentace

Pro přesné poč́ıtańı potřebujeme rozměry obdélńık̊u reprezentovat jako č́ısla s
nekonečnou přesnost́ı. Takový datový typ nám nab́ıźı např́ıklad knihovna Boost
jménem cpp rational. Tento datový typ ukládá č́ısla jako zlomky v základńım
tvaru, kde čitatel i jmenovatel jsou celá č́ısla s libovolnou přesnost́ı.

Druhou možnost́ı je reprezentovat délky jako celé č́ıslo a to konkrétně 64-
bitový integer bez znaménka. Jeho maximálńı hodnotu budeme chápat jako č́ıslo
jedna a nula z̊ustane nulou. Zbylé hodnoty lineárně rozprostřeme mezi nulou a
jedničkou. To si můžeme představit tak, že č́ıslo převedeme na zlomek, jehož
jmenovatel je pevně daný, a ulož́ıme jen jeho čitatel.
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Obrázek 3.6: vlastńı datová struktura 2. verze

Bohužel ne každé č́ıslo lze vyjádřit jako zlomek s daným jmenovatelem, pro-
to se při výpočtu muśıme uchýlit k zaokrouhlováńı. Všechny délky vkládaných
obdélńık̊u tedy zaokrouhĺıme nahoru k nejbližš́ımu požadovanému zlomku. Toto
zaokrouhlováńı nahoru nám pak zaručuje, že i nezaokrouhlené obdélńıky jdou
vložit.

Nevýhodou je, že zaokrouhlováńım přicháźıme o mı́sto, které někdy určitě
bude chybět. Takový algoritmus se pak někdy určitě zastav́ı. Kdy se tak stane,
můžeme přibližně odhadnout.

Necht’ n je společný jmenovatel, jeho hodnota je přibližně 264. Předpokládejme,
že u každého obdélńıku zvětš́ıme oba rozměry o polovinu nejmenš́ı jednotky v
našem poč́ıtańı, což je 1/n. Obsah i-tého obdélńıku se tedy zvětš́ı o (1

i
+ 1

i+1
)/2n.

Nyńı se ptáme kolik těchto přebytk̊u muśıme posč́ıtat, aby se to rovnalo zbylému
prostoru. Hledáme tedy k takové, že

k
∑

i=1

(
1

i
+

1

i+ 1
) · 1

2n
≈ 1

k

1

2n
·

k
∑

i=1

2

i
≈ 1

k

ln(k)

n
≈ 1

k

k ≈ eW (n) ≈ 4.5× 1017

Náš odhad k je tedy dostatečně velký, protože v́ıce než 1017 krok̊u stejně
nezvládneme udělat z časových i prostorových d̊uvod̊u.

Toto poč́ıtáńı v celých č́ıslech nám dává výhodu, že všechny operace jsou
v konstantńım čase a všechny rozměry zab́ıraj́ı konstantně prostoru. U č́ısel s
nekonečnou přesnost́ı záviśı čas i prostor na velikosti jmenovatele, který v našem
př́ıpadě roste velmi rychle.

W znač́ı Lambertovu W funkci
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Daľśı varianta je datový typ double. Ten má sice velikou přesnost v hodnotách
kolem nuly, ale kv̊uli jeho zaokrouhlováńı na obě strany je pro náš algoritmus
nepoužitelný.

V naš́ı implementaci budeme tedy použ́ıvat vlastńı, dř́ıve popsanou, datovou
strukturu a č́ısla budeme reprezentovat celými č́ısly. Tato kombinace bude dávat
nejlepš́ı výsledky. Konkrétńı zdrojový kód je přiložen na konci práce.
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4. Analýza

Nyńı se přesuneme od implementace k analýze samotného algoritmu. Budeme
tedy zjǐst’ovat, jak vypadá stav v pr̊uběhu algoritmu. Zde stavem mysĺıme složeńı
uložených obdélńık̊u.

Necht’ jsme v n-tém kroku algoritmu. Vkládaný obdélńık je tedy ( 1
n
, 1
n+1

) a
máme uloženy nějaké obdélńıky. Největš́ımu z nich ř́ıkáme hlavńı čtverec.

Při každém vkládáńı obdélńıku máme v́ıce možnost́ı, kam ho dát. Pravidla
algoritmu nám ř́ıkaj́ı, že si máme vybrat ten nejmenš́ı z nich. To znamená, že
největš́ı z nich se nebude použ́ıvat tak často, a tedy že bude z̊ustávat sṕı̌se
velký. Nav́ıc při vložeńı n-tého obdélńıku se z něj uř́ızne jen pás š́ı̌rky 1/n, což je
poměrově k jeho velikosti nepatrná část. Nav́ıc je algoritmus navrhnutý tak, že se
pás uř́ızne podél jeho kratš́ı strany, což znamená, že si hlavńı čtverec zachovává
přibližně čtvercovitý tvar i když je to obecně obdélńık. Při daľśıch odhadech bu-
deme často předpokládat, že je to čtverec (pro usnadněńı výpočt̊u).

Č́ım větš́ı je hlavńı čtverec v poměru ke zbytku obdélńık̊u, t́ım v́ıce máme
volnosti v daľśıch kroćıch, protože každý jednotlivý vkládaný obdélńık do něj
můžeme vložit, když se nevejde nikam jinam. Označme kn poměr mezi obsahem
hlavńıho čtverce a součtem obsah̊u všech uložených obdélńık̊u. Součet obsah̊u je
ale roven 1/n, tedy kn = Sn · n, kde Sn je obsah hlavńıho čtverce v n-tém kroku.
Hodnotu kn můžeme odhadnout z měřeńı. Z grafu (Obr. 4.1) je patrné, že se kn
pohybuje kolem 1/3 a při přesněǰśım poč́ıtáńı z posledńıho spoč́ıtaného kroku
(řádově 1013), dostaneme konstantu α = 0.3478.

5e5 1e6 1.5e6 2e6 2.5e6 3e6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

cislo kroku

kn

Obrázek 4.1: Graf závislosti kn na n
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4.1 Indikátory

Pro vyřešeńı celého problému je potřeba dokázat, že se algoritmus nikdy neza-
stav́ı. V pr̊uběhu budeme pozorovat určité hodnoty, které nám napov́ı, jak si zat́ım
vedeme. Budeme jim ř́ıkat indikátory. Jedńım z nich je právě kn. Pokud bychom
dokázali, že kn je stále přibližně α, nebo že neklesá pod nějakou konstantu, pak
by se algoritmus nikdy nezastavil, protože vkládané obdélńıky by stále bylo kam
dávat.

Druhý podobný indikátor je poměr kratš́ıch stran mezi hlavńım čtvercem
a vkládaným obdélńıkem, označme ho rn. Z něho můžeme odvodit, že daľśıch
alespoň r2n obdélńık̊u p̊ujde vložit do hlavńıho čtverce. Dokud bude tato hodnota
větš́ı než jedna, v́ıme, že algoritmus neskonč́ı. Jelikož hlavńı čtverec je přibližně
čtverec, je jeho strana a ≈

√
Sn. Strana vkládaného obdélńıku je rovna 1/n.

Můžeme ted’ vyjádřit vztah rn ke kn:

rn =
a

1/n
≈

√

Sn · n =

√

kn
n

· n =
√

kn · n

Hodnoty rn můžeme také experimentálně změřit a porovnat s předpokládanou
funkćı

√
α · n (Obr. 4.2).

5e5 1e6 1.5e6 2e6 2.5e6 3e6

200

400

600

800

1000

cislo kroku

rn

Obrázek 4.2: Graf závislosti rn na n

Oba indikátory se vážou k velikosti hlavńıho čtverce. Abychom ale věděli, jak
se v čase chová, muśıme zkoumat zbylé obdélńıky, protože na nich záviśı to, jak
často muśıme hlavńı čtverec zmenšit a o kolik.

Uvažujme situaci, kdy kn = α a všechny obdélńıky kromě hlavńıho jsou menš́ı
než vkládaný obdélńık. Budeme sledovat algoritmus až do doby, kdy nastane opět
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situace, kdy budeme vkládat do hlavńıho čtverce. Tento úsek nazveme hlavńı
krok a je jasné, že kroky algoritmu můžeme rozdělit do hlavńıch krok̊u. Počet
jednotlivých krok̊u v hlavńım kroku budeme označovat jako délku hlavńıho kroku.

Necht’ pro jednoduchost je hlavńı čtverec opravdu čtverec a jeho strana je tedy
a =

√
Sn =

√

α/n. Vkládáme do něj obdélńık s š́ı̌rkou 1/n. Uř́ızneme tedy ze
čtverce pás o š́ı̌rce 1/n a délce a. Odhadněme, kolik daľśıch vkládaných obdélńık̊u
můžeme do tohoto pásu vložit.

a

1/n
= a · n =

√

α

n
· n =

√
α · n

Ne všechny tyto obdélńıky ale nutně vlož́ıme sem, protože se zmenšuj́ıćımi se
rozměry vkládaných obdélńık̊u se některý může zmenšit dost na to, aby se vešel
do obdélńıku, který je menš́ı. Můžeme zkusit odhadnout kolik obdélńık̊u muśıme
vložit jinam než do tohoto pásu tak, aby koeficient k z̊ustal po hlavńım kroku
roven α. Pokud totiž budeme vkládat jen do pásu, pak se koeficient k bude nutně
zmenšovat až k nule. Chceme tedy do hlavńıho čtverce, potažmo pásu, vložit
poměrově α obsahu, což znamená přibližně α vložených obdélńık̊u. Pokud tedy
do pásu vlož́ıme

√
α · n obdélńık̊u, pak mimo něj jich potřebujeme vložit přibližně

1−α
α

· √α · n.
Je jasné, že č́ım jsou hlavńı kroky deľśı, t́ım méně se zmenšuje hlavńı čtverec

a t́ım lepš́ı je pro nás situace. Naopak pokud jsou kroky krátké, pak se hlavńı
čtverec rychle zmenšuje a bĺıž́ıme se konci. Předešlou úvahou jsme odhadli, že
aby byl koeficient k stále α, pak by měl hlavńı krok mı́t délku

(

1 +
1− α

α

)

·
√
α · n =

1

α
·
√
α · n =

√

n

α
.

Náš odhad můžeme porovnat se skutečnými výsledky z běhu programu. Následuj́ıćı
graf (Obr. 4.3) zobrazuje údaje z prvńıch 1000 hlavńıch krok̊u a červenou linkou
je zobrazen náš odhad.
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Obrázek 4.3: Graf závislosti délky hlavńıho kroku na n

Z obrázku vid́ıme, že odhad přibližně sed́ı. Hodnoty se ale hodně měńı, pro
lepš́ı zřetelnosti můžeme deset hodnot sdružit do jedné zpr̊uměrované hodnoty.
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Obrázek 4.4: Graf závislosti délky hlavńıho kroku na n se sdruženými hodnotami
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Daľśı věc, kterou můžeme studovat, je statistika zbylých obdélńık̊u. U nich je
d̊uležité, jak je velká jejich kratš́ı strana. Pokud by je měly všechny obdélńıky
př́ılǐs krátké, pak by se algoritmus brzo zastavil. Nav́ıc můžeme zavést pojem
kapacita obdélńıku.

Definice 4.1. Kapacitou obdélńıku w× l rozumı́me hodnotu
⌊

l
w

⌋

, kde w je kratš́ı
strana obdélńıku.

Tato hodnota vyjadřuje kolikrát za sebou můžeme tento obdélńık použ́ıt. Po-
kud tedy zrovna vkládáme obdélńık s deľśı stranou l, pak součet kapacit všech
zbývaj́ıćıch obdélńık̊u, které maj́ı s kratš́ı stranou menš́ı než l, vyjadřuje počet
krok̊u, při kterých se algoritmus určitě nezastav́ı. Tato hondnota bude náš daľśı
indikátor c. Zaj́ımá nás jeho hodnota v n-tém kroce, tedy l = 1/n, a znač́ıme ji
cn. Chtěli bychom dokázat, že je vždy alespoň jedna. Problém je, že tato hodnota
koĺısá. Konkrétně na začátku každého hlavńıho kroku je přesně rovna rn, protože
jediný obdélńık s deľśı stranou je hlavńı čtverec. A v ostatńıch př́ıpadech je vetš́ı
než rn.

Můžeme se ale v n-tém kroku pod́ıvat, jak vypadá distribuce kapacit vzhledem
ke kratš́ı straně zbylých obdélńık̊u (Obr. 4.5 a 4.6). Ukazuje se, že pokud osu x
přeškálujeme jako logaritmus z převrácené hodnoty kratš́ı strany, pak se kapacity
chovaj́ı přibližně jako normálńı rozděleńı.

2 0 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

4 0 0 0

Obrázek 4.5: Znormovaný graf kapacit po 106 kroćıch
osa x: log

(

1
w

)

, osa y: kapacita
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2 0 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

2 0 0 0 0

3 0 0 0 0

4 0 0 0 0

Obrázek 4.6: Znormovaný graf kapacit po 107 kroćıch
osa x: log

(

1
w

)

, osa y: kapacita

Vid́ıme, že vlevo maj́ı grafy zub. Chyběj́ıćı část odpov́ıdá obdélńık̊um, které
by byly větš́ı než vkádaný obdélńık, a ty jsou už všechny použité. V každém kroku
odebereme jednu kapacitu zleva (odpov́ıdaj́ıćı vložeńı obdélńıku) a přidáme ka-
pacity které odpov́ıdaj́ı malému, nově vzniklému, obdélńıku. T́ım se nám středńı
hodnota posouvá doprava.
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5. Výsledky

Popsaný algoritmus jsme nechali běžet přibližně 3 týdny. Za tuto dobu se mu
podařilo úspěšně vložit N = 2, 67 · 1013 obdélńık̊u. Na konci měl hlavńı čtverec
stranu a = 1, 16677 · 10−7. Abychom vytvořili celkový odhad na velký obdélńık,
budeme potřebovat jedno užitečné lemma.

Lemma 5.1. Všechny čtverce o straně 1/i, kde i ≥ n se daj́ı vložit do obdélńıku
se stranami l a w pokud plat́ı

n ≥ 1 + l

w · l
D̊ukaz. Čtverce budeme postupně vkládat do řad kratš́ıch než l. Necht’ n0 = n.
Prvńı řada bude obsahovat čtverce od n0 do n1 − 1, druhá řada bude obsahovat
čtverce od n1 do n2 − 1 a i-tá řada bude obsahovat čtverce od ni−1 do ni − 1.
Položme ni+1 = ni ⌊1 + l⌋ pro všechna i ≥ 0. Plat́ı tedy, že ni ≤ n0 (1 + l)i pro
všechna i ≥ 0. Pak

ni+1−1
∑

k=ni

1

k
≤ ni+1 − ni

ni

≤ l,

a proto se opravdu čtverce od ni−1 do ni − 1 daj́ı vložit i-tého řádku. A proto se
všechny čtverce od n do nekonečna daj́ı poskládat do danného obdélńıku w × l
pokud

w ≥
∞
∑

i=0

1

ni

≥ 1

n0

∞
∑

i=0

(

1

1 + l

)i

=
1 + l

n0 · l
.

Prvńıch N obdélńık̊u tedy už máme vložených. Daľśıch N můžeme vložit do
obdélńıku 1× 1

N
a pak daľśıch 2N do obdélńıku 1× 1

2N
. Zbydou nám obdélńıky

od 4 · N = 1, 068 · 1014 dále. Použit́ım předešlého lemmatu pro w = h = a
zjist́ıme, že ty můžeme vložit do hlavńıho čtverce. To nám dává jako celkový
výsledek obdélńık se stranami 1 × (1 + 5.62 · 10−12). Můžeme použ́ıt Bálintovo
tvrzeńı [3], že pokud N je dělitelné 4, pak výsledný obdélńık má strany 1 ×
(

1 + 6
5N

)

. T́ım dostaneme o trochu lepš́ı odhad 1× (1 + 4.49 · 10−12). To je o tři
řády lepš́ı výsledek než doposud nejlepš́ı 1×

(

1 + 1
109+1

)

.
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6. Podobné problémy

Problém s podobným zadáńım, ale jednoduchým řešeńım se objevil v roce 1974
v matematické soutěži Kürschák Competition.

Př́ıklad. Sn je čtverec o straně 1/n. Najděte nejmenš́ı k takové, že čtverce S1, S2, . . .
mohou být vloženy do čtverce o straně k bez překryt́ı.

D̊ukaz. Pokud zvoĺıme k < 3/2 tak se čtverce S1 a S2 budou určitě překrývat.
Nyńı dokážeme, že k = 3/2 vyhovuje. Do obdélńıku o stranách 3/2 a 1 vlož́ıme
čtverce S1, S2, S3. Do zbývaj́ıćıho pruhu 1

2
× 3

2
stač́ı vložit čtverce S4, S5, S6, . . . .

Označme Mi = {Sj | 2i ≤ j < 2i+1}. Pokud každý takový čtverec Sj shora od-
hadneme čtvercem Si je jasné, že celá Mi lze poskládat do obdélńıku 1

2
× 1

2i−1 .
Tedy všechny požadované M2,M3,M4, . . . lze vložit do 1

2
× 1.

Pro skládańı v́ıcerozměrných krychĺı plat́ı následuj́ıćı věta, kterou dokázali
společně A. Meir a L. Moser [5].

Věta 6.1. Systém d-dimenzionálńıch krychĺı se stranami s1 ≥ s2 ≥ . . . a cel-
kovým objemem V =

∑∞
i=1 mohou být naskládány do kvádru r1 × r2 × · · · × rd

pokud s1 ≤ min {r1, r2, . . . , rd} a zároveň

(r1 − s1)(r2 − s1) . . . (rd − s1) ≥ V − sd1.

Z této věty mimochodem plyne, že každý systém krychĺı s celkovým objemem
1 lze vložit do krychle s objemem 2d−1. K této větě existuje ještě duálńı, pokrývaćı
věta.

Věta 6.2. Systém d-dimenzionálńıch krychĺı se stranami s1 ≥ s2 ≥ . . . a cel-
kovým objemem V =

∑∞
i=1 mohou pokrýt kvádr r1 × r2 × · · · × rd pokud

(r1 + s1)(r2 + s1) . . . (rd + s1) ≤ V + sd1.
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7. Doslov

Hlavńım ćılem této práce bylo vyřešit alespoň jeden ze tř́ı otevřených problému
týkaj́ıćıch se skládáńı obdélńık̊u. Zaměřili jsme se hlavně na prvńı problém, pro-
tože s jeho vyřešeńım bychom mohli vyřešit i zbylé problémy. Popsali jsme zde
konkrétńı implementaci algoritmu, kde se každý krok provede téměř v konstantńım
čase. Dále jsme zkoumali jeho fungováńı a vylepšili dosavadńı odhad u prvńıho z
problémů o tři řády.

Připomeňme dále indikátor rn, který se podle měřeńı v prvńıch 2, 67 · 1013
kroćıch chová přibližně jako funkce k · √n, kde k je konstanta. Abychom pro-
blém dokázali, stačilo by ř́ıci, že tato hodnota nikdy neklesne pod jedna. Z toho
je možné usuzovat, že odpověd’ na zadanou otázku bude sṕı̌se ano a všechny
obdélńıky p̊ujdou poskládat do jednotkového čtverce. Důkaz to však neńı.

Daľśı práce, navazuj́ıćı na tuto, by mohly d̊ukladněji studovat algoritmus,
který vkládá obdélńıky, nebo zkoumat jeho r̊uzné variace. V oblasti skládáńı
konvexńıch těles z̊ustává stále ještě mnoho otevřených problémů, které je možné
řešit.
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Př́ılohy

1 #include <iostream>

2 #include <queue>
3 #include <set>
4 #include <algorithm>

5 #include <cmath>
6

7 typedef unsigned long long ull;
8 const double PI = std::atan(1.0)∗4;
9

10 using namespace std;
11

12 class Rectangle{
13 public:
14 ull x, y;
15

16 Rectangle(ull i, ull j){
17 x = min(i, j); y = max(i, j);
18 }
19

20 ull smaller() const{
21 return x;
22 }
23

24 ull larger() const{
25 return y;
26 }
27

28 bool operator<(Rectangle other) const{
29 if(smaller() != other.smaller()){return smaller() < other.smaller();}
30 return larger() < other.larger();
31 }
32 };
33

34 //defines ordering of rectangles
35 struct Order{
36 bool operator()(Rectangle const& a, Rectangle const& b) const{
37 return b < a;
38 }
39 };
40

41 //general functions with rectangles
42 class Util{
43 public:
44 //maximal value of side length. this equals to one.
45 static const ull max val = 1ll<<63;
46

47 //get rectangle with index i
48 static Rectangle getRect(long long i){
49 return Rectangle((max val + i − 1) / i, (max val + i −1) / (i+1));
50 }
51

52 //get the fisrt large rectangle
53 static Rectangle getFirst(){
54 return Rectangle(max val, max val);
55 }
56

57 //return index of largest rectangle that can be inserted into r
58 static long long largest rect(Rectangle r){
59 long long num = (max val − 1 + r.smaller()) / r.smaller();
60 long long num2 = (max val − 1 + r.larger()) / r.larger();
61 return std::max(num − 1, num2);
62 }
63

64 //insert r2 into r and return up to 2 remaining rectangles
65 static vector <Rectangle> insert(Rectangle r, Rectangle r2){
66 vector <Rectangle> vr;
67 if(r.larger() <= r2.smaller() && r2.larger() >= r.smaller()){
68 if(r2.smaller() != r.larger())
69 vr.push back(Rectangle(r.smaller(), r2.smaller() − r.larger()));
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70 if(r2.larger() != r.smaller())
71 vr.push back(Rectangle(r2.smaller(), r2.larger() − r.smaller()));
72 }else if(r2.smaller() >= r.smaller() && r2.larger() >= r.larger()){
73 if(r2.smaller() != r.smaller())
74 vr.push back(Rectangle(r.larger(), r2.smaller() − r.smaller()));
75 if(r2.larger() != r.larger())
76 vr.push back(Rectangle(r2.smaller(), r2.larger() − r.larger()));
77 }else{
78 cout<<”Rectangle can not be inserted.”<<endl;
79 vr.push back(Rectangle(0, 0));
80 }
81 if(vr.size()==2 && vr[0] < vr[1]){ swap(vr[0], vr[1]); }
82 return vr;
83 }
84 };
85

86 //class that stores all remaining rectangles
87 class Rect lib{
88 public:
89 vector <Rectangle> lifo;
90 vector <priority queue<Rectangle, vector<Rectangle>, Order> > arr;
91 vector <vector<Rectangle> > block;
92 static const long long arr size = 10000000;
93 static const long long block size = 10000000;
94 long long arr offset;
95 long long last inserted;
96 long long count;
97 long long max count;
98

99 Rect lib(){
100 last inserted = 0;
101 arr offset = 0;
102 count = 0;
103 max count = 0;
104 block = vector<vector<Rectangle> >(block size);
105 arr = vector<priority queue<Rectangle, vector<Rectangle>, Order> >(arr size);
106 }
107

108 void add(Rectangle r){
109 count++;
110 if(count>max count){max count=count;}
111 long long x = Util::largest rect(r);
112 if(x >= arr size + arr offset){
113 if(x / arr size < block size){
114 block[x / arr size].push back(r);
115 }else{count−−;}
116 }else if(x < arr offset || x <= last inserted){
117 lifo.push back(r);
118 }else{
119 arr[x − arr offset].push(r);
120 }
121 }
122

123 Rectangle lifo out(){
124 if(lifo.empty()){return Rectangle(0,0);}
125 Rectangle r = lifo.back();
126 lifo.erase(lifo.end()−1);
127 return r;
128 }
129

130 Rectangle arr out(int i){
131 if(arr[i].empty()){ return lifo out(); }
132 Rectangle r = arr[i].top();
133 arr[i].pop();
134 return r;
135 }
136

137 void arr move(int i){
138 while(!arr[i].empty()){
139 Rectangle r = arr[i].top();
140 arr[i].pop();
141 lifo.push back(r);
142 }
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143 }
144

145 Rectangle get(){
146 count−−;
147 last inserted++;
148 Rectangle r = Rectangle(0,0);
149 if(last inserted < arr offset + arr size){
150 r = arr out(last inserted − arr offset);
151 arr move(last inserted − arr offset);
152 }
153 if(last inserted == arr offset + arr size − 1){
154 arr offset += arr size;
155 for(int i = 0; i < block[arr offset/arr size].size(); i++){
156 add(block[arr offset/arr size][i]);
157 }
158 block[arr offset/arr size].clear();
159 }
160 return r;
161 }
162

163 void run(){
164 long long step = 1;
165 add(Util::getFirst());
166 while(true){
167 if(step%10000000==0){
168 cout<<”step: ”<<step<<endl;
169 }
170

171 Rectangle r = Util::getRect(step);
172 Rectangle r2 = get();
173 if(r2.x == 0 || r2.y == 0){
174 cout<<”Rectangle not found. Step: ”<<step<<endl;
175 return;
176 }
177

178 vector <Rectangle> vr = Util::insert(r, r2);
179 for(int s = 0; s < vr.size(); s++){
180 if(vr[s].smaller() < 0){
181 cout<<”Rectangle do not fit. Step: ”<<step<<endl;
182 return;
183 }
184 add(vr[s]);
185 }
186 step++;
187 }
188 }
189

190 };
191

192 int main(){
193 Rect lib rl = Rect lib();
194 rl.run();
195 return 0;
196 }
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