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stateéného mnozstvi informaci, ktery zpusobuje nepiesné stanoveni vztaht mezi
puvodnimi veli¢inami. Tato préce si klade za cil detailné seznamit ¢tenare s dopa-
dy agregace dat, predstavit jednotlivé moznosti pristupu k problému a piredstavit
takové modely a predpoklady, které povedou ke spravnému stanoveni vztahi me-
zi puvodnimi veli¢inami. Prace je zakonc¢ena praktickym pouzitim jednotlivych
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Abstract: This paper considers the problem of analyzing data which arises by ag-
gregating the original individual-level variables to separate groups knowing only
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on. It is a problem of insufficient amount of information, which causes inaccurate
determination of the relations between the original variables. This work aims to
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Uvod

Ekologicka regrese je statistickd metoda, kdy pouzivime regresi na agrego-
vana data (typicky se jedn& o pruméry v ramci riznych geografickych oblasti)
a odhady takto ziskané interpretujeme jako vztahy na tdrovni neagregovanych
jednotek, jednotlivei. Po celou dobu, co se ekologicka regrese pouziva, je znam
fakt, ze samotnéa regrese zavisi na ruznych predpokladech, které vsak v praxi jsou
¢asto netestovatelné (viz Robinson [28], Goodman [I3], [I4] a Duncan [§]), pokud
neméame pristup k neagregovanym datim. Nicméné je zde snaha tyto predpo-
klady co mozna nejlépe zkontrolovat z existujicich agregovanych dat. Pro mnoho
aplikaci je ekologicka regrese ptirozenou cestou, pokud vsak nedokazeme piedpo-
klady modelu fadné otestovat, interpretace ziskanych vysledku je velice slozita.
Napfiiklad Freedman [I0] ukazal, Ze konvené¢ni statistiky pro posuzovani modelu,
jako je naptiklad rezidualni soucet ¢tvercii, nejsou vhodné pro posuzovani kvality
ekologickych modeli.

Ekologicka regresni analyza se ¢asto pouziva pro odhad chovani hlasovani riz-
nych skupin, naptiklad etnickych skupin, pokud nejsou tidaje z prizkumii k dispo-
zici. Typickou aplikaci ekologické regrese je analyza voleb mezi dvéma kandidéty,
kde cilem je odhadnout podily hlastu pro jednotlivé kandidaty za jednotlivé skupi-
ny. Pokud neexistuje prizkum, velmi ¢asto mame k dispozici jen tidaje za oblasti,
uzemni celky, skupiny, pro které zname zastoupeni jednotlivych etnik a celkové
zisky kandidati. Tyto skupiny budeme nadéle oznacovat za soubory.

Dalsi pole vyuziti nachazi ekologické regrese naptiklad v epidemiologii a bi-
ostatistice u studii zabyvajicich se rakovinou a dal$imi chronickymi onemocnéni-
mi. Od padesatych let dvacatého stoleti, kdy se tyto studie zacaly objevovat, je
zde snaha o vyuziti odpovidajici komplexni a presné metodiky. Pravé z tohoto
davodu se vyuziva ekologické regrese i pro tyto ulohy (viz Breslow a Day [5],
Morgernstern [23]).

V této praci se budeme vénovat pievazné analyze volebnich dat pro Spojené
staty, kde je standardni systém dvou stran a populace je slozena z bélochii a afro-
ameri¢ani (v uréitych oblastech i z hispanci, kterym se vSak detailné nebudeme
vénovat). Zevrubnou analyzu provedl napiiklad King [I§].

V prvni kapitole se budeme vénovat ekologické regresi obecnych nahodnych
vektoru a definici zédkladnich pojmu s tim spojenych. Ukézeme si vztahy me-
zi parametry pro agregovana data a parametry puvodnich neagregovanych dat
v zékladnim regresnim modelu. Probereme dusledky agregace a zanalyzujeme
vznik vychyleni v disledku agregace.

V druhé kapitole si ukdzeme jednotlivé ptistupy k analyze dat a to pro nula-
jednickové proménné. Zavedeme si zdkladni model a ukédzeme si specifické vztahy,
které pro tyto veli¢iny plati. Specifikujeme nékteré nalezitosti modelu. Tuto ¢ast
nasledné zakonc¢ime teoretickym piikladem, ktery nam lépe ilustruje problémy,
kterym musime pii analyze dat celit.

Daéle se seznamime se zékladnim Goodmanovym modelem, ktery posléze zo-
becnime. Zavedeme nutné predpoklady modelu, které zaruc¢i nevychyleni odhadi
parametri modelu. Predvedeme si, jak je mozné nalozit s porusenim predpokladi
pomoci dalsi vysvétlujici proménné.

V kapitole 2.7 si predstavime neparametricky piistup k analyze dat, ktery je



znam jako metoda hranic. Nasledné v kapitole 2.8 si predstavime neighbourhood
model, ktery pouziva rozdilné predpoklady oproti Goodmanové modelu.

Déle si zavedeme Kingiuv model, ktery vychazi z predpokladu, ze parametry
modelu se fidi useknutym dvourozmérnym normalnim rozdélenim. Definujeme si
jednotlivé predpoklady modelu, projdeme si zptisob, jakym je model zkonstruo-
van, a ukidzeme si, jak lze v tomto modelu odhadnout jednotlivé parametry.

Nakonec si predstavime hierarchické modely, které predpokladaji jina rozdé-
leni regresnich koeficientii.

V posledni kapitole budeme prezentovat dosazené vysledky na simulovanych
a realnych datech.



1. Disledky agregace dat

O pojmu ekologicka korelace se zacalo hovortit ziejmé teprve se ¢lankem Ro-
binson [28], ktery se zabyval korelaénim koeficientem mezi procentem Eernochi
v populaci a podilem negramotnych. Zjistil, ze korela¢ni koeficient vychazi zna¢né
rozdilné, pokud pouzil data za celé Spojené staty, nez kdyz pouzil data z p¥islus-
nych podili v deviti oblastech, do kterych pro statistické ucely USA déli.

Slovo ekologicky v tomto smyslu je historické oznaceni pro pojem agregovany.
Jak velky dopad mize tento problém, v literatute velmi ¢asto uvadény téz jako
ekologicky blud, zpusobit, ilustruje nésledujici jednoduchy hypoteticky piiklad,
ktery uvadi Piantadosi [26].

Meéjme n pozorovani rozdélenych do m skupin o velikosti k£, navic predpokla-
dejme pro jednoduchost, ze n/k je celé ¢islo. M&me proménnou X, ktera nabyva
hodnot k(i — 1) + 1 az ki pro i-tou skupinu, kde ¢ = 1,...,m. Dale mé&jme pro-
ménnou Y majici opa¢nou, sestupnou sadu hodnot v ramci kazdé skupiny, tj. ki
a7 k(i — 1)+ 1 pro i-tou skupinu, kde i = 1,..., m. V8e je pro piehled zobrazeno
v tabulce [Tl Je evidentni, Ze pruméry veli¢in X a Y jsou shodné, jak pro jed-
notlivé skupiny, tak pro v8echna pozorovani (tyto priméry budeme nadéle znagit
jako ;e a Yje pro jednotlivé skupiny i = 1,...,m, TeSp. Tee a Yae). To samé pla-
ti i pro rozptyly. Koeficienty vnitrotiidni korelace p; jsou rovny —1, pro kazdou
z m skupin. Déle je ziejmé, 7e koeficient meziskupinové (ekologické) korelace p.
je roven 1. Budeme-li vSak pocitat celkovou korelaci p mezi X a Y, dostaneme
nasledujici

241 —2k?
vy (1.1)
n?—1
Tudiz plati, ze p = p; pouze pro k = n. Naopak p = p. v pripadé, 7ze k = 1
nebo n — 0o a zaroven k < oo. V pripadé, ze m = 2,5, 10, koeficient p vzdy
presahne hodnotu 0,5, resp. 0,92 a 0,98, a to bez ohledu na n.

p:

Tabulka 1.1: Hypoteticky piiklad ilustrujici ekologicky klam.

X Y Skupina
1 k 1
2 kE—1 1
3 k — 2 1
k 1 1
k+1 2k 2
k+2 2k —1 2
2

kE+3 2k —2

n n — k+1 m

V pripadech, jako je tento, v nichz je znatelny skupinovy jev, t.j. podminéna
stfedni hodnota Y pii X neni stejna pro vSechny skupiny, neni nasim zajmem ani
p, ani p., ale prumérna (vazend) vnitro-skupinova korelace p,,, ktera je v tomto
prikladé rovna —1, protoze vSechny jednotlivé p; jsou totozné a to rovny —1.
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Oznacme si klasicky linearni model

Y =aly+ X +e, e~ (Oy,0i1y) (1.2)

a jeho ekologickou verzi
Y =al,+8X+e, e~ (0,031 (1.3)

kde jsme si oznacili

Y1 T11 €11
Yo Z12 €12
Yir Tik €1k

Y = , X = . e=
le Tm1 €m1l
Ymk Tmk Emk

a —

}_/1. jlo €el
— }/2. — jZ. 662

Y = . 5 X = . > ée -
Ymo :Emo eem

Odhady parametri v modelech (2] a (IL3]) metodou nejmensich ¢tverca (déle
jen OLS odhady) jsou b = p a b, = p.. Tento piiklad krasné demonstruje maxi-
mélni rozpor mezi ekologickou korelaci a korelaci celkovou.

1.1 Ekologicka regrese

Predpokladejme nyni klasicky normalni linedrni model, jehoz data pochazi
z m disjunktnich skupin. Uvazujme posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in Y;;
s kone¢nymi druhymi momenty, kde t = 1,...,n; a< = 1,..., m, a posloupnost
nendhodnych hodnot x;;;, kde t = 1,....,n; a4 =1,...,m. Index j = 1,...,h
znaci j-ty regresor. Prvni index vyjadiuje prislusnost k dané skupiné, posledni
index rozlisuje pozorovani uvniti skupiny. Celkové mame n = 3" | n; pozorovani.
V pripadé ekologické regrese, jak bylo demonstrovino na ptikladu, mame misto
jednotlivych pozorovani k dispozici pouze priméry za jednotlivé skupiny, které
zna¢ime Y, a Z;je. Pro ely zkoumani vlivu agregace dat na odhady parametri
modelu zavislosti Yj; na ;5 budeme uvazovat rozsiteny model

h h
Yii=a+ Z Bixije + Z’ijz‘j. + €it, eir ~ N(O, 02)7 (1.4)
j=1 j=1
pricemz nadhodné veli¢iny e;; a tedy také Y;; jsou nezavislé.
Budeme-li chtit zapsat model (L4) v maticovém tvaru, musime upravit zna-
¢eni pouzivané v predchozim piikladu



Y T111 T121 s T1h1 €11

Yo 2112 X122 tee T1h2 €12
le L11ny T12n, " Tihm €1n,
Y = . 7X = . € =
Yo Tm11 Tm21 " Lmhl €m1
Ymnm xmlnm menm Tt xmhnm emnm

Vektor Y ma n slozek, matice X ma n fadku a h sloupci. Stejné jako v prikladu
zavedeme jesté m-clenny vektor primeéra zavisle proménné a také matici priumeéri
regresorti o m tadcich a h sloupcich jako

Yie Tile T12e " Tihe
_ Yo _ Tole T22¢ - T2he
Y = ) , X =

Ymo jmlo ijo e :Z‘mho

Zavedme je$té matici P tvaru

ni 0n1 0n1
P — O"Q n2 n2
0,, O, 1,

Ziejmé plati ~ B
(PP)'PX =X, (PP)'PY =Y.

Déle v praci budeme piedpokladat, Ze matice (1,X) i matice (1,X) maji
linedrné nezavislé sloupce. Specialné to znamena, 7e musi platit m > h, budeme
vsak predpokladat dokonce ostrou nerovnost.

Modelovy vztah (IL4) muzeme nyni zapsat jako

Y =10 +XB+ PX~ +e, e ~ N(0,0%1). (1.5)

Zavedme znaceni pro projekéni matice:

H=PPP)'P, M=1-H.

Matice H promiti n-¢lenné vektory do linedrniho obalu sloupct matice P, matice
M promita n-clenné vektory do ortogonalniho doplitku zminéného obalu. Proto
plati také nasledujici vztahy

H1,-1,, HP-=P, HM=0.
Vztah (L) 1ze zapsat jako

Y=1,0a+ X8+ HX~vy+e.



Nyni vyuzijeme skutecnosti, ze I = H + M a dostaneme tak nésledujici tvar
Y=1,a+MXB+HX(B+~) +e. (1.6)

Zajima nas vztah modelu (L6) k modelu zalozeném pouze na priamérech.
Vynésobime-li (L)) zleva matici (P'P)~'P’ a pouZijeme pravidlo péti matic (viz
Andél [2], str. 324), dostaneme

Y =1,a+X(B+7)+e, e~ (0,,c*(PP)™). (1.7)
Klasicky model, ktery je zaloZeny jen na primeérech, ma tvar
Y =1,0.+X83, +e., é. ~ N(0,,,0°1I). (1.8)

Obecné 02 # 02, oba parametry viak predpokladame kladné. Odhad b, vekto-
ru 3, z (L8) metodou nejmensich ¢tverci je nestrannym odhadem vektoru 8+~
z (LT). Pokud by navic velikosti skupin ny, ..., n,, byly vSechny stejné, byl by
tento odhad také nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem. Vzhledem k tomu,
7e velikosti jednotlivych skupin nemusi byt apriori stejné, nabizi se dalsi model,
ktery lépe modeluje rezidudlni slozku

Y =1,a.+ X8, +e., €. ~ N(0,,,c*(P'P)™"). (1.9)

Zpravidla nés zajimé predevsim zavislost na hodnotéch samotnych regresori,
tedy klasicky model

Y =1,a0a+XB+e, e ~ N(0,0%1), (1.10)

tedy podmodel modelu (L3]). Pouzijeme znovu vztah I = H + M. Model (L.I0)
muzeme zapsat jako

Y =1l,a+ MXB+HX0+e, e ~ N(0,0°1). (1.11)

Okamzité je vidét, ze tento model je identicky s modelem (L6) jen v piipadé, 7e
v =0.

Pokud mame k dispozici veskera data, miizeme béznym zpiisobem provést test
modelu (LII) jako podmodelu (4.

Vyskyt skupinového jevu, tj. vychyleni odhadu v disledku agregace dat, pozo-
rujeme pomoci parametru «y. Existence tohoto jevu se vsak velmi tézko dokazuje,
nejsou-li k dispozici veskera potiebnéa data. Sim Firebaugh [9] zkoumé moznosti
odstranéni tohoto jevu a to v zéavislosti na zpisobu vzniku tohoto jevu. V pr-
vém piipadé se predpokladéd zavislost j-té vysvétlujici proménné na néjaké jiné
vysvétlujici proménné Z = (211, ..., Zmn,, ), kterou je poté mozno pridat do mo-
delu. Autor tuto situaci nazyva nepravym skupinovym jevem. DalSim piipadem
je linearni zavislost Z;, se skupinovymi pruméry druhé veli¢iny, Z;,. Oproti prvni-
mu piipadu, kdy vztah mezi vysvétlovanou a vysvétlujici proménnou je ovlivnén
jinou promeénou, kterd je na trovni jednotlivych pozorovani, v druhém ptipadé
je tato dodatecna proménné na trovni jednotlivych souboru a nelze ji rozdélit
na jednotlivd pozorovani uvniti souboriu. Analogicky muZzeme fici, Ze v prvnim
pripadé se jednid o mikro proménné a ve druhém o makro proménné na trovni
jednotlivych soubori. Treti uvazovani moznost je nejzajimavéjsi. Jedna se o nej-
hure rozklicovatelny predpoklad, Ze Z;o popisuje celou sadu jevu, tzv. atmosféru.



Jedna se o piipad, kdy vySetiujeme naptiklad politickou orientaci na zakladé raso-
vé piislusnosti, kdy voli¢stvo je rozdéleno do spravnich celku (viz King [18],[20]).
Kazda spravni jednotka se chova specificky a chovani jednotlivych ras je ovlivnéno
i jejich pomérnym zastoupenim v ramci kazdého spravniho celku. Tudiz v tomto
piipadé se skupinovy jev nedé odstranit. Velice dobie je rozpracovan skupinovy
jev v [4].

1.2 Odhad parametri

Upravime je$té jednou rovnici rozsiteného modelu (LL6]). Protoze vektor 1,
patii do linearniho obalu sloupcti matice P, tedy plati H1 = 1, pfipojime jesté
nésobek vektoru jednicek k absolutnimu ¢lenu. Zavedeme novou matici

Hy=H-1(11)"'1,

kterd promita n-¢lenny vektor do centrovaného linedrniho obalu sloupci matice
P.
Model (L6) muzeme tak upravit na

Y=1,(a+Zv+T'B)+ MXB+HX(B+~)+e. (1.12)

Vektor & obsahuje priméry jednotlivych regresorii spoc¢itané pies veskera pozo-
rovani, tj. &’ = (1'1)7'1'X.

Stredni hodnota nahodného vektoru Y je nyni vyjadiena jako soucet tii vekto-
rii, které jsou vii¢i sobé ortogonalni. Proto odhady regresnich koeficientii v téchto
sG¢itancich metodou nejmensich ¢tvercu jsou navzajem nezéavislé. Matice norméalni
soustavy rovnic je kvazidiagonalni s tim, ze diagonalni bloky odpovidaji po ra-
dé koeficientim o + &'y + '3, B a B + ~. Prvnimu bloku odpovida 1’1 = n
a odpovidajici ¢len na pravé strané je 1'Y = nY,,. Zajimavéjsi je diagonalni blok
odpovidajici koeficientu 3:

W =X'MX.

Na pozici uv této matice je soucet soucin

m  n;
wﬁ - Z Z(xwt - j‘iuo)(l‘ivt - :Z‘ivo)a
i=1 t=1
ktery vyjadiuje variabilitu regresoru uvniti skupin. Podobné vyjadiime vztah
regresorii a vysvétlované veli¢iny uvniti skupin pomoci vektoru w®¥, jehoz u-ta
slozka je

wiy = Z i(xlut - j‘iuo)(YVit - }7@ )

i=1 t=1
Odhad vektoru 3 je dan vztahem

~

B = b, = (W)"lw™. (1.13)



Index w u znaceni odhadu pouzivame jakozto explicitni oznaceni zpusobu vypo-
¢tu, podle anglického slova within-group.

Podobné zavedeme matici B* a vektor b*Y, které vyjadiuji variabilitu mezi
priumérnymi hodnotami:

B*” =X'HX, b =X'H\Y.

Matice B** méa na pozici uv

m

bfﬁ = an(i‘zuo - jouo)(fivo - i‘.v.),

=1

podobné vektor b*Y ma u-tou slozku danou vyrazem

biy = Z le(i’m. - i.u.)(ﬁ’ - }7.’)

i=1

Odhadem vektoru B + « je podobné jako vyse vektor
55— by (B

Odtud je odhadem vektoru v metodou nejmensich ¢tverci vektor

A~

= 6+'{—[3
b

I
S
S5

|

(B™)716™ — (W) taw™. (1.14)

7 kvazidiagonalniho charakteru matice soustavy normélnich rovnic plyne, ze
odhady uvedené v (LI3) a (I4) jsou nezavislé, takze varian¢éni matice odhadu
4 je rovna

V&I"(’A)’) _ 0_2 ((sz)—l + (B:m:)—l) ’

co7 lze pouzit pii testovani podmodelu (LIT).
Vratme se nyni zpét ke klasickému modelu (II0]) s matici X. Kdy7 centrujeme
sloupce této matice, dostaneme

Xo - X - 1.@/,
muzeme déle klasicky model (ILI0) piepsat na
Y =1(a+Z'8)+ MX,3+e, e ~ N(0,0°I).

Regenf soustavy normalnich rovnic tohoto modelu miizeme vyjadrit pomoci ma-
tice T** a vektor t*Y, jejichz uv-ty a u-ty prvek jsou dany vztahy

tii == Z i(xzut - «fouo)<xivt - jovo);

i=1 t=1

Y = Z Zl(xzut — Toye)(Yit — }7.,)

i=1 t=1



Vzhledem k tomu, Ze plati T = B**+ W™ a t* = b/ +w™, miZzeme vysledny
odhad B postupné upravit na

A

ﬂ — (Txx)flt:vy
— (Txx)—lem(Bxx)—lbxy + (Txx)—lwmx(wmm)—lwmy

Odhad je tedy vazenym primérem odhadii (po slozkich) zalozenych na variabilité
mezi jednotlivymi soubory a variabilité uvnit souboru. V literatute [23], ¢i [24] se
muzeme bézné setkat s rozdélenim vychyleni v disledku existence ekologického
jevu na dvé CGésti, na tzv. vychyleni v disledku agregace, tedy rozdil mezi B a
b,, a na vychyleni v disledku specifikace, tedy rozdil mezi B a b,. Timto nam
v8ak nevznikaji dva separatni problémy k feseni. Z rovnice (ILI3]) je po prepsani
patrné, 7e existuje-li jeden typ vychyleni, existuje i druhy

B™ (b, — B) = W**(3 — b,,).

Pokud budeme pracovat s modelem vazenych pruméri (L9), bude odhadem
vektoru 3 jiz definovany vektor b,

1.3 Hierarchicky model

Dalsi mozny pohled na ekologickou regresi je mozny pomoci analyzy rozptylu
(viz Andél [2]), respektive problém budeme modelovat pomoci dvoustupiiového
hierarchického modelu, coZ je podrobné popsano v [27]. Pro jednoduchost budeme
pracovat s jedinym regresorem.

Necht je i-ty soubor charakterizovan dvojici ndhodnych velic¢in

& M1 w% Ywrwo ' —1.9
! ~ 9 19&] w w2 ) t=1,4...,Mm.
Ti 2 1w2 2

Néahodné veli¢iny X;;, Y;; vyhovuji vztahim

X = & + €, Xit = & + it

. 2
(6”)N(<0),< 1 /”1202)), t=1,2,...,n;,i=1,2,...,m.
Vit 0 pPO102 03

Predpokladame, ze ndhodné vektory (e, pi) a (&, 7;)" jsou prot = 1,2,... n;,
1=1,2,...,m nezavislé. Z predpokladi dostaneme

X A w? + o? Ywiwy + poioy
Y; ts )\ Ywiws + poyos w3 + o2 '

Regresni funkce je podminéna stfedni hodnota, v nasem piipadé
E(Yi| Xyt = xi). Nas zajima piedevsim citlivost stfedni hodnoty na zménu ne-
zévisle proménné, tedy smérnice regresni primky. Podle Andél [2], Véta 4.12, je
tato smérnice dana vztahem

kde



Ywiwy + poiog

ﬁya: =
| Wi + 07
W9 wf 09 0'%
- 2 2 2 2
w1 wi + o7 o1 wi + o7
2 2
w o
1 1
= B + B : (1.16)
witop  Twidor

Pti posledni tpravé jsme zavedli oznaceni [, pro koeficient popisujici zavislost
na drovni skupin a g, pro koeficient popisujici zavislost uvniti skupin. Porovna-
nim zlomkt v tomto vyjadieni (LI6) dochazime k zavéru, ze koeficient S, je
vazenym prumérem koeficientu gy a [5,. Jedna se o bezprostiedni obdobu vztahu

(LI5).

10



2. Nula-jednickové proménné

Tato kapitola vychazi z Achen a Shively [I] a Gelman a kol. [12]. Zatim jsme
se zaobirali ekologickou regresi pro veli¢iny X a Y s normalnim rozdélenim. Nyni
vSak prejdeme k binarnim datim, tedy k pripadim, kdy veli¢iny X a Y nabyvaji
hodnot {0, 1}. Takovato data jsou primarnim zdrojem pii raznych vyzkumnych
¢innostech, které pracuji s ekologickou slozkou. Za¢neme upiesnénim individual-
level modelu, tj. modelu, kde nadm vstupuji neagregovana data za jednotlivce.
Necht Yj; je vysvétlovana uméla proménna, kde prvni index vyjadiuje prislusnost
k danému souboru a druhy urcuje danou jednotku uvniti souboru. Necht X;; je
vysvétlujici uméla proménna se stejnou indexaci. Realizaci této proménné bude-
me znacit ;.

Jako piiklad si Ize uvést zkouméni zavislosti vyskytu jevu A na vyskytu jevu
B, kdy Y = 1 znadi stav, kdy jev A nastal a podobné X = 1 v ptipadé, Ze nastal
jev B, nula jinak. Za jev A muZzeme povazovat napiiklad volbu demokratu v USA
pii prezidentskych volbach. Za jev B v tomto pfipadé uvazujeme cernou barvu
pleti (viz [I8]) nebo naptiklad volbu demokrati v piedchozich volbach (viz [IJ).

Dale pro dany soubor 4 zavadime (3! jakozto pravdépodobnost
P(Y;; = 1|X; = 1), podobné pak 8? = P(Y; = 1|X; = 0). V literatute se
s nimi setkime jako s transition rates (viz [I]) nebo jako quantities of interest
(viz [18]). V této praci o nich budeme mluvit jako o pravdépodobnostech, pa-
rametrech modelu ¢i parametrech zdjmu. Dle potieby budeme pouzivat znaceni
B; = (8}, B?). Tyto pravdépodobnosti se mohou ligit podle souboru, uvnit¥ sou-
bort je povazujeme za konstantni. Nékdy do modelu vstupuje navic prostorova
(spatial) autokorelace, ktera analyzu dat komplikuje, viz naptiklad Papalia [25].

Regresni funkci miizeme vyjadrit pomoci podminénych pravdépodobnosti né-
hodné veli¢iny Y:

E(Yi| Xt = i) = le'rzt + @Q(l — Tit), (2.1)

kdetzl,...,ni,izl,...,m
Vzhledem k charakteru jednotlivych veli¢in muzeme po tpravé vyjadiit pod-
minény rozptyl Y;; jako

var(Y| Xoy = zi) = B (1= Bz + Y1 =B (1 —24),t =1,...,n55=1,...,m.

(2.2)

Kdybychom pro zvolené ¢ znali vSechny hodnoty Yj;, X;; a platilo by n; > 1

pro kazdé ¢, mohli bychom parametry 3; odhadnout metodou nejmensich ¢tverci.
Vztah

YV

ur¢uje rovnici regresni piimky, ktera prochazi t&zistém, tedy bodem (e, Zi),
takze odhad 3, = (8}, 8?)" vektoru B3; vyhovuje vztahu

Vie = B Zie + B2(1 — Tia), i=1,...,m. (2.4)

INadale budeme povazovat x;; za pevné.

11



V ekologické regresi vSak neznadme vSech n; pozorovani uvnitt soubori. K dis-
pozici mame pouze ony priméry (Y, Z; ). Vime jen, ze odhad vektoru 3, spliiuje
(24), to ale k jednoznaénému urceni nestacéi. Vice o tomto vztahu je v kapitole
27

Vzhledem k charakteru dat, se velice ¢asto setkavame s tabulkovym zapisem
2.1l Jednotlivé pravdépodobnosti 3! a 37 zapisujeme dovniti tabulky. Do spodni-
ho radku zapisujeme vysvétlovanou proménnou a do posledniho sloupce zndmou
vysvétlujici proménnou.

Tabulka 2.1: Znaceni souborovych pruméru a parametri pro -ty soubor.
Y=1 Y=0
X=1| p 1—p; Tie
X =0 37 1—6 | 1— Zi
Y; 1-Y; 1

Nékdy se muzeme setkat se zapisem pomoci margindlnich ¢etnosti, namisto
relativnich ¢etnosti pro jednotlivé soubory. Tyto veli¢iny budeme znacit Y;, a ;.
Tento zapis je uveden v tabulce

Tabulka 2.2: Znaceni souborovych (marginalnich) ¢etnosti a parametri pro i-ty
soubor.

Y=1 Y=0
X =1 nll . Tie
X=0| n? . Ny — Tie
Yie . n;—Yie n;

Literatura se zpravidla zabyvid odhadem parametri, které by mély charakte-
rizovat celou populaci a to bez ohledu na jednotlivé skupiny. K tomu se zavadéji
parametry B! a B° jakoZto vazené priméry odpovidajicich skupinovych parame-
tru, pricemz vahami jsou poc¢ty hodnot 1 a 0 nezavislé proménné z,

YT Tl B)
> )

> iy (1 = i)
za predpokladu, Ze bereme 8} a 37 jako neznamé konstantni parametry.

V piipadg, ze 8! a 32 modelujeme jako ndhodné veli¢iny, je nutné (2.5) a (2.0
pozménit a aplikovat stfedni hodnotu na parametry 3! a 37, ziskdvdme tak né-

sledujici predpis
1 Yo NiTie E(5!) 97
i=1 "tilie

>y ni(1 — i) E(6Y)
Z:‘il ni(l —Tw)

(2.8)

g =

12



Stiedni hodnota, E(Bl-j ), pro j = 0,1, je kone¢né, nebot nosi¢ distribu¢ni funkce,
ze kterého jsou 82 a 82 bréany, je omezeny na mnoziné [0, 1]2. Tyto parametry bu-
deme oznacovat jako populacni pravdépodobnosti. Slovo populaéni zde pouzivame,
abychom odlisili fakt, ze se jedn& o parametry vztahujici se ke v§em souboriim,
celé populaci, a ne pouze k jednomu souboru.

Zkusme interpretovat pravé uvedené definice. Kdybychom na moment pied-
pokladali, Ze ndhodné jsou hodnoty regresoru X i ptislusnost k jednotlivym sku-
pinam (s pravdépodobnostmi ;), mohli bychom psat

PY=1X=1) = P<YP(:X1’:X1): )
S,P(Y =1, X = 1]i)m,

S P(Y =1]X =1,i) P(X = 1]i)m,
2. P(X =1[)m '

Kdyz pravdépodobnosti P(X = 1]i) odhadujeme pomoci Z;, a pravdépodobnost
7; nahradime relativni velikosti souboru n;/n, dostaneme S z (Z5). Podobné
bychom dostali také 3°.

Velmi casto se budeme omezovat na piipad, ze T, < %, tedy, ze X =1
bude minoritni jev. V této souvislosti hovoiime o parametru 3! jako o minority
cohesion, kdezto 8° chapeme jako majority defection.

Definice (2.5) a (2.6]) nejsou jediné, se kterymi se mizeme v literatute setkat.
Jako vahy miuzeme vzit n;. Pak dostavame alternativni celosouborové pravdépo-

dobnosti] jako .
B = i ni 3 j=0,1
-1 o

Pripadné mizeme vzit nevazeny prumeér
AN

B = — =0, 1. 2.9

; e (2.9)

Rozdil mezi P(Y =1|X =1) a P(Y = 1|X = 0) znadime p; = 3} — 3 a nazy-
vame ho polarizaci pro kazdy soubor 7. Obdobné muzeme i zde definovat celkovou
polarizaci jako p = B! — 8.

Déle nazveme h; = T;e(1 — Z;e) heterogenitou v ramci kazdého souboru.

Jako posledni si pfipomeneme definici vychyleni odhadu ' parametru 3
jakozto

Bias(3') = E(3") — B,
obdobné definujeme Bias(3°) a Bias(p).

Nyni se miizeme pustit do predmétu ekologické regrese, které se snazi parame-
try v modelu (24) stanovit pfidanim raznych podminek a vyuzitim zakonitosti.
Tou je kupiikladu fakt, Ze oba parametry, jak 3Y tak S}, musi leZet v intervalu

?Pravdépodobnosti B/ a B7, pro j = 0,1 nevyjadiuji skutetné pravdépodobnosti jevu
(Y =1|X =1) v celé populaci, ale slouZzi jako alternativni charakteristiky vztahu ¥ a X.
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[0,1] pro kazdé ¢ = 1,...,m. Rychly piehled nékolika metod je mozné nalézt
napiiklad v [30].

Priiklad 2.1. Na zavér této kapitoly si jesté predvedeme dusledek agregace dat,
kterym je nejednoznacnost v odhadech parametri 32 a 3} v modelu (2.4). Uvazuj-
me, 7e x; jsou realizace ndhodné veli¢iny, kterd ma beta rozdéleni B(2,5). Necht
B2 a B} jsou realizace z dvourozmérného normalniho rozdéleni N(u, X), kde

(07 s _ (0,010 0,005
B=\03) = 0005 002 )

pficemz hodnoty mimo interval [0, 1] upravime na nejbliz§i hodnotu tohoto inter-

valu. K hodnotam z;, 3! a 37 dopo¢teme y; jako

yi = Bl + BY(1 — ;). (2.10)

Celkem provedeme 100 simulaci. Vysledky simulaci y; a z; pro ¢ = 1,...,100
jsou znazornény na obr. 2.1, k témto hodnotam je zobrazeno prvnich 20 piimek
s interceptem Y a sklonem 3! — 82, tyto pfimky miZeme chépat jako regresni
piimky neagregovaného modelu (2.1]).

Vysledky simulaci 8} a Y pro ¢ = 1,...,100 jsou znidzornény na obr.
jako svétlé body. Bézné vsak tyto hodnoty nezndme a jsme schopni pozorovat
pouze tusecky, které ur¢uji viechny mozné kombinace parametrii 8} a Y na za-
kladé (2I0). Tento typ grafu, kdy na osach mame odhadované parametry modelu,
oznacujeme jako tomogram.

1.0

0.8
1

Yi
0.4 0.6

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T

Obrézek 2.1: Bodovy diagram pozorovanych hodnot y; a x; a 20 vybranych re-
gresnich pifmek uréenych podle skute¢nych hodnot parametri 3! a 3!.
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1.0

\\\
: AR
) \\§§§ \
—— \\§;§\ i\\ X
Say . ;
o
]
o
o
o
0.0 02 04 >0 w "
Bt

Obrazek 2.2: Porovnani skuteénych hodnot parametri 8 a 8] a moznych kom-
binaci parametri 8} a 8} na zékladé pozorovanych hodnot y; a ;.
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2.2 Goodmaniv pristup

2.2.1 Jednoduchy Goodmantiv model

V roce 1953 v [I3] publikoval Leo A. Goodman sviij model, ktery mé i dnes
své misto v ekologické regresi a ze kterého se dodnes vychazi pii tvorbé novych
modeli. Velmi ¢asto je to jediny model, ktery se pro vyhodnocovani dat pouzi-
va v riuznych zékladnich analyzich. Zna¢nym problémem vSak zistava neustala
ignorace predpokladu tohoto modelu, bez kterych neni model obecné platny a vy-
sledky, které dava, mohou byt velmi zavadeéjici.

Model vychéazi ze vztahu (2.12]), nicméné nyni povazujeme jednotlivé pravdé-
podobnosti 3! a 3 za konstantni parametry napii¢ soubory, tj.

glt=pt  p2=p°, i=1,...,m. (2.11)
Model (2 si spolu s podminkou (2I1]) pFepiseme

Kt:ﬁlxit—FBO(l—Iit)—F@it, t= 1,...,ni,i: 1,...,m. (212)

Nyni zprimérujeme obé strany rovnice pres jednotlivé soubory, jak zavislou
proménou, tak nezavislou promeénou spolu s rezidualni slozkou. Takto ziskdme
jednoduchij Goodmaniv model:

Yie = 8'%i0 + (1 — Z3) + &, i=1,...,m, (2.13)

kde €; je ndhodné veli¢ina spliujici pozadavek Ee; = 0,7 =1,...,m. V literatuie
se b&zné predpoklada konstantni rozptyl (nezavisly na ¢). Tento model jsme si uz
zavedli v obecné podobé v ([LL8]). V ramci Goodmanova piistupu nazyvame tento
model konstantnim modelemﬁ, jak je uvedeno napiiklad v [12].

Piesn&jsi by bylo poéitat rozptyl Y;, na zakladé ([2.2)) jako

varVie = (B'(1 = Bz + 8°(1 = ) (1 — Za)) /rs,  i=1,...,m. (2.14)
Jako kompromis ¢i vychozi odhady pro itera¢ni zpresiovani je mozné predpo-
kladat vare; = o2 /n;.
Model ([2I3)) 1ze pomoci polarizace piepsat jako
}7i0250+pfi0+éi7 Z':]-a"'ama
Standardni metoda vazenych nejmensich ¢tverci pak vede k odhadim
p _ Z:il ni<iio - foo)(ﬁo - }700)
Z;il ni(jio - joo)2 7

kde pro pfipomenuti p = 8! — 3° je jiz jednou zminéna polarizace a

L& S U
Tee = g ;nixin Ko - g ;nlno

3Model je pojmenovan podle konstantnich parametri 8! a 3°.

— ~

B0 =Y. —pz, P=p+p° (2.15)
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Za platnosti (2Z.11]) jsou odhady tohoto modelu Bl a BO nestrannymi odhady
koeficienti 3 a !, nazyvame je Goodmanovy odhady. Problém tohoto modelu
je fakt, Ze predpokladame neménnost chovani odhadovanych koeficienti 3} a 3°
pro ruzné soubory@ Tento predpoklad neni obecné platny. Odhady popula¢nich
parametri 3! a 3° definovanych v (23] a (2.6) pak nejsou nestranné a vzniké
vychyleni. Navic tento model nikterak nerespektuje fakt, ze koeficienty musi lezet
v intervalu [0, 1] a tak se bé7né muze stét, 7ze dostaneme zaporny odhad nékterého

koeficientu.

2.2.2 Sofistikovany Goodmantiv model

Nyni predpokladejme, stejné jako v [I, Ze pro kazdy soubor jsou pravdépo-
dobnosti 8} a BY vybrany z dvourozmérného rozdéleni s distribu¢ni funkei Fj(-, -),
ktera se miize lisit podle souboru. Radi bychom nyni odhadli 8! a 8% uréené dle

20) a ([2.8). Predpokladejme nyni, ze plati
Vie=BiTi+B)(1—Ti)+6, i=1,...,m, (2.16)

kde Ee; = 0, vare; = o02/n;. Abychom se pfiblizili modelu (2.13)), presuneme
rozdily 8! — ' a 8° — B° do rezidualni slozky. Uvazujme takeé, 7e regresor X neni
nasobkem jednic¢kového vektoru. Dostavame tak sofistikovany Goodmaniiv model
(v originéle Sophisticated Goodman model, viz [I] str. 51):

Y;. zﬁli’i.—l-ﬁo(l —i’i.) —|—ul-, 1= 1,...,m, (217)

kde u; = (B! — 81z + (B — 5°)(1 — T;) + €;. Distribu¢ni funkce Fj(-) se muze
ligit podle souboru a obecné tak neplati, ze E 3! = 3!, resp. E3? = 3°, tudiZ ani
pro rezidualni slozku obecné nemusi platit, ze Eu; = 0. Na druhou stranu opét
budeme predpokladat, ze varu; = o2 /n;.

Nyni je zapotiebi stanovit, za jakych okolnosti miizeme pomoci metody nejmen-
Sich ¢tverciti ziskat nestranné odhady parametri 3! a 8°. K tomu poslouzi nésle-

dujici tvrzeni 2.3
Tvrzeni 2.3. Necht plati

Y, =a+ B(x; — T) + uy, varu; = o?/n;, (2.18)
kde 1 = 1,...,m. Ddle necht xq,...,x,, jsou zndme konstanty splnujici
=3 nz(:zcZ —x) >0, N, ..., Ny jsou zndmé kladné konstanty, n = > n;

=Y ", nizi/n. Odhady pammetm a a B vaZenou metodou nejmensich ctver-
czi jsou nestranné prave tehdy, kdyzZ soucasné plati

4V literature [1] a dalsich se miZzeme do¢ist o neménnosti chovani odhadovanych koeficientii
B} a Y pii riznych hodnotach Z;e. Tento predpoklad vychazi z myslenky, Ze v souborech, kde
je stejnd hodnota velifiny Te, je chovani koeficientt 8} a (Y totozné a tak staci pozadovat
pouze stejné chovani pro soubory s riznymi hodnotami regresorti.
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Diikaz. Minimalizace vyrazu

m

> 0¥ — (o + Bla; — 7))

i=1

vede na soustavu linearnich rovnic (pouzijeme Y " n;(x; — ) = 0)
m
Z n;Y; = na,
i=1
m
Zm(% -2)Y; = B an(l’z — )%
i=1

Odhad parametriu « a 3 je

a =Y,
Yimini(m — )Y Toy
Z;il nl('xl - j)2 Tzz’

kde Y = 37 %Y a Ty = >0 ni(w; — 2)(Y; — Y). Dosadme nyni do obou
rovnic za Y; podle (2I8). Dostaneme (opét vyuzijeme > " n;(x; — ) = 0)

1 m
a = oz+—§ n;us;,
n-
1=1
m

. 1 < 1

=1

@
|

m

= B4+ — an(fb’z — T)u.

Nestrannost odhadu & je ekvivalentni s pozadavkem (2.I9). Nestrannost odhadu
[ je ekvivalentni s rovnici

an z; — &) Eu; = 0. (2.21)
Je ziejmé, ze dvojice vztahu (2.19) a (2.20) je ekvivalentni s dvojici (2.19) a (IQDII)

Tim je tvrzeni dokazéano.

Poznamka 2.4. Tvrzeni 23] nefika na rozdil od Gaussovy-Markovovy véty (viz
Zvara [37], str. 13) nic o eficienci odhadu parametri modelu, pouze udava, za ja-
kych predpokladii je odhad nestranny.

Nyni ovéiime splnéni predpokladii pro nas model (2I7), ktery si pro tyto
ucely upravime na

}71'. — (50 +pjoo) + p("z‘zo - :Z‘oo) + U;
= Oé—'_ﬁ('fio_joo)_'_ui, Zzl,,m
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Podminka (2.19) plati, nebot

Zni Eu, = Z E[(8] — BY)Ziens + (B — B°)(1 — Zia)ni]
i=1 i=1

= f:nzwi. E(8; — +an — Tia) E(6) = )
=1
- 0,

coz plyne z definice parametru 3! a 8° podle (2.7) a (2.8). Podminka (2.20) viak
nutné nemusi byt splnéna. RozepiSeme-li si tuto podminku pro model (217,
dostaneme

Z n, 72 E(B Z n:%ie(1 — 2:0) E(B) — B%) = 0, (2:22)

coz obecné neplati. Aby tato rovnost platila, musime predpokladat, 7ze stiedni
hodnoty veli¢in 8} a Y jsou pii specidlnim p¥ipadu vaZeni rovny v souctu nuleﬁ
Oznacme si
Dot E()  DomiTie EC)
> it Tit > i MiTie
Er.()) = 2 — ) B() _ 2oimil — 7i) EC)
21— it) >oini(1 = Tia)

Z definice (2.7) plyne, ze E,(8}) = B!, stejné tak E;_,(5Y) = 3°. Predpokladejme
nyni, ze plati

E, (T — Zo) (B! — 1)) = O, (2.23)
Eiw ((Tie — Taa) (8] — ) = 0. (2.24)

Tyto predpoklady muzeme jesté upravit, kdyz si uvédomime, 7e
El‘ ((iu - fﬂ)(ﬁzl - Bl)) = E:v (iu(ﬁzl - 61)) s

obdobné muzeme upravit i (2.24)).
Nyni si rozepiSeme prvni ¢ast vyrazu nalevo z (2.22) jako

Zn B3 =8 = D0 wura E(G - 4/n

i=1 t=1
Doy Doy it ey D ey TitTie E(B] — 1)
n Doy Dty Tit
— 0,

kde k, = Y, xir/n. Obdobné postupujeme v piipadé 37, tedy

an%- — 7)) E(B) — B°) = Z Z(l — x4) % E(B) — B°) /0

=1 t=1
klszlfx (jzo<610 - BO>)
= 0,

°V [1] se v této souvislosti mluvi o podminéné kovarianci parametrii 3} a 3 a pavodni
vysvétlujici proménné X;;.
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kde k1_p =D, (1 —x)/n.
Tvrzeni 2.5. Méjme model [2I7) a, pFicemz plati podminky 2.23) o (2.24).

Potom jsou odhady parametri Bt a B° metodou nejmensich ctverci nestranné.
Diikaz. Dusledek diskuze vySe a tvrzeni 2.3 O

Nejedna se o jediny mozny predpoklad, ktery se ke Goodmanové modelu poji.
Pod nazvem zero-correlation model (viz [16] a [12]) se bézné pouziva model (2.17))
spolu s predpoklady

E(8!|Xie = Tia) = ', E(B)| X0 = Tia) = B°. (2.25)

Tento predpoklad je silngjsi nez (2.23) a (2.24]), diskuze na téma nutnych piedpo-
kladt je napiiklad v [17]. Nejsilngjsim zde uvadénym predpokladem je predpoklad
jednoduchého Goodmanova modelu.

Nasledujici odstavec je pievzat z [3]. V pFipadé poruseni téchto predpokladi se
smér vychyleni ¥idi nasledujicim tvrzenim 2Z.6] které ve zkratce ¥ika, 7e vychyleni
odhadu obou parametrii jsou v opa¢ném sméru.

Tvrzeni 2.6. Nechf plati 0 < Zee < 1 a 3% a ° jsou odhady modelu (ZI7)
metodou vdZengch neymensich ctverci, potom

i‘..

Bias(3°) = — Bias(3).

1 — Teo

Ditkaz. Vyjdeme 7 vlastnosti odhadi 3! a (%, o téch je znamo, Ze prochazeji

Yvoev

}/oo = Bli‘oo + Bo(l - joo)-
Déle vime, ze plati B
}/oo - ﬁlfoo + 50(1 - joo) + u,

kde Eu = EY " wn;/n = 0. Nyni staci od sebe ob& rovnice ode¢ist, aplikovat
stfedni hodnotu

~

0= (Eﬁl - ﬁl)foo + (EBO - 60)<1 - i‘oo)-
Upravou ziskime tvrzeni. O

Budeme-li ptedpokladat, Ze Zee < 3, pak 0 < 22— < 1 a tudiz nam piedchozi
véta Tiké4, ze pokud existuje vychyleni jako takové, pak vychyleni odhadu koefi-
cientu B! je vétsi, nez vychyleni 5°. Tudiz budeme-li mit vychyleni v celém mo-
delu, pak Goodmanuv pfistup neni vhodnym pro odhad minoritniho koeficientu.
Dalsim dusledkem piredchozi véty je vztah vychyleni polarizace a odhadovanych
koeficientii

~

Bias(3') = (1 — Z..)Bias(p),  Bias(f°) = —Z..Bias(p).

Vice o vychylenich v ramci ekologické regrese je mozné nalézt v [3].
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Alternativou vzhledem ke Goodmanovu modelu spolu s predpokladem (2.25)
je modelovani veli¢in 3! a Y jakoZto linearné zavislych na vysvétlujici proménné
Tie, predpokladejme tedy, 7e plati

E[5! 1 Xie = Zie] = Ao + MiTie, 1=1,...,m,

E[BY) Xia = Zia] = 10 + Tie,  i=1,....m,.
Piidame-li piedpoklady o rozptylu 8} a 32, dostaneme

53 = Ao+ MTie +0;

5? =MNo + MTie + W;

pro kazdy soubor i = 1,..., m, kde veli¢iny v; a w; pFedstavuji bily sum (tj. veli-
¢iny s nulovou st¥edni hodnotou, navzajem nezavislé a s konstantnim rozptylem)
a jsou nezévislé na T;,. Predpoklad linearn{ zavislosti 3! a 3 vi¢i T a h; pozmé-
fiuje predpoklad nezavislosti 3! a 3 na 7;, do podoby nezavislosti pouze jejich
chyb u; a v; vici ;s a h;. Tyto predpoklady vedou ke kvadratickému modelu
odvozenému z (2Z.I6]) za ponechani chybové slozky e;, ktery vypada nasledovné

Yie = (Ao+ MTie + 0:)Tie + (Mo + MTie + w;i) (1 — Tie) + €;
(Mo 4 71)Tie + M0(1 — Tia) + (A1 — 1) T3 + [w; + (v; — wi)Tie + €]
= 770+(>\0+>\1 —ﬂl)i‘i.+()\1 —’fh)hz+u;k 1= 1,...,m, (226)

kde u} je chybova slozka.

Tento model obsahuje ¢tyfi neznamé parametry (contextual effects parame-
ters), ale pouze tii regresni koeficienty. Je zde tudiz pfitomna nejednoznacnost
a musi byt pridan néjaky dalsi omezujici predpoklad. Predpoklad rovnosti
A1 = 11 v8ak nepomiize, nebot potom dostavame t¥i neznamé parametry pii dvou
koeficientech. V ptipad volby A\; = 1y = 0, dostavame model (217 s predpokla-
dem (2:25]). Existuji jisté moznosti, jak zvolit nastaveni parametru, ale vychazeji
hlavné z externi informace o pozorovanych objektech. Diskuze na téma maxi-
méalniho vychyleni odhadi popula¢nich parametru tj. P(Y = 1|X = 1), resp.
P(Y = 1|X = 0), v piipadé kvadratického modelu je mozné nalézt v [I], kap. 5.

Kvadraticky model (2.26) je nicméné uzite¢nym piedstupném zobecnéni mo-
delu (2I3). Uvazujme nyni, %e se parametry 3 a 3} mohou ménit nelinedrné
v zavislosti na z;, t.j.

ﬁil:ﬁl(ji.)+e}, i=1,...,m,

szﬁo(i’i.)jLeg, i=1,...,m,

kde 37(-), 7 = 0,1 je nespecifikované nelinearni funkce a eg,j =0, 1, maji nulovou
podminénou stfedni hodnotu vzhledem k z;,, dale predpokladdme konstantni
rozptyl a nulové kovariance pro jednotlivé ;7 = 0,1. Vlozenim do vztahu (2.16))
ziskavame nésledujici model
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ﬁ,:éf+5fi’i.+ei, 1=1,...,m, (2.27)
kde
& = B(Zw),
518 = 1<Eio) - 60<ji0>7

Ignorujeme-li zjevnou heteroskedasticitu v reziduélni slozce modelu (2:27)), mize-
me tento model odhadnout pomoci neparametrické regrese. Chambers a Steel [16]
navrhuji lokalni linearni vyhlazovani pomoci jadrové funkce K (-), kdy &5 a 67 ur-
¢ime pomoci LWLS (locally weighted least squares) z rovnice

= T jo 71‘0 Y. 1 0 .
Sor (U Wams - () = (1) imtem 229
, Ki Jie 0
7=1
kde k; je vhodné zvolena $itka vyhlazovaciho okna. Timto zptisobem ziskame

odhady veskerych koeficienttu 8} a 8Y pro kazdé i =1,...,m

B =5 (2.29)

Bl=06¢468 (2.30)
7 tohoto pak dostavime pozadované celkové odhady 3° a B! jako

5o = > (1 - T)
Z?il ni(1 — Zie)

m Al =
Zi:l nlﬁz Lie
~m -
D sy MiTie
Pokud je x; dostateéné malé, pak heteroskedasticita v reziduéalni slozce nezpiiso-

buje tak velké problémy. Je mozné s heteroskedasticitou v rovnici (2.28) pracovat,
bude to v8ak na tikor robustnosti a celkové zvysi naro¢nost vypoctu.

.

2.6.1 Goodmantv model s pomocnou proménnou

Tato kapitola vychazi z [32]. Goodmanuv piedpoklad (2:25) je velice silny a
pravdou je, Ze je ¢asto porusovan, vesmés na zakladé struktury dat a s tim spojené
prostorové autokorelace. Vzniklo tak mnoho snah, jak toto poruseni predpokladii
napravit a zaroven pracovat stile s modelem 217l Jednou takovou snahou je i
posun k proménlivé regresi (switching regression).

Ptredpokladejme nyni, ze je mozné soubory i, kde i € I = {1,...,m}, roz-
délit do vice kategorii, pro jednoduchost pracujme jen se dvéma disjunktnimi
mnozinami [y a I>. Proménliva regrese pak pracuje se dvéma modely

e+ 001 = Zia) + €0, i€l (2.31)
ByTie+ BY(1 — Tia) + €12, i € I, (2.32)

S
|
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kde e;; a e; jsou nezavislé veli¢iny z norméalniho rozdéleni s nulovou stredni
hodnotou a konstantnim rozptylem. Necht D;, ¢ = 1,...,m, je zatim neznama
proménné, kterd urcuje, ktery model pro dany i-ty soubor plati, pricemz D; = 0
znamend, ze pro i-ty soubor plati model (2.37)), a pro D; = 1 plati model (2.32]).
Oba modely nyni mizeme zapsat do jedné rovnice jako

Yie = [(1=Dy)(B1 — BY) + Di(By — 53)]Tie + (1 — D) 3 + DifBy +
—|—<1 — Dl-)eh- + Di€2i7 1€ 1. (233)
Pro odhad parametri (3}, 3, 51 a (33 je nejprve nutné stanovit hodnoty
neznamych parametru D;, ¢ = 1,...,m, respektive urcit rozhodovaci algorit-
mus. K tomu nam poslouzi vektory vysvétlujicich proménnych z; = (2}, ..., 25,
1 = 1,...,m. K tomu, abychom ziskali pozadované hodnoty D, pouzijeme [o-

git model (viz [7], str. 168). Uvazujme vysvétlovanou proménou D} v linearnim
modelu
D! =zv +e¢, iel,

kde ¢; jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou.
~ je vektor neznamych parametri. Vysvétlovana proménna D; je pak pro kazdé

7 € I ur¢ena vztahem
D~—{ 1 pro D} >0,

0 pro D; <0.
Pak plati
e %
P(Dz‘=1|Zz,’7):1—F(Zg’7):1—ma €1,

kde F() je distribu¢ni funkce logistického rozdéleni. Tento prah poskytuje ramec
pro jednozna¢né rozliseni skupin. Odhad modelu (Z33]) s binarni vysvétlovanou
proménnou se provede metodou maximalni vérohodnosti. Ne vzdy je nutné uva-
zovat D; za diskrétni. K tomu slouzi hybridni pristup, kdy D; je uréena vztahem.

e %
Tento vztah pak muzeme dosadit do modelu (2.33)).
Nyni mame 6 + s (pocitame-li rozptyly chybovych slozek o1 a 09, 81, 59, B4 a
39 z modeli (231T)) a (Z32) a kde s je velikost vektoru z;) nezndmych parametrii
v modelu (Z33)), za piedpokladu, ze veli¢iny y; maji normalni rozdéleni a pocet
souborii je dostatecné velky, jsou opét veskeré parametry odhadnutelné metodou
maximalni vérohodnosti.

D, =1 1el.

Pro urceni, zdali je pomocna proménné z; vhodna pro zachyceni zmény koefi-
cientii v modelu, pouzijeme testy stability, konkrétné CUSUM-statistiky, které se
pouzivaji napiiklad pfi analyzach ¢asovych fad (pfevzato z [7], str. 130). Vzhle-
dem k tomu, 7e se zde nejedna o Casovou tadu, pouzijeme pro sefazeni soubori
(resp. jednotlivych pozorovéani) pravé pomocné proménné z;, které v ptipadé s > 1
fadime po slozkach. Dale vsak budeme uvazovat piipad s = 1.

Pro ptehlednost si oznatme Y; = Y, x; = (1,Z) a X;= (x,...,x;)
prot =2 ..., m. Predpokladejme, ze X5 méa plnou hodnost.
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Pozorovani si usporadame vzestupné podle proménné z; a provedeme regresi
Y;=p03xz;+e proi = 1,...,t — 1. Pomoci metody nejmengich ¢tverct ziska-
me prvky posloupnosti rekurentnich odhadi oznacenych jako b;_;, predpovédi
9: = b, _,x; a chyb predikce

ft:}/t_i/ta t:37"'am'

Za predpokladu normality je pak v klasickém modelu line4drni regrese

et:in(O,ﬁ), t=3,...,m,

Vi
kde
kt = 1 —|— wg(X;let,l)flwt.

O reziduich e; mluvime jako o rekurentnich reziduich. CUSUM-statistiky (kumu-
lativni soucty) v jednotlivych ¢asech ¢ maji pfiblizné normalni rozdéleni

t
CUSUM, =S & ~ N(0,t—2), t=3,....m,
uz; . ( )

kde s je odhad smérodatné odchylky rezidudlni slozky o. Testujeme tak, zdali
na hladiné vyznamnosti « presdhne v absolutni hodnoté pro dané pozorovani
statistika CUSUM; prah ®~1(1 — a/2)y/t — 2, kde ®7!(-) je kvantil normované-
ho normélniho rozdéleni. V takovém pripadé zamitame hypotézu o neménnosti
parametru (3.

Pokud chceme testovat neménnost parametru o, mizeme pouzit CUSUMQ)-
statistiku zalozenou na ¢tvercich rekurentnich rezidui

t 2 2
CUSUMQ, = 2zu=s X2 o3,
Zu:B €u m—2

Pti prekroceni kritické hodnoty je vysledkem CUSUMQ-testu zamitnuti hypotézy
o neménnosti rozptylu.
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2.7 Metoda hranic

Doposud uvedené metody naprosto ignorovaly fakt, ze odhadované parame-
try maji omezeny obor hodnot a Ze pro né plati dal$i omezujici pravidla vzhledem
k tomu, ze se jednd o pravdépodobnosti P(Y;; = 1|X; = 1), resp.
P(Y; = 1| X = 0). Tento zpusob analyzy dat nazyvame metodou hranic (method
of bounds, Duncan [§]). Tato metoda tak dokaze z7it defini¢ni obor a pro urcité
typy dat miize tato metoda dostateéné piesné odhadnout parametry (5} a 3Y.
Z rovnice (2.4]) dostavame nasledujici

Al Y; ]-_:Z‘ioA

Bi=——— B?
Lie Tie
respektive -
. Y, Tie
0 __ i® . i® 1
/Bl_l—fi. l_jl./Bl
pro i = 1,...,m. Ob& tyto rovnosti definuji podprostor v prostoru [0,1]?, tzv.
tomografickou tusecku, viz obrazek 2.2, pro kazdé i = 1,..., m. Takto ziskavame
nasledujici omezeni
}71'0 —(1- _io A }71'0
- maX{O, (1-z >} < B! < min (1, - ) — ! (2.34)
Tie Tie
ﬁ. - _io 5 }71'0
LY = max < 0, 7_37 < B? < min (1, — =U;, (2.35)
1— Tie 1— Tie

kde pro j = 0,1 nazyvame Lf dolni hranici odhadu parametru Bij , dale pak Uij
nazyvame horni hranici odhadu parametru /3]. Mezi horni a dolni hranici odhadu
parametri 3! a 87 plati nasledujici vztah

Yie 1— 7
Uz‘l = —Z - - : Lgv
Lie Lie
a _
Yvi 1-— :Z‘io
L =—=—-—=2U).
Lie Lie

Pro ilustraci chovani meznich hodnot ! z (2Z34) a 3! z (234) prevezmeme
zobrazeni popsané v [I8]. Jak vypadaji jednotlivé hranice pro odhady parametru
1 je zde obr. B3l Levy graf déva v zavislosti na 7, a Yj, hodnotu L!. Jak
muZeme vidét, s rostoucimi hodnotami Z;s a Yj, roste i L}. Pro lepsi orientaci
jsou zde zvyraznény vrstevnice L! s hodnotami 0,0,25, 0,5 a 0,75. Pravy graf
zobrazuje tyté7 hodnoty pro horni hranici U}. Obrazek popisuje tu samou
situaci pro druhy odhadovany parametr 5. Jedna se o symetrické zobrazeni.
Pro lepsi pochopenti, jak se vyviji délka intervalu (L}, U}), resp. (LY, U?), je
zde obr. 2.5l ZpFesiiovani jednoho parametru vede k narustu nejistoty u druhého
parametru. Budeme-li znat realizace Y;, a hodnoty Z;, pro i = 1,...,m, stadi
tyto body znazornit do obrizku a ihned vidime, pro jaké soubory jsou ome-
zeni dan& metodou hranic aktivni a pro jaké soubory je tato metoda nedostatec¢na.

Chambers a Steel [16] dale zapracovéavaji tato omezeni do (2:29) a (2.30)
pomoci nasledujici rovnosti

Bl = a; — b, (2.36)
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Obréazek 2.3: Dolni (obrazek vlevo) a horni (obrazek vpravo) hranice pro odhady
parametru 3}. Znézornéné tsecky spojuji body, které dévaji stejné hodnoty hra-
nic. Tyto hodnoty jsou zobrazeny vedle jednotlivych tsecek. Plocha vlevo dole
(levy obréazek) predstavuje oblast, pro kterou metoda hranic neposkytuje doda-
tefnou informaci, dolni hranice v p¥ipadé obrazku vlevo je rovna 0 (v piipadé
obréazku vpravo se jedna o oblast vlevo nahote, horni hranice je zde rovna jedné).

kde
@i = 70 10
a
Ul — L;
e

ktera musi platit pro: = 1,...,m. Z (229) a (2.30) dosadime do (2.36)), dostavame
tak nésledujici identitu

~ A~

0; = a; — (b; + 1)07, qquadi = 1, ..., m, (2.37)

(2

coz nam umozhuje nahradit (2Z.28)) jednodussi rovnici

ZK <w> ‘/ij(Uij _ 5;31/;].) =0, 1=1,...,m, (2-38)
i=1 '

kde U;; = Yj—a;Zje a Vj = 1—(bj+1)Z;.. Vysledkem (238)) viak neni pozadovany
odhad parametru 7, nybrz ¢;. Po odhadu vyzadujeme, aby padl do intervalu
(LY, U?]. Findlni odhad ¢ ziskime nasledujici tipravou

6¢ = min{max(6¢, LY), U}, i=1,...,m. (2.39)

Kone¢né odhady parametri 8} a 5 jsou pak definovany kombinaci rovnice (2.39)

s rovnici ([2.37) a rovnic (2.29) a (2.30).
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Obréazek 2.4: Dolni (obrazek vlevo) a horni (obrazek vpravo) hranice pro odha-
dy parametru 3. Znazornéné tsecky spojuji body, které davaji stejné hodnoty
hranic. Tyto hodnoty jsou zobrazeny vedle jednotlivych tsecek. Plocha vpravo
dole (levy obréazek) predstavuje oblast, pro kterou metoda hranic neposkytuje
dodate¢nou informaci, dolni hranice v p¥ipadé obrazku vlevo je rovna 0 (v pii-
padé obrazku vpravo se jedna o oblast vpravo nahote, horni hranice je zde rovna
jedné).
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Obrazek 2.5: Délka intervalu (L}, U}l) (levy graf) a (LY, U?) (pravy graf). Jednot-
livé krivky spojuji body, které davaji stejné Siroky interval. Tato Sitka intervalu
je napsana vedle jednotlivych kiivek. Nejmensi trojihelnik predstavuje oblast,
pro kterou omezeni neposkytuje dodate¢nou informaci a délka intervalu je rovna
jedné.
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2.8 Neighbourhood model

Predpokladejme na moment, Ze jsou hodnoty regresoru X nahodné. Déle pred-
pokladejme, ze vysvétlovand proménnd Y je nezavisla na X uvniti kazdého sou-
boru 7. Predpoklddame tudiz ze plati nasledujici rovnost

P(Y =1|X = j,i) = P(Y = 1]i), (2.40)

pro j = 0,1 a7 = 1,...,m. Pfirozenym odhadem koeficientu Bij je v tomto
piipadé Yj,, pro j = 0,1. Viimnéme si, Ze to neznamen4, Ze jednotlivé hodno-
ty X a Y jsou nezavislé na trovni celé populace, nebot obecné neplati rovnost
PY=1X=j)=PY =1).
Vyjdeme-li z (Z3) a (2.6) dostavame odhady popula¢nich pravdépodobnosti
jako -
B — Doy niYie(1 — Tia)
> ni(l = Tia)

Bl . Yoy n;YieZie
= Lgizl itieis
D icq Nilie

Tyto odhady Bl a BO nejsou obecné stejné jako celkovy primér Y,,, nemusi byt
ani navzajem shodné.

Tento piistup vytvoieny Freedmanem a kol. [10] nazyvame sousedskijm modelem,
ale radéji zistaneme u anglického nézvu neighbourhood model. Myslenka toho-
to modelu spociva v predstavé, ze agregovana vysvétlujici proménna z;, nedava
7adnou informaci o chovani agregované vysvétlované proménné Y;,. Toto chovani
se ovSem predpoklada pouze pro agregovanéi data a nemusi platit pro jednotliva
pozorovani Y;; a X;;. Jednda se o logicky doplnék chovani proménnych vici jed-
noduchému Goodmanové modelu. Neighbourhood model je speciadlnim piipadem
Goodmanova kvadratického modelu ([2.26]) s parametry, pro ktera navic plati, ze
A1 =m1a X = 1no.

Tento model byl do zna¢né miry kritizovan Kingem [20] pro jeho piedpoklad
(240), ktery je, jak sam autor tvrdi, bezdivodny a netestovatelny. AvSak na re-
alnych datech v [16] dava tento model lepsi vysledky (pfi znalosti skutec¢nych
hodnot) nez velice sofistikovany Kingiv model, o kterém bude feé¢ v dalsi kapito-
le. Obtizné ovéreni predpokladii plati pro oba modely.

(2.41)

(2.42)

Budeme-li zkoumat odhady polarizace p, dojdeme k zavéru, 7e polarizace je
v piipadé sousedského modelu mensi nez u standardni (Goodmanovy) ekologické
regrese (viz [3]).

Tvrzeni 2.9. Necht p je odhad polarizace pomoci sousedského modelu a necht p je
odhad polarizace pomoct jednoduchého Goodmanova modelu (2.I5]). Potom plati,
ze

kde 0 < 17 <1.
Diikaz. Ozna¢me Ty = > 0" 1i(Tje — Teo)(Yie— Yeo) a T}, = S ni(Tie — Tae)?.
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Dosadime za p rozdil (2.41]) a (2.42)
Z;il niﬁojio Z;L nlY'zo(l - jio)

b Z:il NiTie Z:L ni(1 — Zis)
(1= Z0)Toy /N + TeeYeo(l — Tas)  TaaYoo — Taoliy/1 — T2,Yae
N Teo(l — Tau) N Too(l — Tau)
Ly
 NTee(l — Taa)
T{L‘{L‘ A~

T el —7w)

Vyraz pired p pak odpovida 7. Nerovnost 7 > 0 plati nebot piredpokladame
T,. > 0, tj. existenci heterogennich souborti. Druhou stranu nerovnosti dosta-
neme po upravé vyrazu

mo 9 —92
T:B:B . Zz:l nl'rlt - HSL’“

— — - m — — .
NZee(l — Tes) Zi:l NiTie — NIT3,

Vzhledem k tomu, 7e 0 < Z; < 1, plati >_;" | n;72, < > n;Z. Tim je dokdzéna
druhé ¢ast nerovnosti. O

Dulezitou vlastnosti tohoto prFistupu je automatické splnéni omezeni (2.34)
a (Z358). Samoriejmé, predpoklad nezavislosti uvniti souboru je obtizné zdivod-
nit obecné. Nicméné, miiZze byt rozumné piedpoklddat, Ze neznamé hodnoty [}
a Y, jsou priblizné imérné. Predpoklddejme stejné jako v [16], Ze tento vztah
proporcionality plati ve stfedni hodnoté, to jest

ES! = 8! = 0EY,, (2.43)

kde parametr 8 > 0. Zminény sousedsky model predpoklada # = 1, avsak obecné
tomu tak byt nemusi. Dale budeme uvazovat omezeni na odhad parametru 6,
které odpovida logice pouzité v (2.34)) (nebereme v potaz degenerovany piipad):

OF <0<, i=1,...,m,

kde jsme si oznacili 67 a 6F jakoZzto

a
1 1
HZU:min<_ ,—), 1=1,....,m.
Tie Y;
Vzhledem k tomu, 7e toto omezeni ma platit pro ¢ = 1, ..., m, musi také platit

max(0F) = 6" < 6 < Y = min(8") (2.44)

(2

Neni tézké dokazat, Ze hodnota 1 lezi v intervalu [6L,6Y], ktery muZeme ché-
pat jako intervalovy odhad parametru 6. K ziskani bodového odhadu parametru
0, je nutné pridat dalsi podminku. Napfiiklad miuzeme parametr 6 chapat jako
néhodnou veli¢inu, potom ovSem plati (Z.43]) s ur¢itou zménou

5@1 = E[QYiO]'

29



Neméme-li Zddnou apriorni informaci o rozdéleni parametru 6, zda se rozumné
piedpoklédat, Ze viechny hodnoty ve vyse uvedeném intervalu [6%, Y] jsou stejné
pravdépodobné. V tomto pripadé méame odhad 6 = (0Y + 61) /2. Z toho plynouci
odhady parametri 8} a 3? jsou

Celkové odhady dostaneme pak z predpisu

D A 771 ni}_/iojio
B = H—ZZZ#L — (2.45)
i=1 Ttilie
a — A
5 o i}/;o 1-— 071’.

doim il — i)
Vzhledem k definici omezeni 0%, 0V a rozdéleni 6, nabizi se zde velky prostor
pro dalsi modifikace. Jednou z moznych zmén je pravé zména rozdéleni. Nebot to-
to rozdéleni je jen expertnim odhadem, ktery neni podlozen zadnymi relevantnimi
udaji. Tak se muze velice snadno stat, ze nase odhady budou vychylené. Nicméneé
je zde moznost jistého vylepseni a to pomoci vybérovych kvantili, které zuzitkuji
informace o pofadi 6% a #Y a pomohou nam vyloucit vzdéalen& pozorovani, které
vychyluji nds odhad. Muzeme tak zobecnit nerovnosti (Z44) do podoby

1
kvantil, _o(07) = 0%(a) < 0 < 0Y(a) = kvantil,(0Y), o< 3

Plati take, ze [0%(«),0"(a)] C [#%,6Y] pro a < 1. Jako bodovy odhad §(a)
pouZijeme st¥ed intervalu [0 (a), 0V (a)]. Odhady celosouborovych parametrii 3!
a 3° pomoci ([Z45) a (Z40), kde pouzijeme odhad 6(a) misto 6, budeme oznacovat
jako odhady pomoci theta modelu s parametrem alfa.

Vzhledem ke kone¢né populaci (tj. N < oco) bude platit, ze pro a — 0 plati
é(a) — 0. Timto zobecnénim vzniké problém urent spréavné hodnoty av. Vzhledem
k nevelkému mnozstvi dat je vhodné volit « blizké nule, pro vylouceni pouze
vzdalenych pozorovani. Bude-li v8ak o daleko od nuly, da se ocekavat nérist
vychyleni. Za zminku také stoji fakt, ze prechodem na vybérové kvantily uz neni
splnéna podminka polohy odhadu koeficientii 3! a 8 uvniti hranic dle (Z34),
resp. (Z35]), pro vSechna i = 1,...,m. Moznosti, jak toto napravit, je pocitat
odhad b} a b pomoci 6; = (9% + 07), pokud < 7 nebo § > 67
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2.10 Kinguv pristup

Samostatnou kapitolou je pristup uvazovany v [18] a [20]. Autor se snazi vytvo-
it takovy model, ktery ma ovéritelné predpoklady, které jsou zaroven co nejmékci
a pritom dostatecné. Navic se snazi vytvorit model, ktery je dostate¢né robustni
a uplatnitelny.

V této céasti budeme pracovat pouze s pozorovanimi na turovni jednotlivych
soubort a proto pouzijeme zjednoduSené znacCeni. Necht Y; a X;, i = 1,...,m,
jsou nahodné veli¢iny odpovidajici Yie, ¢ = 1,...,m, resp. Xie, ¢ = 1,...,m,
z piedchozi ¢asti prace. Necht z;, ¢ = 1,...,m, jsou nendhodné konstanty od-
povidajici T, ¢ = 1,...,m. Stile predpokladame, ze Y; a x; nabyvaji hodnot
z intervalu [0, 1].

Necht parametry 3! a 3Y pochézeji zatim z nespecifikovaného dvourozmérného
rozdéleni s nosicem na intervalu [0, 1]2. Necht déle plati deterministicky vztah

Vi= o+ B0 —z),  i=1,...,m. (2.47)

Jedna se o deterministické vyjadieni vysvétlované proménné. Chybova slozka je
zde nahrazena nahodnymi parametry 8} a 7. Nyni k tomuto modelu piiddme
dalsi tii predpoklady.

Predpoklad (1) Budeme predpokladat, 7e 8! a 3 pochézi z useknutého
dvourozmérného normélni rozdéleni. Tedy nez abychom piredpokladali konstantni
chovani parametriu napii¢ soubory, viz Goodmanuv model, budeme pouze predpo-
kladat, ze maji stejné rozdéleni. Déle je zde umoznéna i korelace obou parametri
v rAmci souborti. Formalné predpokladame, ze 3; = (5}, 3°)" m4 rozdéleni

Bi ~ TN*(8, %), (2.48)

kde zkratkou TN* znac¢ime useknuté dvourozmérné normalni rozdéleni (truncated
normal distribution) s useknutim na [0, 1]%, tj. plati, Ze hustota je mimo interval
[0, 1]2 nulovall. Parametry TN* jsou vektor stfednich hodnot

;Bl
%:(W)
E—(UH 010)_<U% 010)
= = 9 .
010 000 010 Oy

Tato parametrizace neni obvykla, avsak poméahé objasnit nékteré dalsi kroky.
Standardni parametrizace je zavedena v (2.54]).

Utelem tohoto modelu je urceni viech parametri 8} a 8 pro i = 1,...,m.
Parametry B a 3 nejsou piimym bodem zajmu. P¥ipomenme si, ze Bij jsou prav-
dépodobnosti P(Y;; = 1|X;; = j), kde j = 0, 1, potom B’ miizeme chapat jakoZto
stfedni hodnotu nevazeného pruméru definovaného v (29). Pfidani st¥edni hod-
noty je nutné, nebot v (29) pracujeme s nendhodnymi parametry a zde mluvime

a rozptylova matice

6Useknuti tvoii dal§i parametry rozdéleni. Jelikoz se v tomto piipadé bude vizdy jednat
o omezeni se na jednotkovy ¢tverec, nebudeme tento parametr pridavat do znadceni.
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o ndhodnych parametrech.

Predpoklad (2) Piedpokladejme, Ze vektor 3; = (3}, 3?)’ je ve st¥edni hod-
noté nezavisly na x;, tj.
E(8i|X; = z;) = EB. (2.49)
Tento predpoklad, ktery je ekvivalentni pozadavku na neexistenci vychyleni v di-
sledku agregace, je velmi dilezity pro ziskani konzistentnich odhadu B a 3. A¢-
koli, jak King [18] uvadi, neni tento predpoklad vzdy nutny a piipadné vychyleni
muze byt identifikovano a vyruseno.

Piedpoklad (3) Tretim predpokladem je nezavislost Y; v riiznych souborech,
kdy Y; jsou navzijem nezavislé po podminéni x;. Predpoklddame tak, Ze parame-
try B! a Y nejsou prostorové zivislé a Ze zde neni piitomna zadna autokorelace.

Pro urceni potfebnych péti parametrii z (2.48)) si sepisme stfedni hodnoty
a rozptyl sledovanych veli¢in 8} a 37

5'1 B! 51 o o
E 4 = = % 4 = 1 = E
(@Q B 7 o 5? 010 US
a jejich vztah k souborovym parametrim
Bl=%"+e, j=01,

kde ndhodné slozka eg m4 nulovou stfedni hodnotu a konstantni rozptyl pro jed-
notlivé j = 0, 1. Dale pfedpokladame nezavislost €/ pro i = 1,...,m pii pevné
hodnoté j . Nyni dosadime tyto rovnosti do modelu (Z.47), diky ¢emuz dostaneme

Y; =B'e; + B°(1 —z) + e, (2.50)
kde
6 =ex+e(1— ;). (2.51)
Plati-li predpoklady (1)-(3), je zfejmé, ze E(¢;|z;) = 0, proto nyni mazeme
nasi rovnici upravit do tvaru

E(Y;|X; = ;) = Bla; +B°(1 — 2;). (2.52)

Z toho vyplyva, 7e parametr B z (252) muzeme odhadnout pomoci obdoby Go-
odmanovy regrese ([2I3)). Zbyvajici t¥i parametry var(3!) = o%, var(fY) = o3
a cov(B!,8?) = o0 ovliviiuji nami sledovana agregovani data skrze podming-

ny rozptyl, ktery je heteroskedasticky, tj. méni se s vysvétlujici proménnou x;.
Upravou rovnice (2.51]) dostavame

VaI'(YHXi = .TZ> = O'%.T? —+ O'g(l — .Ti)2 —+ 0'102372‘(1 — .TZ>
= crg + (2010 — 203)@ + (crf + crg — 2010):10?. (2.53)

Misto parametru o9 budeme pii zapisu parametri pouzivat korelacni koeficient
p = 22 Mame zde pétici parametru modelu, které si spole¢né oznac¢ime jakozto
0100 )
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U = (B, B 01,00, p)'. Atkoli toto nejsou parametry naseho hlavniho z4jmu, ma-
ji p¥imou interpretaci jakozto charakteristiky rozdéleni 3} a 8°. BohuZel se para-
metry ¥ tézko primo upotiebi v pocetni ¢asti. Problém tkvi v tom, zZe odhady pa-
rametri ¥ mohou byt urcéeny pouze implicitné, kdezto my potiebujeme explicitni
vzorec. Uvazujme proto alternativni vektor parametri W = (B!, B°, &1, &, j)'.
Tento vektor odpovida parametriim dvourozmérného normalniho rozdéleni N(¥).
Neni zde 7adné useknuti a tudiz B = (B!, B°)" neni omezen intervalem [0, 1],
tak jako tomu je u (2.48).

Abychom vytvofili hustotu pozadovaného useknutého dvourozmérného nor-
mélntho rozdéleni pro 8} a 52, musime provést dvé operace na nasi zatim neu-
seknuté hustoté normalniho rozdéleni. Prvni z nich je vynulovani hustoty mimo
¢tverec [0,1]? na nulu a druhym krokem je preskdlovani hustoty tak, aby byla
opét hustotou. Dostavame tak nésledujici prepis hustoty rozdéleni TN jako

frn (B, BB, %) = fx (8}, 80D 2>w (2.54)
117 ’ 1M 9 R(%’i)’ .
kde .
B3 — 1 30195, $)dgd3°
R(B, ) = /0 /0 (8L, BB, £)d5 s,

1 pokud (8}, 8%) € [0,1]?
(8}, 87) =
0 jinak
a fx(+) je hustota dvourozmérného normalniho rozdéleni. Pro parametrizaci ¥
budeme pouzivat znaceni
B; ~ TN(B, ). (2.55)
Vektory ¥ a ] nejsou obecné shodné, ale v piipadé, kdy R(%, i) je blizko
jedné, jsou jednotlivé parametry numericky blizko. K tomu dochézi napiiklad
tehdy, kdyz B! = B9 = 0,5 a jednotlivé rozptyly jsou dostatetné malé. Presny
vztah mezi U a U nelze jednoduse analyticky vyjadrit, ale lze jej urcit pomoci

simulaci. Néasledujici tvrzeni, které ¢erpa z [22], dava alespon zakladni vztah mezi
B aWw.

Tvrzeni 2.11. Necht B; je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim (255), resp. pii al-
ternationim znaceni s rozdelenim (248)). Vztah mezi parametry B a B je ddin
ndsledugicim predpisem

BT =B/ + 6;1(f1(0) — f1(1)) + G0(fo(0) — fo(1)), J=0,1,
kde f;(x) je margindlni hustota veliciny Bij a 01 je prislusnd burnika matice 3.

Diikaz. Dikaz je veden pfes momentovou vytvorujici funkci, které je v ptripadé
TN tvaru

m(t) = E(et/ﬂ’)
— /let'waN(ac)da;

0
1 o

! 1 o e g
— _ — / exp {—— [(:1: —B)'Y 1(:1/; — ) — 2t'w} } dx,
2m|%|Y2R(B, %) J o 2

(2.56)
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kde t = (t1,1)", ¢ = (z1,70)" a ftl) je dvojny integral.
Predpokladejme nejprve, ze B = 0. Exponent uvniti integralu upravime do
tvaru
1, ,¢ 1 VR | o
S5t — 2 [(m—Zt)E (:1:—215)] ,

Ozna¢me si T = %t'it a

1 1-3t 1 o1
D = . o / exp {——:I:’E :1;} de.
2|2 V2R(B, %) ) —s 2

Dostavame tak novy zapis pro momentovou vytvorujici funkci jako

m(t) = e’ @, (2.57)

Nyni budeme derivovat vyraz (2.57) podle ¢;, kde j = 1,0.

om(t) 0Py DeT
= b, —. 2.58
a, o, Vv (2.58)
Jednotlivé vyrazy se dale daji prepsat do tvaru
el . .
W = €T<O'j1t1 + UjOtO) (259)
j
a
0dy, o (% [h
= — dx,d
at] at] /a8 /aI fTN L1040
= gu(fila)) = f1(b1)) + Gj0(f1(ag) — fi(bp)), (2.60)

kde CL; = —<5'j1t1 +5'j0t0) a b}k =1- (éjltl —|—5'j0t0) pro j = 0, 1la

b

fi(z) = ) frn(z,y)dy,

Ao

analogicky pro fo(x).

Pro t = 0 mame a* = 0 a b* = 1. Tudiz f;(x) je marginalni hustota jedné
z veli¢in vektoru 8. Z (Z58)), (2.59) a (260) dostavame prvni moment rozdéleni
TN jako

£(5) = 2 w0 = 5 (£1(0) = A1) + 5 (£l0) = fo1).

Je-li B #£ 0, stadi si uvédomit, Ze E(B; + %) —EB; +B.

Je dobra si uvédomit, ze TN* a TN jsou dva rizné zapisy téhoz a jelikoz plati,
ze B = E 3;, je tvrzeni dokazano. O

Nyni si definujeme specialni popisné vlastnosti pro veli¢iny pochazejici z usek-
nutého rozdéleni. Upravenou stredni hodnotou nadhodné veli¢iny, kterd mé useknu-
té rozdéleni, budeme chapat stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny, kterd mé puvodni
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neuseknuté rozdeéleni, tyto rozdéleni se tak lisi pouze v useknuti. Tuto nepravou
stfedni hodnotu budeme znacit E() Dale upravenym rozptylem nahodné velici-
ny budeme rozumét rozptyl ndhodné veli¢iny, kterd pochazi z puvodniho neu-
seknutého rozdelem znaéit ho budeme jako var(-fl. Tudiz plati, ze EB! = B!
a var(8l) = &2 V situaci, kdy je toto useknuti malé, plati, ze E(-) = E(-)
a var(-) = var(+).

Paralelné k (2.52) a (2Z.53) dostavame, Ze

E(Yi|z;) = i = Bla; + B°(1 — ;) (2.61)
a
var(Yilz;) = of
= c“r%xz +62(1 — ) + 51022 (1 — 35)
= 03+ (2610 — 263)x7 + (67 + G55 — 261077 (2.62)

Parametry y; a o2 maji v p¥padé nizkého stupné useknuti (tj. R(B,3) je blizko
jedné) vyznam podminéné st¥edni hodnoty a podminéného rozptylu. Je-li viak
useknuti silnéjsi, pak tato interpretace je nespravna.

Nyni ponechme stranou fakt, ze nezname hodnoty parametri U a snazme
se urcit rozdéleni parametri zdjmu 3! a (2. De facto sta¢i uréit pouze jeden
z dvojice, nebot druhy vyplyne 7 tautologie (2:47)). Zajima nas tudiz pouze hustota
F(BYT;, ¥). Tvar této hustoty nam davé nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.12. Za platnosti piedpokladi (1)-(3) md nezndmy parametr 3}
pro x; > 0 ndsledugici podminénou hustotu

2
Ly ) = 1Y g2 Y
f(Bi1Yi, ¥) fTN(5|% 0%01 U@z)

(2

2 1
N 1 i ,  wi) 1(5; |Y)
- fN( |% 0361701 0_22) S(% )7 (263)
kde
wi = olx;+oiy(l — ), (2.64)
6 = Y;— By, —B1—u1;) (2.65)

a o? je definovdna rovnici (2.62). Ddle pak

1 pokud B} € [max (O, #) , min (17 %)}

1(8;1Y;) =
0 jinak
a
oo min(l,%) 2
S(B,3) :/ Iy (5 B!+ e 07 — —;) dgt. (2.66)
max(O w> 0; g;

"Pro leps&i pochopeni uvazujme ptepis (2.54). Nahodna veli¢ina s hustotou frx (5}, ﬁ?|%, 2)
ziskang pomoci (Z54) z hustoty fx (8L, 3|8, X)) bude mit upravenou stiedni hodnotu rov-
nu stiedni hodnoté ndhodné veli¢iny s hustotou pravé fon( },ﬂ?|%,i). To samé plati pro
upraveny rozptyl.

35



Driikaz. Pro dikaz vyuzijeme vlastnosti normalniho rozdéleni. Vychazime z rozdeé-
leni hledanych parametri 3}, 32 dle (Z.48). Pro jednoduchost nebudeme uvazovat
useknuté dvourozmérné normalni rozdéleni, nybrz neuseknuté normélni rozdéleni.
Z (2.47) plyne, ze Y; je linearni kombinaci 3}, 8} a tudiz i Y;, 37 maji dvouroz-
mérné norméalni rozdéleni. Stiedni hodnota a rozptyl 3} je B! | resp. o7. St¥edni
hodnotu a rozptyl Y; uré¢ime z (2.47), tedy
E}Q:ui:%lazi—l—%o(l—azi), var(Y;) = o7

77

(2.67)

definovaného v rovnici (2.:62)). Kovariance Y; a 3! je rovna w;.
Nyni staci spoc¢itat podminéné rozdéleni 3} pii V;, které je také normalnim
rozdélenim se stfedni hodnotou

var(3})

(A1) = BB+ con(3 Y0 [T

(Y —EY)
o Wi
== %l -+ —in,
0;
a rozptylem

1 — corr(B},Y;)?)

7))

var(B}|Y;) = var(s})
— Y (2.68)

—

Useknutim hustoty parametru 3! pomoci 1(3}|Y;) a tpravou zpét na hustotu
pomoci S(B, ) dostavame (2.63)).
U

Jakmile je rozdéleni veli¢iny 3! zndmé, spocitané, resp. odhadnuté a mame
odhad tohoto parametru, respektive jeho podminénou stiedni hodnotu, pak mii-
zeme dopo¢ist odhad 8? primo z identity

Yi—Bil%'
1—l‘i )

B = (2.69)
Tento postup je mozné i otocit a nejprve odhadnout 3P na zakladé stiedni hod-
noty aposteriorniho rozdéleni. Ac¢koli tento model obsahuje pouze pét parametri

U, odhadneme diky nému vSech 2m parametri 8} a 8, kde i = 1,...,m.

Pro odhad neznamych péti parametru ] pouzijeme odhad metodou maxi-
malni vérohodnosti. Cela myslenka tohoto odhadu je zalozena na informacich
z agregovanych dat o parametrech zijmu (] a 3 spolu s predpoklady modelu
(1)-(3).

Pojmem heterogenni soubor chapeme soubor, pro ktery je hodnota z; v inter-
valu (0,1). Jinak mluvime o homogennich souborech.
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Tvrzeni 2.13. Za predpokladu (1)-(3) pro heterogenni soubory je vérohodnostni
funkce L(V|y) tvaru

L|(Ye,. -, Y)) o [ FVGID)

Z‘ie(O,l)
S(B,%
=[] ~AMilw.o )(72) (2.70)
z;€(0,1) R(%’ )
kde p; a o? jsou definované dle (Z61) a ([Z62), ddle
re.$) = [ [ et i asas (.11)

min 1,%
S(B, %) = / ()

max(O,iyii(xl;Ii) )

2
fv (6 B! + U—el,al — —;) dgt. (2.72)

7

Diikaz. Vychézime ze vztahu G?E_ZI) ktery pouzijeme do (Z54). Plati, ze podmi-
néné sdruzené rozdéleni dvojice (3!,Y;) je opét useknuté dvourozmérné normalni
rozdéleni s hustotou tvaru

S 'IY;‘ Y 9 Wi
s v = 2 (i st ot o) e

kde 1(Y;) je rovno jedné v piipadé, ze Y; € [0, 1] a nula jinak. Déle

1 pokud 3! € [max <O, w> , min <17 %)]7

1(B|Y:) =
0 jinak.

Nosi¢em hustoty je nyni kosoctverec. Parametry u;, o; a w; jsou definované

v (261), (262) a ([2.64). Z véty o podminéné hustoté (viz Andél [2] strana 56)
dostavame vyjadieni

1(Y3) 9 ) W
F(BLY;|¥) o mfN (Yilpi, o) x fx (5 |53+—€z,01 02) 1(8}|Y7).

Dal$im krokem je integrace pies (3}, diky ¢emuz pak dostédvdme pozadovany tvar

min(1,£>
Z4

FY0,0<2 <1) o /

YD) v o215 $
R(%’i)fN(YHNH z)S<%72)7

kde S(B, %) je definované v (2.66). O

Podil S(B,X)/R(B, 2) je tim, ¢im se lisi tento maximalné vérohodny odhad
od maximalné vérohodného odhadu normalniho rozdéleni. Pouze v ptipadé, kdy
nenf rozdéleni 8} a 2 silné omezeno oseknutim na jednotkovy &tverec, je tento
podil blizko jedné a miize byti ignorovan.
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Poznamka 2.14. Pro homogenni soubory ¢ také potfebujeme marginalni hustotu
Y; z 2713). Pokud z; = 1, potom Y; = 3}, resp. pokud z; = 0, potom Y; = 7.
Pro x; = 1 tak dostavame

1
Ji = 1) = / Fon(Ye, )5y

- R(%,i)fN(YH%’ 1)

1 . ué- g 5 5
X / N (50\%0 + p6—?(Yi — B, 55(1 - p2)) dg’.
0
Analogicky pro pripad z; = 0 plati

FYi = 0) = /O Fon((8", Vi 0)dB,
1

_ YD) 0 2
- R(%,i)fl\l(}ﬂ% ’00)

1 o
< [ s (91 g2 - Bt - ) ) a5t
0 0

Vzhledem k tomu, Ze homogenni soubory urci jeden z odhadovanych parame-
tri 8} a (Y jednozna¢né, nebot v piipadé, Ze x; = 0, je prirozenym odhadem
B2 hodnota Y;. Pak pro dany parametr neni zapotiebi odhadovat jeho hustotu.
Homogenni soubory jsou nicméné velmi uzitecné pii urceni useknutého dvou-
rozmérného norméalniho rozdéleni, které mize byt pouzito ke zpresnéni odhadi
hustot heterogennich soubort.

Pro usnadnéni maximalizace vérohodnostni funkce je nejlepsim reSenim pra-
covat s parametry, které maji rozdéleni podobné norméalnimu rozdéleni. Mluvime
zde o parametrech modelu a jejich apriornich hustotach normalniho rozdéleni.
Tato tprava dile pomahé predejit numerickym komplikacim pifi vypoctu (271]).
Vérohodnostni funkce je invariantni vici reparametrizaci, tudiz tato zména ne-
zpusobi zménu polohy maxima. Provedeme néasledujici transformace parametrii:

Bl — 05
¢ = oo
52 +0,25
B0 — 0,5
P2 = S aor
o5+ 0,25
¢y = lIn(ay)
145
b5 = 0,51n( *’i),
1—p

kde ¢5 je Fisherova Z transformace. Oznac¢me si nyni tuto jiz tfeti parametrizaci
jako ® = (¢1, @2, @3, P4, ¢5)". Nutno podotknout, ze zadna ze zminénych parame-
trizaci neni pfedmétem naseho zajmu. V praxi jsou parametry ® pocitany (od-
hadovdny) jako prvni, z nich jsou inverzni operaci k (2.75)) dopocteny parametry
v,
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Poznamka 2.15. Pro usnadnéni vypocti zvolime vhodné apriorni rozdéleni ¢s,
¢4 a ¢5. Jelikoz mame mnozstvi informaci pfimo v datech, apriorni rozdéleni pro
¢1 a ¢9 nejsou volena krom ptipadu, kdy méame néjakou dodate¢nou externi in-
formaci. Jelikoz 8} a ? jsou omezené intervalem (0, 1), rozptyly &, a &y jsou
pouze vyjime¢né vétsi nez 0,5. Proto pouzijeme dle [18] apriorni half-normal roz-
délenid pro &, a dy s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem rovnym 0,5. Nejméné
informaci mame o parametru ¢5. Nicméné jako vhodné apriorni rozdéleni se jevi
normalni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 0,25.

Vérohodnostni funkce (270) (z Bayesova pohledu aposteriorni rozdéleni) je
pouzita ke shrnuti veskerych informaci, které mame o parametrech ®. Abychom
tohoto dosahli, maximalizujeme vérohodnostni funkci a ziskime odhad P s pii-
slusnou rozptylovou matici V(é) Jednou moznosti, jak shrnout znalosti o P,
je pomoci norméalniho rozdéleni. Diky reparametrizaci parametru ¥ na &, kterou
jsme pouzili za ucelem ziskani odhadu, mizeme uvazovat o jejich normalité. Proto
pouzijeme aproximaci normélnim rozdélenim

~

o ~N (@),V(@))) . (2.75)

S rostoucim po¢tem opakovani bude & konvergovat ke konstanté a odhadnuty roz-
ptyl V(é) bude konvergovat k nule. Jelikoz je aposteriorni rozdéleni z centralni
limitni véty asymptoticky normélni, je tato aproximace vhodna. Ptipadné pro-
blémy s nenormalitou vytesime pomoci importance sampling algoritmu. Detailni
popis importance sampling algoritmu je mozné nalézt v [I1].

Dalsi postup nyni shrneme do nékolika bodi. Vysledkem bude ziskdni odhadu
B! na zakladé aposteriorniho rozdéleni (3!|Y;) za dany soubor i.

1. Vygenerujeme si ndhodny vektor ® 7 rozdéleni, které je dano rovnici 25,
kde @ je bodovy odhad parametru @, ktery maximalizuje vérohodnostni
funkci (Z70) a V(P) je odhad jeho rozptylové matice.

2. Reparametrizujeme & pomoci [275). Ziskdme tak odhad parametri W, kte-

ré oznac¢ime jako 0.
3. Provedeme importance sampling, jehoz dusledek bude zlepSeni normality.

(a) Spocteme vyznamovy pomér (importance ratio), coz je podil hodnoty
vérohodnostni funkce L(¥|y) v bodé ¥ a hodnoty hustoty normalni
aproximace fx(®, V(®)) opét v bods W,

(b) Akceptujeme U s pravdépodobnosti, ktera odpovida vyznamovému po-
méru. To muzeme provést pomoci vygenerovani ¢isla r z rovnomérného
rozdéleni na intervalu [0,1], které porovname se sledovanym vyznamo-
vym pomérem. Pokud je vygenerované cislo r vySsSi nez nas pomér,
vracime se do kroku 1.

4. Dopocitame odhady parametri o7, w; a ¢; pomoci ([Z62), ([2.64), (2.63) a
odhadu .

8 Toto rozdéleni vznika aplikaci absolutni hodnoty na veli¢inu majici normalni rozdéleni.
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5. Vlozime ¥ do podminéné aposteriorni hustoty veli¢iny 32, tj. f(BHY;, \il)

i
dle rovnice (2Z.63)). Z tohoto aposteriorniho rozdéleni nahodné vygenerujeme
odhad 3}

6. Kroky 1 az 5 provadime, dokud nebudeme mit pozadovanych K hodnot
B} pro kazdy soubor i. King [18] udévé hodnotu K = 100, nicméné zalezi
na uzivateli, jak jemny odhad aposteriorni hustoty parametru 3} chce ziskat.

7. Bodovy odhad veli¢iny 3! ziskdme jako

T f: L)
K k=1

kde 3™ je k-t4 simulace veli¢iny 3! z kroku 4. Odhad smérodatné odchylky
ziskame jako

K
SE(B) = | S — e
k=1

Upftednostnujeme intervalovy odhad, ktery konstruujeme tak, ze pouziva-
me vybérové kvantily nasimulovanych hodnot Bll *) Nemusf nés tak trapit
piipadnéa Sikmost odhadnutého aposteriorniho rozdéleni, ktera by mohla
zpusobit, ze bodovy odhad neni uprostied intervalového odhadu

8. Odhady velitiny 8° ziskame pomoci 3% a identity (Z59).
9. Odhady celosouborovych parametri 3! a 3° ziskame jako

K m A1k
1D ks 2oity B .
K D ey i ’

m ~0(k
BO _ i Zszl Zni=1 ni(1 — 1’@')@( ).

Jednotlivé MCMC metody pouzivané v této kapitole jsou piehledné zpraco-
vany napiiklad v [6], [33], nebo [TT].

Cely algoritmus je naprogramovén v programu R, [29] a to v knihovné EI, ktera
je ke stazeni na adrese http://gking.harvard.edu/eiR.

.

(2.76)

(2.77)
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2.16 Hierarchické modely

Tato kapitola vychazi z [19], kap. 1, a diskuzi nad timto modelem v [34] a [36].

Méjme za tkol urcit hustotu neznamého rozdéleni, jimz se ridi nahodny vek-
tor Y. Tuto hustotu si ozna¢me jako p(y|f), kde 0 je neznamy parametr, resp.
vektor parametru. Tato hustota vSak mize byt velice obtizné parametrizovana.
Hierarchické modely pfistupuji ke konstrukei hustoty p(y|f) v nékolika separat-
nich krocich. Jako priklad si muzeme predstavit, ze mame podminénou hustotu
p1(y|B), jiz se ¥idi Y|5. Dale uvazujme, ze § neni konstantni parametr, ale ma
rozdéleni s hustotou po(/3]6). Pozadovanou hustotu p(y|@) pak dostavame jako
kombinaci hustot pi(y|3) a p2(5]0), respektive

pylo) = / " wlB)pa(B16)dB. (2.78)

[e.e]

Tato myslenka je uz dlouhou dobu zndmé, avsak donedavna bylo spocteni inte-
gralu v (Z78)) obtizné. V dnesni dobé to neni problém a to diky simulaci Monte
Carlo. K urceni hustoty p(y|0) staci vygenerovat hodnotu 5 z rozdéleni s husto-
tou po(5|0), nasledné ndhodné vygenerujeme hodnotu § z rozdéleni s hustotou
1 (y| B) Histogram takto vygenerovanych hodnot ¢ pak velice dobie odhaduje
hustotu p(y|0).

2.16.1 Beta-binomicky model

V prvni fazi predpokladame, 7e Y;, se ¥idi binomickym rozdélenim Bi(n;, p;),
kde p; = BlZTie + (1 — Z;)?, kde pro tento moment povazujeme parametry (3}
a 82 za konstantni. Vérohodnostni funkce tohoto rozdéleni pro i-ty soubor pii
pevném Y, je tvaru

P(BL, B Yies 1) o (B Zie + (1 — T10) 37) 0 (1 — Bl Tie — (1 — Z30) )" 1. (2.79)

Maximélng vérohodnym odhadem dvojice parametri 3!, 3 pro i-ty soubor je
bod lezici na tisecce v jednotkovém ctverci, kterd je definovand vztahem

B = (lg:p)_(lfx)ﬁll

V druhé fazi modelu piedpokladdme, 7e se parametr (! ¥idi beta rozdélenim
B(cy,dy), kde ¢;,d; > 0. Parametr 5 modelujeme pomoci beta rozdéleni
B(co, dp), kde cg, dy > 0. Diky tomuto pedpokladu bude vzdy platit, ze 3! € [0, 1]
s pravdépodobnosti jedna, obdobné pro 3. Toto je zména oproti Kingovu pied-
pokladu (1) z predchéazejici kapitoly o modelaci ndhodného vektoru 3; pomoci
useknutého dvourozmérného normalniho rozdéleni (248)), tj. unimodalniho rozdé-
leni. Navic predpokladdme apriorni nezavislost parametrii zajmu 3} a 8. Za uziti
Gibbsova algoritmu se v8ak pozdgji ukdze aposteriorni zévislost parametra 3! a
.

Ve tieti a posledni fazi predpokladame, 7ze se neznamé parametry cq, di, ¢
a dp Tidi exponencidlnim rozdélenim Ex(\) se stfedni hodnotou 1/A. King v [19]
voli tuto stfedni hodnotu rovnu 2.
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Dle Bayesovy véty, viz [15], je aposteriorni rozdéleni, az na normovaci kon-
stantu, rovno souc¢inu vérohodnostni funkce a apriorni hustoty. Tudiz dostavame

m(B}, 87, c1, dy, co, do|data)
o f(data|(},8)),i=1,...,m)
Xf((ﬁzl’ﬁzo)al — ]-, P ,m|Cl’d1’CO’dO) X ﬂ-(Cl)dl,CO,dO)

- H(ﬁ-%@-. (1= 70) B0V (1 = Bl — (1= T) B0) Ve

Cl"‘dl c1—1 d11 CO+d0 0\co—1 0\do—1
HF BT (1 -8 HF SICA U VA

X exp(—)\cl) X exp(—)\dl) X exp(—)\co) X eXp(—)\do),

kde f(-]-) jsou jednotlivé podminéné hustoty z prvni az tieti faze, =(-) je apriorni
rozdélen{ a daty oznacujeme pozorovani {(Yie, Zie,n;)';i = 1,...,m}. Marginaln{
hustoty aposteriorniho rozdéleni ziskime pomoci Gibbsova algoritmu. Abychom
mohli pouzit Gibbsuv algoritmus, je zapotiebi si vyjadiit podminéné hustoty
kazdého nezndmého parametru vuci ostatnim parametrium.

FBI1BY erydi) o (BiTie + (1= T3a) 7)™ (1 = BiTia — (1 — Z3a) 7)™ 770
x(Bh A= BHm

F(BI1Bi cosdo) o (BiTia + (1= Tia) B)) " (1 — B Tia — (1 — Tya) B))" 77
< (B0~ 1= B,

f(cl‘@.l,izl,...,m,dl) x (%) exp{(Zlog@l—)\>cl}7

fldy|pli=1,...,mec) o (%) exp{ Zlog(l—ﬁil)—)\>d1}a

f(00‘6?7i:17"'7m7d0) X (%) eXp{(ZlOgﬁ?-A) 60}7

fldolBYi=1,...,m,co) o (F(?)(%Odo exp{ ilog 1- 3 — ) }

=1

Nyni pouZijeme Metropolisiv algoritmus (viz [6]) pro ziskani hodnot z poza-
dovanych rozdéleni. Gibbsiiv algoritmus nelze pouzit vzhledem k nestandardnim
hustotdm jednotlivych parametri. Pro parametry ¢y, dq, ¢g a dg ziskdme kandi-
datni hodnotu pro dalsiho bod v ramci Metropolisova fetézce pomoci normélniho
rozdéleni se stfedni hodnotou v aktualnim bodé a s dostatecné velkym rozpty-
lem. Pro parametry 3} a 3 pouZijeme pro pohyb v fetézci rovnomérné rozdéleni.
Potiebnou teorii k MCMC metodam je mozné nalézt v [33].
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2.16.2 Alternativni hierarchické modely

Volba rozdéleni parametru 3, jako beta rozdéleni z kapitoly 2.16. TIneni jedinou
moznou. V [20], kap. 1, je popsano pouziti beta-binomického modelu na datech
skladajicich se z volebnich obvodii, kde zkoumame zavislost prevazné politického
nazoru, tj. volby parlamentni strany, na barvé pleti. Nicméné v epidemiologii se
muzeme setkat naptiklad s Poissonovym rozdélenim v ptipadé zkoumani vzacnych
jeva (viz [34]). Predpokladame, 7e pozorujeme vzacnou neinfekéni nemoc, jejiz
vyskyt modelujeme jako

n{|uj,5,~ NPO(IgeXp([Lj+5i)), j=0,1, i1=1,...,m,

kde 29 = n;—x; a x} = x;4 (viz tabulka2.2)). 2} znaci pocet osob, jez byly v daném
1-tém souboru vystaveny nemoci. Veli¢ina nf odpovida znaceni dle tabulky 2.1] a
pro 7 = 1 znaci pocet nemocnych, ktefi byli vystaveni nemoci v i-tém souboru.
Parametry modelu p; a d; jsou nezndmé. Parametru v = p; — po fikdme log-
relativni riziko. Predpokladame, 7ze v je konstantni pro vSechny soubory. S timto
parametrem se mizeme setkat také napiiklad v [2I]. Agregaci ziskame

}7i0|ﬂ0a v,8; ~ Po(n;exp(po + 6;){(1 — Tie) + Tie exp(v) }), 1=1,...,m,

kde pro uptesnéni z;, znaci podil osob, jez byly vystaveny nemoci.

Dalsi mozné pristupy nalezneme v [I7]. Necht plati predpoklad o nekorelova-
nosti B; a x; dle (223) a (2.24). Potom modelujeme veli¢inu 3} = (8}*, %) =
(logit(8}), logit(67))" jako

Bilum, X ~ N(p, X),

kde u je vektor populacnich priméri a 3 je pozitivné definitni rozptylova matice.
Parametry g a 3 miuzeme déle modelovat pomoci

)
px ~N (uo, —2)) : 3 ~ InvWish (v, Sy 1),
7o

kde p, je vektor apriorni stiedni hodnoty, 7y je skalar, 1 je apriorni pocet stup-
ni volnosti inverzniho Wishartova rozdéleni, které je mnohorozmérnou obdobou
chi-kvadrat rozdéleni. Déle pak Sy je pozitivné definitni apriorni matice. Tyto
parametry nastavime podle dostupnych informaci. Pokud zadné dostupné infor-
mace nemame, doporucuje se volit gy = 0, Sy = 1015, kde I je jednotkova matice
dimenze 2. Dale pak 7 = 2 a vy = 4.

Toto rozdéleni je mozné nalézt i v [3I], prehlednéji pak v [35] a [36]. Dalsi
moznosti volby je naptiklad apriorni Dirichletiv proces, ktery je pouzit v [17].
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3. Aplikace

3.1 Simulace

Nez prikro¢ime k aplikaci na redlnych datech, zkusime ovétit kvalitu odhadu
jednotlivych popsanych modelii na tfech typech simulovanych dat, kde budeme
mit moZnost porovnat pozorované vychyleni odhadi parametri 5} a 52 a odmoc-
ninovou stiedni ¢tvercovou chybu RMSE.

V této kapitole budeme pouzivat zjednodusené znaceni y; a z;.

Pouzijeme realna data analyzovana Kingem [I8], kap. 10. Tato data jsou sou-
¢asti knihovny Bl] v softwaru R [29]. Data obsahuji pozorované podily registrova-
nych voli¢l, podily ob¢ani tmavé pleti a pocty jedincu v jednotlivych spravnich
obvodech (souborech) za staty Florida, Louisiana, Severni Karolina a Jizni Karo-
lina. Celkem mame 268 pozorovani. Z téchto dat pouzijeme pouze podily ob¢ant
tmavé pleti, které si ozna¢ime jako x; a pocty jedinci n;.

K simulaci riznych nastaveni pravdépodobnosti 8} a 5? pro jednotlivé spravni
obvody pouzijeme generator normalniho rozdéleni.

e Simulace I. Generujeme vektory (5}, 5?) jako nezévislé realizace z dvou-
rozmérného norméalniho rozdéleni N(p, 3), kde

(07 ¥ _ 0,020 0,005
H=\o3)’ — 0,005 0,020 )
pficem# hodnoty mimo interval [0, 1]? upravime na nejblizsi hodnotu tohoto

intervalu. Pozorované priméry B} a BY nejsou v tomto piipadé vzdaleny
od uvazované stiedni hodnoty.

e Simulace II. Generujeme 3! a Y jako nezévislé realizace ze smési dvou
dvourozmeérnych norméalnich rozdéleni s pravdépodobnosti 0,4, ze realizace
pochéazi z rozdéleni z predchozi simulace a s pravdépodobnosti 0,6, Ze reali-
zace pochazi z dvourozmérného norméalniho rozdéleni s vektorem stiednich
hodnot (0,2, 0,8)’, rozptyly (0,015,0,010)" a nulovou kovarianci. Pozorované
priméry 3 a 3Y vychézi 0,4, resp. 0,6.

e Simulace III. Generujeme (3 a 3} jako realizace pochézejici z dvouroz-
mérného normélniho rozdéleni s vektorem stifednich hodnot

(0,7 +0,8(z; — 7),0,3 + 0,5(z; — 7))’

a rozptylovou matici stejnou jako v simulaci I. Pozorované priméry 3! a /37
vychézi 0,6, resp. 0,4. Oproti predchozim pfipadium je zde znac¢né korelace
mezi 3} a x;, resp. 3 a x;, konkrétné (0,7,0,3)’.

'URL: http://gking.harvard.edu/eiR

2 Alternativnim postupem k ziskan{ parametri 8} a 5 by bylo generovani (3}*, 39*)’ z dvou-
rozmérného normélniho rozdéleni s neomezenymi parametry, na tyto hodnoty nasledné apliku-
jeme logistickou funkci.
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7, takto ziskanych pravdépodobnosti volebni tcasti pro obcéany tmavé pleti
a pro ostatni ziskime pomoci vztahu (23] veli¢inu y;. Dale budeme povazovat
Vi, T; a n; za znamé a budeme odhadovat parametry 3! a 3. Oznac¢me si je-
jich odhady jako b} a Y. Pro jednotlivé odhady definujeme pozorované vychy-
leni jako Bias’ = %Z?Zl(bf — ), j = 0,1, kde n = 268 je polet pozorové-
ni a Bij jsou nami nasimulované hodnoty. Obdobné pak definujeme RMSE jako
RMSE/ = /L0, (0 = )%, j = 0.1.

Obrazek B.1] znazoriuje pozorované hodnoty y; a x; pro simulace I-I1I. Pev-
nymi ¢arami je navic zobrazeno prvnich 20 regresnich p¥imek, které jsou platné
pro jednotlivé spravni obvody. Na prvni pohled vidime, zZe simulaci II netvori jed-
na sada pozorovani. Lépe je tento problém vidét na obrazku Zde jsou patrné
dvé oblasti s vyssi hustotou priseciku tomografickych linek, danymi ze vztahu
(23)). Jak King [18] udava, lze na zékladé hustoty priise¢iku a vhodného jadrove-
ho odhadu vytvorit odhad sdruzené hustoty odhadovanych parametri 35} a 2.

7 obr. lze krom zjevného poruseni predpokladu o unimodélnim rozdéle-
ni pro Kingiiv model vy¢ist i piipadné poruseni predpokladu o nezavislosti 3}
a x;, resp. 3Y a x;, které je v pripadné modifikované verzi velice dilezité zejména
pro Goodmanuv model. Pokud je predpoklad nezéavislosti porusen, pak oblast,
kde se tomografické primky budou nejvice protinat, bude lezet mimo interval
[0, 1]2.

Pro jednotlivé simulace odhadneme parametry 8! a 3 pomoci Goodmanova
modelu z kap. 2.2.11 Déle pak pouzijeme prostiedky intervalu z kap. 2.7 Z nésle-
dujici kapitoly 2.8 pouzijeme zakladni neighbourhood model a jeho zobecnénou
variantu, theta model s parametrem o = 0,05. Dale pouzijeme Kingtiv model,
kap. 2.10] ktery je k dispozici v rdmci knihovny EI s vychozim nastavenim inicial-
nich hodnot a s nastavenim 100 000 iteraci, pificemz prvnich 50 000 odstranime.
Poslednim uvazovanym modelem je beta-binomicky model, kap. 2216.1], zprogra-
movany v knihovné EIPACK, opét nechdme inicialni hodnoty parametru, pouze
nastavime 100 OO(E iteraci, pri¢cemz prvnich 50 000 opét odstranime. Casové na-
ro¢nost je pii tomto poctu iteraci v fddu minut.

Vysledky pozorovanych vychyleni odhadi parametri 3! a ° pro jednotli-
vé predstavené modely jsou sepsany piehledné v tabulce Bl ze které je patrné,
ze pro Simulaci I, tj. v situaci, kdy neni porusen zadny piedpoklad modelu, nam
davaji parametrické odhady dobré vysledky. Metoda hranic je pro tato data nepo-
uzitelnd a to pro sviij prilis Siroky interval. Neighbourhood model i jeho zobecnéni
theta model nedévaji dobré vysledky, je to vSak v dusledku poruseni predpokladu
o nezavislosti y; na konkrétni hodnoté x;.

7 tab. dostavame informaci o velikosti chyby pro jednotlivé spravni obvo-
dy. Odhady celosouborovych parametri jsou v pripadé simulace II blize pravde,
ale pro odhady parametru v rdmci jednotlivych souborii je situace oproti simu-
laci I opacna. To je dano tim, 7ze data jsou tvorena pomoci smési dvou modeli,
takze v pruméru jsou odhady piesné, ale pro jednotliva pozorovani toto neplati.
Velice dobte si pro tento typ dat vedou neighbourhood model a theta model,
pii bliznim pohledu na prostiedni obrazek B.1], je patrné, Ze y; nezavisi na x;, coz
je predpoklad téchto dvou modeli.

3P¥i desetinovém poctu iteraci beta-binomicky model nedava zdaleka tak dobré vysledky.
Kingav model dava i pii niz§im poctu iteraci podobné vysledky.
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Simulace ITI predstavuje nejzavaznéjsi poruseni piedpokladi vétsiny modeli.
Z tab Bl vyplyva, 7e Goodmaniv model naprosto selhava. Nejhute piekvapivé
nedopadé neighbourhood model, ktery pouziva jiny predpoklad, ktery je pii po-
hledu na B.1] porusen. Metoda hranic se jevi totozné napfi¢ riznymi nastavenimi,
nicméné nelze ¥ici, ze by odhady touto metodou byly pfesné. Sofistikované mode-
ly Kingtiv a beta-binomicky model podéavaji nejuspokojivéjsi vysledky z mnoziny
nami testovanych zpiisobit odhadi souborovych pravdépodobnosti 3% a Y.

Nyni provedeme opakovani generovani dat pro jednotlivé simulace I-TI1. Cel-
kem tak dostaneme 10 opakovani. Vysledky pozorovanych vychyleni pro jednot-
livé metody jsou zobrazeny na obrazcich B.3 a B.4l Je patrné, Ze pozorované
vychyleni muzeme pro jednotlivé modely povazovat za stabilni. Pro vyvoj RMSE
jsou zde obr. a 3.6l Jednotlivé modely i zde prokazuji stabilni chovani.

Simulace | Simulace Il Simulace IlI

Yi

Obrézek 3.1: Bodovy diagram simulaci I, II, III. Krouzky jsou znazornény pozo-
rované hodnoty y; a z;. Pevnymi ¢arami jsou znézornény regresni piimky prvnich
dvaceti soubort.

Simulace | Simulace Il Simulace Il

Obréazek 3.2: Tomogram simulaci I, TI, I11. Pevné ¢ary urcuji deterministicky
vztah parametri 3} a 37 uréeny rovnici (Z.3). Tec¢kami jsou oznaceny skutecné
hoduoty (87, 37
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Tabulka 3.1: Pozorované vychyleni odhadi parametri 3} a 3Y pro simulace I-T11
a jednotlivé modely.

Simulace 1 Simulace II Simulace III
Model

Bias' Bias’ Bias! Bias” Bias? Bias’
Goodmanuv —0,045 0,018 0,060 —0,030 0,332 —0,108
Metoda hranic  —0,210 0,085 0,077 —-0,026 —0,185 0,091
Neighbourhood —0,289 0,089 0,116 —0,009 —0,232 0,083
Theta —0,320 0,098 0,005 —0,026 —0,250 0,088
Kingiv —0,051 0,019 -0,023 0,015 0,105 —0,026
Beta-binomicky —0,032 0,011 —0,055 0,028 0,047 —0,013

Tabulka 3.2: Odmocninova stiedni ¢tvercova chyba RMSE odhadt parametri 3}
a 2 pro simulace I-III a jednotlivé modely.

Model Simulace [ Simulace I1 Simulace 111
RMSE! RMSE? RMSE! RMSE’ RMSE! RMSE’
Goodmanuv 0,151 0,133 0,291 0,282 0,373 0,190
Metoda hranic 0,248 0,121 0,298 0,144 0,234 0,130
Neighbourhood 0,323 0,160 0,308 0,281 0,288 0,177
Theta 0,351 0,165 0,285 0,282 0,302 0,179
Kingiv 0,134 0,060 0,254 0,140 0,172 0,056
Beta-binomicky 0,131 0,060 0,309 0,151 0,205 0,072
Simulace | Simulace Il Simulace lll
(=] ] (=] ] (=] _/_\—/_d\
~ °7 S R S R T P
gg:_-:_:.-_"_/:-_ @ ‘ 'l%g:_.k____‘______

1 2 3 45 6 7 8 9 10

Opakovani

1 2 3 45 6 7 8 9 10

Opakovani

1 2 3 45 6 7 8 910

Opakovani

— Goodmaniv
= = Metoda hranic -~

* Neighbourhood =— King
Theta

= == Beta—binomicky

Obrazek 3.3: Pozorované vychyleni odhadi parametru 8} p¥i opakovéani simulaci
pro simulace I-IIT a jednotlivé modely.
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Obrazek 3.4: Pozorované vychyleni odhadi parametru Y p¥i opakovén{ simulaci
pro simulace I-IIT a jednotlivé modely.

Simulace | Simulace Il Simulace Il
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—— Goodmaniiv e * Neighbourhood =— King
= = Metoda hranic ---- Theta « «= Beta-binomicky

Obrazek 3.5: Odmocninova stiedni ¢tvercova chyba odhadii parametru 3! pii
opakovani simulaci pro simulace I-III.

Simulace | Simulace Il Simulace Il
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Opakovani Opakovani Opakovani
—— Goodmaniiv e * Neighbourhood =— King
= = Metoda hranic ---- Theta « «= Beta-binomicky

Obrazek 3.6: Odmocninova stiedni ¢tvercova chyba odhadii parametru 3? pii
opakovani simulaci pro simulace I-III a jednotlivé modely.
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3.2 Aplikace na realnych datech

Studii ekologické regrese na redlnych datech provedeme na vztahu barvy ple-
ti a negramotnosti. Data byla pivodné publikovana jiz v [28]. Robinson zkou-
mal na téchto datech vztah mezi korela¢nim koeficientem pro neagregované data
a pro agregovana data. Analyzou dat dosel k zévéru, ze pravé toto je piipad, kdy
je patrné porusena zakladni podminka ekologické regrese a to nezavislost parame-
trit B} a 82 na vysvétlujici proménné. King [18] rozsitil pivodnich 48 pozorovani
na 1 040 a podrobné data zkoumal a testoval na nich presnost svého modelu, zde
oznaceného jako Kingiiv model. Datall obsahuji krom agregovanych proménnych
i skutetné hodnoty parametrii 3} a 3?. MiZeme tak porovnat pozorované vychy-
leni modelu, stejné jako v predchazejicim piikladu. Vzhledem k vétsimu mnozstvi
dat pouzijeme u itera¢nich metod 20 00 iteraci, pricemz prvnich 10 000 zahodi-
me. Tab. 3.3 sumarizuje pozorované odchylky jednotlivych odhadu od skuteénych
hodnot. Stejné jako v teoretickém piikladu i zde, dava nejpresnéjsi odhady Kin-
guv a beta-binomicky model. Obr. ([B.1) zobrazuje bodovy diagram jednotlivych
pozorovani spolu se standardnim odhadem metodou nejmensich ¢tvercu, ktery je
ekvivalentni Goodmanové modelu. Obr. (3:8) nam poskytuje tu samou informaci
vzhledem k parametrim zajmu 8} a 3?. Z obrazku je patrné solidni chovani dat
vuci predpokladiim Goodmanova modelu, jednotlivé ¢ary nemaji nejvyssi hustotu
mimo [0, 1]%.

Tabulka 3.3: Pozorované vychyleni, RMSE a MAE odhadt parametri 3} a (3?
pro jednotlivé modely.

Model Bias RMSE MAE
bt b0 bt b0 bt b0
Goodmaniv -0,072 0,016 0,128 0,059 0,104 0,040

Metoda hranic 0,022 -0,088 0,140 0,165 0,120 0,100
Neighbourhood 0,141 -0,093 0,151 0,128 0,141 0,093
Theta 0,080 -0,021 0,132 0,061 0,103 0,048
Kingiv —0,063 0,013 0,093 0,031 0,070 0,023
Beta-binomicky —0,054 0,009 0,091 0,030 0,066 0,023
Pozn: Stiedni absolutni chyba MAE je déna vztahem 7" [b) — 8| /n.

Obrazky 3.9 a nam davaji informaci o u¢innosti metody hranic pro dany
soubor dat. Na prvni pohled je patrné, 7ze metoda hranic dokdZe zmensit mozny
interval 3 na tietinu piivodni hodnoty a to pro vice jak polovinu pozorovani.
Jednotlivé ¢ary na obr. odpovidaji postaveni dvojice (z;,y;)" na obr. BI0l

Pro Kingtuv model ziskivame hned nékolik moznych vyslednych zobrazeni.
V prvni fadé to je obr. B.11l ktery zobrazuje odhadnutou aposteriorni hustotu
pro celosouborové pravdépodobnosti 3! a 8 pomoci Kingova modelu. Déle tu
mame[3.12] ktery ndm zobrazuje odhady parametri zajmu pro jednotlivé soubory.
Rozdil mezi Goodmanovym modelem a piistupem, ktery zvolil King, je vidét
na pasech spolehlivosti kolem regresni piimky (viz obr. B.1 a B.I3)).

Obrazky a popisuji odhady pomoci beta-binomického modelu. Roz-
loZeni jednotlivych odhadu (3!, 8?) se do zna¢né miry lisi od odhadii Kingova

“Data census 7z knihovny ECo. URL: http://imai.princeton.edu/software/eco.html
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modelu na obr. B.12, nicméné jak ukazuje tab. 3.3, neméa to negativni vliv na po-
zorované vychyleni a tento model na data sedi nejlépe ze vSech testovanych. Je
dobré si i presto poviimnout na obr. BIH, Ze hustota 3%, dostate¢né nepokryvé
skute¢nou hodnotu.

Skutecné rozlozeni parametrii zajmu jsou az na par odlehlych pozorovani kon-
centrované kolem hodnoty (0,7,0,9)" (viz obr. B16), coz odpovida odhadiam celo-
souborovych parametri 3! a 3° pro Kingfiv i beta-binomicky model.

Na tplny zavér poznamenejme, ze dobré vysledky hierarchickych modeli v tom-
to prikladé neznamenaji obecné dobré chovani pro jin& data, na druhou stranu,
jsou méné zavislé na porudeni predpokladu chovani pravdépodobnosti 3! a 3?
vuci vysvétlujici proménné x;.

Yi

T

Obréazek 3.7: Bodovy diagram pozorovanych hodnot a Goodmanuv odhad s 95%
pasem spolehlivosti.
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Obrazek 3.8: Tomogram moznych nastaveni odhadovanych parametri 3! a 7.
Bodovy odhad pomoci Goodmanova modelu je zobrazen koleckem.

0.0

T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Pozorovani Pozorovani

Obrazek 3.9: Horni a dolni hranice urcujici mnozinu moznych hodnot parametru
Bl a Y. Pozorovéani jsou sefazena podle délky intervalu.
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Obrazek 3.10: Alternativni pohled k uréeni délky intervalii pomoci metody hranic.
Obrazek vlevo udéva délky intervali parametru 3. Obrazek vpravo nam déavé
totéZ pro parametr 3.
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Obréazek 3.11: Kingovy odhady aposteriornich marginalnich hustot useknutého
normalniho rozdéleni. Cernou tseckou je znazornéna skute¢na hodnota odhado-
vaného parametru.
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Obrazek 3.12: Bodové odhady (3}, 5?)’ pro jednotliva pozorovani pomoci Kingova
modelu (svétlé body). Bodovy odhad celosouborového vektoru (5}, 5Y) (tmavy

bod).

Yi

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ly

Obrézek 3.13: Bodovy diagram pozorovanych hodnot a Kingtuv odhad regresniho
modelu s 80% pésem spolehlivosti.
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Obrazek 3.14: Bodové odhady (3}, 3°)" pro jednotliva pozorovani pomoci beta-
binomického modelu (svétlé body). Bodovy odhad celosouborového vektoru (5},

B2) (tmavy bod).
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1 0
650 650

Obrézek 3.15: Odhady aposteriornich marginalnich hustot 83, a 85, uréené pomoci
beta-binomického modelu pro padesaté pozorovani. Cernou tiseckou je znazornéna

skutend hodnota odhadovaného parametru 3, resp. 35.
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Obrazek 3.16: Skutecné hodnoty (3}, 5P
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Zaver

Ekologicka regrese je statistickd metoda, kdy pouzivime regresi na agrego-
vana data (typicky se jedn& o pruméry v ramci riznych geografickych oblasti)
a odhady takto ziskané interpretujeme jako vztahy na trovni neagregovanych
jednotek, jednotlivei. Po celou dobu, co se ekologicka regrese pouzivd, je znam
fakt, ze samotna regrese zavisi na riznych predpokladech, které jsou v praxi ne-
testovatelné diky ztraté informace v dusledku agregace. Cilem této prace bylo
predstavit jednotlivé pristupy k analyze téchto agregovanych dat, definovat mo-
dely a specifikovat podminky, za kterych tyto modely davaji rozumné odhady.

V teoretické ¢asti jsme rozkryli vznik vychyleni v disledku agregace dat a de-
finovali si postupy, jak se tohoto vychyleni odhalit a pripadné jak ho také odhad-
nout. Zavedli jsme nékolik modelii, které pracuji s ekologickymi daty. Za zminku
stoji zejména Goodmaniv model, jakozto zakladni p¥istup k odhadim neznamych
parametri v ekologické regresi. Dale jsme si piredstavili jeho zobecnéni a rozsi-
feni a dalsi pomocné vysvétlujici proménné. Prozkoumali jsme rizné alternativy
ke Goodmanové modelu, jako je naptiklad sousedsky model a metoda hranic.
Predstavili jsme hierarchické modely vyuzivajici bayesovsky ptistup k chovani
neznamych parametri a vyuzivajicich metody maximéalni vérohodnosti pro ur-
¢eni dodatec¢nych parametri modelu a MCMC metody pro odhady parametra
zajmu.

Jednotlivé modely jsme nasledné v praktické ¢éasti pouzili pro ziskani odha-
du pri riznych strukturach dat. Navzajem porovnali jejich efektivitu a stabilitu.
Veskeré znalosti jsme posléze pouzili pti odhadovani parametri chovani jednot-
livelt v rdmci agregovanych jednotek, tak k odhadnuti parametri urcujici chovani
pro celou populaci.

Dalsi moznosti, jak rozsitit tuto praci, je zobecnéni modelu binarnich promén-

nych na multinomické proménné, pripadné zaméreni se na analyzu dat v oblasti
epidemiologie.
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Prilohy

Piiloha 1. Soucasti prace je prilozené CD, které obsahuje vSechny zdrojové kody
z programu R pro jednotlivé piiklady a simulace. CD obsahuje soubory:

e data_census.RData je soubor podkladovych dat programu R pozivanych
v podkapitole 3.2

e data_matproii. RData je soubor podkladovych dat programu R pozivanych
v podkapitole 3.1

e kap 2 priklad.R je zdrojovy soubor z R pro piiklad z podkapitoly 2L

e kap 2 2 hranice.R je zdrojovy soubor z R pro tvorbu obrazku z podka-
pitoly 271

o kap 3 1 simulace.R je zdrojovy soubor z R pro simulaci dat a jejich od-
hadovani z podkapitoly 3.1l

o kap 3 1 simulace_ opakovani.R je zdrojovy soubor z R pro testovani sta-
bility v podkapitole Bl

e kap 3 2 realna_data.R je zdrojovy soubor z R pro analyzu dat z podka-
pitoly

e pouzite_ balicky.R je zdrojovy soubor z R s ptehledem pouzitych knihoven.
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