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ÚvodEkologi
ká regrese je statisti
ká metoda, kdy pouºíváme regresi na agrego-vaná data (typi
ky se jedná o pr·m¥ry v rám
i r·zný
h geogra�
ký
h oblastí)a odhady takto získané interpretujeme jako vztahy na úrovni neagregovaný
hjednotek, jednotliv
·. Po 
elou dobu, 
o se ekologi
ká regrese pouºívá, je známfakt, ºe samotná regrese závisí na r·zný
h p°edpoklade
h, které v²ak v praxi jsou£asto netestovatelné (viz Robinson [28℄, Goodman [13℄, [14℄ a Dun
an [8℄), pokudnemáme p°istup k neagregovaným dat·m. Ni
mén¥ je zde snaha tyto p°edpo-klady 
o moºná nejlépe zkontrolovat z existují
í
h agregovaný
h dat. Pro mnohoaplika
í je ekologi
ká regrese p°irozenou 
estou, pokud v²ak nedokáºeme p°edpo-klady modelu °ádn¥ otestovat, interpreta
e získaný
h výsledk· je veli
e sloºitá.Nap°íklad Freedman [10℄ ukázal, ºe konven£ní statistiky pro posuzování model·,jako je nap°íklad reziduální sou£et £tver
·, nejsou vhodné pro posuzování kvalityekologi
ký
h model·.Ekologi
ká regresní analýza se £asto pouºívá pro odhad 
hování hlasování r·z-ný
h skupin, nap°íklad etni
ký
h skupin, pokud nejsou údaje z pr·zkum· k dispo-zi
i. Typi
kou aplika
í ekologi
ké regrese je analýza voleb mezi dv¥ma kandidáty,kde 
ílem je odhadnout podíly hlas· pro jednotlivé kandidáty za jednotlivé skupi-ny. Pokud neexistuje pr·zkum, velmi £asto máme k dispozi
i jen údaje za oblasti,územní 
elky, skupiny, pro které známe zastoupení jednotlivý
h etnik a 
elkovézisky kandidát·. Tyto skupiny budeme nadále ozna£ovat za soubory.Dal²í pole vyuºití na
hází ekologi
ké regrese nap°íklad v epidemiologii a bi-ostatisti
e u studií zabývají
í
h se rakovinou a dal²ími 
hroni
kými onemo
n¥ní-mi. Od padesátý
h let dva
átého století, kdy se tyto studie za£aly objevovat, jezde snaha o vyuºití odpovídají
í komplexní a p°esné metodiky. Práv¥ z tohotod·vodu se vyuºívá ekologi
ké regrese i pro tyto úlohy (viz Breslow a Day [5℄,Morgernstern [23℄).V této prá
i se budeme v¥novat p°eváºn¥ analýze volební
h dat pro Spojenéstáty, kde je standardní systém dvou stran a popula
e je sloºena z b¥lo
h· a afro-ameri£an· (v ur£itý
h oblaste
h i z hispán
·, kterým se v²ak detailn¥ nebudemev¥novat). Zevrubnou analýzu provedl nap°íklad King [18℄.V první kapitole se budeme v¥novat ekologi
ké regresi obe
ný
h náhodný
hvektor· a de�ni
i základní
h pojm· s tím spojený
h. Ukáºeme si vztahy me-zi parametry pro agregovaná data a parametry p·vodní
h neagregovaný
h datv základním regresním modelu. Probereme d·sledky agrega
e a zanalyzujemevznik vy
hýlení v d·sledku agrega
e.V druhé kapitole si ukáºeme jednotlivé p°ístupy k analýze dat a to pro nula-jedni£kové prom¥nné. Zavedeme si základní model a ukáºeme si spe
i�
ké vztahy,které pro tyto veli£iny platí. Spe
i�kujeme n¥které náleºitosti modelu. Tuto £ástnásledn¥ zakon£íme teoreti
kým p°íkladem, který nám lépe ilustruje problémy,kterým musíme p°i analýze dat £elit.Dále se seznámíme se základním Goodmanovým modelem, který posléze zo-be
níme. Zavedeme nutné p°edpoklady modelu, které zaru£í nevy
hýlení odhad·parametr· modelu. P°edvedeme si, jak je moºné naloºit s poru²ením p°edpoklad·pomo
í dal²í vysv¥tlují
í prom¥nné.V kapitole 2.7 si p°edstavíme neparametri
ký p°ístup k analýze dat, který je1



znám jako metoda hrani
. Následn¥ v kapitole 2.8 si p°edstavíme neighbourhoodmodel, který pouºívá rozdílné p°edpoklady oproti Goodmanov¥ modelu.Dále si zavedeme King·v model, který vy
hází z p°edpokladu, ºe parametrymodelu se °ídí useknutým dvourozm¥rným normálním rozd¥lením. De�nujeme sijednotlivé p°edpoklady modelu, projdeme si zp·sob, jakým je model zkonstruo-ván, a ukáºeme si, jak lze v tomto modelu odhadnout jednotlivé parametry.Nakone
 si p°edstavíme hierar
hi
ké modely, které p°edpokládají jiná rozd¥-lení regresní
h koe�
ient·.V poslední kapitole budeme prezentovat dosaºené výsledky na simulovaný
ha reálný
h date
h.
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1. D·sledky agrega
e datO pojmu ekologi
ká korela
e se za£alo hovo°it z°ejm¥ teprve se £lánkem Ro-binson [28℄, který se zabýval korela£ním koe�
ientem mezi pro
entem £erno
h·v popula
i a podílem negramotný
h. Zjistil, ºe korela£ní koe�
ient vy
hází zna£n¥rozdíln¥, pokud pouºil data za 
elé Spojené státy, neº kdyº pouºil data z p°íslu²-ný
h podíl· v devíti oblaste
h, do který
h pro statisti
ké ú£ely USA d¥lí.Slovo ekologi
ký v tomto smyslu je histori
ké ozna£ení pro pojem agregovaný.Jak velký dopad m·ºe tento problém, v literatu°e velmi £asto uvád¥ný téº jakoekologi
ký blud, zp·sobit, ilustruje následují
í jednodu
hý hypoteti
ký p°íklad,který uvádí Piantadosi [26℄.M¥jme n pozorování rozd¥lený
h do m skupin o velikosti k, naví
 p°edpoklá-dejme pro jednodu
host, ºe n/k je 
elé £íslo. M¥jme prom¥nnou X , která nabýváhodnot k(i − 1) + 1 aº ki pro i-tou skupinu, kde i = 1, . . . , m. Dále m¥jme pro-m¥nnou Y mají
í opa£nou, sestupnou sadu hodnot v rám
i kaºdé skupiny, tj. kiaº k(i− 1) + 1 pro i-tou skupinu, kde i = 1, . . . , m. V²e je pro p°ehled zobrazenov tabul
e 1.1. Je evidentní, ºe pr·m¥ry veli£in X a Y jsou shodné, jak pro jed-notlivé skupiny, tak pro v²e
hna pozorování (tyto pr·m¥ry budeme nadále zna£itjako x̄i• a Ȳi• pro jednotlivé skupiny i = 1, . . . , m, resp. x̄•• a Ȳ••). To samé pla-tí i pro rozptyly. Koe�
ienty vnitrot°ídní korela
e ρi jsou rovny −1, pro kaºdouz m skupin. Dále je z°ejmé, ºe koe�
ient meziskupinové (ekologi
ké) korela
e ρeje roven 1. Budeme-li v²ak po£ítat 
elkovou korela
i ρ mezi X a Y , dostanemenásledují
í
ρ =

n2 + 1− 2k2

n2 − 1
. (1.1)Tudíº platí, ºe ρ = ρi pouze pro k = n. Naopak ρ = ρe v p°ípad¥, ºe k = 1nebo n → ∞ a zárove¬ k ≪ ∞. V p°ípad¥, ºe m = 2, 5, 10, koe�
ient ρ vºdyp°esáhne hodnotu 0,5, resp. 0,92 a 0,98, a to bez ohledu na n.Tabulka 1.1: Hypoteti
ký p°íklad ilustrují
í ekologi
ký klam.X Y Skupina1 k 12 k − 1 13 k − 2 1... ... ...k 1 1k+1 2k 2k+2 2k − 1 2k+3 2k − 2 2... ... ...n n − k+1 mV p°ípade
h, jako je tento, v ni
hº je znatelný skupinový jev, t.j. podmín¥nást°ední hodnota Y p°i X není stejná pro v²e
hny skupiny, není na²ím zájmem ani

ρ, ani ρe, ale pr·m¥rná (váºená) vnitro-skupinová korela
e ρw, která je v tomtop°íklad¥ rovna −1, protoºe v²e
hny jednotlivé ρi jsou totoºné a to rovny −1.3



Ozna£me si klasi
ký lineární model
Y = α1N + βX + e, e ∼ (0N , σ

2
1IN) (1.2)a jeho ekologi
kou verzi

Ȳ = αe1m + βeX̄ + ee, ee ∼ (0m, σ
2
2Im), (1.3)kde jsme si ozna£ili
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.Odhady parametr· v modele
h (1.2) a (1.3) metodou nejmen²í
h £tver
· (dálejen OLS odhady) jsou b = ρ a be = ρe. Tento p°íklad krásn¥ demonstruje maxi-mální rozpor mezi ekologi
kou korela
í a korela
í 
elkovou.1.1 Ekologi
ká regreseP°edpokládejme nyní klasi
ký normální lineární model, jehoº data po
házízm disjunktní
h skupin. Uvaºujme posloupnost nezávislý
h náhodný
h veli£in Yits kone£nými druhými momenty, kde t = 1, . . . , ni a i = 1, . . . , m, a posloupnostnenáhodný
h hodnot xijt, kde t = 1, . . . , ni a i = 1, . . . , m. Index j = 1, . . . , hzna£í j-tý regresor. První index vyjad°uje p°íslu²nost k dané skupin¥, posledníindex rozli²uje pozorování uvnit° skupiny. Celkov¥ máme n =
∑m

i=1 ni pozorování.V p°ípad¥ ekologi
ké regrese, jak bylo demonstrováno na p°íkladu, máme místojednotlivý
h pozorování k dispozi
i pouze pr·m¥ry za jednotlivé skupiny, kterézna£íme Ȳi• a x̄ij•. Pro ú£ely zkoumání vlivu agrega
e dat na odhady parametr·modelu závislosti Yit na xijt budeme uvaºovat roz²í°ený model
Yit = α +

h
∑

j=1

βjxijt +

h
∑

j=1

γjx̄ij• + eit, eit ∼ N(0, σ2), (1.4)p°i£emº náhodné veli£iny eit a tedy také Yit jsou nezávislé.Budeme-li 
htít zapsat model (1.4) v mati
ovém tvaru, musíme upravit zna-£ení pouºívané v p°ed
hozím p°íkladu 4
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Vektor Y má n sloºek, mati
eXXX má n °ádk· a h sloup
·. Stejn¥ jako v p°íkladuzavedeme je²t¥ m-£lenný vektor pr·m¥r· závisle prom¥nné a také mati
i pr·m¥r·regresor· o m °ád
í
h a h sloup
í
h jako
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.Z°ejm¥ platí
(P ′P )−1P ′XXX = X̄̄X̄X, (P ′P )−1P ′Y = Ȳ .Dále v prá
i budeme p°edpokládat, ºe mati
e (1,XXX) i mati
e (1, X̄̄X̄X) majílineárn¥ nezávislé sloup
e. Spe
iáln¥ to znamená, ºe musí platit m ≥ h, budemev²ak p°edpokládat dokon
e ostrou nerovnost.Modelový vztah (1.4) m·ºeme nyní zapsat jako

Y = 1nα +XXXβ + P X̄̄X̄Xγ + e, e ∼ N(0, σ2I). (1.5)Zave¤me zna£ení pro projek£ní mati
e:
H = P (P ′P )−1P ′, M = I −H .Mati
eH promítá n-£lenné vektory do lineárního obalu sloup
· mati
e P , mati
e

M promítá n-£lenné vektory do ortogonálního dopl¬ku zmín¥ného obalu. Protoplatí také následují
í vztahy
H1n = 1n, HP = P , HM = 0.Vztah (1.5) lze zapsat jako

Y = 1nα +XXXβ +HXXXγ + e.5



Nyní vyuºijeme skute£nosti, ºe I = H +M a dostaneme tak následují
í tvar
Y = 1nα+MXXXβ +HXXX(β + γ) + e. (1.6)Zajímá nás vztah modelu (1.6) k modelu zaloºeném pouze na pr·m¥re
h.Vynásobíme-li (1.6) zleva mati
í (P ′P )−1P ′ a pouºijeme pravidlo p¥ti mati
 (vizAnd¥l [2℄, str. 324), dostaneme

Ȳ = 1mα+ X̄̄X̄X(β + γ) + ē, ē ∼ (0m, σ
2(P ′P )−1). (1.7)Klasi
ký model, který je zaloºený jen na pr·m¥re
h, má tvar

Ȳ = 1mαe + X̄̄X̄Xβe + ēe, ēe ∼ N(0m, σ
2
eI). (1.8)Obe
n¥ σ2

e 6= σ2, oba parametry v²ak p°edpokládáme kladné. Odhad be vekto-ru βe z (1.8) metodou nejmen²í
h £tver
· je nestranným odhadem vektoru β+γz (1.7). Pokud by naví
 velikosti skupin n1, . . . , nm byly v²e
hny stejné, byl bytento odhad také nejlep²ím nestranným lineárním odhadem. Vzhledem k tomu,ºe velikosti jednotlivý
h skupin nemusí být apriori stejné, nabízí se dal²í model,který lépe modeluje reziduální sloºku
Ȳ = 1mαe + X̄̄X̄Xβe + ēe, ēe ∼ N(0m, σ

2(P ′P )−1). (1.9)Zpravidla nás zajímá p°edev²ím závislost na hodnotá
h samotný
h regresor·,tedy klasi
ký model
Y = 1nα +XXXβ + e, e ∼ N(0, σ2I), (1.10)tedy podmodel modelu (1.5). Pouºijeme znovu vztah I = H +M . Model (1.10)m·ºeme zapsat jako

Y = 1nα +MXXXβ +HXXXβ + e, e ∼ N(0, σ2I). (1.11)Okamºit¥ je vid¥t, ºe tento model je identi
ký s modelem (1.6) jen v p°ípad¥, ºe
γ = 0.Pokud máme k dispozi
i ve²kerá data, m·ºeme b¥ºným zp·sobem provést testmodelu (1.11) jako podmodelu (1.4).Výskyt skupinového jevu, tj. vy
hýlení odhad· v d·sledku agrega
e dat, pozo-rujeme pomo
í parametru γ. Existen
e tohoto jevu se v²ak velmi t¥ºko dokazuje,nejsou-li k dispozi
i ve²kerá pot°ebná data. Sám Firebaugh [9℄ zkoumá moºnostiodstran¥ní tohoto jevu a to v závislosti na zp·sobu vzniku tohoto jevu. V pr-vém p°ípad¥ se p°edpokládá závislost j-té vysv¥tlují
í prom¥nné na n¥jaké jinévysv¥tlují
í prom¥nné Z = (z11, . . . , zmnm

)′, kterou je poté moºno p°idat do mo-delu. Autor tuto situa
i nazývá nepravým skupinovým jevem. Dal²ím p°ípademje lineární závislost x̄i• se skupinovými pr·m¥ry druhé veli£iny, z̄i•. Oproti první-mu p°ípadu, kdy vztah mezi vysv¥tlovanou a vysv¥tlují
í prom¥nnou je ovlivn¥njinou prom¥nou, která je na úrovni jednotlivý
h pozorování, v druhém p°ípad¥je tato dodate£ná prom¥nná na úrovni jednotlivý
h soubor· a nelze ji rozd¥litna jednotlivá pozorování uvnit° soubor·. Analogi
ky m·ºeme °í
i, ºe v prvnímp°ípad¥ se jedná o mikro prom¥nné a ve druhém o makro prom¥nné na úrovnijednotlivý
h soubor·. T°etí uvaºovaná moºnost je nejzajímav¥j²í. Jedná se o nej-h·°e rozklí£ovatelný p°edpoklad, ºe x̄i• popisuje 
elou sadu jev·, tzv. atmosféru.6



Jedná se o p°ípad, kdy vy²et°ujeme nap°íklad politi
kou orienta
i na základ¥ raso-vé p°íslu²nosti, kdy voli£stvo je rozd¥leno do správní
h 
elk· (viz King [18℄,[20℄).Kaºdá správní jednotka se 
hová spe
i�
ky a 
hování jednotlivý
h ras je ovlivn¥noi jeji
h pom¥rným zastoupením v rám
i kaºdého správního 
elku. Tudíº v tomtop°ípad¥ se skupinový jev nedá odstranit. Veli
e dob°e je rozpra
ován skupinovýjev v [4℄.1.2 Odhad parametr·Upravíme je²t¥ jednou rovni
i roz²í°eného modelu (1.6). Protoºe vektor 1npat°í do lineárního obalu sloup
· mati
e P , tedy platí H1 = 1, p°ipojíme je²t¥násobek vektoru jedni£ek k absolutnímu £lenu. Zavedeme novou mati
i
H0 = H − 1(1′

1)−1
1
′,která promítá n-£lenný vektor do 
entrovaného lineárního obalu sloup
· mati
e

P . Model (1.6) m·ºeme tak upravit na
Y = 1n(α+ x̄′γ + x̄′β) +MXXXβ +H0XXX(β + γ) + e. (1.12)Vektor x̄ obsahuje pr·m¥ry jednotlivý
h regresor· spo£ítané p°es ve²kerá pozo-rování, tj. x̄′ = (1′

1)−1
1
′XXX .St°ední hodnota náhodného vektoru Y je nyní vyjád°ena jako sou£et t°í vekto-r·, které jsou v·£i sob¥ ortogonální. Proto odhady regresní
h koe�
ient· v t¥
htos£ítan
í
h metodou nejmen²í
h £tver
· jsou navzájem nezávislé. Mati
e normálnísoustavy rovni
 je kvazidiagonální s tím, ºe diagonální bloky odpovídají po °a-d¥ koe�
ient·m α + x̄′γ + x̄′β, β a β + γ. Prvnímu bloku odpovídá 1

′
1 = na odpovídají
í £len na pravé stran¥ je 1′Y = nȲ••. Zajímav¥j²í je diagonální blokodpovídají
í koe�
ientu β:

W xx =XXX ′MXXX.Na pozi
i uv této mati
e je sou£et sou£in·
wxx

uv =

m
∑

i=1

ni
∑

t=1

(xiut − x̄iu•)(xivt − x̄iv•),který vyjad°uje variabilitu regresor· uvnit° skupin. Podobn¥ vyjád°íme vztahregresor· a vysv¥tlované veli£iny uvnit° skupin pomo
í vektoru wxy, jehoº u-tásloºka je
wxy

u =

m
∑

i=1

ni
∑

t=1

(xiut − x̄iu•)(Yit − Ȳi•).Odhad vektoru β je dán vztahem
β̂ = b̂w = (W xx)−1wxy. (1.13)7



Index w u zna£ení odhadu pouºíváme jakoºto expli
itní ozna£ení zp·sobu výpo-£tu, podle angli
kého slova within-group.Podobn¥ zavedeme mati
i Bxx a vektor bxy, které vyjad°ují variabilitu mezipr·m¥rnými hodnotami:
Bxx =XXX ′H0XXX, bxy =XXX ′H0YYY .Mati
e Bxx má na pozi
i uv
bxxuv =

m
∑

i=1

ni(x̄iu• − x̄•u•)(x̄iv• − x̄•v•),podobn¥ vektor bxy má u-tou sloºku danou výrazem
bxyu =

m
∑

i=1

ni(x̄iu• − x̄•u•)(Ȳi• − Ȳ••).Odhadem vektoru β + γ je podobn¥ jako vý²e vektor
β̂ + γ = b̂b = (Bxx)−1bxy.Odtud je odhadem vektoru γ metodou nejmen²í
h £tver
· vektor

γ̂ = β̂ + γ − β̂

= b̂b − b̂w

= (Bxx)−1bxy − (W xx)−1wxy. (1.14)Z kvazidiagonálního 
harakteru mati
e soustavy normální
h rovni
 plyne, ºeodhady uvedené v (1.13) a (1.14) jsou nezávislé, takºe varian£ní mati
e odhadu
γ̂ je rovna var(γ̂) = σ2

(

(W xx)−1 + (Bxx)−1
)

,
oº lze pouºít p°i testování podmodelu (1.11).Vra´me se nyní zp¥t ke klasi
kému modelu (1.10) s mati
íXXX. Kdyº 
entrujemesloup
e této mati
e, dostaneme
XXX0 =XXX − 1x̄′,m·ºeme dále klasi
ký model (1.10) p°epsat na

Y = 1(α + x̄′β) +MXXX0β + e, e ∼ N(0, σ2I).�e²ení soustavy normální
h rovni
 tohoto modelu m·ºeme vyjád°it pomo
í ma-ti
e T xx a vektor txy, jeji
hº uv-tý a u-tý prvek jsou dány vztahy
txxuv =

m
∑

i=1

ni
∑

t=1

(xiut − x̄•u•)(xivt − x̄•v•),

txyu =

m
∑

i=1

ni
∑

t=1

(xiut − x̄•u•)(Yit − Ȳ••).8



Vzhledem k tomu, ºe platí T xx = Bxx+W xx a txy = bxy+wxy, m·ºeme výslednýodhad β̂ postupn¥ upravit na
β̂ = (T xx)−1txy

= (T xx)−1Bxx(Bxx)−1bxy + (T xx)−1W xx(W xx)−1wxy

= (Bxx +W xx)−1Bxxbb + (Bxx +W xx)−1W xxbw. (1.15)Odhad je tedy váºeným pr·m¥rem odhad· (po sloºká
h) zaloºený
h na variabilit¥mezi jednotlivými soubory a variabilit¥ uvnit° soubor·. V literatu°e [23℄, £i [24℄ sem·ºeme b¥ºn¥ setkat s rozd¥lením vy
hýlení v d·sledku existen
e ekologi
kéhojevu na dv¥ £ásti, na tzv. vy
hýlení v d·sledku agrega
e, tedy rozdíl mezi β̂ a
bb, a na vy
hýlení v d·sledku spe
i�ka
e, tedy rozdíl mezi β̂ a bw. Tímto námv²ak nevznikají dva separátní problémy k °e²ení. Z rovni
e (1.15) je po p°epsánípatrné, ºe existuje-li jeden typ vy
hýlení, existuje i druhý

Bxx(bb − β̂) = W xx(β̂ − bw).Pokud budeme pra
ovat s modelem váºený
h pr·m¥r· (1.9), bude odhademvektoru β jiº de�novaný vektor bb1.3 Hierar
hi
ký modelDal²í moºný pohled na ekologi
kou regresi je moºný pomo
í analýzy rozptylu(viz And¥l [2℄), respektive problém budeme modelovat pomo
í dvoustup¬ovéhohierar
hi
kého modelu, 
oº je podrobn¥ popsáno v [27℄. Pro jednodu
host budemepra
ovat s jediným regresorem.Ne
h´ je i -tý soubor 
harakterizován dvoji
í náhodný
h veli£in
(

ξi
τi

)

∼
((

µ1

µ2

)

,

(

ω2
1 ϑω1ω2

ϑω1ω2 ω2
2

))

, i = 1, 2, . . . , m.Náhodné veli£iny Xit, Yit vyhovují vztah·m
Xit = ξi + ǫit, Xit = ξi + ϕit,kde

(

ǫit
ϕit

)

∼
((

0

0

)

,

(

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

))

, t = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , m.P°edpokládáme, ºe náhodné vektory (ǫit, ϕit)
′ a (ξi, τi)

′ jsou pro t = 1, 2, . . . , ni,
i = 1, 2, . . . , m nezávislé. Z p°edpoklad· dostaneme

(

Xit

Yit

)

∼
((

µ1

µ2

)

,

(

ω2
1 + σ2

1 ϑω1ω2 + ρσ1σ2

ϑω1ω2 + ρσ1σ2 ω2
2 + σ2

2

))

.Regresní funk
e je podmín¥ná st°ední hodnota, v na²em p°ípad¥E(Yit|Xit = xit). Nás zajímá p°edev²ím 
itlivost st°ední hodnoty na zm¥nu ne-závisle prom¥nné, tedy sm¥rni
e regresní p°ímky. Podle And¥l [2℄, V¥ta 4.12, jetato sm¥rni
e dána vztahem 9



βy|x =
ϑω1ω2 + ρσ1σ2

ω2
1 + σ2

1

= ϑ
ω2

ω1

ω2
1

ω2
1 + σ2

1

+ ρ
σ2

σ1

σ2
1

ω2
1 + σ2

1

= βb
ω2
1

ω2
1 + σ2

1

+ βw
σ2
1

ω2
1 + σ2

1

. (1.16)P°i poslední úprav¥ jsme zavedli ozna£ení βb pro koe�
ient popisují
í závislostna úrovni skupin a βw pro koe�
ient popisují
í závislost uvnit° skupin. Porovná-ním zlomk· v tomto vyjád°ení (1.16) do
házíme k záv¥ru, ºe koe�
ient βy|x jeváºeným pr·m¥rem koe�
ient· βb a βw. Jedná se o bezprost°ední obdobu vztahu(1.15).

10



2. Nula-jedni£kové prom¥nnéTato kapitola vy
hází z A
hen a Shively [1℄ a Gelman a kol. [12℄. Zatím jsmese zaobírali ekologi
kou regresí pro veli£iny X a Y s normálním rozd¥lením. Nynív²ak p°ejdeme k binárním dat·m, tedy k p°ípad·m, kdy veli£iny X a Y nabývajíhodnot {0, 1}. Takováto data jsou primárním zdrojem p°i r·zný
h výzkumný
h£innoste
h, které pra
ují s ekologi
kou sloºkou. Za£neme up°esn¥ním individual-level modelu, tj. modelu, kde nám vstupují neagregovaná data za jednotliv
e.Ne
h´ Yit je vysv¥tlovaná um¥lá prom¥nná, kde první index vyjad°uje p°íslu²nostk danému souboru a druhý ur£uje danou jednotku uvnit° souboru. Ne
h´ Xit jevysv¥tlují
í um¥lá prom¥nná se stejnou indexa
í. Realiza
i této prom¥nné bude-me zna£it xit.Jako p°íklad si lze uvést zkoumání závislosti výskytu jevu A na výskytu jevu
B, kdy Y = 1 zna£í stav, kdy jev A nastal a podobn¥ X = 1 v p°ípad¥, ºe nastaljev B, nula jinak. Za jev A m·ºeme povaºovat nap°íklad volbu demokrat· v USAp°i prezidentský
h volbá
h. Za jev B v tomto p°ípad¥ uvaºujeme £ernou barvupleti (viz [18℄) nebo nap°íklad volbu demokrat· v p°ed
hozí
h volbá
h (viz [1℄).Dále pro daný soubor i zavádíme β1

i jakoºto pravd¥podobnostP(Yit = 1|Xit = 1), podobn¥ pak β0
i = P(Yit = 1|Xit = 0). V literatu°e ses nimi setkáme jako s transition rates (viz [1℄) nebo jako quantities of interest(viz [18℄). V této prá
i o ni
h budeme mluvit jako o pravd¥podobnoste
h, pa-rametre
h modelu £i parametre
h zájmu. Dle pot°eby budeme pouºívat zna£ení

βi = (β1
i , β

0
i )

′. Tyto pravd¥podobnosti se mohou li²it podle souboru, uvnit° sou-bor· je povaºujeme za konstantní. N¥kdy do modelu vstupuje naví
 prostorová(spatial) autokorela
e, která analýzu dat komplikuje, viz nap°íklad Papalia [25℄.Regresní funk
i m·ºeme vyjád°it pomo
í podmín¥ný
h pravd¥podobností ná-hodné veli£iny Y: E(Yit|Xit = xit) = β1
i xit + β0

i (1− xit), (2.1)kde t = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , m.1Vzhledem k 
harakteru jednotlivý
h veli£in m·ºeme po úprav¥ vyjád°it pod-mín¥ný rozptyl Yit jakovar(Yit|Xit = xit) = β1
i (1−β1

i )xit+β0
i (1−β0

i )(1−xit), t = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , m.(2.2)Kdyby
hom pro zvolené i znali v²e
hny hodnoty Yit, Xit a platilo by ni > 1pro kaºdé i, mohli by
hom parametry βi odhadnout metodou nejmen²í
h £tver
·.Vztah
y = β0

i + (β1
i − β0

i )x, i = 1, . . . , m, (2.3)ur£uje rovni
i regresní p°ímky, která pro
hází t¥ºi²t¥m, tedy bodem (Ȳi•, x̄i•),takºe odhad β̂i = (β̂1
i , β̂

0
i )

′ vektoru βi vyhovuje vztahu
Ȳi• = β̂1

i x̄i• + β̂0
i (1− x̄i•), i = 1, . . . , m. (2.4)1Nadále budeme povaºovat xit za pevné. 11



V ekologi
ké regresi v²ak neznáme v²e
h ni pozorování uvnit° soubor·. K dis-pozi
i máme pouze ony pr·m¥ry (Ȳi•, x̄i•). Víme jen, ºe odhad vektoru βi spl¬uje(2.4), to ale k jednozna£nému ur£ení nesta£í. Ví
e o tomto vztahu je v kapitole2.7.Vzhledem k 
harakteru dat, se veli
e £asto setkáváme s tabulkovým zápisem2.1. Jednotlivé pravd¥podobnosti β1
i a β0

i zapisujeme dovnit° tabulky. Do spodní-ho °ádku zapisujeme vysv¥tlovanou prom¥nnou a do posledního sloup
e známouvysv¥tlují
í prom¥nnou.Tabulka 2.1: Zna£ení souborový
h pr·m¥r· a parametr· pro i -tý soubor.
Y = 1 Y = 0

X = 1 β1
i 1− β1

i x̄i•

X = 0 β0
i 1− β0

i 1− x̄i•

Ȳi• 1− Ȳi• 1N¥kdy se m·ºeme setkat se zápisem pomo
í marginální
h £etností, namístorelativní
h £etností pro jednotlivé soubory. Tyto veli£iny budeme zna£it Yi• a xi•.Tento zápis je uveden v tabul
e 2.2.Tabulka 2.2: Zna£ení souborový
h (marginální
h) £etností a parametr· pro i -týsoubor.
Y = 1 Y = 0

X = 1 n1
i . xi•

X = 0 n0
i . ni − xi•

Yi• ni − Yi• niLiteratura se zpravidla zabývá odhadem parametr·, které by m¥ly 
harakte-rizovat 
elou popula
i a to bez ohledu na jednotlivé skupiny. K tomu se zavád¥jíparametry β1 a β0 jakoºto váºené pr·m¥ry odpovídají
í
h skupinový
h parame-tr·, p°i£emº váhami jsou po£ty hodnot 1 a 0 nezávislé prom¥nné x,
β1 =

∑m
i=1 nix̄i•β

1
i

∑m
i=1 nix̄i•

, (2.5)
β0 =

∑m
i=1 ni(1− x̄i•)β

0
i

∑m
i=1 ni(1− x̄i•)

(2.6)za p°edpokladu, ºe bereme β1
i a β0

i jako neznámé konstantní parametry.V p°ípad¥, ºe β1
i a β0

i modelujeme jako náhodné veli£iny, je nutné (2.5) a (2.6)pozm¥nit a aplikovat st°ední hodnotu na parametry β1
i a β0

i , získáváme tak ná-sledují
í p°edpis
β1 =

∑m
i=1 nix̄i• E(β1

i )
∑m

i=1 nix̄i•
, (2.7)

β0 =

∑m
i=1 ni(1− x̄i•)E(β0

i )
∑m

i=1 ni(1− x̄i•)
. (2.8)

12



St°ední hodnota E(βj
i ), pro j = 0, 1, je kone£ná, nebo´ nosi£ distribu£ní funk
e,ze kterého jsou β0

i a β0
i brány, je omezený na mnoºin¥ [0, 1]2. Tyto parametry bu-deme ozna£ovat jako popula£ní pravd¥podobnosti. Slovo popula£ní zde pouºíváme,aby
hom odli²ili fakt, ºe se jedná o parametry vztahují
í se ke v²em soubor·m,
elé popula
i, a ne pouze k jednomu souboru.Zkusme interpretovat práv¥ uvedené de�ni
e. Kdyby
hom na moment p°ed-pokládali, ºe náhodné jsou hodnoty regresoru X i p°íslu²nost k jednotlivým sku-pinám (s pravd¥podobnostmi πi), mohli by
hom psátP(Y = 1|X = 1) =

P(Y = 1, X = 1)P(X = 1)

=

∑

i P(Y = 1, X = 1|i)πi
∑

i P(X = 1|i)πi

=

∑

i P(Y = 1|X = 1, i)P(X = 1|i)πi
∑

i P(X = 1|i)πi

.Kdyº pravd¥podobnosti P(X = 1|i) odhadujeme pomo
í x̄i• a pravd¥podobnost
πi nahradíme relativní velikostí souboru ni/n, dostaneme β1 z (2.5). Podobn¥by
hom dostali také β0.Velmi £asto se budeme omezovat na p°ípad, ºe x̄•• < 1

2
, tedy, ºe X = 1bude minoritní jev. V této souvislosti hovo°íme o parametru β1 jako o minority
ohesion, kdeºto β0 
hápeme jako majority defe
tion.De�ni
e (2.5) a (2.6) nejsou jediné, se kterými se m·ºeme v literatu°e setkat.Jako váhy m·ºeme vzít ni. Pak dostáváme alternativní 
elosouborové pravd¥po-dobnosti2 jako

Bj =
m
∑

i=1

niβ
j
i

n
j = 0, 1.P°ípadn¥ m·ºeme vzít neváºený pr·m¥r

B
j =

m
∑

i=1

βj
i

m
j = 0, 1. (2.9)Rozdíl mezi P(Y = 1|X = 1) a P(Y = 1|X = 0) zna£íme pi = β1

i − β0
i a nazý-váme ho polariza
í pro kaºdý soubor i. Obdobn¥ m·ºeme i zde de�novat 
elkovoupolariza
i jako p = β1 − β0.Dále nazveme hi = x̄i•(1− x̄i•) heterogenitou v rám
i kaºdého souboru.Jako poslední si p°ipomeneme de�ni
i vy
hýlení odhadu β̂1 parametru β1jakoºto

Bias(β̂1) = E(β̂1)− β1,obdobn¥ de�nujeme Bias(β̂0) a Bias(p̂).Nyní se m·ºeme pustit do p°edm¥tu ekologi
ké regrese, která se snaºí parame-try v modelu (2.4) stanovit p°idáním r·zný
h podmínek a vyuºitím zákonitostí.Tou je kup°íkladu fakt, ºe oba parametry, jak β0
i tak β1

i , musí leºet v intervalu2Pravd¥podobnosti Bj a B
j , pro j = 0, 1 nevyjad°ují skute£né pravd¥podobnosti jevu

(Y = 1|X = 1) v 
elé popula
i, ale slouºí jako alternativní 
harakteristiky vztahu Y a X .13



[0, 1] pro kaºdé i = 1, . . . , m. Ry
hlý p°ehled n¥kolika metod je moºné naléztnap°íklad v [30℄.P°íklad 2.1. Na záv¥r této kapitoly si je²t¥ p°edvedeme d·sledek agrega
e dat,kterým je nejednozna£nost v odhade
h parametr· β0
i a β1

i v modelu (2.4). Uvaºuj-me, ºe xi jsou realiza
e náhodné veli£iny, která má beta rozd¥lení B(2, 5). Ne
h´
β0
i a β1

i jsou realiza
e z dvourozm¥rného normálního rozd¥lení N(µ,Σ), kde
µ =

(

0,7

0,3

)

, Σ =

(

0,010 0,005
0,005 0,020

)

,p°i£emº hodnoty mimo interval [0, 1] upravíme na nejbliº²í hodnotu tohoto inter-valu. K hodnotám xi, β1
i a β0

i dopo£teme yi jako
yi = β1

i xi + β0
i (1− xi). (2.10)Celkem provedeme 100 simula
í. Výsledky simula
í yi a xi pro i = 1, . . . , 100jsou znázorn¥ny na obr. 2.1, k t¥mto hodnotám je zobrazeno první
h 20 p°ímeks inter
eptem β0

i a sklonem β1
i − β0

i , tyto p°ímky m·ºeme 
hápat jako regresníp°ímky neagregovaného modelu (2.1).Výsledky simula
í β1
i a β0

i pro i = 1, . . . , 100 jsou znázorn¥ny na obr. 2.2jako sv¥tlé body. B¥ºn¥ v²ak tyto hodnoty neznáme a jsme s
hopni pozorovatpouze úse£ky, které ur£ují v²e
hny moºné kombina
e parametr· β1
i a β0

i na zá-klad¥ (2.10). Tento typ grafu, kdy na osá
h máme odhadované parametry modelu,ozna£ujeme jako tomogram.
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2.2 Goodman·v p°ístup2.2.1 Jednodu
hý Goodman·v modelV ro
e 1953 v [13℄ publikoval Leo A. Goodman sv·j model, který má i dnessvé místo v ekologi
ké regresi a ze kterého se dodnes vy
hází p°i tvorb¥ nový
hmodel·. Velmi £asto je to jediný model, který se pro vyhodno
ování dat pouºí-vá v r·zný
h základní
h analýzá
h. Zna£ným problémem v²ak z·stává neustáláignora
e p°edpoklad· tohoto modelu, bez který
h není model obe
n¥ platný a vý-sledky, které dává, mohou být velmi zavád¥jí
í.Model vy
hází ze vztahu (2.12), ni
mén¥ nyní povaºujeme jednotlivé pravd¥-podobnosti β1
i a β0

i za konstantní parametry nap°í£ soubory, tj.
β1
i ≡ β1 β0

i ≡ β0, i = 1, . . . , m. (2.11)Model (2.1) si spolu s podmínkou (2.11) p°epí²eme
Yit = β1xit + β0(1− xit) + eit, t = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , m. (2.12)Nyní zpr·m¥rujeme ob¥ strany rovni
e p°es jednotlivé soubory, jak závislouprom¥nou, tak nezávislou prom¥nou spolu s reziduální sloºkou. Takto získámejednodu
hý Goodman·v model :

Ȳi• = β1x̄i• + β0(1− x̄i•) + ēi, i = 1, . . . , m, (2.13)kde ēi je náhodná veli£ina spl¬ují
í poºadavek E ēi = 0, i = 1, . . . , m. V literatu°ese b¥ºn¥ p°edpokládá konstantní rozptyl (nezávislý na i). Tento model jsme si uºzavedli v obe
né podob¥ v (1.8). V rám
i Goodmanova p°ístupu nazýváme tentomodel konstantním modelem3, jak je uvedeno nap°íklad v [12℄.P°esn¥j²í by bylo po£ítat rozptyl Ȳi• na základ¥ (2.2) jakovar Ȳi• =
(

β1(1− β1)x̄i• + β0(1− β0)(1− x̄i•)
)

/ni, i = 1, . . . , m. (2.14)Jako kompromis £i vý
hozí odhady pro itera£ní zp°es¬ování je moºné p°edpo-kládat var ēi = σ2/ni.Model (2.13) lze pomo
í polariza
e p°epsat jako
Ȳi• = β0 + px̄i• + ēi, i = 1, . . . , m,Standardní metoda váºený
h nejmen²í
h £tver
· pak vede k odhad·m

p̂ =

∑m
i=1 ni(x̄i• − x̄••)(Ȳi• − Ȳ••)
∑m

i=1 ni(x̄i• − x̄••)2
, β̂0 = Ȳ•• − p̂x̄, β̂1 = p̂+ β̂0, (2.15)kde pro p°ipomenutí p = β1 − β0 je jiº jednou zmín¥ná polariza
e a

x̄•• =
1

n

m
∑

i=1

nix̄i•, Ȳ•• =
1

n

m
∑

i=1

niȲi•.3Model je pojmenován podle konstantní
h parametr· β1 a β0.16



Za platnosti (2.11) jsou odhady tohoto modelu β̂1 a β̂0 nestrannými odhadykoe�
ient· β0
i a β1

i , nazýváme je Goodmanovy odhady. Problém tohoto modeluje fakt, ºe p°edpokládáme nem¥nnost 
hování odhadovaný
h koe�
ient· β1
i a β0

ipro r·zné soubory4. Tento p°edpoklad není obe
n¥ platný. Odhady popula£ní
hparametr· β1 a β0 de�novaný
h v (2.5) a (2.6) pak nejsou nestranné a vznikávy
hýlení. Naví
 tento model nikterak nerespektuje fakt, ºe koe�
ienty musí leºetv intervalu [0, 1] a tak se b¥ºn¥ m·ºe stát, ºe dostaneme záporný odhad n¥kteréhokoe�
ientu.2.2.2 So�stikovaný Goodman·v modelNyní p°edpokládejme, stejn¥ jako v [1℄, ºe pro kaºdý soubor jsou pravd¥po-dobnosti β1
i a β0

i vybrány z dvourozm¥rného rozd¥lení s distribu£ní funk
í Fi(·, ·),která se m·ºe li²it podle souboru. Rádi by
hom nyní odhadli β1 a β0 ur£ené dle(2.7) a (2.8). P°edpokládejme nyní, ºe platí
Ȳi• = β1

i x̄i• + β0
i (1− x̄i•) + ēi, i = 1, . . . , m, (2.16)kde E ēi = 0, var ēi = σ2/ni. Aby
hom se p°iblíºili modelu (2.13), p°esunemerozdíly β1

i −β1 a β0
i −β0 do reziduální sloºky. Uvaºujme také, ºe regresor X̄XX nenínásobkem jedni£kového vektoru. Dostáváme tak so�stikovaný Goodman·v model(v originále Sophisti
ated Goodman model, viz [1℄ str. 51):

Ȳi• = β1x̄i• + β0(1− x̄i•) + ui, i = 1, . . . , m, (2.17)kde ui = (β1
i − β1)x̄i• + (β0

i − β0)(1− x̄i•) + ēi. Distribu£ní funk
e Fi(·) se m·ºeli²it podle souboru a obe
n¥ tak neplatí, ºe E β1
i = β1, resp. E β0

i = β0, tudíº anipro reziduální sloºku obe
n¥ nemusí platit, ºe E ui = 0. Na druhou stranu op¥tbudeme p°edpokládat, ºe varui = σ2/ni.Nyní je zapot°ebí stanovit, za jaký
h okolností m·ºeme pomo
í metody nejmen-²í
h £tver
· získat nestranné odhady parametr· β1 a β0. K tomu poslouºí násle-dují
í tvrzení 2.3.Tvrzení 2.3. Ne
h´ platí
Yi = α+ β(xi − x̄) + ui, var ui = σ2/ni, (2.18)kde i = 1, . . . , m. Dále ne
h´ x1, . . . , xm jsou známe konstanty spl¬ují
í

Txx =
∑m

i=1 ni(xi−x̄)2 > 0, n1, . . . , nm jsou známé kladné konstanty, n =
∑m

i=1 nia x̄ =
∑m

i=1 nixi/n. Odhady parametr· α a β váºenou metodou nejmen²í
h £tver-
· jsou nestranné práv¥ tehdy, kdyº sou£asn¥ platí
n
∑

i=1

ni E(ui) = 0 (2.19)
n
∑

i=1

nixi E(ui) = 0. (2.20)4V literatu°e [1℄ a dal²í
h se m·ºeme do£íst o nem¥nnosti 
hování odhadovaný
h koe�
ient·
β1

i a β0

i p°i r·zný
h hodnotá
h x̄i•. Tento p°edpoklad vy
hází z my²lenky, ºe v soubore
h, kdeje stejná hodnota veli£iny x̄i•, je 
hování koe�
ient· β1

i a β0

i totoºné a tak sta£í poºadovatpouze stejné 
hování pro soubory s r·znými hodnotami regresor·.17



D·kaz. Minimaliza
e výrazu
m
∑

i=1

ni(Yi − (α + β(xi − x̄)))2vede na soustavu lineární
h rovni
 (pouºijeme∑m
i=1 ni(xi − x̄) = 0)

m
∑

i=1

niYi = nα̂,

m
∑

i=1

ni(xi − x̄)Yi = β̂

m
∑

i=1

ni(xi − x̄)2.Odhad parametr· α a β je
α̂ = Ȳ ,

β̂ =

∑m
i=1 ni(xi − x̄)Yi

∑m
i=1 ni(xi − x̄)2

=
Txy

Txx
,kde Ȳ =

∑m
i=1

ni

n
Yi a Txy =

∑m
i=1 ni(xi − x̄)(Yi − Ȳ ). Dosa¤me nyní do obourovni
 za Yi podle (2.18). Dostaneme (op¥t vyuºijeme ∑m

i=1 ni(xi − x̄) = 0)
α̂ = α +

1

n

m
∑

i=1

niui,

β̂ =
1

Txx
β

m
∑

i=1

ni(xi − x̄)2 +
1

Txx

m
∑

i=1

ni(xi − x̄)ui

= β +
1

Txx

m
∑

i=1

ni(xi − x̄)ui.Nestrannost odhadu α̂ je ekvivalentní s poºadavkem (2.19). Nestrannost odhadu
β̂ je ekvivalentní s rovni
í

m
∑

i=1

ni(xi − x̄)Eui = 0. (2.21)Je z°ejmé, ºe dvoji
e vztah· (2.19) a (2.20) je ekvivalentní s dvoji
í (2.19) a (2.21).Tím je tvrzení dokázáno.Poznámka 2.4. Tvrzení 2.3 ne°íká na rozdíl od Gaussovy-Markovovy v¥ty (vizZvára [37℄, str. 13) ni
 o e�
ien
i odhadu parametr· modelu, pouze udává, za ja-ký
h p°edpoklad· je odhad nestranný.Nyní ov¥°íme spln¥ní p°edpoklad· pro ná² model (2.17), který si pro tytoú£ely upravíme na
Ȳi• = (β0 + px̄••) + p(x̄i• − x̄••) + ui

= α + β(x̄i• − x̄••) + ui, i = 1, . . . , m.18



Podmínka (2.19) platí, nebo´
m
∑

i=1

ni E ui =
m
∑

i=1

E[(β1
i − β1)x̄i•ni + (β0

i − β0)(1− x̄i•)ni]

=

m
∑

i=1

nix̄i• E(β1
i − β1) +

m
∑

i=1

ni(1− x̄i•)E(β0
i − β0)

= 0,
oº plyne z de�ni
e parametr· β1 a β0 podle (2.7) a (2.8). Podmínka (2.20) v²aknutn¥ nemusí být spln¥na. Rozepí²eme-li si tuto podmínku pro model (2.17),dostaneme
m
∑

i=1

nix̄
2
i• E(β1

i − β1) +
m
∑

i=1

nix̄i•(1− x̄i•)E(β0
i − β0) = 0, (2.22)
oº obe
n¥ neplatí. Aby tato rovnost platila, musíme p°edpokládat, ºe st°edníhodnoty veli£in β1

i a β0
i jsou p°i spe
iálním p°ípadu váºení rovny v sou£tu nule5.Ozna£me si Ex(·)) =

∑

it xit E(·)
∑

it xit

=

∑

i nix̄i• E(·)
∑

i nix̄i•a E1−x(·)) =
∑

it(1− xit)E(·)
∑

it(1− xit)
=

∑

i ni(1− x̄i•)E(·)
∑

i ni(1− x̄i•)
.Z de�ni
e (2.7) plyne, ºe Ex(β

1
i ) = β1, stejn¥ tak E1−x(β

0
i ) = β0. P°edpokládejmenyní, ºe platí Ex

(

(x̄i• − x̄••)(β
1
i − β1)

)

= 0, (2.23)E1−x

(

(x̄i• − x̄••)(β
0
i − β0)

)

= 0. (2.24)Tyto p°edpoklady m·ºeme je²t¥ upravit, kdyº si uv¥domíme, ºeEx

(

(x̄i• − x̄••)(β
1
i − β1)

)

= Ex

(

x̄i•(β
1
i − β1)

)

,obdobn¥ m·ºeme upravit i (2.24).Nyní si rozepí²eme první £ást výrazu nalevo z (2.22) jako
m
∑

i=1

nix̄
2
i• E(β1

i − β1) =
m
∑

i=1

ni
∑

t=1

xitx̄i• E(β1
i − β1)/n

=

∑m
i=1

∑ni

t=1 xit

n

∑m
i=1

∑ni

t=1 xitx̄i• E(β1
i − β1)

∑m
i=1

∑ni

t=1 xit

= kxEx

(

x̄i•(β
1
i − β1)

)

= 0,kde kx =
∑

it xit/n. Obdobn¥ postupujeme v p°ípad¥ β0
i , tedy

m
∑

i=1

nix̄i•(1− x̄i•)E(β0
i − β0) =

m
∑

i=1

ni
∑

t=1

(1− xit)x̄i• E(β0
i − β0)/n

= k1−xE1−x

(

x̄i•(β
0
i − β0)

)

= 0,5V [1℄ se v této souvislosti mluví o podmín¥né kovarian
i parametr· β1

i a β0

i a p·vodnívysv¥tlují
í prom¥nné Xit. 19



kde k1−x =
∑

it(1− xit)/n.Tvrzení 2.5. M¥jme model (2.17) a, p°i£emº platí podmínky (2.23) a (2.24).Potom jsou odhady parametr· β1 a β0 metodou nejmen²í
h £tver
· nestranné.D·kaz. D·sledek diskuze vý²e a tvrzení 2.3.Nejedná se o jediný moºný p°edpoklad, který se ke Goodmanov¥ modelu pojí.Pod názvem zero-
orrelation model (viz [16℄ a [12℄) se b¥ºn¥ pouºívá model (2.17)spolu s p°edpokladyE(β1
i |X̄i• = x̄i•) = β1, E(β0

i |X̄i• = x̄i•) = β0. (2.25)Tento p°edpoklad je siln¥j²í neº (2.23) a (2.24), diskuze na téma nutný
h p°edpo-klad· je nap°íklad v [17℄. Nejsiln¥j²ím zde uvád¥ným p°edpokladem je p°edpokladjednodu
hého Goodmanova modelu.Následují
í odstave
 je p°evzat z [3℄. V p°ípad¥ poru²ení t¥
hto p°edpoklad· sesm¥r vy
hýlení °ídí následují
ím tvrzením 2.6, které ve zkrat
e °íká, ºe vy
hýleníodhad· obou parametr· jsou v opa£ném sm¥ru.Tvrzení 2.6. Ne
h´ platí 0 < x̄•• < 1 a β̂1 a β̂0 jsou odhady modelu (2.17)metodou váºený
h nejmen²í
h £tver
·, potom
Bias(β̂0) = − x̄••

1− x̄••

Bias(β̂1).D·kaz. Vyjdeme z vlastnosti odhad· β̂1 a β̂0, o t¥
h je známo, ºe pro
házejít¥ºi²t¥m a je tedy spln¥na rovni
e
Ȳ•• = β̂1x̄•• + β̂0(1− x̄••).Dále víme, ºe platí

Ȳ•• = β1x̄•• + β0(1− x̄••) + u,kde Eu = E∑m
i=1 uini/n = 0. Nyní sta£í od sebe ob¥ rovni
e ode£íst, aplikovatst°ední hodnotu

0 = (E β̂1 − β1)x̄•• + (E β̂0 − β0)(1− x̄••).Úpravou získáme tvrzení.Budeme-li p°edpokládat, ºe x̄•• <
1
2
, pak 0 < x̄••

1−x̄••

< 1 a tudíº nám p°ed
hozív¥ta °íká, ºe pokud existuje vy
hýlení jako takové, pak vy
hýlení odhadu koe�-
ientu β1 je v¥t²í, neº vy
hýlení β0. Tudíº budeme-li mít vy
hýlení v 
elém mo-delu, pak Goodman·v p°istup není vhodným pro odhad minoritního koe�
ientu.Dal²ím d·sledkem p°ed
hozí v¥ty je vztah vy
hýlení polariza
e a odhadovaný
hkoe�
ient·
Bias(β̂1) = (1− x̄••)Bias(p̂), Bias(β̂0) = −x̄••Bias(p̂).Ví
e o vy
hýlení
h v rám
i ekologi
ké regrese je moºné nalézt v [3℄.20



Alternativou vzhledem ke Goodmanovu modelu spolu s p°edpokladem (2.25)je modelování veli£in β1
i a β0

i jakoºto lineárn¥ závislý
h na vysv¥tlují
í prom¥nné
x̄i•, p°edpokládejme tedy, ºe platíE[β1

i |X̄i• = x̄i•] = λ0 + λ1x̄i•, i = 1, . . . , m,a E[β0
i |X̄i• = x̄i•] = η0 + η1x̄i•, i = 1, . . . , m, .P°idáme-li p°edpoklady o rozptylu β1

i a β0
i , dostaneme

β1
i = λ0 + λ1x̄i• + via

β0
i = η0 + η1x̄i• + wipro kaºdý soubor i = 1, . . . , m, kde veli£iny vi a wi p°edstavují bílý ²um (tj. veli-£iny s nulovou st°ední hodnotou, navzájem nezávislé a s konstantním rozptylem)a jsou nezávislé na x̄i•. P°edpoklad lineární závislosti β1

i a β0
i v·£i x̄i• a hi pozm¥-¬uje p°edpoklad nezávislosti β1

i a β0
i na x̄i• do podoby nezávislosti pouze jeji
h
hyb ui a vi v·£i x̄i• a hi. Tyto p°edpoklady vedou ke kvadrati
kému modeluodvozenému z (2.16) za pone
hání 
hybové sloºky ei, který vypadá následovn¥

Ȳi• = (λ0 + λ1x̄i• + vi)x̄i• + (η0 + η1x̄i• + wi)(1− x̄i•) + ei

= (λ0 + η1)x̄i• + η0(1− x̄i•) + (λ1 − η1)x̄
2
i• + [wi + (vi − wi)x̄i• + ei]

= η0 + (λ0 + λ1 − η1)x̄i• + (λ1 − η1)hi + u∗
i i = 1, . . . , m, (2.26)kde u∗

i je 
hybová sloºka.Tento model obsahuje £ty°i neznámé parametry (
ontextual e�e
ts parame-ters), ale pouze t°i regresní koe�
ienty. Je zde tudíº p°ítomna nejednozna£nosta musí být p°idán n¥jaký dal²í omezují
í p°edpoklad. P°edpoklad rovnosti
λ1 = η1 v²ak nepom·ºe, nebo´ potom dostáváme t°i neznámé parametry p°i dvoukoe�
iente
h. V p°ípad volby λ1 = η1 = 0, dostáváme model (2.17) s p°edpokla-dem (2.25). Existují jisté moºnosti, jak zvolit nastavení parametr·, ale vy
házejíhlavn¥ z externí informa
e o pozorovaný
h objekte
h. Diskuze na téma maxi-málního vy
hýlení odhad· popula£ní
h parametr· tj. P(Y = 1|X = 1), resp.
P(Y = 1|X = 0), v p°ípad¥ kvadrati
kého modelu je moºné nalézt v [1℄, kap. 5.Kvadrati
ký model (2.26) je ni
mén¥ uºite£ným p°edstupn¥m zobe
n¥ní mo-delu (2.13). Uvaºujme nyní, ºe se parametry β0

i a β1
i mohou m¥nit nelineárn¥v závislosti na xi, t.j.

β1
i = β1(x̄i•) + ǫ1i , i = 1, . . . , m,a

β0
i = β0(x̄i•) + ǫ0i , i = 1, . . . , m,kde βj(·), j = 0, 1 je nespe
i�kovaná nelineární funk
e a ǫji , j = 0, 1, mají nulovoupodmín¥nou st°ední hodnotu vzhledem k x̄i•, dále p°edpokládáme konstantnírozptyl a nulové kovarian
e pro jednotlivé j = 0, 1. Vloºením do vztahu (2.16)získáváme následují
í model 21



Ȳi• = δci + δsi x̄i• + ǫi, i = 1, . . . , m, (2.27)kde
δci = β0(x̄i•),

δsi = β1(x̄i•)− β0(x̄i•),

ǫi = ǫ1i x̄i• + ǫ0i (1− x̄i•) + ēi, i = 1, . . . , m.Ignorujeme-li zjevnou heteroskedasti
itu v reziduální sloº
e modelu (2.27), m·ºe-me tento model odhadnout pomo
í neparametri
ké regrese. Chambers a Steel [16℄navrhují lokální lineární vyhlazování pomo
í jádrové funk
e K(·), kdy δci a δsi ur-£íme pomo
í LWLS (lo
ally weighted least squares) z rovni
e
m
∑

j=1

K

(

x̄j• − x̄i•

κi

)

(Ȳj• − δci − δsi x̄j•)

(

1

j̄i•

)

=

(

0

0

)

, i = 1, . . . , m, (2.28)kde κi je vhodn¥ zvolená ²í°ka vyhlazova
ího okna. Tímto zp·sobem získámeodhady ve²kerý
h koe�
ient· β1
i a β0

i pro kaºdé i = 1, . . . , m

β̂0
i = δ̂ci (2.29)a

β̂1
i = δ̂ci + δ̂si (2.30)Z tohoto pak dostáváme poºadované 
elkové odhady β0 a β1 jako

β̂0 =

∑m
i=1 niβ̂

0
i (1− x̄i•)

∑m
i=1 ni(1− x̄i•)a

β̂1 =

∑m
i=1 niβ̂

1
i x̄i•

∑m
i=1 nix̄i•

.Pokud je κi dostate£n¥ malé, pak heteroskedasti
ita v reziduální sloº
e nezp·so-buje tak velké problémy. Je moºné s heteroskedasti
itou v rovni
i (2.28) pra
ovat,bude to v²ak na úkor robustnosti a 
elkov¥ zvý²í náro£nost výpo£tu.2.6.1 Goodman·v model s pomo
nou prom¥nnouTato kapitola vy
hází z [32℄. Goodman·v p°edpoklad (2.25) je veli
e silný apravdou je, ºe je £asto poru²ován, vesm¥s na základ¥ struktury dat a s tím spojenéprostorové autokorela
e. Vzniklo tak mnoho snah, jak toto poru²ení p°edpoklad·napravit a zárove¬ pra
ovat stále s modelem 2.17. Jednou takovou snahou je iposun k prom¥nlivé regresi (swit
hing regression).P°edpokládejme nyní, ºe je moºné soubory i, kde i ∈ I = {1, . . . , m}, roz-d¥lit do ví
e kategorií, pro jednodu
host pra
ujme jen se dv¥ma disjunktnímimnoºinami I1 a I2. Prom¥nlivá regrese pak pra
uje se dv¥ma modely
Ȳi• = β1

1 x̄i• + β0
1(1− x̄i•) + ei1, i ∈ I1, (2.31)

Ȳi• = β1
2 x̄i• + β0

2(1− x̄i•) + ei2, i ∈ I2, (2.32)22



kde ei1 a ei2 jsou nezávislé veli£iny z normálního rozd¥lení s nulovou st°edníhodnotou a konstantním rozptylem. Ne
h´ Di, i = 1, . . . , m, je zatím neznámáprom¥nná, která ur£uje, který model pro daný i -tý soubor platí, p°i£emº Di = 0znamená, ºe pro i -tý soubor platí model (2.31), a pro Di = 1 platí model (2.32).Oba modely nyní m·ºeme zapsat do jedné rovni
e jako
Ȳi• = [(1−Di)(β

1
1 − β0

1) +Di(β
1
2 − β0

2)]x̄i• + (1−Di)β
0
1 +Diβ

0
2 +

+(1−Di)e1i +Die2i, i ∈ I. (2.33)Pro odhad parametr· β1
1 , β0

1 , β1
2 a β0

2 je nejprve nutné stanovit hodnotyneznámý
h parametr· Di, i = 1, . . . , m, respektive ur£it rozhodova
í algorit-mus. K tomu nám poslouºí vektory vysv¥tlují
í
h prom¥nný
h zi = (z1i , . . . , z
s
i )

′,
i = 1, . . . , m. K tomu, aby
hom získali poºadované hodnoty Di pouºijeme lo-git model (viz [7℄, str. 168). Uvaºujme vysv¥tlovanou prom¥nou D∗

i v lineárnímmodelu
D∗

i = z
′
iγ + ǫi, i ∈ I,kde ǫi jsou nezávislé stejn¥ rozd¥lené náhodné veli£iny s nulovou st°ední hodnotou.

γ je vektor neznámý
h parametr·. Vysv¥tlovaná prom¥nná Di je pak pro kaºdé
i ∈ I ur£ena vztahem

Di =

{

1 pro D∗
i > 0,

0 pro D∗
i ≤ 0.Pak platí

P(Di = 1|zi,γ) = 1− F (z′iγ) = 1− e−z′
i
γ

1 + e−z′
i
γ
, i ∈ I,kde F (·) je distribu£ní funk
e logisti
kého rozd¥lení. Tento práh poskytuje ráme
pro jednozna£né rozli²ení skupin. Odhad modelu (2.33) s binární vysv¥tlovanouprom¥nnou se provede metodou maximální v¥rohodnosti. Ne vºdy je nutné uva-ºovat Di za diskrétní. K tomu slouºí hybridní p°ístup, kdy Di je ur£ena vztahem.

Di = 1− e−z′
i
γ

1 + e−z′
i
γ
, i ∈ I.Tento vztah pak m·ºeme dosadit do modelu (2.33).Nyní máme 6+ s (po£ítáme-li rozptyly 
hybový
h sloºek σ1 a σ2, β1

1 , β0
1 , β1

2 a
β0
2 z model· (2.31) a (2.32) a kde s je velikost vektoru zi) neznámý
h parametr·v modelu (2.33), za p°edpokladu, ºe veli£iny yi mají normální rozd¥lení a po£etsoubor· je dostate£n¥ velký, jsou op¥t ve²keré parametry odhadnutelné metodoumaximální v¥rohodnosti.Pro ur£ení, zdali je pomo
ná prom¥nná zi vhodná pro za
hy
ení zm¥ny koe�-
ient· v modelu, pouºijeme testy stability, konkrétn¥ CUSUM-statistiky, které sepouºívají nap°íklad p°i analýzá
h £asový
h °ad (p°evzato z [7℄, str. 130). Vzhle-dem k tomu, ºe se zde nejedná o £asovou °adu, pouºijeme pro se°azení soubor·(resp. jednotlivý
h pozorování) práv¥ pomo
né prom¥nné zi, které v p°ípad¥ s > 1°adíme po sloºká
h. Dále v²ak budeme uvaºovat p°ípad s = 1.Pro p°ehlednost si ozna£me Yi = Ȳi•, xi = (1, x̄i•)

′ a X t = (x1, . . . ,xt)
′pro t = 2, . . . , m. P°edpokládejme, ºe X2 má plnou hodnost.23



Pozorování si uspo°ádáme vzestupn¥ podle prom¥nné zi a provedeme regresi
Yi = β′xi + ei pro i = 1, . . . , t − 1. Pomo
í metody nejmen²í
h £tver
· získá-me prvky posloupnosti rekurentní
h odhad· ozna£ený
h jako bt−1, p°edpov¥dí
ŷt = b′t−1xt a 
hyb predik
e

ft = Yt − Ŷt, t = 3, . . . , m.Za p°edpokladu normality je pak v klasi
kém modelu lineární regrese
et =

ft√
kt

∼ N(0, σ2), t = 3, . . . , m,kde
kt = 1 + x′

t(X
′
t−1X t−1)

−1xt.O reziduí
h et mluvíme jako o rekurentní
h reziduí
h. CUSUM-statistiky (kumu-lativní sou£ty) v jednotlivý
h £ase
h t mají p°ibliºn¥ normální rozd¥lení
CUSUMt =

t
∑

u=3

eu
s

∼ N(0, t− 2), t = 3, . . . , m,kde s je odhad sm¥rodatné od
hylky reziduální sloºky σ. Testujeme tak, zdalina hladin¥ významnosti α p°esáhne v absolutní hodnot¥ pro dané pozorovánístatistika CUSUMt práh Φ−1(1−α/2)
√
t− 2 , kde Φ−1(·) je kvantil normované-ho normálního rozd¥lení. V takovém p°ípad¥ zamítáme hypotézu o nem¥nnostiparametru β.Pokud 
h
eme testovat nem¥nnost parametru σ, m·ºeme pouºít CUSUMQ-statistiku zaloºenou na £tver
í
h rekurentní
h reziduí

CUSUMQt =

∑t
u=3 e

2
u

∑m
u=3 e

2
u

∼ χ2
t−2

m− 2
, t = 3, . . . , m.P°i p°ekro£ení kriti
ké hodnoty je výsledkem CUSUMQ-testu zamítnutí hypotézyo nem¥nnosti rozptylu.
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2.7 Metoda hrani
Doposud uvedené metody naprosto ignorovaly fakt, ºe odhadované parame-try mají omezený obor hodnot a ºe pro n¥ platí dal²í omezují
í pravidla vzhledemk tomu, ºe se jedná o pravd¥podobnosti P(Yit = 1|Xit = 1), resp.P(Yit = 1|Xit = 0). Tento zp·sob analýzy dat nazýváme metodou hrani
 (methodof bounds, Dun
an [8℄). Tato metoda tak dokáºe zúºit de�ni£ní obor a pro ur£itétypy dat m·ºe tato metoda dostate£n¥ p°esn¥ odhadnout parametry β1
i a β0

i .Z rovni
e (2.4) dostáváme následují
í
β̂1
i =

Ȳi•

x̄i•

− 1− x̄i•

x̄i•

β̂0
irespektive

β̂0
i =

Ȳi•

1− x̄i•
− x̄i•

1− x̄i•
β̂1
ipro i = 1, . . . , m. Ob¥ tyto rovnosti de�nují podprostor v prostoru [0, 1]2, tzv.tomogra�
kou úse£ku, viz obrázek 2.2, pro kaºdé i = 1, . . . , m. Takto získávámenásledují
í omezení

L1
i = max

{

0,
Ȳi• − (1− x̄i•)

x̄i•

}

≤ β̂1
i ≤ min

(

1,
Ȳi•

x̄i•

)

= U1
i (2.34)a

L0
i = max

{

0,
Ȳi• − x̄i•

1− x̄i•

}

≤ β̂0
i ≤ min

(

1,
Ȳi•

1− x̄i•

)

= U0
i , (2.35)kde pro j = 0, 1 nazýváme Lj

i dolní hrani
í odhadu parametru βj
i , dále pak U j

inazýváme horní hrani
í odhadu parametru βj
i . Mezi horní a dolní hrani
í odhad·parametr· β1

i a β0
i platí následují
í vztah

U1
i =

Ȳi•

x̄i•
− 1− x̄i•

x̄i•
L0
i ,a

L1
i =

Ȳi•

x̄i•
− 1− x̄i•

x̄i•
U0
i .Pro ilustra
i 
hování mezní
h hodnot β̂1

i z (2.34) a β̂1
i z (2.34) p°evezmemezobrazení popsané v [18℄. Jak vypadají jednotlivé hrani
e pro odhady parametru

β1
i , je zde obr. 2.3. Levý graf dává v závislosti na x̄i• a Ȳi• hodnotu L1

i . Jakm·ºeme vid¥t, s rostou
ími hodnotami x̄i• a Ȳi• roste i L1
i . Pro lep²í orienta
ijsou zde zvýrazn¥ny vrstevni
e L1

i s hodnotami 0, 0,25, 0,5 a 0,75. Pravý grafzobrazuje tytéº hodnoty pro horní hrani
i U1
i . Obrázek 2.4 popisuje tu samousitua
i pro druhý odhadovaný parametr β0

i . Jedná se o symetri
ké zobrazení.Pro lep²í po
hopení, jak se vyvíjí délka intervalu (L1
i , U

1
i ), resp. (L0

i , U
0
i ), jezde obr. 2.5. Zp°es¬ování jednoho parametru vede k nár·stu nejistoty u druhéhoparametru. Budeme-li znát realiza
e Ȳi• a hodnoty x̄i• pro i = 1, . . . , m, sta£ítyto body znázornit do obrázku 2.5 a ihned vidíme, pro jaké soubory jsou ome-zení daná metodou hrani
 aktivní a pro jaké soubory je tato metoda nedostate£ná.Chambers a Steel [16℄ dále zapra
ovávají tato omezení do (2.29) a (2.30)pomo
í následují
í rovnosti

β̂1
i = ai − biβ̂

0
i , (2.36)25
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Obrázek 2.3: Dolní (obrázek vlevo) a horní (obrázek vpravo) hrani
e pro odhadyparametru β1
i . Znázorn¥né úse£ky spojují body, které dávají stejné hodnoty hra-ni
. Tyto hodnoty jsou zobrazeny vedle jednotlivý
h úse£ek. Plo
ha vlevo dole(levý obrázek) p°edstavuje oblast, pro kterou metoda hrani
 neposkytuje doda-te£nou informa
i, dolní hrani
e v p°ípad¥ obrázku vlevo je rovna 0 (v p°ípad¥obrázku vpravo se jedná o oblast vlevo naho°e, horní hrani
e je zde rovna jedné).kde

ai =
U1
i U

0
i − L1

iL
0
i

U0
i − L0

ia
bi =

U1
i − L1

i

U0
i − L0

i

,která musí platit pro i = 1, . . . , m. Z (2.29) a (2.30) dosadíme do (2.36), dostávámetak následují
í identitû
δsi = ai − (bi + 1)δ̂ci , qquadi = 1, . . . , m, (2.37)
oº nám umoº¬uje nahradit (2.28) jednodu²²í rovni
í

m
∑

j=1

K

(

x̄j• − x̄i•

bi

)

Vij(Uij − δciVij) = 0, i = 1, . . . , m, (2.38)kde Uij = Ȳj−aix̄j• a Vij = 1−(bi+1)x̄j•. Výsledkem (2.38) v²ak není poºadovanýodhad parametru δci , nýbrº δ̃ci . Po odhadu vyºadujeme, aby padl do intervalu
[L0

i , U
0
i ]. Finální odhad δ̂ci získáme následují
í úpravou

δ̂ci = min{max(δ̃ci , L
0
i ), U

0
i }, i = 1, . . . , m. (2.39)Kone£né odhady parametr· β1

i a β0
i jsou pak de�novány kombina
í rovni
e (2.39)s rovni
í (2.37) a rovni
 (2.29) a (2.30).26
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Obrázek 2.4: Dolní (obrázek vlevo) a horní (obrázek vpravo) hrani
e pro odha-dy parametru β0
i . Znázorn¥né úse£ky spojují body, které dávají stejné hodnotyhrani
. Tyto hodnoty jsou zobrazeny vedle jednotlivý
h úse£ek. Plo
ha vpravodole (levý obrázek) p°edstavuje oblast, pro kterou metoda hrani
 neposkytujedodate£nou informa
i, dolní hrani
e v p°ípad¥ obrázku vlevo je rovna 0 (v p°í-pad¥ obrázku vpravo se jedná o oblast vpravo naho°e, horní hrani
e je zde rovnajedné).
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Obrázek 2.5: Délka intervalu (L1
i , U

1
i ) (levý graf) a (L0

i , U
0
i ) (pravý graf). Jednot-livé k°ivky spojují body, které dávají stejn¥ ²iroký interval. Tato ²í°ka intervaluje napsána vedle jednotlivý
h k°ivek. Nejmen²í trojúhelník p°edstavuje oblast,pro kterou omezení neposkytuje dodate£nou informa
i a délka intervalu je rovnajedné. 27



2.8 Neighbourhood modelP°edpokládejme na moment, ºe jsou hodnoty regresoruX náhodné. Dále p°ed-pokládejme, ºe vysv¥tlovaná prom¥nná Y je nezávislá na X uvnit° kaºdého sou-boru i. P°edpokládáme tudíº ze platí následují
í rovnostP(Y = 1|X = j, i) = P(Y = 1|i), (2.40)pro j = 0, 1 a i = 1, . . . , m. P°irozeným odhadem koe�
ientu βj
i je v tomtop°ípad¥ Ȳi•, pro j = 0, 1. V²imn¥me si, ºe to neznamená, ºe jednotlivé hodno-ty X a Y jsou nezávislé na úrovni 
elé popula
e, nebo´ obe
n¥ neplatí rovnostP(Y = 1|X = j) = P(Y = 1).Vyjdeme-li z (2.5) a (2.6) dostáváme odhady popula£ní
h pravd¥podobnostíjako

β̂0 =

∑m
i=1 niȲi•(1− x̄i•)
∑m

i=1 ni(1− x̄i•)
(2.41)a

β̂1 =

∑m
i=1 niȲi•x̄i•
∑m

i=1 nix̄i•
. (2.42)Tyto odhady β̂1 a β̂0 nejsou obe
n¥ stejné jako 
elkový pr·m¥r Ȳ••, nemusí býtani navzájem shodné.Tento p°ístup vytvo°ený Freedmanem a kol. [10℄ nazýváme sousedským modelem,ale rad¥ji z·staneme u angli
kého názvu neighbourhood model. My²lenka toho-to modelu spo£ívá v p°edstav¥, ºe agregovaná vysv¥tlují
í prom¥nná x̄i• nedáváºádnou informa
i o 
hování agregované vysv¥tlované prom¥nné Ȳi•. Toto 
hováníse ov²em p°edpokládá pouze pro agregovaná data a nemusí platit pro jednotlivápozorování Yit a Xit. Jedná se o logi
ký dopln¥k 
hování prom¥nný
h v·£i jed-nodu
hému Goodmanov¥ modelu. Neighbourhood model je spe
iálním p°ípademGoodmanova kvadrati
kého modelu (2.26) s parametry, pro která naví
 platí, ºe

λ1 = η1 a λ0 = η0.Tento model byl do zna£né míry kritizován Kingem [20℄ pro jeho p°edpoklad(2.40), který je, jak sám autor tvrdí, bezd·vodný a netestovatelný. Av²ak na re-álný
h date
h v [16℄ dává tento model lep²í výsledky (p°i znalosti skute£ný
hhodnot) neº veli
e so�stikovaný King·v model, o kterém bude °e£ v dal²í kapito-le. Obtíºné ov¥°ení p°edpoklad· platí pro oba modely.Budeme-li zkoumat odhady polariza
e p, dojdeme k záv¥ru, ºe polariza
e jev p°ípad¥ sousedského modelu men²í neº u standardní (Goodmanovy) ekologi
kéregrese (viz [3℄).Tvrzení 2.9. Ne
h´ p̃ je odhad polariza
e pomo
í sousedského modelu a ne
h´ p̂ jeodhad polariza
e pomo
í jednodu
hého Goodmanova modelu (2.15). Potom platí,ºe
p̃ = τ p̂,kde 0 < τ ≤ 1.D·kaz. Ozna£me Txy =

∑m
i=1 ni(x̄i•− x̄••)(Ȳi•− Ȳ••) a Txx =

∑m
i=1 ni(x̄i•− x̄••)

2.28



Dosadíme za p̃ rozdíl (2.41) a (2.42)
p̃ =

∑m
i=1 niȲi•x̄i•
∑m

i=1 nix̄i•

−
∑m

i=1 niȲi•(1− x̄i•)
∑m

i=1 ni(1− x̄i•)

=
(1− x̄••)Txy/n + x̄••Ȳ••(1− x̄••)

x̄••(1− x̄••)
− x̄••Ȳ•• − x̄••Txy/n− x̄2

••Ȳ••

x̄••(1− x̄••)

=
Txy

nx̄••(1− x̄••)

=
Txx

nx̄••(1− x̄••)
p̂.Výraz p°ed p̂ pak odpovídá τ . Nerovnost τ > 0 platí nebo´ p°edpokládáme

Txx > 0, tj. existen
i heterogenní
h soubor·. Druhou stranu nerovnosti dosta-neme po úprav¥ výrazu
Txx

nx̄••(1− x̄••)
=

∑m
i=1 nix̄

2
i• − nx̄2

••
∑m

i=1 nix̄i• − nx̄2
••

.Vzhledem k tomu, ºe 0 ≤ x̄i• ≤ 1, platí∑m
i=1 nix̄

2
i• ≤

∑m
i=1 nix̄i•. Tím je dokázánadruhá £ást nerovnosti.D·leºitou vlastností tohoto p°ístupu je automati
ké spln¥ní omezení (2.34)a (2.35). Samoz°ejm¥, p°edpoklad nezávislosti uvnit° soubor· je obtíºné zd·vod-nit obe
n¥. Ni
mén¥, m·ºe být rozumné p°edpokládat, ºe neznámé hodnoty β1

ia Ȳi• jsou p°ibliºn¥ úm¥rné. P°edpokládejme stejn¥ jako v [16℄, ºe tento vztahpropor
ionality platí ve st°ední hodnot¥, to jest
Eβ̂1

i = β1
i = θEȲi•, (2.43)kde parametr θ > 0. Zmín¥ný sousedský model p°edpokládá θ = 1, av²ak obe
n¥tomu tak být nemusí. Dále budeme uvaºovat omezení na odhad parametru θ,které odpovídá logi
e pouºité v (2.34) (nebereme v potaz degenerovaný p°ípad):

θLi ≤ θ̂ ≤ θUi , i = 1, . . . , m,kde jsme si ozna£ili θLi a θLi jakoºto
θLi = max

(

0,
1

Ȳi•

− 1

x̄i•

− 1

x̄i•Ȳi•

)a
θUi = min

(

1

x̄i•
,
1

Ȳi•

)

, i = 1, . . . , m.Vzhledem k tomu, ºe toto omezení má platit pro i = 1, . . . , m, musí také platit
max

i
(θLi ) = θL ≤ θ̂ ≤ θU = min

i
(θUi ) (2.44)Není t¥ºké dokázat, ºe hodnota 1 leºí v intervalu [θL, θU ], který m·ºeme 
há-pat jako intervalový odhad parametru θ. K získání bodového odhadu parametru

θ, je nutné p°idat dal²í podmínku. Nap°íklad m·ºeme parametr θ 
hápat jakonáhodnou veli£inu, potom ov²em platí (2.43) s ur£itou zm¥nou
β1
i = E[θȲi•].29



Nemáme-li ºádnou apriorní informa
i o rozd¥lení parametru θ, zdá se rozumnép°edpokládat, ºe v²e
hny hodnoty ve vý²e uvedeném intervalu [θL, θU ] jsou stejn¥pravd¥podobné. V tomto p°ípad¥ máme odhad θ̂ = (θU + θL)/2. Z toho plynou
íodhady parametr· β1
i a β0

i jsou
β̂1
i = θ̂Ȳi•a

β̂0
i =

Ȳi•(1− θ̂x̄i•)

1− x̄i•
.Celkové odhady dostaneme pak z p°edpisu

β̂1 = θ̂

∑m
i=1 niȲi•x̄i•
∑m

i=1 nix̄i•
(2.45)a

β̂0 =

∑m
i=1 niȲi•(1− θ̂x̄i•)
∑m

i=1 ni(1− x̄i•)
. (2.46)Vzhledem k de�ni
i omezení θL, θU a rozd¥lení θ, nabízí se zde velký prostorpro dal²í modi�ka
e. Jednou z moºný
h zm¥n je práv¥ zm¥na rozd¥lení. Nebo´ to-to rozd¥lení je jen expertním odhadem, který není podloºen ºádnými relevantnímiúdaji. Tak se m·ºe veli
e snadno stát, ºe na²e odhady budou vy
hýlené. Ni
mén¥je zde moºnost jistého vylep²ení a to pomo
í výb¥rový
h kvantil·, které zuºitkujíinforma
e o po°adí θLi a θUi a pomohou nám vylou£it vzdálená pozorování, kterévy
hylují ná² odhad. M·ºeme tak zobe
nit nerovnosti (2.44) do podobykvantil1−α(θ

L
i ) = θL(α) ≤ θ ≤ θU(α) = kvantilα(θUi ), α <

1

2
.Platí také, ºe [θL(α), θU(α)] ⊆ [θL, θU ] pro α < 1

2
. Jako bodový odhad θ̂(α)pouºijeme st°ed intervalu [θL(α), θU(α)]. Odhady 
elosouborový
h parametr· β1a β0 pomo
í (2.45) a (2.46), kde pouºijeme odhad θ̂(α)místo θ̂, budeme ozna£ovatjako odhady pomo
í theta modelu s parametrem alfa.Vzhledem ke kone£né popula
i (tj. N < ∞) bude platit, ºe pro α → 0 platí

θ̂(α) → θ̂. Tímto zobe
n¥ním vzniká problém ur£ení správné hodnoty α. Vzhledemk nevelkému mnoºství dat je vhodné volit α blízké nule, pro vylou£ení pouzevzdálený
h pozorování. Bude-li v²ak α daleko od nuly, dá se o£ekávat nár·stvy
hýlení. Za zmínku také stojí fakt, ºe p°e
hodem na výb¥rové kvantily uº neníspln¥na podmínka polohy odhadu koe�
ient· β1
i a β0

i uvnit° hrani
 dle (2.34),resp. (2.35), pro v²e
hna i = 1, . . . , m. Moºností, jak toto napravit, je po£ítatodhad b̂1i a b̂0i pomo
í θ̃i = 1
2
(θLi + θUi ), pokud θ̂ < θLi nebo θ̂ > θUi .
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2.10 King·v p°ístupSamostatnou kapitolou je p°ístup uvaºovaný v [18℄ a [20℄. Autor se snaºí vytvo-°it takový model, který má ov¥°itelné p°edpoklady, které jsou zárove¬ 
o nejm¥k£ía p°itom dostate£né. Naví
 se snaºí vytvo°it model, který je dostate£n¥ robustnía uplatnitelný.V této £ásti budeme pra
ovat pouze s pozorováními na úrovni jednotlivý
hsoubor· a proto pouºijeme zjednodu²ené zna£ení. Ne
h´ Yi a Xi, i = 1, . . . , m,jsou náhodné veli£iny odpovídají
í Ȳi•, i = 1, . . . , m, resp. X̄i•, i = 1, . . . , m,z p°ed
hozí £ásti prá
e. Ne
h´ xi, i = 1, . . . , m, jsou nenáhodné konstanty od-povídají
í x̄i•, i = 1, . . . , m. Stále p°edpokládáme, ºe Yi a xi nabývají hodnotz intervalu [0, 1].Ne
h´ parametry β1
i a β0

i po
házejí zatím z nespe
i�kovaného dvourozm¥rnéhorozd¥lení s nosi£em na intervalu [0, 1]2. Ne
h´ dále platí deterministi
ký vztah
Yi = β1

i xi + β0
i (1− xi), i = 1, . . . , m. (2.47)Jedná se o deterministi
ké vyjád°ení vysv¥tlované prom¥nné. Chybová sloºka jezde nahrazena náhodnými parametry β1

i a β0
i . Nyní k tomuto modelu p°idámedal²í t°i p°edpoklady.P°edpoklad (1) Budeme p°edpokládat, ºe β1

i a β0
i po
hází z useknutéhodvourozm¥rného normální rozd¥lení. Tedy neº aby
hom p°edpokládali konstantní
hování parametr· nap°í£ soubory, viz Goodman·v model, budeme pouze p°edpo-kládat, ºe mají stejné rozd¥lení. Dále je zde umoºn¥na i korela
e obou parametr·v rám
i soubor·. Formáln¥ p°edpokládáme, ºe βi = (β1

i , β
0
i )

′ má rozd¥lení
βi ∼ TN*(B,Σ), (2.48)kde zkratkou TN* zna£íme useknuté dvourozm¥rné normální rozd¥lení (trun
atednormal distribution) s useknutím na [0, 1]2, tj. platí, ºe hustota je mimo interval

[0, 1]2 nulová6. Parametry TN* jsou vektor st°ední
h hodnot
B =

(

B
1

B0

)a rozptylová mati
e
Σ =

(

σ11 σ10

σ10 σ00

)

=

(

σ2
1 σ10

σ10 σ2
0

)

.Tato parametriza
e není obvyklá, av²ak pomáhá objasnit n¥které dal²í kroky.Standardní parametriza
e je zavedena v (2.54).Ú£elem tohoto modelu je ur£ení v²e
h parametr· β1
i a β0

i pro i = 1, . . . , m.Parametry B a Σ nejsou p°ímým bodem zájmu. P°ipome¬me si, ºe βj
i jsou prav-d¥podobnosti P(Yit = 1|Xit = j), kde j = 0, 1, potom B

j m·ºeme 
hápat jakoºtost°ední hodnotu neváºeného pr·m¥ru de�novaného v (2.9). P°idání st°ední hod-noty je nutné, nebo´ v (2.9) pra
ujeme s nenáhodnými parametry a zde mluvíme6Useknutí tvo°í dal²í parametry rozd¥lení. Jelikoº se v tomto p°ípad¥ bude vºdy jednato omezení se na jednotkový £tvere
, nebudeme tento parametr p°idávat do zna£ení.31



o náhodný
h parametre
h.P°edpoklad (2) P°edpokládejme, ºe vektor βi = (β1
i , β

0
i )

′ je ve st°ední hod-not¥ nezávislý na xi, tj. E(βi|Xi = xi) = Eβi. (2.49)Tento p°edpoklad, který je ekvivalentní poºadavku na neexisten
i vy
hýlení v d·-sledku agrega
e, je velmi d·leºitý pro získání konzistentní
h odhad· B a Σ. A£-koli, jak King [18℄ uvádí, není tento p°edpoklad vºdy nutný a p°ípadné vy
hýlením·ºe být identi�kováno a vyru²eno.P°edpoklad (3) T°etím p°edpokladem je nezávislost Yi v r·zný
h soubore
h,kdy Yi jsou navzájem nezávislé po podmín¥ní xi. P°edpokládáme tak, ºe parame-try β1
i a β0

i nejsou prostorov¥ závislé a ºe zde není p°ítomna ºádná autokorela
e.Pro ur£ení pot°ebný
h p¥ti parametr· z (2.48) si sepi²me st°ední hodnotya rozptyl sledovaný
h veli£in β1
i a β0

iE(β1
i

β0
i

)

=

(

B
1

B0

)

= B, var

(

β1
i

β0
i

)

=

(

σ2
1 σ10

σ10 σ2
0

)

= Σa jeji
h vztah k souborovým parametr·m
βj
i = B

j + ǫji , j = 0, 1,kde náhodná sloºka ǫji má nulovou st°ední hodnotu a konstantní rozptyl pro jed-notlivé j = 0, 1. Dále p°edpokládáme nezávislost ǫji pro i = 1, . . . , m p°i pevnéhodnot¥ j . Nyní dosadíme tyto rovnosti do modelu (2.47), díky £emuº dostaneme
Yi = B

1xi +B
0(1− xi) + ǫi, (2.50)kde

ǫi = ǫ1ixi + ǫ0i (1− xi). (2.51)Platí-li p°edpoklady (1)-(3), je z°ejmé, ºe E(ǫi|xi) = 0, proto nyní m·ºemena²i rovni
i upravit do tvaruE(Yi|Xi = xi) = B
1xi +B

0(1− xi). (2.52)Z toho vyplývá, ºe parametr B z (2.52) m·ºeme odhadnout pomo
í obdoby Go-odmanovy regrese (2.13). Zbývají
í t°i parametry var(β1
i ) = σ2

1, var(β0
i ) = σ2

0a cov(β1
i , β

0
i ) = σ10 ovliv¬ují námi sledovaná agregovaná data skrze podmín¥-ný rozptyl, který je heteroskedasti
ký, tj. m¥ní se s vysv¥tlují
í prom¥nnou xi.Úpravou rovni
e (2.51) dostáváme

var(Yi|Xi = xi) = σ2
1x

2
i + σ2

0(1− xi)
2 + σ102xi(1− xi)

= σ2
0 + (2σ10 − 2σ2

0)xi + (σ2
1 + σ2

0 − 2σ10)x
2
i . (2.53)Místo parametru σ10 budeme p°i zápisu parametr· pouºívat korela£ní koe�
ient

ρ = σ10

σ1σ0
. Máme zde p¥ti
i parametr· modelu, které si spole£n¥ ozna£íme jakoºto32



Ψ = (B1,B0, σ1, σ0, ρ)
′. A£koli toto nejsou parametry na²eho hlavního zájmu, ma-jí p°ímou interpreta
i jakoºto 
harakteristiky rozd¥lení β1

i a β0
i . Bohuºel se para-metry Ψ t¥ºko p°ímo upot°ebí v po£etní £ásti. Problém tkví v tom, ºe odhady pa-rametr· Ψ mohou být ur£eny pouze impli
itn¥, kdeºto my pot°ebujeme expli
itnívzore
. Uvaºujme proto alternativní vektor parametr· Ψ̆ = (B̆1, B̆0, σ̆1, σ̆0, ρ̆)

′.Tento vektor odpovídá parametr·m dvourozm¥rného normálního rozd¥lení N(Ψ̆).Není zde ºádné useknutí a tudíº B̆ = (B̆1, B̆0)′ není omezen intervalem [0, 1]2,tak jako tomu je u (2.48).Aby
hom vytvo°ili hustotu poºadovaného useknutého dvourozm¥rného nor-málního rozd¥lení pro β1
i a β0

i , musíme provést dv¥ opera
e na na²í zatím neu-seknuté hustot¥ normálního rozd¥lení. První z ni
h je vynulování hustoty mimo£tvere
 [0, 1]2 na nulu a druhým krokem je p°e²kálování hustoty tak, aby bylaop¥t hustotou. Dostáváme tak následují
í p°epis hustoty rozd¥lení TN jako
fTN(β1

i , β
0
i |B̆, Σ̆) = fN(β1

i , β
0
i |B̆, Σ̆)

1(β1
i , β

0
i )

R(B̆, Σ̆)
, (2.54)kde

R(B̆, Σ̆) =

∫ 1

0

∫ 1

0

fN(β1
i , β

0
i |B̆, Σ̆)dβ1dβ0,1(β1

i , β
0
i ) =







1 pokud (β1
i , β

0
i )

′ ∈ [0, 1]2

0 jinaka fN(·) je hustota dvourozm¥rného normálního rozd¥lení. Pro parametriza
i Ψ̆budeme pouºívat zna£ení
βi ∼ TN(B̆, Σ̆). (2.55)Vektory Ψ a Ψ̆ nejsou obe
n¥ shodné, ale v p°ípad¥, kdy R(B̆, Σ̆) je blízkojedné, jsou jednotlivé parametry numeri
ky blízko. K tomu do
hází nap°íkladtehdy, kdyº B̆

1 = B̆
0 = 0,5 a jednotlivé rozptyly jsou dostate£n¥ malé. P°esnývztah mezi Ψ a Ψ̆ nelze jednodu²e analyti
ky vyjád°it, ale lze jej ur£it pomo
ísimula
í. Následují
í tvrzení, které £erpá z [22℄, dává alespo¬ základní vztah mezi

B a Ψ̆.Tvrzení 2.11. Ne
h´ βi je náhodná veli£ina s rozd¥lením (2.55), resp. p°i al-ternativním zna£ení s rozd¥lením (2.48). Vztah mezi parametry B a B̆ je dánnásledují
ím p°edpisem
B

j = B̆
j + σ̆j1(f1(0)− f1(1)) + σ̆j0(f0(0)− f0(1)), j = 0, 1,kde fj(x) je marginální hustota veli£iny βj

i a σ̆j1 je p°íslu²ná bu¬ka mati
e Σ̆.D·kaz. D·kaz je veden p°es momentovou vytvo°ují
í funk
i, které je v p°ípad¥TN tvaru
m(t) = E(et′βi

)

=

∫

1

0

et
′xfTN(x)dx

=
1

2π|Σ̆|1/2R(B̆, Σ̆)

∫

1

0

exp

{

−1

2

[

(x− B̆)′Σ̆
−1
(x− B̆)− 2t′x

]

}

dx,(2.56)33



kde t = (t1, t0)
′, x = (x1, x0)

′ a ∫ 1

0
je dvojný integrál.P°edpokládejme nejprve, ºe B̆ = 0. Exponent uvnit° integrálu upravíme dotvaru

1

2
t′Σ̆t− 1

2

[

(x− Σ̆t)′Σ̆
−1
(x− Σ̆t)

]

,Ozna£me si T = 1
2
t′Σ̆t a

ΦΨ̆ =
1

2π|Σ̆|1/2R(B̆, Σ̆)

∫

1−Σ̆t

−Σ̆t

exp

{

−1

2
x′
Σ̆

−1
x

}

dx.Dostáváme tak nový zápis pro momentovou vytvo°ují
í funk
i jako
m(t) = eTΦΨ̆. (2.57)Nyní budeme derivovat výraz (2.57) podle tj , kde j = 1, 0.

∂m(t)

∂tj
= eT

∂ΦΨ̆

∂tj
+ΦΨ̆

∂eT

∂tj
. (2.58)Jednotlivé výrazy se dále dají p°epsat do tvaru

∂eT

∂tj
= eT (σ̆j1t1 + σ̆j0t0) (2.59)a

∂ΦΨ̆

∂tj
=

∂

∂tj

∫ b∗0

a∗0

∫ b∗1

a∗1

fTNdx1dx0

= σ̆j1(f1(a
∗
1)− f1(b

∗
1)) + σ̆j0(f1(a

∗
0)− f1(b

∗
0)), (2.60)kde a∗j = −(σ̆j1t1 + σ̆j0t0) a b∗j = 1− (σ̆j1t1 + σ̆j0t0) pro j = 0, 1 a

f1(x) =

∫ b∗0

a∗0

fTN(x, y)dy,analogi
ky pro f0(x).Pro t = 0 máme a∗ = 0 a b∗ = 1. Tudíº fj(x) je marginální hustota jednéz veli£in vektoru β. Z (2.58), (2.59) a (2.60) dostáváme první moment rozd¥leníTN jako E(βj
i ) =

∂m(t)

∂tj
|t=0 = σ̆j1(f1(0)− f1(1)) + σ̆j0(f0(0)− f0(1)).Je-li B̆ 6= 0, sta£í si uv¥domit, ºe E(βi + B̆) = Eβi + B̆.Je dobrá si uv¥domit, ºe TN* a TN jsou dva r·zné zápisy téhoº a jelikoº platí,ºe B = Eβi, je tvrzení dokázáno.Nyní si de�nujeme spe
iální popisné vlastnosti pro veli£iny po
házejí
í z usek-nutého rozd¥lení. Upravenou st°ední hodnotou náhodné veli£iny, která má useknu-té rozd¥lení, budeme 
hápat st°ední hodnotu náhodné veli£iny, která má p·vodní34



neuseknuté rozd¥lení, tyto rozd¥lení se tak li²í pouze v useknutí. Tuto nepravoust°ední hodnotu budeme zna£it Ĕ(·). Dále upraveným rozptylem náhodné veli£i-ny budeme rozum¥t rozptyl náhodné veli£iny, která po
hází z p·vodního neu-seknutého rozd¥lení, zna£it ho budeme jako v̆ar(·)7. Tudíº platí, ºe Ĕβ1
i = B̆

1a v̆ar(β1
i ) = σ̆2

1. V situa
i, kdy je toto useknutí malé, platí, ºe Ĕ(·) .
= E(·)a v̆ar(·) .

= var(·).Paraleln¥ k (2.52) a (2.53) dostáváme, ºe
Ĕ(Yi|xi) = µi = B̆

1xi + B̆
0(1− xi) (2.61)a

v̆ar(Yi|xi) = σ2
i

= σ̆2
1x

2
i + σ̆2

0(1− xi)
2 + σ̆102xi(1− xi)

= σ̆2
0 + (2σ̆10 − 2σ̆2

0)x
2
i + (σ̆2

1 + σ̆2
0 − 2σ̆10)x

2
i . (2.62)Parametry µi a σ2

i mají v p°ípad¥ nízkého stupn¥ useknutí (tj. R(B̆, Σ̆) je blízkojedné) význam podmín¥né st°ední hodnoty a podmín¥ného rozptylu. Je-li v²akuseknutí siln¥j²í, pak tato interpreta
e je nesprávná.Nyní pone
hme stranou fakt, ºe neznáme hodnoty parametr· Ψ̆ a snaºmese ur£it rozd¥lení parametr· zájmu β1
i a β0

i . De fa
to sta£í ur£it pouze jedenz dvoji
e, nebo´ druhý vyplyne z tautologie (2.47). Zajímá nás tudíº pouze hustota
f(β1

i |Ti, Ψ̆). Tvar této hustoty nám dává následují
í tvrzení.Tvrzení 2.12. Za platnosti p°edpoklad· (1)-(3) má neznámý parametr β1
ipro xi > 0 následují
í podmín¥nou hustotu

f(β1
i |Yi, Ψ̆) = fTN(β1

i |B̆1 +
ωi

σ2
i

ǫi, σ
2
1 −

ω2
i

σ2
i

)

= fN(β1
i |B̆1 +

ωi

σ2
i

ǫi, σ
2
1 −

ω2
i

σ2
i

) 1(β1
i |Yi)

S(B̆, Σ̆)
, (2.63)kde

ωi = σ2
1xi + σ2

10(1− xi), (2.64)
ǫi = Yi − B̆

1xi − B̆
0(1− xi) (2.65)a σ2

i je de�nována rovni
í (2.62). Dále pak1(β1
i |Yi) =











1 pokud β1
i ∈

[

max
(

0, Yi−(1−xi)
xi

)

,min
(

1, Yi

xi

)]

0 jinaka
S(B̆, Σ̆) =

∫ min
(

1,
Yi

xi

)

max
(

0,
Yi−(1−xi)

xi

)

fN(β1
i |B̆1 +

ωi

σ2
i

ǫi, σ
2
1 −

ω2
i

σ2
i

)

dβ1. (2.66)7Pro lep²í po
hopení uvaºujme p°epis (2.54). Náhodná veli£ina s hustotou fTN(β1

i , β
0

i |B̆, Σ̆)získaná pomo
í (2.54) z hustoty fN(β1

i , β
0

i |B̆, Σ̆)) bude mít upravenou st°ední hodnotu rov-nu st°ední hodnot¥ náhodné veli£iny s hustotou práv¥ fTN(β1

i , β
0

i |B̆, Σ̆). To samé platí proupravený rozptyl. 35



D·kaz. Pro d·kaz vyuºijeme vlastnosti normálního rozd¥lení. Vy
házíme z rozd¥-lení hledaný
h parametr· β1
i , β

0
i dle (2.48). Pro jednodu
host nebudeme uvaºovatuseknuté dvourozm¥rné normální rozd¥lení, nýbrº neuseknuté normální rozd¥lení.Z (2.47) plyne, ºe Yi je lineární kombina
í β1

i , β
1
i a tudíº i Yi, β

0
i mají dvouroz-m¥rné normální rozd¥lení. St°ední hodnota a rozptyl β1

i je B1 , resp. σ2
1. St°edníhodnotu a rozptyl Yi ur£íme z (2.47), tedyE Yi = µi = B̆

1xi + B̆
0(1− xi), var(Yi) = σ2

i , (2.67)de�novaného v rovni
i (2.62). Kovarian
e Yi a β1
i je rovna ωi.Nyní sta£í spo£ítat podmín¥né rozd¥lení β1

i p°i Yi, které je také normálnímrozd¥lením se st°ední hodnotouE(β1
i |Yi) = Eβ1

i + corr(β1
i , Yi)

√var(β1
i )var(Yi)
(Yi − EYi)

= B̆
1 +

ωi

σ2
i

ǫi,a rozptylem
var(β1

i |Yi) = var(β1
i )(1− corr(β1

i , Yi)
2)

= σ2
1 −

ω2
i

σ2
i

. (2.68)Useknutím hustoty parametru β1
i pomo
í 1(β1

i |Yi) a úpravou zp¥t na hustotupomo
í S(B̆, Σ̆) dostáváme (2.63).Jakmile je rozd¥lení veli£iny β1
i známé, spo£ítané, resp. odhadnuté a mámeodhad tohoto parametru, respektive jeho podmín¥nou st°ední hodnotu, pak m·-ºeme dopo£íst odhad β0

i p°ímo z identity
β̂0
i =

Yi − β̂1
i xi

1− xi

. (2.69)Tento postup je moºné i oto£it a nejprve odhadnout β0
i na základ¥ st°ední hod-noty aposteriorního rozd¥lení. A£koli tento model obsahuje pouze p¥t parametr·

Ψ̆, odhadneme díky n¥mu v²e
h 2m parametr· β1
i a β0

i , kde i = 1, . . . , m.Pro odhad neznámý
h p¥ti parametr· Ψ̆ pouºijeme odhad metodou maxi-mální v¥rohodnosti. Celá my²lenka tohoto odhadu je zaloºena na informa
í
hz agregovaný
h dat o parametre
h zájmu β1
i a β0

i spolu s p°edpoklady modelu(1)-(3).Pojmem heterogenní soubor 
hápeme soubor, pro který je hodnota xi v inter-valu (0, 1). Jinak mluvíme o homogenní
h soubore
h.
36



Tvrzení 2.13. Za p°edpokladu (1)-(3) pro heterogenní soubory je v¥rohodnostnífunk
e L(Ψ̆|y) tvaru
L(Ψ̆|(Y1, . . . , Ym)

′) ∝
∏

xi∈(0,1)

f(Yi|Ψ̆)

=
∏

xi∈(0,1)

fN(Yi|µi, σ
2
i )
S(B̆, Σ̆)

R(B̆, Σ̆)
, (2.70)kde µi a σ2

i jsou de�nované dle (2.61) a (2.62), dále
R(B̆, Σ̆) =

∫ 1

0

∫ 1

0

fN(β1
i , β

0
i |B̆, Σ̆)dβ1dβ0, (2.71)a

S(B̆, Σ̆) =

∫ min
(

1,
Yi

xi

)

max
(

0,
Yi−(1−xi)

xi

)

fN(β1
i |B̆1 +

ωi

σ2
i

ǫi, σ
2
1 −

ω2
i

σ2
i

)

dβ1. (2.72)D·kaz. Vy
házíme ze vztahu (2.47), který pouºijeme do (2.54). Platí, ºe podmí-n¥né sdruºené rozd¥lení dvoji
e (β1
i , Yi)

′ je op¥t useknuté dvourozm¥rné normálnírozd¥lení s hustotou tvaru
f(β1

i , Yi|Ψ̆) =
1(β1

i |Yi)1(Yi)

R(B̆, Σ̆)
fN(β1

i , Yi|B̆1, µi, σ̆
2
1, σ

2
i ,

ωi

(σ̆1σi)

)

, (2.73)kde 1(Yi) je rovno jedné v p°ípad¥, ºe Yi ∈ [0, 1] a nula jinak. Dále1(β1
i |Yi) =











1 pokud β1
i ∈

[

max
(

0, Yi−(1−xi)
xi

)

,min
(

1, Yi

xi

)]

,

0 jinak.Nosi£em hustoty je nyní koso£tvere
. Parametry µi, σi a ωi jsou de�novanév (2.61), (2.62) a (2.64). Z v¥ty o podmín¥né hustot¥ (viz And¥l [2℄ strana 56)dostáváme vyjád°ení
f(β1

i , Yi|Ψ̆) ∝ 1(Yi)

R(B̆, Σ̆)
fN (Yi|µi, σ

2
i

)

× fN(β1
i |B̆+

ωi

σ2
i

ǫi, σ
2
1 −

ω2
i

σ2
i

)1(β1
i |Yi).Dal²ím krokem je integra
e p°es β1

i , díky £emuº pak dostáváme poºadovaný tvar
f(Yi|Ψ̆, 0 < xi < 1) ∝

∫ min
(

1,
Yi

xi

)

max
(

0,
Yi−(1−xi)

xi

)

f((β1, Yi|Ψ̆)dβ1

∝ 1(Yi)

R(B̆, Σ̆)
fN(Yi|µi, σ

2
i )S(B̆, Σ̆),kde S(B̆, Σ̆) je de�nované v (2.66).Podíl S(B̆, Σ̆)/R(B̆, Σ̆) je tím, £ím se li²í tento maximáln¥ v¥rohodný odhadod maximáln¥ v¥rohodného odhadu normálního rozd¥lení. Pouze v p°ípad¥, kdynení rozd¥lení β1

i a β0
i siln¥ omezeno oseknutím na jednotkový £tvere
, je tentopodíl blízko jedné a m·ºe býti ignorován.37



Poznámka 2.14. Pro homogenní soubory i také pot°ebujeme marginální hustotu
Yi z (2.73). Pokud xi = 1, potom Yi = β1

i , resp. pokud xi = 0, potom Yi = β0
i .Pro xi = 1 tak dostáváme

f(Yi|Ψ̆, xi = 1) =

∫ 1

0

fTN((Yi, β
0|Ψ̆)dβ0

=
1(Yi)

R(B̆, Σ̆)
fN(Yi|B̆1, σ2

1)

×
∫ 1

0

fN

(

β0|B̆0 + ρ̆
σ̆0

σ̆1

(Yi − B̆
1), σ̆2

0(1− ρ̆2)

)

dβ0.Analogi
ky pro p°ípad xi = 0 platí
f(Yi|Ψ̆, xi = 0) =

∫ 1

0

fTN((β
1, Yi|Ψ̆)dβ1

=
1(Yi)

R(B̆, Σ̆)
fN(Yi|B̆0, σ2

0)

×
∫ 1

0

fN

(

β1|B̆1 + ρ̆
σ̆1

σ̆0
(Yi − B̆

0), σ̆2
1(1− ρ̆2)

)

dβ1.Vzhledem k tomu, ºe homogenní soubory ur£í jeden z odhadovaný
h parame-tr· β1
i a β0

i jednozna£n¥, nebo´ v p°ípad¥, ºe xi = 0, je p°irozeným odhadem
β0
i hodnota Yi. Pak pro daný parametr není zapot°ebí odhadovat jeho hustotu.Homogenní soubory jsou ni
mén¥ velmi uºite£né p°i ur£ení useknutého dvou-rozm¥rného normálního rozd¥lení, které m·ºe být pouºito ke zp°esn¥ní odhad·hustot heterogenní
h soubor·.Pro usnadn¥ní maximaliza
e v¥rohodnostní funk
e je nejlep²ím °e²ením pra-
ovat s parametry, které mají rozd¥lení podobné normálnímu rozd¥lení. Mluvímezde o parametre
h modelu a jeji
h apriorní
h hustotá
h normálního rozd¥lení.Tato úprava dále pomáhá p°edejít numeri
kým komplika
ím p°i výpo£tu (2.71).V¥rohodnostní funk
e je invariantní v·£i reparametriza
i, tudíº tato zm¥na ne-zp·sobí zm¥nu polohy maxima. Provedeme následují
í transforma
e parametr·:

φ1 =
B̆

1 − 0,5

σ̆2
1 + 0,25

φ2 =
B̆

0 − 0,5

σ̆2
0 + 0,25

φ3 = ln(σ̆1) (2.74)
φ4 = ln(σ̆0)

φ5 = 0,5ln

(

1 + ρ̆

1− ρ̆

)

,kde φ5 je Fisherova Z transforma
e. Ozna£me si nyní tuto jiº t°etí parametriza
ijako Φ = (φ1, φ2, φ3, φ4, φ5)
′. Nutno podotknout, ºe ºádná ze zmín¥ný
h parame-triza
í není p°edm¥tem na²eho zájmu. V praxi jsou parametry Φ po£ítány (od-hadovány) jako první, z ni
h jsou inverzní opera
í k (2.75) dopo£teny parametry

Ψ̆. 38



Poznámka 2.15. Pro usnadn¥ní výpo£t· zvolíme vhodné apriorní rozd¥lení φ3,
φ4 a φ5. Jelikoº máme mnoºství informa
í p°ímo v date
h, apriorní rozd¥lení pro
φ1 a φ2 nejsou volena krom p°ípadu, kdy máme n¥jakou dodate£nou externí in-forma
i. Jelikoº β1

i a β0
i jsou omezené intervalem (0, 1), rozptyly σ̆1 a σ̆0 jsoupouze výjime£n¥ v¥t²í neº 0,5. Proto pouºijeme dle [18℄ apriorní half-normal roz-d¥lení8 pro σ̆1 a σ̆0 s nulovou st°ední hodnotou a rozptylem rovným 0,5. Nejmén¥informa
í máme o parametru φ5. Ni
mén¥ jako vhodné apriorní rozd¥lení se jevínormální s nulovou st°ední hodnotou a rozptylem 0,25.V¥rohodnostní funk
e (2.70) (z Bayesova pohledu aposteriorní rozd¥lení) jepouºita ke shrnutí ve²kerý
h informa
í, které máme o parametre
h Φ. Aby
homtohoto dosáhli, maximalizujeme v¥rohodnostní funk
i a získáme odhad Φ̂ s p°í-slu²nou rozptylovou mati
í V̂(Φ̂). Jednou moºností, jak shrnout znalosti o Φ,je pomo
í normálního rozd¥lení. Díky reparametriza
i parametr· Ψ na Φ, kteroujsme pouºili za ú£elem získání odhad·, m·ºeme uvaºovat o jeji
h normalit¥. Protopouºijeme aproxima
i normálním rozd¥lením

Φ ∼ N
(

Φ̂, V̂(Φ̂)
)

. (2.75)S rostou
ím po£tem opakování bude Φ̂ konvergovat ke konstant¥ a odhadnutý roz-ptyl V̂(Φ̂) bude konvergovat k nule. Jelikoº je aposteriorní rozd¥lení z 
entrálnílimitní v¥ty asymptoti
ky normální, je tato aproxima
e vhodná. P°ípadné pro-blémy s nenormalitou vy°e²íme pomo
í importan
e sampling algoritmu. Detailnípopis importan
e sampling algoritmu je moºné nalézt v [11℄.Dal²í postup nyní shrneme do n¥kolika bod·. Výsledkem bude získání odhadu
β̃1
i na základ¥ aposteriorního rozd¥lení (β1

i |Yi) za daný soubor i.1. Vygenerujeme si náhodný vektor Φ̃ z rozd¥lení, které je dáno rovni
í (2.75),kde Φ̂ je bodový odhad parametru Φ, který maximalizuje v¥rohodnostnífunk
i (2.70) a V̂(Φ̂) je odhad jeho rozptylové mati
e.2. Reparametrizujeme Φ̃ pomo
í (2.75). Získáme tak odhad parametr· Ψ̆, kte-ré ozna£íme jako ˜̆
Ψ.3. Provedeme importan
e sampling, jehoº d·sledek bude zlep²ení normality.(a) Spo£teme významový pom¥r (importan
e ratio), 
oº je podíl hodnotyv¥rohodnostní funk
e L(Ψ̆|y) v bod¥ ˜̆

Ψ a hodnoty hustoty normálníaproxima
e fN(Φ̃, V̂(Φ̂)) op¥t v bod¥ ˜̆
Ψ.(b) Ak
eptujeme ˜̆

Ψ s pravd¥podobností, která odpovídá významovému po-m¥ru. To m·ºeme provést pomo
í vygenerování £ísla r z rovnom¥rnéhorozd¥lení na intervalu [0,1℄, které porovnáme se sledovaným významo-vým pom¥rem. Pokud je vygenerované £íslo r vy²²í neº ná² pom¥r,vra
íme se do kroku 1.4. Dopo£ítáme odhady parametr· σ2
i , ωi a ǫi pomo
í (2.62), (2.64), (2.65) aodhadu ˜̆

Ψ.8Toto rozd¥lení vzniká aplika
í absolutní hodnoty na veli£inu mají
í normální rozd¥lení.39



5. Vloºíme ˜̆
Ψ do podmín¥né aposteriorní hustoty veli£iny β1

i , tj. f(β1
i |Yi,

˜̆
Ψ)dle rovni
e (2.63). Z tohoto aposteriorního rozd¥lení náhodn¥ vygenerujemeodhad β̃1

i .6. Kroky 1 aº 5 provádíme, dokud nebudeme mít poºadovaný
h K hodnot
β̃1
i pro kaºdý soubor i. King [18℄ udává hodnotu K = 100, ni
mén¥ záleºína uºivateli, jak jemný odhad aposteriorní hustoty parametru β1

i 
h
e získat.7. Bodový odhad veli£iny β1
i získáme jako

β̂1
i =

1

K

K
∑

k=1

β̃
1(k)
i ,kde β̃1(k)

i je k-tá simula
e veli£iny β1
i z kroku 4. Odhad sm¥rodatné od
hylkyzískáme jako

SE(β̂1
i ) =

√

√

√

√

1

K

K
∑

k=1

(β̃
1(k)
i − β̂1

i )
2.Up°ednost¬ujeme intervalový odhad, který konstruujeme tak, ºe pouºívá-me výb¥rové kvantily nasimulovaný
h hodnot β̃1(k)

i . Nemusí nás tak trápitp°ípadná ²ikmost odhadnutého aposteriorního rozd¥lení, která by mohlazp·sobit, ºe bodový odhad není uprost°ed intervalového odhadu8. Odhady veli£iny β0
i získáme pomo
í β̃1(k)

i a identity (2.69).9. Odhady 
elosouborový
h parametr· β1 a β0 získáme jako
β̂1 =

1

K

∑K
k=1

∑m
i=1 nixiβ̃

1(k)
i

∑m
i=1 nixi

, (2.76)
β̂0 =

1

K

∑K
k=1

∑m
i=1 ni(1− xi)β̃

0(k)
i

∑m
i=1 ni(1− xi)

. (2.77)Jednotlivé MCMC metody pouºívané v této kapitole jsou p°ehledn¥ zpra
o-vány nap°íklad v [6℄, [33℄, nebo [11℄.Celý algoritmus je naprogramován v programu R [29℄ a to v knihovn¥ ei, kteráje ke staºení na adrese http://gking.harvard.edu/eiR.
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2.16 Hierar
hi
ké modelyTato kapitola vy
hází z [19℄, kap. 1, a diskuzí nad tímto modelem v [34℄ a [36℄.M¥jme za úkol ur£it hustotu neznámého rozd¥lení, jímº se °ídí náhodný vek-tor Y . Tuto hustotu si ozna£me jako p(y|θ), kde θ je neznámý parametr, resp.vektor parametr·. Tato hustota v²ak m·ºe být veli
e obtíºn¥ parametrizována.Hierar
hi
ké modely p°istupují ke konstruk
i hustoty p(y|θ) v n¥kolika separát-ní
h kro
í
h. Jako p°íklad si m·ºeme p°edstavit, ºe máme podmín¥nou hustotu
p1(y|β), jíº se °ídí Y |β. Dále uvaºujme, ºe β není konstantní parametr, ale mározd¥lení s hustotou p2(β|θ). Poºadovanou hustotu p(y|θ) pak dostáváme jakokombina
i hustot p1(y|β) a p2(β|θ), respektive

p(y|θ) =
∫ ∞

−∞

p1(y|β)p2(β|θ)dβ. (2.78)Tato my²lenka je uº dlouhou dobu známá, av²ak donedávna bylo spo£tení inte-grálu v (2.78) obtíºné. V dne²ní dob¥ to není problém a to díky simula
i MonteCarlo. K ur£ení hustoty p(y|θ) sta£í vygenerovat hodnotu β̃ z rozd¥lení s husto-tou p2(β|θ), následn¥ náhodn¥ vygenerujeme hodnotu ỹ z rozd¥lení s hustotou
p1(y|β̃). Histogram takto vygenerovaný
h hodnot ỹ pak veli
e dob°e odhadujehustotu p(y|θ).2.16.1 Beta-binomi
ký modelV první fázi p°edpokládáme, ºe Yi• se °ídí binomi
kým rozd¥lením Bi(ni, pi),kde pi = β1

i x̄i• + (1 − x̄i•)β
0
i , kde pro tento moment povaºujeme parametry β1

ia β0
i za konstantní. V¥rohodnostní funk
e tohoto rozd¥lení pro i-tý soubor p°ipevném Yi• je tvaru

p(β1
i , β

0
i |Yi•, ni) ∝ (β1

i x̄i• + (1− x̄i•)β
0
i )

Yi•(1− β1
i x̄i• − (1− x̄i•)β

0
i )

ni−Yi• . (2.79)Maximáln¥ v¥rohodným odhadem dvoji
e parametr· β1
i , β0

i pro i-tý soubor jebod leºí
í na úse£
e v jednotkovém £tver
i, která je de�novaná vztahem
β0
i =

(

y

1− x

)

−
(

x

1− x

)

β1
i .V druhé fázi modelu p°edpokládáme, ºe se parametr β1

i °ídí beta rozd¥lením
B(c1, d1), kde c1, d1 > 0. Parametr β0

i modelujeme pomo
í beta rozd¥lení
B(c0, d0), kde c0, d0 > 0. Díky tomuto p°edpokladu bude vºdy platit, ºe β1

i ∈ [0, 1]s pravd¥podobností jedna, obdobn¥ pro β0
i . Toto je zm¥na oproti Kingovu p°ed-pokladu (1) z p°ed
házejí
í kapitoly o modela
i náhodného vektoru βi pomo
íuseknutého dvourozm¥rného normálního rozd¥lení (2.48), tj. unimodálního rozd¥-lení. Naví
 p°edpokládáme apriorní nezávislost parametr· zájmu β1

i a β0
i . Za uºitíGibbsova algoritmu se v²ak pozd¥ji ukáºe aposteriorní závislost parametr· β1

i a
β0
i . Ve t°etí a poslední fázi p°edpokládáme, ºe se neznámé parametry c1, d1, c0a d0 °ídí exponen
iálním rozd¥lením Ex(λ) se st°ední hodnotou 1/λ. King v [19℄volí tuto st°ední hodnotu rovnu 2. 41



Dle Bayesovy v¥ty, viz [15℄, je aposteriorní rozd¥lení, aº na normova
í kon-stantu, rovno sou£inu v¥rohodnostní funk
e a apriorní hustoty. Tudíº dostáváme
π(β1

i , β
0
i , c1, d1, c0, d0|data)

∝ f(data|(β1
i , β

0
i ), i = 1, . . . , m)

×f((β1
i , β

0
i ), i = 1, . . . , m|c1, d1, c0, d0)× π(c1, d1, c0, d0)

=
m
∏

i=1

(β1
i x̄i• + (1− x̄i•)β

0
i )

Yi•(1− β1
i x̄i• − (1− x̄i•)β

0
i )

ni−Yi•

×
m
∏

i=1

Γ(c1 + d1)

Γ(c1)Γ(d1)
(β1

i )
c1−1(1− β1

i )
d1−1

m
∏

i=1

Γ(c0 + d0)

Γ(c0)Γ(d0)
(β0

i )
c0−1(1− β0

i )
d0−1

× exp(−λc1)× exp(−λd1)× exp(−λc0)× exp(−λd0),kde f(·|·) jsou jednotlivé podmín¥né hustoty z první aº t°etí fáze, π(·) je apriornírozd¥lení a daty ozna£ujeme pozorování {(Ȳi•, x̄i•, ni)
′, i = 1, . . . , m}. Marginálníhustoty aposteriorního rozd¥lení získáme pomo
í Gibbsova algoritmu. Aby
hommohli pouºít Gibbs·v algoritmus, je zapot°ebí si vyjád°it podmín¥né hustotykaºdého neznámého parametru v·£i ostatním parametr·m.

f(β1
i |β0

i , c1, d1) ∝ (β1
i x̄i• + (1− x̄i•)β

0
i )

Yi•(1− β1
i x̄i• − (1− x̄i•)β

0
i )

ni−Yi•

×(β1
i )

c1−1(1− β1
i )

d1−1,

f(β0
i |β1

i , c0, d0) ∝ (β1
i x̄i• + (1− x̄i•)β

0
i )

Yi•(1− β1
i x̄i• − (1− x̄i•)β

0
i )

ni−Yi•

×(β0
i )

c0−1(1− β0
i )

d0−1,

f(c1|β1
i , i = 1, . . . , m, d1) ∝

(

Γ(c1 + d1)

Γ(c1)

)m

exp

{(

m
∑

i=1

log β1
i − λ

)

c1

}

,

f(d1|β1
i , i = 1, . . . , m, c1) ∝

(

Γ(c1 + d1)

Γ(d1)

)m

exp

{(

m
∑

i=1

log(1− β1
i )− λ

)

d1

}

,

f(c0|β0
i , i = 1, . . . , m, d0) ∝

(

Γ(c0 + d0)

Γ(c0)

)m

exp

{(

m
∑

i=1

log β0
i − λ

)

c0

}

,

f(d0|β0
i , i = 1, . . . , m, c0) ∝

(

Γ(c0 + d0)

Γ(d0)

)m

exp

{(

m
∑

i=1

log(1− β0
i )− λ

)

d0

}

.Nyní pouºijeme Metropolis·v algoritmus (viz [6℄) pro získání hodnot z poºa-dovaný
h rozd¥lení. Gibbs·v algoritmus nelze pouºít vzhledem k nestandardnímhustotám jednotlivý
h parametr·. Pro parametry c1, d1, c0 a d0 získáme kandi-dátní hodnotu pro dal²ího bod v rám
i Metropolisova °et¥z
e pomo
í normálníhorozd¥lení se st°ední hodnotou v aktuálním bod¥ a s dostate£n¥ velkým rozpty-lem. Pro parametry β1
i a β0

i pouºijeme pro pohyb v °et¥z
i rovnom¥rné rozd¥lení.Pot°ebnou teorii k MCMC metodám je moºné nalézt v [33℄.42



2.16.2 Alternativní hierar
hi
ké modelyVolba rozd¥lení parametru βi jako beta rozd¥lení z kapitoly 2.16.1 není jedinoumoºnou. V [20℄, kap. 1, je popsáno pouºití beta-binomi
kého modelu na date
hskládají
í
h se z volební
h obvod·, kde zkoumáme závislost p°eváºn¥ politi
kéhonázoru, tj. volby parlamentní strany, na barv¥ pleti. Ni
mén¥ v epidemiologii sem·ºeme setkat nap°íklad s Poissonovým rozd¥lením v p°ípad¥ zkoumání vzá
ný
hjev· (viz [34℄). P°edpokládáme, ºe pozorujeme vzá
nou neinfek£ní nemo
, jejíºvýskyt modelujeme jako
nj
i |µj, δi ∼ Po(xj

i exp(µj + δi)), j = 0, 1, i = 1, . . . , m,kde x0
i = ni−xi• a x1

i = xi• (viz tabulka 2.2). x1
i zna£í po£et osob, jeº byly v daném

i-tém souboru vystaveny nemo
i. Veli£ina nj
i odpovídá zna£ení dle tabulky 2.1 apro j = 1 zna£í po£et nemo
ný
h, kte°í byli vystaveni nemo
i v i-tém souboru.Parametry modelu µj a δi jsou neznámé. Parametru ν = µ1 − µ0 °íkáme log-relativní riziko. P°edpokládáme, ºe ν je konstantní pro v²e
hny soubory. S tímtoparametrem se m·ºeme setkat také nap°íklad v [21℄. Agrega
í získáme

Ȳi•|µ0, ν, δi ∼ Po(ni exp(µ0 + δi){(1− x̄i•) + x̄i• exp(ν)}), i = 1, . . . , m,kde pro up°esn¥ní x̄i• zna£í podíl osob, jeº byly vystaveny nemo
i.Dal²í moºné p°ístupy nalezneme v [17℄. Ne
h´ platí p°edpoklad o nekorelova-nosti βi a xi dle (2.23) a (2.24). Potom modelujeme veli£inu β∗
i = (β1∗

i , β0∗
i )′ =

(logit(β1
i ), logit(β

0
i ))

′ jako
β∗

i |µ,Σ ∼ N(µ,Σ),kde µ je vektor popula£ní
h pr·m¥r· a Σ je pozitivn¥ de�nitní rozptylová mati
e.Parametry µ a Σ m·ºeme dále modelovat pomo
í
µ|Σ ∼ N

(

µ0,
Σ)

τ 20

)

, Σ ∼ InvWish(ν0, S
−1
0 ),kde µ0 je vektor apriorní st°ední hodnoty, τ0 je skalár, ν0 je apriorní po£et stup-¬· volnosti inverzního Wishartova rozd¥lení, které je mnohorozm¥rnou obdobou
hí-kvadrát rozd¥lení. Dále pak S0 je pozitivn¥ de�nitní apriorní mati
e. Tytoparametry nastavíme podle dostupný
h informa
í. Pokud ºádné dostupné infor-ma
e nemáme, doporu£uje se volit µ0 = 0, S0 = 10I2, kde I2 je jednotková mati
edimenze 2. Dále pak τ0 = 2 a ν0 = 4.Toto rozd¥lení je moºné nalézt i v [31℄, p°ehledn¥ji pak v [35℄ a [36℄. Dal²ímoºností volby je nap°íklad apriorní Diri
hlet·v pro
es, který je pouºit v [17℄.
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3. Aplika
e3.1 Simula
eNeº p°ikro£íme k aplika
i na reálný
h date
h, zkusíme ov¥°it kvalitu odhad·jednotlivý
h popsaný
h model· na t°e
h type
h simulovaný
h dat, kde budememít moºnost porovnat pozorované vy
hýlení odhad· parametr· β1
i a β0

i a odmo
-ninovou st°ední £tver
ovou 
hybu RMSE.V této kapitole budeme pouºívat zjednodu²ené zna£ení yi a xi.Pouºijeme reálná data analyzovaná Kingem [18℄, kap. 10. Tato data jsou sou-£ástí knihovny ei1 v softwaru R [29℄. Data obsahují pozorované podíly registrova-ný
h voli£·, podíly ob£an· tmavé pleti a po£ty jedin
· v jednotlivý
h správní
hobvode
h (soubore
h) za státy Florida, Louisiana, Severní Karolína a Jiºní Karo-lína. Celkem máme 268 pozorování. Z t¥
hto dat pouºijeme pouze podíly ob£an·tmavé pleti, které si ozna£íme jako xi a po£ty jedin
· ni.K simula
i r·zný
h nastavení pravd¥podobností β1
i a β0

i pro jednotlivé správníobvody pouºijeme generátor normálního rozd¥lení.
• Simula
e I. Generujeme vektory (β1

i , β
0
i )

′ jako nezávislé realiza
e z dvou-rozm¥rného normálního rozd¥lení N(µ,Σ), kde
µ =

(

0,7

0,3

)

, Σ =

(

0,020 0,005
0,005 0,020

)

,p°i£emº hodnoty mimo interval [0, 1]2 upravíme na nejbliº²í hodnotu tohotointervalu2. Pozorované pr·m¥ry β1
i a β0

i nejsou v tomto p°ípad¥ vzdálenyod uvaºované st°ední hodnoty.
• Simula
e II. Generujeme β1

i a β0
i jako nezávislé realiza
e ze sm¥si dvoudvourozm¥rný
h normální
h rozd¥lení s pravd¥podobností 0,4, ºe realiza
epo
hází z rozd¥lení z p°ed
hozí simula
e a s pravd¥podobností 0,6, ºe reali-za
e po
hází z dvourozm¥rného normálního rozd¥lení s vektorem st°ední
hhodnot (0,2, 0,8)′, rozptyly (0,015, 0,010)′ a nulovou kovarian
í. Pozorovanépr·m¥ry β1

i a β0
i vy
hází 0,4, resp. 0,6.

• Simula
e III. Generujeme β0
i a β1

i jako realiza
e po
házejí
í z dvouroz-m¥rného normálního rozd¥lení s vektorem st°ední
h hodnot
(0,7 + 0,8(xi − x̄), 0,3 + 0,5(xi − x̄))′a rozptylovou mati
í stejnou jako v simula
i I. Pozorované pr·m¥ry β1

i a β0
ivy
hází 0,6, resp. 0,4. Oproti p°ed
hozím p°ípad·m je zde zna£ná korela
emezi β1

i a xi, resp. β0
i a xi, konkrétn¥ (0,7, 0,3)′.1URL: http://gking.harvard.edu/eiR2Alternativním postupem k získání parametr· β1

i a β0

i by bylo generování (β1∗

i , β0∗

i )′ z dvou-rozm¥rného normálního rozd¥lení s neomezenými parametry, na tyto hodnoty následn¥ apliku-jeme logisti
kou funk
i. 44
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Z takto získaný
h pravd¥podobností volební ú£asti pro ob£any tmavé pletia pro ostatní získáme pomo
í vztahu (2.3) veli£inu yi. Dále budeme povaºovat
yi, xi a ni za známé a budeme odhadovat parametry β1

i a β0
i . Ozna£me si je-ji
h odhady jako b1i a b0i . Pro jednotlivé odhady de�nujeme pozorované vy
hý-lení jako Biasj = 1

n

∑n
i=1(b

j
i − βj

i ), j = 0, 1, kde n = 268 je po£et pozorová-ní a βj
i jsou námi nasimulované hodnoty. Obdobn¥ pak de�nujeme RMSE jako

RMSEj =
√

1
n

∑n
i=1(b

j
i − βj

i )
2, j = 0, 1.Obrázek 3.1 znázor¬uje pozorované hodnoty yi a xi pro simula
e I-III. Pev-nými £arami je naví
 zobrazeno první
h 20 regresní
h p°ímek, které jsou platnépro jednotlivé správní obvody. Na první pohled vidíme, ºe simula
i II netvo°í jed-na sada pozorování. Lépe je tento problém vid¥t na obrázku 3.2. Zde jsou patrnédv¥ oblasti s vy²²í hustotou pr·se£íku tomogra�
ký
h linek, danými ze vztahu(2.3). Jak King [18℄ udává, lze na základ¥ hustoty pr·se£íku a vhodného jádrové-ho odhadu vytvo°it odhad sdruºené hustoty odhadovaný
h parametr· β1

i a β0
i .Z obr. 3.2 lze krom zjevného poru²ení p°edpokladu o unimodálním rozd¥le-ní pro King·v model vy£íst i p°ípadné poru²ení p°edpokladu o nezávislosti β1

ia xi, resp. β0
i a xi, které je v p°ípadné modi�kované verzi veli
e d·leºité zejménapro Goodman·v model. Pokud je p°edpoklad nezávislosti poru²en, pak oblast,kde se tomogra�
ké p°ímky budou nejví
e protínat, bude leºet mimo interval

[0, 1]2.Pro jednotlivé simula
e odhadneme parametry β1
i a β0

i pomo
í Goodmanovamodelu z kap. 2.2.1. Dále pak pouºijeme prost°edky interval· z kap. 2.7. Z násle-dují
í kapitoly 2.8 pouºijeme základní neighbourhood model a jeho zobe
n¥nouvariantu, theta model s parametrem α = 0, 05. Dále pouºijeme King·v model,kap. 2.10, který je k dispozi
i v rám
i knihovny ei s vý
hozím nastavením ini
iál-ní
h hodnot a s nastavením 100 000 itera
í, p°i£emº první
h 50 000 odstraníme.Posledním uvaºovaným modelem je beta-binomi
ký model, kap. 2.16.1, zprogra-movaný v knihovn¥ eiPa
k, op¥t ne
háme ini
iální hodnoty parametr·, pouzenastavíme 100 0003 itera
í, p°i£emº první
h 50 000 op¥t odstraníme. �asová ná-ro£nost je p°i tomto po£tu itera
í v °ádu minut.Výsledky pozorovaný
h vy
hýlení odhad· parametr· β1
i a β0

i pro jednotli-vé p°edstavené modely jsou sepsány p°ehledn¥ v tabul
e 3.1, ze které je patrné,ºe pro Simula
i I, tj. v situa
i, kdy není poru²en ºádný p°edpoklad modelu, námdávají parametri
ké odhady dobré výsledky. Metoda hrani
 je pro tato data nepo-uºitelná a to pro sv·j p°íli² ²iroký interval. Neighbourhood model i jeho zobe
n¥nítheta model nedávají dobré výsledky, je to v²ak v d·sledku poru²ení p°edpokladuo nezávislosti yi na konkrétní hodnot¥ xi.Z tab. 3.2 dostáváme informa
i o velikosti 
hyby pro jednotlivé správní obvo-dy. Odhady 
elosouborový
h parametr· jsou v p°ípad¥ simula
e II blíºe pravd¥,ale pro odhady parametr· v rám
i jednotlivý
h soubor· je situa
e oproti simu-la
i I opa£ná. To je dáno tím, ºe data jsou tvo°ena pomo
í sm¥si dvou model·,takºe v pr·m¥ru jsou odhady p°esné, ale pro jednotlivá pozorování toto neplatí.Veli
e dob°e si pro tento typ dat vedou neighbourhood model a theta model,p°i bliºním pohledu na prost°ední obrázek 3.1, je patrné, ºe yi nezávisí na xi, 
oºje p°edpoklad t¥
hto dvou model·.3P°i desetinovém po£tu itera
í beta-binomi
ký model nedává zdaleka tak dobré výsledky.King·v model dává i p°i niº²ím po£tu itera
í podobné výsledky.45



Simula
e III p°edstavuje nejzávaºn¥j²í poru²ení p°edpoklad· v¥t²iny model·.Z tab 3.1 vyplývá, ºe Goodman·v model naprosto selhává. Nejh·°e p°ekvapiv¥nedopadá neighbourhood model, který pouºívá jiný p°edpoklad, který je p°i po-hledu na 3.1 poru²en. Metoda hrani
 se jeví totoºn¥ nap°í£ r·znými nastaveními,ni
mén¥ nelze °í
i, ºe by odhady touto metodou byly p°esné. So�stikované mode-ly King·v a beta-binomi
ký model podávají nejuspokojiv¥j²í výsledky z mnoºinynámi testovaný
h zp·sob· odhad· souborový
h pravd¥podobností β1 a β0.Nyní provedeme opakování generování dat pro jednotlivé simula
e I-III. Cel-kem tak dostaneme 10 opakování. Výsledky pozorovaný
h vy
hýlení pro jednot-livé metody jsou zobrazeny na obráz
í
h 3.3 a 3.4. Je patrné, ºe pozorovanévy
hýlení m·ºeme pro jednotlivé modely povaºovat za stabilní. Pro vývoj RMSEjsou zde obr. 3.5 a 3.6. Jednotlivé modely i zde prokazují stabilní 
hování.
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Obrázek 3.1: Bodový diagram simula
í I, II, III. Krouºky jsou znázorn¥ny pozo-rované hodnoty yi a xi. Pevnými £arami jsou znázorn¥ny regresní p°ímky první
hdva
eti soubor·.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Simulace I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Simulace II

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Simulace III

PSfrag repla
ements
β1
i

β1
i

β1
i

β
0 i

β
0 i

β
0 i

Obrázek 3.2: Tomogram simula
í I, II, III. Pevné £áry ur£ují deterministi
kývztah parametr· β1
i a β0

i ur£ený rovni
í (2.3). Te£kami jsou ozna£eny skute£néhodnoty (β1
i , β

0
i )

′.
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Tabulka 3.1: Pozorované vy
hýlení odhad· parametr· β1
i a β0

i pro simula
e I-IIIa jednotlivé modely.Model Simula
e I Simula
e II Simula
e III
Bias1 Bias0 Bias1 Bias0 Bias1 Bias0Goodman·v −0,045 0,018 0,060 −0,030 0,332 −0,108Metoda hrani
 −0,210 0,085 0,077 −0,026 −0,185 0,091Neighbourhood −0,289 0,089 0,116 −0,009 −0,232 0,083Theta −0,320 0,098 0,005 −0,026 −0,250 0,088King·v −0,051 0,019 −0,023 0,015 0,105 −0,026Beta-binomi
ký −0,032 0,011 −0,055 0,028 0,047 −0,013

Tabulka 3.2: Odmo
ninová st°ední £tver
ová 
hyba RMSE odhad· parametr· β1
ia β0

i pro simula
e I-III a jednotlivé modely.Model Simula
e I Simula
e II Simula
e III
RMSE1 RMSE0 RMSE1 RMSE0 RMSE1 RMSE0Goodman·v 0,151 0,133 0,291 0,282 0,373 0,190Metoda hrani
 0,248 0,121 0,298 0,144 0,234 0,130Neighbourhood 0,323 0,160 0,308 0,281 0,288 0,177Theta 0,351 0,165 0,285 0,282 0,302 0,179King·v 0,134 0,060 0,254 0,140 0,172 0,056Beta-binomi
ký 0,131 0,060 0,309 0,151 0,205 0,072
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3.2 Aplika
e na reálný
h date
hStudii ekologi
ké regrese na reálný
h date
h provedeme na vztahu barvy ple-ti a negramotnosti. Data byla p·vodn¥ publikována jiº v [28℄. Robinson zkou-mal na t¥
hto date
h vztah mezi korela£ním koe�
ientem pro neagregovaná dataa pro agregovaná data. Analýzou dat do²el k záv¥ru, ºe práv¥ toto je p°ípad, kdyje patrn¥ poru²ena základní podmínka ekologi
ké regrese a to nezávislost parame-tr· β1
i a β0

i na vysv¥tlují
í prom¥nné. King [18℄ roz²í°il p·vodní
h 48 pozorovánína 1 040 a podrobn¥ data zkoumal a testoval na ni
h p°esnost svého modelu, zdeozna£eného jako King·v model. Data4 obsahují krom agregovaný
h prom¥nný
hi skute£né hodnoty parametr· β1
i a β0

i . M·ºeme tak porovnat pozorované vy
hý-lení modelu, stejn¥ jako v p°ed
házejí
ím p°íkladu. Vzhledem k v¥t²ímu mnoºstvídat pouºijeme u itera£ní
h metod 20 00 itera
í, p°i£emº první
h 10 000 zahodí-me. Tab. 3.3 sumarizuje pozorované od
hylky jednotlivý
h odhad· od skute£ný
hhodnot. Stejn¥ jako v teoreti
kém p°íkladu i zde, dává nejp°esn¥j²í odhady Kin-g·v a beta-binomi
ký model. Obr. (3.7) zobrazuje bodový diagram jednotlivý
hpozorování spolu se standardním odhadem metodou nejmen²í
h £tver
·, který jeekvivalentní Goodmanov¥ modelu. Obr. (3.8) nám poskytuje tu samou informa
ivzhledem k parametr·m zájmu β1
i a β0

i . Z obrázku je patrné solidní 
hování datv·£i p°edpoklad·m Goodmanova modelu, jednotlivé £áry nemají nejvy²²í hustotumimo [0, 1]2.Tabulka 3.3: Pozorované vy
hýlení, RMSE a MAE odhad· parametr· β1
i a β0

ipro jednotlivé modely.Model Bias RMSE MAE

b1 b0 b1 b0 b1 b0Goodman·v −0,072 0,016 0,128 0,059 0,104 0,040Metoda hrani
 0,022 −0,088 0,140 0,165 0,120 0,100Neighbourhood 0,141 −0,093 0,151 0,128 0,141 0,093Theta 0,080 −0,021 0,132 0,061 0,103 0,048King·v −0,063 0,013 0,093 0,031 0,070 0,023Beta-binomi
ký −0,054 0,009 0,091 0,030 0,066 0,023Pozn: St°ední absolutní 
hyba MAE je dána vztahem ∑n

i=1
|bji − βj

i |/n.Obrázky 3.9 a 3.10 nám dávají informa
i o ú£innosti metody hrani
 pro danýsoubor dat. Na první pohled je patrné, ºe metoda hrani
 dokáºe zmen²it moºnýinterval β0
i na t°etinu p·vodní hodnoty a to pro ví
e jak polovinu pozorování.Jednotlivé £áry na obr. 3.9 odpovídají postavení dvoji
e (xi, yi)

′ na obr. 3.10.Pro King·v model získáváme hned n¥kolik moºný
h výsledný
h zobrazení.V první °ad¥ to je obr. 3.11, který zobrazuje odhadnutou aposteriorní hustotupro 
elosouborové pravd¥podobnosti β1 a β0 pomo
í Kingova modelu. Dále tumáme 3.12, který nám zobrazuje odhady parametr· zájmu pro jednotlivé soubory.Rozdíl mezi Goodmanovým modelem a p°ístupem, který zvolil King, je vid¥tna páse
h spolehlivosti kolem regresní p°ímky (viz obr. 3.7 a 3.13).Obrázky 3.14 a 3.15 popisují odhady pomo
í beta-binomi
kého modelu. Roz-loºení jednotlivý
h odhad· (β1
i , β

0
i )

′ se do zna£né míry li²í od odhad· Kingova4Data 
ensus z knihovny e
o. URL: http://imai.prin
eton.edu/software/e
o.html49
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modelu na obr. 3.12, ni
mén¥ jak ukazuje tab. 3.3, nemá to negativní vliv na po-zorované vy
hýlení a tento model na data sedí nejlépe ze v²e
h testovaný
h. Jedobré si i p°esto pov²imnout na obr. 3.15, ºe hustota β1
50 dostate£n¥ nepokrýváskute£nou hodnotu.Skute£né rozloºení parametr· zájmu jsou aº na pár odlehlý
h pozorování kon-
entrované kolem hodnoty (0,7, 0,9)′ (viz obr. 3.16), 
oº odpovídá odhad·m 
elo-souborový
h parametr· β1 a β0 pro King·v i beta-binomi
ký model.Na úplný záv¥r poznamenejme, ºe dobré výsledky hierar
hi
ký
h model· v tom-to p°íklad¥ neznamenají obe
n¥ dobré 
hování pro jiná data, na druhou stranu,jsou mén¥ závislé na poru²ení p°edpokladu 
hování pravd¥podobností β1

i a β0
iv·£i vysv¥tlují
í prom¥nné xi.
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Obrázek 3.7: Bodový diagram pozorovaný
h hodnot a Goodman·v odhad s 95%pásem spolehlivosti.
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Obrázek 3.8: Tomogram moºný
h nastavení odhadovaný
h parametr· β1
i a β0

i .Bodový odhad pomo
í Goodmanova modelu je zobrazen kole£kem.
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PozorováníPozorováníObrázek 3.9: Horní a dolní hrani
e ur£ují
í mnoºinu moºný
h hodnot parametr·
β1
i a β0

i . Pozorování jsou se°azena podle délky intervalu.
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Obrázek 3.10: Alternativní pohled k ur£ení délky interval· pomo
í metody hrani
.Obrázek vlevo udává délky interval· parametru β1
i . Obrázek vpravo nám dávátotéº pro parametr β0

i .
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h marginální
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Obrázek 3.13: Bodový diagram pozorovaný
h hodnot a King·v odhad regresníhomodelu s 80% pásem spolehlivosti.
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Obrázek 3.14: Bodové odhady (β1
i , β0

i )
′ pro jednotlivá pozorování pomo
í beta-binomi
kého modelu (sv¥tlé body). Bodový odhad 
elosouborového vektoru (β1

i ,
β0
i )

′ (tmavý bod).
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50.
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Záv¥rEkologi
ká regrese je statisti
ká metoda, kdy pouºíváme regresi na agrego-vaná data (typi
ky se jedná o pr·m¥ry v rám
i r·zný
h geogra�
ký
h oblastí)a odhady takto získané interpretujeme jako vztahy na úrovni neagregovaný
hjednotek, jednotliv
·. Po 
elou dobu, 
o se ekologi
ká regrese pouºívá, je známfakt, ºe samotná regrese závisí na r·zný
h p°edpoklade
h, které jsou v praxi ne-testovatelné díky ztrát¥ informa
e v d·sledku agrega
e. Cílem této prá
e bylop°edstavit jednotlivé p°ístupy k analýze t¥
hto agregovaný
h dat, de�novat mo-dely a spe
i�kovat podmínky, za který
h tyto modely dávají rozumné odhady.V teoreti
ké £ásti jsme rozkryli vznik vy
hýlení v d·sledku agrega
e dat a de-�novali si postupy, jak se tohoto vy
hýlení odhalit a p°ípadn¥ jak ho také odhad-nout. Zavedli jsme n¥kolik model·, které pra
ují s ekologi
kými daty. Za zmínkustojí zejména Goodman·v model, jakoºto základní p°ístup k odhad·m neznámý
hparametr· v ekologi
ké regresi. Dále jsme si p°edstavili jeho zobe
n¥ní a roz²í-°ení a dal²í pomo
né vysv¥tlují
í prom¥nné. Prozkoumali jsme r·zné alternativyke Goodmanov¥ modelu, jako je nap°íklad sousedský model a metoda hrani
.P°edstavili jsme hierar
hi
ké modely vyuºívají
í bayesovský p°ístup k 
hováníneznámý
h parametr· a vyuºívají
í
h metody maximální v¥rohodnosti pro ur-£ení dodate£ný
h parametr· modelu a MCMC metody pro odhady parametr·zájmu.Jednotlivé modely jsme následn¥ v prakti
ké £ásti pouºili pro získání odha-d· p°i r·zný
h strukturá
h dat. Navzájem porovnali jeji
h efektivitu a stabilitu.Ve²keré znalosti jsme posléze pouºili p°í odhadovaní parametr· 
hování jednot-liv
· v rám
i agregovaný
h jednotek, tak k odhadnutí parametr· ur£ují
í 
hovánípro 
elou popula
i.Dal²í moºností, jak roz²í°it tuto prá
i, je zobe
n¥ní modelu binární
h prom¥n-ný
h na multinomi
ké prom¥nné, p°ípadn¥ zam¥°ení se na analýzu dat v oblastiepidemiologie.
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P°ílohyP°íloha 1. Sou£ástí prá
e je p°iloºené CD, které obsahuje v²e
hny zdrojové kódyz programu R pro jednotlivé p°íklady a simula
e. CD obsahuje soubory:
• data_
ensus.RData je soubor podkladový
h dat programu R poºívaný
hv podkapitole 3.2.
• data_matproii.RData je soubor podkladový
h dat programu R poºívaný
hv podkapitole 3.1.
• kap_2_priklad.R je zdrojový soubor z R pro p°íklad z podkapitoly 2.
• kap_2_2_hrani
e.R je zdrojový soubor z R pro tvorbu obrázk· z podka-pitoly 2.7.
• kap_3_1_simula
e.R je zdrojový soubor z R pro simula
i dat a jeji
h od-hadování z podkapitoly 3.1.
• kap_3_1_simula
e_opakovani.R je zdrojový soubor z R pro testovaní sta-bility v podkapitole 3.1.
• kap_3_2_realna_data.R je zdrojový soubor z R pro analýzu dat z podka-pitoly 3.2.
• pouzite_bali
ky.R je zdrojový soubor z R s p°ehledem pouºitý
h knihoven.

62


	Úvod
	Důsledky agregace dat
	Ekologická regrese
	Odhad parametrů
	Hierarchický model

	Nula-jedničkové proměnné
	Goodmanův přístup
	Jednoduchý Goodmanův model
	Sofistikovaný Goodmanův model
	Goodmanův model s pomocnou proměnnou

	Metoda hranic
	Neighbourhood model
	Kingův přístup
	Hierarchické modely
	Beta-binomický model
	Alternativní hierarchické modely


	Aplikace
	Simulace
	Aplikace na reálných datech

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Přílohy

