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kone¢ny a pro konkrétni graf (cestu délky 3) je jeho kompetitivn{ pomér 7/3. Déle v praci
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1 Uvod

Rozvrhovaci problémy je souhrnné oznaceni pro skupinu optimalizacnich
problému, které maji zakladni schéma tohoto typu: Je zadana mnozina stroju

a mnozina uloh a je tfeba pro kazdou ilohu najit stroj, ktery ji zpracuje. Zpra-
covani kazdé ulohy na daném stroji trva néjaky cas, po ktery je zpravidla
dany stroj nepouzitelny pro ostatni ulohy. Ptitazeni stroju jednotlivym tloham
se oznacuje jako rozvrh. Jestlize rozvrh splituje omezujici podminky (napiiklad
ze v jeden ¢as na jednom stroji se zpracovava pravé jedna iloha), tak se
oznacuje jako korektni. Korektnich rozvrhu je obvykle mnoho, cilem rozvrhovani
tedy byva nalézt rozvrh, ktery je optimalni vzhledem k néjaké kriterialni
funkei (typicky celkovéd délka béhu).

Existuje mnoho variant rozvrhovani. Pokud je mozné cas zpracovani dané
ulohy na daném stroji vyjadrit jako podil délky tlohy a rychlosti stroje, pak
se takové rozvrhovani nazyva v anglické literatuie scheduling on related ma-
chines (nebo dokonce scheduling on identical machines, pokud jsou rychlosti
v8ech stroju stejné). V opa¢ném piipadé se nazyva scheduling on unrelated
machines. Pokud je mozné zpracovani ilohy kdykoliv prerusit, stroj uvolnit a
ve zpracovani pokracovat pozdéji, pak se mluvi o preemptivnim rozvrhovani.
Rozvrhovéni muze pracovat offline (algoritmus ma piistup k celému zadani
najednou) nebo online (algoritmus dostavé informace o ulohdch postupné a
musi prubézné rozhodovat o rozvrhu). Mohou existovat ruznd omezeni které
ulohy je mozné umistit na které stroje.

Rozvrhovaci problém, ktery bude diskutovan v této diplomové praci, se pod-
statné lisi od velké ¢asti ostatnich rozvrhovacich problému. V tomto problému
je ddna mnozina stroju a mnozina podminek, které dva stroje nemohou pra-
covat ve stejny okamzik — mmnozina stroju tvori vrcholy grafu a mnozina
podminek tvoii jeho hrany. Dale je zadana posloupnost tloh. Uloha je pop-
sana svou velikosti, ¢asem prichodu a urcenim, na kterém stroji ma bézet.
Pfichozi ulohy se uklddaji do front u jednotlivych stroju a pokud dany stroj
pracuje, tak jsou postupné zpracovavany. Zpracovani ulohy je mozné kdyko-
liv prerusit a pozdéji se k ni vratit.

Cilem algoritmu je najit takovy rozvrh (pldn uddvajici, kterda mnozina stroju
bude v ktery ¢asovy okamzik pracovat), ktery minimalizuje délku nejdelsi
fronty (kde délka fronty je méfena jako soucet délek tloh v dané fronte).
Problém je formulovan jako online, tedy algoritmus dostava postupné ulohy
uspotradané podle ¢asu prichodu a nez dostane informaci o uloze, musi byt
rozhodnuto o rozvrhu az do casu prichodu dané tlohy. Po pfichodu dané
ulohy se tedy jiz prislusna pocatecni cast rozvrhu nesmi ménit.



Cilem této diplomové prace je navrhnout vhodné algoritmy pro feseni pro-
blému rozvrhovani s konflikty, nalezené algoritmy jasné definovat a analy-
zovat jejich chovani (konecnost, kompetitivni pomér) na ruznych tridach
grafu, zejména na cestach. V soucasné dobé neni znamo mnoho algoritmu
pro feseni tohoto problému a existujici algoritmy (popsané zejména v [1})
jsou pro nékteré tiidy grafu (napiiklad cesty a kruznice) nepouzitelné nebo
nevhodné, jak ukazuje sekce 4.

1.1 Optimaliza¢ni a online problémy

Na problém je mozné nahlizet jako na funkci z mnoziny vstupu do potenéni
mnoziny moznych vystupu, kterd pro pevny vstup urc¢uje mnozinu piipustnych
(feasible) feseni. Pokud navic je zadand funkce z kartézského souc¢inu mnoziny
vstupti a mnoziny vystupt do (napifklad) R* (nazyvand ¢asto cilova funkce)
a cilem algoritmu je nalézt nejenom piipustné feSeni, ale navic s co mozna
nejveétsi (nebo nejmensi) hodnotou cilové funkce, pak se jedna o optimalizaéni
problém.

Online problémy je souhrnné oznaceni pro skupinu problému, pii kterych
vstup je rozdélen na ¢asti a algoritmus musi vyprodukovat ¢ast svého vystupu
diiv, nez dostane k disposici dalsi ¢ast vstupu. Prikladem takového problému
muze byt tfeba klasicky rozvrhovaci problém, kdy algoritmus postupné dosta-
va ulohy a musi je ihned priradit néjakému stroji, ale doptedu nevi, jaké tlohy
prijdou pozdéji. Online problémy obvykle byvaji zaroven i optimaliza¢nimi
problémy, pak m&a smysl definovat kompetitivni pomér online problému a
kompetitivni pomér online algoritmu.

Kompetitivni pomér online algoritmu ALG (vzhledem k néjakému pevnému
optimalizacnimu problému, kde je cilem minimalizovat cilovou funkci F' s
oborem hodnot R™) je definovan takto:

Definice 1.1 Definuji RATIO(ALG) jako funkci algoritmu ALG:

RATIO(ALG) = sup {
X EINSTANCES

F(X,ALG(X))
F(X,OPT(X)) }

Kde INSTANCES je mnozina vSech instanci daného problému a OPT je
optimélni offline algoritmus (tedy optimélni algoritmus, ktery ma k ptistup
k celému zadani bez online omezeni).

Kompetitivni pomeér problému je pak infimum pres kompetitivni pomeéry
vsech online algoritmu, ktery dany problém tesi.
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Na online problém se ¢asto pohlizi jako na hru, ve které spolu soupeii al-
goritmus a oponent. Oponent znad v kazdou chvili stav algoritmu, ale algo-
ritmus nezna stav oponenta. Algoritmus dostava postupné vstup a generuje
postupné vystup, oponent taktéz zpracovava stejny vstup, ale navic urcuje,
jaky vstup bude v néasledujicim kroku. Cilem oponenta je dosahnout co mozna
nejvétstho poméru mezi hodnotou cilové funkce na vystupu algoritmu a na
vystupu oponenta (vzhledem k tahum algoritmu), Oponent zde vlastné zas-
tupuje jak funkci optimélniho offline algoritmu, tak funkci suprema z definice
kompetitivnitho pomeéru algoritmu.

1.2 Znaceni

V nasledujicim textu budu obvykle skalarni hodnoty znac¢it malymi pismeny;,
vektory znacit velkymi pismeny a mnoziny znacit slovy z velkych pismen
(napt. DIRS). V textu se ¢asto vyskytuji posloupnosti vektoru, a proto
vyuzivam dolniho indexu na indexaci prvku v ramci posloupnosti, zatimco
pro indexaci slozky v ramci jednoho vektoru vyuzivam dolni index v hranatych
zavorkach. Napiiklad V; tedy znaci i-ty vektor v ramci posloupnosti vek-
toru Vi, Vs, ..., zatimco V};) znaci i-tou slozku vektoru V. Vektory zapisuji
bez ¢arek mezi prvky, napiiklad nulovy tiidimenzionalni vektor zapisi jako
(0 0 0). Standardni skaldrni soucin vektoru V, W znacim (V, W).

2 Definice problému

V tvodu jsem zde diskutovany problém zbézné popsal. Ten popis vsak byl
zamyslen spiSe pro ziskani celkové predstavy, pro ucely analyzy problému
bude treba presnéjsi definice problému, ktera bude uvedena v této kapitole.

Nejdrive ale navazu na zbézny popis z uvodu a popisu, v ¢em se lisi od
definice, kterda bude nasledovat. V popisu jsem zminoval, Ze nezpracované
ulohy se ukladaji do front. Protoze vsak 1ilohy jsou prerusitelné a v ramci jed-
noho stroje zaménitelné, tak neni treba uvazovat jednotlivé posloupnosti tloh
ve frontach, ale stac¢i uvazovat pouze soucet délek tloh pro kazdou frontu.
Tyto hodnoty budu nadéle sdruzovat do vektoru. Obdobné budu sdruzovat
do vektoru tulohy, které se objevi ve stejny ¢as na ruznych strojich.

Aktualni konfiguraci stroju popisuje pracovni vektor. Ten pro kazdy stroj
udava (pomoci ¢isla z intervalu (0,1)), jak intenzivné dany stroj pracuje.
Zbézny popis z uvodu predpokladal, ze v jeden okamzik mohou pracovat
pouze stroje, které tvori nezavislou mnozinu v grafu konfliktu. Pripustné
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pracovni vektory by tedy byly charakteristické vektory nezavislych mnozin
z grafu konfliktu. Nasledujici definice vSsak umoznuje, aby mezi piipustné
pracovni vektory patfily také jejich konvexni kombinace. Pokud bych tuto
moznost nemél, tak ji mohu nasimulovat tim, ze v rozvrhu budu opakované
stiidat jednotlivé nezdvislé mnoziny (tvofici danou konvexni kombinaci) po
krocich o velikosti eqy, kde «; je ptislusny koeficient konvexni kombinace a
€ je libovolné malé konstanta. Délka rozvrhu a délky jednotlivych front pro
takovy rozvrh a pro puvodni rozvrh (obsahujici pfimo konvexni kombinace
nezavislych mnozin) se bude lisit jen o néjaké libovolné malé €.

V nésledujicich definicich nadale predpokladém pevny graf G = (V, E) a
|V| = n. Vyraz I; reprezentuje charakteristicky vektor j-té nezavislé mnoziny
v grafu G, ktery mé celkem m nezavislych mnozin.

Definice 2.1 Definuji INSTANCES jako mnozinu vsech X splnujicich:

X = (kAPYL )
keN; Vie{l...k}: PeR{",mec R
rn=0; Viije{l...k}: (i<j)—(ri<ry)

INSTANCES je mnozina vsech instanci problému. Jednotliva instance udava,
kdy prijdou jaké nové tlohy na jednotlivé stroje. V case r; ptijde i-ta tloha,
popsana vektorem délek P;. Celkem je v instanci k tloh. Predpokladame
rostouci ¢asy prichodu a ptichod prvni tlohy je v ¢ase 0.

Definice 2.2 Definuji mnozinu DIRS jako mnozinu vsech D splnugjicich:
Elal...ozn < <O,1> . Zal: 1/\ZOJZIZ:D
i=1 i=1

DIRS je mnozina vSech piipustnych pracovnich vektoru. Je to omezeny kon-
vexni mnohostén, ktery ma jako vrcholy jednotlivé nezavislé mnoziny grafu

G.

Definice 2.3 Definuji SCHEDULES jako mnoZinu vSech S splnujicich:

s = (LAWY A1)
leN; Vie{l...l}: W; e DIRS,t; € R
t1 =0; \V/Z,]G{ll} (Z<])—>(tl<t])
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SCHEDULES je mnozina vSech pifipustnych rozvrhu. Rozvrh udava, kdy
a jak pracuji jednotlivé stroje a tedy jakou ma hodnotu pracovni vektor
v kterykoliv ¢asovy okamzik. V case 0 se stroje nakonfiguruji na pracovni
vektor Wi, v case t; probéhne rekonfigurace stroju a pracovni vektor se
zméni na W,;. Celkovy pocet rekonfiguraci (véetné tuvodni konfigurace) je
[. Predpokladame rostouci ¢asy rekonfiguraci.

Definice 2.4 Definuji LOAD(X, S,t) jako funkci instance X, rozurhu S a
nezdporného casu t. V definici pouZivdm znaceni slozek X a S podle definic
instance a rozvrhu (k, P, r;, I, W; a t;):

LOAD(X,S,0) = P,

aprot > 0:
LOAD(X,S,t) = (A =@t —t)W;))" +P
kde: ¢ = max {x |z e {r} Uty _ rne< t}

A" = LOAD(X, S, t)
j = argmax{t; |t; <t}

e{1...l}
P - P, kdyzdi:r, =t
0 jinak

LOAD(X, S,t) je funkce, kterd pro danou instanci X, rozvrh S a ¢as t vrati
vektor délek front v case t. Definice je provedena rekurzivné a je korektni,
nebot pro libovolny pevny ¢as t existuje koneéné mnoho zanofen{ rekurze —
funkce se pri rekurzi odkazuje jen na striktné mensi casy z koneéné mnoziny.
Funkce vyuziva cas posledni udalosti ' pred pozadovanym casem, vektor
délek front A’ v predchozim case, aktualni pracovni vektor W; a piipadny
vektor délek ptichozi ilohy P;, pokud je aktualni cas ¢t casem piichodu néjaké
ulohy.

Definice 2.5 Definuji BUFLEN(X, S) jako funkci instance X a rozvrhu S:

BUFLEN(X, $) = max {|LOAD(X, $,1)|..}

te(0,00

BUFLEN(X, S) je funkce, kterd pro danou instanci X a rozvrh S vrati
maximalni délku fronty, které bylo béhem zpracovani X dosazeno. Tato

funkce je cilova funkce problému, algoritmus pro zadané X hleda S takové,
které minimalizuje BUFLEN(X, S).
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Definice 2.6 Definuji OPT(X) jako funkci instance X :

OPT(X) = argmin {BUFLEN(X,JS)}
SESCHEDULES

OPT(X), uveden zde pro uplnost, reprezentuje optimalni offline algoritmus.

Definice 2.7 Definuji mnozinu INSTANCES™ :

INSTANCES™ = {X € INSTANCES | BUFLEN(X, OPT(X)) = 1}

INSTANCES™ je mnozina instanci pro omezeny problém, ktery se lisi od
zékladniho problému (rozvrhovani s konflikty) pouze v tom, ze mnozina in-
stanci problému je omezena na ty instance, pro které optimalni offline algo-
ritmus potiebuje fronty o velikosti pravé 1. Vzhledem k tomu, ze kazdou
netrivialni instanci zakladniho problému je mozné seskalovat do instance
omezeného problému, tak kazdy algoritmus pro omezeny problém odpovida
néjakému algoritmu pro zakladni problém, kterému navic bude podana infor-
mace o potiebné délce fronty optimélniho offline algoritmu. Definuji buf(G)
jako kompetitivni pomeér zakladniho problému rozvrhovani s konflikty pro
pevny graf G a obdobné definuji buf ™ (G) jako kompetitivni pomér omezeného
problému pro pevny graf G.

3 Prehled existujicich vysledku

[1] je vyznamny ¢lének tykajici se tohoto problému. Jsou v ném uvedeny
zejména tyto vysledky:

e Pro kazdy konecny graf G je buf(G) a buf™ (G) konecné.

e Pro kazdy uplny graf K, je buf(K,) = buf (K,) = H, (kde H, je n.
harmonické ¢islo), pro kazdy uplny bipartitni graf K, ,, je buf(K,,,) =
buf™ (K,,,,) = 2 a pro uplné k-partitni grafy je jejich buf(G) mezi Hy
a Hp_1 + 1. Tyto vysledky dosahuje jednoduchy hladovy algoritmus.

Hladovy algoritmus (v ¢lanku [1] oznacovan GREEDY) je mozné stru¢né
popsat metodou vybéru pracovni mnoziny — v kazdém okamziku pracuje
mnozina stroju vybrand tak, ze z mnoziny kandidatu (kterd na zacatku
vybéru pracovni mnoziny obsahuje vSechny stroje s neprazdnou fron-
tou) vybere stroj s nejdelsi frontou a ten a vsechny jeho sousedy vytradi
z mnoziny kandidatu. Tento krok se iteruje, dokud mnozina kandidatu
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je neprazdna. Tento struény popis vsak neiika jak tesit pripady, kdy
v grafu je vice sousednich vrcholu s nejdelsimi frontami. Formalni definice
hladového algoritmu uvedena ve zminovaném clanku tento problém tesi
vybérem libovolného vrcholu a iteraci po krocich, jejichz délka jde lim-
itné k 0, neni vsak jasné, zda tento postup na kazdém grafu konverguje.

e Pro kazdy strom T je buf(T) < D(T)/2 + 1, kde D(T) je polomér
stromu T'. Tento vysledek je dosazen hierarchickym hladovym algorit-
mem.

Hierarchicky hladovy algoritmus predpoklada pro graf G pevnou konec-
nou posloupnost indukovanych podgrafu {H;},_,, kde Hy = G a H;4,
je indukovany podgraf grafu H;. Pro stromy je posloupnost definovana
tak, ze H;,1 vznikne odstranénim vsech vrcholu stupné 1 z grafu H;.
Hierarchicky hladovy algoritmus pracuje tak, ze v kazdém kroku je
pomoci algoritmu GREEDY nejdiive zvolena pracovni mnoZzina pro H,
a pak pro kazdé i od p—1 do 1 je zvolena (pomoci modifikace GREEDY)
pracovni mnozina pro H;, kterd je nadmnozinou pracovni mnoziny pro
H; 1. Zvolena pracovni mnozina pro Hy se pak pouzije jako pracovni
mnozina pro G. Modifikace algoritmu GREEDY pak spociva v tom, ze
modifikovany algoritmus na zacatku vybéru pracovni mnoziny nema
v mnoziné kandidatu vsechny vrcholy grafu, ale jen ty, které nejsou
prvkem zadané mnoziny nezavislych vrcholt, ani s ni nesousedi. K této
zadané mnoziné nezavislych vrcholu jsou pak iterativné pridavany dalsi
vrcholy z mnoziny kandidatu, jak je popsano vyse v popisu algoritmu
GREEDY.

Velice zajimavy je ¢ldnek [2], ktery ukazuje, jak je mozné prevést tento
problém do podoby geometrické hry na honénou. Tato hra je formulovana
takto: V zadaném metrickém prostoru se pohybuje zlodéj a policista (body
v prostoru). Maximélni rychlost pohybu zlodéje i policisty je stejnd. Zlodé;
zna v kazdém okamziku soufadnice policisty a kromé svého pohybu také
ovlada navnadu. Navnada je bod v prostoru, jehoz vzdélenost v kazdém
okamziku od zlodéje musi byt mensi nez néjakd pevna konstanta, jinak na
pohyb navnady nejsou kladeny zadné pozadavky. Policista nezna polohu
zlodéje, ale znd polohu navnady. Cilem zlodéje je vzdalit se co moznd nejdal
od policisty, cilem policisty je udrzovat alespon pevnou vzdalenost od zlodéje
(kdyZ uz ho nema — vzhledem ke stejnym rychlostem — Sanci chytit).

Clanek dokazuje, ze pro eukleidovsky prostor existuje strategie pro zlodéje,
ktera mu umoznuje vzdalit se libovolné daleko, zatimco pro prostor s metrikou
definovanou konvexnim mnohosténem existuje strategie pro policistu udrzujici
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pevnou vzdéalenost mezi nim a zlodéjem. Mnohosténova metrika je metrika
odvozena z mnohosténové normy, ve které vsechny body na sténédch daného
konvexniho mnohosténu (ktery musi byt sttedové symetricky podle stredu 0)
maji jednickovou normu. Norma ostatnich vektoru je dédna linearitou normy.

Clének déle ukazuje, ze problém rozvrhovani s konflikty je mozné snadno
prevést do této podoby. Staci vzit n-rozmérny prostor (n je stale pocet stroju)
a metriku definovat mnohosténem DIRS obohacenym o své symetrické kopie
v ostatnich kvadrantech. Souradnice policisty pak budou dany odpracovanou
dobou piislusnych stroju algoritmu (kazdy stroj odpovida prislusné ose v n-
rozmérném prostoru), soufadnice navnady jsou dany celkovou délkou prislych
uloh piislusnych stroju, a souradnice zlodéje jsou dany odpracovanou dobou
prislusnych stroju oponenta navysenou o konstantu. V ¢lanku se tvrdi, ze
drobnymi tupravami dukazu existence strategie udrzujici pevnou vzdélenost
pro policistu je mozné (pomoci této transformace) dokazat, ze pro kazdy
konecény graf G je buf(G) konecéné.

Clanek [3] se zabyva fizenim piepinani paketii v pocitacové siti a pouzivé
model, ktery odpovida specidlnimu ptripadu rozvrhovani s konflikty, kde graf
konfliktu je uplny graf. Na rozdil od rozvrhovani s konflikty je v tomto ¢lanku
problém diskrétni a nazyva se Balanced Scheduling Problem. V ¢lanku je ana-
lyzovan jednoduchy hladovy algoritmus, ktery odpovida algoritmu GREEDY
z [1], a je o ném dokézano, ze ma kompetitivni pomér O (logn) a z tohoto
hlediska je takika optimélni, nebot (jak je v ¢ldnku déle dokazéno) dolnf
odhad kompetitivniho poméru pro deterministické algoritmy je 1 + [log, n |
a pro randomizované algoritmy je 1+ |log,n| /2.

Dale je v ¢lanku analyzovan algoritmus ROUND ROBIN, ktery pravidelné
sttida vSechny stroje. O tomto algoritmu je dokazano, ze jeho kompetitivni
pomeér je n. Kromé Balanced Scheduling Problem je v ¢lanku jesté definovan
a teSen Delay Balanced Scheduling Problem, ve kterém se namisto celkové
délky uloh ve fronté minimalizuje soucet zpozdéni (rozdil casu dokonceni a
¢asu prijeti) jednotlivych tloh ve fronté, avsak tento problém jiz neméa piimou
souvislost s tématem mé diplomové prace.

Clének [4] se také zabyva fizenim piepindni paketi v poéitacové siti, na
rozdil od [3] v8ak pouzivd spojity model, ktery lépe odpovidd problému
rozvrhovani s konflikty. V c¢lanku je také analyzovan jednoduchy hladovy
algoritmus (nazyvan Longest Queue First) a o ném je dokdzano. ze ma kom-
petitivni pomeér H,, a je optimalni. Déle se autofi v ¢lanku zabyvaji konstrukei
efektivniho offline algoritmu.
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4 Algoritmus GREEDY

Algoritmus GREEDY je jednoduchy algoritmus, ktery hladové voli pracovni
mnozinu stroju. Tedy vzdy vybere ten stroj z moznych stroju, ktery mé
nejdelsi frontu. Strucné jsem ho popsal na zacatku minulé sekce a presné
definovan je v [1], v drobnych modifikacich také v [3] a [4]. Je o ném dokazano,
ze na uplnych grafech je jeho kompetitivni pomér H,, (podle [1], obdobné také
podle [3] a [4]). Jaky je vSak kompetitivni pomér na jinych tfiddch grafu,
zejména na cestach a kruznicich?

Algoritmus GREEDY ma jeden dulezity rys. Pokud algoritmus pro instanci X
vygeneroval rozvrh S a béhem tohoto rozvrhu nedoslo k situaci, ze néktery
stroj nepracoval jen z toho duvodu, ze uz mél prazdnou frontu, pak kdyz
upravime instanci X na instanci X’ zvétsenim prvni tlohy o kladny nasobek
vektoru 1, tak algoritmus pro instanci X’ vygeneruje rozvrh S’ ktery se od S
lisf nejvyse v poslednim pracovnim vektoru (ktery zpracuje pridany nésobek
vektoru 1).

Tento rys je zpusoben tim, Ze algoritmus nevyuziva absolutni délku front,
ale stara se pouze o to, ktera fronta je nejdelsi, coz bude po celou dobu béhu
algoritmu stejné vychdzet na X i na X', nebot délky odpovidajicich front se
budou ligit o stejnou konstantu. Toho muze vyuzit oponent — pokud ziskd
néjaky naskok a rozlozi ho rovnomeérné mezi své fronty, tak muze stejny
postup mnohokrat opakovat a ziskat tim libovolné velky néaskok.

Nasledujici piiklad ukazuje, jak je toho mozné dosdhnout na kruznici délky
6. Algoritmus tedy neni kompetitivni (nemd koneény kompetitivni pomeér)
na tomto grafu. V tabulce je uveden tsek instance, na jehoz pocdtku ma
algoritmus i oponent vSechny fronty délky 2 (coz je mozné snadno docilit
pridénim jedné tlohy) a po jeho konci ma algoritmus stale vSechny fronty
délky 2, ale oponent ma vsechny fronty délky 1. Pak uz staci poslat tilohu
(111111) a, vzhledem k vyse zminéné vlastnosti algoritmu, postup libo-
volnékrat opakovat. Tento postup lze snadno modifikovat pro delsi kruznice
a cesty.

V tabulce 1 je uveden tsek instance (¢asy v prvnim sloupku a vektory tloh
v druhém) a tseky rozvrhu algoritmu a oponenta (Casy v prvnim sloupku a
pracovni vektory v tfetim a ¢tvrtém sloupku). Casy jsou uvedeny relativné
k pocatku useku. Usek trvd Sest casovych jednotek. V tabulce 2 jsou uvedeny
délky front algoritmu (vektor A) a oponenta (vektor Z). V této tabulce jsou
obvykle dva tadky po sobé se stejnym ¢asem — v dany cas prisla tloha a
prvni fadek udava délky front pred zapoctenim této tlohy, zatimco druhy
fadek udava délky front po jejim zapocteni.
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Tabulka 1: Problémové instance a rozvrh algoritmu GREEDY a oponenta

cas instance algoritmus oponent

0 | (100100)|[(100100)|(101010)
1 |(010010)|(010010)|{(010101)
2 /(001001)|(0O01001)[(101010)
3 1(100100)|(100100)[(010101)
4 1(010010)((010010)[(101010)
5 1(001001)[(001001){(010101)

Tabulka 2: Béh algoritmu GREEDY a oponenta na problémové instanci

cas | Ay Ap) Aw A Ap Aw |2y Zip) Zy Zig Ziy) Zpg
02 2 2 2 2 2|2 2 2 2 2 2
ol3 2 2 3 2 2|3 2 2 3 2 2
1|2 2 2 2 2 2|2 2 1 3 1 2
1|2 3 2 2 3 2|2 3 1 3 2 2
2 02 2 2 2 2 2|2 2 1 2 2 1
2 /2 2 3 2 2 3|2 2 2 2 2 2
302 2 2 2 2 2|1 2 1 2 1 2
303 2 2 3 2 2|2 2 1 3 1 2
402 2 2 2 2 2|2 1 1 2 1 1
42 3 2 2 3 2|2 2 1 2 2 1
502 2 2 2 2 2|/1 2 o0 2 1 1
502 2 3 2 2 3|1 2 1 2 1 2
6 |2 2 2 2 2 2|1 1 1 1 1 1

5 Algoritmus MAXLOAD

Dale se budu zabyvat algoritmem MAXLOAD, coz je algoritmus zalozen
na myslence, ze v kazdém okamziku by mél aktualni pracovni vektor max-
imalizovat linedrni funkci Fa(W) = (A, W) = >, AW}, kde vektor
A je parametr udavajici aktualni délku front (Ap; je délka fronty i-tého
stroje). Protoze tato predstava vznasi otazky ohledné konvergence a nejas-
nosti ohledné efektivni implementace, tak algoritmus MAXLOAD formuluji
jinak:

Algoritmus pracuje ve fazich. Na zacatku kazdé faze vybere vhodny pracovni
vektor (postupem popsanym pozdéji), ktery maximalizuje F4 (W), tento vek-
tor (spolu s aktudlnim ¢asem) vypiSe na vystup a dale spocita (postupem
popsanym pozdéji), jak dlouho muze tato faze maximalné trvat (tedy po jak
dlouhou dobu bude vybrany vektor stale maximalizovat F4(W)). Tato hod-
nota je vzdy kladna a po této dobé faze skoné¢i. Faze muze také predcasné
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skoncit piichodem dalsi tlohy na vstup. Po skonceni faze ihned nésleduje
dalsi faze (dokud nebude vyprézdnén vstup i jednotlivé fronty).

Jakym zpusobem vybrat pracovni vektor? V prvni radé je tfeba si uvédomit,
ze mnozina piipustnych pracovnich vektori DIRS je omezeny konvexni mno-
hostén. Funkce F4(X) je linedrni, a tedy na omezeném konvexnim mno-
hosténu nabyva maxima na nékteré z jeho zobecnénych stén. Prvni krok je
tedy nalézt tuto sténu — mnozinu MAX 4:

Definice 5.1 Pro pevny vektor délek front A definuji c4 a mnoZinu MAX 4:

ca = max (A X)

XeDIRS

MAX, = {X €DIRS | (4, X)=cu}

Mnozina MAX, je zobecnénd sténa mnohosténu DIRS, a tedy je sama kon-
vexnim obalem nékterych vrcholtt mnohosténu DIRS. Nejjednodussi moznost,
jak nalézt mnozinu MAX,, je probrat vSechny nezavislé mnoziny v grafu
G, nalézt ty, pro jejichz charakteristické vektory W je (A, W) maximélni,
mnozina MAX 4 je pak konvexni obal téchto vektoru.

Libovolny vektor z MAX 4 je tedy vhodny kandidat na pracovni vektor podle
zakladni predstavy algoritmu. Pokud vsak vezmeme v potaz pozadavek, aby
dany vektor byl optimalni nejenom ihned, ale alespon jesté néjaky neprazdny
casovy interval, pak je tfeba vybrat vektor z nasledujici podmnoziny:

Definice 5.2 Pro pevnyj vektor délek front A definuji STABLE 4 jako mnoZinu
vsech X splnugicich:

X eMAX, A (VY € MAX,, Ve > 0: (X, (A—eX)) > (Y, (A—eX)))

Pokud bychom vybrali vektor X € MAX,, ktery neni v STABLE 4, pak po
libovolné malém kroku e by X bylo vyrazeno z MAX 4 (kde A" = A — eX),
nebot by existovalo Y € MAXy, pro které (X, A’) < (Y, A').

Lemma 5.3 Pro kazdy vektor délek front A a redlny vektor X plati:

X €STABLE, < XeMAX, A (VY e MAX,: (X, X) < (Y, X))
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Dukaz:

VY € MAXy, Ve > 0: (X, (A—€eX)) > (Y, (A—€X))
VY € MAXy, Ve > 0: (X,A) —(X,eX) > (Y,;A) —(Y,eX)
VY € MAXy4, Ve > 0: ca—(X,eX) > ca— (Y, eX)
VY € MAX 4, Ve > 0: (X, X) <e(Y,X)

VY € MAX4: (X, X) < (Y, X)

Lemma 5.4 Pro kazdy vektor délek front A a souradnici i plati:
Am =0 = VX eSTABLE,: Xm =0

Diikaz: Necht Ap = 0 a X # 0. Z definice DIRS plyne, ze pro kazdy
vektor V' z DIRS a pro kazdou souradnici j existuje v DIRS vektor V', ktery
z V dostaneme vynulovanim j-té soufadnice. Kdyz Ay = 0, pak tedy pro
kazdy vektor V' z MAX 4 existuje v MAX 4 vektor V', ktery z V' dostaneme
vynulovanim i-té souradnice. Tedy i pro vektor X existuje takovy vektor X”.
Pak ale (X, X) > (X', X), nebot vSechny prvky sumy (X, X) az na i-ty
prvek se shoduji s prvky sumy (X', X) a i-ty prvek je v prvni sumé kladné
¢islo (nebot X # 0), zatimco v druhé sumé se rovnd 0. To je vsak ve sporu
s predchozim lemmatem. m

Toto lemma ukazuje, ze kdyz budou za pracovni vektory vybirany vektory
ze STABLE 4, tak A bude mit stéle nezaporné hodnoty ve vsech soutadnicich.

Lemma 5.5 Pro kazdé dva redlné vektory X, Y plati:
(X,)V) > (X, X) N (X,;"h>({)Y) = X=Y

Dukaz:

(X,
X, X)—(X,Y)= (X, X -Y)
(X,
YY) = (X,Y)=(V,Y = X) = (-V,X - Y)
XX -4+ (-, X-Y)=(X-YV,X-Y)

VIV IV IV IV

Il
>.<
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Lemma 5.6 Pro kazdy vektor délek front A a redlné vektory X, Y plati:

X e STABLE, A Y eSTABLE, = X=Y
Dikaz: Plyne z lemmat 5.3 a 5.5. [

Lemma 5.7 Pro kazdy vektor délek front A a redlny vektor X plati:

X eMAX, A (VY € MAX,: (X, X)<(V,Y)) = X eSTABLE,

Diikaz: Zvolme pevné Y ruzné od X a predpokladejme pro spor, ze (X,Y) <
(X, X). Pak pro libovolné € € (0,1):

Z ¥ 1-X+ey
(Z,Z) = (1—¢) X +€Y,(1—€) X +¢€Y)
(2,2) = (11— (X, X)+2(1—e)(X,Y)+(Y,Y)
(2,2) = (1—e* (X, X)+2(1—e)(X,X)—2(1—¢€) (X, X))+

26 (1 — ) (X,Y)+ (YY)

(2,Z) = (1-)(X,X)—2c(1—¢) (X, X)—(X,Y))+ (YY)
(2.2) = (X, X)+&((VY) = (X, X)) —2¢(1 - ¢) (X, X) — (X,Y))
(Z,7) = (X, X)+e (A1 +2A5) — 2eA,

kde A = (YY) — (X, X) a Ay = (X, X) — (X,Y). Ay i Ay jsou podle
predpokladu kladné, takze je mozné zvolit dostatecné malé €, aby (7, 7) <
(X, X), coz je spor, nebot Z € MAX 4 z konvexity MAX 4. Takze pro kazdé
Y plati (X,Y) > (X, X) a zdvér plyne z lemmatu 5.3. ]

Na tento dukaz je mozné nahlédnout trochu vice geometricky: zvolime-li
pevné Y ruzné od X, pak thel Y X0 je pravy nebo tupy, jinak by na
tsecce XY lezel vrchol Z, pro ktery by platilo (X, X) > (Z,7) a z kon-
vexity Z € MAXy,, coz by bylo ve sporu s predpokladem. Z Kosinovy véty
pak plyne (YY) > (X, X) + (Y — XY — X), z ¢ehoz jiz snadno plyne
(X,)Y) > (X, X).

Lemma 5.8 Pro kazdy vektor délek front A plati:

ISTABLE | = 1
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Diikaz: MAX 4 je konvexni mnohostén a tedy (X, X') na ném nabyvéd minima.
Podle lemmatu 5.7 je tedy tento vektor v STABLE4. Podle lemmatu 5.6 je
to jediny vektor v STABLE . [

Vybér pracovniho vektoru je tedy jasny — nejdiive projit vSechny nezavislé
mnoziny a najit vrcholy MAX 4 a nasledné v MAX 4 nalézt vektor s nejmensi
normou (tedy vektor eukleidovsky nejblize poc¢atku souradnic). Je ale jesté
potieba spocitat, po jak dlouhou dobu A bude setrvavat vybrany vektor W
v mnoziné MAX 4_aw

Definice 5.9 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
definuji funkci daw (e, X), funkci d4w(X), mnozinu NEW 4w a konstantu
AA,W-'

daw(e,X) = (A—eW, X) = (A, X) —e- (W, X)

Saw(X) = (A, W) — (A, X)

AWK W w) — (W X)

NEW4w = {X €DIRS| (A, W) > (A, X)) A (W, W) > (W, X))}
Maw = min  {5aw(X)}

daw(e, X) ukazuje, jakd bude hodnota funkce Fu(X) = (A, X) (kde A’
je budouci hodnota vektoru délek front) za ¢as e pii vybraném pracovnim
vektoru W. 04w (X) je vysledek teseni rovnice daw(e, X) = daw(e, W)
(vzhledem k nezndmé €). NEW 4 i je mnozina potencidlnich pracovnich vek-
tort, které maji Sanci ‘sesadit’ W z pozice pracovniho vektoru a A4y je cas,
dokdy k tomu urcité nedojde. Protoze je pozadovano, aby A byl nenulovy,
tak NEW 4 11 je neprdzdné (nebot obsahuje 0) a A,y je tedy konecné.

Lemma 5.10 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
plati:
VX € (DIRS\NEW ) Ve > 0:  daw(e, X) < dawl(e, W)

Diikaz: Rozborem pripadu:
(A, W) = (A, X) — Pak X € MAX, a zbytek plyne z lemmatu 5.3
(A, W) < (A, X) — Tento pifpad nemuze nastat, nebot W € MAX 4
(A, W) > (A, X) — Pak tedy (W, W) < (W, X) a tedy hodnota
daw(e, X) pii rostoucim € klesa stejné

rychle nebo rychleji nez da w (e, W)
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Lemma 5.11 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovnt vektor W
plati:
Ve € <O,AA7w> VX € DIRS: dAJ/[/(E,X) < dAy[/(E, W)

Ve € <0, AA7w> : W e MAXA_EW

Diikaz:  Prvni tvrzeni staci dokazat jen pro X € NEW,4y, pro ostatni
X plyne z predchoziho lemmatu. Pro pevné X € NEW,y je (A, W) >
(A, X) a tedy daw(0,W) > daw(0,X). daw(X) je pak vysledek TeSeni
rovnice daw(e, X) = daw(e, W). Pro libovolné € z intervalu (0,64 w (X))
tedy daw(e,X) < daw(e, W) plati. Pokud vezmu A,y jako minimum
z hodnot d4w(X), pak to plati pro vsechna pozadovana X. Druhé tvrzeni
trivialné plyne z prvniho. [

Lemma 5.12 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
plati:
Ve € (O,AAJ/V) : MAXA,GW g MAXA

Ve € (0,Aow): STABLE, . = STABLE,

Diikaz: Prvni tvrzeni se dokazuje obdobné jako predchozi dvé. Pokud vektor
X nenf v MAX 4 ani v NEW 4y, pak se do MAX 4_ . nemuze dostat, nebot
daw(e, X) pri rostoucim e klesa stejné rychle nebo rychleji nez da w(e, W).
Pokud vektor X neni v MAXj,, ale je v NEW 4, pak se do MAX 4w
nedostane difve nez pii e = d4 1 (X), coz neni mensi nez A 4 y. Druhé tvrzeni
plyne z prvniho tvrzeni a z pfedchoziho lemmatu. [

Tato lemmata tedy ukazuji, ze doba, po kterou algoritmus muze mit zvolen
vektor W, je alespon A4 w. Ackoliv 04w (X) nenf linedrni funkce, tak musi
minima (hodnoty A 4 y/) nabyvat na néjakém vrcholu DIRS, nebot pokud by
nabyvala minima v bodé V', ktery neni vrchol, pak by to znamenalo, Ze bod
V' se jako prvni dostane do MAX 4/, kde diive nebyl. Ale MAX 4/ je konvexni
mnohostén a jeho vrcholy jsou pouze nékteré nezavislé mnoziny z G, a tedy
pokud se v ném objevil novy bod V', ktery neni vrchol, tak se v ném musel
objevit 1 novy vrchol.

Lemma 5.13 Jestlize algoritmus md na zacdatku faze nenulovy vektor délek
front A a zvoli pracovni vektor W a fdze nebude prerusena prichodem nové
ulohy, pak faze bude trvat cas Aaw a pracovni vektor W' zvoleny v ndsledugjict

fazi bude spliovat (W', W') < (W, W).
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Diikaz: Necht V je vektor z NEW 4y, pro ktery plati 64w (V) = Aaw.
Tedy vektor nabyvajici minima z definice A4 . Podle lemmatu 5.12 muze
faze trvat nejméné A . Necht A’ = A— Ay wW. Ziejmé (A, V) = (A", W)
a tedy V€ MAX,. Protoze V€ NEW 4y a tedy (W, W) > (W, V), tak
W ¢ STABLE 4 a faze tedy musi skoncit. Protoze vSak podle lemmatu 5.11
plati W € MAX 4/, tak novy pracovni vektor W’ splauje (W', W') < (W, W)
(podle lemmat 5.6 a 5.7). m

Veéta 5.14 Algoritmus vidy skonci po konecné mnoha fazich.

Diikaz: Béhem béhu algoritmu pfijde pouze konecné vstupnich tloh. Staéi
tedy ukazat, ze kazda posloupnost fazi, béhem které nedoslo k prichodu nové
ulohy, je konecné. Podle predchoziho lemmatu v ramci jedné takové posloup-
nosti fazi stale ostre klesa eukleidovska norma pracovniho vektoru a protoze
mnohostén DIRS ma koneéné mnoho stén a tedy moznych pracovnich vek-
toru je jen koneéné mnoho, tak kazda takova posloupnost je konecné. n

6 Implementace algoritmu MAXLOAD

Algoritmus MAXLOAD obsahuje tfi implementacné naroc¢né kroky — nalezeni
mnoziny MAX 4, vektoru W € STABLE 4 a urceni ¢asu A4 .

Mnozina MAX, je konvexni mnohostén a tedy pfi hleddni této mnoziny
staci najit jen jeji vrcholy, coz jsou nezavislé mnoziny v grafu. Jednoduchy
algoritmus pro nalezeni téchto vrcholu projde vSechny nezavislé mnoziny a
vybere ty, pro jejichz charakteristické vektory W je (A, W) maximélni.

Nalezeni vektoru W, pro ktery plati W € STABLE,, je komplikovanéjsi.
Vime, ze mé jit o vektor s nejmensi normou mezi vsemi vektory z MAX 4.
W je konvexni kombinace vrcholu MAX 4. Vyuzijeme nésledujici tvrzeni:

Lemma 6.1 Necht W je prokem STABLE4, Vi ...V}, jsou nékteré (ne nutné

vSechny) vrcholy z MAX 4 a W je jejich konvexni kombinaci, existugi tedy
néjaké Ay ... \,) spliugici:

SV = ()

=1

zpjxi =1 2)

=1
Vie{l..p}: N > 0 (3)
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Pak plati:
Vie{l..p}: (W,W) = (V, W)

Dikaz:

p p

Prvni rovnost plyne z (2), druhd rovnost plyne z (1) a linearity skaldrniho
soucinu. Nerovnost uprostied tedy nabyva rovnosti. Tato nerovnost je soucet
nerovnosti (prendsobenych kladnymi koeficienty) z lemmatu 5.5 (tedy pro
kazdé V;: (W, W) < (V;, W)), tudiz vSechny tyto nerovnosti nabyvaji rovnosti.
m

Véta 6.2 Necht W je prvkem STABLE4, Vi ...V, jsou nékteré (ne nutné
vSechny) vrcholy z MAX 4, spliugji predpoklady lemmatu 6.1 a jsou dohromady
linedrne nezavislé. Pak soustava rovnic

p
SV = 0 i (o)
=1

p

=1

mda praveé jedno reseni a toto resend jsou prdvé koeficienty konvexni kombinace
davagici W, tedy ty A1 ...\, jejichZ existenci predpokladd lemma 6.1.

Dikaz: Podle predpokladu muzeme vyjit z rovnosti (V;, W) = (W, W) ze
zaveru lemmatu 6.1 a ty formulovat takto:

p

d (Vi Viywi=e  proje{l...p}

i=1

Na levé strané rovnosti je W vyjadieno jako neznamé kombinace vektoru
V; a skaldrni soucin rozndsobil vzniklou sumu. e je konstanta rovna (W, W),
jejiz hodnotu nezndme. Podle lemmatu 6.1 koeficienty A; (které reprezentuji
W jako konvexni kombinaci vrcholtu V;) tvoii feSeni této soustavy rovnic.

Tato soustava md pravé jedno feSeni, nebot matici této soustavy je mozné
zapsat jako sou¢in MM7T, kde M je matice, jejiz fadky tvoii vektory V;.
Matice M m4 hodnost p, sou¢in MM’ hodnost zachovavé a tedy matice
soustavy rovnic (o rozmérech p X p) je reguldrni. Pokud jednotlivé rovnice

25



od sebe postupné odecteme a zbyvajici rovnici vyhodime, tak dostaneme
soustavu rovnic, ve které jiz nefiguruje neznama konstanta e:

p

Z(‘/}_‘/}+17W>xizo proje{l...p—1}

i=1

Tato soustava ma jednodimenziondlni prostor feseni, nebot vznikla vyhozenim
jedné rovnice ze soustavy rovnic, ktera méla praveé jedno reseni. Tento prostor
samoziejmé stdle obsahuje feSeni tvorené koeficienty A; ... \,. Jestlize k této
soustave pridame jesté rovnici:

p
i=1

’ ’ . 7 /o~ ~ > ’ ) 7 .
Pak vysledna soustava rovnic ma prave jedno feseni, nebot tato nova rovnice
zfejmé neni linedrni kombinaci ostatnich a reSeni tvorené koeficienty A; ...\,
je zfejmé fesenim i této rovnice. [

Tato véta ndm umoznuje nalézt W, pokud uhodneme, ze kterych vrcholu je
mozné ho slozit jako konvexni kombinaci. Soustava rovnic pak neobsahuje
jiné nezname parametry a tudiz ji miuzeme vyfesit a nalézt hodnoty A, ...\,
a tedy W.

Jednoduchy algoritmus pro nalezeni vektoru W je projit vSechny linearné
nezavislé podmnoziny vrcholu MAX, (kvuli nezdvislosti je mozné se omezit
na ty mnoziny, jejichz kardinalita je mensi nebo rovna n) a pro kazdou
takovou mnozinu vyftesit vySe zminénou soustavu rovnic a pokud je TeSeni
validni (tedy hodnoty vSech proménnych jsou vétsi nez 0), tak spocitat kon-
vexni kombinaci a ziskat kandidata na W. Ze vSech nalezenych kandidatu
pak vzit toho s nejmensi normou.

Protoze W vzdy existuje a je mozné ho vyjadrit jako konvexni kombinaci
n nebo méné vrcholi MAXy,, tak nékterd z probiranych podmnozin bude
splnovat pozadavky véty 6.2 a tedy prislusny kandidat bude W a tedy tento
postup vzdy najde vrchol W, ktery je prvkem STABLE 4.

Jednoduchy algoritmus pro urceni ¢asu A 4y projde vSechny nezavislé mno-
ziny, pro kazdou vyhodnoti, zda patii do NEW, y, a v takovém piipadé
spocitd 04 w(X) a udrzuje si nalezené minimum (a piislusnou nezdvislou
mnozinu). Toto minimum bude (podle poznamky ze zavéru minulé sekce)
AA7W-
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6.1 Maximalni nezavislé mnoziny

Pro tyto algoritmy se nabizi jedno vylepseni zalozené na myslence, zda by
nestacilo v téchto algoritmech prochazet pouze maximalni nezévislé mnoziny
(maximéaln{ ve smyslu inkluze). S drobnymi modifikacemi to mozné je. Staci
si uvédomit, ze nemaximalni nezavislé mnoziny se berou v potaz pouze kvuli
tomu, ze nékteré fronty jiz mohou byt prazdné. Pokud tomu tak je (vektor
délek front A je v nékteré soufadnici nulovy), pak vybrany pracovni vektor
bude v piislusnych souradnicich také nulovy (to tvrdi lemma 5.4) a naopak,
pokud je i-ta fronta neprazdnd, pak (A, X) > (A, X'}, kde X je charakteri-
sticky vektor nezavislé mnoziny obsahujici i-ty vrchol a X’ je charakteristicky
vektor mnoziny, ktera vznikla z predchozi odebranim ¢-tého vrcholu.

Definice 6.3 Necht A je vektor délek front, G' je indukovanyj podgraf grafu G
vznikly odebrdnim vsech vrcholu, které maji prdazdné fronty (tedy odebrdanim
mmnoziny vrcholi {z | Ap = O} ), a F(X) je funkce, kterd pro podmmnoZinu
vrcholi. grafu G vrdti jeji charakteristicky vektor. Definuji mnoZinu MIS 4:

MIS4 = {F(X) | X je mazimdlni nezdvisld mnoZina v grafu G'}

Modifikovany zminény algoritmus pro prvni krok (hledéni vrcholi MAX,)
pracuje tak, ze projde vSechny prvky MIS 4 vybere ty, pro jejichz charakter-
istické vektory W je (A, W) maximalni. Tento postup sice nenajde vsechny
vrcholy MAX,, ale ty nenalezené vrcholy MAX, jsou podle lemmatu 5.4
nezajimavé, nebot se nepodili na pracovnim vektoru. Tim jsme zdrovei
urychlili druhy krok — namisto vrcholu MAX, se v ném zpracovava mensi
mnozina vrcholu.

Zminény algoritmus pro tieti krok (urceni casu Ay ) se modifikuje ob-
dobné — pruchod pies DIRS se nahradi priuchodem pres MIS 4. Je vsak treba
provést jesté jednu tipravu, nebot je tfeba pocitat s tim, ze nékterd soufadnice
v A se muze v prubéhu vyprazdnit, coz by zménilo mnozinu MIS, a tedy
i vysledky algoritmu prvniho kroku. Modifikovany algoritmus tedy spocita
Alyy a A%y (podle nédsledujici definice) a hledany ¢as je ten mensf z nich.

Definice 6.4
NEW) w = {X eMISs| (A4, W) > (A4,X)) A (W, W) > (W, X))}
e = ()
aw = min o { A/ Wi}

iE{l...’n},Wm;éU
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6.2 Algoritmus pro cesty

Pro nékteré tiidy grafui je mozné najit specifické algoritmy pro jednotlivé
kroky. Napiiklad pro cesty je mozné hledat vrcholy MAX, pomoci piimoca-
rého algoritmu pracujiciho v linedrnim case. Tento algoritmus bere v potaz
poznamky o maximélnich nezavislych mnozinach a stejné jako algoritmus
z minulé podsekce negeneruje nékteré nepodstatné vrcholy MAX 4. Pti popisu
predpokladam pevny graf G jako cestu délky n, s pfirozenymi ¢isly 1...n
jako vrcholy, kde hrany spojuji sousedni ¢isla.

Definice 6.5 Pro prirozena ¢isla a, d spliujici 1 < a < d < n definuji
IP% jako mnozinu obsahujici charakteristické vektory vsech téch nezavislych
mnozin v grafu G, které obsahuji vrcholy a a d, neobsahuji vrcholy pred a,
ani vrcholy po d a mezi vrcholy a a d jsou maximalni ve smyslu inkluze, tedy
nelze do nich pridat zadny vrchol mezi a a d, aniz by prestaly byt nezavislé.

Definice 6.6 Pro pevny vektor délek front A a pevnd prirozend cisla a, d,
kterd spliugi 1 < a < d < n, definuji mi{d a mnozinu MIPZ’d:

m" = max {(4,X)}
Xelp®d

MIP%? = {X € IP™ | (A, X) = mi{d}

Definice 6.7 Pro pevny vektor R, ktery je prvkem IP%? (pro néjaké a, d), a
jemu odpovidajici nezavislou mnozinu M definuji délici bod vektoru R jako
kazdou dvojici ¢isel (b, ¢), pro kterou plati b < ¢, b € M, ¢ € M a pro vSechna
1 spliujici b < @ < ¢: 1 € M. Ziejmé plati 2 < ¢ — b < 3 kvuli maximalité a
nezavislosti M.

Definice 6.8 Rozdéleni vektoru R (R € IP*?) podle délictho bodu (b, c)
je operace vracejici vektory S a T'. Vektor S vznikl z R vynulovanim vsech
soutadnic ostie vétsich nez b, Vektor T' vznikl z R vynulovanim vSech soutadnic
ostfe mensich nez c. Vektory S a T ziejmé spliuji S € IP*® a T € IP%%.

Definice 6.9 Spojeni vektoru S a T (S € P, T € IPC’d) je operace
vracejici vektor R. Tato operace je definovana pouze pokud 2 < ¢ —b < 3.
V tom piipadé R = S+T (kde + zastupuje disjunktni sjednoceni odpovidajicich
nezavislych mnozin). Vysledny vektor R ziejmé spliuje R € IP™?. Spojeni
vektoru S s nulovym vektorem je dodefinovano jako vracejici S.
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K témto definicim jesté poznamenejme, ze rozdéleni a spojeni vektoru jsou
inverzni operace, spojeni vektoru je vlastné jen vektorovy soucet s omezenym
definiénim oborem a pro kazdy vektor A v obou piipadech plati (A, R) =
(A, S)+(AT).

Lemma 6.10 Pro kazdy vektor délek front A, kaidy vektor R € IP%? 4
vektory S, T vzniklé z R rozdélenim podle libovolného jeho déliciho bodu (b, c),
plati:

ReMIPY! = SeMIPY A T e MIPY

Diikaz: 7 definice rozdéleni plyne, ze S € IP* a T e IPY takze staci
dokézat, ze (A,S) a (A,T) jsou maximélni. Pokud by néktery z nich nebyl
maximalni, tedy by existoval S’ € IP*" nebo T" € IP“? splaujici (A, S') >
(A, S) (respektive (A, T") > (A,T)), pak spojenim S” a T" (respektive S a T")
vznikne R’ € TP spliujici (A, R') > (A, R) (podle vlastnosti spojenf), coz
je ve sporu s predpokladem R € MIPZ’d. [

Véta 6.11 Pro kazdy vektor délek front A a prirozend c¢isla a, b, kterd splriuji
1<a,a+3<b<n, plati:

ab a,b—3 a,b—2 b,b
my, =max{my, ~,Mmy + mjy

Diikaz: Necht R je libovolny vektor z MIP%”. Tento vektor mé (mimo jiné)
jeden z délicich bodu (b—3,b), (b—2,b), nebot v prislusné nezdvislé mnoziné
jsou mezi a a b mezery velikosti 1 nebo 2. Necht ¢ je tedy ta hodnota, aby (c, )
byl tento délici bod. Necht S a T jsou vektory vzniklé z R rozdélenim podle
tohoto déliciho bodu. Podle lemmatu 6.10 plati S € MIP%® a T € MIPY a
tedy:

M’ = (A R) = (A, 8) + (A, T) = m+mly < max {m" ™, mi" ™ h4-m

Opacné nerovnost se dokdze takto: Necht ¢ je prvek z {b — 3,b — 2} takovy,
ze m% nabyvd maxima ze znéni véty, S je libovolny vektor z MIP%C, T' je
libovolny (ten jediny) vektor z MIPZb a R je vektor vznikly spojenim vektoru
S aT. Ziejmé R € TP a tedy:

m%® > (A, R) = (A, S) + (A, T) = m% +m%’ = max {mj’b_g, mj’b_Q} +m?
]
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Cilem algoritmu je najit vSechny maximélni nezavislé mnoziny z MAX.
Protoze tyto mnoziny mohou anebo nemusi obsahovat jednotlivé krajni vr-
choly cesty G, tak je tieba nalézt mY"™", mb5"™, m%" ™" a m%", vzit z nich
maximum my (které se rovna cy z deﬁmce MAX,) a sjednotit ty MIP‘;{b
(z téch ctyfech moznych), jejichz m%” je maximalni.

Pro b —a < 4 je mozné mj’b spocitat pifmo, nebot mnozina IP*’ je jedno-
prvkova, anebo v piipadé b — a = 1 prazdna. Ostatni potfebné hodnoty
se spomtap induktivné: pro rostouci i z {6...n} algoritmus spocita mzl a
m> % podle véty 6.11, pricemz si pamatuje tii posledni hodnoty v kazdé fadeé:

m% P lae{1...2},be{l.. 3}} Tento algoritmus mé zfejmé Casovou
sloz1tost O(n) a pamétovou slozitost O(1).

Jak generovat mnozinu MIP1 ? Pro b < 5 trividlng, pro vetsi b je moiné
vyuzit tuto myslenku: Protoze kazdy vektor R, ktery je prvkem MIPL? 4 Je
mozné ziskat slozenim vektoru S, ktery je prvkem MIP1 =3 nebo MIP ,
a vektoru T, ktery je prvkem MIP (v1z dukaz vety 6. 11) tak staci zjistit
pro které ¢ € {b—3,b— 2} plati mz’ = mA +m” a ke kazdému vektoru
z MIPY® pfipojit jediny vektor z MIP%’ (tedy vlastné piidat k nezdvislé
mnoziné vrchol na konec), ¢imz se vygeneruji vSechny vektory z MIPi{b.

Pokud se algoritmus na hledani mi{b modifikuje, aby si zapamatoval vSechna

. ’ 1,b /v~ . ) ’ .. s .
spocitand m; (¢imz se jeho pamétova slozitost zmeéni na O(n)), pak je tedy
mozné vygenerovat mnozinu MIP}L{b jednoduchym rekurzivnim algoritmem,
ktery pracuje pro zadané i (na pocatku b) a sufix T (na pocdtku nulovy
vektor) takto:

o Jestlize i < 5, tak vypsat vektor, ktery vznikne spojenim jediného
pevného prvku mnoziny IP* se sufixem 7', a skondit.

Necht T’ je novy sufix vznikly spojenim jediného pevného prvku mno-
ziny IP** a T.

.o 1 1 2 1.1 . “ .
o Jestlize mY' = m" > + m'], pak se rekurzivné zavolat s i —2 a T".
1,i-3 L .
o Jestlize mY' = m"™® +m’, pak se rekurzivné zavolat s i — 3 a T".
e Skoncit.

Tento algoritmus md pamétovou slozitost O(n) a ¢asovou slozitost O(n + q),
kde ¢ je velikost vystupu. Jind moznost je algoritmus na hledani mi’b mod-
ifikovat, tak aby prubézné sestavoval orientovany acyklicky graf, na kterém

jsou jednotlivé prvky MIPz’b reprezentované cestami od listu ke kofeni. Tato
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reprezentace MIPi"b, ktera odpovida struktufe rekurze v predchozim rekurzivnim
algoritmu, m4 pamétovou slozitost O(n) a takovy algoritmus na generovani
MIPL” m4 tedy ¢asovou i pamétovou slozitost v O(n).

Vratme se k ptivodnimu problému — hledén{ vrcholt MAX 4. Podle piedchozi
podsekce je tedy treba nalézt ty vrcholy MAX,, které jsou maximalni ve
smyslu inkluze, pokud se neberou v potaz ty soutradnice, na kterych je vektor
A nulovy, a naopak nalezené vektory maji mit tyto souradnice nulové. Algo-
ritmus popsany v této sekci najde pravé vrcholy MAX 4, které jsou maximalni
ve smyslu inkluze. Opravit ho, aby splioval vysSe zminéné pozadavky, je
mozné dvéma zpusoby: Bud se po dokonceni vypoctu inkriminované sou-
fadnice vynuluji, nebo se puvodni graf (cesta) rozdéli na nékolik podcest
vynechanim vrcholu, které odpovidaji inkriminovanym soutradnicim, a na
kazdou cestu se tento algoritmus pusti nezavisle. Vysledek pak vznikne zkom-
binovanim dil¢ich vysledki z jednotlivych podcest.

7 MAXLOAD na 3-cesté

V této sekci dokazeme, ze kompetitivni pomér algoritmu MAXLOAD na cesté
délky 3 je 7/3. Dolni odhad bude demonstrovan pomoci instance, na které
MAXLOAD dosahuje tohoto poméru oproti offline algoritmu, horni odhad
bude dokazan pomoci invariantu udavaji vztah mezi délkou front algoritmu
a oponenta (offline algoritmu).

Pred analyzou chovani na 3-cesté se vSak jesté zminim, jak se algoritmus
MAXLOAD chovéa na 2-cesté. V tomto piipadé je jeho chovéni stejné jako
chovani algoritmu GREEDY, coz je mozné snadno ovérit rozborem piipadu.
2-cesta je uplny graf a GREEDY tedy podle [1] je na ni 2-kompetitivni. Al-
goritmus MAXLOAD je tedy na 2-cesté 2-kompetitivni, coz je optimélni
hodnota (podle [1]).

Aktudlni délky jednotlivych front algoritmu budeme v této sekci znacit pis-
meny a, b a ¢ (kde b je délka fronty stroje, jemuz odpovida prostiedni vrchol
v grafu konfliktu, a a ¢ jsou délky front stroju, jimz odpovidaji krajni vr-
choly), aktudlni délky front oponenta budeme znacit obdobné pismeny a’, b’
a ¢’. Maximalni délku nejdelsi z front (tedy hodnotu funkce BUFLEN(X, 5))
oponenta budeme znacit r. Plati tedy o/ < r, b <r,acd <r.
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Rozborem ptipadu zjistime, které vsechny vektory mohou byt vybrané jako
pracovni a za jakych podminek:

a+c<b (010)
at+c>b a#0 c#0 (101)
a#0 ¢=0 (100)
a=0 c#0 (001)
a+c=b a#0 c#0 (%%%)
a#0 c¢=0 (210
a=0 c#0 (013
a=0 ¢c=0 (000)
Lemma 7.1 Po celou dobu béhu algoritmu plati:
b < V+4a+c (4)
a < d+b (5)
c < d+b (6)

Diikaz: Nejdiive dokdzeme prvni invariant. Na zacatku (kdy vSechny fronty
jsou prazdné) invariant plati. Pokud b < a + ¢, pak invariant trividlné plati.
Pokud b > a+ ¢, pak pracovni vektor algoritmu bude (0 1 0). V tom piipadé
vsak b klesd maximalni moznou rychlosti, a a ¢ se neméni a b’ nemuze klesat
rychleji nez b. Invariant tedy zustava zachovan i v tomto piipadé.

Dukaz druhého invariantu bude obdobny: Na zacatku plati, pokud a < b,
tak také trivialneé plati, pokud a > b, pak pracovni vektor algoritmu bude
(10 1) nebo (10 0) (podle toho, zda ¢ = 0), a tedy klesd maximalni moznou
rychlosti a b se neméni. Invariant tedy zustava zachovan. Tteti invariant se
dokaze symetricky podle druhého (ptehodi se role a a c). m

Lemma 7.2 Po celou dobu béhu algoritmu plati:

a—+b+r (7)
d+V+r (8)

a+b

<
c+b <

Dikaz: Dukazy obou invariantu je treba provadét zaroven. Na zacatku oba
invarianty plati. Pokud by poprvé mél byt néktery z nich porusen (bez djmy
na obecnosti predpoklddejme prvni z nich), pak tésné pred porusenim se
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leva strana bude rovnat pravé a leva musi klesat pomaleji nez prava a tedy
(v prvnim piipadé) soucet prvnich dvou slozek pracovniho vektoru musi byt
mensi nez 1 (soucet stejnych slozek pracovniho vektoru u oponenta totiz muze
byt az 1). To nastava na dvou moznych pracovnich vektorech: (0 1/2 1/2) a
(0 0 1). V obou piipadech plati a = 0 a b < c¢. pak ale:

20+ +r)=2(a+b) =20<c+b<c+bV+r <V +2r

2d +V <0

a tedy @’ + b = 0 a pravé strana tedy neklesa vibec. Druhy piipad (nejdiive
porusen druhy invariant) je symetricky. [

Lemma 7.3 Po celou dobu béhu algoritmu plati:

b < 7/3r
a < 2r
c < 2r

Diikaz: Souctem invariantu (4), (7) a (8) dostaneme 3b < 30’ +a'+ ¢ +2r a
tedy zfejme 3b < 7r. Obdobné souctem (5) a (7) dostaneme 2a < 2a/+b'+r <
4r a souctem (6) a (8) dostaneme 2¢ < 2¢/ + b0 +r < 4r. n

Lemma 7.4 FEzistuje instance, na které algoritmus MAXLOAD potrebuje
frontu délky 7/3—e (pro libovolné malé € ), zatimco oponent si vystaci s frontou

délky 1.

Dukaz: Zapis béhu algoritmu a oponenta je v nasledujici tabulce. Tabulka
je rozdélena do tiech césti. Nejdrive se aplikuje 1. ¢ést, pak se aplikuje li-
bovolnékrat 2. ¢ast nebo jeji symetrickd varianta (s prohozenym a, a’' za c,
), pricemz kazdé opakovéani sniz € na polovinu, a na zavér se aplikuje 3.
cast (nebo jejl symetrickd varianta). Cas v prvnim sloupecku je pocitan od
zacatku c¢asti. Pokud v néjaky cas prijde nova tloha, tak jsou v tabulce dva
radky se stejnym casem — prvni pred zapocitanim dané tlohy a druhy po
zapocitani. Pokud ma tadek v komentaii dva vektory a skalar, pak prvni vek-
tor je pracovni vektor algoritmu, druhy je pracovni vektor oponenta — jedné
se o pracovni vektory v casovém intervalu mezi casem daného a predchoziho
radku, skalar pak udava rozdil casu.
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Tabulka 3: Instance dokléddajici dolni odhad kompetltlvmho poméru

cas a b c a v ¢ | komentar
0 1 1 0 1 1 0 | prisla dloha (1 1 0)
1 1/2 1/2 0 1 0 0 |(230),(010),1
1 1/2 1/2 1 1 0 1 | piisladloha (00 1)
3/2 0 1/2 1/2 /2 0 1/2](10 1), (101),1/2
2 0 1/4 1/4 0 0 0 |(0523),(101),1/2
2 0 5/4 5/4 0 1 1 pf'Sla uloha (011)
3 0 3/4 3/4 0 0 1 |(053),(0010)1
3 1 3/4 3/4 1 0 1 | prisla tloha (1 0 0)
0 1 1—2¢ 1—2¢ 1 0 1 pocatek z minula
1/2 1/2 1-2 1/2—2¢|1/2 0 1/2|(101),(101),1/2
1 1/3 2/3—2 1/3—-2¢| 0 0 0 |(333%),(101),1/2
1 4/3  5/3—2 1/3—2¢| 1 1 0 | prisla tdloha (110)
2—6e | 1+2  1+2€ 0 1 6e 0 | (521),(010),1—6e
2 1—e 1—e 0 1 0 o0 (%%0) (010), 6e
2 1—ce¢ 1—e€ 1 1 0 1 | pfisla tloha (0 0 1)
0 1—e¢ 1—e¢ 1 1 0 1 pocatek z minula
0 1—e¢ 2—¢ 1 1 1 1 | prisla tloha (010)
1 |2/3-¢ 4/3—c¢ 2/3 1 0 1 |(324),(010),1
1 2/3—¢ T/3—c¢ 2/3 1 1 1 | prisla tdloha (0 1 0)

Véta 7.5 Kompetitioni pomér algoritmu MAXLOAD na cesté délky 3 je 7/3.

Diikaz: Predchozi lemma udava dolni odhad, horni odhad plyne z lemmatu

7.3. ™

8 Experimenty

Béhem psani diplomové prace jsem provadél vypocetni experimenty, jejichz
cilem bylo odhalit, jaké invarianty pro algoritmus plati. Experimenty byly
zaloZzeny na systematickém generovani instanci a aplikovani algoritmu na
vygenerované instance.

Testovaci program pracoval tak, ze metodou prohleddvani do hloubky (s lim-
item na maximélni hloubku) prochézel prostor moznych konfiguraci (kon-
figuraci myslim dvojici vektoru délek front pro algoritmus a pro oponenta).
Program na pocatku inicializoval vektory délek front pro algoritmus a opo-
nenta na 0 a pak v kazdém kroku nejdrive zkontroloval, jestli uz pocet kroku
(hloubka ve stromé rekurze) prekrocil stanovenou mez nebo jestli dand kon-
figurace byla jiz diive navstivena (pomoci hashovaci tabulky klicované konfig-
uraci). V takovém piipadé tato vétev vypoctu skoncila. V opacném piipadé
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zvolil tlohu z mnoziny {0,1}", pficetl ji k délkdm front algoritmu a opo-
nenta. Vypocet dal pokracoval v této vétvi, pokud délky vsSech front opo-
nenta byly mensi nebo rovny 1 a zaroven pokud oponent mohl zvolit takovy
pracovni vektor, ktery by odpovidal jedné maximalni nezdvislé mnoziné (a
nikoliv netrividlni konvexni kombinaci) a ktery by mohl bézet (aniz by doslo
k pred¢asnému vyprazdnéni nékteré fronty) po dobu 1 ¢asové jednotky —
napiiklad pro cestu délky 3 pfi znaceni podle minulé sekce to znamend,
zebud a = 1,b < lac=1neboa <1, b =1, ¢ < 1. Oponent
tedy jeden z moznych pracovnich vektoru zvolil a nechal ho bézet po dobu
1 casové jednotky, stejné tak po stejnou dobu algoritmus zpracovaval své
fronty. V opacném piipadé (oponent mél frontu délky vétsi nez 1 nebo nemohl
zvolit pozadovany pracovni vektor) tato vétev vypoctu skoncila. Tento krok
(od kontroly hloubky zanofeni) se opakoval, dokud nebyla splnéna néktera
z vySe zminénych podminek pro ukonceni vétve vypoctu.

Predchozi odstavec popisoval pouze jednu vétev vypoctu. Vypocet se vétvil
v mistech, kde si zvolil 1ilohu nebo pracovni mnozinu pro oponenta. Pokud
néktera vétev vypoctu skoncila, tak se vypocet vratil k mistu posledniho
vétveni a zvolil tam jinak (backtracking). Tak postupné vyzkousel vsechny
mozné volby. Béhem vypoctu se kontrolovala platnost zadanych kandiddtu
na invarianty, pocital se dolni odhad kompetitivniho poméru (porovnanim
délek front algoritmu s délkami front aktudlniho oponenta, ktery vsak nebyl
optimdlni offline algoritmus) a ukladaly se vSechny konfigurace. které algo-
ritmus navstivil.

Prohledavany prostor byl zamérné zizen celou fadou omezeni:
e Priichazejici ulohy jsou slozeny jen z nul a jednicek.
e Je pevné dand maximalni oponentova délka fronty.

e Casové pojeti je diskrétni (ulohy prichazeji v pravidelnych ¢asovych
intervalech).

e Oponent ma omezenou mnozinu tahtu (smi volit jen maximalni nezavislé
mnoziny, které je mozné zpracovavat po dobu daného casového inter-
valu).

e Celkové mnozstvi tahu je omezené.

e Omezend presnost pii testovani navstivenosti konfigurace (konfigurace,
lisici se ve vSech souradnicich o méné nez dané e, jsou spolu ztotoznény).
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Diky témto omezenim vypocty dobéhly pro cesty délky 3 a 4 v realném
case. Pro 3-cestu se tento postup osveédcil — pfi rozumné presnosti testovani
navstivenosti konfigurace (zaokrouhlovani na 2724) stihl program béhem né-
kolika minut az nékolika desitek minut projit cely stavovy prostor (pri¢emz
ani nenarazil na omezeni hloubky rekurze). Piestoze byl stavovy prostor
radikalné omezen, tak v ném program nasel posloupnosti konfiguraci, je-
jichz kompetitivni pomeér se blizil 7/3, a krajni body v prostoru konfiguraci
lezely takika na hranicich, které plynou z invariantu obsazenych v dukazech.
Pro 4-cestu se vsak tento postup pfilis neosveédéil. 1 pii snizeni presnosti na
2719 3 omezeni poctu krokt na 19 trvalo mnoho hodin, nez program dokonéil
vypocet. Z mnoziny takto dosazenych konfiguraci se ndm vsSak nepovedlo
vyvodit zadné netrividlni zaveéry.

Je zajimavé, ze pro béh algoritmu pii tomto pojeti plati dalsi invarianty.
Napriklad pro 3-cestu v kazdém okamziku tésné pred prichodem nové tlohy
plati, ze soucet délek krajnich front se rovna délce prostiedni fronty. Tento
invariant plati proto, ze maximalni velikost piichozi tlohy je dostatecné mala,
aby se pripadny rozdil stihl vyrovnat do konce kola.

Pro ilustraci zde uvadim nékteré obrazky ziskané vizualizaci vysledku ex-
perimentu. Obréazky 1, 2 a 3 ukazuji délky front algoritmu v jednotlivych
stavech vypoctu na 4-cesté. Pro tyto obrazky se vyuzily jen stavy, ve kterych
mél oponent vSechny fronty prazdné. Kazdy stav je reprezentovan ktizkem.
V obrazku 1 se jako soutadnice kiizku pouzily délky 2. a 3. fronty algoritmu,
v obrazky 2 se pouzily délky 1. a 4. fronty a v obrazku 3 se pouzily délky 1.
a 2. fronty.

Obréazek 4 ilustruje vypocet na 3-cesté. Obrazek je ziskan obdobné jako
v predchozim pripadé, zde se vyuzily jen stavy, ve kterych mél oponent
prostiedni frontu prazdnou a krajni fronty délky 1. Pro souradnice se vyuzily
délky krajnich front algoritmu. Na obrazku jsou vidét, ze krajni body vytycuji
dvé poloroviny omezujici dosazitelnost ve stavovém prostoru — 2a + ¢ < 2,
2¢ + a < 2 (vyuzivdm znaceni z predchozi sekce). Tyto podminky v pod-

staté odpovidaji podminkam z lemmatu 7.2. protoze plati ' = ¢ = 1,
b = 0 (nebot v tomto obrazku jsou zahrnuty jen stavy, které tyto podminky
splnuji), 7 = 1 (oponent nemd povoleno delsi fronty) a a + ¢ = b (novy

invariant uvedeny v pfedminulém odstavci).
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Obrazek 1: Stavy vnitinich front algoritmu na 4-cesté

Obrazek 2: Stavy vnéjsich front algoritmu na 4-cesté
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Obrazek 3: Stavy 1. a 2. fronty algoritmu na 4-cesté

0.9

0.8

0.7

0.6

05

0.3

0.2

0.1

Obrazek 4: Stavy krajnich front algoritmu na 3-cesté
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9 Zaveér

Béhem préace se zvolené cile povedlo splnit jen ¢astecné. Navrhnul jsem jediny
algoritmus pro Teseni rozvrhovani s konflikty, algoritmus MAXLOAD. Tento
algoritmus byl v praci dostate¢né podrobné definovan, byly probrany jeho
moznosti implementace a povedlo se dokazat jeho konecnost pro libovolny
vstup. Kompetitivni pomér se vSak povedlo dokazat pouze pro cestu délky
3 a v tomto pripadé je kompetitivni pomér (7/3) horsi, nez u jiz zndmych
algoritmu (2 pro hierarchicky hladovy algoritmus z [1]). Na druhou stranu
jsme béhem vyzkumu nenarazili na zadny piipad, kdy by si algoritmus MAX-
LOAD vedl vylozené spatné, napiiklad pro zadny graf nezname instanci, na
které by MAXLOAD nebyl kompetitivni.

Vyzkum by dale mohl pokracovat nékolika sméry, zejména pak hleddanim
dukazu kompetitivnosti algoritmu pro vSechny grafy a hledanim hodnoty
kompetitivnitho poméru pro konkrétni grafy, zejména pro delsi cesty. Dalsi
smér vyzkumu by se mohl tykat moznosti, jak algoritmus lépe implemento-
vat. V pripadé popsani mnohosténu DIRS pomoci jeho stén by nejspis bylo
mozné pouzit v implementaci linedrni programovani pro nalezeni mnoziny
MAX. Dalsi moznost je dokazat konvergenci iteracniho algoritmu, ktery jako
pracovni vektor voli ndhodné vrcholy MAX a zvoleny vektor nechéva praco-
vat po kratky ¢asovy okamzik.

Nabizi se také moznost zkoumat podobné algoritmy. Naptiklad po precteni
[2] se domnivam, ze by bylo zajimavé zkoumat algoritmus, ktery namisto

(A, V) minimalizuje (A, V) /|V|.
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