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Značeńı

Indexy

Složky vektor̊u znač́ıme indexy nahoře, složky forem indexy dole. Tedy vektor v, resp.
1-formu σ zaṕı̌seme jako v = vi ∂

∂xi , resp. σ = σidxi, kde ∂
∂xi je báze tečného prostoru,

resp. dxi báze k ńı duálńı. V rovnićıch použ́ıváme Einsteinovu sumačńı konvenci, tj.
pokud se ve výrazu vyskytuje nějaký index jak nahoře, tak dole, automaticky se přes
něj sč́ıtá.

Derivace

Parciálńı derivace znač́ıme pomoćı čárky, následované souřadnićı, dle které derivujeme,
tj. f,i ≡ ∂

∂xi .
V př́ıpadě, že derivujeme funkci jedné proměnné, použ́ıváme k zápisu derivace dle ńı
symbol ′ (df(x)

dx
= f ′).

Pro kovariantńı derivace použ́ıváme středńık, tj. f;i ≡ ∇if .
Lieova derivace tenzorového pole T dle vektorového pole X je zapisována £XT .
Komutátor vektorových poĺı (Lieova závorka) X a Y : [X, Y ] = XY − Y X.
Kronecker̊uv symbol: δa

b Je roven 1 pokud a = b, jinak 0.

Metrika, konexe a křivost

Pro metrický tenzor je rezervováno ṕısmeno g a metrika je zapsána ve tvaru ds2 =
gabdxadxb.
Christoffelovy symboly 2. druhu: Γa

bc = 1
2
gad(gdb,c + gcd,b − gbc,d)

Pro kovariantńı derivaci libovoného vektoru v plat́ı: va
;b = va

,b + Γa
cbv

c

Riemann̊uv tenzor: Ra
bcd = Γa

bd,c − Γa
bc,d + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed

Ricciho tenzor: Rab ≡ Re
aeb

Skalárńı křivost: R ≡ Ra
a

Fyzikálńı veličiny

Tenzor energie a hybnosti: Tab

Stopa tenzoru energie a hybnosti: T ≡ T a
a

Kosmologická konstanta: Λ
Gravitačńı konstanta: κ
Einsteinovy rovnice1: Rab − 1

2
Rgab + Λgab = 8πTab

Symetrie

Killingovy vektory: ξ, resp. η
Killingova rovnice: £ξgab = 0 ⇔ ξa;b + ξb;a = 0

1Zapsány v geometrizovaných jednodkách, v nichž rychlost světla c = 1 a gravitačńı konstanta
κ = 1.
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Kapitola 1

Úvod

Otázkou, proč věci padaj́ı dol̊u, se lidstvo zabývalo po celou dobu své existence a
odpovědi se v pr̊uběhu věk̊u výrazně lǐsila. Např́ıklad ve starém Řecku existoval názor, že
každá hmota je složena z element̊u (země, voda, vzduch, oheň), které maj́ı své přirozené
mı́sto (tj. země dole, nad ńı voda, pak vzduch, oheň), a každý z těchto element̊u se na
své přirozené mı́sto snaž́ı dostat (proto kameny ve vodě klesaj́ı ke dnu atd.).

Prvńı, komu se podařilo popsat gravitaci kvantitativně, byl v sedmnáctém stolet́ı
Isaac Newton. Dle jeho teorie jsou dvě tělesa o hmotnostech m1, m2 k sobě přitahována
silou o velikosti

F = κ
m1m2

r2
, (1.1)

kde r znač́ı vzdálenost těles. Teorie úspěšně popisovala všechna v té době známá
gravitačńı p̊usobeńı s dostatečnou přesnost́ı (např. plynou z ńı Keplerovy zákony).

Do výrazněǰśıho sporu s newtonovskou fyzikou se dostala až v devatenáctém stolet́ı
teorie elektromagnetického pole. Jej́ı rovnice byly invariantńı vzhledem k Lorentzově
transformaci, a nikoli ke Galileově, kterou použ́ıvá Newtonova mechanika. Z Maxwell-
ových rovnic plyne, že ve všech inerciálńıch systémech se světlo š́ı̌ŕı stejnou a konečnou
rychlost́ı. Tato předpověd’ byla potvrzena i experimentálně.

Počátkem dvacátého stolet́ı zformuloval A. Einstein speciálńı teorii relativity. Ta
vycháźı z předpoklad̊u, že všechny inerciálńı soustavy jsou rovnocenné a světlo se ve
všech š́ı̌ŕı rychlost́ı c. Mezi jednotlivými soustavami se pak přecháźı pomoćı Lorentzovy
transformace.

Speciálńı relativita přinesla novou mechaniku s řadou překvapivých vlastnost́ı, přede-
vš́ım s provázáńım času s prostorovými souřadnicemi, novou pohybovou rovnićı a uni-
verzálńı úměrnost́ı mezi hmotnost́ı a energíı. Bylo jasné, že je třeba nové teorie gra-
vitace, která by byla slučitelná s elektrodynamikou a v ńıž by se i gravitačńı interakce
š́ı̌rila (na rozd́ıl od Newtonovy teorie) konečnou rychlost́ı.

Takovou teoríı se stala obecná relativita, kterou odvodil A. Einstein z principu
lokálńı ekvivalence gravitace a setrvačnosti a principu obecné kovariance fyzikálńıch
zákon̊u. Konečnou verzi teorie předložil v roce 1915 a speciálńı relativita se stala jej́ı
limitou pro př́ıpad nulové gravitace. Hlavńı předpověd́ı obecné relativity je myšlenka, že
fyzikálńı prostoročas neńı euklidovský (resp. Minkowského), ale zakřivený, konkrétně že
má strukturu čtyřrozměrné pseudo-Riemannovy variety. Gravitace je potom d̊usledkem
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tohoto zakřiveńı. Ústředńım bodem teorie jsou Einsteinovy rovnice 1

Rab − 1

2
Rgab + Λgab = 8πTab, (1.2)

které vzájemně provazuj́ı geometrii prostoročasu a chováńı př́ıtomné hmoty. Hmota
jako zdroj je popsána tenzorem energie a hybnosti Tab, symetrickým tenzorem 2. řádu,
který obsahuje př́ıspěvky k hustotě energie a hybnosti od látky a všech negravitačńıch
poĺı. Skalárńı křivost R je stopou symetrického Ricciho tenzoru Rab a ten je dále dán
kontrakćı Riemannova tenzoru Rc

acb, který obsahuje metrický tenzor gab a jeho derivace
do 2. řádu. Kosmologická konstanta Λ muśı být do teorie dodána odjinud, z obecné
relativity samotné jej́ı hodnota nevyplývá; pozorováńı dnes svědč́ı o tom, že je zřejmě
kladná, z hlediska lokálńı fyziky sice zanedbatelně malá, ale pro vesmı́r v největš́ım
měř́ıtku velmi podstatná.

Einsteinovy rovnice jsou nelineárńımi parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi 2. řádu,
z nichž 6 určuje (až na souřadnicovou transformaci) 10 složek (symetrického) metrického
tenzoru a 4 rovnice omezuj́ı zdroje v podobě kovariantńıch zákon̊u zachováńı T ab

;a = 0.
Hlavńı obt́ıž́ı při řešeńı rovnic je jejich nelinearita, d́ıky ńıž m.j. neplat́ı princip super-
pozice. Prvńı netriviálńı přesné řešeńı bylo přesto nalezeno velmi záhy, již v roce 1915
K. Schwarzschildem. Jedná se o sféricky symetrické vakuové řešeńı bez kosmologické
konstanty a jeho metrika má ve sférických, Schwarzschildových souřadnićıch tvar

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2), (1.3)

kde konstanta M znač́ı hmotnost zdroje. Jedná se tedy o metriku statickou, která má
singularity na poloměrech r = 0 a r = 2M . Prvńı z nich se ukázala být skutečnou sin-
gularitou geometrie, zat́ımco druhá je dána jen chováńım souřadnic. Odpov́ıdá nicméně
tzv. horizontu — světelné nadploše, která má vlastnosti jednocestné membrány: d́ıky
extrémńı gravitaci centra jsou světelné kužely stočeny do jej́ıho vnitřku, takže vše, co se
dovnitř dostane (včetně světla), se nemůže dostat zpátky ”ven”, a nav́ıc je nuceno pohy-
bovat se směrem k centru a tam skončit v singularitě r = 0. Oblastem ohraničeným hor-
izonty se později začalo ř́ıkat černé d́ıry a dnes hraj́ı centrálńı roli v modelech některých
astrofyzikálńıch systémů.

Schwarzschild̊uv prostoročas patř́ı do širš́ı tř́ıdy statických osově symetrických řešeńı
(s Λ = 0), která jako prvńı prozkoumal v r. 1917 H. Weyl. Metrika a polńı rovnice
se pro tato řešeńı daj́ı napsat ve velmi jednoduché podobě a pro jednu z neznámých
metrických funkćı dokonce plat́ı princip superpozice. V následuj́ıćı kapitole ukážeme, jak
se ke zjednodušeńım dospěje, a vyzkouš́ıme, do jaké mı́ry je podobný postup (ne)možný
v př́ıpadě, kdy kosmologická konstanta je nenulová. V daľśı části pak ukážeme, jaké
př́ıpady s Λ 6= 0 odpov́ıdaj́ı speciálńımu typu metrik, jejichž neznámé funkce lze zapsat
v separovaném tvaru.

1V celé práci zapisujeme rovnice a veličiny v geometrizovaných jednotkách, v nichž rychlost světla
c a gravitačńı konstanta κ jsou rovny jedné.
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Kapitola 2

Rekonstrukce Weylova postupu

2.1 Diagonalizace metriky

Při zjednodušováńı metriky použijeme podobný postup, jako je popsán v [5](kap. 7.1).
Pokud v prostoročasu existuje Killingovo vektorové pole ξ, můžeme jako jednu ze

souřadnic (např. x0) použ́ıt jeho integrálńı křivky, ξ = ∂
∂x0 . Jelikož Lieova derivace je

objekt, který je nezávislý na souřadnićıch, můžeme psát

£ξgab = £ ∂
∂x0

gab = gab,0 = 0. (2.1)

Tud́ıž metrický tenzor je nezávislý na souřadnici odpov́ıdaj́ıćı Killingovu vektoru.
O řešeńı ř́ıkáme, že je stacionárńı, pokud v něm existuje časupodobné Killingovo vek-

torové pole. Pokud je toto pole kolmé na podprostor, který definuj́ı zbylé tři souřadnice
(tj. ga0 = 0 pro a = 1, 2, 3), ř́ıkáme, že řešeńı je statické. Nyńı se budeme zabývat vlast-
nostmi stacionárńı metriky a redukci na statickou provedeme na konci tohoto odd́ılu.

Předpokládejme, že řešeńı je i axiálně symetrické, tzn. existuje ještě jedno Killingovo
vektorové pole η, jehož integrálńı křivky jsou uzavřené a které komutuje s ξ, tj. [ξ, η] = 0.
Jelikož plat́ı

[ξ, η] = £ξη = −£ηξ = 0, (2.2)

vektorová pole ξ a η generuj́ı dvourozměrnou plochu (tj. existuje plocha, po ńıž se z
každého bodu dostaneme do libovolného jiného podél integrálńıch křivek ξ, resp. η,
a libovolný bod, který na ploše nelež́ı, podél těchto křivek dosažitelný neńı). Dı́ky
komutativitě je možno integrálńı křivky η vźıt jako daľśı souřadnici (x3), na které opět
nebude záviset metrický tenzor.

Daľśım krokem ke konstrukci metriky Weylova typu je dokázat, že v každém bodě
existuje plocha, která je ortogonálńı na plochu generovanou vektorovými poli ξ a η. Jak
uvád́ı [3](str. 294), nutná a postačuj́ıćı podmı́nka existence této plochy je

ηdRd[aξbηc] = 0 = ξdRd[aξbηc], (2.3)

kde hranatá závorka znač́ı antisymetrizaci v indexech a, b, c1.

1Rd[aξbηc] = 1
3! (Rdaξbηc + Rdbξcηa + Rdcξaηb −Rdcξbηa −Rdbξaηc −Rdaξcηb)
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Nyńı využijeme toho, že Einsteinovy rovnice jde přepsat do duálńıho tvaru,2 kde se
na levé straně vyskytuje jen Ricciho tenzor

Rab = 8πTab − 4πTgab + Λgab. (2.4)

V př́ıpadě Weylova zadáńı (Tab = 0, Λ = 0) je Ricciho tenzor nulový, tud́ıž dvojice
podmı́nek (2.3) je triviálně splněna. Ve vakuovém př́ıpadě s nenulovou kosmologickou
konstantou přecháźı (2.4) na tvar

Rab = Λgab. (2.5)

Nyńı uvažujme prvńı z podmı́nek (2.3). Užit́ım (2.5) źıskáváme

ηdRd[aξbηc] = Ληdgd[aξbηc] = Λη[aξbηc], (2.6)

kde hranaté závorky opět znač́ı antisymetrizaci. Jelikož ale tenzor ηaξbηc je symetrický
vzhledem k záměně a a c, je jeho úplná antisymetrizace nulová, a tedy prvńı z podmı́nek
(2.3) je splněna. Druhá se dokáže analogicky (jen zaměńıme ξ a η). 3

Je tedy možno zvolit zbylé dvě souřadnice tak, aby popisovaly plochu kolmou na
plochu ξη, metrika pak bude mı́t tvar

ds2 = gabdxadxb + gcddxcdxd, (2.7)

kde a a b nabývaj́ı jen hodnot 1,2 a c a d jen hodnot 0,3. Kromě toho, jak již bylo výše
uvedeno, metrika je závislá jen na souřadńıćıch x1 a x2.

Nyńı využijeme toho, že pro dvourozměrnou metriku (označme jej́ı metrický tenzor
(2)g) existuje soustava souřadnic, kde metrika nabývá konformńıho tvaru, tj. existuj́ı
souřadnice y1 a y2 takové, že (2)ds2 = (2)gabdxadxb = α2((dy1)2 + (dy2)2).

Pokud takovéto souřadnice použijeme pro plochu kolmou na Killingovy vektory a
označ́ıme souřadnici odpov́ıdaj́ıćı časovému Killingovu vektoru t, souřadnici odpov́ıdaj́ıćı
axiálńımu vektoru φ a zbylé dvě jako x a y, źıskáváme metriku tvaru

ds2 = −γ2dt2 + β2dφ2 + α2(dx2 + dy2) + 2δdtdφ. (2.8a)

Nás však zaj́ımá statický př́ıpad, kdy je časová souřadnice kolmá na ostatńı tři,
takže δ = 0 a máme metriku

ds2 = −γ2dt2 + β2dφ2 + α2(dx2 + dy2). (2.8b)

2Vynásobeńım Einstenových rovnic gab a vysč́ıtáńım dostaneme vztah R = 4Λ− 8πT a dosazeńım
zpět źıskáme (2.4).

3Splněńı těchto podmı́nek je možno dokázat i v obecněǰśım př́ıpadě, pro ideálńı tekutiny, resp.
elektromagnetické pole za určitých omezeńı na čtyřrychlost, resp. čtyřhustotu proudu, viz. [3](str.
295).
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2.2 Weylovy souřadnice

V souřadnićıch x, y metriky (2.8b) je jistá volnost (např́ıklad pro souřadnice p =
x+y√

2
, q = x−y√

2
plat́ı dx2 + dy2 = dp2 + dq2) a je rozumné se ptát, zda by tuto volnost

nešlo využ́ıt pro daľśı zjednodušeńı metriky.
Uvažujme tedy nové souřadnice p a q a ptejme se, co muśı platit, aby z̊ustala za-

chována konformita metriky (2)g, tedy aby platilo

α2(dx2 + dy2) = ψ2(dp2 + dq2), (2.9)

kde ψ je nová funkce závislá jen na x a y, resp. p a q. Dosazeńım za diferenciály dp a
dq pomoćı forem dx a dy na pravou stranu (2.9) źıskáváme

ψ2(dp2+dq2) = ψ2
(
(p 2

,x +q 2
,x )dx2+(p 2

,y +q 2
,y )dy2(p,xp,y +q,xq,y)(dxdy+dydx)

)
. (2.10)

Aby funkce ψ mohla vyhovět (2.10), muśı být splněna dvojice rovnic

p 2
,x + q 2

,x = p 2
,y + q 2

,y ,

0 = p,xp,y + q,xq,y. (2.11)

Jelikož v́ıme, že p,y 6= 0 nebo q,y 6= 04, můžeme BÚNO tvrdit např. p,y 6= 0 (jelikož
rovnice (2.11) jsou symetrické v̊uči záměně p a q), a tedy pokud vyjádř́ıme p,x z druhé
rovnice a dosad́ıme do prvńı, źıskáme vztah

q 2
,x q 2

,y

p 2
,y

+ q 2
,x =

(q,x

p,y

)2(
p 2

,y + q 2
,y

)
= p 2

,y + q 2
,y . (2.12)

Protože p,y 6= 0, můžeme rovnici (2.12) zkrátit výrazem p 2
,y + q 2

,y a po odmocněńı
obdrž́ıme

q,x = ±p,y. (2.13a)

Dosazeńım do druhé z rovnic (2.11) źıskáme druhou podmı́nku

q,y = ∓p,x. (2.13b)

Tato soustava rovnic je ekvivalentńı s (2.11). Pokud tedy zvoĺıme funkci p, máme již
(až na integračńı konstantu) definovanou funkci q (pokud existuje).
Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci funkce q je dle [2](str. 213)

(
±p,y

)
,y
=

(
∓p,x

)
,x
⇔4p = 0, (2.14)

kde 4 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 .

4Jinak nové souřadnice popisuj́ı prostor s nižš́ı dimenźı.
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Nyńı se pod́ıvejme, jak vypadá Ricciho tenzor. Pokud uvažujeme metriku tvaru
(2.8b), plat́ı dle [4](str. 310):

Rxx = (
α,x

α
),x + (

α,y

α
),y +

β,x,x

β
+

γ,x,x

γ
− α,x

α

(βγ),x

βγ
+

α,y

α

(βγ),y

βγ
,

Ryy = (
α,x

α
),x + (

α,y

α
),y +

β,y,y

β
+

γ,y,y

γ
+

α,x

α

(βγ),x

βγ
− α,y

α

(βγ),y

βγ
,

Rxy = Ryx =
β,x,y

β
+

γ,x,y

γ
− α,x

α

(βγ),y

βγ
− α,y

α

(βγ),x

βγ
, (2.15)

Rφφ =
β2

α2
(
4β

β
+

β,xγ,x + β,yγ,y

βγ
),

Rtt = −γ2

α2
(
4γ

γ
+

β,xγ,x + β,yγ,y

βγ
).

Ostatńı složky jsou nula. Význam 4 je stejný jako v (2.14).
Je možno si všimnout, že

Rt
t + Rφ

φ =
4(βγ)

α2βγ
. (2.16)

Tedy pokud Rt
t +Rφ

φ = 0 (což pro nulovou kosmologickou konstantu a vakuové rovnice
plat́ı), můžeme definovat dle (2.14) nové souřadnice ρ a z tak, že ρ = βγ. V těchto
souřadnićıch zaṕı̌seme metriku (2.8b) v tvaru

ds2 = −e2νdt2 + ρ2e−2νdφ2 + e2(λ−ν)(dρ2 + dz2), (2.17)

kde ν ≡ ln(γ) , λ = ln(αγ) a β = ρ/γ.
Rovnice (2.15) spolu s (2.4) tak ve vakuovém př́ıpadě bez kosmologické konstanty
přejdou na

0 = 1
2
(Rρρ + Rzz) = 4λ + (ν,ρ)

2 + (ν,z)
2,

0 = 1
2
(Rρρ −Rzz) = (ν,ρ)

2 − (ν,z)
2 − 1

ρ
λ,ρ,

0 = Rρz = 2ν,ρν,z − 1

ρ
λ,z, (2.18)

0 = Rφ
φ −Rt

t = 4ν +
1

ρ
ν,ρ,

0 = Rφ
φ + Rt

t = 0.

Čtvrtá rovnice (2.18) je Laplaceova rovnice v cylindrických souřadnićıch. Pokud známe
jej́ı řešeńı, najdeme λ integraćı druhé a třet́ı rovnice,5

λ =
∫

ρ(λ 2
,ρ − λ 2

,z )dρ + 2ρν,ρν,zdz. (2.19)

Prvńı rovnice (2.18) je d̊usledkem zbylých tř́ı.

5Je možno se derivováńım přesvědčit, že tyto dvě rovnice jsou dohromady integrovatelné.
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2.3 Nenulová kosmologická konstanta

Při nenulové kosmologické konstantě se rovnice (2.16) změńı na

2Λ = Rφ
φ + Rt

t =
4βγ

α2βγ
6= 0, (2.20)

tedy βγ neńı možné vźıt za jednu ze souřadnic, aniž bychom porušili konformitu metriky
(2)g či ztratili diagonalitu.

Pod́ıvejme se, jak nyńı vypadá celá soustava rovnic (2.15):

2Λα2 = Rxx + Ryy = 2(
α,x

α
),x + 2(

α,y

α
),y +

4β

β
+
4γ

γ
,

0 = Rxx −Ryy =
β,x,x − β,y,y

β
+

γ,x,x − γ,y,y

γ
− 2

α,x

α

(βγ),x

βγ
+ 2

α,y

α

(βγ),y

βγ
,

0 = Rxy =
β,x,y

β
+

γ,x,y

γ
− α,x

α
(
β,y

β
+

γ,y

γ
)− α,y

α
(
β,x

β
+

γ,x

γ
), (2.21)

2Λα2 = α2(Rφ
φ + Rt

t) =
4(βγ)

βγ
,

0 = α2(Rφ
φ −Rt

t) =
4β

β
− 4γ

γ
.

V daľśı kapitole se pokuśıme tyto rovnice řešit za předpokladu, že funkce α, β, γ jsou
separované. Nicméně vrat’me se k hledáńı nového souřadného systému, který (2.21)
zjednoduš́ı.

Čtvrtou rovnici zaṕı̌seme ve tvaru

2Λα2βγ = 4(βγ). (2.22)

Pokud nalezneme funkci p(x, y) takovou, že α2βγ = 4p, můžeme jako novou souřadnici
zvolit funkci 2Λp− βγ a mohlo by se podařit zjednodušit soustavu (2.21).
Při zkoušeńı r̊uzných funkćı p(x, y), pomoćı kterých bychom rádi sńıžili požet neznámých
funkćı v metrice (2.8b), bohužel naraźıme na problém: rovnice (2.21) obsahuj́ı derivace,
které se při přechodu od souřadnic x, y k r, s transformuj́ı

∂

∂x
= r,x

∂

∂p
+ s,x

∂

∂q
(2.23)

(pro y analogicky), takže pokud funkce p(x, y) obsahuje derivace funkćı α, β nebo γ,
”proniknou” do rovnic, až na velmi vzácné vyj́ımky, i derivace nových souřadnic dle
starých, což nám přidává v rovnićıch neznámé funkce. Jednou z mála výjimek jsou
př́ıpady, kdy α2βγ je vlastńı funkćı Laplaceova operátoru. T́ımto př́ıpadem se budeme
zabývat ve zbytku tohoto odd́ılu.

Necht’ tedy plat́ı 4(α2βγ) = Nα2βγ. Pak je třeba rozlǐsit dva př́ıpady:

• N = 0. Pak jako novou souřadnici x voĺıme př́ımo funkci α2βγ.

• N 6= 0. Pak jako novou souřadnici x voĺıme funkci βγ(1− 2Λ
N

α2).
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Souřadnici y voĺıme dle (2.13) (tj. harmonicky sdruženou k x). V nových souřadnićıch
bude mı́t metrika opět tvar (2.8b), tedy Einsteinovy rovnice maj́ı formálně stejný tvar
(rovnice (2.21)) (jen derivace jsou podle nových souřadnic).

Pod́ıvejme se na oba př́ıpady o něco podrobněji.

• N = 0
Rovnice (2.22) má tvar

2Λx = 4βγ ⇔ 0 = 4(βγ − 2Λ

3
x3), (2.24)

což je Laplaceova rovnice. Jej́ı řešeńı již známe, a tedy z (2.24) můžeme určit βγ,
resp. α po uvážeńı vztahu x = α2βγ.

• N 6= 0
Rovnice (2.22) má tvar

2Λα2βγ = N(βγ − x) = 4(βγ) = 4(βγ − x), (2.25)

kde posledńı rovnost vyplývá z harmoničnosti funkce x. Z rovnice (2.25) plyne,
že βγ − x je vlastńı funkćı operátoru 4 s vlastńım č́ıslem N . Tedy na základě
(2.25) urč́ıme βγ a α po uvážeńı

(1− x

βγ
)
N

2Λ
= α2.

Nicméně vztah (2.24), resp. (2.25) je nutná nikoli postačuj́ıćı podmı́nka.
Pokud jde o funkce β, γ, tak k jejich určeńı je možno použ́ıt např. třet́ı a pátou

rovnici (2.21), kde po uvážeńı znalosti βγ a vyjádřeńı γ pomoćı β máme jen prvńı
derivace β.

Přirozená je zde otázka, zda by bylo možno tento postup zobecnit. Bohužel pokusy o
rozepsáńı α2βγ jako sumy vlastńıch funkćı operátoru Laplace nevedou k použitelnému
výsledku.
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Kapitola 3

Separovatelná řešeńı

V této kapitole zkuśıme řešit Einsteinovy rovnice př́ımo. Vzhledem ke komplikovanosti
(2.21) budeme uvažovat funkce α, β, γ ve speciálńım tvaru, při němž se soustava
parciálńıch diferenciálńıch rovnic změńı na soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic.

3.1 Základńı děleńı

Uvažujme řešeńı ve tvaru
α(x, y) = a(x)f(y),
β(x, y) = b(x)g(y),
γ(x, y) = c(x)h(y).

(3.1)

Dosazeńım do čtvrté rovnice (2.21) dostaneme

2Λa2f 2 =
(bc)′′

bc
+

(gh)′′

gh
, (3.2)

kde ′ je derivace dle př́ıslušné proměnné. Funkce α(x, y) je tedy jen funkćı x, nebo
y.1 Vzhledem k symetrii rovnic (2.21) v̊uči záměně souřadnic mužeme bez újmy na
obecnosti uvažovat f(y) konstantńı. Dále vzhledem k tomu, že α se nezměńı, pokud
dvojici a(x) a f(y) nahrad́ıme dvojićı a(x)/K, Kf(y), kde K je libovolná nenulová
konstanta, můžeme položit

f(y) = 1. (3.3)

Dosazeńım α = α(x) do prvńı z rovnic (2.21) s uvážeńım páté pak dostaneme

Λa2 =
(

a′
a

)′
+ b′′

b
+ g′′

g
,

Λa2 =
(

a′
a

)′
+ c′′

c
+ h′′

h
.

(3.4)

1Dokáže se to jednoduše sporem. Mějme x1, x2, y1 a y2 taková, že (bc)′′

bc (x1) 6= (bc)′′

bc (x2), resp.
(gh)′′

gh (y1) 6= (gh)′′

gh (y2). Pak Λa2(x1)(f2(y1) − f2(y2)) = (gh)′′

gh (y1) − (gh)′′

gh (y2) = Λa2(x2)(f2(y1) −
f2(y2)). Jelikož v́ıme, že hodnota (gh)′′

gh je v bodech y1 a y2 r̊uzná, je prostředńı výraz nenulový , takže
nenulový muśı být i (f2(y1)−f2(y2)), a tedy můžeme t́ımto výrazem rovnici zkrátit a źıskáváme vztah
a2(x1) = a2(x2). Odtud 0 = Λ(a2(x1)− a2(x2))f2(y1) = (bc)′′

bc (x1)− (bc)′′

bc (x2) 6= 0 (posledńı nerovnost
jsme dostali z předpoklad̊u na x1 a x2). To je ovšem spor, a tud́ıž alespoň jedna z funkćı a(x), f(y)
muśı být konstanta.
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Jelikož a, b, c jsou funkce x, zat́ımco g a h jsou funkce jen y, muśı platit
g′′
g

= G,
h′′
h

= H,
(3.5)

kde G a H jsou reálné konstanty.
Rovnice (3.5) jsou obyčejné lineárńı diferenciálńı rovnice, jejichž rešeńı nalezneme

standardńımi postupy (např. [1] kap. 7.5). Pokud vytkneme stejně jako v př́ıpadě funkce
f(y) nenulovou konstantu z g(y) do funkce b(x), můžeme tvrdit, že všechna zaj́ımavá
řešeńı rovnic vypadaj́ı takto:

g(x) =





exp(±y
√

G) G > 0
sinh(y

√
G + Q) G > 0

cosh(y
√

G + Q) G > 0
y + Q G = 0

1 G = 0
sin(y

√−G + Q) G < 0

, (3.6)

kde Q je reálná konsanta. Pro h(y) jsou výsledky analogické.
Pokud dále od prvńı z rovnic (2.21) odečteme čtvrtou, dostaneme

(a′

a

)′
=

b′c′

bc
+

g′h′

gh
. (3.7)

Jelikož a, b i c jsou funkce x, muśı platit

g′h′

gh
= const. (3.8)

Při dosazováńı za g(y), resp. h(y) z (3.6) zjist́ıme, že ne pro každou kombinaci těchto
funkćı je rovnice (3.8) splněna. Vyhovuj́ı ńıže uvedené kombinace a kombinace, kde g(y)
a h(y) zaměńıme mezi sebou. Vzhledem k symetrii (2.21) v̊uči záměně β a γ budeme
dále uvažovat bez újmy na obecnosti jen tyto kombinace funkćı g(y) a h(y).

g(y) h(y) Konstanty Podrobněji
sinh(y

√
G + Q) cosh(y

√
G + Q) G > 0, H = G 2.2

sin(y
√−G + Q) cos(y

√−G + Q) G < 0, H = G 2.2
1 exp(Ky) G = 0, K2 = H 2.3
1 cosh(y

√
H + Q) G = 0, H > 0 2.3

1 sinh(y
√

H + Q) G = 0, H > 0 2.3
1 sin(y

√−H + Q) G = 0, H < 0 2.3
1 y + Q G = H = 0 2.3
1 1 G = H = 0 2.4

exp(Ky) exp(Ly) K2 = G,L2 = H 2.5

Tabulka 1 - připustné kombinace funkćı g(y), h(y).

3.2 (Hyper)sinová řešeńı

Dosazeńım g(y) = sinh(y
√

G+Q) a h(y) = cosh(y
√

G+Q) do rovnice (2.21) pro Rxy źıskáme

0 = b′
b

√
G coth(y

√
G + Q) + c′

c

√
G tanh(y

√
G + Q)

−a′
a

√
G

(
coth(y

√
G + Q) + tanh(y

√
G + Q)

)
.

(3.9)
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Tato rovnice jde přepsat do přehledněǰśıho tvaru (na základě nenulovosti G)

a′

a
− b′

b
=

(c′

c
− a′

a

)
tanh2(y

√
G + Q). (3.9′)

Levá strana rovnice je nezávislá na y, zat́ımco tanh2(y
√

G + Q) na y záviśı, takže pro splněńı
(3.9’) je nutno, aby obě strany rovnosti byly nula, tedy:

a′
a − b′

b = 0 ⇔ (ln(a))′ = (ln(b))′ ⇔ b = Ka
c′
c − a′

c = 0 ⇔ (ln(c))′ = (ln(a))′ ⇔ c = La
, (3.10)

kde K a L jsou konstanty.
Podobnou úvahu je možno provést i pro řešeńı, kde g(y) = sin(y

√−G + Q) a h(y) =
cos(y

√−G + Q). Rovnice pro Rxy nabývá tvaru

0 = b′
b cot(y

√−G + Q)
√−G− c′

c tan(y
√−G + Q)

√−G

−a′
a

(
cot(y

√−G + Q)
√−G− tan(y

√−G + Q)
√−G

) , (3.11)

což lze přepsat na
a′

a
− b′

b
=

(a′

a
− c′

c

)
tan2(y

√
−G + Q). (3.11′)

Ze stejných d̊uvod̊u jako u (3.9’) muśı být obě strany rovnice nulové, takže muśı platit (3.10).
Dosazeńım (3.10) do (2.21), uvažováńım libovolné z výše uvedených voleb g a h a př́ıpadným

vyděleńım rovnic dvěma dospějeme ke vztah̊um

Λa2 = 1
2(Rxx + Ryy) = 2a′′

a −
(

a′
a

)2
+G,

0 = 1
2(Rxx −Ryy) = a′′

a −G− 2
(

a′
a

)2
,

Λa2 = α2

2 (Rφ
φ + Rt

t) =
(

a′
a

)2
+a′′

a + 2G.

(3.12)

Zbylé dvě rovnice (2.21) jsou splněny triviálně.2 Uvedené tři rovnice jsou lineárně závislé3 a
má tedy smysl zabývat se dále jen dvěma z nich (vynecháme prvńı). Dosazeńım za a′′/a z
druhé do třet́ı dostaneme soustavu rovnic

G = a′′
a − 2

(
a′
a

)2
,

Λ
3 a2 =

(
a′
a

)2
+G ⇔ (a′)2 = Λ

3 a4 −Ga2.
(3.13)

Tyto rovnice jsou opět závislé. Pokud totiž zderivujeme druhou a výsledný vztah vyděĺıme4

2a′a, dostaneme
a′′

a
=

2
3
Λa2 −G. (3.14)

Po dosazeńı za (2/3)Λa2 z druhé z rovnic (3.13) obdrž́ıme stejnou rovnici jako je prvńı z
(2.13). Po odmocněńı źıskáme diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými, která je
ekvivalentńı

±
∫

da

a
√

Λ
3 a2 −G

=
∫

dx, (3.15)

2Rovnice pro Rxy byla již výše vyřešena a vztah pro Rφ
φ −Rt

t je v tomto př́ıpadě d̊usledek rovnice
pro Rxy.

3Prvńı je součtem zbylých dvou.
4To si můžeme dovolit, jelikož a′ neńı nula. Pokud by byla, nejde splnit prvńı z rovnic (3.13).
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kde znaménko na levé straně se může měnit v bodech, kde a′ = 0 (tj. můžeme navazovat ”+”
a ”-” řešeńı). Nyńı má opět smysl zač́ıt rozlǐsovat dvě větve řešeńı dle znaménka G.

Větev G > 0 (kdy g a h jsou ”hyper-” funkce) má smysl jen pro kladné kosmologické
konstanty. Pokud by totiž byla kosmologická konstanta záporná, pravá strana druhé z rovnic
(3.13) by byla záporná, zat́ımco levá nezáporná.
Integrováńım (3.15) pak dostaneme vztah

2√
G

arctan

(
a

√
Λ
3G

+

√
Λ
3G

a2 − 1

)
= ±x + D, (3.16)

kde D je integračńı konstanta. Z této rovnice můžeme vyjádřit

a =

√
3G

Λ
1

sin(±x
√

G + C)
, (3.17)

kde C = D
√

G, tedy nová konstanta, a zderivováńım se přesvědčit, že

a′ = 0 ⇔ cos(±x
√

G + C) = 0. (3.18)

V těchto bodech je hodnota sinu plus nebo mı́nus jedna. Vzhledem k tomu, že ve výsledné
metrice se vyskytuje a(x) jen v druhých mocninách a sinus je sudý vzhledem k bod̊um, kde
je jeho absolutńı hodnota jedna, navazováńı řešeńı nic nového nepřinese a větev s mı́nus tedy
můžeme ignorovat.
Celá metrika je tak ve tvaru

ds2 =
3G

(
dx2 + dy2 + K2 sinh2(y

√
G + Q)dφ2 − L2 cosh2(y

√
G + Q)dt2

)

Λ sin2(x
√

G + C)
, (3.19)

resp. některém ze symetrických.
Nyńı zpět k druhé větvi řešeńı (3.15), s G < 0 (kdy g a h jsou goniometrické funkce).

Pokud je kosmologická konstanta kladná, źıskáme vyintegrováńım (3.15) výsledek5

a =

√
−3G

Λ
1

sinh(x
√−G + C)

, (3.20)

který odpov́ıdá metrice

ds2 =
−3G

(
dx2 + dy2 + K2 sin2(y

√−G + Q)dφ2 − L2 cos2(y
√−G + Q)dt2

)

Λ sinh2(x
√−G + C)

. (3.21)

Pro záporné Λ však vyjde6

a =

√
3G

Λ
1

cosh(x
√−G + C)

, (3.22)

5Vycházej́ı opět dvě větve - s plus a mı́nus. Nicméně derivace (3.20) je vždy nenulová a sinh() je
lichá funkce, takže při práci s druhou mocninou a nepřináš́ı mı́nus větev novou informaci.

6Opět vycháźı dvě větve, s ±x. Derivace a je ale nulová jen v bodech, kde je nulový argument
hyberbolického kosinu, a vzhledem k těmto bod̊um je a sudá, takže mı́nus větev nic nového nepřinese.
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což odpov́ıdá metrice

ds2 =
3G

(
dx2 + dy2 + K2 sin2(y

√−G + Q)dφ2 − L2 cos2(y
√−G + Q)dt2

)

Λcosh2(x
√−G + C)

. (3.23)

Všechny tři výše zmı́něné metriky obsahuj́ı 5 volných konstant, ale tyto konstanty nenesou
žádnou podstatnou informaci. Tři z nich (G, K a L) škáluj́ı souřadnice (t, φ, resp. dvojici x,
y) a zbylé dvě (C a Q) fixuj́ı počátek (x, resp. y).

Existuje ale i jiný zp̊usob, jak se s rovnićı (3.15) vypořádat. Tento postup bude nevy-
hnutelný v daľśı části, poněvadž jako obdobu (3.15) tam obdrž́ıme vztah (3.36), který již
nep̊ujde jednoduše zintegrovat př́ımo. Postup však uvedeme již na tomto mı́stě, i když zde j́ım
dospějeme znovu ke stejným metrikám (jen zapsaných v jiných souřadnićıch). Tento postup
však bude mı́t jednu drobnou vadu na kráse, totiž přijdeme o konformitu metriky (2)g.
Jak na to? Přeškálujeme souřadnici x pomoćı funkce α, tedy zavedeme mı́sto x novou souřadnici
r, pro kterou bude platit

r = α(x). (3.24)

Z toho plyne
dr = α′(x)dx, (3.24′)

tedy

dr2 = (α′(x))2dx2 = (a′)2(x)dx2 = (
Λ
3

a4 −Ga2)dx2 = (
Λ
3

r4 −Gr2)dx2, (3.24′′)

kde třet́ı rovnost vyplynula z (3.13). Po dosazeńı těchto znalost́ı do (2.8b) źıskáváme metriku

ds2 = −γ2dt2 + β2dφ2 + r2dy2 +
dr2

Λ
3 r2 −G

. (3.25)

Pokud ještě dosad́ıme za γ a β, obdrž́ıme konečně

ds2 = −L2r2 cosh2(y
√

G + Q)dt2 + K2r2 sinh2(y
√

G + Q)dφ2 + r2dy2 +
dr2

Λ
3 r2 −G

(3.26a)

pro kladná G, resp.

ds2 = −L2r2 cos2(y
√
−G + Q)dt2 + K2r2 sin2(y

√
−G + Q)dφ2 + r2dy2 +

dr2

Λ
3 r2 −G

(3.26b)

pro G záporná. Konstanty K, L a G opět odpov́ıdaj́ı škálováńı souřadnic t, φ a dvojice (r,
y)7 a Q opět volbě počátku y.

3.3 Schwarzschildovo-de Sitterovo řešeńı a jemu

podobná

Pro většinu př́ıpustných funkćı g a h, kde g(y) = 1, je možno pomoćı třet́ı rovnice (2.21)
dokázat, že c = Da, kde D je konstanta. Zbylé čtyři rovnice pak nabývaj́ı tvaru

Λa2 =
(a′

a

)′
+

a′′

a
+ R,

7To neńı na prvńı pohled zřejmé, jasné to zač́ıná být, pokud se část metriky odpov́ıdaj́ıćı (r, y)

přeṕı̌se do tvaru r2

G Gdy2 + dr2

G

(
Λ
3

r2

G − 1
)−1

.
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0 =
a′′

a
− a′

a

(b′

b
+

a′

a

)
,

2Λa2 =
(ba)′′

ba
+ R, (3.27)

b′′

b
=

a′′

a
+ R,

kde konstanta R se lǐśı dle toho, o jaký př́ıpad jde. Nyńı podrobněji:

1. h(y) = exp(Ky)
Rovnice pro Rxy pak má tvar

0 =
c′

c
K − a′

a
K ⇔ (ln(c))′= (ln(a))′⇔ c = Da. (3.28a)

Dosazeńım do zbytku (2.21) zjist́ıme, že R = K2.

2. h(y) = cosh(y
√

H + Q)
Rovnice pro Rxy pak má tvar

0 =
c′

c

√
H tanh(y

√
H + Q)− a′

a

√
H tanh(y

√
H + Q) ⇔ c = Da. (3.28b)

Dosazeńım do zbytku (2.21) zjist́ıme, že R = H.

3. h(y) = sinh(y
√

H + Q)
Rovnice pro Rxy pak má tvar

0 =
c′

c

√
H coth(y

√
H + Q)− a′

a

√
H coth(y

√
H + Q) ⇔ c = Da. (3.28c)

Dosazeńım do zbytku (2.21) zjist́ıme, že R = H.

4. h(y) = sin(y
√−H + Q)

Rovnice pro Rxy pak má tvar

0 =
c′′

c

√
−H cot(y

√
−H + Q)− a′′

a

√
−H cot(y

√
−H + Q) ⇔ c = Da. (3.28d)

Dosazeńım do zbytku (2.21) zjist́ıme, že R = H.

5. h(y) = y + Q
Rovnice pro Rxy pak má tvar

0 =
c′

c

1
y + Q

− a′

a

1
y + Q

⇔ c′

c
=

a′

a
⇔ c = Da. (3.28e)

Dosazeńım do zbytku (2.21) zjist́ıme, že R = 0.
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3.3.1 α = const.

Pod́ıvejme se nejdř́ıv na př́ıpad, kdy a′ = 0. V soustavě (3.27) pak z̊ustanou jen tři netriviálńı
rovnice, a to

Λa2 =
b′′

b
,

2Λa2 =
b′′

b
+ R, (3.29)

b′′

b
= R.

Z nich zřejmě prostředńı je součtem zbylých dvou, a tak je možno soustavu přepsat

a2 = R
Λ ,

b′′ = Rb.
(3.29′)

Jelikož metrika (2.8b) pro α = 0 nemá smysl, neexistuje pro R = 0 (tj. př́ıpad 5.) smyslu-
plné řešeńı. Dále je možno si všimnout, že levá strana prvńı rovnice (3.29’) je vždy nezáporná,
a tedy řešeńı existuje pouze tehdy, když je znaménko R a Λ stejné.

V př́ıpadech 1.-3. je R > 0, tedy řešeńı má smysl jen pro Λ > 0 a vypadá

a =
√

R
Λ ,

b = A exp(x
√

R) + B exp(−x
√

R)
(3.30)

Odpov́ıdaj́ıćı celé metriky maj́ı tak výsledný tvar:

1.

ds2 = −E2 exp(2yK)dt2 + (A exp(xK) + B exp(−xK))2dφ2 +
K2

Λ
(dx2 + dy2), (3.31a)

kde E ≡ DK/
√

Λ = const.

2.
ds2 = −E2 cosh2(y

√
H + Q)dt2

+(A exp(x
√

H) + B exp(−x
√

H))2dφ2 + H
Λ (dx2 + dy2),

(3.31b)

kde E ≡ D
√

H/Λ = const.

3.
ds2 = −E2 sinh2(y

√
H + Q)dt2

+(A exp(x
√

H) + B exp(−x
√

H))2dφ2 + H
Λ (dx2 + dy2),

(3.31c)

kde E ≡ D
√

H/Λ = const.

V př́ıpadě 4. máme řešeńı jen pro Λ < 0

a =
√

H
Λ ,

b = A sin(x
√−H + B),

(3.32)

a odpov́ıdaj́ıćı metrika má podobu

ds2 = −E2 sin2(y
√
−H + Q)dt2 + A2 sin2(x

√
−H + B)dφ2 +

H

Λ
(dx2 + dy2), (3.31d)
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kde E ≡ D
√

H/Λ = const.
Význam konstant je následuj́ıćı: E odpov́ıdá škálováńı času, H škálováńı souřadnic (x,y),

Q volbě počátku y a v konstantách A a B je skryto škálováńı φ a volba počátku x.8

3.3.2 α 6= const.

Nyńı k druhé větvi výpočtu, kdy a′ 6= 0.9 Zde můžeme rozš́ı̌rit druhou rovnici (3.20) výrazem
a/a′,

a′′

a′
=

(ab)′

ab
⇔ (ln(a′))′= (ln(ab))′⇔ a′ = Eab ⇔ (ln(a))′= Eb. (3.33)

Dosazeńım (3.33) do zbylých rovnic (3.27) dostaneme vztahy

Λa2 = 2a′′
a −

(
a′
a

)2
+R,

2Λa2 = a′′′
a′ + R,

a′′′
a′ − 3a′′

a + 2
(

a′
a

)2
= a′′

a + R.

(3.34)

Tyto tři rovnice jsou opět lineárně závislé10 a při daľśıch výpočtech stač́ı uvažovat prvńı dvě.
Vynásobme druhou a′ a zintegrujme,

2
3
Λa3 = a′′ + Ra +

C

2
, (3.35)

resp.
2
3
Λa2 =

a′′

a
+ K2 +

C

2a
, (3.35′)

kde C je integračńı konstanta. Pokud nyńı vynásob́ıme (3.35) opět a′, dostaneme znovu lehce
integrovatelnou rovnici:

2
3
Λ

a4

4
=

(a′)2

2
+ R

a2

2
+

C

2
a + F, (3.36)

resp.
Λ
3

a2 =
(a′

a

)2
+R +

C

a
+

F

a2
, (3.36′)

kde F znač́ı integračńı konstantu. Odečteme-li od dvojnásobku (3.35’) rovnici (3.36’), źıskáme
vztah

Λa2 = 2
a′′

a
−

(a′

a

)2
+R− F

a2
. (3.37)

Porovnáńım s prvńı rovnićı (3.34) dostaneme F = 0 a zjist́ıme, že obě rovnice (3.34) jsou
d̊usledky (3.36). Bohužel rovnice (3.36) nejde jednoduše zintegrovat a budeme muset použ́ıt
trik s volbou nové souřadnice, který jsme již vyzkoušeli v odd́ıle (3.2).

Novou souřadnici r zvoĺıme jako
r = a(x), (3.38)

8V př́ıpadě 4. je to zřejmé. Pokud jsou A, B nenulové, je možno b v (3.30) přepsat jako hy-
per(ko)sinus a význam konstant se také vyjasńı. Pokud A, či B je nula (pokud by byly obě nula,
dostaneme metriku, kde posun ve φ neodpov́ıdá žádnému intervalu, což nechceme), určuje zbylá
souřadnice škálováńı a počátek x jsme v jistém smyslu odsunuli ”do nekonečna”.

9T́ım mysĺıme, že a neńı konstanta. Pokud bude a′ = 0 jen v některých bodech, tak nám to nevad́ı.
10Součet druhé a třet́ı je dvojnásobek prvńı.
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což implikuje
dr = a′dx, (3.38′)

tedy

dr2 = (a′)2dx2 =
(Λ

3
a4 −Ra2 − Ca

)
dx2 =

(Λ
3

r4 −Rr2 − Cr
)
dx2, (3.38′′)

kde druhou rovnost jsme obdrželi z (3.36). Nastává ovšem problém, jak spoč́ıtat b z (3.33).
Naštěst́ı plat́ı

Eb =
d(ln(a))

dx
=

d(ln(a))
dr

dr

dx
=

d(ln(r))
dr

a′ =
1
r

√
Λ
3

r4 −Rr2 − Cr. (3.39)

Metriku, která odpov́ıdá těmto př́ıpad̊um, je pak možno zapsat ve tvaru

ds2 = −D2r2h2(y)dt2 + N(r)dφ2 + r2dy2 + dr2

N(r) ,

N(r) = Λ
3 r2 −R− C

r .
(3.40)

3.3.3 Sféricky symetrická řešeńı

Zaj́ımavé na této, resp. jedné z metrik, kterou z (3.40) dostaneme výše uvedenými symetriemi,
je to, že popisuje všechna vakuová statická sféricky symetrická řešeńı. Abychom to ukázali,
uvažujme obecnou statickou sféricky symetrickou metriku,

ds2 = −T 2(r)dt2 + S2(r)dr2 + U2(r)dΩ2

= −T 2(r)dt2 + S2(r)dr2 + U2(r)(dθ2 + sin2(θ)dφ2).
(3.41)

Pomoćı transformace souřadnic

x =
∫

U(r)
S(r)

dr ⇔ dx =
U(r)
S(r)

dr (3.42)

ji převedeme na částečně konformńı tvar

ds2 = −T 2dt2 + U2(dx2 + dθ2) + U2 sin2(θ)dφ2, (3.41′)

kde T a U jsou stejné funkce jako v (3.41). To ale odpov́ıdá metrice (2.8b), pokud ztotožńıme

α = U,

β = U sin(θ), (3.43)
γ = T

a přejmenujeme souřadnici θ na y.
Funkce α, β, γ jsou zjevně separované a spadaj́ı mezi řešeńı diskutovaná v této kapitole.

Vzhledem k závislosti na souřadnici θ, resp. y se jedná o př́ıpad 4. tohoto odd́ılu (jen muśıme
zaměnit funkce γ a β). Vyjdou nám tedy dvě metriky. Jedna pro α 6= const. (pro libovolnou
kosmologickou konstantu) a druhé pro α konstantńı (jen pro Λ < 0):
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• Nezávisle na znaménku kosmologické konstanty źıskáme řešeńı11

ds2 = −N(r)dt2 + r2 sin2(y)dφ2 + r2dy2 +
dr2

N(r)
, (3.44)

kde N(r) = 1− C
r − Λ

3 r2 . Toto je Schwarzschildova-de Sitterova metrika.

• Pro záporné Λ však obdrž́ıme ještě jedno řešeńı:

ds2 = −E2 sin2(x)dt2 +
−1
Λ

sin2(y)dφ2 +
−1
Λ

(dx2 + dy2). (3.44′)

Pro kladné kosmologické konstanty jsme dokázali částečnou analogii Birkhoffova teorému:12

Jediné statické sféricky symetrické vakuové řešeńı Einsteinových rovnic s kladnou kosmo-
logickou konstantu je Schwarzschieldovo-de Sitterovo.
Pro zápornou kosmologickou konstantu je př́ıpustné ještě jedno řešeńı, (3.44’), které však v
tuto chv́ıli nedokážu fyzikálně interpretovat.

3.4 Př́ıpad se třemi ortogonálńımi Killingovými

vektorovými poli

Uvažujme nyńı př́ıpad, kdy je metrika nezávislá ještě na y, tedy kdy g(y) = h(y) = 1. Třet́ı
rovnice (2.21) je splněna triviálně (nic nezáviśı na y).

Pokud budeme už́ıvat označeńı A = ln(a), B = ln(b), C = ln(c), U = B + C = ln(bc),
V = B − C = ln(b/c), dosazeńım do páté rovnice (2.21) dostaneme vztah

0 =
b′′

b
− c′′

c
= B′′ + (B′)2 − C ′′ − (C ′)2 = V ′′ + V ′U ′. (3.45)

Vyjádřeńım V ′ z této rovnice zjist́ıme, že

V ′ = D exp(−U), (3.46)

kde D je konstanta. Jelikož dále v́ıme, že U ′ = B′ + C ′ = b′
b + c′

c , můžeme B′ i C ′ vyjádřit
pomoćı U takto:

B′ = b′
b = U ′+V ′

2 = 1
2(U ′ + D exp(−U)) = u′+D

2u ,

C ′ = c′
c = U ′−V ′

2 = 1
2(U ′ −D exp(−U)) = u′−D

2u ,
(3.47)

kde u = exp(U) = bc. Nyńı dosad́ıme (3.47) do zbylých tř́ı netriviálńıch rovnic (2.21),

Λa2 = A′′ +
2uu′′ − (u′)2 + D2

4u2
,

0 =
2uu′′ − (u′)2 + D2

4u2
−A′

u′

u
, (3.48)

2Λa2 =
u′′

u
.

11Konstanty D, H a Q byly nastaveny tak, aby metrika splňovala (3.43).
12Ten tvrd́ı, že jediné sféricky symetrické vakuové řešeńı Einsteinových rovnic s nulovou kosmologikou

konstantou je řešeńı Schwarzchildovo.
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Dosazeńım z třet́ı do prvńı rovnice (3.48) źıskáme vztah

A′′ =
(u′)2 −D2

4u2
. (3.48′)

Pokud u′ = 0 (identická nula, ne jen nulová derivace v nějakém bodě), pak i u′′ = 0 a dle
třet́ı rovnice (3.48) muśı být a = 0, což nechceme. Tedy necht’ u′ 6= 0 abychom mohli vyjádřit
z druhé rovnice (3.48)

A′ =
1
2

u′′

u′
− 1

4
u′

u
+

D2

4uu′
. (3.48′′)

Nyńı ukážeme, že (3.48’) je d̊usledkem zbylých dvou rovnic (tj. (3.48”) a třet́ı rovnice
(3.48)). Vı́me, že

A′ =
a′

a
=

1
2

(2Λa2)′

2Λa2
=

1
2

u

u′′
(u′′

u

)′
=

1
2

(u′′′

u′′
− u′

u

)
. (3.49)

Dosad́ıme-li za A′ do (3.48”), dostaneme

0 = − u′′′

2u′′
+

u′′

2u′
+

u′

4u
+

D2

4uu′
. (3.50)

Tuto rovnici přenásob́ıme u′′/u′ a máme

0 = −u′′′

2u′
+

1
2

(u′′

u′
)2

+
u′′

4u
+

D2u′′

4u(u′)2
. (3.50′)

Nyńı k (3.50) přičteme zderivovanou rovnici (3.48”)

A′′ = −u′′′

2u′
+

1
2

(u′′

u′
)2

+
u′′

4u
+

D2u′′

4u(u′)2
+

u′′′

2u′
− 1

2

(u′′

u′
)2−u′′

4u
+

( u′

2u

)2−D2

4
u′′u + (u′)2

(uu′)2

=
(u′)2 −D2

4u2
, (3.51)

což jsme chtěli dokázat. Celá soustava (2.21) je tedy v tomto př́ıpadě ekvivalentńı (3.50), s
t́ım, že a vyjádř́ıme z třet́ı rovnice (3.48) a b, c źıskáme zintegrováńım (3.47).

Zbavme se tedy v (3.50) zlomk̊u,

0 = −2u′′′u′u + 2(u′′)2u + u′′(u′)2 + D2u′′. (3.50′′)

V této rovnici se nevyskytuje proměnná x, jen funkce u a derivace dle x. Uvažujme tedy,
že budeme vyjadřovat derivace u ne jako funkce x, ale jako funkce u, tedy u′ = p(u), kde
p je nová funkce. Pro vyšš́ı derivace u plat́ı u′′ = p′p, resp. u′′′ = p′′p2 + (p′)2p, kde p(u) je
derivováno dle u. Dosazeńım do (3.50”) źıskáváme (po vyděleńı p3)

2p′′u = p′
(
1 +

D2

p2

)
. (3.51)

Jelikož (p′u)′ = p′′u + p′, můžeme (3.51) přepsat jako

2(p′u)′ = p′
(
3 +

D2

p2

)
=

(
3p− D2

p

)′
, (3.51′)

což lze snadno integrovat na

p′

3p− D2

p + C
=

pp′

3p2 + Cp−D2
=

1
2u

. (3.52)
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Ve jmenovateli na levé straně je kvadratický trojčlen jehož kořeny jsou

λ1,2 =
−C ±√C2 + 12D2

6
. (3.53)

Z (3.53) je zřejmé, že dvojnásobný kořen existuje jen pro C = D = 0, jinak λ1 6= λ2 a pro
všechny volby C a D jsou oba kořeny reálné, takže rozklad na parciálńı zlomky si můžeme
dovolit.

Nejdř́ıve co s dvojnásobným kořenem:

pp′

3p2 + Cp−D2
=

pp′

3p2
=

1
3
(ln(p))′ =

1
2
(ln(u))′ ⇔ p = Eu

3
2 , (3.54)

kde E je konstanta. Po uvážeńı, že u′ = p(u), tedy źıskáváme rovnici

u′ = Eu
3
2 ⇔ −2√

u
= Ex + F ⇔ u =

1
(Gx + H)2

, (3.55)

kde F je integračńı konstanta a G = −E/2, resp. H = −F/2 jsou nové konstanty. Po dosazeńı
do (3.48c) vyjádř́ıme a2 jako

a2 =
3G2

Λ(Gx + H)2
. (3.55)

Z (3.47) nakonec vypočteme b, c (zde přihlédneme k tomu, že D = 0),

(ln(b))′ = 1
2(ln(u))′ ⇔ b = K

√
u = K

(Gx+H) ,

(ln(c))′ = 1
2(ln(u))′ ⇔ c = L

√
u = L

(Gx+H) .
(3.56)

Výsledná metrika má tedy podobu

ds2 =
1

(Gx + H)2
(
−L2dt2 + K2dφ2 +

1
(Gx + H)2

(dx2 + dy2)
)
. (3.57)

Nyńı zpět k př́ıpadu, kdy λ1 6= λ2. Plat́ı pak

pp′

3p2 + Cp−D2
=

pp′

3(p− λ1)(p− λ2)
=

λ1

3(λ1 − λ2)
1

p− λ1
+

−λ2

3(λ1 − λ2)
1

p− λ2
. (3.58)

Dosazeńım do levé strany (3.52) a vyintegrováńım źıskáváme vztah

(p− λ1)
λ1

λ1−λ2 (p− λ2)
−λ2

λ1−λ2 = Eu
3
2 , (3.59)

kde E má funkci integračńı konstanty. Dosazeńım za p(u) tak dostáváme rovnici ekvivalentńı
s (3.50), která je sice prvńıho řádu, ale má výrazně komplikovaněǰśı strukturu:

(u′ − λ1)
λ1

λ1−λ2 (u′ − λ2)
−λ2

λ1−λ2 = Eu
3
2 . (3.59′)

3.5 Př́ıpad se dvěma exponencielami

Posledńı zat́ım nediskutovanou možnost́ı je př́ıpad, kdy

g(y) = exp(Ky), h(y) = exp(Ly).
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Nepodařilo se mi s ńım př́ılǐs mnoho udělat. Zredukoval jsem ho jen na tři obyčejné diferen-
ciálńı rovnice pro jednu funkci:

Použijeme stejné značeńı jako v části 2.4, tj. A = ln(a), B = ln(b), C = ln(c), U = B+C =
ln(bc), V = B − C = ln(b/c). Pak z posledńı rovnice (2.21) źıskáváme vztah

0 = B′′ + (B′)2 + K2 − C ′′ − (C ′)2 − L2 = V ′′ + V ′U ′ − (L2 −K2). (3.60)

Považujeme-li jej za rovnici pro V ′, je jej́ı fundamentálńı systém

V ′ = χ exp(−U), (3.61)

kde χ je libovolná konstanta.
Pro nalezeńı řešeńı s pravou stranou (tj. s (L2−K2)) použijeme variaci konstant. Uvažujme,

že χ = χ(x). Pak dosazeńım (3.61) do (3.60) źıskáme vztah

χ′ = (L2 −K2) exp(U). (3.62)

Zavedeme tedy funkci ψ(x), pro kterou bude platit ψ′ = exp(U) (je určena jednoznačně až
na konstantu). Vzhledem ke tvaru (3.62) můžeme tuto konstantu zvolit takovou, aby platilo
χ = (L2 −K2)ψ. Pak B′, C ′ můžeme zapsat jako

B′ = U ′+V ′
2 = ψ′′+(L2−K2)ψ

2ψ′ ,

C ′ = U ′−V ′
2 = ψ′′−(L2−K2)ψ

2ψ′ .
(3.63)

Zbylou metrickou funkci vyjádř́ıme pomoćı čtvrté rovnice (2.21)

a2 =
1

2Λ
ψ′′′

ψ′
. (3.64)

Z toho již snadno derivaćı obdrž́ıme rovnici

A′ =
(a2)′

2a2
=

1
2

(ψ(4)

ψ′′′
− ψ′′

ψ′
)
, (3.64′)

kde ψ(4) znač́ı čtvrtou derivaci ψ dle x. Dosazeńım do zbývaj́ıćıch tř́ı rovnic (2.21) źıskáme
vztahy

ψ′′′
ψ′ =

(
ψ(4)

ψ′′′ − ψ′′
ψ′

)′
+ψ′′′

ψ′ + 1
2

(
ψ′′
ψ′

)2
+ (L2−K2)2

2 (ψ′)2 + K2 + L2,

0 = ψ′′′
ψ′ + 1

2

(
ψ′′
ψ′

)2
+ (L2−K2)2

2 (ψ′)2 −K2 − L2 +
(

ψ(4)

ψ′′′ − ψ′′
ψ′

)
ψ′′
ψ′ ,

0 = K
(

ψ′′+(L2−K2)ψ
2ψ′

)
+L

(
ψ′′−(L2−K2)ψ

2ψ′

)
−1

2

(
ψ(4)

ψ′′′ − ψ′′
ψ′

)
(K + L).

(3.65)

Bohužel ty se mi nepodařilo dále výrazněji zjednodušit.
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Kapitola 4

Závěr

V této práci jsme se zabývali statickými axiálně symetrickými řešeńımi Einsteinových rovnic s
nenulovou kosmologickou konstantou. Speciálně jsme se zaj́ımali o to, zda a kdy jde metrika a
polńı rovnice uvést do podobně jednoduchého tvaru, jako ve Weylově př́ıpadě bez kosmologické
konstanty.

Přestože v obecném př́ıpadě se nám Weyl̊uv postup zopakovat nepodařilo, při některých
speciálńıch tvarech metriky lze polńı rovnice vyřešit. Pokud konkrétně odmocnina z deter-
minantu metriky (2.8b) je vlastńı funkćı Laplaceova operátoru, vedou rovnice k jednoduché
podmı́nce pro jednu z metrických funkćı, na základě jej́ıž znalosti jsme dále schopni vyjádřit
(pokud existuj́ı) i zbylé dvě.

Kromě toho, jsou-li metrické funkce separované, je možno (až na dvě větve) řešeńı pop-
sat explicitně. Tento př́ıpad zahrnuje mj. všechny statické sféricky symetrické vakuové pros-
toročasy.
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