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Kapitola 1

Úvod

Pr̊unikové grafy, patř́ı v současné době k široce studovaným oborum kombina-
toriky, jednak proto že zde můžeme naj́ıt mnoho teoreticky zaj́ımavých problému,
ale i proto, že problémy týkaj́ıćı se pr̊unikových graf̊u souviśı s obory jako je bi-
ologie, nebo např́ıklad elektronika a s ńı spojené navrhováńı tǐstěných spoj̊u.

Pr̊unikových graf̊u patř́ı mezi jeden z nemnoha obor̊u kombinatoriky, zab́ıvaj́ıćı
se geometríı. Jejich studium začalo pravděpodobně zkoumáńım intervalových
graf̊u, u kterých se ukázala spousta pěkných vlastnost́ı [2], [3], tyto grafy jsou
nav́ıc jednoduše rozpoznatelné [3] a také máj́ı mnoho praktických aplikaćı.

Mnohem komplikovaněǰśı je struktura nit’ových graf̊u (pr̊unikové grafy křivek
v rovině). Tyto grafy poprvé zmı́nil Sinden [4] ve spojeńı s povrchem RC obvod̊u
a nezávisle ne něm i Ehrlich, Even a Tarjan [? ]. K daľśım komplexńım výsledk̊um
přispěl Kratochv́ıl [6], a společně s Matouškem [8]. Rozpoznáńı problému se
ukázalo jako NP-těžké [8] a později velice zaj́ımavou konstrukćı dokonce NP-
úplné [9], [10].

Daľśı zkoumanou množinou pr̊unikových graf̊u jsou pr̊unikové grafy konvexńıch
množin v rovině [19] a pr̊unikové grafy krychĺı a kvádr̊u v n-rozměrném prostoru
[20], [21].

Mezi mimořádně zaj́ımavé grafy patř́ı pseudo-úsečkové grafy a pr̊unikvé grafy
úseček které studovali Kratochvh́ıl a Matoušek [1]. Velkou zaj́ımavost těchto grafu
umocňuje otázka od Scheinermana [12]: Je každý rovinný graf do pr̊unikových
graf̊u úseček v rovině? Tato otázka je stále otevřená dokonce i pro pseudo-
úsečkové grafy, ale některých částečných výsledk̊u již bylo dosaženo. Problém
rozpoznáńı dotykových graf̊u úseček je NP -těžký a to i když je omezen pouze na
rovinné grafy [13]. De Castro, Cobos, Dana a Márquez [14] ukázali, že rovinné
grafy bez trojúhelńık̊u jsou dotykové grafy úseček ve třech směrech. Dále se
ukázalo, to je zat́ım asi to nejzaj́ıměǰśı z oblasti úsečkových graf̊u, že 4-souvislé
a 3-obarvitelné rovinné grafy jsou dotykové grafy pseudo-úsečkových graf̊u, to
ukázali Fraysseix, Mendez a Pach [16] a v [17] je tato vlastnost dokázana dokonce
pro úsečkové grafy. Daľśı obměnu na téma úsečkové grafy přicháźı s určeńım počtu
směr̊u. A jak takové tř́ıdy vypadaj́ı nejdřive studoval Kratochv́ıl a Matušek [1]
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a později Černý, Kral, Nyklová a Pankrác [22] kteř́ı charakterizovali, jaké tř́ıdy
graf̊u jsou těmito směry určené.



Kapitola 2

Pr̊unikové grafy

V této kapitole si zadefinujeme základńı pojmy z oblasti pr̊unikových graf̊u a
ukážeme si také zakladńı vztahy mezi jednotlivými tř́ıdami těchto graf̊u.

Definice 0.1 (Graf). Grafem G rozumı́me uspořádanou dvojici G = (V, E), kde
V je množina vrchol̊u a E je množina hran mezi vrcholy E ⊆ {uv|u, v ∈ V }.

1 Zkoumané tř́ıdy graf̊u

Definice 1.1. Pr̊unikové grafy Necht’ M je množinový systém. IG(M) znač́ı
tř́ıdu všech graf̊u G pro které existuje zobrazeńı

f : VG −→ M

takové, že pro každou dvojici r̊uzných vrcholu u, v ∈ VG,

uv ∈ EG právě když f(u) ∩ f(v) 6= ∅.

Grafy z IG(M) jsou nazýváme pr̊unikové grafy z M.

INT = IG(intervaly na př́ımce) budeme nazývat intervalové grafy 1

CA = IG(intervaly na kružnici) budeme nazývat obloukové grafy 2

CIR = IG(tětivy na kružnici) budeme nazývat tětivové grafy 3

PC = IG(mnohostěny vepsané do kružnice) budeme nazývat PC grafy 4

1v angličtine interval graphs
2v angličtine circular arc graphs
3v angličtine circle graphs
4v angličtině polygon-circle graphs
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Obrázek 2.1: Pr̊unikový graf

p

Obrázek 2.2: Intervalový graf

k

Obrázek 2.3: Obloukový graf

PER = IG(úsečky s konci na 2 rovnoběžných př́ımkách) se nazývaj́ı permutačńı
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k

Obrázek 2.4: Tětivový graf

Obrázek 2.5: PC graf
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grafy 5

Obrázek 2.6: Permutačńı graf

FUN = IG(funkce s konci na 2 rovnoběžných př́ımkách, které lež́ı svisle a s definicńım oborem mezi
= IG(grafy spojitých funkćı definovaných na〈0, 1〉) se nazývaj́ı funkčńı grafy 6

Obrázek 2.7: Funkčńı grafy

IFA = IG(intervalová vlákna)
= IG(grafy spojité nezáporné funkce definované na uzavřeném intervalu s nulovými okraji)
se nazývaj́ı vláknové grafy 7

OSTRING = IG(křivky které se jedńım koncem dotýkaj́ı kružnice a nav́ıc lež́ı celé v ńı)
= IG(grafy spojité nezáporné funkce definované na uzavřeném intervalu s nulovými okraji)
se nazývaj́ı vněǰskově nit’ové grafy 8

5v angličtině permutation graphs
6v angličtině function graphs
7v angličtině interval filament graphs
8v angličtině outer string graphs
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Obrázek 2.8: Vláknový graf

Obrázek 2.9: Vněǰskově nit’ový graf

STRING = IG(křivky v R
2) se nazývaj́ı nit’ové grafy 9

CONV = IG(konvexńı množina v R
2) se nazývaj́ı konvexńı grafy 10

9v angličtině string graphs
10v angličtině convex graphs
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Obrázek 2.10: Nit’ový graf a jeho reprezentace

Obrázek 2.11: Konvexńı graf a jeho reprezentace

SEG = IG(úsečky v R
2) se nazývaj́ı úsečkové grafy 11

GRID = IG(svislé a vodorovné úsečky v R
2) se nazývaj́ı mř́ı̌zkové grafy 12

11v angličtině segment graphs
12v angličtině grid graphs
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Obrázek 2.12: Úsečková reprezentace ve tvaru lod’ky

Obrázek 2.13: Mř́ıžkový graf a jeho reprezentace

Definice 1.2 (Boxicita). Boxicita grafu G, kterou znač́ıme box(G), znamená
nejmenš́ı dimenzi d takovou, že G je prunikový graf d-dimenzionálńıch interval̊u.

Pozorovańı 1.3. Následuj́ıćı inkluze plynou věťsinou př́ımo z definice

INT ⊆ CA ⊆ PC ⊆ IFA

INT ⊆ FUN ⊆ IFA ⊆ OSTRING ⊆ STRING

PER ⊆ CIR ⊆ PC

PER ⊆ FUN

GI ⊆ SEG ⊆ CONV ⊆ STRING
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2 Základńı vztahy

Nyńı představ́ım grafy, které se hojně využ́ıvaj́ı v teorii pr̊unikových graf̊u. A to
chordálńı grafy (znač́ıme CHOR) a porovnatelné grafy (znač́ıme COMP)

Definice 2.1 (Chordálńı graf). Graf je chordálńı pokud graf neobsahuje induko-
vanou Cn pro n ≥ 4 (kružnici větš́ı než 3).

Definice 2.2. Graf je porovnatelný pokud celá jeho množina vrchol̊u je částečně
uspořadatelná množina relaćı <, která je tranzitivńı, antisymetrická a antire-
flexivńı. Tedy pro libovolné vrcholy u 6= v ∈ VG, uv ∈ EG pokud u < v nebo
v < u.

Pozorovańı 2.3. Graf je porovnatelný pravě tehdy, pokud jeho hrany jsou tranz-
itivně orientovatelné.

2.1 Charakterizace chordálńıch graf̊u

Definice 2.4. Vrchol v z grafu G nazveme simplićıálńı pokud jeho sousedi
(znač́ıme NG(v)) indukuj́ı úplný graf

Definice 2.5. Posloupnost vrchol̊u v1, v2 · · · vn nazýváme perfektńı eliminačńı
schema grafu G pokud pro každé i = 1, 2, · · · , n, vrchol vi je simpliciálńı v grafu
G[vi, · · · , n].

Lemma 2.6. Každý minimálńı vrcholový řez v chordálńım grafu indukuje úplný
podgraf.

Lemma 2.7. Každý chordálńı graf, který je r̊uzný od úplného grafu obsahuje,
alespoň dva nesousedńı simpliciálńı vrcholy.

Definice 2.8 (Klikový strom). Klikový strom grafu G je takový strom T jehož
vrcholy reprezentuj́ı maximálńı kliky (myšleno inkluzivně) v G a který splňuje
tyto vlastnosti: Pro každý vrchol u ∈ VG, kliky ve kterých je obsažený jsou
spojeny v T .

Ne pro všechny grafy existuje klikový strom a nav́ıc klikové stromy nejsou
jednoznačné (pokud existuj́ı).

Věta 2.9 (Pruniková charakterizace chordálńıch graf̊u). Pro každý graf G jsou
následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı.

1. G je chordálńı graf.

2. G má perfektně eliminačńı schema.

3. Pro G existuje klikový strom

4. G je pr̊unikový graf systému podstrom̊u stromu.



KAPITOLA 2. PRŮNIKOVÉ GRAFY 14

2.2 Charakterizace intervalových graf̊u

Definice 2.10 (Kliková cesta). Kliková cesta je klikový strom, který tvoř́ı právě
jen cesta.

Pokud A je tř́ıda graf̊u, potom CO-A je tř́ıda obsahuj́ıćı doplňky graf̊u z A,
tedy CO-A = G|G ∈ A

Věta 2.11 (Charakterizace intervalových graf̊u). Pro každý graf G jsou následuj́ıćı
tvrzeńı ekvivalentńı

1. G je intervalový graf.

2. G má klikovou cestu.

3. G ∈ CHOR ∩ CO − COMP .

2.3 Tř́ıdy souvisej́ıćı s porovnatelnými grafy

Zde si ukážeme bĺızké vztahy mezi COMP, FUN a PER grafy.

Věta 2.12. Grafy funkćı jsou právě doplňky porovnatelných graf̊u.

D̊ukaz. FUN ⊆ CO-COMP: Pro danou reprezentaci grafu G funkcemi lež́ıćımi
mezi dvěmi svislými rovnoběžnými př́ımkami, najdeme orientaci každé nehrany
uv našeho grafu G tak, že pokud reprezentace u lež́ı nad reprezentaci v po-
tom zorientujeme hranu z u do v. A to je dobře definovaná orientace dopňku
G.

CO-COMP ⊆ FUN: Necht’ P je částečné uspořádáńı na vrcholech G takové,
že porovnatelný graf P je doplňkem G. P si představ́ıme jako pr̊unik d
lineárńıch uspořádáńı (minimálńı takove d nazýváme dimenźı částečného
uspořádáńı). Nakresĺıme d svislých př́ımek reprezentuj́ıćıch dané linearńı
uspořádáńı, a na ně nakresĺıme body kreré respektuj́ı dané uspořádáńı.
Pro každý vrchol G spoj́ıme body jemu odpov́ıdaj́ıćı v daném lineárńım
uspořádáńı. Tyto funkce reprezentuj́ı G.

Lemma 2.13. Doplňky permutačńıch graf̊u jsou opět permutačńı grafy.

D̊ukaz. Pokud π je permutace realizuj́ıćı G potom π−1 realizuje G. Tedy CO-PER
⊆ PER a tedy PER = CO-CO-PER ⊆ CO-PER.

Věta 2.14. Graf G je permutačńı graf právě tehdy pokud jsou jak G tak jeho
doplňek porovnatelné grafy.
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D̊ukaz. PER ⊆ CO-COMP to plyne z PER ⊆ FUN = CO-COMP a dále PER
⊂ COMP to zase plyne z PER = CO-PER ⊆ CO-FUN = COMP. COMP ∩
CO-COMP ⊆ PER: Necht’ F1 je tranzitivńı orientace hran z G a F2 tranzitivńı
orientace nehran. Potom A = F1 ∪ F2 a B = F−1

1 ∪ F2 jsou lineárńı uspořádáńı
vrchol̊u z G. Položme body odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um z G na dvě rovnoběžné př́ımky,
v pořad́ı které udává A a B. Body odpov́ıdaj́ıćı stejným vrchol̊um spojme. T́ımto
dostáváme reprezentaci G.

Definice 2.15. Necht’ G = (V, E) je neorientovaný graf. Binárńı relace F ⊆ V ×V
se nazývá citlivá pokud xy ∈ F, yz /∈ E a xz ∈ E implikuje xz ∈ F a analogicky
xy ∈ F, xz /∈ E implikuje zy ∈ F pěkná pokud xy ∈ F implikuje xy ∈ E

Pozorovańı 2.16. Každá tranzitinvńı orientace hran grafu je jak citlivá tak
pěkná.

Definice 2.17. Pokud G = (V, E) je graf a F je binárńı relace na V × V
připomeňme, že < F >S znač́ıme nejmenš́ı citlivou relaci obsahuj́ıćı F .

Věta 2.18. Graf G = (V, E) je tranzitivně orientovatelný tehdy a jen tehdy pokud
pro každou hranu xy ∈ E relace < xy >S generovaná pomoćı orientované hrany
xy je pěkná relace.

2.4 Vláknové grafy a mixované grafy

Definice 2.19. Necht’ A je tř́ıda graf̊u. Tř́ıda A-mixovaných graf̊u obsahuje
všechny grafy G = (V, E) takové, že E mužeme rozdělit do E = E1 ∪ E2

and E2 je tranzitivně orientovaná relaćı F tak, že (V, E1) ∈ A, a pro všechny
x, y, z ∈ V, xy ∈ F a yz ∈ E1 implikuje xz ∈ E2

Věta 2.20. Doplňky vláknových graf̊u jsou právě (CO-INT)-mixované grafy.

Maximálńı velikost nezávislé množiny může být určena v polynomiálńım čase
pro tř́ıdy INT, FUN, PER, CA, CIR, CHOR, PC, IFA. A nav́ıc algoritmus pro
IFA grafy může být zobecněn pro některé mixované grafy.

Věta 2.21. Necht’ G je tř́ıda graf̊u pro které je problém maximálńı vážené kliky
řešitelný v čase F (n, m). Potom je tento problém řešitelný v čase O(nF (n, m) +
n + m) na G-mixovaných grafech, kde mixované rozděleńı je součast́ı vstupu.

Pozorovańı 2.22. Maximálńı vážená klika v doplňćıch interval̊u(a obecněji dokonce
ve funkčńıch grafech) je řešitelná v polynomiálńım čase.

Důsledek 2.23. Maximálńı vážena nezávislá množina v IFA grafech je řešitelná
v polynomiálńım čase.
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SEG a STRING grafy

V této kapitole se budeme zabývat těmi nejzaj́ımavěǰśımi výsledky, které souvisej́ı
s tř́ıdami SEG a STRING graf̊u.

1 Podtř́ıdy SEG a STRING graf̊u

Nejdř́ıve si ale představ́ıme tř́ıdy graf̊u které rozšǐr̊uj́ı rodinu SEG a STRING
graf̊u

k-SEG = IG(Jsou křivky složené z nejvýše k navazuj́ıćıch úseček) pro k ≥ 1

SEG = 1-SEG

k-DIR(d1, · · · , dk) = IG(všechny úsečky se směry mezi d1, · · · , dk), kde
d1, · · · , dk ∈ R.

k-DIR =
⋃

k-DIR(d1, · · · , dk), kde d1, · · · , dk ∈ R

Daľśı tř́ıdy zaj́ımavých pr̊unikových graf̊u nám vzniknou pokud si omeźıme
pr̊unikové grafy i podle relativńı pozice množin reprezentuj́ıćıch grafy. Tuto vlast-
nost budeme vyjadřovat následuj́ıćı notaćı. Potom IG(C)—R bude značit tř́ıdu
všech graf̊u IG(C), jejichž všechny reprezentace I ⊆ C splňuj́ı podmı́nku R. Potom
tedy

k-CROSS = STRING—(každé dvě křivky maj́ı společný pr̊unik v ≤ k bodech
a v každém bodu pr̊uniku se prot́ınaj́ı)

pseudo-SEG = 1-CROSS tyto grafy budeme také označovat jako pseudoúsečkové.

PURE-k-DIR(d1, · · · , dk) = k-DIR(d1, · · · , dk)—(žádné dvě úsečky které jsou
ve stejném směru nemaj́ı společný pr̊unik)

PURE-k-DIR =
⋃

PURE − k − DIR(d1, · · · , dk), kde d1, · · · , dk ∈ R

16
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2 Velikosti reprezentaćı

Jak se ukazuje mezi velikost́ı reprezentaćı graf̊u a ostatńımi vlastnostmi reprezen-
taćı graf̊u plat́ı překvapivé vztahy. Ukazuje se, že pro většinu definovaných tř́ıd
pr̊unikových graf̊u jsou již pro poměrně malé grafy potřebné velice složité reprezen-
tace. Např. jsou úsečkové grafy s O(n) vrcholy, takové které pro svoji úsečkovou
reprezentaci budou potřebovat relativńı přesnost 2−2n

. (na druhou stranu neńı
těžké ukázat, polynomiálně velkou reprezentaci pro 2-SEG reprezentaci těchto
graf̊u). A proto zde muśıme vysvětlit a popsat co mysĺıme ”velikost reprezentace
R”. Nejprve se budeme zab́ıvat SEG grafy.

2.1 Velikosti reprezentaćı SEG graf̊u

Necht’ R je SEG reprezentace grafu G ∈ SEG. Necht’ P(R) je množina koncových
bod̊u a nav́ıc všech kř́ıž́ıćıch bod̊u úseček v R. A necht’ D(R) určuje maximálńı
(euklidovskou) vzdálenost mezi body v P(R) a d(R) určuje minimálńı vzdálenost
mezi body z P(R). Budeme definovat velikost R jako pod́ıl D(R)/d(R).

Věta 2.1 ([1]). Pro každé n, exituje úsečkový graf G s O(n2) vrcholy, tak že
každá úsečková reprezentace G s celoč́ıselnými souřadnicemi má souřadnice které
jsou ≥ 22n

.

Pozorovańı 2.2. Pro napsáńı souřadnic grafu G z 2.1 potřebujeme exponenciálně
mnoho bit̊u.

2.2 Velikosti reprezentaćı STRING graf̊u

Přirozená mı́ra pro velikost reprezentace STRING graf̊u je celkový počet pr̊useč́ık̊u
(prot́ınáńı) křivek. Dlouho dobu nebyly známe v̊ubec žádné odhady, nakonec se
však ukázalo, že velikost reprezentaćı STRING graf̊u je exponenciálńı.

Nejdř́ıve si zadefinujeme takzvané Abstraktńı topologické grafy, které s touto
oblast́ı bĺızce souviśı.

Definice 2.3 (Abstraktńı topologický graf). Abstrakńı topologický graf je pár
G = (V, E), R ⊆

(

E

2

)

a znač́ıme ho AT-graf G, R. AT-graf G, R se nazývá realizo-
vatelný pokud graf G může být nakreslen v rovině, tak že dvě hrany se kř́ıž́ı pouze
tehdy, pokud tvoř́ı dvojici v R. Pokud je G, R je realizovatelný potom označ́ıme
cr(G, R) minimálńı počet kř́ıžeńı v korektńım nakresleńı.

Pozorovańı 2.4. R nám reprezentuje množinu dvojic hran které se v korektńım
nakresleńı mohou kř́ı̌źıt. Pokud je R = ∅ potom G muśı být rovinný graf. Pokud
R =

(

V

2

)

, potom cr(G, R) = cr(G) klasické pr̊useč́ıkové č́ıslo grafu G.
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Pro definováńı složitosti reprezentace a pro definováńı maximálńı nutné složitosti
reprezentace grafu s daným počtem vrchol̊u, představ́ıme následuj́ıćı funkce:

fat(n) = max
G,R:|VG|=n

cr(G, R)

fst(n) = max
G:|VG|=n

min
STRING reprezentaceS

♯kř́ıžeńı v S

Tyto funkce jsou polynomiálně ekvivalentńı, ale obě jsou alespoň exponenciálńı,
jak ukazuj́ı následuj́ıćı odhady.

Věta 2.5 ([8]).
fat(n) ≤ fst(2n) − 2n,

fst(n) ≤ fat(n
2 − 2n) + 2n2.

Věta 2.6 ([8]).

fat(n) ≥ 2
n−7

4 .

Dlouho nebyl známý žádný horńı odhad a dokonce ani žádný konečný algorit-
mus pro rozpoznáńı těchto graf̊u. To se změnilo s článkem Schaefera a Štefankoviče
[11].

Věta 2.7 ([11]).

fat(n) ≤
n

2
(2n−1).

Tyto odhady souvisej́ı s otázkami náleženi do tř́ıdy NP, a to konkrétně s
ověřovaćımi certifikáty, Protože bylo ukázano v [8], že složitost je alespoň ex-
ponenciálni, zřejmně to nebude vhodný kandidát na certifikát, protože ověřeńı
certifikátu je nutné v polynomiálńım čase. I přesto že nezle použit tento certi-
fikát bylo ukázáno, že tento problém patř́ı do NP a to v [10].

3 Vztahy mezi tř́ıdami

V této kratičké části si řekneme některé vztahy mezi grafy souvisej́ıćımi s SEG a
STRING grafy.

Lemma 3.1 ([1]).

SEG =

∞
⋃

k=1

k-DIR =

∞
⋃

k=1

PURE-k-DIR.

Lemma 3.2 ([1]). Necht’ k je kladné celé č́ıslo, potom plat́ı:

1. k-CROSS 6= (k + 1)-CROSS.

2. k-SEG 6= (k + 1)-SEG.

3. k-SEG 6= k2-CROSS.

4. k-SEG 6⊂ k2-CROSS.
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3.1 Omezeńı počtu směr̊u

Několik daľśıch problémů přicháźı v uváhu pokud se začneme zaj́ımat od grafy
s omezeným počtem směr̊u, ke kterým nejv́ıce přispěli články Kratochv́ıla a Ma-
touška [1] a Černého, Krale, Nyklové a Pankráce [22].

Lemma 3.3 ([1]). Pro každé α1 6= α2 6= α3 6= α1

1. 1-DIR = 1-DIR(α1),

2. 2-DIR = 2-DIR(α1, α2),

3. 3-DIR = 3-DIR(α1, α2, α3),

4. 4-DIR 6= 4-DIR(0, n/4, n/2, 3n/4).

Tento výsledek zobecnili v [22] a ukázali, že zálež́ı na tom jaké směry jsou
vybrané, a které směry jsou navzájem ekvivalentńı.

Ale nejdř́ıve si zadefinujeme nějaké potřebné pojmy, které se zde použ́ıvaj́ı.

Definice 3.4. O dvou k-tićıch směr̊u α1, α2, · · · , αk a β1, β2, · · · , βk řeknem že
jsou ekvivalentńı pokud plat́ı

PURE-k-DIR(α1, · · · , αk) = PURE-k-DIR(β1, · · · , βk)

. O k-tici α1, · · · , αk řekneme, že jsou převoditelné na β1, · · · , βk pokud existuje
affińı transformace, která převád́ı jednu na druhou.

A ted’ již věty které zobecňuj́ı lemma 3.3.

Věta 3.5 ([22]). Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı pro k-tice směru α1, · · · , αk

a β1, · · · , βk.

1. k-tice směr̊u α1, · · · , αk a β1, · · · , βk mohou být převedeny na sebe.

2. k-tice směr̊u α1, · · · , αk a β1, · · · , βk jsou ekvivalentńı.

3. k-DIR(α1, · · · , αk) = k-DIR(β1, · · · , βk)

Věta 3.6 ([22]). Necht’ α1, · · · , αk a β1, · · · , βk jsou dvě k-tice směr̊u, potom plat́ı
následuj́ıćı.

1. Pokud jsou k-tice α1, · · · , αk a β1, · · · , βk na sebe navzájem převoditelné,
potom PURE-k-DIR(α1, · · · , αk) = PURE-k-DIR(β1, · · · , βk).

2. Pokud k-tice α1, · · · , αk a β1, · · · , βk na sebe nejsou převoditelné, potom
PURE-k-DIR(α1, · · · , αk) 6= PURE-k-DIR(β1, · · · , βk) a k-DIR(α1, · · · , αk)
6= k-DIR(β1, · · · , βk).

a nav́ıc ukázali nasleduj́ıćı

Věta 3.7 ([22]). Necht’ 0 = α1 < α2 < α3 < α4 < π je libovolná čtveřice směr̊u.
Potom existuje právě jedno β, π/2 < β < 3π/4 takové, že čtveřice α1, α2, α3, α4 a
0, π/4, π/2, β jsou ekvivalentńı.
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3.2 Order Forcing Lemma

A nyńı si představ́ıme jednu moc dobrou pomůcky při práci s SEG grafy, je to
tvrzeńı, které nam vynucuje jak bude daná SEG-reprezentace vypadat. A tedy se
budeme bavit o takzvaném ”Order Forcing Lemma” (v češtině by to mohlo zńıt
jako ”Lemma o vynuceńı pořad́ı”, ale to se nepouž́ıvá).

Věta 3.8 (Order Forcing Lemma [6]). Necht’ R = {ru| ∈ V (G)} je SEG-
reprezentace grafu G taková, že libovolné dvě rovnoběžné úsečky jsou disjunktńı a
žádné tři úsečky nemj́ı společný bod. Potom existuje graf G′ splňuj́ıćı následuj́ıćı
vlastnosti

1. G ⊂ G′ (G je podgraf G′),

2. G′ má O(|V (G)|2) vrchol̊u,

3. G′ ∈ SEG,

4. Pokud R je PURE-k-DIR reprezentace, potom G′ ∈ PURE-k-DIR,

5. Pokud R′ je libovolná SEG-reprezentace G′ potom existuje oblast Ω ∈ E2 a
homeomorfismus f : E2 −→ Ω taková, že f(ru) ⊂ r′u pro každé u ∈ V (G).

A ted’ se budeme zase chv́ıli věnovat STRING graf̊um, ve kterých se během
jejich historie ukázalo množstv́ı zaj́ımavých vlastnost́ı.

3.3 Základńı vlastnosti STRING graf̊u

Nejprve si ukážeme úplňe základni vlastnosti, které neńı těžké nahlédnout, a
př́ıpadě potřeby se dáj́ı naj́ıt v [5].

Lemma 3.9 ([5]). Každý nit’ový graf G má STRING-reprezentaci R s následuj́ıćımi
vlastnostmi.

1. Křivky z R maj́ı konečnou délku.

2. Každé dvě křivky z R maj́ı v pr̊uniku konečný počet bod̊u.

3. Žádne tři křivky neprocházej́ı stejný bodem.

4. Každá křivka reprezentuj́ıćı vrchol v stupně ≤ 2 má společný právě jeden
bod s křivkami, s které reprezentuj́ı sousedy vrcholu v v G.

dále si uvedeme větičku, která nám pomůže si lépe představit STRING grafy,
nebo alespoň ukáže jinou formu STRING graf̊u.

Věta 3.10 ([5]). Nit’ové grafy jsou právě pr̊unikové grafy cest (podstrom̊u, spo-
jených podgraf̊u) v rovinném graf̊u.
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3.4 Charakterizace STRING graf̊u

V článku od Kratochv́ıla [6] se zjǐst’je kolik je kritických nenit’ových graf̊u, což
jistým zp̊usobem charakterizuje tř́ıdu STRING graf̊u a přináši vhled do složitosti
jejich strukt̊ury.

Neǰŕıve si zadefinujeme co je to kritický nenit’ový graf ale k tomu budeme
potřebovat ještě daľsi pojmy, tedy

Definice 3.11 (Indukovaný minor). Graf H je indukovaný minor grafu G pokud
H vznikne z G opakovanou kontrakćı hran nebo mazáńım vrchol̊u.

Definice 3.12 (Kritické nenit’ové grafy). Graf G je kritickým nenit’ovým grafem,
pokud G neńı STRING graf a pokud všechny jeho indukované minory už jsou
STRING grafy.

Potom nám věta z [6] ř́ıká

Věta 3.13 ([6]). Počet kritických nenit’ových graf̊u je nekonečný.



Kapitola 4

Reprezentace planárńıch graf̊u

Ty nejzaj́ımavěǰśı části kombinatoriky vždy nějak souvisej́ı s rovinnými grafy, a
stejně tak to je i u pr̊unikových graf̊u. Tato oblast je jednou z nejstudovaněǰśıch
oblast́ı pr̊unikových graf̊u v̊ubec a jej́ı výsledky jsou nejv́ıce ceněny.

Asi prvńı kdo do této oblasti přispěl byl již v roce 1936 Koebe [23] s jeho
slavnou větou nazvanou ”Pusinkové lemma” 1.

Věta 0.14 ([23]). Každý rovinný graf m̊uže být reprezentován dotýkaj́ıćımi se
kružnicemi.

Kde se jedná o pr̊unikový graf kružnic. Tento nebo podobný výsledek byl
znovu objeven několikrát, proto zmiňuji ještě následuj́ıćı větu která je ještě silněǰśı
a zaj́ımavěǰśı a jej́ı d̊ukaz lze nalézt např́ıklad v [25].

Věta 0.15. Rovinné grafy jsou právě dotykové grafy kruh̊u v rovině.

Ale to je již minulost nyńı se koukněme na dnešńı výsledky z oblasti reprezen-
taćı rovinných graf̊u pr̊unikovi grafy. Je několik tř́ıd pr̊unikových grafu o kterých
se v́ı, že obsahuj́ı rovinné grafy např. STRING, CONV a u těch je poměrně
jednoduché ukázat, že tř́ıdu rovinných graf̊u obsahuj́ı, na druhé straně je zase
mnoho tř́ıd pr̊unikových graf̊u o kterých se v́ı, že neobsahuj́ı tř́ıdu rovinných
graf̊u. My se zde budeme zab́ıvat úsečkovými grafy a pseudoúsčkovými grafy o
kterých se ve spojitosti s rovinnými grafy v́ı již hodně, ale otázka zda rovinné
grafy patř́ı do těchto tř́ıd ještě nebyla zodpovězena.

Mnoho článk̊u z této oblasti pocháźı od Fraysseixeho a Ossony de Mendeze
ty nejd̊uležitěǰśı jsou [16], [17] kde se snaž́ı úsečkovými grafy co nejv́ıce přibĺıžit
rovinným graf̊um. Daľśı zaj́ımavý možná snad překvapivý výsledek najdeme v
článku [14] od de Castra, Cobose, Dana a Márqueze.

Ale p̊ujdeme postupňe tedy nejdřive tvrzeńı týkaj́ıćı se bipartitńıch rovinných
garf̊u.

1z anglického ”the Kissing lemma”.

22
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0.5 Bipartitńı rovinné grafy

Věta 0.16 ([16]). Libovolný bipartitńı rovinný graf je pr̊unikový graf úseček,
které se nekř́ı̌źı a maj́ı společny bod tehdy a jen tehdy pokud incidentńı vrcholy
jsou spojeny hranou.

Ke stejnému výsledku dospěli nezávisle na sobě jak Fraysseix, Osona de Mendez
a Pach [16] tak také Ben-Arroyo Hartman, Newman a Ziv [15].

0.6 Tř́ıdy bĺızké rovinným

Ale opravdu d̊uležitý výsledek najdeme až ve článku [17], ve kterém se bĺıž́ıme
rovinným graf̊um na dosah, dokonce v době vydáńı tohoto článku [17] se nic
lepš́ıho nevědělo ani o pseudoúsečkových grafech v tedy oblasti rovinných graf̊u.
Ted’ na chvilku odskočime od SEG graf̊u k pseudoúsečkovým aby jsme se zpátky
dostali k úsečkovým a to proto, že maj́ı tyto tř́ıdy pr̊unikových graf̊u mnoho
společného.

Ossona de Mendez a Fraysseix [18] v tomto članku přibĺıžili rovinné grafy a
pseudoúsečky.

Věta 0.17 ([18]). Necht’ G je 4-souvislý a 3-obarvitelný rovinný graf, potom G
má dotykovou reprezentaci pseudoúsečkami.

A nebo jiná o něco silněǰśı věta, která ale neńı tak intuitivńı.

Věta 0.18 ([18]). Necht’ G je 4-souvislý rovinný graf, který neobsahuje induko-
vanou C4, která má vrcholy obarveny všemi 4-mi barvami. Potom G má pseudoúsečkovou
reprezentaci.

Tento článek přinesl tento zaj́ımavý vysledek, ale proto z něho čerpá i daľśı
článek [17], který přinaš́ı ještě silněǰśı větu a t́ım se právě vraćıme zpátky k SEG
graf̊um. A tedy plat́ı

Věta 0.19 ([18]). Necht’ G je 4-souvislý a 3-obarvitelný rovinný graf, potom G
má dotykovou SEG reprezentaci.

a opět i silněǰśı tvrzeńı

Věta 0.20 ([18]). Necht’ G je 4-souvislý rovinný graf, který neobsahuje induko-
vanou C4, která má vrcholy obarveny všemi 4-mi barvami. Potom G má pseudoúsečkovou
reprezentaci.

Důkaz těchto vět je velmi komplikovaný a pož́ıvá tvrzeńı o pseudoúsečkách
z [18] a narovnáva je do úseček, a je velmi neočekávané, že takový postup skutečně
funguje. Nav́ıc se v tomto článku ukazuje vztah mezi reprezentaćı úseček a pseudoúseček.

Daľśı nepřehlédnutelný výsledek přǐsel s článkem [14], který napsali de Castro,
Cobos, Dana, Márquez a Noy, ti se přibĺıžili k tř́ıdě rovinných graf̊u jinak. A to
tak, že vzali rovinné grafy bez trojúhelńık̊u, ale nav́ıc omezili počet směr̊u úseček
na tři, tedy
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Věta 0.21 ([14]). Každý rovinný graf bez trojúhelńık̊u je pr̊unikový graf úseček
ve třech směrech.

V d̊ukazu této věty se využ́ıvá známá Grötszchova věta, která byla dokázána
Thomassenem [27], která zaručuje, že každý rovinný graf bez trojúhelńık̊u je
3-obarvitelný. Důkaz je poměrně náročný, nejprve se přidaj́ı vrcholy, které po-
drozděĺı graf, pak se použije vlastnost 3-obarveńı a k úsečkové reprezentaci ve
třech směrech se dosáhne pomoci mnoha velice technických lemat. Na konci to-
hoto d̊ukazu se ještě muśı odstranit přebytečné vrcholy. Tři předpokládané směry
jsou svislý, vodorovný a šikmý. To ovšem nevad́ı jak již v́ıme z [1].
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Nové reprezentace SEG graf̊u

Nejdř́ıve si zadefinujeme d̊uležité pojmy, které budeme použ́ıvat.

Definice 0.22 (Konvexńı obal). Konvexńı obal n bod̊u a1, a2, . . . an je

Conv(a1, . . . , an) =

{

n
∑

i=1

aiji| ∀i : ji ≥ 0 a

n
∑

i=1

ji = 1

}

Definice 0.23 (Úsečka). Mějme v rovině body a a b a

u = Conv(a, b)

potom je u úsečka s koncovými body a a b.

Definice 0.24 (Otevřená úsečka). Je úsečka, která neobsahuje konec a začátek.
Mějme v rovině body a a b které definuj́ı úsečku, potom otevřená úsečka o je

o = Conv(a, b) \ (a ∪ b)

A nyńı ještě definice technických pojmů použ́ıvaných v d̊ukazech.

Definice 0.25 (Prot́ınáńı úseček). Úsečka a prot́ıná b pokud maj́ı společný
pr̊unik x a pokud v bodě x nekonč́ı a ani b.

Tato vlastnost je symetrická, tedy pokud a prot́ıná b potom i b prot́ıná a.

Definice 0.26 (Úsečky se dotýkaj́ı). Úsečka a se dotýká množiny m, pokud
uzávěr úsečky a má neprázdný pr̊unik s b a tento pr̊unik je bod k, který je
koncovy bod úsečky a.

V celém zbytku této kapitoly budeme mı́t následuj́ıćı konvenci. Necht’ v je
vrchol, potom úsečku reprezentuj́ıćı vrchol v budeme značit ṽ.

25
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0.7 Doplňky stromů

V této časti ukážeme, že doplňky stromů patř́ı do SEG graf̊u, a to tak že najdeme
nakresleńı této reprezentace.

Nejdř́ıve si ale zadefinujeme některé tehnické pojmy.

Definice 0.27 (Usečka je obarvená). Mějme úsečku u, jej́ı konce jsou body a a
b a tyto dva body obarv́ıme tak, že právě jeden bod bude mı́t barvu L a právě
jeden barvu R, pak nazveme úsečku u obarvenou.

Mějme strom T . Zvolme některý vrchol k jako jeho kořen. To urč̊uje relaci
rodič-potomek pro každé dva sousedńı vrcholy. (vrchol d je potomek r pokud
maj́ı společnou hranu a délka nejkratš́ı cesty z d do k je o jedna větši než z r do
k).

Definice 0.28 (Rodičovská úsečka). Necht’ máme vrcholy r a p které jsou ve
vztahu rodič potomek, a potom r̃ se ř́ıká rodičovská úsečka úsečky p̃.

Tvrzeńı 0.29. Doplněk T má SEG reprezentace T̃ s následuj́ıćımi vlastnostmi.

1. Každá úsečka z T̃ je obarvená.

2. Pro kažkou úsečku u z T̃ plat́ı následuj́ıćı. Necht’ př́ımka p je prodloužeńım
u. Potom všechny body obarvené barvou L leži v jedné polorovině a všechny
body s barvou R v druhé s jedinou vyj́ımkou a je bod k, který je koncem d a
d je rodičovská úsečka úsečky u.

3. Pokud maj́ı úsečky společny pr̊unik pak se nedotýkaj́ı ale prot́ınaj́ı.

4. Mějme vrchol r a p potom rodičovská úsečka r̃ se bĺı̌źı p̃ a nav́ıc prod-
loužeńım této úsečky je př́ımka, která prot́ıná p̃

D̊ukaz. Budeme dokazovat indukćı a to podle počtu vrchol̊u.
Neprve prvńı krok d̊ukazu, tedy reprezentaci kořene, jistě umı́me nakreslit

jednu otevřenou úsečku libovolně dlouhou v libovolném směru a libovolně ji
obarvit barvami L a R.

Nyńı přepokládejme, že umı́me reprezentovat doplněk grafu T ‘ který vzniknul
z T odebráńım listu označme ho v. Necht’ je r jeho rodič a rodič r je vrchol d.
Konece úsečky r̃ označme za A a B a bez újmy na obecnosti předpokládejme,
že A je obarven L a B je obarven R. Bez újmy na obecnosti předpokládejme,
že konec K úsečky d̃, který lež́ı na úsečce r̃ má barvu L. Př́ımka p je určena
prodloužeńım úsečky r̃. Označme si jednu polorovinu určenou př́ımkou p jako ΩL

a druhou jako ΩR, a vytvoř́ıme je tak, že ani jedna polorovina neobsahuje p. A
opět búno předpokládejme, že v polorovině ΩL jsou všechny body barvy L a v
ΩR jsou právě všechny body barvy R, body na úsečce r̃ nepoč́ıtáme.

T́ım již v́ıme na které polorovině se úsečka d̃ nalézá protože jeden konec má
barvu L druhý muśı mı́t z předpokladu barvu R a tedy lež́ı v polorovině ΩR.
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Obrázek 5.1: Konstrukce reprezentace doplňku stromu

Vytvořme si konvexńı obal bod̊u s barvou R z ΩR (ΩR je zde jen proto aby jsme
nezapočitávali body, které lež́ı na r̃), a stejně tak vytvořime kL.

Z předpokladu v́ıme, že prodloužeńı úsečky neobsahuje žádné jiné obarvené
body než koncové body naš́ı úsečky a (v př́ıpadě že se nejedná o kořen) jeden konec
rodičovské úsečky. To znamená, že existuje nekonečný pásek c kolem př́ımky p
(p je jeho osa), takový že má nenulovou š́ı̌rku a pro který plat́ı C ∩ kL = 0 a
C ∩ kR = ∅.

Protože všechny úsečky s vyj́ımkou r̃ a d̃ maj́ı jeden bod v kL a druhý v kR

to znamená že úsečky prot́ınaj́ı tento páseček. a tedy pokud povedu dostatečné
dlouhou úsečku protnu všechny ušechny tyto úsečky. Nyńı už zbývá vyřešit jen
prot́ınáńı s úsečkou r̃ a d̃.

Nyńı lež́ı na úsečce r̃ tři body, dva maj́ı barvu L a jeden R. Vybereme bod
který má barvu R tedy B. T́ımto bodem bude procházet úsečka ṽ, kterou se
snaž́ıme zkonstruhovat. Celou reprezentaci T ′. Posuneme do počatku ′ a orotu-
jeme tak aby p byla osou x a a měla zaporné y-lonové souřdanice. Zjist́ıme který
pr̊unik pásku s úsečkami má v absolutńı hodnotě největš́ı souřadnice označme
tuto vzdálenost jako y. Pásek rozdělme na dvě poloviny př́ımkou p. Polovina
pásku která má společny pr̊unik s d̃ označme jako cR a druhou polovinu jako cL.
Nyńı ve vzdálenosti y i −y nakresleme dvě př́ımky označme p1 a p2.

Necht’ pr̊unik př́ımky p1 s cR je úsečka q potom střed této úsečky nazvěme z.
Potom úsečka ṽ má směr určený body B a Z. Prot́ıná p1 ale neprot́ına už okraje
pásku c. Analogicky na druhou stranu.
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Tato úsečka má na jedné straně všechny body L na druhé všechny R. Všechny
úsečky se kterými má neprázdný pr̊unik ji prot́ınaj́ı a které nemaj́ı tak se k ni
bĺıž́ı. Konce úsečky obarv́ıme libovolně. A tedy, tvrzeńı je dokázano.

0.8 Sériově paralelńı grafy

V této časti dokážeme, že sériově paralelni grafy padtř́ı do SEG, přesněji do
3-PURE-DIR, ale nejdř́ıve si tyto grafy zadefinujeme

Definice 0.30 (Sériově paralelńı grafy). Graf G nazveme sériově paralelńı pokud
obsahuje právě dva význačné vrcholy, budeme je nazývat severńı a j́ı̌zńı pól.
Budeme definovat induktivne, necht’ G1 a G2 jsou sériově paralelńı grafy, necht’

s1 je severńı pól G1 a j1 je j́ıžńı pól G2 a dále s2 je severńı pól G2 a j2 je j́ıžńı pól
G2. Potom jsou nasleduj́ıćı grafy také sériově paralelńımi.

1. G je hrana, jeden vrchol je severńı a druhý j́ıžńı pól.

2. G vzniknul serializaćı graf̊u G1 a G2, to znamená že se stotožńı j́ıžńı pól z
G1 se severńım pólem s G2. Severńı pól u G bude severńı pól z G1 a j́ıžńı
pól u G bude jižńı pól z G2.

3. G vzniknul paralelizaćı graf̊u G1 a G2 to znamená, že se stotožńı oba j́ıžńı
póly a oba severńı poly. A tedy severńı i jižńı póly z̊ustanou póly nadale.

A počtem krok̊u konstrukce grafu G se mysĺı počet serializaci a parlelizace od
hrany až k vytvořeńı grafu G.

Nejprve definice technických prvk̊u.

Definice 0.31 (Teepee). O struktuře úseček mluv́ıme jako o teepee pokud ob-
sahuje úsečky ve 3 směrech, označ́ıme tyto směry jako a, b, c. A dále obsahuje dvě
úsečky, které jsou ve dvou směrech a 6= b, označme je jako d̊uležité úsečky, Prod-
loužeńı těchto úseček jsou př́ımky a′ a b′ jejich pr̊unik označme jako pr̊usečik v
teepee označme ho x. Důležité úsečky se navzájem dotýkaj́ı pak teepee označujeme
jako uzavřené a nebo se k sobě bĺıž́ı potom označ́ıme teepee jako otevřené.
Teepee dále obsahuje obdelńık, navěme ho o, jehož jedna strana lež́ı ve směru
c. Protože jde o obdelńık, obsahuje právě dvě strany ve stejném směru (jsou
tedy rovnoběžné). Každá s těchto dvou stran prot́ına obě d̊uležité úsečky ale má
neprazdný pr̊unik s bodem x. Znázorněńı na obrázku 0.8.

Tvrzeńı 0.32. Necht’ G je sériově paralelńı graf, potom G má 3-PURE-DIR
reprezentaci IG se směry a, b, c s následuj́ıćı vlastnost́ı.

1. Reprezentace IG grafu G je teepee T .

2. D̊uležité úsečky teepee T jsou s, j a reprezentuj́ı póly grafu G.
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X

Obrázek 5.2: Teepee

3. Směry d̊uležitých úseček v teepee jsou v libovolných dvou r̊uzných zadaných
směrech a, b, c.

D̊ukaz. Budeme dokazovat indukćı přes počet krok̊u konstrukce G sériově par-
alelńıho grafu.

1. V prvnim kroku dokážeme tvrzeńı pro hranu. pro 2 zvolene r̊uzné směry
bez újmy na obecni zvoĺıme a, b a nakresĺıme otevřené teepee kde jeho d̊uležité
úsečky budou ve směru a, b nakresĺıme je tak aby jsme mohly úsečkou ve směru
c protnout obě tyto úsečky (to kv̊uli obdelńıku a jednoznačnosti nakresleńı) a
obdelńık zvoĺıme libovolně tak aby splnil vlastnost teepee, to jistě jde protože
maj́ı d̊uležité úsečky nenulovou délku a směr c je prot́ıná tedy existuje nenulová
š́ı̌rka kde můžeme nakreslit obdelńık.

2. Necht’ všechny grafy které maj́ı menš́ı počet kroku sériově paralelńı kon-
strukce než G už umı́me reprezentovat. Necht’ máme graf G1 a jeho teepee
reprezentaci T1 a graf G2 a jeho teepee reprezentaci T2. Označme severńı pól
grafu G1 jako s1 a jižńı pól jako j1 analogicky pro G2, tedy severńı pól grafu G2

jako s2 a jižńı pól jako j2. Serializace. Necht’ graf G vzniknul serializaćı graf̊u

G1 a G2. Nyńı použ́ıjeme teepee reprezentace T1 a T2. Při serializaci docházi k
stotožněńı vrcholu j1 a s2 to samé uděláme v reprezentaci úsečka j̃1 a s̃2 bude
muset být v reprezentaci G stejná úsečka. Necht’ obrázek ?? znač́ı teepee T1.
Převezmeme značeńı z tohoto obrázku, tedy body y, z pr̊uniky okraje obdelńıku
s úsečkou j̃1 a bod k což je konec úsečky j̃1. Nyńı budeme posunovat bod k po
prodlouženi úsečky j̃1 tak aby platilo že délka z bodu z do bodu k je ostře vétši
jak délka úsečky s̃2 z teepee T2. Nyńı posuneme pr̊useč́ık teepee T2 do vrcholu k.
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Protože plat́ı že j̃1 a s̃2 určuj́ı stejnou přimku označme ji p, můžou nastat dva
př́ıpady otočeńı T2. Bud’ na přimce je pořad́ı pr̊unik̊u bod k, prvńı obdeĺık z T2,
druhý obdelńık z T1 v tom př́ıpadě nic neděláme nebo př́ıpad prvńı obdelńık z
T2, bod k a obdelńık z T1. V tom připadě je pro naši konstrukci teepee T2 špatně
orientované, a provedeme otočeńı T2 podle středu úsečky s̃2 o π. Nyn vytvoř́ıme
obdelńık pro nově tvořené teepee označme ho T . Ten bude mı́t stranu ve směru c
tedy r̊uznou od směr̊u úseček s̃1 a j̃2. Bude to nejmenš́ı obdelńık který obsahuje
obdelńıky teepee T1 a T2. Už jen uprav́ıme délku úseček s̃1 a j̃2. Protáhneme
úsečky s̃1 a j̃2 tak že se vzájemně dotýkaj́ı v bodě w a prot́ınaj́ı obě rovnoběžné
strany nového obdelńıku teepee T . Paralelizace. Označme pr̊useč́ık teepee T1 jako

x položme pr̊usečik teepee T2 do x. V bodě x povedeme přimku ve směru c. Bod
x s obdelńıkem z teepee T1 nam určuje polorovinu Ω pokud v této polorině lež́ı
obdelńık z T2 potom je vše v pořádku, pokud ne, potom proveme rotaci T2 o π
okolo bodu x.

Nyńı stač́ı zmenšit T2 tak aby se obdelńıky z T1 a T2 neprot́ınali. Tedy nejbliž́ı
pr̊unik obdelńıku z T1 s úsečkou j̃1 od bodu x, označme ho jako y. A necht’ q
je nejvzdáleněǰśı pr̊unik bodu obdelńıku z T2 s úsečkou j̃2 od bodu x. Potom
d = |yx|/|qx|, a nyńı T2 transformujeme tak, že T2 := cT2 kde 0 < c < d. Důležité
úsečky nového teepee T budou s̃1 a j̃1. T́ım jsme skoro u konce. Nyńı zjist́ıme
zda u grafu G je hrana mezi jeho póly. Pokud ano potom ješte uprav́ıme d̊uležité
úsečky tak že s̃1 := s̃1\x a podobně pro j̃1 := j̃1\x. Obdelńık nového teepee T
vznikne podobně jako u serializace, obdelńık bude mı́t stranu ve směru c a bude
nejmenš́ı takový, že bude obsahovat oba obdelńık z T1 tak obdelńık z T2.

0.9 Doplňky super sériově paralelńıch graf̊u

V této kapitole dokážeme, že do tř́ıdy SEG graf̊u patř́ı grafy velmi podobné
doplňk̊um sériově paralelńıch graf̊u.

Definice 0.33 (Super sériově paralelńı grafy). To jsou serivě paralelńı grafy jen s
vyj́ımkou toho, že zakážeme paralelizaci s jednou hranou, budeme je značit SSP.

Definice 0.34 (Páseček). Obdelńık nazveme pásečkem pokud má nasleduj́ıćı
vlastnosti. Je podrozdělen na 5 daľśıch obdelńık̊u jak je zobrazeno na na obrázku
??. Podle pořad́ı ve kterém rozděluj́ı obdelńık je oč́ıslujeme. Tedy máme obdelńıky
1, 2, 3, 4, 5, z toho sudým tedy obdelńık̊um s č́ısli 2 a 4 budeme ř́ıkat Špatné.
Obdelńıku s 3 budeme ř́ıkat obdelńık středńı. A obdelńık̊um s č́ısli 1 a 5 budeme
ř́ıkat krańı.

Konvence pro pojmenováńı parametr̊u pásečku jsou následuj́ıćı, délce strany
která je společná pro všechny obdelńıky v pásečku a i pro samotný paseček
budeme ř́ıkat š́ı̌rka (na obrázku ?? se jedna o délku strany BC). Délku sousedńı
strany pásečku budeme nazývat š́ı̌rkou. A toto značeńı budeme analogicky použ́ıvat
i pro obdelńıky v pásečku.
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Definice 0.35 (Prot́ınáńı obdelńıku). Obdelńık o je protnut obdelńıkem s pokud
o má neprázdný pr̊unik s s tak, že dvě protilehlé strany z s maj́ı neprázdný
pr̊unik se dvěmi protilehlými stranami z o. Dále prot́ınáńı obdelńıku úsečkou
nazveme pokud pokud úsečka má neprazný pr̊unik s dvěmi protilehlými stranami
obdelńıku.

Definice prot́ınáńı obdelńıku plat́ı stejně tak pro páseček, protože je to vlastně
také obdelńık.

V této části budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı. Necht’ P je páseček potom
P (k) označuje k-tý obdelńık v pásečku P .

Definice 0.36 (Serializace pásečku). Necht’ máme pásečky P1 a P2. Páseček P
je serializaćı pásečk̊u P1 a P2 pokud splňuje následuj́ıćı vlasnosti

1. P1(3) a P2(1) prot́ınaj́ı P (1).

2. P1(5) a P2(3) prot́ınáj́ı P (5).

3. P1(3) a P2(3) prot́ınáj́ı P (3) a P1(3) ∩ P2(3) ⊂ P (3).

4. Nav́ıc chceme abych existovala úsečka která prot́ına jak P1(1) tak P2(5) a
tato úsečka prot́ınala páseček P .

P (1)

P (3)

P (5)

P1(1)

P1(3)

P2(5)

P1(5)
P2(1)

P2(3)

Obrázek 5.3: Serializace pásečku

Definice 0.37 (Paralelizace pásečku). Necht’ máme pásečky P1 a P2. Páseček P
je paralelizaćı pásečk̊u P1 a P2 pokud splňuje následuj́ıćı vlasnosti

1. P1(1) a P2(1) prot́ınáj́ı P (1).

2. P1(3) a P2(3) prot́ınáj́ı P (3).

3. P2(5) a P2(5) prot́ınáj́ı P (5) a P1(3) ∩ P2(3) ⊂ P (3).
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Obrázek 5.4: Paralelizace pásečku

Lemma 0.38. Necht’ páseček P má vzniknout paralelizaćı pásečk̊u P1 a P2. A
necht’ umı́me zkonstruhovat P1 (resp. P2) tak že bude mı́t libovolnou š́ıřku s1

(resp. s2), bude mı́t libovonout délku krajńıch obdelńıku k1 (resp. k2) a bude mı́t
libovolnou š́ıřku středńıho obdelńıku l1 (resp. l2) a libovonou š́ıřku špatných oblast́ı
ε1 (resp. ε2). Potom umı́me zkonstruhovat P pro libovoné zadané s, k, l, ε, kde s
je š́ıřka, k je délka kraj́ıch obdelńık̊u, l je délka středńıho obdelńıku a ε je délka
špatných oblast́ı.

D̊ukaz. Tento d̊ukaz je sice zřejmý, ale technicky poměrně náročný.
Naš́ım úkolem, je naj́ıt spravné parametry pro pásečky P1 a P2 a pozici aby

výsledný páseček P splňoval všechny požadované vlatnosti. Nakresleme si páseček
který má parametry stejné jako P . Označme si vrcholy tohoto pásečku A, B, C, D
tak jak jsou na obrázku 0.9. Při vkládáńı pasečku P1 do pásku P se muśıme starat
jednak o to aby se obdelńıky P1(3) a P2(3) protli v oblasti P (3), to bude jeden
odhad a jednak aby pokud zvoĺıme moc velkou š́ı̌rku aby se nám do špatných
oblaśı pásečku P vešli v̊ubec nějaké špatné obdelńıky z P1 a P2. Dále se budeme
zab́ıvat už pouze pásečkem P1, u pásečku P2 mužeme postupovat analogicky.

A

C

B

D

X

YZ

α

β

u

P (1) P (3)

P (5)

P

Q

Obrázek 5.5: Obrázek k prvńımı́mu odhadu

Nejdř́ıve si uděláe odhad na š́ı̌rku pásečku podle špatných obdelńık̊u P . Nakresleme
si úhlopř́ıčku obdelńıku ABCD nazvěme ji u. Rozhodneme se že budeme cht́ıt
aby špatné obdelńıky v P1 měli š́ı̌rku alespoň takovou jako máj́ı špatné pásečky P .
Nyńı stač́ı upoč́ıtat odhad na š́ı̌rku pásečku budeme se ve značeńı ř́ıdit obrázkem
??. Necht’ máme vynešenou vzdálenost ε na u, tak, že je mezi body X a Y . Po-
tom odhad na š́ı̌rku pásečku je vzálenost mezi body X a Z a tu spoč́ıtáme takto.
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Nejdř́ıve si spoč́ıtáme úhel svýraj́ıćı strana DA s u tedy

α = asin
s

2ε + 2k + l

A ted’ již můžeme spoč́ıtat vzdálenost bod̊u X a Z. Nejprve spoč́ıtáme vzdálenost
úsečky PY , to je |PY | = ε/ cos(α) a tedy |PX| = |PY | − ε. A tedy prvńı odhad
na š́ı̌rku pásečku je

x1 = min ε sinα, |PQ|

.

A

C

B

D

α

βuP (1) P (3)

P (5)o

W

Q

Obrázek 5.6: Obrázek k druhému odhadu

Necht’ o je osa pásečku P tak, že procháźı středem obdelńıka a je rovnoběžná
se stranou AB, potom bod W je nejbližš́ı bod pr̊uniku o a špatného úseku tak
jak je zobrazeno na 0.9. Na druhý odhad nám stač́ı spoč́ıtat vzdálenost bodu W
od úhlopř́ıčky u. tedy

x2 =
l

2
sin α.

Protože budeme konstruhova P1 symetricky tento odhad námzaruč́ı, že se celý
jejich pr̊unik bude ležet v P (3).

Skuečnou š́ı̌rku pásečku bude minimum z x1 a x2, tedy x = min{x1, x2}.
Vytvoř́ıme obdelńık k (je to obvod P1) se š́ı̌rkou x a s úhlopř́ıčkou u. Tak, že
k prot́ıná obdelńık ABCD na stranách DA a BC. T́ım je tento obdelńık jasně
definovaný. Nyńı ho ještě muśıme správně rozdělit. Špatné obdelńıky s délkou ε
se jistě vejdou do pr̊uniku k s P (2) proto jsme poč́ıtaly odhad x1. A tedy podle
obrázku ?? nakresĺıme do špatných obdelńıku z P obdelńıčky špatných oblast́ı z
P1 a to tak, že pr̊unik pásečku P1 s špatným obdelńıkem P (2) vznikne rovnoběžńık
jeho vrcholy označme KLMN označme je tak jak na obrázku 0.9, potom úhly v
bodech K, M jsou tupé a proto se sem vejdou vrcholy špatného obdelńıku P1(2).
A těmito body a obdelńıkem k je tato oblast už jasně definovaná, anlogicky
to uděláme s druhým špatným obdelńıkem. A všecho co jsme tu dělali pro P1

uděláme pro P2 a t́ım źıskame parametry pro P1 a P2. Tedy zadané parametry
P jsme schopni vytvořit z P1 a P2 o kterých z předpoladu v́ıme, že je umı́me pro
libovolné parametry zkonstruhovat.
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Obrázek 5.7: Přidáńı špatných oblasti

Lemma 0.39. Necht’ páseček P má vzniknout serializaćı pásečk̊u P1 a P2. A
necht’ umı́me zkonstruhovat P1 (resp. P2) tak že bude mı́t libovolnou š́ıřku s1

(resp. s2), bude mı́t libovonout délku krajńıch obdelńıku k1 (resp. k2) a bude mı́t
libovolnou š́ıřku středńıho obdelńıku l1 (resp. l2) a libovonou š́ıřku špatných oblast́ı
ε1 (resp. ε2). Potom umı́me zkonstruhovat P pro libovoné zadané s, k, l, ε, kde s
je š́ıřka, k je délka kraj́ıch obdelńık̊u, l je délka středńıho obdelńıku a ε je délka
špatných oblast́ı.

D̊ukaz. V tom to d̊ukazu požijeme dva odhady které jsme použili u předchoźıho
d̊ukazu. Tedy již máme odhad na š́ı̌rku pásečk̊u, ted’ již stač́ı zajistit posledńı a to
čtvrtou vlastnost z definice serializace. A tou je, že existuje úsečka kterou prot-
neme obdelńıky P1(1) a P2(5). A z tohoto vzejde posledńı odhad na š́ı̌rku pásečku.
Může se nám totiž stat že nám budou špatné obdelńıky ”st́ınit” ve výhledu z ob-
delńıku P1(1) na P2(5). Tedy stač́ı pokud zvoĺıme dostatečně velké k1 což je délka
krajńıho obdelńıku v P1. A ten stač́ı zvolit tak aby prodloužeńı úsečky AB protlo
obdelńık P1(5). A to proto, že pokud př́ımka určená AB protne P1(5) a protože
vzdálenost pr̊uniku P1 s P (2) od AB je nenulová existuje př́ımka která prot́ına
P2(1) a také P1(5) (např́ıklad právě prodloužeńı AB). A pokud lze protnout tyto
dva obdelńıky potom jistě můžeme protnou i obdelńıky P1(1) a P2(5) což jsme
chtěli. Špatné obdelńıky pro P1 vytvoř́ıme podobně jako v předchoźım lemmatu,
viz obrázek ??. Tato konstrukce nám ještě nezaručuje, že existuje úsečka u která
prot́ıná P1(1) a P2(5) a nav́ıc prot́ıná P , ale to se udělá snadno. Stač́ı celou tuto
konstrukci udělat se stejnými parametry jen poč́ıtat s parametrem s jako s s/2
a tedy nechat si polovinu pásečku pouze na protnut́ı úsečkou u a v této polovině
jistě taková úsečka existuje, a to ze symetrie pásečk̊u viz obrázek 0.9.

Definice 0.40 (Reprezentace grafu pásečky). Necht’ G je SSP graf G̃ je jeho
pásečková reprezentace pokud. Hranu reprezentujeme libovolným pásečku. Pokud
G1 a G2 maj́ı reprezentaci G̃1 a G̃2, potom pokud G vzniknul serializaćı G1 a G2

potom G̃ vzniknul serializaćı G̃1 a G̃2. Analogicky pro paralelizaci tedy pokud G
vzniknul paralelizaćı G1 a G2 potom G̃ vzniknul paralelizaćı G̃1 a G̃2.

Tvrzeńı 0.41. Necht’ je G SSP graf potom existuje pasečková reprezentace G̃
grafu G.
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Obrázek 5.8: Úsečka prot́ınaj́ıćı P1(1) a P(5)

D̊ukaz. Důkaz je induktivńı, a bude použ́ıvat předchoźı lemmata.
1. Hranu jistě umı́me reprezentovat, zdefinice nám stač́ı libovolný páseček. 2.

Serializace plyne z lemmatu ... a paralelizace z lemmatu ...

Tvrzeńı 0.42. Necht’ G je SSP graf, pokud umı́me G reprezentovat pásečky po-
tom je doplňek G SEG graf.

D̊ukaz. Stač́ı vymyslet uspořádáńı úseček do pásečku tak aby serializace a par-
alelizace fungovala stejně dobře pro úsečky tak jako pro pásečky.

Nejprve si ukážeme jak reprezentovat hranu. s danými parametry. Necht’

máme zadané parametry jak má páseček vypadat. tedy jeho š́ı̌rku s, délku krajńıch
obdelńık̊u k, délku středńıho obdelńıku l a délku špatných pásečk̊u ε. Nakresĺıme
si páseček P s danými parametry, nazveme ho ABCD viz obr. ??. Dovnitř
nakresĺıme dvě př́ımky k, l které jsou rovnoběžné se stranou AB nelež́ı na stejné
př́ımce a nelež́ı ani na stejné př́ımce s úsečkami AB a CD. A nav́ıc k se dotýká
strany DA a druhý konec se dotýká strany B”C” jež je stranou špatného ob-
delńıka z P . A podobně pro úsečku l, tedy dotýká se strany BC a na druhé
straně se dotýká srany A′D′.

Nyńı si řekneme jaké úsečky lež́ı ve kterých oblastech pásečku a jakým zp̊usobem.
Mějme páseček P reprezentuj́ıćı G. Póly G označ́ıme s jako severńı pól a j jako
j́ıžńı pól. Skoro úsečkovou reprezentaćı G budeme označovat reprezentaci která je
reprezentace indukovaného podgrafu G\{s, v}. A o pásečku řekneme, že obsahuje
skoro úsečkovou reprezentaci pokud

a označme, že obsahuje skoro úsečkovou reprezentaci doplňku G pokud
Nyńı úkážeme že serializace pasečk̊u je serializace úsečkové reprezentace doplňku.
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sentations In Pach, Jánoš, Eds. Proceedings Graph Drawing (2004), 217-227

[18] H. de Fraysseix and P. Ossona de Mendez, Intersection Graphs of Jordan
Arcs, Contemporary Trends in Discerete Mathematics, DIMACS Series in
Discrete Mathematics and Theoretical ComputerScience, vol 49. DIMATIA-
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