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Úvod

Vývoj in�nitesimálního kalkulu se od konce devatenáctého století ubíral smì-
rem, který v¹echny Newtonem a Leibnizem døíve zavedené pojmy, jakými jsou
napøíklad nekoneènì malé velièiny, pøetváøí do podoby formulované v Zermelo-
Fraenkelovì teorii mno¾in a popisuje je pomocí základního pojmu limity, která je
de�novaná zpùsobem, který zpravidla nazýváme ε, δ-analýzou.

Tento zpùsob práce v¹ak ji¾ neuznává nekoneènì malé velièiny jako existující
objekty a úvahám o nich se sna¾í vyhýbat. V praxi se nicménì ukazuje, ¾e je pro
intuitivní geometrické pøedstavy vhodné si takovéto velièiny umìt pøedstavovat
a ¾e i poèítání s nimi vede èasto velmi rychle k u¾iteèným výsledkùm. Od konce
¹edesátých let dvacátého století, kdy Robinson pomocí nestandardních modelù
teorie mno¾in formálnì ukázal, ¾e nekoneènì malé velièiny existují, se v¹ak je¹tì
nepodaøilo pro studium in�nitesimálního kalkulu práci s tìmito èísly navrátit do
bì¾ného uva¾ování.

Jednou z hlavních pøíèin tohoto nezdaru je nároènost pochopení formálního
zavedení tìchto velièin v pojetí, které pøímo navazuje na práci Robinsona a které
se zpravidla nazývá nestandardní analýzou. Tuto pøeká¾ku ov¹em pøekonává Petr
Vopìnka ve svých knihách Calculus in�nitesimalis,1, ve kterých zavádí nekoneènì
malá reálná èísla a ukazuje pøesnou práci s nimi bez jakékoli pøedchozí znalosti
jejich formálního uchopení v teorii mno¾in. Jsou zavedena ve shodì s intuicí ne-
koneènì malých velièin u Leibnize a to tak, ¾e je pochopí i student na gymnáziu.

Hlavním cílem Petra Vopìnky zde je zpøístupnit intuici in�nitesimálního kal-
kulu leibnizovského stylu co nej¹ir¹ímu okruhu ètenáøù a pøitom tak èinit jasnì
a pøesnì. Z tohoto dùvodu ji v¹ak nezavádí v tradièní Zermelo-Fraenkelovì teorii
mno¾in, ale v terminologicky bohat¹í alternativní teorii mno¾in, resp. v její nej-
poslednìj¹í podobì, kterou nazývá nová teorie mno¾in a polomno¾in. Tu ji¾ ale
neformuluje axiomaticky, nýbr¾ intuitivnì a s dùrazem na mo¾nost jejího pocho-
pení bez pøedchozích dlouhodobých zku¹eností s matematikou.

V první kapitole této práce nejdøíve shrneme èásti Vopìnkovy nové teorie
mno¾in a polomno¾in, které jsou u¾iteèné pro zavedení nekoneènì malých velièin,
a to zejména ve vícerozmìrných prostorech reálných èísel. Zavedeme je¹tì nìkolik
nových u¾iteèných pojmù jako napø. rozli¹ování objektù èi vlastností na antické a
klasické, které zjednodu¹í a zkrátí vyjadøovaní. Matematizujeme také Leibnizùv
pojem monády jako¾to nekoneènì blízkého okolí.

Antický a klasický svìt je terminologie, kterou Petr Vopìnka zavedl zejména,
aby rozli¹il dva základní druhy nekoneèna | nekoneèno absolutní, které se uka-
zuje v klasickém svìtì, a nekoneèno potenciální, se kterým pracovali v dobì an-
tické. Právì nekoneèno potenciální je to, díky kterému pøímo uchopujeme pøiro-
zenì neostré jevy, jakými je napøíklad spojitost funkcí, a modelujeme je v klasic-
kém svìtì doslova pøed na¹ima oèima.

Tyto dva svìty nám také pøipomínají, ¾e zpùsob nahlí¾ení na typicky geome-
tricky neostré objekty, jakými jsou reálné funkce èi nekoneèné posloupnosti, je
dvojí. Právì v této pøirozené dvojakosti teprve jasnì zachycujeme jejich neostrost,
kterou se tradièní ε, δ-analýza sna¾í pomocí jejich nekoneènosti popisovat.

1Jsou to (Vopìnka, 2010) a (Vopìnka, 2011b).
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V druhé kapitole pøirozenì roz¹iøujeme pojem monády pro vícerozmìrný pro-
stor reálných èísel Realn. Pro kohokoliv, kdo má zájem porovnávat námi pozdìji
zavádìné de�nice a tvrzení z in�nitesimálního kalkulu s tradièními de�nicemi
a tvrzeními formulovanými ε, δ-analýzou, v této èásti také podrobnì dokazu-
jeme základní pøekladová pravidla, která ukazují ekvivalentnost formulací pomocí
pojmu monády (zalo¾ené na dvojakém vidìní svìta) s formulacemi pou¾ívajícími
pouze jednoduché vidìní svìta, které tradiènì zapisujeme pomocí ε, δ-formulí.

V poslední èásti této kapitoly uká¾eme, ¾e se pojem monády velmi dobøe hodí
k popisu lokálních vlastností funkcí. Jsou to vlastnosti, které tradiènì de�nujeme
tak, ¾e závisí jen na libovolnì malém okolí bodu. V na¹í formulaci jsou to ale
vlastnosti, které závisí právì na monádì bodu. Díky pojmu monády jsme se tedy
pøesunuli od þlibovolnostiÿ k þurèitostiÿ.

Ve tøetí kapitole pak navazujeme na diferenciální poèet reálných funkcí jedné
promìnné (rozpracovaný Petrem Vopìnkou ve (Vopìnka, 2010)) zobecnìním zá-
kladních pojmù spojitosti a derivace funkcí v bodì pro reálné funkce z Realn do
Realk. Dùkazem vícerozmìrné verze Bolzanovy vìty o mezihodnotì a Lagrange-
ovy vìty o pøírùstku funkce demonstrujeme intuitivnost a pøímost na¹í dùkazové
metody.

Klademe dùraz na formulaci vìt pro funkce de�nované na monádì bodu, èím¾
se ihned ukazuje jejich lokálnost, která by se tradiènì popisovala pomocí nìjakého
otevøeného okolí bodu. Tento zpùsob pak zejména oceníme u formulací a dùkazù
v tradièním pojetí technicky nároènìji formulovatelných a dokazovatelných vìt,
jakými jsou vìta o implicitní funkci èi vìta o inverzní funkci.

Touto kapitolou pøipravujeme pùdu pro mo¾né vydání navazujícího spisu Cal-
culus in�nitesimalis: Pars tercia, který by se zabýval diferenciálním poètem funkcí
více promìnných zpùsobem, jím¾ by ho mohli pochopit i nadanìj¹í studenti støed-
ních ¹kol.
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1. Základní pojmy nové teorie
mno¾in a polomno¾in

V této práci budeme vycházet z nejposlednìj¹í koncepce Petra Vopìnky, kte-
rou popsal zejména ve své knize Velká iluze matematiky XX. století a nové zá-
klady1 (Vopìnka, 2011a) a nazval ji nová teorie mno¾in a polomno¾in.

V nové teorii mno¾in a polomno¾in se narozdíl do Vopìnkovy døívìj¹í alterna-
tivní teorie mno¾in neklade dùraz na její formální axiomatizaci, ale na správné
intuitivní pochopení základních pojmù jako jsou pøirozená èísla, objekt, sesku-
pení, nekoneèno èi polomno¾ina. Pojmy a principy je tedy lépe nejdøíve chápat
a a¾ poté je pøesnìji uchopovat | matematizovat.

1.1 Tøídy, mno¾iny a obory objektù

Pøedpokládejme, ¾e pojem objekt2 a pøirozené èíslo3 je jasný. Zavedeme nyní
základní pojmy, které pou¾íváme k práci s objekty.4

Jestli¾e z nìkterých døíve ji¾ vytvoøených objektù nìkteré vydìlíme, vznikne
seskupení tìchto vydìlených objektù. Tøídou rozumíme kterékoliv seskupení
nìjakých daných objektù (jejích prvkù), které vykládáme jako samostatného je-
dince neboli jako objekt jediný.5

Mno¾inou rozumíme takovou tøídu, která je ostøe vymezená.Ostrostí6 rozu-
míme urèitost, jasnost, pøesnost | krátce onu antickou dokonalost geometrických
objektù studovanou v Eukleidových Základech.

Vlastní tøídou rozumíme tøídu, která není mno¾inou. Polomno¾inou ro-
zumíme vlastní tøídu, která je èástí (to je podtøídou) nìjaké mno¾iny. Kalnou
mno¾inou7 rozumíme takovou mno¾inu, její¾ nìkterá podtøída je polomno¾inou.

Uveïme nìkolik pøíkladù. Seskupení pøirozených èísel od 1 do 5, tedy objekt,

1Pro pochopení �loso�ckých konceptù, na kterých tato teorie staví, doporuèujeme vá¾enému
ètenáøi pøeètení v¹ech �loso�ckých a motivaèních èástí této knihy, pøípadnì také knihy Pojed-

nání o jevech povstávajících na mno¾stvích (Vopìnka, 2008).
2Zpùsob u¾ívání pojmu objekt je vysvìtlen napøíklad na str. 52-55 (Vopìnka, 2008). Objekty

jsou obecnì jakékoliv entity, které si mù¾eme nìjak oznaèit | mohou jimi být èísla, body
v prostoru, tzv. abstraktní prvoobjekty (objekty, jejich¾ náplnì jsou vyprázdnìné), mno¾iny èi
tøídy jiných objektù apod. Základním typem objektu jsou tzv. abstraktní objekty typu 1, za
které budeme pova¾ovat abstraktní prvoobjekty, pøirozená èísla a navíc i dal¹í druhy èísel.
Napø. i reálná èísla, zavedená v kapitole II.8.3 (Vopìnka, 2011a), ve smyslu zavedení pojmu
tvrdá mno¾ina v kapitole II.4.2 tamté¾. Pøi na¹í práci se nebudeme zajímat o pùvod reálných
èísel (rozumìjme jejich skladbu), ale jejich vlastnosti a vztahy, které z tohoto pùvodu vyplývají.

3Odkazuji se na vysvìtlení pojmu v kapitole II.3 (Vopìnka, 2011a). V¹imnìme si zejména,
¾e pøirozená èísla zde zaèínají od 0 a ¾e je pova¾ujeme za základní abstraktní objekty a ne za
seskupení v¹ech pøirozených ni¾¹ích ne¾ dané èíslo, jak bývá tradiènì zvykem.

4Následující pojmy a znaèení jsou pøevzaté z kapitoly II.2.1 (Vopìnka, 2011a).
5To mj. znamená, ¾e tøídu mù¾eme oznaèit jedním znakem, napø. X . Zpùsob práce s tøídami

i pøesný zpùsob jejich znaèení je dále rozveden na str. 38-42 (Vopìnka, 2011a).
6Pozdìji pøi matematizaci bude zpùsob u¾ívání tohoto pojmu upøesnìn. Bude mj. znamenat,

¾e poèet prvkù nìjaké ostøe vymezené tøídy musí být koneèný.
7Viz str. 13-18 (Vopìnka, 2008).
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který budeme znaèit {1, 2, 3, 4, 5}, chápeme nejen jako tøídu, ale je to dokonce
mno¾ina (a není to tedy vlastní tøída). Je ostøe vymezená u¾ jen proto, ¾e jsme
ji právì vyèerpávajícím zpùsobem pøesnì popsali.

Oproti tomu seskupení D v¹ech pøirozených èísel, ke kterým se doká¾u nahlas
dopoèítat od 1 pøièítaním jednièky bìhem jedné minuty, mù¾eme pova¾ovat za
vlastní tøídu. Jednak proto, ¾e pøi ka¾dém pokusu se pravdìpodobnì dopoètu
jiného nejvy¹¹ího èísla, ale i proto, ¾e se odkazuji na své schopnosti. Pokud bychom
se pøi této de�nici odkázali na schopnosti jiných jedincù nebo dokonce poèítaèe,
výsledné seskupení by vypadalo jistì zcela jinak. Zøejmì ani poèítaè by se pøi
opakovaných pokusech nedopoèítal v¾dy stejných èísel, a» u¾ mu pøisuzujeme
ostrost jakoukoliv.

Pro nìjakého jedince | èlovìka, kdo poèítá, lze ale pova¾ovat tøídu D za
polomno¾inu. Doká¾eme toti¾ odhadnout, ¾e se urèitì bìhem jedné minuty nedo-
poèítá do jednoho tisíce. Pøitom èísla od 1 do 1000 bychom bìhem urèitého èasu
jistì dokázali v¹echny napsat (i kdy¾ to zde èinit nebudeme) a tedy {1, . . . , 1000}
pova¾ujeme za mno¾inu a to dokonce kalnou.

Nyní je namístì otázka, jak vypadá taková mno¾ina, která není kalná. Zcela
jistì si lze pøedstavit i velmi malé kalné mno¾iny. Pøíkladem mù¾e být jednoprv-
ková mno¾ina K v¹ech koèek, které pøi svém slavném pokusu zavøel Erwin Schrö-
dinger do neprùhledné krabice. Z mno¾iny K lze toti¾ vydìlit vlastní tøídu Ž
v¹ech ¾ivých koèek v krabici. Toto seskupení z povahy pokusu nelze (minimálnì
do otevøení krabice) pova¾ovat za ostré seskupení.

Pokud tedy nìjakým zákonem zaká¾eme kalnost urèitých mno¾in8, omezu-
jeme vlastnì na¹e schopnosti vydìlovat z tìchto mno¾in neostrá seskupení. Pøi
konkrétnìj¹ím uchopení pojmù této teorie tedy musíme mít na zøeteli matematika
(èi jiný subjekt), jeho¾ schopnosti si propùjèujeme.9

V¹echna pøirozená èísla netvoøí ani mno¾inu ani jakékoliv jiné seskupení ji¾
existujících objektù, nebo» neomezujeme na¹e schopnosti tvoøit stále nová pøiro-
zená èísla.10 Pro zachycení tohoto souboru objektù se hodí následující pojem.

Obor není souhrn nìjakých ji¾ existujících objektù (lhostejno, jaká je moda-
lita jejich bytí); je to zdroj a zároveò jakási jímka, do ní¾ padají vhodné objekty
z tìch, které se objevují èi vznikají.11

Ka¾dé seskupení nìjakých objektù lze vykládat i jako obor, by» ji¾ vyèerpaný.
Aktualizací nìjakého oboru rozumíme jeho vyèerpání, to je nahrazení tohoto
oboru seskupením v¹ech objektù, které do nìj padají èi mohou padnout.

Obor v¹ech pøirozených èísel budeme znaèit N 12 a pova¾ujeme jej za neaktua-
lizovatelný.13 Zøídka se v¹ak budeme pøi na¹í práci odkazovat na samotný obor N .

8Budeme tak èinit u v¹ech mno¾in svìta A.
9Proto se napøíklad pøi zavádìní svìtù A a C, viz kapitola III.2.1 (Vopìnka, 2011a), hodí

odkazovat se pro jejich rozli¹ení na schopnosti rùzných bohù. Èlovìk znalý mýtù o bozích si
toti¾ mù¾e vytvoøit mnohem lépe intuitivní pøedstavu toho, o jaké schopnosti se jedná.

10Viz kapitola I (Vopìnka, 2011a).
11Obor mù¾e být vymezen napø. nìjakým pøedpisem pro tvorbu objektù urèitého druhu.

Nedìlá si ale nároky na existenci v¹ech takových objektù. Pøipou¹tí, ¾e a» máme libovolné
seskupení objektù vytvoøených pomocí tohoto pøedpisu, tj. padnoucích do tohoto oboru, dá se
vytvoøit objekt, který tøeba do té doby je¹tì vytvoøit nebylo mo¾né, který do tohoto oboru
patøí, ale pøitom jsme ho v daném seskupení nenalezli.

12Zde vycházíme ze znaèení zavedeného v kapitole I.4 (Vopìnka, 2011a).
13Viz kapitola I.3 (Vopìnka, 2011a).
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Mnohem èastìji budeme pracovat s nìjakou jeho èástí, která je vymezena na¹imi
schopnostmi pøíslu¹ná pøirozená èísla hledat, vidìt èi tvoøit.

1.2 Svìty a zákony expanze

Pøi matematizaci rùzných jevù reálného svìta máme v¾dy na zøeteli nìjaký
subjekt, který na reálný svìt pohlí¾í14, pozoruje a popisuje ho. Tomuto subjektu
také pøisuzujeme schopnosti vidìt a zkoumat objekty onoho svìta, jejich vlast-
nosti a vzájemné vztahy15, vydìlovat seskupení objektù16 èi hledat objekty17

urèitých vlastností. Schopnosti tohoto pozorovatele jsou èasto omezeny nìjakým
obzorem, smìrem k nìmu¾ se síla (ostrost) jeho schopností ztrácí a po jeho¾ pøe-
kroèení z nich zbývá ji¾ jen stopa.

Mìjme nìjakého takového pozorovatele s pøíslu¹nými schopnostmi. Tento po-
zorovatel spolu se v¹emi objekty, je¾ je schopen vidìt, jevy, které na nich vy-
vstávají a které je schopen svými schopnostmi rozli¹ovat, a se v¹emi jevy, které
vyvstávají na obzoru jeho pohledu (schopností), vytváøí nìco, co obecnì oznaèu-
jeme svìt. Øíkame, ¾e nìjakou úvahu provádíme ve svìtì, odkazujeme-li se tím
na schopnosti pøíslu¹ného pozorovatele, který je s tímto svìtem spjat.

Oznaème si nìjaký takový svìtM. Vymezujeme-li seskupení objektù ve svì-
tì M nìjakou pevnou ostrou hranicí, vznikají nám objekty, které nazýváme
mno¾iny. Pokud v¹ak vymezujeme seskupení objektù, které je omezeno toliko
obzorem ve svìtìM, vznikají nám tøídy, které nemusí být mno¾iny. Dohodnìme
se, ¾e ¾ádný dal¹í zpùsob tvorby seskupení neuva¾ujeme. Seskupení, která vyme-
zíme ostøe, zpravidla nazýváme koneèná, kde¾to seskupení, která jsou omezena
a¾ obzorem, se zpravidla nazývají nekoneèná.18

V¹imnìme si, ¾e pojem obor nede�nujeme ve svìtì, nebo» se pro nìj neo-
mezujeme schopností vidìt v¹echny jeho mo¾né objekty, jako je tomu tak v¹ak
u pozorovatele ve svìtì. Schopnost kdykoliv tvoøit objekty nové, které do oboru
padnou, ona mo¾nost nechat se þpøekvapitÿ nìjakým zcela novým objektem, který
do oboru padne, ale jeho¾ existenci jsme pøed chvílí je¹tì neuva¾ovali, dává to-
muto pojmu pøíslu¹nou hloubku.

Pokud budeme chtít vymezit seskupení nìjakého oboru X ve svìtìM, èiníme
tak de�nicí tøídy XM jako tøídy v¹ech objektù svìtaM, která padnou do oboru X .
V ¾ádném pøípadì si ale nedìláme nárok na to, ¾e tím najdeme objekty v¹echny.
Mù¾eme ale symbolicky psát, ¾e XM ⊆ X .

Dal¹í pojem, který nemá v samotném svìtìM smysl zavádìt, je polomno¾ina.
®ádná taková by toti¾ neexistovala. Tento pojem nabývá na významu a¾ ve chvíli,
kdy porovnáváme seskupení objektù ve více svìtech najednou.

?

Budeme pracovat se dvìma konkrétními svìty, které budeme v celé práci pevnì

14Viz pojem pohled a obzor v kapitole II.2.2 (Vopìnka, 2011a).
15Tedy rozhodovat tvrzení o objektech pomocí formulí.
16Tedy chopnost tvoøit seskupení, tradiènì reprezentované axiomy teorie mno¾in (a po-

lomno¾in).
17Existenèní kvanti�kace.
18O tomto pojetí nekoneèna se lze doèíst napøíklad v kapitole II.2.4 (Vopìnka, 2011a).
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oznaèovat A a C.19 Svìt A budeme ve struènosti nazývat svìtem antickým a
svìt C svìtem klasickým.

O tìchto svìtech budeme pøedpokládat, ¾e jsou vnitønì nerozli¹itelné, to zna-
mená, ¾e v¹echny nástroje k vymezování seskupení, hledání objektù apod., které
máme jako pozorovatel v libovolném z tìchto svìtù k dispozici, jsou toto¾né.
Staneme-li se pozorovatelem jednoho z tìchto svìtù, nemáme bez dal¹ích pro-
støedkù ¾ádný zpùsob, jak zjistit, ve kterém svìtì jsme.

Díváme-li se ov¹em na tyto svìty zvenku | a tento zpùsob pohledu zpravidla
oznaèujeme tak, ¾e uva¾ujeme oba svìty A i C20 | doká¾eme tyto svìty a v nich
de�novaná seskupení objektù rozli¹it. Tento rozdíl spoèívá v¹ak pouze v tom, ¾e
obzor svìta C je þdálÿ ne¾ obzor svìta A, tj. ve svìtì C vidíme v¹echny objekty,
které vidíme i ve svìtì A, nicménì vidíme i nìkteré dal¹í, které ji¾ pozorovatel
svìta A nevidí.

Proto¾e v obou svìtech máme zavedena pøirozená èísla, rozdíl mezi obzory
svìtù A a C se zpravidla popisuje rozdílem meziNA aNC, tedy zápisemNA ( NC,
z nìho¾ pak ji¾ plyne i pøíslu¹ný rozdíl mezi obory racionálních i reálných èísel.

Vý¹e zmínìný rozdíl mezi svìty shrneme v následující de�nici.

De�nice 1 (Zákony expanze). Nech»M, E jsou svìty obsahující pøirozená èísla.
Øekneme, ¾e svìt E je rozepnutím (expanzí) svìta M (èi ¾e svìt M roze-
pneme do svìta E), a tuto skuteènost pí¹eme M ≺ E, jestli¾e jsou splnìny
následující podmínky.21

1. φ je vlastnost objektù nále¾ející do svìta M zformulovaná ve svìtì M právì
tehdy, kdy¾ φ je vlastnost objektù nále¾ejících do svìta E zformulovaná ve svì-
tì E.22

2. Nech» φ je vlastnost zformulovaná v jednom ze svìtùM èi E.
Ve svìtì M existuje objekt mající vlastnost φ právì tehdy, kdy¾ objekt mající
vlastnost φ existuje i ve svìtì E.
V¹echny objekty svìta M mají vlastnost φ právì tehdy, kdy¾ v¹echny objekty
svìta E mají vlastnost φ.

3. Objekty nále¾ející do svìta M nále¾ejí té¾ do svìta E a mají svìtì E tyté¾
vlastnosti, které jsou formulované v jednom ze svìtù M èi E, a jsou v nìm
zasazeny do tých¾ vzájemných vztahù jako ve svìtìM.

4. Pro pøirozená èísla tìchto svìtù platí NM ( NE .
19Jejich smysl je zaveden v kapitole III.2.1 (Vopìnka, 2011a), av¹ak zpùsom jejich u¾ívání

staví na zákonech uvedených a¾ v následujících kapitolách.
20Pøípadnì mù¾eme u¾ívat zkráceného termínu dvojsvìtí A-C. Tento termín v¹ak Petr Vo-

pìnka nepou¾ívá. Pokud to není nutné, tento pohled zpravidla vùbec neoznaèujeme.
21Tyto podmínky zpravidla oznaèujeme zákony expanze a lze je najít podrobnìji vysvìtlené

v kapitole III.2.2 (Vopìnka, 2011a).
22Tento bod je silnìj¹í pøedpoklad, ne¾ klade Petr Vopìnka ve svém prvním zákonu expanze na

str. 154 (Vopìnka, 2011a). Ten toti¾ uva¾uje i mo¾nost, ¾e ve svìtì C lze formulovat vlastnosti,
které nelze formulovat ve svìtì A, nicménì ve skuteènosti tuto mo¾nost nikdy nevyu¾ívá bez
znalosti obou svìtù A i C. Budeme tedy v pøípadì vymezování seskupení objektù ze svìta C
rozli¹ovat, zda vzniklo prostøedky svìta C (a je tedy objektem svìta C), anebo zda jsme pou¾ili
znalost obou svìtù A i C a vzniklo tedy ve dvojsvìtí A-C. V takovém pøípadì toto seskupení
nepova¾ujeme za objekt ani jednoho ze svìtù A a C.
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Po zbytek práce uva¾ujme, ¾e klasický svìt C je rozepnutím antického svìta A,
neboli platíA ≺ C. Na tyto svìty si klademe je¹tì dal¹í nároky, ty ov¹em zavedeme
a¾ pozdìji.

Uveïme nyní nìjaké pøíklady. Nech» vlastnost φ popisuje vlastnost objektu
þbýti pøirozeným èíslemÿ. Tuto vlastnost lze obecnì zapisovat napøíklad takto
φ(x) ≡ x ∈ N . Tato vlastnost je formulovatelná v obou svìtech A i C. Formulace
φ(x) ve svìtì A budeme psát jako φA(x) ≡ x ∈ NA a její formulace ve svìtì C
vypadá jako φC(x) ≡ x ∈ NC.

Seskupení v¹ech objektù, které vlastnost φ vymezuje ve svìtì A, tedy èasto
znaèíme NA, a podobnì ve svìtì C ho znaèíme NC. Ve smyslu zákonù expanze
je ale toto seskupení pova¾ováno za tentý¾ objekt patøící do obou svìtù, jinými
slovy pokud jsme v jednom z tìchto svìtù, tento objekt vypadá úplnì stejnì jako
kdy¾ jsme v druhém z nich. Øíkáme, ¾e NA a NC jsou vnitønì nerozli¹itelné.

Pokud ale uva¾ujeme oba svìty A i C najednou, má smysl rozli¹ovat tento
objekt naNA aNC, pokud chceme ukázat, ¾e jsou to dvì rùzná seskupení objektù.
Jsme napøíklad schopni najít objekt γ, který le¾í v NC, ale nele¾í v NA. Objekt γ
je pøirozené èíslo le¾ící ve svìtì C, pozorovatel svìta A ho ov¹em nevidí.

Ve svìtì C umíme pracovat s objektem γ právì tak, jako s jakýmkoli pøiroze-
ným èíslem pracujeme i ve svìtì A. Ve svìtì C ale tedy nesmíme vyu¾ít vlastnosti,
¾e γ þnele¾í ve svìtì Aÿ | proto¾e o tom, jaké objekty le¾í ve svìtì A, pozorova-
tel svìta C nic neví. Toto je tedy pøíklad vlastnosti, která není zformulovaná ani
v jednom ze svìtù A a C. Je v¹ak zformulovaná ve dvojsvìtí A-C, v nìm¾ budeme
spoustu takto u¾iteèných vlastností zavádìt.

?

Domluvme se nyní na následujících zkratkách. Nále¾í-li nìjaký objekt do
svìta A, øekneme, ¾e je antický. Podobnì nále¾í-li nìjaký objekt do svìta C,
øekneme, ¾e je klasický. Ze zákonù expanze tedy víme, ¾e v¹echny antické ob-
jekty jsou i klasické. Naopak to u¾ v¹ak neplatí.

Øekneme, ¾e φA je antická, jestli¾e φA je formulace vlastnosti φ ve svì-
tì A. Podobnì øekneme, ¾e φC je klasická, jestli¾e φC je formulace vlastnosti φ
ve svìtì C. Ze zákonù expanze víme, ¾e antická vlastnost φA existuje právì tehdy,
kdy¾ existuje klasická vlastnost φC. Jejich formulace jsou sice z hlediska svìtù A
a C vnitønì nerozli¹itelné, my v¹ak ve dvojsvìtí A-C jejich formulaci rozli¹ovat
musíme.

Nech» φ nìjaká vlastnost. Seskupení antických objektù vymezených antickou
vlastností φA oznaèujme {φA}. Podobnì seskupení klasických objektù vymeze-
ných klasickou vlastností φC oznaèujme {φC}. Vztah mezi tìmito seskupeními
potom nejèastìji oznaèujeme jako Ex({φA}) = {φC}.

Uveïme nìjaké pøíklady. Pøirozené èíslo n takové, ¾e n ∈ NA, je antické i kla-
sické. Pøirozené èíslo γ takové, ¾e γ ∈ NC a γ /∈ NA, je klasické, ale není antické.
Seskupení NA je antický objekt a tentý¾ objekt je i klasický, v takovém pøípadì
ho v¹ak znaèíme NC. Pro tento objekt vidìný jako seskupení platí Ex(NA) = NC.

V¹imnìme si, ¾e pro formální zápis toho, zda pøirozené èíslo γ je antické nebo
ne, se rozli¹ovat v zápise objektyNA aNC hodí (a také tak èasto pro jednoduchost
èiníme), nicménì není to tøeba a staèí u¾ívat právì zavedený predikát þje antický
objektÿ. Naopak rozli¹ovat zápisy NA a NC, ve chvíli, kdy máme na mysli jeden
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a tý¾ objekt obsa¾ený v obou svìtìch A i C, je více ne¾ ne¹ikovné. Provedeme
tedy následující úmluvu.

Úmluva. V pøípadì, ¾e XA = {φA} oznaèuje nìjaké seskupení antických ob-
jektù vymezených vlastností φA, pí¹eme místo XA èi XC pouze X a toto oznaèení
u¾íváme i v pøípadì, kdy mluvíme o pøíslu¹ném seskupení XC ve svìtì C.

Napøíklad mù¾eme ve svìtì A de�novat tøídu H := {n ∈ NA : n ≥ 1}, ani¾
bychom psali u H index svìta A. Tøída H jako objekt je antická i klasická. Jsme-li
ve svìtì C a máme nìjaké pøirozené èíslo γ 6= 0, jistì platí, ¾e γ ∈ H. Samozøejmì,
chceme-li popsat tøídu H ve svìtì C, je tøeba psát H = {n ∈ NC : n ≥ 1}.

Tato úmluva se v matematické analýze zejména uplatòuje u objektù de�no-
vaných ve svìtì A jako jsou posloupnosti, reálné funkce èi intervaly. Napøíklad
vidìním nìjaké antické funkce ve svìtì C se pøirozenì bude skládat z jiných ob-
jektù (svìta C), bude to v¹ak stále tá¾ funkce.

Poznámka. I kdy¾ budeme pozdìji klást na expanzi svìta A do svìta C dal¹í
po¾adavky, uvìdomme si nyní, ¾e se dá pøedpokládat, ¾e jsme k pøíslu¹nému
dobøe známemu svìtu A takový svìt C, aby A ≺ C, sestrojili.23 Mù¾eme proto
jistì podobnì uva¾ovat, ¾e ke svìtu C existuje i svìt D takový, ¾e C ≺ D. Tímto
zpùsobem lze pokraèovat dále.24

1.3 Èíselné struktury

Tøídu v¹ech pøirozených èísel svìta A, tj. tøídu NA, budeme nadále oznaèovat
také jako FN, neboli jako tøídu v¹ech koneèných pøirozených èísel. Tøída
v¹ech pøirozených èísel svìta C, tj. tøídu NC, se bude nadále znaèit také jako N.25

Navíc objekty tøídy IN := N\FN budeme nazývat nekoneèná pøirozená èísla.
Na tìchto èíslech jsou de�novány zøejmé operace následníka, sèítání, násobení,
mocnìní, k nim inverzní operace i relace uspoøádání.

V¹imnìme si, ¾e nyní mù¾eme pou¾ít termín polomno¾ina k oznaèení tøí-
dy FN, proto¾e je-li γ libovolné nekoneèné pøirozené èíslo, pak FN ⊆ [γ], kde
[γ] := {n ∈ N : n < γ} je mno¾ina. V¹imnìme si, ¾e v tomto zápise je [γ] také
zøejmì kalná mno¾ina.

Stanovme si od nyní jasnou terminologii, ¾e pou¾íváme-li pojem mno¾ina,
míníme tím pouze takové seskupení, které má kardinalitu26 n ∈ N, tj. existuje
ostøe de�nované vzájemnì jednoznaèné27 zobrazení mezi daným seskupením a [n]
pro nìjaké pøirozené èíslo n.

Zároveò je od svìta A vy¾adováno, ¾e je absolutnì ostrý, tj. neuva¾ujeme, ¾e
by byl expanzí jiného svìta. V na¹í terminologii dvou svìtù A a C mù¾eme tento
po¾adavek formulovat tak, ¾e neexistuje koneèná kalná mno¾ina.

23Takovouto konstrukcí v klasické teorii mno¾in se toti¾ pùvodnì vùbec ukázalo, ¾e uva¾ovat
takovouto expanzi má smysl | je relativnì bezesporná s pùvodní teorií.

24Místo tohoto zpùsobu lze ov¹em uva¾ovat také cestu, kdy platí tzv. generální kolaps, viz
str. 194-195 (Vopìnka, 2008). Pøesto¾e jsme tímto smìrem sice v této práci nevykroèili, nic nám
v pøijetí axiomu generálního kolapsu nebrání.

25Toto je znaèení pou¾ívané v sekci III (Vopìnka, 2011a) a v obou knihách vìnovaných
matematické analýze (Vopìnka, 2010) a (Vopìnka, 2011b).

26Viz kapitola II.4.1 (Vopìnka, 2011a).
27V¹echny základní de�nice o tøídách (obecnìji oborech) najdeme v kapitole II.2.1 (Vopìnka,

2011a).
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Dále pøedpokládáme platnost tiché verze axiomu výbìru, axiom dosa¾itelnosti
obzoru i axiom prodlou¾ení.28 Proto¾e v¹ak s tìmito axiomy nebudeme pøímo
pracovat, jejich znìní zde ani uvádìt nebudeme.

Dále Rac (nebo také QA) oznaèuje tøídu v¹ech racionálních èísel29 a Real
(nebo také RA) tøídu v¹ech reálných èísel30 svìta A. Na reálných èíslech jsou
de�novány zøejmé operace sèítání, násobení, mocnìní31, k nim inverzní operace,
absolutní hodnoty i relace uspoøádání. Racionální èísla svìta C budeme oznaèovat
QC a reálná èísla svìta C budeme oznaèovat RC.

Øekneme, ¾e reálné èíslo r ∈ RC je nekoneènì velké, jestli¾e pro ka¾dé
n ∈ FN je n < |r|. Øekneme, ¾e r je koneènì velké, jestli¾e není nekoneènì
velké. Øekneme, ¾e r je nekoneènì malé, jestli¾e pro ka¾dé n ∈ FN \ {0} je
|r| < 1/n.

Øekneme, ¾e reálná èísla x, y ∈ RC jsou nekoneènì blízká, jestli¾e x− y je
nekoneènì malé. Tuto skuteènost budeme znaèit x

.
= y.32

Uvìdomme si, ¾e ze zpùsobu zavedení reálných èísel plyne jejich úplnost, kte-
rou formulujeme jako následující zákon.33

Princip 1 (Zákon zpìtné projekce). Ke ka¾dému koneènì velkému reálnému
èíslu r ∈ RC ve svìtì C existuje reálné èíslo s ∈ Real ve svìtì A takové, ¾e r

.
= s.

Z de�nice ihned víme, ¾e pro dvì antická reálná èísla r, s ∈ Real platí, ¾e
pokud r

.
= s, tak ji¾ nutnì r = s. Proto máme pro hledané èíslo ze zákona zpìtné

projekce jednoznaènost a mù¾eme de�novat funkci Proj.

De�nice 2. Nech» r ∈ RC. Je-li koneènì velké, de�nujeme Proj(r) := s ∈ Real
takové reálné èíslo, ¾e r

.
= s. Je-li r ∈ RC nekoneènì velké kladné (resp. záporné),

pak de�nujeme Proj(r) := +∞ (resp. −∞).

Poznámka. Objekty +∞,−∞ pova¾ujeme za nevlastní reálná èísla, tj. objekty,
svìta A, o které byl tento svìt roz¹íøen. Zároveò, pokud to má dobrý smysl, byla
o nì roz¹íøena i aritmetika reálných èísel Real.34

De�nice 3. Nech» s ∈ Real∪{±∞}. Pak de�nujeme tøídu Mon(s) := {r ∈ RC :
Proj(r) = s}, kterou nazýváme monáda35 s. De�nujme také tøídu Mon◦(s) :=
{r ∈ RC : Proj(r) = s} \ {s}, kterou nazýváme redukovaná monáda s.

V¹imnìme si, ¾e pro ka¾dé r ∈ RC platí, ¾e r ∈ Mon(Proj(r)). Také pro ka¾dé
s ∈ Real platí, ¾e s = Proj(Mon(s)), v pøípadì, kdy výraz napravo chápeme jako
obraz tøídy Mon(s) pøi zobrazení Proj.

28Po øadì viz str. 108, 116 a 75 (Vopìnka, 2011a).
29Odpovídá tradièním de�nicím, viz str. 127 (Vopìnka, 2011a).
30Sestrojení reálných èísel je nestandardní, viz str. 131 (Vopìnka, 2011a).
31Viz kapitola 25 (Vopìnka, 2010).
32Více o základních zákonech poèítání s nekoneènou blízkostí najdeme na str. 157-161 (Vo-

pìnka, 2011a).
33Viz kapitola III.2.5 (Vopìnka, 2011a).
34Více v kapitole III.2.5 (Vopìnka, 2011a).
35Tato de�nice pojmu je monády je mírnì odli¹ná od de�nice Petra Vopìnky, jak ji uvádí

v kapitole II.6.2 (Vopìnka, 2011a). V jeho de�nici by monáda musela být navíc π-tøída, co¾
na¹e monáda není. Restringujeme-li ov¹em na¹i monádu na libovolnou møí¾, ji¾ to π-tøída bude
a my mù¾eme v¹echna tvrzení mluvící o monádách ve (Vopìnka, 2011a) u¾ívat. Pro v¹echny
na¹e úèely to bude staèit.
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Na expanzi svìta A do svìta C si budeme klást je¹tì jeden nárok, který bude
pro nás v mnoha tvrzeních klíèovým. Lze ho formulovat jako následující princip.

Princip 2 (Existence plné møí¾e). Existuje mno¾ina R̂ reálných èísel svìta C
taková, ¾e platí Real ⊆ R̂ ⊆ RC.36 Takovou mno¾inu R̂ nazýváme plná møí¾.

V¹imnìme si, ¾e z na¹eho nároku na kardinalitu mno¾in existuje pøirozené
èíslo γ takové, ¾e Card(R̂) = γ. Zøejmì γ ∈ IN.

36Ve (Vopìnka, 2011a) je tento princip znám jako ètvrtý zákon expanze a je popsán v kapitole
III.2.7.
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2. Reálný prostor Realn

2.1 Základní vlastnosti reálného prostoru

V této kapitole roz¹íøíme dosud uvedené pojmy zavedené na reálných èíslech
na více rozmìrù. Nech» v celé této èásti, pokud n pou¾íváme jako index ve znaèce
Realn èi Rn

C , pøedpokládáme v¾dy, ¾e n ∈ FN \ {0}.

TøíduRealn chápeme jako n-násobný kartézský souèin1 tøídyReal ve svìtì A
a nazývame ji n-rozmìrný reálný prostor. Tato tøída se ve svìtì C rozepne
na Rn

C , která je n-násobným kartézským souèinem tøídy RC ve svìtì C.
Pí¹eme-li x ∈ Realn, chápeme x jako bod prostoru Realn. Chceme-li tento

bod popsat po slo¾kách, u¾íváme zápisu x = (x1, . . . , xn), kde x1, . . . , xn ∈ Real
jsou jeho slo¾ky. Bod x ale také mù¾eme chápat jako vektor a slo¾ky x1, . . . , xn

pak oznaèují jeho souøadnice. Nakonec pro úèely maticového násobení u¾íváme
konvenci, ¾e vektor x je matice typu n × 1, tedy vektor bychom psali sloup-
covì. Proto¾e nebudeme u¾ívat jiné ne¾ kanonické báze Realn jako vektorového
prostoru, mù¾eme si dovolit v¹echny tyto zpùsoby chápání x dle potøeby volnì
zamìòovat, ani¾ by do¹lo k nedorozumìní.

Pí¹eme-li x ∈ Realn×k, chápeme x jako matici typu n×k a její slo¾ky budeme
oznaèovat jako x(i,j), kde i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , k}. Objekt x ale mù¾eme
chápat také jako bod prostoru Realn·k.

De�nice 4. Nech» x, y ∈ Rn
C , s ∈ (Real ∪ {±∞})n

Øekneme, ¾e x ∈ Realn je nekoneènì blízko 0, jestli¾e pro v¹echna i ∈
{1, . . . , n} je xi nekoneènì malé reálné èíslo.

Øekneme, ¾e x, y jsou nekoneènì blízká, jestli¾e x−y je nekoneènì blízko 0.
Tuto skuteènost znaèíme x

.
= y.

De�nujme Proj(x) := s jako takové èíslo s, ¾e pro v¹echna i ∈ {1, . . . , n} platí
si = Proj(xi).

Pak de�nujeme tøídu Mon(s) := {x ∈ Rn
C : Proj(x) = s}, kterou nazýváme

monáda s. De�nujme také tøídu Mon◦(s) := {x ∈ Rn
C : Proj(x) = s} \ {s},

kterou nazýváme redukovaná monáda s.

Úmluva. Chceme-li zdùraznit, ¾e se jedná o projekci (resp. monádu) v n-rozmìr-
ném reálném prostoru, oznaèujeme ji jako Projn (resp. Monn).

V¹imnìme si, ¾e Proj je zøejmì de�novaná pro v¹echna Rn
C .

Dále nahlédneme, ¾e pokud R̂ je plná møí¾, pak pro R̂n platí, ¾e je to mno¾ina
ve svìtì C, pro kterou platí Realn ⊆ R̂n ⊆ Rn

C . Mno¾inu R̂n s touto vlastností
budeme tedy nazývat n-rozmìrnou plnou møí¾í.

Z de�nice také ihned plyne následující u¾iteèné tvrzení.

Tvrzení 1. Nech» x ∈ Realn, y ∈ Realk. Pak platí, ¾e

Monn(x)×Monk(y) = Monn+k(x, y).

1Viz str. 40 (Vopìnka, 2011a).
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De�nice 5. Nech» x ∈ Realn. De�nujeme euklidovskou normu ‖ · ‖e, souè-
tovou normu ‖ · ‖s a maximovou normu ‖ · ‖m na Realn jako

‖x‖e :=

(
n∑
i=1

xi · xi
)1/2

,

‖x‖s :=
n∑
i=1

|xi|,

‖x‖m := max
i∈{1,...,n}

{|xi|}.

Ze základních aritmetických vlastností nekoneènì malých èísel a z faktu, ¾e
n ∈ FN \ {0} ihned plyne následující tvrzení.

Tvrzení 2. Nech» ‖ · ‖ je euklidovská, souètová èi maximová norma na Rn
C . Pro

libovolné x ∈ Rn
C platí

‖x‖ .= 0 ⇔ x
.
= 0.

Poznámka. Tuto vlastnost budeme pozdìji nazývat spojitost normy v 0.

De�nice 6. Nech» ‖ · ‖ je euklidovská, souètová èi maximová norma na Realn

a nech» x ∈ Realn a δ ∈ Real, δ > 0. Pak de�nujme otevøenou (resp. reduko-
vanou otevøenou) kouli bodu x o polomìru δ jako

Bδ(x) := {y ∈ Realn : ‖x− y‖ < δ},
resp. B◦δ (x) := Bδ(x) \ {x}.

Vìta 3 (O ekvivalenci norem2). Nech» ‖ ·‖ je euklidovská, souètová èi maximová
norma na Realn a nech» x ∈ Realn. Pak platí následující⋂

i∈FN\{0}

B1/i(x) = Mon(x) =
⋃
γ∈IN

B1/i(x).

Dùkaz. Plyne ihned z pøedchozích de�nic a základních pravidel pro poèítání s ne-
koneènì malými reálnými èísly.

�

V¹imnìme si, ¾e z vìty 3 speciálnì plyne, ¾e je-li α ∈ Mon1(0), α > 0, ε ∈
Real, ε > 0, pak pro libovolný bod x ∈ Realn platí, ¾e

Bα(x) ⊆ Mon(x) ⊆ Bε(x)

nezávisle na zvolené normì. Této vlastnosti u¾íváme napøíklad pøi dùkazu
pøekladových pravidel ní¾e, proto pøi formulaci tvrzení, ve kterých se nachází
Bε(x) nespeci�kujeme, jakou normu pøi de�nici otevøené koule pou¾íváme |
takové tvrzení bude platit pro libovolnou z nich.

2 Dùvodem, proè tuto vìtu nazýváme þo ekvivalenci noremÿ, je, ¾e si mù¾eme v¹imnout, ¾e
zatímco pojem monády nezávisí na normì a pojem otevøené koule ano, lze monádu nezávisle
na druhu normy de�novat i pomocí spoèetného (viz pojem spoèetnosti v kapitole II.7.2 (Vo-
pìnka, 2011a)) prùniku pøíslu¹ných koulí. Proto¾e tradiènì nazýváme dvì normy ekvivalentní,
pokud indukují stejnou topologii, a monáda (de�novaná tímto zpùsobem) jednoznaènì urèuje
topologii (viz kapitola II.6 (Vopìnka, 2011a)), jsou v¹echny tøi vý¹e de�nované normy na Realn

ekvivalentní.
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2.2 Reálné funkce

De�nice 7. Nech» n, k ∈ FN \ {0}. Øekneme, ¾e tøída f je reálná funkce,
jestli¾e f je funkce taková, ¾e platí dom(f) ⊆ Realn, rng(f) ⊆ Realk. V takovém
pøípadì øíkáme, ¾e f je z Realn do Realk.

V¹imnìme si, ¾e díky na¹í úmluvì 1.2 je takto de�novaná funkce f antický
objekt. Zároveò díky zákonùm expanze je to i klasický objekt. Ve svìtì C o funk-
ci f platí, ¾e dom(f) ⊆ Rn

C , rng(f) ⊆ Rk
C. Speciálnì v¹ak n i k zùstávají koneèná

pøirozená èísla, nebo» pøi expanzi zùstanou tyto objekty zachovány, zatímco tøída
dom(f) se expanduje (dle své de�nice) do Rn

C . Pokud napøíklad dom(f) = [0, 1),
kde [0, 1) := {r ∈ Real : 0 ≤ r < 1} ve svìtì A, pak dom(f) = [0, 1) = {r ∈ RC :
0 ≤ r < 1} ve svìtì C.
Poznámka. Zformulujeme-li de�nici þbýti reálnou funkcíÿ ve svìtì C, v¹imnìme
si, ¾e tuto de�nici splòuje napø. funkce g, kterou de�nujeme jako g(x) := α, pro
nìjaké α ∈ Mon1(0), α > 0 pevné, kde x ∈ Rn

C .
3 Pøedpokládáme-li nyní n ∈ FN

a de�nujeme-li antickou funkci h(y) := Proj(g(y)), kde y ∈ Realn, vidíme, ¾e
h = 0 na celém Realn, pøesto vznikla projekcí funkce, která byla v¹ude kladná.
I kdy¾ tedy v antickém svìtì funkcí h nemù¾eme dìlit, ve svìtì C mù¾eme dìlit
funkcí g a v nìkterých pøípadech se nám tato znalost mù¾e hodit (napøíklad pøi
vy¹etøování bodové konvergence funkcí).4

Nech» f je nìjaká klasická reálná funkce s dom(f) = RC. Potom ale restrikce
f |Mon(0) formálnì není klasická reálná funkce, proto¾e není objektem svìta C,
nebo» ani dom(f |Mon(0)) = Mon(0) není objekt svìta C. Funkci f |Mon(0) chá-
peme tedy striktnì jako tøídu, kterou de�nujeme a¾ pøi znalosti obou svìtù A i C,
podobnì jako tak chápeme tøídu Mon(0) èi IN. Nicménì to nám nebrání nahlí¾et
f |Mon(0) stále jako reálnou funkci.

De�nice 8. Øekneme, ¾e reálná funkce f je de�novaná v bodì x, jestli¾e
x ∈ dom(f). Øekneme, ¾e reálná funkce f je de�novaná na tøídì X, jestli¾e
pro ka¾dé x ∈ X je f de�novaná v bodì x, tj. platí X ⊆ dom(f).

Speciálnì øekneme-li, ¾e reálná funkce f je de�novaná Mon(x) myslíme tím,
¾e pro v¹echny y ∈ Mon(x) platí, ¾e f je de�novaná v bodì y. Není tì¾ké ukázat,
¾e pokud f je antická (èi klasická) reálná funkce, pak nutnì Mon(x) ( dom(f),
tedy dokonce existuje δ > 0 takové, ¾e Mon(x) ( Bδ(x) ⊆ dom(f). Zdùvodnìní
tohoto bude zøejmé ihned z kapitoly 2.3 o pøekladových pravidlech.5

2.3 Pøekladová pravidla

Ve chvíli, kdy v nìjaké formulaci vlastnosti u¾íváme tøídu Mon(x) a øíkáme
¾e y ∈ Mon(x) (tj. bod y je nekoneènì blízko bodu x), je to podmínka, kterou

3 Tato funkce mù¾e být de�novaná i na nekoneènì rozmìrném prostoru, tj. kdy¾ n ∈ IN.
4Ve svìtì C existuje spousta podobnì u¾iteèných funkcí, jejich¾ takto po bodech de�novaná

projekce nemá ve svìtì A dobrý smysl. Nech» napø. pro α ∈ Mon1(0), α > 0 pevné de�nujeme
funkci δ v C následovnì δ(x) := 1

α
√
π
e−x

2/α2

. Její bodová projekce do svìta A bude funkce,

která je v¹ude 0, jen v 0 je +∞ (pokud vùbec takovou funkci pøipustíme). A zároveò platí∫ +∞
−∞ δ = 1 a δ je nekoneènì hladká. Splòuje tedy základní po¾adavky na tzv. Diracovu delta
funkci.

5Viz napø. dùsledek 7.
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nedoká¾eme ovìøit ani v jednom ze svìtù A a C zvlá¹», ale potøebujeme znalost
obou svìtù A i C. V pøípadì tøídy Mon(x) se vlastnì odkazujeme na objekt, který
nele¾í ani ve svìtì A ani ve svìtì C.

Existuje nicménì vìta, která tvrdí, ¾e se ka¾dá takováto formulace vyu¾ívající
jinak jen antické objekty se dá ekvivalentnì zformulovat i pouze ve svìtì A. Ná-
sledující tvrzení6 jsou tou nejjednodu¹¹í ukázkou takovýchto pøekladù a umo¾òují
èlovìku znalému tradièního ε, δ pøístupu jednoduché ovìøení ekvivalentnosti na-
¹ich pozdìji zavádìných de�nic z analýzy nekoneènì malých velièin s tradièními
de�nicemi.

Vìta 4 (O zobecnìných pøekladových pravidlech). Nech» n, k ∈ FN \ {0}, a ∈
Realn, b ∈ Realk, K pøedstavuje anticky koneèný soubor konstant oznaèujících
antické objekty a φ je nìjaká antická vlastnost. Pak platí

∃α ∈ Mon(a) : φ(α,K) ⇔ ∀ε > 0∃x ∈ Bε(a) : φ(x,K), (i)

∀α ∈ Mon(a) : φ(α,K) ⇔ ∃ε > 0∀x ∈ Bε(a) : φ(x,K), (ii)

∃α ∈ Mon(a)∀β ∈ Mon(b) : φ(α, β,K) ⇔
⇔ ∃ε > 0 ∀δ > 0∃x ∈ Bδ(a)∀y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K), (iii)

∀α ∈ Mon(a)∃β ∈ Mon(b) : φ(α, β,K) ⇔
⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ Bδ(a)∃y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K), (iv)

kde formule vlevo je zformulovaná ve dvousvìtí A-C a formule vpravo je zformu-
lovaná ve svìtì A, tj. je antická.

Dùkaz. Proto¾e (i) a (ii) jsou ekvivalentní a implikace v (ii) jsou jen obmìnou
implikací v (i), podobnì pro body (iii) a (iv), staèí ve v¹ech pøípadech dokázat
implikaci zprava doleva. Pøedpokládejme tedy pro ka¾dý pøípad, ¾e platí pravá
strana ekvivalence.

(i) Tato formule je antická, z prvního zákona expanze tedy platí i ve svìtì C,
tedy i pro ε > 0, ε ∈ Mon(0). V takovém pøípadì je Bε(a) ⊆ Mon(a), tedy
pøíslu¹né x ∈ Bε(a) je hledané α.

(ii) Nech» ε je pevné antické takové, ¾e platí antická formule ψ(a, ε,K) :≡
∀x ∈ Bε(a) : φ(x,K). Tato formule z prvního zákona expanze platí i ve svìtì C.
Proto¾e v tomto pøípadì Mon(a) ⊆ Bε(a), platí tedy levá strana ekvivalence.

(iii) Nech» ε je pevné antické takové, ¾e ve svìtì A platí

ψ(a, b, ε,K) :≡ ∀δ > 0∃x ∈ Bδ(a)∀y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K),

kde ∀y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K) je antická formule s antickými konstantami b, ε a sou-
borem K. Pou¾ijeme-li na formuli ψ(a, b, ε,K) pøekladové pravidlo (i), dostaneme
platnost

∃α ∈ Mon(a)∀y ∈ Bε(b) : φ(α, y,K),

kde formule ∀y ∈ Bε(b) : φ(α, y,K) nyní pro pøíslu¹né α platí ve svìtì C
s tím, ¾e konstanta ε je antická. Proto platí Mon(b) ⊆ Bε(b), tedy platí i levá
strana ekvivalence.

6Pøímo zobecòují pøekladová pravidla i jejich dùkazy uvedené na stranách 193-197 (Vopìnka,
2011a).
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(iv) Z platnosti pravé strany mù¾eme de�novat posloupnost {δn}n∈FN takovou,
aby

∀n ∈ FN∃δn > 0∀x ∈ Bδn(a)∃y ∈ B1/n(b) : φ(x, y,K).

Z prvního zákona expanze je tato posloupnost de�novaná i ve svìtì C. Zvolme
nyní α ∈ Mon(a) libovolné. Proto¾e (α ∈ Bδn(a)) je formulovaná pouze pro-
støedky svìta C a navíc ka¾dé n ∈ FN tuto formuli splòuje, uká¾eme, ¾e exis-
tuje nìjaké γ ∈ IN takové, ¾e platí α ∈ Bδγ (a). To doká¾eme sporem: proto¾e
(α ∈ Bδn(a)) je formulovaná pouze prostøedky svìta C, mù¾eme de�novat pro
libolné k ∈ N mno¾inu Mk := {m ∈ [k] : α ∈ Bδm(a)}. Kdyby takové γ ∈ IN
neexistovalo, znamenalo by to, ¾e Mk = FN, to je ale spor, nebo» FN není
mno¾ina.

Pro n = γ tedy ve svìtì C platí

∀x ∈ Bδγ (a)∃y ∈ B1/γ(b) : φ(x, y,K).

Proto¾e α ∈ Bδγ (a) a B1/γ(b) ⊆ Mon(b), volbou x := α a β := y dostáváme
platnost levé strany ekvivalence.

�

Poznámka. Pøipomeòme, ¾e vý¹e uvedená vìta platí díky vìtì 3 pro de�nici ote-
vøené koule pøi libovolné ze zmínìných norem.

Uká¾eme nìkolik pøímých dùsledkù vìty 4, které budeme èasto pou¾ívat. Ná-
sledující se hodí napø. k pøekladu de�nice limity èi malého o.

Dùsledek 5. Nech» n, k ∈ FN \ {0}, a ∈ Realn, b ∈ Realk, K pøedstavuje an-
ticky koneèný soubor konstant oznaèujících antické objekty a φ je nìjaká antická
vlastnost. Pak platí

∀α ∈ Mon◦(a)∃β ∈ Mon(b) : φ(α, β,K) ⇔
⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ B◦δ (a)∃y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K),

kde formule vlevo se týká obou svìtù A i C a formule vpravo se týká pouze svìta A,
tj. je antická.

Dùkaz. Staèí si uvìdomit zøejmou souvislost mezi B◦δ (a) a Mon◦(a) a ¾e x ∈ B◦δ (a)
je antická vlastnost. Dùkaz probíhá stejnì jako ve vìtì 4, budeme-li v¹ude místo
x ∈ Bδ(a) psát x ∈ B◦δ (a) a místo Mon(a) psát Mon◦(a).

�

?

Následující dùsledek se hodí napøíklad k pøekladu formulace vìty o implicitní
funkci, viz vìta 30.

Vìta 6 (O de�nici antické reálné funkce na monádì). Nech» n, k ∈ FN \ {0},
a ∈ Realn, b ∈ Realk, K pøedstavuje anticky koneèný soubor konstant oznaèují-
cích antické objekty a φ je nìjaká antická vlastnost. Pak jsou následující tvrzení
ekvivalentní.
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(i) Ve dvojsvìtí A-C platí7

∀α ∈ Mon(a)∃! β ∈ Mon(b) : φ(α, β,K).

(ii) Existuje antická reálná funkce f de�novaná na Mon(a) taková, ¾e

∀α ∈ Mon(a)∀β ∈ Mon(b) : (φ(α, β,K) ⇔ f(α) = β).

(iii) Ve svìtì A platí

∃∆ > 0 ∀ε,∆ ≥ ε > 0 ∃δ,∆ ≥ δ > 0∀x ∈ Bδ(a)∃! y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K).

(iv) Ve svìtì A platí, ¾e existují ∆ > 0 a δ > 0 a existuje reálná funkce
f : Bδ(a)→ B∆(b) taková, ¾e

∀x ∈ Bδ(a)∀y ∈ B∆(b) : (φ(x, y,K) ⇔ f(x) = y).

Dùkaz. (i)⇔ (iii): Rozepí¹eme-li tvrzení (i) dle de�nice ∃!, dostaneme

∀α ∈ Mon(a)∃β ∈ Mon(b) : φ(α, β,K)∧
∧∀α ∈ Mon(a)∀β1, β2 ∈ Mon(b) : (φ(α, β1, K) ∧ φ(α, β2, K))⇒ β1 = β2),

Proto¾e mohu ale místo þ∀α ∈ Mon(a)∀β1, β2 ∈ Mon(b)ÿ psát þ∀(α, β1, β2) ∈
Mon(a, b, b)ÿ, kde (a, b, b) ∈ Realn ×Realk ×Realk, mù¾eme pro obì èásti kon-
junkce pou¾ít dle vìty 4 pøekladové pravidlo a dostaneme

∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ Bδ(a)∃y ∈ Bε(b) : φ(x, y,K)∧
∧∃∆ > 0 ∀(x, y1, y2) ∈ B∆(a, b, b) : (φ(x, y1, K) ∧ φ(x, y2, K))⇒ y1 = y2),

co¾ je ji¾ snadno ekvivalentní tvrzení (iii).
(iii) ⇒ (iv): Existuje ∆ > 0 takové, ¾e dosazením ε := ∆ existuje δ > 0

takové, ¾e platí
∀x ∈ Bδ(a)∃! y ∈ B∆(b) : φ(x, y,K).

Mù¾eme tedy de�novat antickou funkci f v ka¾dém bodì x ∈ Bδ(a), která splòuje
po¾adovanou vlastnost ∀x ∈ Bδ(a) ∀y ∈ B∆(b) : (φ(x, y,K) ⇔ f(x) = y). Zøejmì
platí, ¾e rng(f) ⊆ B∆(b).

(iv)⇒ (ii): Plyne okam¾itì z bodu (ii) vìty 4.
(ii)⇒ (i): Plyne okam¾itì, nebo» f je funkce de�novaná na Mon(a).

�

2.4 Lokální vlastnosti reálných funkcí

Dùsledek 7 (Pøekladové pravidlo pro vlastnost funkce v bodì). Nech» φ je nìjaká
antická vlastnost funkce v bodì a x ∈ Realn antický bod. Antická reálná funkce f
má vlastnost φ v ka¾dém bodì Mon(x), právì kdy¾ existuje antické δ > 0 takové,
¾e f má vlastnost φ v ka¾dém bodì Bδ(x).

7Znaèkou ∃! myslíme existenci právì jednoho.

17



Dùkaz. Je pouhou aplikací bodu (ii) vìty 4, kde do souboru K patøí funkce f
jako antický objekt.

�

De�nice 9. Nech» φ je nìjaká antická vlastnost funkce v bodì a x ∈ Realn

antický bod. Øekneme, ¾e φ je lokální vlastnost, jestli¾e pro libovolnou antickou
reálnou funkci f lze uèinit rozhodnutí, zda má f vlastnost φ v bodì x, z pouhé
znalosti f |Mon(x).

Pøíkladem antické vlastnosti funkce v bodì mù¾e být þfunkce je de�novaná
v bodìÿ èi þfunkèní hodnota le¾í v mno¾inìMÿ. Antické vlastnosti funkce v bodì
jsou ale díky dùsledku 5 i v¹echny ní¾e de�nované vlastnosti jako spojitost funkce
v bodì, existence derivace funkce v bodì apod., i kdy¾ je de�nujeme pomocí svìta
C. V¹echny tyto vlastnosti jsou lokální.

De�nice 10. Nech» φ je nìjaká antická vlastnost funkce v bodì. Øekneme-li, ¾e
funkce f má vlastnost φ na tøídì X, znamená to, ¾e pro ka¾dé x ∈ X má
funkce f vlastnost φ v bodì x.

Ve spojení s úmluvou o oboru ve svìtì to znamená, ¾e tvrzení þantická funkce
f je de�novaná na Mon(x)ÿ chápeme pøesnìji jako tvrzení þf je antická funkce
taková, ¾e Ex(f) je de�novaná na Mon(x)ÿ a toto je ekvivalentní tvrzení þexistuje
antické δ > 0 takové, ¾e antická funkce f je de�novaná na Bδ(x)ÿ.

Tvrzení 8. Nech» φ je nìjaká antická vlastnost funkce v bodì, x ∈ Realn a f
je antická reálná funkce. Jestli¾e f má vlastnost φ na Mon(x), má f vlastnost φ
v bodì x ve svìtì A.

Dùkaz. Vzhledem k de�nici vlastnosti funkce na tøídì, chápeme pøedpoklad tvr-
zení tak, ¾e pro ka¾dý bod y ∈ Mon(x) platí ve svìtì C, ¾e f má vlastnost φ
v bodì y. Speciálnì tedy ve svìtì C platí, ¾e f má vlastnost φ v bodì x. Proto¾e
f , φ i x jsou antické, musí nutnì ze zákonù expanze platit i ve svìtì A, ¾e f má
vlastnost φ v bodì x.

�

De�nice 11. Nech» x ∈ Realn a nech» f a g jsou antické reálné funkce de�no-
vané v bodì x. Øekneme, ¾e f a g jsou toto¾né v bodì x, jestli¾e f(x) = g(x).

Jsou-li f a g navíc de�nované na Mon(x), øekneme, ¾e f a g jsou toto¾né
na Mon(x), jestli¾e platí f |Mon(x) = g|Mon(x) jako rovnost funkcí.

Dùkaz následujícího tvrzení plyne ihned z de�nic.

Tvrzení 9 (O lokální vlastnosti). Nech» φ je nìjaká antická vlastnost funkce
v bodì, která je lokální. Nech» x ∈ Realn a nech» f a g jsou antické reálné funkce
toto¾né na Mon(x). Pak f má vlastnost φ v bodì x, právì kdy¾ g má vlastnost φ
v bodì x.
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3. Diferenciální poèet funkcí více
promìnných

V této kapitole vycházíme z poznatkù zavedených v èásti III: Základy in�nite-
simálního kalkulu (Vopìnka, 2011a). Zachováváme také terminologii, av¹ak mírnì
roz¹íøenou (viz pøedchozí kapitoly) pro vìt¹í jasnost. U mnoha zavádìných po-
jmù je mo¾né se odkazovat na pøíslu¹né pojmy pro reálné funkce jedné promìnné.
Pokusíme se ale pro názornost takto neèinit.

3.1 Spojitost funkce v bodì

De�nice 12 (Spojitost funkce v bodì ve svìtì A). Nech» x ∈ Realn a f je
antická reálná funkce de�novaná na Mon(x).1 Øekneme, ¾e funkce f je spojitá
v bodì x, jestli¾e pro ka¾dé y ∈ Mon(x) platí, ¾e

f(x)
.
= f(y).

Jak ji¾ bylo øeèeno, spojitost funkce v bodì lze díky pøekladovým pravidlùm
pova¾ovat za antickou vlastnost funkce v bodì, nebo» je anticky zformulovatelná.
Zároveò v¹ak z na¹í formulace jasnì vidíme, ¾e je to vlastnost lokální.

Uka¾me si nyní, co to pøesnì znamená, øekneme-li pro nìjaké a ∈ Realn,
¾e nìjaká antická reálná funkce f je spojitá na Mon(a). Máme nìkolik mo¾ných
pøístupù.

V prvním z nich si pøelo¾íme na¹i de�nici spojitosti funkce v bodì do formulace
pouze ve svìtì A. Proto¾e je tato vlastnost antická, je zároveò i klasická. Spojitost
f na Mon(a) znamená spojitost v ka¾dém bodì x ∈ Mon(a) ve svìtì C. Mù¾eme
tedy psát, ¾e ve svìtì C platí

(∀x ∈ Mon(a))(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀y ∈ Bδ(x)) : f(y) ∈ Bε(f(x)).

V druhém pøístupu si uvìdomíme, ¾e z pøekladových pravidel (díky antiènosti
spojitosti) je spojitost f na Mon(a) ekvivalentní existenci nìjakého antického
reálného δ > 0 tak, ¾e ve svìtì A je f spojitá na Bδ(a), neboli v ka¾dém bodì
otevøené koule Bδ(a). Z na¹í de�nice to tedy znamená

(∃δ > 0, δ ∈ Real)(∀x ∈ Bδ(a), x ∈ Realn)(∀y ∈ Mon(x)) : f(x)
.
= f(y).

V obou pøípadech jsme museli vyu¾ít nìjakého pøekladového pravidla. Pokud
se jim chceme vyhnout a zcela následovat na¹i intuitivní de�nici, je pak ale tøeba
pracovat s expanzí svìta C, tedy s nìjakým svìtem D takovým, ¾e C ≺ D.2
Mù¾eme pak ekvivalentnì psát

1Tento po¾adavek je díky vìtì 7 ekvivalentní existenci nìjakého antického okolí bodu x, na
kterém je f de�novaná.

2Domnívám se, ¾e chceme-li plnì vyu¾ít potenciálu na¹í intuitivní de�nice spojitosti pomocí
nekoneèné blízkosti, je u¾iteèné si zvyknout na expanzi svìta C do dal¹ího svìta D podobnì,
jako pøijímáme expanzi svìta A do svìta C. Toto je ov¹em cesta, kterou si Petr Vopìnka nepøál.
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(∀x ∈ Mon(a))(∀y ∈ MonD(x)) : f(x)
.
=D f(y),

kde MonD(x) je monáda bodu, kterou lze de�novat ve svìtì D jako

MonD(x) =
⋂

n∈N\{0}

B1/n(x),

která ale obsahuje více bodù ne¾ jen bod x, nebo» pro pøirozená èísla ND svìta D
ze zákonù expanze platí, ¾e N ( ND. Podobnì nekoneènou blízkost f(x)

.
=D f(y)

ve svìtì D lze pøepsat napøíklad jako f(y) ∈ MonD(f(x)).

V¹imnìme si, ¾e jestli¾e je antická reálná funkce f spojitá v bodì x ∈ Realn

ve svìtì A, pak je z prvního zákona expanze i klasická f spojitá v bodì x ∈
Realn ⊆ Rn

C ve svìtì C.
Je-li naopak klasická reálná funkce g spojitá v y ∈ Rn

C ve svìtì C, pak g
nemusí být ani antická, nato¾ aby byla spojitá. Pokud ale navíc víme, ¾e g je
antická, y ∈ Realn, kde n ∈ FN \ {0}, pak ji¾ z tvrzení 8 i g musí být spojitá
v y ve svìtì A.

Dále platí zøejmá tvrzení, ¾e souèet i souèin spojitých funkcí v bodì je opìt
spojitá funkce v bodì.3 Stejnì tak platí, ¾e antická reálná funkce f z Realn do
Realk je spojitá v x ∈ Realn právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dé j ∈ {1, . . . , k} platí,
¾e funkce f j je spojitá v x.

Pro ukázku a názornost práce s monádami je¹tì podrobnì doka¾me následující
dvì tvrzení. Dùkaz druhého z nich provedeme bez pou¾ití pøekladových pravidel
ve smyslu pøedchozích úvah. Samozøejmì je mo¾né ho vést i bez pou¾ití expanze
svìta C do D.

Tvrzení 10 (O slo¾ení spojitých funkcí v bodì). Nech» x ∈ Realn, f je antická
reálná funkce de�novaná na Mon(x) a g je antická reálná funkce de�novaná na
Mon(f(x)). Pokud funkce f je spojitá v bodì x a g je spojitá v bodì f(x), pak
funkce g ◦ f je spojitá v bodì x.

Dùkaz. Nech» y ∈ Mon(x) je libovolné. Ze spojitosti f v bodì x víme, ¾e
f(x)

.
= f(y). Ze spojitosti g v bodì f(x) pak víme, ¾e (g ◦ f)(x) = g(f(x))

.
=

g(f(y)) = (g ◦ f)(x).
�

Tvrzení 11 (O slo¾ení spojitých funkcí na monádì). Nech» x ∈ Realn, f je an-
tická reálná funkce de�novaná na Mon(x) a g je antická reálná funkce de�novaná
na Mon(f(x)). Pokud funkce f je spojitá na Mon(x) a g je spojitá na Mon(f(x)),
pak funkce g ◦ f je spojitá na Mon(x).

Dùkaz. Nech» y ∈ Mon(x) je libovolné. Proto¾e f je spojitá v bodì y a díky
f(y) ∈ Mon(f(x)) jsou ze spojitosti g v bodì f(x) splnìny základní pøedpoklady
tvrzení 10 ve svìtì C. Uvìdomme si jenom, ¾e pøímá reformulace tvrzení 10 (tj.
bez pøekladových pravidel) ve svìtì C øíká, ¾e zbývá ovìøit pøedpoklady, ¾e f je

3Platí pøímá zobecnìní tvrzení III.3.1 a¾ III.3.4 (Vopìnka, 2011a) obdobnì pro na¹e funkce
více promìnných.
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klasická reálná funkce de�novaná na MonD(y) a ¾e g je klasická reálná funkce de�-
novaná na MonD(f(y)). To ale zøejmì platí, nebo» MonD(y) ⊆ Mon(x) ⊆ dom(f)
a MonD(f(y)) ⊆ Mon(f(x)) ⊆ dom(g). Funkce g ◦ f je tedy spojitá v bodì y.

�

3.2 Bolzanova vìta o mezihodnotì

Následuje zobecnìná verze Bolzanovy vìty o mezihodnotì. Pøipomeòme, ¾e R̂n

je n-rozmìrná plná møí¾ ve smyslu zavedení v kapitole 2.1. Proto¾e R̂n je mno¾ina,
znamená to speciálnì, ¾e existuje nìjaké γ ∈ IN takové, ¾e Card(R̂n) = γ.

Ka¾dá antická reálná funkce f má svou mno¾inovou verzi f̂ := Ex(f)|R̂n, tedy
f̂ je klasická reálná funkce, kterou pova¾ujeme za mno¾inu (nebo» f je antická
a zároveò dom(̂f) je mno¾ina) a která je klasicky koneèná.

Speciálnì to, ¾e f̂ je mno¾ina ve svìtì C a Card(̂f) = γ̂ ≤ γ, znamená, ¾e
existuje x ∈ R̂n takové, ¾e

∀y ∈ R̂n : f̂(y) ≤ f̂(x),

jinými slovy existuje bod x, ve kterém má funkce f̂ maximum.

Následující de�nici a vìtu formuluji zcela ve svìtì A.

De�nice 13. Nech» x, y ∈ Realn. Pak antická tøída xy de�novaná jako xy :=
{x+ t(y − x) : t ∈ [0, 1] ∩Real} se nazývá úseèka xy.

Vìta 12 (Bolzanova vìta o mezihodnotì). Nech» y, z ∈ Realn a f je reálná
funkce z Realn do Real spojitá na yz. Nech» u ∈ f(y)f(z). Pak existuje v ∈ yz
takové, ¾e f(v) = u.

Dùkaz. Je-li u = f(y) nebo u = f(z), pak jsme hotovi. Pøedpokládejme tedy
bez újmy na obecnosti, ¾e f(y) < u < f(z). Nech» w je reálná funkce promìnné
t ∈ Real de�novaná w(t) := y+ t(z−y). Tato funkce je zøejmì spojitá a má svou
mno¾inovou verzi w := Ex(w)|R̂. Existuje tedy nejvìt¹í t0 ∈ [0, 1) ∩ R̂ takové, ¾e
(f ◦ w)(t0) ≤ u. Je-li t1 horní soused t0,4 pak zøejmì (f ◦ w)(t1) > u. Polo¾íme-li
v = w(Proj(t0)), pak v je antický a platí f(v) = u, nebo» (f ◦ w) je spojitá.

�

3.3 Limita funkce v bodì

De�nice 14. Nech» y ∈ (Real ∪ {±∞})n, z ∈ (Real ∪ {±∞})k a f je an-
tická reálná funkce de�novaná na Mon◦(y). Øekneme, ¾e z je limitou funkce
f v bodì y, jestli¾e pro ka¾dé x ∈ Mon◦(y) platí, ¾e f(x) ∈ Mon(z), a tuto
skuteènost zapisujeme

lim
x→ y

f(x) = z.

4t1 je horní soused t0, pokud je t1 ∈ R̂ nejmen¹í takové, ¾e t1 > t0 | viz de�nice na
str. 165 (Vopìnka, 2011a).
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V pøípadì, ¾e z ∈ Realk, øíkáme, ¾e limita f je vlastní. V opaèném pøípadì
je limita f nevlastní.

Poznámka. Pro toto zobecnìní pojmu limity platí i pøíslu¹ná zobecnìná tvrzení
III.3.30 a¾ III.3.38 (Vopìnka, 2011a) (o aritmetice limit, L'Hospitalovo pravidlo).

Pro názornost doká¾eme podrobnì následující triviální tvrzení.

Tvrzení 13. Nech» y ∈ Realn a f je antická reálná funkce. Funkce f je spojitá
v bodì y, právì kdy¾ lim

x→ y
f(x) = f(y).

Dùkaz. Nech» f je spojitá v antickém bodì y. Z de�nice spojitosti platí, ¾e pro
ka¾dé x ∈ Mon(y) je f(x) ∈ Mon(f(y)), platí to tedy i na men¹í tøídì Mon◦(y) a
tím máme dokázanou implikaci zleva doprava.

Nech» naopak platí lim
x→ y

f(x) = f(y). Z de�nice limity platí, ¾e pro ka¾dé

x ∈ Mon◦(y) je f(x)
.
= f(y). Aby mìl výraz f(y) smysl, je funkce f de�novaná

v antickém bodì y a zøejmì je v tomto bodì i spojitá.

Pro spojení s tradièní notací asymptotického chování, zavedeme nyní je¹tì
znaèení malé o.

De�nice 15. Nech» y ∈ (Real ∪ {±∞})n a f, g jsou antické reálné funkce
de�nované na Mon◦(y), kde rng(f) ⊆ Realk a rng(g) ⊆ Reall. Øekneme, ¾e
funkce f je malé o funkce g v bodì y, jestli¾e pro ka¾dé x ∈ Mon◦(y) existuje
α ∈ Monk×l(0) takové, ¾e f(x) = α · g(x).5 Tuto skuteènost zapisujeme

f(x) = o(g(x)), x→ y.

Poznámka. V¹imnìme si, ¾e v pøípadì l = 1 na¹e de�nice roz¹iøuje smysl malého o
de�novaného tradiènì napø. na str. 21 (Zajíèek, 2007). Shròme tuto skuteènost
v následujícím snadném tvzení.

Tvrzení 14. Nech» y ∈ (Real ∪ {±∞})n a f, g jsou antické reálné funkce de�-
nované na Mon◦(y), kde rng(g) ⊆ Real. Pøedpokládejme navíc, ¾e funkce g je na
Mon◦(y) nenulová. Pak platí

f(x) = o(g(x)), x→ y ⇔ lim
x→ y

f(x)

g(x)
= 0.

Dùkaz. Z de�nice tvrzení na levé stranì ekvivalence máme, ¾e pro ka¾dé x ∈
Mon◦(y) existuje α ∈ Monk(0) takové, ¾e f(x) = α · g(x). Tato rovnost je z nenu-
lovosti g na Mon◦(y) ekvivalentní f(x)

g(x)
= α. Existence α ∈ Monk(0) takového, ¾e

platí tato rovnost, je ekvivalentní f(x)
g(x)
∈ Monk(0). Proto¾e toto platí pro ka¾dé

x ∈ Mon◦(y), dostaneme z de�nice limity tvrzení na pravé stranì ekvivalence.
�

5Bod α v tomto pøípadì nahlí¾íme jako matici a souèin α·g(x) chápeme jako souèin matice α
se sloupcovým vektorem g(x).
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Doká¾eme nyní jedno lemma, které se nám bude hodit pøi osvìtlení vztahu
námi de�nované derivace funkce v bodì s tradièní de�nicí. Dohodnìme se, ¾e
v následujícím tvrzení pro bod x ∈ Realn oznaèuje ‖x‖s :=

∑n
i=1 |xi| souètovou

normu vektoru x a sgn oznaèuje známou funkci signum. Lemma v¹ak bude snadno
platit, u¾ijeme-li libovolnou normu ekvivalentní souètové normì.

Lemma 15. Nech» f je antická reálná funkce z Realn do Realk de�novaná na
Monn◦ (0). Pak platí

f(x) = o(‖x‖), x→ 0 ⇔ f(x) = o(x), x→ 0.

Dùkaz. V celém dùkazu nech» x ∈ Monn◦ (0) je libovolnì zvolené, ale pevné.
⇒: Z de�nice levé strany ekvivalence existuje α ∈ Monk(0) takové, ¾e f(x) =

‖x‖s · α. Polo¾me β(i,j) := αi · sgn(xj) pro v¹echna i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , n}.
Zøejmì β ∈ Monk×n(0) a platí, ¾e f(x) = β · x.
⇐: Z pravé strany ekvivalence existuje β ∈ Monk×n(0) takové, ¾e f(x) =

β · x. Polo¾me αi :=
∑n

j=1 β(i,j) · xj/‖x‖s pro v¹echna i ∈ {1, . . . , k}. Zøejmì

α ∈ Monk(0) a platí, ¾e f(x) = ‖x‖s · α.
�

Poznámka. V¹imnìme si, ¾e pro pøípad, kdy g(x) = ‖x‖ jsou splnìny pøedpoklady
tvrzení 14, tedy výraz f(x) = o(‖x‖), x → 0 je ekvivalentní tradiènímu pojetí
pou¾ívanému napø. v (Zajíèek, 2007).

3.4 Derivace funkce v bodì

Pøipomeòme si nejdøíve de�nici derivace, kterou snadno roz¹íøíme po slo¾kách
i na reálné funkce z Real do Realk.

De�nice 16. Nech» x ∈ Real, f je antická reálná funkce z Real do Realk de�-
novaná na Mon(x). Pak øekneme, ¾e vektor f ′(x) ∈ (Real∪{±∞})k je derivací
funkce f v bodì x, jestli¾e

lim
h→ 0

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x).

V¹imnìme si, ¾e z de�nice limity je to ekvivalentní tvrzení, ¾e pro ka¾dé
α ∈ Mon◦(0) platí

f(x+ α)− f(x)

α
∈ Mon(f ′(x))

nebo ekvivalentnì

Proj

(
f(x+ α)− f(x)

α

)
= f ′(x).
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De�nice 17. Nech» x ∈ Realn, f je antická reálná funkce z Realn do Realk de-
�novaná na Mon(x) a i ∈ {1, . . . , n}. Parciální derivaci funkce f podle i-té
promìnné v bodì x znaèíme jako ∂if(x) ∈ (Real ∪ {±∞})k a je de�nována
jako

∂if(x) := f ′i(0),

kde f ′i(0) znaèí derivaci funkce fi v nule a fi : t 7→ f(x+ tei) pro t ∈ Real.6

Parciální derivaci funkce snadno zobecníme na pojem derivace funkce podle
vektoru.

De�nice 18. Nech» x, v ∈ Realn a f je antická reálná funkce de�novaná na
Mon(x). Derivaci funkce f podle vektoru v v bodì x znaèíme jako ∂vf(x)
a je de�nována jako

∂vf(x) := f ′v(0),

kde f ′v(0) znaèí derivaci funkce fv v nule a fv : t 7→ f(x+ tv) pro t ∈ Real.

Poznámka. Podobnì jako u limit v pøípadì, ¾e ∂vf(x) ∈ Realk, øíkáme, ¾e je
pøíslu¹ná derivace vlastní. V opaèném pøípadì øíkáme, ¾e je nevlastní.

V¹imnìme si, ¾e platí
∂if(x) = ∂eif(x),

kde ei je pøíslu¹ný kanonický jednotkový vektor ve smìru i-té souøadnice.

V následujícím lemmatu formulovaném ve svìtì A shrneme základní pozoro-
vání o derivaci funkce podle vektoru.

Lemma 16. Nech» existuje ∂vf(x) vlastní a λ ∈ Real. Pak platí

• ∂λvf(x) = λ · ∂vf(x),

• f(x+ λv)− f(x)− ∂λvf(x) = o(‖λv‖), λ→ 0.

Dùkaz. První èást uká¾eme výpoètem z de�nice, kde pro libovolné α ∈ Mon◦(0)
a λ 6= 0 platí

∂λvf(x) = Proj

(
f(x+ αλv)− f(x)

α

)
=

= Proj

(
λ · f(x+ αλv)− f(x)

αλ

)
= λ · ∂vf(x).

Pøípad, kdy λ = 0 platí triviálnì. V¹imnìme si, ¾e první bod trvzení je formulován
ve svìtì A. Platí tedy i ve svìtì C, tj. pro libovolné λ ∈ RC.

Pro pøípad, kdy v = 0, platí druhý bod triviálnì. Uva¾ujme tedy dále, ¾e
v 6= 0. Z de�nice derivace podle vektoru a proto¾e je tato derivace vlastní, pro
ka¾dé α ∈ Mon◦(0) existuje β ∈ Mon(0) takové, ¾e platí

6Kanonický vektor ei de�nujeme jako bod v Realn takový, ¾e na i-tém místì je jeho sou-
øadnice 1 a v¹echny jeho zbylé souøadnice jsou 0.
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∂vf(x) =
f(x+ αv)− f(x)

α
+ β.

Pouhou úpravou této rovnosti a u¾itím pøedchozího bodu tvrzení dostaneme
rovnost

f(x+ αv)− f(x)− ∂αv f(x) =
−β

sgn(α) · ‖v‖
· ‖α · v‖.

Proto¾e −β
sgn(α)·‖v‖ ∈ Mon(0), je z de�nice dokázán i druhý bod.

�

Tvrzení 17 (Ekvivalentní de�nice derivace podle vektoru). Nech» f je antická
reálná funkce z Realn do Realk. Derivace ∂vf(x) je vlastní, právì kdy¾ existuje
lineární reálná funkce L(λ) = λ · w, kde λ ∈ Real, w ∈ Realk, pro kterou platí,
¾e

f(x+ λv)− f(x)− L(λ) = o(‖λv‖), λ→ 0.

V takovém pøípadì je w = ∂vf(x).

Dùkaz. Zleva doprava plyne tvrzení ihned z druhého bodu lemmatu 16. Pøed-
pokládejme tedy, ¾e platí pravá strana ekvivalence. Pro v = 0 platí levá strana
triviálnì. Nech» tedy dále v 6= 0. Z pravé strany snadným výpoètem ihned odvo-
díme, ¾e pro v¹echna α ∈ Mon◦(0) platí

w
.
=
f(x+ αv)− f(x)

α
.

Proto¾e w je antický, je tedy z de�nice roven ∂vf(x), která tedy existuje a je
vlastní.

�

Derivace dle rùzných vektorù funkce v bodì spolu obecnì nesouvisí. My se
nyní zamìøíme na speciální pøípad, kdy spolu souvisí, a to tak, ¾e funkce ∂. f(x)
chápaná jako ∂. f(x) : v 7→ ∂v f(x) bude antická lineární. Speciálnì derivace dle
v¹ech vektorù budou vlastní.

De�nice 19. Nech» x ∈ Realn a f je antická reálná funkce z Realn do Realk

de�novaná na Mon(x). Øekneme, ¾e antická lineární funkce ∂f(x) : Realn →
Realk je derivace funkce f v bodì x, jestli¾e platí pro ka¾dé α ∈ Monn(0)
existuje β ∈ Monk×n(0) takové, ¾e

f(x+ α)− f(x)− ∂f(x)(α) = β · α.

Matici k × n linearní funkce ∂f(x) v takovém pøípadì znaèíme [∂f(x)] a na-
zýváme ji Jacobiho matice funkce f v bodì x.

V¹imnìme si, ¾e z de�nice malého o mù¾eme v de�nici derivace funkce f
v bodì x prostì psát, ¾e

f(x+ v)− f(x)− ∂f(x)(v) = o(v), v → 0.

25



Poznámka. Z tvrzení 17 a lemmatu 15 ihned vidíme, ¾e existuje-li derivace funkce
f v bodì x, pak funkce derivace f podle vektoru v bodì x chápaná jako ∂. f(x) :
v 7→ ∂vf(x) je de�novaná na celém Realn, je lineární a dokonce pro ka¾dé v ∈
Realn je ∂vf(x) = ∂f(x)(v).

Nech» (i, j) ∈ {1, . . . , k}×{1, . . . , n}. Pak lze (i, j)-tou slo¾ku Jacobiho matice
vyjádøit jako

[∂f(x)](i,j) = ∂jf
i(x).

V¹imnìme si, ¾e existuje-li derivace funkce, pro její urèení (a tedy i urèení jejích
derivací podle v¹ech vektorù) staèí znát v¹echny její parciální derivace.

Poznámka. V¹imnìme si také, ¾e limita funkce v bodì, malé o funkce v bodì,
parciální derivace, derivace podle vektoru i derivace funkce v bodì jsou lokální
vlastnosti.

Existují-li v¹echny parciální derivace funkce f v bodì x vlastní a dokonce je-li
funkce ∂. f(x) : v 7→ ∂vf(x) lineární a de�novaná na celém Realn, neznamená to
je¹tì, ¾e existuje derivace funkce f v bodì x.

Pøíkladem budi¾ funkce g : Real2 → Real de�novaná funkèní hodnotou 1
na tøídì {(x, y) ∈ Real2 \ {(0, 0)} : x2 = y} a v¹ude jinde jako 0. Poèítáme-
li derivaci funkce g podle vektoru v ∈ Real2 v bodì (0, 0), chceme z de�nice

spoèítat pro libovolné α ∈ Mon(0) výraz Proj
(
g(α·v)
α

)
, jemu¾ se pak ona derivace

rovná. V¹imnìme si ale, ¾e souèin α · v nemù¾e být nikdy roven (β, β2) pro ¾ádné
β ∈ Mon1

◦(0).7 Proto g(α · v) = 0, tedy ∂vg((0, 0)) = 0.
Poèítáme-li derivaci ∂g((0, 0)), mìla by se, pokud existuje, rovnat nulové li-

neární funkci. Z de�nice derivace tedy musí platit, ¾e pro ka¾dé α ∈ Mon((0, 0))
existuje β ∈ Mon1×2(0), ¾e g(α) = β · α. Zvolíme-li ale α := (γ, γ2) pro libovolné
γ ∈ Mon1

◦(0), bude platit

1 = g(α) = β · α ∈ Mon(0),

co¾ je zøejmì spor. Derivace ∂g((0, 0)) tedy neexistuje.

Pøímo z de�nic snadno doká¾eme následující tvrzení.

Vìta 18 (Ekvivalentní de�nice derivace). Nech» x ∈ Realn a f je antická reálná
funkce z Realn do Realk de�novaná na Mon(x). Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní.

(i) Existuje ∂f(x).

(ii) Existuje L : Realn → Realk antická lineární funkce taková, ¾e

lim
v→ 0

f(x+ v)− f(x)− L(v)

‖v‖
= 0.

7Nech» v = (a, b) ∈ Real2\{(0, 0)}. Zøejmì mù¾eme pøedpokládat α 6= 0. Doká¾eme sporem:
kdyby α · v = (α · a, α · b) = (β, β2), pak porovnáním slo¾ek zjistíme, ¾e b = a · β ∈ Mon(0).
V tom pøípadì ale v = (0, 0).
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(iii) Existuje A : Realn → Realk antická a�nní funkce taková, ¾e

A(x) = f(x) a lim
y→x

f(y)− A(y)

‖y − x‖
= 0.

V pøípadì, ¾e platí libovolný z pøedchozích bodù, je nutnì L = ∂f(x) a A(y) =
f(x) + ∂f(x)(y − x).

Poznámka. Chceme-li dokázat existenci ∂f(x) pomocí nìjaké z pøedchozích pod-
mínek, v¹imnìme si, ¾e hledané L nutnì splòuje L(ei) = ∂if(x). Staèí tedy ovìøit,
zda podmínka platí pro takto de�novanou lineární funkci L.

Dùkaz. Ekvivalence prvních dvou bodù plyne z de�nice derivace, z tvrzení 14
a lemmatu 15. Pokud platí bod (ii), volbou A(y) = f(x)+L(y−x) a dosazením do
limity za v = y− x dostaneme ihned platnost (iii). Platí-li naopak (iii), volbou L
jako lineární funkci tak, aby A(y) = A(x)+L(y−x), vidíme díky A(x) = f = (x),
¾e A(y) = f(x) + L(y − x), a dosazením do limity za y = x+ v dostaneme ihned
platnost (ii).

�

Úmluva. Pokud tvrdíme, ¾e existuje ∂f(x) (resp. ∂if(x)), míníme tím automa-
ticky, ¾e výraz ∂f(x) (resp. ∂if(x)) má smysl, tj. jsou splnìny v¹echny pøedpoklady
na¹í de�nice. Znamená to, ¾e x ∈ Realn a f je antická reálná funkce z Realn do
Realk de�novaná na Mon(x).

?

V klasické literatuøe se pro reálné funkce do Real námi de�novaná derivace
funkce v bodì zpravidla nazývá totální diferenciál.8 A¾ pro vy¹¹í rozmìr se volí
název derivace. Zvolili jsme název derivace rovnou, abychom si mohli vyhradit
termín diferenciál pro jiný pojem | pojem, který souvisí s nekoneènì malou
diferencí. Roz¹íøíme de�nici ze str. 201 (Vopìnka, 2011a) následujícím zpùsobem.

Pracujme s pevnì danou plnou n-rozmìrnou møí¾í R̂n. Nech» je zadán bod
x = (x1, . . . , xn) ∈ R̂n. Oznaème dx = (dx1, . . . , dxn) ∈ R̂n takový bod, ¾e xi+dxi

je horní soused bodu xi na R̂ pro ka¾dé i. Diferenciál funkce f v bodì x pak
de�nujeme jako

df(x) := ∂f(x)(dx) = ∂1f(x) · dx1 + . . . ∂nf(x) · dxn.

Nahlí¾íme-li na x jako na funkci identity id(x) = x, lze vidìt dx i jako diferen-
ciál funkce id v bodì x. Zøejmì mù¾eme zobecnit diferenciál funkce f v bodì x
pro libovolné α ∈ Monn(0) jako df(x)(α) := ∂f(x)(α).

De�nujeme-li je¹tì podobným zpùsobem u¾iteènou znaèku diference funkce f
v bodì x ve smìru v jako ∆vf(x) = ∆f(x)(v) := f(x + v) − f(x), mù¾eme pøi
práci s møí¾í R̂n opìt de�novat diferenci funkce f v bodì x jako

∆f(x) := ∆dxf(x) = f(x+ dx)− f(x).

V¹imnìme si, ¾e pokud má funkce f v bodì x derivaci, existují z de�nice
derivace èísla αi ∈ Mon(0) pro v¹echna i ∈ {1, . . . , n} taková, ¾e

df(x)−∆f(x) = α1 · dx1 + . . . αn · dxn.
8Viz str. 52 (Zajíèek, 2007).
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3.5 Lagrangeova vìta o pøírùstku funkce

Uvedeme nyní pøímé dùkazy rùzných verzí Lagrangeovy vìty o pøírùstku
funkce pro funkce více promìnných. Následující základní verzi doká¾eme pro ilu-
straci pøímo z de�nic.9 Tuto vìtu formulujeme ve svìtì A.

Vìta 19 (Lagrangeova vìta o pøírùstku funkce dle vektoru). Nech» x, y ∈ Realn

a f je reálná funkce z Realn do Real. Oznaème v := (y − x). Pøedpokládejme,
¾e existuje ∂vf vlastní na xy. Pak existuje bod z ∈ xy takový, ¾e

∂vf(z) = f(y)− f(x) = ∆vf(x).

Dùkaz. Nejdøíve si uvìdomme, ¾e je-li x = y, je tvrzení triviálnì splnìno. Nech»
dále x 6= y. De�nujme reálnou funkci w(t) := x + t · v pro t ∈ Real. Z de�-
nice vidíme, ¾e pro libovolné t ∈ [0, 1] platí ∂vf(w(t)) = (f ◦ w)′(t), a proto¾e
(f ◦ w)′(t) ∈ Real, je f ◦ w spojitá v bodì t. Zøejmì také (f ◦ w)(0) = f(x)
a (f ◦ w)(1) = f(y).10

De�nujme lineární reálnou funkci L(t) := (f(y)− f(x))t+ f(x) pro t ∈ Real.
Tato funkce má vlastnost L(0) = f(x) a L(1) = f(y). Omezíme-li nyní obì
funkce w a L na mno¾inu [0, 1]∩R̂, vzniknou nám jejich mno¾inové verze. Existuje
tedy t0 ∈ [0, 1]∩ R̂ takové, ¾e |(f ◦w)(t0)−L(t0)| je maximální. Pøedpokládejme
dále, ¾e èíslo (f ◦w)(t0)−L(t0) je kladné. Kdyby bylo záporné, dùkaz by probíhal
stejnì, jen s opaènými nerovnostmi; kdyby bylo nulové, je tvrzení triviálnì splnìno
pro libovolný bod z ∈ xy.

Pøedpokládejme dále, ¾e t0 je antické, nebo» polo¾íme-li t̂0 = Proj(t0), bude
z její spojitosti t̂0 maximalizovat f ◦w−L na antickém, tedy i klasickém, intervalu
[0, 1]. Pracovali bychom tedy místo s t0 s t̂0. Dále vidíme, ¾e dokonce t0 ∈ (0, 1),
nebo» pro nìj pøedpokládáme, ¾e (f ◦ w)(t0)− L(t0) je nenulové.

Nech» α ∈ Mon1
◦(0) je libovolné. Zøejmì platí

(f ◦ w)(t0 + α)− L(t0 + α)− ((f ◦ w)(t0)− L(t0)) ≤ 0.

Proto¾e (L(t0 + α)− L(t0))/α = ∆vf(x), plyne z pøedchozí nerovnosti, ¾e

(f ◦ w)(t0 + α)− (f ◦ w)(t0)

α
≤ ∆vf(x) pro α > 0

a
(f ◦ w)(t0 + α)− (f ◦ w)(t0)

α
≥ ∆vf(x) pro α < 0.

Proto¾e existuje (f ◦w)′(t0) vlastní a projekce levých stran pøedchozích dvou
nerovností jí musí být rovny, vidíme ihned, ¾e (f ◦ w)′(t0) = ∆vf(x).11

�

Následující zobecnìní Lagrangeovy vìty se hodí zformulovat v øeèi monád.
Díky pøekladovým pravidlùm snadno nahlédneme, ¾e je to trochu slab¹í verze
vìty 2.19 (Zajíèek, 2007).

9Vìta je jen pøímým zobecnìním Lagrangeovy vìty o pøírùstku funkce uvedené na str. 179
(Vopìnka, 2011a).

10V tuto chvíli se mù¾eme odvolat na jednorozmìrnou verzi Lagrangeovy vìty o pøírùstku
funkce ze str. 179 (Vopìnka, 2011a) aplikovanou na funkci f ◦ w a jsme hotovi.

11V¹imnìme si, ¾e zde bez vìt¹ích zmínek u¾íváme tvrzení III.2.23 (Vopìnka, 2011a).
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Vìta 20 (Lagrangeova vìta o pøírùstku funkce na monádì). Nech» z ∈ Realn a f
je antická reálná funkce z Realn do Real de�novaná na Mon(z). Nech» ∂if jsou
vlastní na Mon(z) pro v¹echna i ∈ {1, . . . , n}. Pak pro v¹echna x, y ∈ Mon(z)
existují ξ1, . . . , ξn ∈ Mon(z) takové, ¾e platí

f(y)− f(x) =
n∑
i=1

(yi − xi) ∂if(ξi).

Dùkaz. Oznaème α := y−x ∈ Monn(0). Hledáme tedy body ξi takové, aby platilo
f(x+α)− f(x) =

∑n
i=1 α

i∂if(ξi). Oznaèíme-li x̂i := x+
∑i

j=1 α
jej, v¹imnìme si,

¾e platí

f(x+ α)− f(x) =
n∑
i=1

(f(x̂i)− f(x̂i−1)).

Proto¾e pro libovolné i ∈ {1, . . . , n} je x̂i − x̂i−1 = αiei, z lemmatu 16
platí ∂x̂i−x̂i−1

f = αi · ∂if na Mon(z). Derivace podle vektoru ∂x̂i−x̂i−1
f je tedy

vlastní speciálnì v¹ude na úseèce x̂i−1x̂i. Jsou tedy splnìny pøedpoklady vìty 19
ve svìtì C a existuje ξi takové, ¾e platí

f(x̂i)− f(x̂i−1) = ∂x̂i−x̂i−1
f(ξi) = αi · ∂if(ξi).

Dosazením do pøedchozí rovnosti získáme, co jsme chtìli.
�

3.6 Souvislosti derivace a parciálních derivací
funkce v bodì

Následuje nìkolik velmi u¾iteèných vìt formulovaných ve svìtì A souvisejících
s existencí derivace reálné funkce v bodì. Jednoduchostí jejich dùkazù chceme
demonstrovat u¾iteènost na¹í de�nice.

Vìta 21. Nech» f je reálná funkce z Realn do Realk a nech» existuje ∂f(x). Pak
funkce f je spojitá v bodì x.

Dùkaz. Nech» y ∈ Mon(x) je libovolné. Z de�nice derivace dosazením za α = y−x
platí

f(y) = f(x) + ∂f(x)(y − x) + β · (y − x),

kde β ∈ Mon(0). Z linearity a ze spojitosti ∂f(x) v nule je zøejmì ∂f(x)(y−x) +
β · (y − x) ∈ Mon(0). Platí tedy f(y)

.
= f(x) pro v¹echna y ∈ Mon(x), co¾ jsme

chtìli dokázat.
�

29



Vìta 22. Nech» f je reálná funkce z Realn do Realk a nech» ∂if je spojitá
v bodì x pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n}. Pak existuje ∂f(x).

Dùkaz. Zvolme j ∈ {1, . . . , k} a α ∈ Monn(x) libovolnì. Z pøedpokladu spojitosti
∂if

j v bodì x pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n} víme, ¾e ∂if j je vlastní na Mon(x). Pro
reálnou funkci f j jsou tedy splnìny pøedpoklady vìty 20 pro dvojici bodù x
a x+ α. Platí tedy

f j(x+ α)− f j(x) =
n∑
i=1

αi · ∂if j(ξji )

pro nìjaké ξj1, . . . , ξ
j
n ∈ Mon(x). Oznaème matici β(j,i) := ∂if

j(ξji ) − ∂if j(x).
Ze spojitosti ∂if j zøejmì platí β ∈ Monk×n(0). Dostaneme tedy

f(x+ α)− f(x)−
n∑
i=1

αi∂if(x) = β · α.

Reálná funkce L(v) :=
∑n

i=1 v
i · ∂if(x) je lineární a z vìty 18 je L = ∂f .

�

Vìta 23 (O derivaci slo¾ené funkce). Nech» f je reálná funkce z Realn do Realk

a g je reálná funkce z Realk do Reall. Nech» existují ∂f(x) a ∂g(f(x)). Pak
existuje ∂(g ◦ f)(x) a platí

∂(g ◦ f)(x) = ∂g(f(x)) ◦ ∂f(x).

Dùkaz. Proto¾e ∂g(f(x)) ◦ ∂f(x) je zøejmì lineární, zbývá ovìøit, ¾e pro libovolné
α ∈ Monn(0) existuje β ∈ Monl×n(0) takové, ¾e

(g ◦ f)(x+ α)− (g ◦ f)(x)− (∂g(f(x)) ◦ ∂f(x)) (α) = β · α.
Z existence derivací ∂f(x), ∂g(f(x)) a spojitosti f v bodì x dále oznaème

βf ∈ Monk×n(0), βg ∈ Monl×k(0) takové, ¾e platí

f(x+ α)− f(x)− ∂f(x)(α) = βf · α,
g (f(x) + (f(x+ α)− f(x)))− g(f(x))− ∂g(f(x))(f(x+ α)− f(x)) =

= βg · (f(x+ α)− f(x)).

U¾ijeme-li zápisu derivace pomocí Jacobiho matice [∂f(x)], platí

f(x+ α)− f(x) = (βf + [∂f(x)]) · α.

Pouhou úpravou výrazu a vyu¾itím linearity derivace dostaneme, ¾e platí

(g ◦ f)(x+ α)− (g ◦ f)(x)− (∂g(f(x)) ◦ ∂f(x)) (α) = . . .

. . . = (βg · (βf + [∂f(x)]) + [∂g(f(x))] · βf ) · α.

Hledané β := βg · (βf + [∂f(x)]) + [∂g(f(x))] · βf zøejmì le¾í v Monl×n(0).
�
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3.7 Funkce tøídy Cp

V této kapitole uká¾eme nìkolik základních výsledkù pro vícenásobné derivo-
vání a de�nujeme si pojem hladkosti funkce v bodì.

Nech» f je antická reálná funkce a x, v, w ∈ Realn. Uvìdomme si nejdøíve,
¾e pro antickou reálnou funkci f , která má v¹echny derivace podle vektoru v
na Mon(x) vlastní, tj. existuje reálná funkce ∂vf na Mon(x), má smysl de�novat
derivaci funkce ∂vf podle vektoru w v bodì x (resp. ve smyslu funkce na Mon(x)).
Tu pak oznaèujeme ∂w∂vf(x) (resp. jako funkci ∂w∂vf). Øíkáme pak, ¾e ∂w∂vf je
parciální derivace funkce f podle vektorù v, w øádu 2. Podobnì bychom
pro libovolné p ∈ FN de�novali derivaci funkce podle vektorù øádu p.

V pøípadì, ¾e bychom chtìli psát nìkolikrát za sebou derivaci podle stejného
vektoru v, zapisujeme pak zkrácenì napø. ∂2

vf místo ∂v∂vf .

Poznámka. Tato de�nice platí zøejmì i speciálnì pro parciální derivace funkce f .

De�nice 20. Nech» x ∈ Realn a f je antická reálná funkce de�novaná na
Mon(x). Øekneme, ¾e f je tøídy Cp v bodì x pro p ∈ FN, jestli¾e v¹echny
parciální derivace funkce f øádu p jsou spojité v bodì x.

Speciálnì f je tøídy C0 v bodì x, pokud f je spojitá v bodì x.
Øekneme, ¾e f je tøídy C∞ v bodì x, jestli¾e pro ka¾dé p ∈ FN je f tøídy Cp

v bodì x. Takovou funkci f také nazýváme hladkou v bodì x.

Pøedpokládáme-li, ¾e f je tøídy Cp+1 v bodì x, znamená to nutnì ze spojitosti
parciálních derivací funkce f øádu p+ 1 v bodì x, ¾e jsou tyto parciální derivace
vlastní na Mon(x). Zároveò z vìty 22 víme, ¾e existuje derivace v¹ech parciálních
derivací funkce f øádu p v bodì x. Z vìty 21 tedy speciálnì máme, ¾e f je tøídy Cp

v bodì x.

Tvrzení 24 (O zámìnì dvou parciálních derivací). Nech» x ∈ Realn, f je antická
reálná funkce z Realn do Realk a i, j ∈ {1, . . . , n} jsou pevné. Pokud platí, ¾e
funkce ∂i∂jf a ∂j∂if jsou spojité v bodì x, pak platí ∂i∂jf(x) = ∂j∂if(x).

Dùkaz. Nejdøíve si uvìdomme, ¾e mù¾eme pøedpokládat, ¾e funkce f je z Realn

do Real, nebo» trvzení lze dokázat pro ka¾dou slo¾ku f zvlá¹».
V¹imnìme si také, ¾e z pøedpokladù spojitosti parciálních derivací v bodì x

plyne, ¾e jsou vlastní na Mon(x). To také znamená, ¾e pro nekoneènì malé vektory
ve smìru kanonických vektorù ei, ej jsou splnìny pøedpoklady Lagrangeovy vìty
19 ve svìtì C o pøírùstku funkcí f, ∂if a ∂jf na v¹ech úseèkách v Mon(x).

Nech» αi, αj ∈ Mon1
◦(0) jsou libovolné. Pøipomeòme, ¾e pro libovolnou funkci g

de�nujeme diferenci g ve smìru v v bodì y jako ∆vg(y) := g(y+v)−g(y) a mù¾eme
ji nahlí¾et jako funkci promìnné y. V¹imnìme si nyní, ¾e platí

∆αiei∆αjejf(x) = ∆αjej∆αieif(x).

Z vìty 19 a vìty 23 postupnou aplikací na obì strany rovnosti dostaneme, ¾e
existují ξ1, ξ2 ∈ Mon(x) takové, ¾e

αiαj · ∂i∂jf(ξ1) = ∆αiei∆αjejf(x) = ∆αjej∆αieif(x) = αiαj · ∂j∂if(ξ2).
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Proto¾e αi, αj byla libovolná nenulová èísla a proto¾e funkce ∂i∂jf , ∂j∂if jsou
spojité v bodì x, máme

∂i∂jf(x)
.
= ∂i∂jf(ξ1) = ∂j∂if(ξ2)

.
= ∂j∂if(x).

Nebo» ∂i∂jf(x) a ∂j∂if(x) jsou antická, musí nutnì ∂i∂jf(x) = ∂j∂if(x).
�

V¹imnìme si, ¾e pøedchozí vìtu lze snadno zobecnit pro vektory a pro øád p.

Vìta 25. Nech» x ∈ Realn, f je antická reálná funkce z Realn do Realk

a q ∈ FN, q ≤ p ∈ FN ∪ {∞}. Nech» dále v1, . . . , vq ∈ Realn. Pokud platí, ¾e
funkce f je tøídy Cp v bodì x, pak pro výpoèet ∂v1 . . . ∂vqf(x) nezále¾í na poøadí
operací ∂v1 , . . . , ∂vq .

Následuje vìta, kterou budeme bez dal¹ích odkazù dále pou¾ívat.

Vìta 26 (O skládání funkcí tøídy Cp na monádì). Nech» x ∈ Realn, f je reálná
funkce z Realn do Realk, g je reálná funkce z Realk do Reall a p ∈ FN∪{∞}.
Pokud f je tøídy Cp na Mon(x) a g je tøídy Cp na Mon(f(x)), pak g◦f je tøídy Cp

na Mon(x).

Dùkaz. Mù¾eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¾e l = 1, nebo» trvzení lze
dokázat pro ka¾dou slo¾ku funkce g ◦ f zvlá¹».

V pøípadì p = 0 plyne vìta ihned z tvrzení 11. V pøípadì p = 1 z vìty 22
a vìty 23 v libovolném bodì y ∈ Mon(x) pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n} platí

∂i(g ◦ f)(y) =
k∑
j=1

∂kg(f(y)) · ∂ifk(y)

a z tvrzení 10 je zøejmì funkce promìnné y na pravé stranì rovnosti spojitá
v bodì y. Tedy i ∂i(g ◦ f) je spojitá v bodì y. Vidíme tedy, ¾e g ◦ f je tøídy Cp

v libovolném bodì y, tedy na Mon(x).
Pøípad p > 1, p ∈ FN doká¾eme indukcí. Pøedpokládejme tedy, ¾e vìta platí

pro p − 1. Chceme ukázat, ¾e pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n} je ∂i(g ◦ f) tøídy Cp−1

v libovolném bodì y ∈ Mon(x). Proto¾e pro tuto funkci promìnné y ale zøejmì
platí stejná rovnost jako v èásti dùkazu pro p = 1 a z indukèního pøedpokladu je
v této rovnosti funkce vpravo zøejmì tøídy Cp−1 v bodì y, jsme hotovi.

�

3.8 Vìta o implicitní funkci

Doká¾eme nejdøíve následující lemma, které pro jednoduchost zápisu zfor-
mulujeme pomocí monád. Z pøekladových pravidel lze samozøejmì zformulovat
pøíslu¹nou verzi ve svìtì A.

Lemma 27 (Slabá vìta o implicitní funkci spojité v bodì). Nech» (a, b) =
(a1, . . . , an, b) ∈ Realn+1 a g je antická reálná funkce z Realn+1 do Real de-
�novaná na Mon(a, b). Nech» dále platí
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(i) g(a, b) = 0,

(ii) ∂n+1g(a, b) 6= 0,

(iii) ∂n+1g je spojitá na Mon(a, b),

(iv) g je spojitá v (a, b).

Pak existuje antická reálná funkce f de�novaná na Mon(a) taková, ¾e pro
v¹echna (x, y) ∈ Mon(a, b) platí

f(x) = y ⇔ g(x, y) = 0.

Navíc platí, ¾e f je spojitá v bodì a.

Dùkaz. Proto¾e g je antický objekt a podmínka g(x, y) = 0 je antická, staèí
z vìty 6 o de�nici antické reálné funkce na monádì ukázat, ¾e pro ka¾dé x ∈
Mon(a) existuje právì jedno y ∈ Mon(b) takové, ¾e g(x, y) = 0. Spojitost de�no-
vané funkce f v bodì a je z de�nice zøejmá.

Nech» x ∈ Mon(a) je libovolné. Oznaème h = g(x, ·) klasickou reálnou funkci
z Real do Real takovou, ¾e h(t) := g(x, t). Zøejmì h je de�novaná na Mon(b),
h(b)

.
= 0 (z bodù (i) a (iv)) a existuje r ∈ Real \ {0} takové, ¾e h′ .= r na Mon(b)

(z bodù (ii) a (iii)). Funkce h je tedy spojitá na Mon(b).
Doka¾me nejdøíve existenci. V pøípadì, ¾e h(b) = 0, jsme hotovi. Pøedpoklá-

dejme dále, ¾e h(b) 6= 0. Nech» α ∈ Mon(0) je libovolné. Z Lagrangeovy vìty 19
aplikované na funkci h a body b, b+ α ve svìtì C máme, ¾e existuje ξα ∈ Mon(b)
takové, ¾e

h(b+ α) = α · h′(ξα) + h(b).

Volbou α := |2h(b)/r| ∈ Mon(0) z pøedchozí rovnosti snadným výpoètem plyne,
¾e h(b− α) a h(b+ α) mají opaèná znaménka. Díky spojitosti h na [b− α, b+ α]
z Bolzanovy vìty 12 o mezihodnotì plyne, ¾e existuje y ∈ [b−α, b+α] ⊆ Mon(b)
takové, ¾e 0 = h(y) = g(x, y).

Pro dùkaz jednoznaènosti pøedpokládejme, ¾e existuje ŷ ∈ Mon(b) takové, ¾e
h(ŷ) = 0. Z Lagrangeovy vìty 19 aplikované na funkci h a body y, ŷ ve svìtì C
existuje ϑ ∈ Mon(b) takové, ¾e

0 = h(ŷ)− h(y) = (ŷ − y) · h′(ϑ).

Proto¾e h′(ϑ) je v¾dy nenulové, nutnì platí ŷ = y.
�

Poznámka. Zformulujeme-li pøedchozí lemma ve svìtì A, je její tradièní dùkaz
podobnì dlouhý. Lze jej nalézt napøíklad na str. 105-106 (Zajíèek, 2007), a proto
jej zde nebudeme uvádìt. Ná¹ dùkaz je zajímavý tím, ¾e se oproti tradiènímu
pøístupu zcela vyhneme práci s okolími bodù. Místo toho pracujeme na monádì
a jádrem dùkazu je ukázat, ¾e dostateènì rychle (s kladnou antickou derivací)
rostoucí spojitá klasická funkce projde v¹emi body monády, speciálnì i její pro-
jekcí.
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Lemma 28 (Slabá vìta o implicitní funkci s derivací v bodì). Nech» (a, b) =
(a1, . . . , an, b) ∈ Realn+1 a g je antická reálná funkce z Realn+1 do Real de�no-
vaná na Mon(a, b). Nech» dále platí

(i) g(a, b) = 0,

(ii) ∂n+1g(a, b) 6= 0,

(iii) ∂n+1g je spojitá na Mon(a, b),

(iv) Existuje ∂g(a, b).

Pak existuje antická reálná funkce f de�novaná na Mon(a) taková, ¾e pro
v¹echna (x, y) ∈ Mon(a, b) platí

f(x) = y ⇔ g(x, y) = 0.

Navíc platí, ¾e existuje ∂f(a) a ∂if(a) = − ∂ig(a,b)
∂n+1g(a,b)

pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n}.

Dùkaz. Proto¾e z bodu (iv) dle vìty 21 plyne, ¾e g je spojitá v bodì (a, b), jsou
splnìny v¹echny pøedpoklady lemmatu 27 a existuje tedy funkce f spojitá v bodì
a taková, ¾e pro v¹echna (x, y) ∈ Mon(a, b) platí f(x) = y ⇔ g(x, y) = 0.

Z existence ∂g(a, b) podle vìty 18 pro libovolné α ∈ Monn+1(0) existuje
β ∈ Monn+1(0) takové, ¾e g((a, b) + α) − g(a, b) − ∂g(a, b)(α) = βT · α. Uva-
¾ujme libovolnou nekoneènì malou zmìnu o γ ∈ Monn(0) v bodì a. Zvolme
α := (γ, f(a + γ) − f(a)), tj. tak, aby platilo g((a, b) + α) = g(a, b) = 0. Zøejmì
α ∈ Monn+1(0), nebo» f je spojitá v bodì a. Dostaneme tedy rovnost

−
n∑
i=1

∂ig(a, b)·γi− ∂n+1g(a, b)·(f(a+γ)−f(a)) =
n∑
i=1

βi·γi+βn+1·(f(a+γ)−f(a)).

Po úpravì získáme

f(a+ γ)− f(a) +
n∑
i=1

∂ig(a, b) + βi

∂n+1g(a, b) + βn+1
· γi = 0.

V¹imnìme si, ¾e rovnici jsme mohli dìlit výrazem ∂n+1g(a, b) + βn+1, nebo»
∂n+1g(a, b) je nenulové antické reálné èíslo. Zøejmì také pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n}
existuje δi ∈ Mon1(0) takové, ¾e

∂ig(a, b) + βi

∂n+1g(a, b) + βn+1
=

∂ig(a, b)

∂n+1g(a, b)
+ δi

Existuje tedy δ := (δ1, . . . , δn) ∈ Monn(0) takové, ¾e

f(a+ γ)− f(a)−
n∑
i=1

(
− ∂ig(a, b)

∂n+1g(a, b)

)
· γi = δT · γ,

tedy z de�nice existuje ∂f(a) a zøejmì

∂if(a) = − ∂ig(a, b)

∂n+1g(a, b)
.

�
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Vìta 29 (Slabá vìta o implicitní funkci tøídy Cp na monádì). Nech» p ∈ FN ∪
{∞}. Nech» (a, b) = (a1, . . . , an, b) ∈ Realn+1 a g je antická reálná funkce z
Realn+1 do Real de�novaná na Mon(a, b). Nech» dále platí

(i) g(a, b) = 0,

(ii) ∂n+1g(a, b) 6= 0,

(iii) ∂n+1g je spojitá na Mon(a, b),

(iv) g je tøídy Cp na Mon(a, b).

Pak existuje antická reálná funkce f de�novaná na Mon(a) taková, ¾e pro
v¹echna (x, y) ∈ Mon(a, b) platí

f(x) = y ⇔ g(x, y) = 0.

Navíc platí, ¾e f je tøídy Cp na Mon(a).

Dùkaz. Zaènìme pøípadem p = 0. Lemma 27 nám ihned zaruèuje existenci f a její
spojitost v bodì a. Nech» â ∈ Mon(a) a oznaème b̂ := f(â). V¹imnìme si, ¾e pro
reálnou funkci g platí, ¾e g(â, b̂) = 0 i ∂n+1g(â, b̂) 6= 0. Pro bod (â, b̂) a funkci g
jsou splnìny pøedpoklady lemmatu 27 formulovaného ve svìtì C, existuje tedy
reálná funkce f̂ spojitá v bodì â. Proto¾e na monádì bodu â jsou funkce f̂ a f
toto¾né 12 a spojitost funkce v bodì je lokální vlastnost, ze spojitosti f̂ v bodì â
plyne díky tvrzení 9 i spojitost f v bodì â.

V pøípadì p = 1 je zøejmì splnìn i pøípad p = 0. Pro dùkaz, ¾e ∂if(â) =

− ∂ig(â,f(â))
∂n+1g(â,f(â))

postupujeme obdobnì jako v pøedchozím pøípadì, uvìdomíme-li si,
¾e díky vìtì 22 jsou ihned splnìny pøedpoklady lemmatu 28 a ¾e existence vlastní
parciální derivace funkce v bodì i její velikost je lokální vlastnost. Spojitost ∂if
v bodì â plyne ze zøejmé spojitosti funkce − ∂ig(â,f(â))

∂n+1g(â,f(â))
v bodì â.

Pøípad p > 1, p ∈ FN uká¾eme indukcí. Nech» V (q) je tvrzení, ¾e f je tøídy
Cq na Mon(a). Z pøedchozí èásti dùkazu zøejmì V (1) platí. Pøedpokládejme nyní,
¾e pro nìjaké q < p platí V (q). Platí tedy, ¾e f je tøídy Cq na Mon(a). Zároveò
pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n+ 1} je funkce ∂ig tøídy Cq na Mon(a, b). Z pøedpisu pro
výpoèet parciálních derivací f jsou zøejmì i ∂if tøídy Cq na Mon(a), tedy f je
tøídy Cq+1 na Mon(a), tj. platí V (q + 1). Proto¾e vìta platí pro ka¾dé p ∈ FN,
platí z de�nice i pro p =∞.

�

12Pøi formulaci lemmatu 27 ve svìtì C se zde nabízejí dvì základní mo¾nosti, jak ji nahlí¾et.
První mo¾ností je pou¾ít pøekladová pravidla a zformulovat tak celé lemma pouze prostøedky

svìta A. Díky zákonùm expanze toto lemma platí i ve svìtì C a tak ho pou¾ijeme. V tomto
pøípadì není tì¾ké ovìøit i zbylé pøedpoklady vìty. Z jejího závìru pak díky vìtì 7 plyne existence
funkce f̂ , která je de�novaná podmínkou g = 0 na nìjakém Bδ(â) × B∆(b̂), které za na¹ich
pøedpokladù bude obsa¾eno v Mon(a, b). Toto¾nost f̂ na tomto okolí s f plyne ihned.
Druhou mo¾ností je si uvìdomit, ¾e pokud mluvíme v lemmatu 27 platném ve svìtì C o mo-

nádì, myslíme tím takovou tøídu nekoneènì blízkých bodù, která vznikne a¾ pøi expanzi svìta
C do nìjakého svìta D. Toto¾nost funkcí f̂ a f tedy ovìøujeme na monádì bodu â ve svìtì D.
Ta platí, jeliko¾ jsou de�novány stejnou funkcí g, která je antická a kterou rozepneme nejdøíve
do svìta C a pak je¹tì jednou do svìta D.
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Vìta 30 (Vìta o implicitní funkci tøídy Cp na monádì). Nech» p ∈ FN ∪ {∞},
p ≥ 1. Nech» (a, b) := (a1, . . . , an, b1, . . . , bk) ∈ Realn+k a g je antická reálná
funkce z Realn+k do Realk de�novaná na Mon(a, b). Nech» dále platí

(i) g(a, b) = 0,

(ii) ∂g(a, ·)(b) je bijekce,13

(iii) g je tøídy Cp na Mon(a, b).

Pak existuje antická reálná funkce f de�novaná na Mon(a) taková, ¾e pro
v¹echna (x, y) ∈ Mon(a, b) platí

f(x) = y ⇔ g(x, y) = 0.

Navíc platí, ¾e f je tøídy Cp na Mon(a).

Dùkaz. Bez újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e [∂g(a, ·)(b)] je jednotková
matice. Pokud by tomu tak nebylo, oznaème lineární bijekci L := ∂g(a, ·)(b)
a de�nujme ĝ := L−1 ◦ g. Funkce ĝ je tøídy Cp na Mon(a, b) a navíc g(x, y) = 0
platí, právì kdy¾ ĝ(x, y) = 0. Nakonec

∂ĝ(a, ·)(b) = ∂(L−1 ◦ g(a, ·))(b) = L−1 ◦ ∂g(a, ·)(b) = id,

tedy [∂ĝ(a, ·)(b)] = [id], co¾ je jednotková matice. Dùkaz bychom pak provedli
pro ĝ.

Dùkaz provedeme indukcí dle k. Nech» V (k) oznaèuje platnost celé této vìty
pro nìjaké k ≥ 1. Je-li k = 1, máme ∂n+1g(a, b) = 1 a z vìty 29 dostaneme
okam¾itì platnost V (1).

Pøedpokládejme nyní, ¾e platí V (k) a chceme dokázat platnost V (k + 1).
Z pøedpokladù tvrzení V (k + 1) máme tedy, ¾e ∂n+k+1g(a, b) = 1, z vìty 29
existuje tedy antická reálná funkce φ tøídy Cp de�novaná na Mon(a, b1, . . . , bk)
taková, ¾e pro v¹echna (x, y) ∈ Mon(a, b) platí

φ(x, y1, . . . , yk) = yk+1 ⇔ g(x, y) = 0.

Dosazením funkce φ místo promìnné yk+1 de�nujme na Mon(a, b1, . . . , bk) no-
vou reálnou funkci h z Realn+k do Realk jako

h(x, y1, . . . , yk) := g(x, y1, . . . , yk, φ(x, y1, . . . , yk)).

Funkce h je zøejmì tøídy Cp na Mon(a, b1, . . . , bk), platí h(a, b1, . . . , bk) = 0
a pro v¹echna n+ 1 ≤ i ≤ n+ k zøejmì platí

∂ih(a, b1, . . . , bk) = ∂ig(a, b) + ∂n+k+1g(a, b) · ∂iφ(a, b1, . . . , bk).

Proto¾e ∂n+k+1g(a, b) = 0, platí, ¾e ∂h(a, ·)(b1, . . . , bk) je bijekce. Na funkci h
a bod (a, b1, . . . , bk) mù¾eme tedy pou¾ít indukèní pøedpoklad V (k) a dosta-
neme antickou reálnou funkci ψ tøídy Cp de�novanou na Mon(a) takovou, ¾e
pro v¹echna (x, y1, . . . , yk) ∈ Mon(a, b1, . . . , bk) platí

ψ(x) = (y1, . . . , yk)⇔ h(x, y1, . . . , yk) = 0.

13Této podmínce je ekvivalentní zápis det[∂g(a, ·)(b)] 6= 0, pøièem¾ reálnou funkcí g(a, ·)
myslíme funkci dle de�nice g(a, ·) : y 7→ g(a, y).
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Nyní si ji¾ jen staèí uvìdomit, ¾e funkce f(x) := (ψ(x), φ(x, ψ(x)) je antická
reálná funkce tøídy Cp de�novaná na Mon(a) taková, ¾e pro v¹echna (x, y) ∈
Mon(a, b) platí

f(x) = y ⇔ g(x, y) = 0,

tedy platí V (k + 1).
�

Poznámka. Ná¹ dùkaz není nijak nestandardní, probíhá velmi podobnì jako napø.
na str. 109-111 (Zajíèek, 2007). Je v¹ak krat¹í o v¹echny úvahy o inkluzích nej-
rùznìj¹ích okolí. V na¹em pøípadì staèí ovìøovat triviální podmínky nále¾ení do
monády, které jsou ze spojitosti v¹ech funkcí v¾dy splnìny.

3.9 Vìta o inverzní funkci

De�nice 21. Nech» p ∈ FN ∪ {∞}, p ≥ 1, x ∈ Realn a f je antická reálná
funkce z Realn do Realn. Øekneme, ¾e f je difeomor�smus tøídy Cp na
Mon(x), jestli¾e f |Mon(x) je bijekce Mon(x) na Mon(f(x)) taková, ¾e f |Mon(x)
je tøídy Cp na Mon(x) a f−1|Mon(f(x)) je tøídy Cp na Mon(f(x)).

Tato de�nice je snadno dle pøekladových pravidel ekvivalentní tradièní de�nici
difeomor�smu (na nìjakém okolí bodu x). Vìta o inverzní funkci má v¹ak v na¹í
formulaci velmi elegantní dùkaz.

Vìta 31 (Vìta o inverzní funkci). Nech» p ∈ FN ∪ {∞}, p ≥ 1, b ∈ Realn a f
je antická reálná funkce z Realn do Realn tøídy Cp na Mon(b). Pokud ∂f(b) je
bijekce, pak f je difeomor�smus tøídy Cp na Mon(b).

Dùkaz. Inverzní funkci y = f−1(x) poèítáme z rovnice g(x, y) := x− f(y) = 0 po-
mocí vìty 30 o implicitních funkcích. Oznaème a := f(b). Proto¾e platí g(a, b) = 0,
∂g(a, ·)(b) = ∂(a − f(·))(b) = −∂f(b) je bijekce a g je zøejmì tøídy Cp na
Mon(a, b), jsou splnìny pøedpoklady vìty a existuje tedy funkce f̃ tøídy Cp na
Mon(a) = Mon(f(b)) taková, ¾e pro v¹echny x ∈ Mon(f(b)), y ∈ Mon(b) platí, ¾e

f̃(x) = y ⇔ x = f(y).

Proto¾e f je de�novaná na Mon(b) a f̃ = f−1 jsou toto¾né na Mon(f(b)) je f
bijekce Mon(b) na Mon(f(b)), tedy difeomor�smus tøídy Cp na Mon(b).

�
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Dodatek

Stranou aplikace nové teorie mno¾in a polomno¾in na matematickou analýzu
je u¾iteèné zkoumat tzv. π-tøídy a σ-tøídy,14 které jsou vhodné k matematizaci
nejrùznìj¹ích neostrých jevù.

Jejich zobecnìním vzniká pøirozenì hierarchie deskriptivních tøíd, kterou Petr
Vopìnka popsal v kapitole II.9 (Vopìnka, 2011a). Jako souèást této práce je¹tì
uvádím dùkaz následujícího tvrzení.15

Vìta 32. Nech» {Xn}n∈FN je posloupnost A-tøíd. Potom⋂
{Xn}n∈FN je A-tøída.

Dùkaz. Hledáme πσ-tøídu Y takovou, ¾e
⋂
{Xn}n∈FN = dom(Y).

Nech» Xn = dom(Yn), kde Yn je πσ-tøída, tedy Yn =
⋂
k∈FN

⋃
l∈FN Y

k,l
n , kde

Y k,l
n jsou mno¾iny. Nech» w je mno¾ina obsahující v¹echny de�nièní obory a obory

hodnot Y k,l
n a nech» γ ∈ IN. Pro ka¾dé n, k, l ∈ FN nyní zavedeme pomocnou

mno¾inu
Zk,l
n =

{
〈{aβ}β∈[γ], x〉 ∈ w[γ] × w; 〈an, x〉 ∈ Y k,l

n

}
.

De�nujme Y =
⋂
n,k∈FN

⋃
l∈FN Z

k,l
n , co¾ je zøejmì πσ-tøída. Doká¾eme, ¾e Y

je na¹e hledaná tøída, tedy ¾e platí
⋂
{Xn}n∈FN = dom(Y).

Nech» nejprve x ∈
⋂
{Xn}n∈FN. Pro ka¾dé n je x ∈ Xn = dom(Yn), existuje

tedy bn ∈ w takové, ¾e 〈bn, x〉 ∈ Yn. Zøejmì pro ka¾dé n, k existuje l takové,
¾e 〈bn, x〉 ∈ Y k,l

n . Za pou¾ití tiché verze axiomu výbìru de�nujeme posloupnost
{bn}n∈FN, která je stabilní. Nech» {bβ}β∈[γ] ∈ w[γ] je její libovolné prodlou¾ení,
jeho¾ existenci zaruèuje axiom prodlou¾ení. Nyní snadno ovìøíme, ¾e pro ka¾dé
n, k existuje l takové, ¾e 〈{bβ}β∈[γ], x〉 ∈ Zk,l

n . Odtud 〈{bβ}β∈[γ], x〉 ∈ Y . Právì
jsme dokázali, ¾e x ∈ dom(Y).

Nech» naopak x ∈ dom(Y). Potom najdeme c takové, ¾e 〈c, x〉 ∈ Y . Pro ka¾dé
n, k existuje l takové, ¾e 〈c, x〉 ∈ Zk,l

n , tedy c ∈ w[γ] a je tvaru {cβ}β∈[γ], kde
〈cn, x〉 ∈ Y k,l

n . Pro ka¾dé n máme tedy 〈cn, x〉 ∈ Yn, tedy x ∈ dom(Yn) = Xn.
Ukázali jsme, ¾e x ∈

⋂
{Xn}n∈FN.

�

14Viz kapitola II.5.2 (Vopìnka, 2011a).
15Je to dùkaz tvrzení II.9.14 (Vopìnka, 2011a), který je v pramenu chybný. V¹echny pojmy,

na které se v dùkazu odkazuji a které nejsou souèástí kapitoly II.9, lze najít v tomto pramenu.
Jmenovitì tichá verze axiomu výbìru se nachází na str. 108, de�nice stabilnosti funkce na str. 75
a axiom prodlou¾ení na str. 76.
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Závìr

V této práci jsme navázali na diferenciální poèet reálných funkcí jedné pro-
mìnné zpùsobem, jak ho zavedl v Calculus In�nitesimalis Petr Vopìnka.16 Pro
reálné funkce více promìnných jsme zavedli pojem spojitosti, parciální derivace,
derivace podle vektoru a derivace funkce v bodì. Poukázali jsme na lokální cha-
rakter tìchto vlastností a ukázali jsme základní vztahy mezi nimi.

Na vìtách, jakými jsou Bolzanova vìta o mezihodnotì èi Lagrangeova vìta
o pøírùstku funkce, jsme ukázali sílu na¹í metody, kdy nahlí¾íme tyto funkce dvo-
jím zpùsobem, jednou jako nekoneèné antické funkce (chápané tradièním zpùso-
bem jako nekoneèné) a podruhé jako jejich koneèné (mno¾inové) roz¹íøení v kla-
sickém svìtì.

Formulací a dùkazem vìt o implicitní funkci a o inverzní funkci pomocí pojmu
monády ukazujeme jiný zpùsob pohledu na tyto vìty, který vystihuje jejich lo-
kální charakter pøímo a nekomplikuje jeho popis tradièním rozli¹ováním nìkolika
rùzných do sebe urèitým zpùsobem vnoøených otevøených okolí.

Na tuto práci se dá navázat dal¹ím zkoumáním podmínek, za kterých je reálná
funkce bijekcí monády bodu na monádu obrazu bodu, a to nejen funkcí antických,
ale zejména funkcí klasických, kterým jsme se zde takøka nevìnovali.

Právì pomocí analýzy klasických funkcí (jakou je napø. Diracova delta funkce)
by se dalo velmi pøispìt ke zjednodu¹ení popisu jevù, které se sna¾í modelovat
funkcionální analýza.

Také pojmu møí¾e jsme se zde dotkli jen okrajovì. Jeho dal¹ím zkoumáním
a nalézáním spojitostí vlastností klasických funkcí s jejich vlastnostmi omeze-
nými na møí¾, by se dal nejen vystavìt integrální kalkulus reálných funkcí více
promìnných, ale daly by se hledat i aplikace pro numerickou matematiku.

16Konkrétnì (Vopìnka, 2010).
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