Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Adam Raz

Infinitesimalni kalkulus funkci vice
proménnych

Katedra teoretické informatiky a matematické logiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Josef Mlcek, CSc.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Matematické struktury

Praha 2016



Prohlasuji, 7ze jsem tuto diplomovou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalSich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zédkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této
prace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Vo dne ............ Podpis autora



RAd bych z celého srdce podékoval prof. RNDr. Petru Vopénkovi, DrSc. za jeho
vielé prijeti, bezpodminec¢nou laskyplnou podporu a za inspirujici nadseni, kte-
rymi pri vSech naSich setkanich oplyval.

Také bych rad podékoval svému vedoucimu prace doc. RNDr. Josefu Mlckovi,
CSc. za otevienost a milou ochotu vést mou praci, za jeho trpélivost pti odhalo-
vani slabych mist mych texti a za cenné rady, které mi pfi nasich konzultacich
udéloval.

Mé vrelé podékovani patii i mym pratelim, zejména Mgr. Matéji Novotnému
a Mgr. Janu Vlachému, za jejich pomoc pii odhalovani chyb a za jejich nekritické
pripominky, které mi pomohly dopsat praci do této podoby.

i



Néazev prace: Infinitesimalni kalkulus funkei vice proménnych
Autor: Adam Raz
Katedra: Katedra teoretické informatiky a matematické logiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Josef Mlcéek, CSc., Katedra teoretické in-
formatiky a matematické logiky

Abstrakt: Prace navazuje na alternativni teorii mnozin a polomnozin Petra Vo-
pénky rozsirenim pojmu nekonecné blizkosti a monddy na vicerozmérné redlné
prostory. Upfesnuje a na prikladech vysvétluje zadkladni terminologii této teorie,
zejména pak pojem mnoziny, polomnoziny a oboru. Zavadi dva svéty — anticky
a klasicky — na nichz ukazuje dvoji pohled na realné funkce vice proménnych,
pomoci néhoz zkoumad jejich lokalni vlastnosti, jakymi jsou spojitost, limita ¢i
derivace v bodé. Vrcholem préce jsou alternativné zformulované a dokdzané véty
o implicitni funkci a o inverznim zobrazeni. V praci jsou také uvedena prekladova
pravidla, pomoci nichz lze vSechny vysledky formulované timto alternativnim
zplsobem prevést do reci tradicniho pojeti matematické analyzy.

Klicova slova: Vopénkova alternativni teorie mnozin a polomnozin, monada, véta
o implicitni funkeci, véta o inverznim zobrazeni

Title: Differential Calculus of Functions of Several Variables
Author: Adam Raz

Department: Department of Theoretical Computer Science and Mathematical
Logic

Supervisor: doc. RNDr. Josef Mlcek, CSc., Department of Theoretical Computer
Science and Mathematical Logic

Abstract: The thesis follows on Petr Vopénka’s alternative theory of sets and
semisets by extending notions of infinite closeness and monad for real spaces of
several variables. It specifies and explains on examples the basic terminology of
this theory, namely notions of sets, semisets and domains. It brings up two worlds
— an ancient and a classical one — by which it shows a dual way of looking at
real functions of several variables. That is used for examining local properties
like continuity, limit or derivative of a function at a point. The peak of the thesis
is an alternative formulation of the implicit function theorem and the inverse
function theorem. The thesis also contains translation rules, which allow us to
reformulate all these results from an alternative into a traditional formulation
used in mathematical analysis.

Keywords: Vopénka’s alternative set theory, monad, implicit function theorem,
inverse function theorem

iii



Obsah

Uvod

1 Zakladni pojmy nové teorie mnozin a polomnozin

(1.1 Tridy, mnoziny a obory objektu| . . . . . . . .. .. .. ... ...
1.2 Svéty a zakony expanzel. . . . . . ... ...
1.3 Ciselné struktury| . . . . . . .. . ... ...

2 Realny prostor Real"|
[2.1  Zakladni vlastnosti realneho prostoru| . . . . . . .. ..o

[2.3  Prekladova pravidlal. . . . . . ... ... o000
[2.4  Lokalni vlastnosti realnych funkei . . . . . . .. .. ... ... ..

[3 Diferencialni podet funkci vice promé&nnych|
[3.1 Spojitost tunkce v bodel . . . ..o o000
8.2 Bolzanova véta o mezihodnotél . . . . . . ..o

[3.5 Lagrangeova véta o prirustku funkcel . . . . . ... .. 000
[3.6  Souvislosti derivace a parcialnich derivaci funkce v bodé¢| . . . . .

[3.7  Funkce tridy C?|. . . .. ... oo
[3.8  Véta o implicitni funkey|. . . . .. o000 o000 000000

Dodatek

[Seznam pouzité literatury|




Uvod

Vyvoj infinitesimalniho kalkulu se od konce devatendctého stoleti ubiral smé-
rem, ktery vSechny Newtonem a Leibnizem diive zavedené pojmy, jakymi jsou
napiiklad nekonecné malé veliciny, pretvaii do podoby formulované v Zermelo-
Fraenkelové teorii mnozin a popisuje je pomoci zadkladniho pojmu limity, ktera je
definovana zpusobem, ktery zpravidla nazyvame ¢, J-analyzou.

Tento zptisob prace vSak jiz neuznava nekonecné malé velic¢iny jako existujici
objekty a tvaham o nich se snazi vyhybat. V praxi se nicméné ukazuje, ze je pro
intuitivni geometrické predstavy vhodné si takovéto veliciny umét predstavovat
a ze i pocitani s nimi vede ¢asto velmi rychle k uzitecnym vysledkim. Od konce
Sedesatych let dvacatého stoleti, kdy Robinson pomoci nestandardnich modelt
teorie mnozin formalné ukézal, ze nekone¢né malé veli¢iny existuji, se vSak jesté
nepodafilo pro studium infinitesimélniho kalkulu praci s témito ¢isly navratit do
bézného uvazovani.

Jednou z hlavnich pri¢in tohoto nezdaru je naro¢nost pochopeni formalniho
zavedeni téchto veli¢in v pojeti, které pfimo navazuje na praci Robinsona a které
se zpravidla nazyva nestandardni analyzou. Tuto prekazku ovSem prekonava Petr
Vopénka ve svych knihach Calculus inﬁnitesimalisﬂ, ve kterych zavadi nekonecné
mala redlnd cisla a ukazuje presnou praci s nimi bez jakékoli predchozi znalosti
jejich formalniho uchopeni v teorii mnozin. Jsou zavedena ve shodé s intuici ne-
kone¢né malych veli¢in u Leibnize a to tak, Ze je pochopi i student na gymnéaziu.

Hlavnim cilem Petra Vopénky zde je zpTistupnit intuici infinitesiméalniho kal-
kulu leibnizovského stylu co nejSirsSimu okruhu c¢tenari a pritom tak c¢init jasné
a presné. 7 tohoto diivodu ji vSak nezavadi v tradi¢ni Zermelo-Fraenkelove teorii
mnozin, ale v terminologicky bohatsi alternativoni teorii mnoZin, resp. v jeji nej-
poslednéjsi podobé, kterou nazyva nova teorie mnozin a polomnozin. Tu jiz ale
neformuluje axiomaticky, nybrz intuitivné a s dirazem na moznost jejitho pocho-
peni bez predchozich dlouhodobych zkuSenosti s matematikou.

V prvni kapitole této prace nejdiive shrneme casti Vopénkovy nové teorie
mnozin a polomnozin, které jsou uzitecné pro zavedeni nekonec¢né malych veli¢in,
a to zejména ve vicerozmérnych prostorech realnych ¢isel. Zavedeme jesté nékolik
novych uzitecnych pojmi jako napf. rozliSovani objektl ¢i vlastnosti na antické a
klasicke, které zjednodusi a zkrati vyjadrovani. Matematizujeme také Leibniztiv
pojem mondady jakozto nekonecné blizkého okoli.

Anticky a klasicky svét je terminologie, kterou Petr Vopénka zavedl zejména,
aby rozlisil dva zakladni druhy nekoneéna — nekonecno absolutni, které se uka-
zuje v klasickém svété, a nekonec¢no potencialni, se kterym pracovali v dobé an-
tické. Pravé nekonecno potencialni je to, diky kterému piimo uchopujeme ptiro-
zené neostré jevy, jakymi je naptiklad spojitost funkci, a modelujeme je v klasic-
kém svété doslova pred nasima ocima.

Tyto dva svéty nam také pripominaji, Ze zptsob nahlizeni na typicky geome-
tricky neostré objekty, jakymi jsou realné funkce ¢i nekonec¢né posloupnosti, je
dvoji. Prave v této prirozené dvojakosti teprve jasné zachycujeme jejich neostrost,
kterou se tradi¢ni €, )-analyza snazi pomoci jejich nekonecnosti popisovat.

1Jsou to (Vopénkal [2010) a (Vopénka, 2011b).



V druhé kapitole ptirozené rozsifujeme pojem monady pro vicerozmérny pro-
stor redlnych ¢isel Real”. Pro kohokoliv, kdo méa zajem porovnavat nami pozdéji
zavadéné definice a tvrzeni z infinitesimalniho kalkulu s tradiénimi definicemi
a tvrzenimi formulovanymi e, -analyzou, v této ¢asti také podrobné dokazu-
jeme zakladni prekladova pravidla, ktera ukazuji ekvivalentnost formulaci pomoci
pojmu monédy (zalozené na dvojakém vidéni svéta) s formulacemi pouzivajicimi
pouze jednoduché vidéni svéta, které tradi¢né zapisujeme pomoci ¢, d-formuli.

V posledni ¢éasti této kapitoly ukazeme, 7ze se pojem monady velmi dobfe hodi
k popisu lokdlnich vlastnosti funkci. Jsou to vlastnosti, které tradi¢né definujeme
tak, Ze zavisi jen na libovolné malém okoli bodu. V nasi formulaci jsou to ale
vlastnosti, které zavisi pravé na monadé bodu. Diky pojmu monady jsme se tedy
presunuli od ,libovolnosti“ k ,urcitosti®.

Ve tieti kapitole pak navazujeme na diferencialni pocet redlnych funkci jedné
proménné (rozpracovany Petrem Vopénkou ve (Vopénkal, 2010)) zobecnénim za-
kladnich pojmt spojitosti a derivace funkci v bodé pro realné funkce z Real™ do
Real”. Ditkazem vicerozmérné verze Bolzanovy véty o mezihodnoté a Lagrange-
ovy véty o prirtustku funkce demonstrujeme intuitivnost a primost nasi dukazové
metody.

Klademe diraz na formulaci vét pro funkce definované na monadé bodu, ¢imz
se ihned ukazuje jejich lokalnost, ktera by se tradi¢né popisovala pomoci néjakého
otevieného okoli bodu. Tento zpiisob pak zejména ocenime u formulaci a dikazi
v tradi¢nim pojeti technicky naroc¢néji formulovatelnych a dokazovatelnych vét,
jakymi jsou véta o implicitni funkci ¢ véta o inverzni funkci.

Touto kapitolou pripravujeme pudu pro mozné vydani navazujiciho spisu Cal-
culus infinitesimalis: Pars tercia, ktery by se zabyval diferencidlnim poc¢tem funkci
vice proménnych zptsobem, jimz by ho mohli pochopit i nadanéjsi studenti stied-
nich skol.



1. Zakladni pojmy nové teorie
mnozin a polomnozin

V této praci budeme vychazet z nejposlednéjsi koncepce Petra Vopénky, kte-
rou popsal zejména ve své knize Velkd iluze matematiky XX. stoleti a nové za-
klady[] (Vopénka) 2011a)) a nazval ji nova teorie mnozin a polomnozin.

V nové teorii mnozin a polomnozin se narozdil do Vopénkovy drivéjsi alterna-
tivni teorie mnozin neklade diiraz na jeji formalni axiomatizaci, ale na spravné
intuitivni pochopeni zakladnich pojmi jako jsou prirozena cisla, objekt, sesku-
peni, nekonec¢no ¢i polomnozina. Pojmy a principy je tedy lépe nejdrive chapat
a az poté je presnéji uchopovat — matematizovat.

1.1 Tridy, mnoziny a obory objektt

Piedpokladejme, Ze pojem objektf] a p¥irozené ¢isld je jasny. Zavedeme nyni
zékladni pojmy, které pouzivame k praci s objekty[]

Jestlize z nékterych diive jiz vytvorenych objekti nékteré vydélime, vznikne
seskupeni téchto vydélenych objekti. T¥idou rozumime kterékoliv seskupeni
néjakych danych objekt (jejich prvki), které vykladame jako samostatného je-
dince neboli jako objekt jediny[]

MnoZinou rozumime takovou tiidu, ktera je ostre vymezena. Ostrostﬂ rozu-
mime urcitost, jasnost, presnost — kratce onu antickou dokonalost geometrickych
objektl studovanou v Eukleidovych Zéakladech.

Vlastni tfidou rozumime tfidu, kterd neni mnozinou. Polomnozinou ro-
zumime vlastni t¥idu, kterd je ¢asti (to je podtiidou) néjaké mnoziny. Kalnou
mnoiinouﬂ rozumime takovou mnozinu, jejiz néktera podtiida je polomnozinou.

Uvedme nékolik prikladt. Seskupeni ptirozenych ¢isel od 1 do 5, tedy objekt,

!Pro pochopent filosofickych konceptii, na kterych tato teorie stavi, doporu¢ujeme vazenému
Ctenafi precteni vSech filosofickych a motivacnich ¢asti této knihy, pripadné také knihy Pojed-
nani o jevech povstdvagicich na mnoZstvich (Vopénkal |2008]).

2Zptisob uzivani pojmu objekt je vysvétlen naptiklad na str. 52-55 (Vopénka, [2008). Objekty
jsou obecné jakékoliv entity, které si mizeme néjak oznacit — mohou jimi byt ¢isla, body
v prostoru, tzv. abstrakini prvoobjekty (objekty, jejichZz ndplné jsou vyprézdnéné), mnoziny &
tridy jinych objektd apod. Zakladnim typem objektu jsou tzv. abstrakini objekty typu 1, za
které budeme povazovat abstraktni prvoobjekty, pfirozend ¢isla a navic i dalsi druhy cisel.
Napf. i redlna cisla, zavedend v kapitole 11.8.3 (Vopénka, |2011a), ve smyslu zavedeni pojmu
tvrdd mnozina v kapitole I1.4.2 tamtéz. P1i nai praci se nebudeme zajimat o ptivod redlnych
¢isel (rozuméjme jejich skladbu), ale jejich vlastnosti a vztahy, které z tohoto pivodu vyplyvaji.

30dkazuji se na vysvétleni pojmu v kapitole I1.3 (Vopénka, 2011a). V&imnéme si zejména,
ze prirozend Cisla zde zacdinaji od 0 a ze je povazujeme za zdkladni abstraktni objekty a ne za
seskupeni vSech prirozenych nizsich nez dané ¢islo, jak byva tradi¢né zvykem.

4Nésledujici pojmy a znaceni jsou prevzaté z kapitoly I1.2.1 (Vopénkal, [2011a)).

5To mj. znamend, Ze tiidu mizeme oznacit jednim znakem, napt. X. Zptsob prace s tiidami
i pfesny zpusob jejich znaceni je dale rozveden na str. 38-42 (Vopénkay, 2011a).

6Pozdé&ji pii matematizaci bude zpiisob uzivani tohoto pojmu upfesnén. Bude mj. znamenat,
ze pocet prvka néjaké ostie vymezené tiidy musi byt konecny.

"Viz str. 13-18 (Vopénkay, 2008).



ktery budeme znacit {1,2,3,4,5}, chdpeme nejen jako tiidu, ale je to dokonce
mnozina (a neni to tedy vlastni t¥ida). Je ostfe vymezend uz jen proto, Ze jsme
ji pravé vycerpavajicim zptisobem piesné popsali.

Oproti tomu seskupeni D vSech prirozenych ¢isel, ke kterym se dokazu nahlas
dopocitat od 1 pricitanim jednicky béhem jedné minuty, mizeme povazovat za
vlastni tr¥idu. Jednak proto, ze pii kazdém pokusu se pravdépodobné dopoctu
jiného nejvyssiho ¢isla, ale i proto, Ze se odkazuji na své schopnosti. Pokud bychom
se pri této definici odkazali na schopnosti jinych jedincti nebo dokonce pocitace,
vysledné seskupeni by vypadalo jisté zcela jinak. Zfejmé ani pocitac¢ by se pii
opakovanych pokusech nedopocital vzdy stejnych ¢isel, at uz mu prisuzujeme
ostrost jakoukoliv.

Pro néjakého jedince — ¢lovéka, kdo pocita, lze ale povazovat tiidu D za
polomnozinu. Dokazeme totiz odhadnout, Ze se urcité béhem jedné minuty nedo-
pocita do jednoho tisice. Pritom ¢isla od 1 do 1000 bychom béhem urcitého casu
jisté dokéazali vSechny napsat (i kdy7 to zde ¢init nebudeme) a tedy {1,...,1000}
povazujeme za mnozinu a to dokonce kalnou.

Nyni je namisté otazka, jak vypada takova mnozina, ktera neni kalné. Zcela
jisté si lze predstavit i velmi malé kalné mnoziny. Prikladem mize byt jednoprv-
kovd mnozina K vsech kocek, které pii svém slavném pokusu zaviel Erwin Schro-
dinger do nepriithledné krabice. Z mnoziny K lze totiz vydélit vlastni tiidu Z
v8ech 7zivych kocek v krabici. Toto seskupeni z povahy pokusu nelze (minimélné
do otevieni krabice) povazovat za ostré seskupeni.

Pokud tedy néjakym zakonem zakazeme kalnost urcitych mnoiinﬂ omezu-
jeme vlastné nase schopnosti vydélovat z téchto mnozin neostra seskupeni. Pfi
konkrétnéjsim uchopeni pojmi této teorie tedy musime mit na zieteli matematika
(¢ jiny subjekt), jehoZ schopnosti si propijéujeme [’

VSechna prirozena c¢isla netvofi ani mnozinu ani jakékoliv jiné seskupeni jiz
existujicich objekti, nebot neomezujeme nase schopnosti tvofit stale nové ptiro-
zena éisla.m Pro zachyceni tohoto souboru objekt se hodi nasledujici pojem.

Obor neni souhrn néjakych jiz existujicich objektt (lhostejno, jaka je moda-
lita jejich byti); je to zdroj a zaroven jakasi jimka, do niz padaji vhodné objekty
z téch, které se objevuji ¢i vznikaji[l]

Kazdé seskupeni néjakych objekt 1ze vykladat i jako obor, byt jiz vyCerpany.
Aktualizaci néjakého oboru rozumime jeho vycerpani, to je nahrazeni tohoto
oboru seskupenim vsech objekti, které do néj padaji ¢i mohou padnout.

Obor viech pfirozenych éisel budeme znacit N[ a povazujeme jej za neaktua-
lizovatelny['%| Ziidka se véak budeme pii nasi praci odkazovat na samotny obor .

8Budeme tak ¢init u véech mnozin svéta A.

9Proto se napiiklad pii zavddéni svétd A a C, viz kapitola II1.2.1 (Vopénkal 2011a)), hodi
odkazovat se pro jejich rozliseni na schopnosti riiznych bohdi. Clovék znaly myti o bozich si
totiz miize vytvorit mnohem lépe intuitivni predstavu toho, o jaké schopnosti se jedné.

10Viz kapitola I (Vopénkal, [2011a).

" Obor mize byt vymezen napf. néjakym predpisem pro tvorbu objektd urc¢itého druhu.
Nedéla si ale naroky na existenci vsech takovych objektd. Pf¥ipousti, Ze at mame libovolné
seskupeni objektli vytvorenych pomoci tohoto predpisu, tj. padnoucich do tohoto oboru, dé se
vytvorit objekt, ktery treba do té doby jesté vytvorit nebylo mozné, ktery do tohoto oboru
patfi, ale pritom jsme ho v daném seskupeni nenalezli.

127de vych4zime ze znaceni zavedeného v kapitole 1.4 (Vopénkal, 2011a).

13Viz kapitola 1.3 (Vopénkal, 2011a)).



Mnohem castéji budeme pracovat s néjakou jeho ¢asti, kterd je vymezena nasimi
schopnostmi prislusnd prirozena ¢isla hledat, vidét ¢i tvorit.

1.2 Svéty a zakony expanze

P1i matematizaci riiznych jevi redlného svéta mame vzdy na zieteli néjaky
subjekt, ktery na realny svét pohliiif'z], pozoruje a popisuje ho. Tomuto subjektu
také prisuzujeme schopmnosti vidét a zkoumat objekty onoho svéta, jejich vlast-
nosti a vzajemné Vztahny], vydélovat seskupeni objektﬁm ¢i hledat objektyET]
urcitych vlastnosti. Schopnosti tohoto pozorovatele jsou ¢asto omezeny néjakym
obzorem, smérem k némuz se sila (ostrost) jeho schopnosti ztraci a po jehoz pre-
kroceni z nich zbyva jiz jen stopa.

Meéjme néjakého takového pozorovatele s prislusnymi schopnostmi. Tento po-
zorovatel spolu se vSemi objekty, jez je schopen vidét, jevy, které na nich vy-
vstavaji a které je schopen svymi schopnostmi rozlisovat, a se vSemi jevy, které
vyvstavaji na obzoru jeho pohledu (schopnosti), vytvaii néco, co obecné oznacu-
jeme sv&t. Rikame, Ze néjakou ivahu provadime ve svét&, odkazujeme-li se tim
na schopnosti ptislusného pozorovatele, ktery je s timto svétem spjat.

Oznacme si néjaky takovy svét M. Vymezujeme-li seskupeni objekti ve své-
té M néjakou pevnou ostrou hranici, vznikaji ndm objekty, které nazyvame
mnoziny. Pokud vSak vymezujeme seskupeni objektl, které je omezeno toliko
obzorem ve svété M, vznikaji nam tridy, které nemusi byt mnoziny. Dohodnéme
se, 7e zadny dalsi zplisob tvorby seskupeni neuvazujeme. Seskupeni, kterd vyme-
zime ostte, zpravidla nazyvame konecnd, kdezto seskupeni, kterd jsou omezena
a7 obzorem, se zpravidla nazyvaji nekonecnd['¥

Vsimnéme si, ze pojem obor nedefinujeme ve svété, nebot se pro néj neo-
mezujeme schopnosti vidét vSechny jeho mozné objekty, jako je tomu tak vsak
u pozorovatele ve svété. Schopnost kdykoliv tvorit objekty nové, které do oboru
padnou, ona moznost nechat se ,,prekvapit® néjakym zcela novym objektem, ktery
do oboru padne, ale jehoz existenci jsme pred chvili jesté neuvazovali, dava to-
muto pojmu prislusnou hloubku.

Pokud budeme chtit vymezit seskupeni néjakého oboru X ve svété M, ¢inime
tak definici t¥idy X'y jako tiidy vSech objektt svéta M, ktera padnou do oboru X.
V zadném pripadeé si ale nedélame narok na to, zZe tim najdeme objekty vSechny.
Mizeme ale symbolicky psat, ze X'y C X.

Dalsi pojem, ktery nem4 v samotném svété M smysl zavadét, je polomnozina.
Z4dna takova by totiz neexistovala. Tento pojem nabyvéa na vyznamu aZ ve chvili,
kdy porovnavame seskupeni objektli ve vice svétech najednou.

*

Budeme pracovat se dvéma konkrétnimi svéty, které budeme v celé praci pevné

14Viz pojem pohled a obzor v kapitole I1.2.2 (Vopénkal, 2011a).

5Tedy rozhodovat tvrzeni o objektech pomoci formuli.

16Tedy chopnost tvofit seskupeni, tradi¢né reprezentované axiomy teorie mnozin (a po-
lomnozin).

17Existenén{ kvantifikace.

180 tomto pojeti nekonecna se lze dodist napiiklad v kapitole 11.2.4 (Vopénkal, [2011a).



oznacovat A a C[’] Svét A budeme ve strucnosti nazyvat svétem antickym a
svét C svétem klasickym.

O téchto svétech budeme predpokladat, ze jsou vnitiné nerozlisitelné, to zna-
mena, 7e vSechny nastroje k vymezovani seskupeni, hledani objektt apod., které
mame jako pozorovatel v libovolném z téchto svéti k dispozici, jsou totozné.
Staneme-li se pozorovatelem jednoho z téchto svéti, nemame bez dalsich pro-
sttedkl zadny zpusob, jak zjistit, ve kterém svété jsme.

Divame-li se ovSem na tyto svéty zvenku — a tento zpiisob pohledu zpravidla
oznacujeme tak, Ze uvazujeme oba svéty A i CET]— dokazeme tyto svéty a v nich
definovana seskupeni objekti rozlisit. Tento rozdil spociva vSak pouze v tom, ze
obzor svéta C je ,,dal“ nez obzor svéta A, tj. ve svété C vidime vSechny objekty,
které vidime i ve svété A, nicméné vidime i nékteré dalsi, které jiz pozorovatel
svéta A nevidi.

Protoze v obou svétech mame zavedena prirozena cisla, rozdil mezi obzory
svétli A a C se zpravidla popisuje rozdilem mezi N4 a NVg, tedy zapisem Ny C AN,
z néhoz pak jiz plyne i prislusny rozdil mezi obory raciondlnich i redlnych cisel.

VysSe zminény rozdil mezi svéty shrneme v nasledujici definici.
Definice 1 (Zakony expanze). Necht M, E jsou svéty obsahugici prirozend cisla.
Rekneme, Ze svét € je rozepnutim (expanzi) svéta M (¢i Ze svét M roze-

pneme do svéta £), a tuto skutecnost piseme M < &, jestlize jsou splnény
ndsledugici podminky[]

1. ¢ je vlastnost objekti naleZejici do sveta M zformulovand ve svéetée M pravé
tehdy, kdyz ¢ je vlastnost objekti ndleZejicich do svéta € zformulovand ve sve-

te £

2. Necht ¢ je vlastnost zformulovand v jednom ze svétu M ¢i E.
Ve svéte M existuje objekt magici vlastnost ¢ prave tehdy, kdyZ objekt mayjici
vlastnost ¢ existuje i ve sveté £.
Vsechny objekty sveta M maji vlastnost ¢ prdave tehdy, kdyZ vsechny objekty
sveta € maji vlastnost ¢.

3. Objekty ndleZejici do sveta M ndleZeji téz do svéta € a maji svete &€ tytéz
vlastnosti, které jsou formulované v jednom ze svéti M ¢i1 &, a jsou v ném
zasazeny do tychz vzajemngch vztahi jako ve svéte M.

4. Pro prirozend ¢isla téchto svétd plati Ny € Ne.

19 Jejich smysl je zaveden v kapitole II1.2.1 (Vopénka, [2011a), aviak zptisom jejich uzivani
stavi na zdkonech uvedenych az v nasledujicich kapitolach.

20Piipadné miZeme uZzivat zkraceného terminu dvojsvéti A-C. Tento termin vSak Petr Vo-
pénka nepouziva. Pokud to neni nutné, tento pohled zpravidla viibec neoznacujeme.

21 Tyto podminky zpravidla oznac¢ujeme zakony expanze a lze je najit podrobnéji vysvétlené
v kapitole II1.2.2 (Vopénkay, 2011a).

22Tento bod je silnéjsi predpoklad, nez klade Petr Vopénka ve svém prvnim zdkonu expanze na
str. 154 (Vopénka), 2011al). Ten totiz uvazuje i moznost, Ze ve svété C lze formulovat vlastnosti,
které nelze formulovat ve svété A, nicméné ve skutecnosti tuto moznost nikdy nevyuziva bez
znalosti obou svéti A i C. Budeme tedy v piipadé vymezovani seskupeni objekt ze svéta C
rozliSovat, zda vzniklo prostfedky svéta C (a je tedy objektem svéta C), anebo zda jsme pouzili
znalost obou svéti A i C a vzniklo tedy ve dvojsvéti A-C. V takovém pripadé toto seskupeni
nepovazujeme za objekt ani jednoho ze svéti A a C.
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Po zbytek prace uvazujme, ze klasicky svét C je rozepnutim antického svéta A,
neboli plati A < C. Na tyto svéty si klademe jesté dalsi naroky, ty ovsem zavedeme
a7z pozdéji.

Uvedme nyni néjaké priklady. Necht vlastnost ¢ popisuje vlastnost objektu
,byti prirozenym c¢islem®“. Tuto vlastnost lze obecné zapisovat naptiklad takto
¢(z) =z € N. Tato vlastnost je formulovatelnd v obou svétech A i C. Formulace
d(x) ve svété A budeme psit jako ¢4(z) = x € Ny a jeji formulace ve svété C
vypada jako ¢c(x) =z € Ne.

Seskupeni vSech objekti, které vlastnost ¢ vymezuje ve svété A, tedy casto
znacime Ny, a podobné ve svété C ho znacime M. Ve smyslu zdkontt expanze
je ale toto seskupeni povazovano za tentyz objekt patiici do obou svéti, jinymi
slovy pokud jsme v jednom z téchto svéti, tento objekt vypada tplné stejné jako
kdy7 jsme v druhém z nich. Rikdme, 7e N4 a A jsou vnitiné nerozlisitelné.

Pokud ale uvazujeme oba svéty A i C najednou, mé smysl rozliSovat tento
objekt na N4 a N, pokud chceme ukdzat, Ze jsou to dvé riznd seskupeni objekti.
Jsme napiiklad schopni najit objekt ~y, ktery lezi v Ne, ale nelezi v N 4. Objekt
je prirozené ¢islo lezici ve svété C, pozorovatel svéta A ho ovSem nevidi.

Ve svété C umime pracovat s objektem v pravé tak, jako s jakymkoli ptiroze-
nym ¢islem pracujeme i ve svété A. Ve svété C ale tedy nesmime vyuzit vlastnosti,
ze v ,nelezi ve svété A* — protoze o tom, jaké objekty lezi ve svété A, pozorova-
tel svéta C nic nevi. Toto je tedy priklad vlastnosti, kterd neni zformulované ani
v jednom ze svétu A a C. Je vSak zformulovana ve dvojsvéti A-C, v némZz budeme
spoustu takto uzite¢nych vlastnosti zavadét.

*

Domluvme se nyni na nasledujicich zkratkach. Nalezi-li néjaky objekt do
svéta A, fekneme, Ze je anticky. Podobné nélezi-li néjaky objekt do svéta C,
fekneme, ze je klasicky. Ze zakonu expanze tedy vime, Ze vSechny antické ob-
jekty jsou i klasické. Naopak to uz vsak neplati.

Rekneme, 7e ¢4 je anticka, jestlize ¢4 je formulace vlastnosti ¢ ve své-
té A. Podobné fekneme, ze ¢¢ je klasicka, jestlize ¢¢ je formulace vlastnosti ¢
ve svété C. Ze zakonu expanze vime, ze antickd vlastnost ¢4 existuje pravé tehdy,
kdyz existuje klasickd vlastnost ¢¢. Jejich formulace jsou sice z hlediska svéti A
a C vnitiné nerozlisitelné, my vsak ve dvojsvéti A-C jejich formulaci rozliSovat
musime.

Necht ¢ néjaka vlastnost. Seskupeni antickych objektii vymezenych antickou
vlastnosti ¢4 oznacujme {¢4}. Podobné seskupeni klasickych objekti vymeze-
nych klasickou vlastnosti ¢¢ oznacujme {¢c¢}. Vztah mezi témito seskupenimi
potom nejcastéji oznacujeme jako Ex({¢p4}) = {¢c}-

Uvedme néjaké priklady. Pfirozené ¢islo n takové, ze n € Ny, je antické i kla-
sické. Prirozené ¢islo v takové, 7ze v € Ne a v ¢ Na, je klasické, ale neni antické.
Seskupeni N4 je anticky objekt a tentyz objekt je i klasicky, v takovém piipadé
ho v8ak zna¢ime Ne. Pro tento objekt vidény jako seskupeni plati Ex(N4) = Ne.

Vsimnéme si, ze pro formalni zapis toho, zda prirozené ¢islo v je antické nebo
ne, se rozlisovat v zépise objekty N4 a N¢ hodi (a také tak ¢asto pro jednoduchost
¢inime), nicméné neni to tieba a stadi uzivat pravé zavedeny predikat ,,je anticky
objekt“. Naopak rozlisovat zapisy N4 a N¢, ve chvili, kdy mame na mysli jeden



a tyz objekt obsazeny v obou svétéch A i C, je vice nez neSikovné. Provedeme
tedy nasledujici amluvu.

Umluva. V pripade, fe X4 = {d4} oznacuje néjaké seskupeni antickych ob-
jekti vymezenych vlastnosti ¢ 4, piseme misto X4 ¢i Xe pouze X a toto oznaceni
uZivame i v pripade, kdy mluvime o prislusném seskupeni Xe ve svéte C.

Naptiklad mizeme ve svété A definovat tfidu H := {n € N4 : n > 1}, aniz
bychom psali u H index svéta A. Ttida H jako objekt je anticka i klasicka. Jsme-li
ve svété C a mame néjaké prirozené Cislo v # 0, jisté plati, ze v € H. Samoziejmé,
chceme-li popsat t¥idu H ve svété C, je tieba psat H = {n € Ng :n > 1}.

Tato timluva se v matematické analyze zejména uplatiuje u objektd defino-
vanych ve svété A jako jsou posloupnosti, realné funkce ¢i intervaly. Napriklad
vidénim néjaké antické funkce ve svété C se prirozené bude skladat z jinych ob-
jekti (svéta C), bude to vSak stale taz funkce.

Pozndmka. 1 kdyZ budeme pozdéji klast na expanzi svéta A do svéta C dalsi
pozadavky, uvédomme si nyni, ze se da predpokladat, Ze jsme k prislusnému
dobfe zndmemu svétu A takovy svét C, aby A < C, sestrojili?’] Mtizeme proto
jisté podobné uvazovat, ze ke svétu C existuje i svét D takovy, ze C < D. Timto
zplsobem lze pokracovat déle.@

1.3 Ciselné struktury

T¥idu vSech pfirozenych ¢isel svéta A, tj. tiidu N4, budeme nadéle oznacovat
také jako FIN, neboli jako tfidu vSech kone¢nych prirozenych cisel. Ttida
v8ech pfirozenych ¢isel svéta C, tj. tifdu Ne, se bude nadéle znacit také jako NE]
Navic objekty t¥idy IN := N\ FN budeme nazyvat nekone¢néa pf¥irozena ¢&isla.
Na téchto cislech jsou definovany ziejmé operace naslednika, sc¢itani, nasobeni,
mocnéni, k nim inverzni operace i relace usporadani.

V8imnéme si, ze nyni mizeme pouzit termin polomnozina k oznaceni tii-
dy FN, protoze je-li v libovolné nekonecné piirozené ¢islo, pak FN C [v], kde
[v] :={n € N : n < 7} je mnozina. V§imnéme si, Ze v tomto zapise je [y] také
ziejmé kalnad mnozina.

Stanovme si od nyni jasnou terminologii, Ze pouzivame-li pojem mnozina,
minime tim pouze takové seskupeni, které ma kardinalitu®| n € N, tj. existuje
ostie definované vzajemné jednoznaénélg_?] zobrazeni mezi danym seskupenim a [n]
pro néjaké prirozené cislo n.

Zéaroven je od svéta A vyzadovano, ze je absolutné ostry, tj. neuvazujeme, ze
by byl expanzi jiného svéta. V nasi terminologii dvou svéti A a C mizeme tento
pozadavek formulovat tak, ze neexistuje konecnd kalnd mnoZina.

23Takovouto konstrukei v klasické teorii mnozin se totiz ptvodné vibec ukizalo, Ze uvazovat
takovouto expanzi mé smysl — je relativné bezesporna s ptivodni teorii.

24Misto tohoto zptisobu lze oviem uvazovat také cestu, kdy plati tzv. generdlni kolaps, viz
str. 194-195 (Vopénkal 2008). Prestoze jsme timto smérem sice v této praci nevykrodili, nic ndm
v prijeti axiomu generalniho kolapsu nebrani.

25Toto je znaceni pouzivané v sekci III (Vopénkal 2011a) a v obou knih4ch vénovanych
matematické analyze (Vopénkal |2010) a (Vopénkaj 2011b)).

26Viz kapitola I1.4.1 (Vopénkal, [2011a).

2TVechny zdkladni definice o tifidach (obecnéji oborech) najdeme v kapitole I1.2.1 (Vopénka,
20114).



Déle predpoklddame platnost tiché verze axiomu vybéru, axiom dosazitelnosti
obzoru i axiom prodlouZeni¥| ProtoZe viak s témito axiomy nebudeme piimo
pracovat, jejich znéni zde ani uvadét nebudeme.

Dale Rac (nebo také Q) oznatuje tifdu vSech raciondlnich ¢ise’] a Real
(nebo také R 4) ti¥idu vSech redlnych éise]m svéta A. Na realnych ¢islech jsou
definovany ziejmé operace s¢itani, ndsobeni, mocnéni@, k nim inverzni operace,
absolutni hodnoty i relace usporadani. Racionalni ¢isla svéta C budeme oznacovat
Q¢ a realna cisla svéta C budeme oznacovat Re.

Rekneme, Ze realné ¢&islo r € Re je nekoneéné velké, jestlize pro kazdé
n € FN je n < |r|. Rekneme, Ze r je koneéné& velké, jestlize neni nekonecné
velké. Rekneme, 7e r je nekoneéné& malé, jestlize pro kazdé n € FN \ {0} je
Ir| < 1/n.

Rekneme, Ze redlnd ¢isla ,y € Re jsou nekoneéné blizka, jestlize x — v je
nekoneéné malé. Tuto skuteénost budeme znacit x = y 7

Uvédomme si, ze ze zplisobu zavedeni redlnych c¢isel plyne jejich dplnost, kte-
rou formulujeme jako nasledujici zakon |

Princip 1 (Zakon zpétné projekce). Ke kaZdému konecné velkému redlnému
cislu r € Re ve svete C existuje redlné c¢islo s € Real ve svete A takové, Ze r = s.

Z definice ihned vime, Ze pro dvé antickd redlna cisla r,s € Real plati, ze
pokud r = s, tak jiz nutné r = s. Proto mame pro hledané ¢islo ze zdkona zpétné
projekce jednoznacnost a mizeme definovat funkci Proj.

Definice 2. Necht r € Re. Je-li koneéné velké, definujeme Proj(r) := s € Real
takové realné cislo, Ze r = s. Je-lir € Re nekonecné velké kladné (resp. zaporné),
pak definujeme Proj(r) := +oo (resp. —o0).

Pozndamka. Objekty 400, —oo povazujeme za nevlastni redlnd éisla, tj. objekty,
svéta A, o které byl tento svét rozsifen. Zaroven, pokud to méa dobry smysl, byla
o né rozfifena i aritmetika redlnych ¢isel Real ]

Definice 3. Necht' s € RealU{+o0}. Pak definujeme tridu Mon(s) := {r € R¢ :
Proj(r) = s}, kterou nazjvime monddd™| s. Definujme také tiidu Mon,(s) =
{r € R¢ : Proj(r) = s} \ {s}, kterou nazgvime redukovand mondda s.

Vsimnéme si, Ze pro kazdé r € R¢ plati, ze r € Mon(Proj(r)). Také pro kazdé
s € Real plati, ze s = Proj(Mon(s)), v pripadé, kdy vyraz napravo chdpeme jako
obraz t¥idy Mon(s) p¥i zobrazeni Proj.

28Po fadé viz str. 108, 116 a 75 (Vopénka, 2011a).

2Qdpovida tradiénim definicim, viz str. 127 (Vopénka, 2011a).

30Sestrojeni redlnych &sel je nestandardni, viz str. 131 (Vopénka, 2011a)).

31Viz kapitola 25 (Vopénka, 2010).

32Vice o zékladnich zakonech pocitdni s nekonecénou blizkosti najdeme na str. 157-161 (Vo-
pénkal 2011al).

33Viz kapitola II1.2.5 (Vopénkay, |2011al).

3Vice v kapitole I11.2.5 (Vopénkal, [2011a)).

35Tato definice pojmu je monady je mirné odlisnd od definice Petra Vopénky, jak ji uvadi
v kapitole 11.6.2 (Vopénkaj 2011a)). V jeho definici by monada musela byt navic n-t¥ida, coz
nase mondda neni. Restringujeme-li ov§em nasi monadu na libovolnou mfiiz, jiz to m-tfida bude
a my muzeme v8echna tvrzeni mluvici o monddéach ve (Vopénkal |2011a)) uzivat. Pro v8echny
nase tcely to bude stacit.
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Na expanzi svéta A do svéta C si budeme klést jesté jeden narok, ktery bude
pro nas v mnoha tvrzenich klicovym. Lze ho formulovat jako nésledujici princip.

Princip 2 (Existence plné miize). FEzistuje mnoZina R redlngjch cisel svéta C
takova, Ze plati Real C R C R . Takovou mnozZinu R nazjvdme plnd mriz.

Vsimnéme si, ze z naSeho naroku na kardinalitu mnozin existuje pfirozené

A

Cislo v takové, ze Card(R) = . Ziejmé v € IN.

36Ve (Vopénkal, [2011a)) je tento princip znam jako cturty zdkon expanze a je popsén v kapitole
111.2.7.
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2. Realny prostor Real”

2.1 Zakladni vlastnosti realného prostoru

V této kapitole rozsitime dosud uvedené pojmy zavedené na realnych cislech
na vice rozméra. Necht v celé této ¢asti, pokud n pouzivame jako index ve znacce
Real” ¢ R, predpokladame vzdy, ze n € FN \ {0}.

Ti{du Real” chapeme jako n-nasobny kartézsky soucin]|tiidy Real ve svété A
a nazyvame ji n-rozmérny redlny prostor. Tato tfida se ve svété C rozepne
na Rg, kterd je n-ndsobnym kartézskym soucinem tiidy R ve svété C.

Piseme-li x € Real”, chapeme z jako bod prostoru Real”. Chceme-li tento
bod popsat po slozkach, uZivame zapisu x = (z!,...,2"), kde z!,... 2" € Real
jsou jeho slozky. Bod z ale také miizeme chapat jako vektor a slozky x!,..., 2"
pak oznacuji jeho souradnice. Nakonec pro ucely maticového nasobeni uzivame
konvenci, Ze vektor x je matice typu n x 1, tedy vektor bychom psali sloup-
cové. Protoze nebudeme uzivat jiné nez kanonické baze Real” jako vektorového
prostoru, miizeme si dovolit vSechny tyto zpisoby chapani x dle potieby volné
zaménovat, aniz by doslo k nedorozuméni.

Piseme-li z € Real™*, chiapeme x jako matici typu n x k a jeji slozky budeme
oznacovat jako w; ), kde ¢ € {1,...,n},7 € {1,...,k}. Objekt z ale miZeme
chapat také jako bod prostoru Real” X .

Definice 4. Necht z.y € R3, s € (Real U {£oo})"

Rekneme, Ze x € Real” je nekoneéné blizko 0, jestlize pro vsechna i €
{1,...,n} je 2' nekonecné malé redlné ¢islo.

Rekneme, Ze x,y jsou nekoneéné& blizkd, jestlize v —1vy je nekonecné blizko 0.
Tuto skutecnost znacime x = y.

Definujme Proj(z) := s jako takové ¢islo s, Ze pro vdechna i € {1,...,n} plati
s' = Proj(z?).

Pak definujeme tridu Mon(s) := {x € R} : Proj(z) = s}, kterou nazgvdme
mondda s. Definujme také tridu Mon(s) := {x € R} : Proj(z) = s} \ {s},
kterou nazyvame redukovand mondda s.

Umluva. Chceme-li zdiraznit, Ze se jednd o projekci (resp. monddu) v n-rozmer-
ném redlném prostoru, oznacujeme ji jako Proj™ (resp. Mon™ ).

Vsimnéme si, Ze Proj je zfejmé definovand pro vSechna Rg.

Déle nahlédneme, Ze pokud R je plnd mfiz, pak pro R" platl 7e je to mnozina
ve svété C, pro kterou plati Real” C R" C R¢. Mnozinu R" s touto vlastnosti
budeme tedy nazyvat n-rozmérnou plnou miizi.

7 definice také ihned plyne nasledujici uzite¢né tvrzeni.

Tvrzeni 1. Nechf © € Real”,y € Real”. Pak plati, Ze

Mon"(z) x Mon*(y) = Mon"*(z, y).

1Viz str. 40 (Vopénkal, [2011a)).
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Definice 5. Necht = € Real". Definujeme euklidovskou normu || - ||., soué-
tovou normu || - ||s « maximovou normu || - ||, na Real” jako

n 1/2
lzlle =) at-at|
=1
n

llls =D 1],
=1
[#]lm = max {|a’[}.

ie{l,...,n}

Ze zakladnich aritmetickych vlastnosti nekonec¢né malych ¢isel a z faktu, ze
n € FN \ {0} ihned plyne nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Necht || - || je euklidovskd, souctovd ¢i mazimovd norma na RE. Pro
libovolné x € Ri plati
|z]| =0 < = =0.

Pozndmka. Tuto vlastnost budeme pozdéji nazyvat spojitost normy v 0.

Definice 6. Necht || - || je euklidovskd, souctovd ¢i mazimovd norma na Real”
a necht © € Real” a § € Real,d > 0. Pak definujme otevirenou (resp. reduko-
vanou otevienou) kouli bodu r o poloméru § jako
Bs(z) :={y € Real" : ||z — y|| < d},
resp. By (z) := Bs(z) \ {z}.

Véta 3 (O ekvivalenci noremP)). Necht ||-|| je euklidovskd, souctovd ¢i mazimovd
norma na Real™ a necht x € Real”. Pak plati ndsledugici

1€FN\{0} ~eIN

Diikaz. Plyne ihned z predchozich definic a zakladnich pravidel pro pocitani s ne-
konec¢né malymi redlnymi ¢isly.

O

V&imnéme si, Ze z véty 3| specidlné plyne, Ze je-li « € Mon'(0),a0 > 0, € €
Real, e > 0, pak pro libovolny bod z € Real™ plati, Ze

B, () € Mon(z) C B.(x)

nezavisle na zvolené normé. Této vlastnosti uzivame naptiklad pti dikazu
prekladovych pravidel nize, proto pfi formulaci tvrzeni, ve kterych se nachazi
Bc(z) nespecifikujeme, jakou normu pii definici oteviené koule pouzivime —
takové tvrzeni bude platit pro libovolnou z nich.

2 Divodem, pro¢ tuto vétu nazyvame ,,0 ekvivalenci norem*, je, Ze si miZeme vSimnout, ze
zatimco pojem monady nezavisi na normé a pojem oteviené koule ano, lze monadu nezavisle
na druhu normy definovat i pomoci spo¢etného (viz pojem spocetnosti v kapitole I1.7.2 (Vo-
pénkal 2011a)) priniku p#islusnych kouli. ProtoZe tradi¢né nazyvime dvé normy ekvivalentni,
pokud indukuji stejnou topologii, a monada (definované timto zpisobem) jednozna¢né urcuje
topologii (viz kapitola I1.6 (Vopénkal,2011a))), jsou v8echny t¥i vy8e definované normy na Real”
ekvivalentni.
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2.2 Realné funkce

Definice 7. Necht n,k € FN \ {0}. Rekneme, Ze tiida f je redlnd funkce,
jestlize f je funkce takovd, Ze plati dom(f) C Real™, rmg(f) C Real”. V takovém
piipadé Fikime, Ze f je z Real” do Real®.

Vsimnéme si, ze diky nasi amluve je takto definovana funkce f anticky

objekt. Zaroven diky zdkontim expanze je to i klasicky objekt. Ve svété C o funk-
ci f plati, Ze dom(f) C RZ, rg(f) C RE. Specidlng viak n i k ziistavaji kone¢na
prirozena ¢isla, nebot pfi expanzi ztistanou tyto objekty zachovany, zatimco t¥ida
dom(f) se expanduje (dle své definice) do Rg. Pokud napiiklad dom(f) = [0, 1),
kde [0,1) := {r € Real : 0 <r < 1} ve svété A, pak dom(f) =1[0,1) = {r € Re:
0 <r <1} ve svété C.
Poznamka. Zformulujeme-li definici ,,byti redlnou funkci® ve svété C, vSimnéme
si, ze tuto definici spliiuje napf. funkce g, kterou definujeme jako g(x) := a, pro
néjaké o € Mon'(0), @ > 0 pevné, kde z € Rg. Predpokladame-li nyni n € FN
a definujeme-li antickou funkci h(y) := Proj(g(y)), kde y € Real”, vidime, Ze
h = 0 na celém Real”, presto vznikla projekei funkce, kterd byla vsude kladna.
I kdyz tedy v antickém svété funkci h nemuzeme délit, ve svété C mizeme délit
funkci g a v nékterych pripadech se nam tato znalost muze hodit (napiiklad pii
vySetfovani bodové konvergence funkef) ]

Necht f je néjaka klasicka redlna funkce s dom(f) = Re¢. Potom ale restrikce
fIMon(0) formalné neni klasickd redlnd funkce, protoze neni objektem svéta C,
nebot ani dom(f|Mon(0)) = Mon(0) neni objekt svéta C. Funkci f|Mon(0) cha-
peme tedy striktné jako tfidu, kterou definujeme az pii znalosti obou svéti A i C,
podobné jako tak chapeme t¥idu Mon(0) ¢i IN. Nicméné to nam nebrani nahlizet
f|Mon(0) stéle jako redlnou funkeci.

Definice 8. Rekneme, Ze redlnd funkce f je definovand v bodé x, jestlize
x € dom(f). Rekneme, Ze redlnd funkce f je definovand na t¥idé X, jestlize
pro kazdé x € X je f definovand v bodé x, tj. plati X C dom(f).

Specialné fekneme-li, Ze redlnd funkce f je definovand Mon(z) myslime tim,
ze pro vSechny y € Mon(z) plati, Ze f je definovana v bodé y. Neni tézké ukazat,
ze pokud f je antickd (¢i klasickd) redlnéd funkce, pak nutné Mon(z) C dom(f),
tedy dokonce existuje 6 > 0 takové, 7e Mon(z) C Bs(z) C dom(f). Zdivodnéni
tohoto bude ziejmé ihned z kapitoly o prekladovych pravidlech ]

2.3 Prekladova pravidla

Ve chvili, kdy v néjaké formulaci vlastnosti uzivame t¥idu Mon(x) a fikdme
ze y € Mon(z) (tj. bod y je nekone¢né blizko bodu z), je to podminka, kterou

3 Tato funkce mtize byt definovand i na nekonecné rozmérném prostoru, tj. kdyz n € IN.
4Ve svété C existuje spousta podobné uziteénych funkci, jejichz takto po bodech definované
projekce nemé ve svété A dobry smysl. Nechf napi. pro o € Mon' (0), > 0 pevné definujeme

funkci § v C nésledovng §(z) = %ﬁe—ﬁ/az. Jeji bodova projekce do svéta A bude funkee,

kterd je vSude 0, jen v 0 je +oo (pokud vibec takovou funkci pfipustime). A zaroven plati

f:f: 0 =1 a d je nekonecné hladka. Splauje tedy zdkladni pozadavky na tzv. Diracovu delta

funkci.
?Viz napi. diisledek
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nedokdzeme ovérit ani v jednom ze svéti A a C zvlast, ale potrebujeme znalost
obou svéti A i C. V pripadé t¥idy Mon(x) se vlastné odkazujeme na objekt, ktery
nelezi ani ve svété A ani ve svété C.

Existuje nicméné véta, ktera tvrdi, ze se kazda takovato formulace vyuzivajici
jinak jen antické objekty se da ekvivalentné zformulovat i pouze ve svété A. Na-
sledujici tvrzenf?|jsou tou nejjednodussi ukazkou takovychto piekladi a umo#iuji
¢lovéku znalému tradic¢niho e, pristupu jednoduché ovéreni ekvivalentnosti na-
sich pozdéji zavadénych definic z analyzy nekone¢né malych veli¢in s tradi¢nimi
definicemi.

Véta 4 (O zobecnénych piekladovych pravidlech). Necht n,k € FN \ {0}, a €
Real”, b € Real®, K predstavuje anticky konecny soubor konstant oznacujicich
antické objekty a ¢ je nejaka anticka vlastnost. Pak plati

Joa € Mon(a) : ¢(a, K) & Ve >03dz € B.(a) : ¢(z, K), (i)
Va € Mon(a) : ¢(a, K) & Je > 0Vx € B.(a) : ¢(x, K), (i)

Jo € Mon(a) VS € Mon(b) : ¢(a, 5, K) &
& Je>0V0 > 03z € Bs(a)Vy € B.(b) : ¢(x,y, K), (iii)

Va € Mon(a) 35 € Mon(b) : ¢(a, 5, K) <
& Ve > 030 > 0Vx € Bs(a)Jy € B-(b) : ¢(z,y,K), (iv)

kde formule vlevo je zformulovand ve dvousvéti A-C a formule vpravo je zformu-
lovand ve svete A, tj. je antickd.

Diikaz. Protoze (i) a (ii) jsou ekvivalentni a implikace v (ii) jsou jen obménou
implikaci v (i), podobné pro body (iii) a (iv), stadi ve vSech piipadech dokazat
implikaci zprava doleva. Predpokladejme tedy pro kazdy ptipad, ze plati prava
strana ekvivalence.

(i) Tato formule je antickd, z prvniho zdkona expanze tedy plati i ve svété C,
tedy i pro ¢ > 0,¢ € Mon(0). V takovém piipadé je B.(a) C Mon(a), tedy
prislusné x € B.(a) je hledané a.

(ii) Necht e je pevné antické takové, ze plati antickd formule ¥(a,e, K) :=
Vo € B.(a) : ¢(z, K). Tato formule 7 prvniho zdkona expanze plati i ve svété C.
Protoze v tomto piipadé Mon(a) C B.(a), plati tedy leva strana ekvivalence.

(iii) Necht € je pevné antické takové, ze ve svété A plati

Y(a,bye, K):=Vd > 03x € Bs(a)Vy € B.(b) : ¢(x,y, K),

kde Vy € B.(b) : ¢(z,y, K) je antickd formule s antickymi konstantami b, € a sou-
borem K. PouZijeme-li na formuli ¥ (a, b, €, K') pfekladové pravidlo (i), dostaneme
platnost

Jo € Mon(a)Vy € B:(b) : ¢(a,y, K),

kde formule Yy € B.(b) : ¢(«,y, K) nyni pro piislusné a plati ve svété C
s tim, ze konstanta ¢ je antickd. Proto plati Mon(b) C B.(b), tedy plati i leva
strana ekvivalence.

6P¥imo zobechuji piekladova pravidla i jejich ditkazy uvedené na stranach 193-197 (Vopénkal,
2011a)).
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(iv) Z platnosti pravé strany mizeme definovat posloupnost {9, } nern takovou,
aby
Vn € FN 30, > 0Vx € Bs,(a) Iy € Bin(b) : é(x,y, K).

7 prvniho zakona expanze je tato posloupnost definovana i ve svété C. Zvolme
nyni @ € Mon(a) libovolné. Protoze (o € By, (a)) je formulovand pouze pro-
sttedky svéta C a navic kazdé n € FN tuto formuli splhuje, ukazeme, Ze exis-
tuje néjaké v € IN takové, ze plati o € B; (a). To dokdZeme sporem: protoze
(v € Bs,(a)) je formulovana pouze prostfedky svéta C, mizeme definovat pro
libolné k € N mnozinu M := {m € [k] : @ € B, (a)}. Kdyby takové v € IN
neexistovalo, znamenalo by to, ze M, = FN, to je ale spor, nebot FNN neni
mnozina.

Pro n = v tedy ve svété C plati

Vo € Bs, (a)Jy € Byyy(b) : ¢(z,y, K).

Protoze o € Bjs (a) a By, (b) € Mon(b), volbou z := a a 3 := y dostdvame
platnost levé strany ekvivalence.
O

Pozndamka. Pripomenme, ze vySe uvedena véta plati diky vété [3| pro definici ote-
viené koule pii libovolné ze zminénych norem.

Ukézeme nékolik pfimych disledkd véty [ které budeme ¢asto pouzivat. Na-
sledujici se hodi napt. k prekladu definice limity ¢i malého o.

Dusledek 5. Necht n,k € FN\ {0}, a € Real”, b € Real”, K predstavuje an-
ticky konecny soubor konstant oznacugicich antické objekty a ¢ je néjakda anticka
vlastnost. Pak plati

Va € Mon,(a) 35 € Mon(b) : ¢(a, 5, K) &
& Ve > 030 > 0Ve € Bj(a)Jy € B(b) : o(z,y, K),

kde formule vlevo se tykd obou svéti A i C a formule vpravo se tykd pouze svéta A,
t5. je anticka.

Diikaz. Stadi si uvédomit ziejmou souvislost mezi B (a) a Mon,(a) a ze x € Bg(a)
je antickd vlastnost. Diikaz probiha stejné jako ve vété [4] budeme-li v§ude misto
x € Bs(a) psat x € Bg(a) a misto Mon(a) psat Mon,(a).

U

*

Nasledujici disledek se hodi naptiklad k prekladu formulace véty o implicitni
funkci, viz véta

Véta 6 (O definici antické redlné funkce na monddé). Necht n,k € FN \ {0},
a € Real”, b € Real®, K predstavuje anticky konecny soubor konstant oznacuji-
cich anticke objekty a ¢ je néejaka antickd vliastnost. Pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni.
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(i) Ve dvojsveti A-C plat{]

Va € Mon(a) 3! 5 € Mon(b) : ¢(«, 5, K).

(i1) Ezxistuje antickd redlnd funkce f definovand na Mon(a) takovd, Ze

Va € Mon(a) V5 € Mon(b) : (¢(a, 5, K) < f(a) = ).

(11i) Ve svété A plati

JA > 0Ve,A>e>030,A>3§>0Vx € Bs(a)Iy € B.(b) : ¢(x,y, K).

(iv) Ve svété A plati, Ze existuji A > 0 a § > 0 a ezistuje redind funkce
f: Bs(a) — Ba(b) takovd, Ze

Vo € Bs(a)Vy € Ba(b) : (¢(x,y, K) < f(x) =y).

Diikaz. (i) < (iii): RozepiSeme-li tvrzeni (i) dle definice 3!, dostaneme

Yo € Mon(a) 38 € Mon(b) : ¢(a, 5, K) A
AVa € Mon(a) VA3, B2 € Mon(b) : (é(a, %, K) A ¢(a, 32, K)) = ' = ?),

ProtoZe mohu ale misto ,Va € Mon(a)Vf!, 32 € Mon(b)* psat ,V(«a, ', 3?%) €
Mon(a, b, b)“, kde (a,b,b) € Real” x Real® x Real®, mfizeme pro obé ¢asti kon-
junkce pouzit dle véty [4| prekladové pravidlo a dostaneme

Ve > 0346 > 0Vx € Bs(a)Jy € B.(b) : ¢(x,y, K) A
AIA > 0Y(z,y',y%) € Bala,b,b) : (d(z,y", K) A dla,y?, K)) = y' = y%),

coz je jiz snadno ekvivalentni tvrzeni (iii).
(iii) = (iv): Existuje A > 0 takové, ze dosazenim ¢ := A existuje 6 > 0
takové, ze plati
Vo € Bs(a) 3y € Ba(b) : ¢(z,y, K).

Muzeme tedy definovat antickou funkei f v kazdém bodé x € Bs(a), kterd splhuje
pozadovanou vlastnost Vo € Bs(a) Vy € Ba(b) : (¢(x,y, K) < f(x) = y). Ziejmé
plati, ze rng(f) C Ba(b).

(iv) = (ii): Plyne okamzité z bodu (ii) véty

(ii) = (i): Plyne okamzité, nebot f je funkce definovand na Mon(a).

2.4 Lokalni vlastnosti realnych funkci

Dusledek 7 (Piekladové pravidlo pro vlastnost funkce v bodé). Necht ¢ je néjaka
antickd vlastnost funkce v bodé a x € Real”™ anticky bod. Antickd redlnd funkce f
mda vlastnost ¢ v kazdém bodé Mon(x), prive kdyz existuje antické 6 > 0 takové,
Ze f ma vlastnost ¢ v kaZdém bodé Bs(x).

"Znackou 3! myslime existenci pravé jednoho.
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Ditkaz. Je pouhou aplikaci bodu (ii) véty [4 kde do souboru K patii funkece f
jako anticky objekt.
]

Definice 9. Necht ¢ je néjakd antickd vlastnost funkce v bodé a x € Real”
anticky bod. Rekneme, Ze ¢ je lokdlni vlastnost, jestlize pro libovolnou antickou
redlnou funkci f lze ucinit rozhodnuti, zda md f vlastnost ¢ v bode x, z pouhé
znalosti f|Mon(x).

Prikladem antické vlastnosti funkce v bodé mize byt ,funkce je definovana
v bodé“ ¢ ,funkéni hodnota lezi v mnoziné M*. Antické vlastnosti funkce v bodé
jsou ale diky disledku [5|i v8echny nize definované vlastnosti jako spojitost funkce
v bodé, existence derivace funkce v bodé apod., i kdyz je definujeme pomoci svéta
C. Vsechny tyto vlastnosti jsou lokalni.

Definice 10. Necht ¢ je néjakd antickd vlastnost funkce v bodé. Rekneme-li, Ze
funkce f mad vlastnost ¢ na tridé X, znamend to, Ze pro kaZdé v € X md
funkce f vlastnost ¢ v bode x.

Ve spojeni s tmluvou o oboru ve svété to znamend, ze tvrzeni ,anticka funkce
f je definovana na Mon(z)“ chdpeme presnéji jako tvrzeni . f je antickd funkce
takova, ze Ex(f) je definovani na Mon(x)“ a toto je ekvivalentni tvrzeni ,existuje
antické 6 > 0 takové, ze antickd funkce f je definovand na Bs(z)“.

Tvrzeni 8. Necht ¢ je néjakd antickd vlastnost funkce v bodé, v € Real” a f
je antickd redlnd funkce. Jestlize f md vlastnost ¢ na Mon(x), md f vlastnost ¢
v bodé = ve svéeté A.

Diikaz. Vzhledem k definici vlastnosti funkce na t¥idé, chapeme predpoklad tvr-
zeni tak, ze pro kazdy bod y € Mon(x) plati ve svété C, ze f ma vlastnost ¢
v bodé y. Specialné tedy ve svété C plati, ze f mé vlastnost ¢ v bodé x. Protoze
f, ¢ i x jsou antické, musi nutné ze zakond expanze platit i ve svété A, ze f ma
vlastnost ¢ v bodé .

!

Definice 11. Necht x € Real” a necht f a g jsou antické redlné funkce defino-
vané v bodé x. Rekneme, Ze f a g jsou totoZné v bodé€ z, jestlize f(x) = g(x).

Jsou-li f a g navic definované na Mon(z), rekneme, Ze f a g jsou totoZné
na Mon(x), jestlize plati f|Mon(z) = g|Mon(z) jako rovnost funkci.

Diitkaz nasledujiciho tvrzeni plyne ihned z definic.

Tvrzeni 9 (O lokdlni vlastnosti). Nechl ¢ je néjakd antickd vlastnost funkce
v bodé, kterd je lokdlni. Nechl x € Real” a nechl f a g jsou antické redlné funkce
totozné na Mon(z). Pak f md vlastnost ¢ v bodé x, privée kdyz g md vlastnost ¢
v bodé .
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3. Diferencialni pocet funkci vice
proménnych

V této kapitole vychazime z poznatku zavedenych v ¢asti I11: Zaklady infinite-
simalniho kalkulu (Vopénka, [2011a)). Zachovavame také terminologii, avSak mirné
roz§ifenou (viz predchozi kapitoly) pro vétsi jasnost. U mnoha zavadénych po-
jmi je mozné se odkazovat na piislusné pojmy pro realné funkce jedné proménné.
Pokusime se ale pro nazornost takto necinit.

3.1 Spojitost funkce v bodé

Definice 12 (Spojitost funkce v bodé ve svété A). Necht = € Real” a f je
antickd redlna funkce definovand na Mon(x). Rekneme, Ze funkce f je spojitd
v bodé x, jestlize pro kazdé y € Mon(z) plati, Ze

Jak jiz bylo feceno, spojitost funkce v bodé lze diky prekladovym pravidlim
povazovat za antickou vlastnost funkce v bodé, nebot je anticky zformulovatelna.
Zaroven vsSak z nasi formulace jasné vidime, Ze je to vlastnost lokalni.

Ukazme si nyni, co to presné znamend, fekneme-li pro néjaké a € Real”,
ze néjaka antickd redlnd funkce f je spojitd na Mon(a). Mame nékolik moznych
pristupt.

V prvnim z nich si pfelozime nasi definici spojitosti funkce v bodé do formulace
pouze ve svété A. Protoze je tato vlastnost anticka, je zaroven i klasicka. Spojitost
f na Mon(a) znamena spojitost v kazdém bodé = € Mon(a) ve svété C. Muzeme
tedy psat, ze ve svété C plati

(V€ Mon(a))(Ve > 0)(35 > 0)(Vy € Bs(z)) : f(y) € B-(f(z)).

V druhém piistupu si uvédomime, Ze z piekladovych pravidel (diky anti¢nosti
spojitosti) je spojitost f na Mon(a) ekvivalentni existenci né&jakého antického
realného § > 0 tak, ze ve svété A je f spojitd na Bs(a), neboli v kazdém bodé
oteviené koule Bs(a). Z nasi definice to tedy znamena

(36 > 0,0 € Real)(Vx € Bs(a), z € Real”)(Vy € Mon(x)) : f(z) = f(y).

V obou pripadech jsme museli vyuzit néjakého prekladového pravidla. Pokud
se jim chceme vyhnout a zcela nasledovat nasi intuitivni definici, je pak ale tieba
pracovat s expanzi svéta C, tedy s n&jakym svétem D takovym, ze C < DJ]
Mizeme pak ekvivalentné psat

!Tento pozadavek je diky vété [7] ekvivalentni existenci néjakého antického okoli bodu z, na
kterém je f definovana.

2Domnivam se, ze chceme-li plné vyuzit potencialu nasi intuitivni definice spojitosti pomoci
nekonecné blizkosti, je uziteéné si zvyknout na expanzi svéta C do dalsiho svéta D podobné,
jako pfijimame expanzi svéta A do svéta C. Toto je oviem cesta, kterou si Petr Vopénka nepfal.
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(Va € Mon(a))(Vy € Mon®(2)) : f(z) =" f(y),

kde Mon”(x) je monada bodu, kterou lze definovat ve svété D jako

Mon? (z) = n Bijn(x),
neN\{0}

ktera ale obsahuje vice bod@ neZ jen bod x, nebot pro pfirozend ¢isla Np svéta D
ze zékont expanze plati, Ze N C Np. Podobné nekoneénou blizkost f(z) =" f(y)
ve svété D lze prepsat napiiklad jako f(y) € Mon”(f(x)).

Vsimnéme si, Ze jestlize je anticka realna funkce f spojitd v bodé x € Real”
ve svété A, pak je z prvniho zdkona expanze i klasickd f spojita v bodé x €
Real™ C Rp ve svété C.

Je-li naopak klasickd realna funkce g spojitd v y € Rp ve svété C, pak g
nemusi byt ani antickd, natoz aby byla spojita. Pokud ale navic vime, ze g je
antickd, y € Real”, kde n € FN \ {0}, pak jiz z tvrzeni [§]1 g musi byt spojita
v y ve svété A.

Déle plati zfejméa tvrzeni, Ze soucet i souc¢in spojitych funkci v bodé je opét
spojita funkce v bodéf| Stejné tak plati, Ze anticka redlna funkce f z Real” do
Real” je spojita v € Real” pravé tehdy, kdyz pro kazdé j € {1,...,k} plati,
7e funkce f7 je spojitd v z.

Pro ukazku a nadzornost prace s monaddami jesté podrobné dokazme nasledujici
dvé tvrzeni. Dikaz druhého z nich provedeme bez pouziti piekladovych pravidel

ve smyslu predchozich avah. Samoziejmé je mozné ho vést i bez pouziti expanze
svéta C do D.

Tvrzeni 10 (O slozeni spojitych funkci v bodé). Necht x € Real”, f je antickd
redlnd funkce definovand na Mon(x) a g je antickd redlnd funkce definovand na
Mon(f(z)). Pokud funkce f je spojitd v bodé x a g je spojitd v bodé f(x), pak
funkce g o f je spojitd v bode x.

Diikaz. Necht y € Mon(x) je libovolné. Ze spojitosti f v bodé z vime, ze
f(z) = f(y). Ze spojitosti g v bodé f(z) pak vime, ze (g o f)(z) = g(f(x)) =
9(f(y)) = (go f)(x).

Tvrzeni 11 (O slozeni spojitych funkci na monadé). Necht © € Real”, f je an-
tickd redlnd funkce definovand na Mon(z) a g je antickd redlnd funkce definovand
na Mon(f(x)). Pokud funkce f je spojitd na Mon(z) a g je spojitd na Mon(f(x)),
pak funkce g o f je spojitd na Mon(x).

Dikaz. Necht y € Mon(x) je libovolné. Protoze f je spojitd v bodé y a diky
f(y) € Mon(f(x)) jsou ze spojitosti g v bodé f(x) splnény zakladni predpoklady
tvrzeni |10 ve svété C. Uvédomme si jenom, ze piima reformulace tvrzeni (t.
bez piekladovych pravidel) ve svété C Fikd, Ze zbyva ovéfit predpoklady, ze f je

3Plati pifm4 zobecnéni tvrzeni II1.3.1 az I11.3.4 (Vopénkal, [2011a) obdobné pro nage funkce
vice proménnych.
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klasicka realna funkce definovana na Mon® (y) a ze g je klasicka realnd funkce defi-
novand na Mon” (f(y)). To ale ziejmé plati, nebot Mon® (i) € Mon(z) € dom(f)
a Mon”(f(y)) € Mon(f(z)) C dom(g). Funkce g o f je tedy spojitd v bodé y.

0]

3.2 Bolzanova véta o mezihodnoté

Nasleduje zobecnéna verze Bolzanovy véty o mezihodnoté. Pfipomenme, ze R"
je n-rozmérnd plnd miiz ve smyslu zavedeni v kapitole Protoze R™ je mnozina,
znamend to specialné, 7e existuje néjaké v € IN takové, ze Card(f{”) = .

Kazd4 antickd realna funkce f ma svou mnozinovou verzi f := Ex(f)|R™, tedy
f je klasickd redlnd funkce, kterou povazujeme za mnoZinu (nebof f je anticka

A

a zdroveil dom(f) je mnozina) a kterd je klasicky kone¢nd.

Specialné to, ze f je mnozina ve svété C a Card(f) = 4 < v, znamend, ze
existuje z € R™ takové, ze

Vy e R" : f(y) < f(2),
jinymi slovy existuje bod z, ve kterém ma funkce f maximum.
Nasledujici definici a vétu formuluji zcela ve svété A.

Definice 13. Nechl x,y € Real”. Pak antickd trida Ty definovand jako Ty :=
{r+tly —x):t€[0,1] N Real} se nazyvd dsecka zy.

Véta 12 (Bolzanova véta o mezihodnoté). Necht y,z € Real” a f je redlnd
funkce z Real™ do Real spojitd na yz. Necht v € f(y)f(2). Pak existuje v € yz
takové, zZe f(v) = u.

Diikaz. Je-li w = f(y) nebo u = f(z), pak jsme hotovi. Pfedpokladejme tedy
bez Gjmy na obecnosti, 7e f(y) < u < f(z). Necht w je redlna funkce proménné
t € Real definovand w(t) := y+t(z —y). Tato funkce je zfejmé spojitd a ma svou
mnozinovou verzi w := Ex(w)|R. Existuje tedy nejvéts{ ¢, € [0,1) N R takové, e
(f ow)(to) < u. Je-li t; hornf soused tof] pak ziejmeé (f o w)(t;) > u. Polozime-li
v = w(Proj(ty)), pak v je anticky a plati f(v) = u, nebot (f ow) je spojita.

O

3.3 Limita funkce v bodé

Definice 14. Necht y € (Real U {#o00})", 2 € (Real U {+o0})* a f je an-
tickd redlnd funkce definovand na Mon,(y). Rekneme, e z je limitou funkce
f v bodé vy, jestlize pro kazdé x € Mon,(y) plati, Ze f(x) € Mon(z), a tuto
skutecnost zapisujeme

lim f(x) = 2.
Tr—Y
4t, je horni soused ty, pokud je t; € R nejmensi takové, ze t; > tg — viz definice na

str. 165 (Vopénkal, [2011a)).
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V piipade, Ze z € Real®, Fikdme, Ze limita f je vlastni. V opacném piipadé
je limita f nevlastni.

Poznamka. Pro toto zobecnéni pojmu limity plati i prislusné zobecnénd tvrzeni
I11.3.30 a7 111.3.38 (Vopénkal [2011a)) (o aritmetice limit, L’Hospitalovo pravidlo).

Pro nazornost dokazeme podrobné nasledujici trividlni tvrzeni.

Tvrzeni 13. Nechl y € Real” a [ je antickad redlnd funkce. Funkce f je spojitd
v bodé y, pravée kdyz lim f(z) = f(y).
T—y

Diikaz. Necht f je spojitd v antickém bodé y. Z definice spojitosti plati, ze pro
kazdé = € Mon(y) je f(x) € Mon(f(y)), plati to tedy i na mensi tiidé Mon,(y) a
tim mame dokazanou implikaci zleva doprava.

Necht naopak plati Ithy f(z) = f(y). Z definice limity plati, ze pro kazdé

r € Mon,(y) je f(x) = f(y). Aby mél vyraz f(y) smysl, je funkce f definovana
v antickém bodé y a ziejmé je v tomto bodé i spojita. O

Pro spojeni s tradi¢ni notaci asymptotického chovani, zavedeme nyni jesté
znaceni malé o.

Definice 15. Necht y € (Real U {£oo})" a f,g jsou antické redlné funkce
definované na Mon,(y), kde mg(f) C Real® a mg(g) C Real'. Rekneme, e
funkce f je malé o funkce g v bodé€ vy, jestlize pro kazdé x € Mon,(y) ezistuje
o € Mon™(0) takové, Ze f(x) = a - g(x) Tuto skutecnost zapisujeme

f(x) = o(g(x)), x = y.

Pozndmka. VSimnéme si, ze v pripadé [ = 1 naSe definice rozsifuje smysl malého o
definovaného tradiéné napr. na str. 21 (Zajicek, 2007)). Shrime tuto skute¢nost
v nasledujicim snadném tvzeni.

Tvrzeni 14. Necht' y € (Real U {£o00})" a f, g jsou antické redlné funkce defi-
nované na Mon,(y), kde rng(g) C Real. Predpoklidejme navice, Ze funkce g je na
Mon,(y) nenulova. Pak plati

f(z) =o0(g(z)), v -y < lim f@) = 0.

2=y g(x)

Dikaz. 7 definice tvrzeni na levé strané ekvivalence mame, ze pro kazdé x €

Mon,(y) existuje o € Mon®(0) takové, ze f(x) = a-g(z). Tato rovnost je z nenu-
lovosti g na Mon,(y) ekvivalentni % — a. Existence a € Mon®(0) takového, Ze

plati tato rovnost, je ekvivalentni % € Mon"(0). Protoze toto plati pro kazdé

x € Mon,(y), dostaneme z definice limity tvrzeni na pravé strané ekvivalence.
0

®Bod « v tomto prfipadé nahlizime jako matici a sou¢in a-g(x) chdpeme jako soucin matice a
se sloupcovym vektorem g(x).
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Dokazeme nyni jedno lemma, které se nam bude hodit pti osvétleni vztahu
nami definované derivace funkce v bodé s tradi¢ni definici. Dohodnéme se, Ze
v nasledujicim tvrzeni pro bod = € Real" oznaluje ||z||s :== >, |*| souttovou
normu vektoru x a sgn oznacuje znamou funkci signum. Lemma vSak bude snadno
platit, uzijeme-li libovolnou normu ekvivalentni sou¢tové normé.

Lemma 15. Nechl f je antickd redlnd funkce z Real™ do Real® definovand na
Mon (0). Pak plati

F(@) = ollzl), & >0 & f(z) = ofx), x — 0.

Diikaz. 'V celém dikazu necht = € Mon}(0) je libovolné zvolené, ale pevné.

=: 7 definice levé strany ekvivalence existuje a € Mon*(0) takové, ze f(x) =
|z||s - ov. Polozme f; j := o' - sgn(a?) pro v8echna i € {1,...,k},j € {1,...,n}.
Ziejmé B € Mon" "(0) a plati, ze f(x) = - x.

«: 7 pravé strany ekvivalence existuje § € Mon"*"(0) takové, ze f(x) =
B - x. Polozme o := 30 Buj) - @ /||z|s pro viechna i € {1,...,k}. Ziejmé
o € Mon*(0) a plati, ze f(x) = ||zs - a.

0J

Pozndmka. Vsimnéme si, ze pro pripad, kdy g(z) = ||z|| jsou splnény predpoklady
tvrzeni tedy vyraz f(x) = o(||z||),z — 0 je ekvivalentni tradi¢nimu pojeti
pouzivanému napt. v (Zajicek, [2007)).

3.4 Derivace funkce v bodé

Ptipomenme si nejdiive definici derivace, kterou snadno rozsitime po slozkach
i na realné funkce z Real do Real”.

Definice 16. Necht x € Real, f je antickd redlnd funkce z Real do Real® defi-
novand na Mon(z). Pak fekneme, Ze vektor f'(x) € (RealU{+o0})* je derivacit
funkce f v bodé z, jestlize

flx+h) - fx)

fny h = /@),

Vs&imnéme si, ze z definice limity je to ekvivalentni tvrzeni, ze pro kazdé
a € Mon,(0) plati

nebo ekvivalentné
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Definice 17. Nechf © € Real”, f je antickd redind funkce z Real™ do Real” de-
finovand na Mon(z) ai € {1,...,n}. Parcidlni derivaci funkce [ podle i-té
promeénné v bodé& x znacime jako 0;f(z) € (Real U {£oo})* a je definovdina
jako

0if (x) = f;(0),

kde f/(0) znaci derivaci funkce f; v nule a f; : t — f(z +te;) pro t € Real[]

Parcidlni derivaci funkce snadno zobecnime na pojem derivace funkce podle
vektoru.

Definice 18. Necht x,v € Real” a f je antickd redlnd funkce definovand na
Mon(z). Derivaci funkce f podle vektoru v v bodé€ x znacime jako O, f(x)
a je definovana jako

0y f(x) == f.(0),
kde f!(0) znaci derivaci funkce f, v nule a f,:t— f(x +tv) prot € Real.

Pozndmka. Podobné jako u limit v piipadé, 7e d,f(z) € Real”, iikime, 7e je
prislusnd derivace vlastni. V opac¢ném pripadé rikdme, Ze je nevlastni.

Vsimnéme si, ze plati
azf(x) = aeif($)7

kde e; je ptislusny kanonicky jednotkovy vektor ve sméru ¢-té soutadnice.

V nésledujicim lemmatu formulovaném ve svété A shrneme zakladni pozoro-
vani o derivaci funkce podle vektoru.

Lemma 16. Necht existuje 0, f(z) vlastni a A € Real. Pak plati

e Of(x)=X-0,f(x),
o FlatAo)— Flz) — O f(x) = ol |Ae]]). A= 0.

Diikaz. Prvni ¢ast ukdZeme vypoctem z definice, kde pro libovolné a € Mon,(0)
a A # 0 plati

. F(2) —Proj (f(x rok) - f<x>)

b (0 SO

Ptipad, kdy A = 0 plati trividlné. V§imnéme si, ze prvni bod trvzeni je formulovan
ve svété A. Plati tedy i ve svété C, tj. pro libovolné A € Re.

Pro ptipad, kdy v = 0, plati druhy bod trividlné. Uvazujme tedy dale, Ze
v # 0. Z definice derivace podle vektoru a protoze je tato derivace vlastni, pro
kazdé o € Mon,(0) existuje § € Mon(0) takové, ze plati

6Kanonicky vektor e; definujeme jako bod v Real™ takovy, Ze na i-tém misté je jeho sou-
fadnice 1 a vSechny jeho zbylé soutfadnice jsou O.
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0, f(z) = f(x+041;) — /@) 4

Pouhou tpravou této rovnosti a uzitim predchoziho bodu tvrzeni dostaneme
rovnost

_ 5
sgn(a) - [|v]]
€ Mon(0), je z definice dokazan i druhy bod.

f(:E_I_aU)_f(x)_aowf(aj):

e ol

> -8
Protoze sz (a) Tl

O

Tvrzeni 17 (Ekvivalentni definice derivace podle vektoru). Necht f je antickd
redlndg funkce z Real™ do Real”. Derivace Ouf () je vlastni, pravé kdyz existuje
linedrni redlnd funkce L(\) = X - w, kde A\ € Real,w € Real”, pro kterou plati,
ze

f(@+ ) = fz) = L(A) = o([[Av]]), A = 0.

V takovém pripade je w = 0, f(x).

Diikaz. Zleva doprava plyne tvrzeni ihned z druhého bodu lemmatu Pred-
pokladejme tedy, ze plati prava strana ekvivalence. Pro v = 0 plati leva strana
trivialné. Necht tedy dale v # 0. Z pravé strany snadnym vypoctem ihned odvo-
dime, Ze pro vSechna o € Mon,(0) plati

. Ja+av) = f()

«

Protoze w je anticky, je tedy z definice roven 0, f(x), ktera tedy existuje a je
vlastni.

O

Derivace dle riznych vektort funkce v bodé spolu obecné nesouvisi. My se
nyni zaméfime na specidlni pfipad, kdy spolu souvisi, a to tak, Ze funkce 0 f(z)
chapana jako 0 f(x) : v — 0, f(z) bude antickd linedrni. Specidlné derivace dle
vSech vektorti budou vlastni.

Definice 19. Necht x € Real” a f je antickd redlnd funkce z Real™ do Real”
definovand na Mon(zx). Rekneme, Ze antickd linedrni funkce 0f(x) : Real” —
Real® je derivace funkce f v bodé x, jestlize plati pro kazdé o € Mon"(0)
existuje f € Mon**"(0) takové, Ze

f@+a) = fz) = 0f(z)(e) = § - .

Matici k x n linearni funkce Of(x) v takovém pfipadé znacime [0f(z)] a na-
zyvame ji Jacobtho matice funkce f v bodé x.

Vs§imnéme si, ze z definice malého o miizeme v definici derivace funkce f
v bodé = prosté psat, ze

flz+v) = f(z) = 9f(z)(v) = o(v), v = 0.
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Poznamka. Z tvrzeni[I7)a lemmatu [15]ihned vidime, Ze existuje-li derivace funkce
f v bodé z, pak funkce derivace f podle vektoru v bodé x chapand jako 0 f(z) :
v+ O, f(x) je definovana na celém Real”, je linearni a dokonce pro kazdé v €
Real" je 0, f(x) = 0f(z)(v).

Necht (i,7) € {1,...,k} x{1,...,n}. Pak lze (i, j)-tou slozku Jacobiho matice
vyjadrit jako A

[0F ()] 5.5 = 0./ ().

Vsimnéme si, 7e existuje-li derivace funkce, pro jeji urceni (a tedy i urceni jejich
derivaci podle vSech vektoril) sta¢i znat vSechny jeji parcidlni derivace.

Pozndmka. Vsimnéme si také, ze limita funkce v bodé, malé o funkce v bodé,
parcidlni derivace, derivace podle vektoru i derivace funkce v bodé jsou lokalni
vlastnosti.

Existuji-li v8echny parcialni derivace funkce f v bodé x vlastni a dokonce je-li
funkce 0. f(x) : v — 0, f(x) linearni a definovana na celém Real”, neznamena to
jesté, ze existuje derivace funkce f v bodé x.

Piikladem budiz funkce ¢ : Real* — Real definovana funkéni hodnotou 1
na t¥idé {(z,y) € Real®\ {(0,0)} : 2> = y} a vsude jinde jako 0. Pocitdme-
li derivaci funkce g podle vektoru v € Real® v bodé (0,0), chceme z definice

g(av)

” >, jemuz se pak ona derivace

spocitat pro libovolné o € Mon(0) vyraz Proj (

rovnd. V8imnéme si ale, Ze soudin « - v nemtize byt nikdy roven (3, 5%) pro zadné
g e Moni(O). Proto g(a - v) =0, tedy 9,9((0,0)) = 0.

Pocitame-li derivaci dg((0,0)), méla by se, pokud existuje, rovnat nulové li-
nearni funkci. Z definice derivace tedy musi platit, Ze pro kazdé o € Mon((0, 0))
existuje 3 € Mon'*?(0), 7ze g(a) = 3 - a. Zvolime-li ale a := (7,+?) pro libovolné
v € Mon(0), bude platit

1 =g(a) =p-a e Mon(0),
coz je ziejmé spor. Derivace dg((0,0)) tedy neexistuje.

Ptimo z definic snadno dokazeme nasledujici tvrzeni.

Véta 18 (Ekvivalentni definice derivace). Necht © € Real” a f je antickd redlnd
funkce z Real™ do Real® definovand na Mon(z). Pak ndsledugici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

(i) Ezistuje Of(z).

(ii) Eristuje L : Real™ — Real” antickd linedrni funkce takovd, Ze

o J@ ) = (@) = L)

v—0 [v]]

=0.

"Necht v = (a,b) € Real?\ {(0,0)}. Zfejmé miizeme piedpokladat a # 0. DokdZeme sporem:
kdyby a-v = (a-a,a-b) = (3, 8?), pak porovnanim slozek zjistime, ze b = a - 8 € Mon(0).
V tom piipadé ale v = (0,0).
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(iii) Ewistuje A : Real”™ — Real® antickd afinni funkce takovd, e

A(z) = f(z) a lim Jv) = Ay)

v=e |y — ]

=0.

V pFipade, Ze plati libovolny z pFedchozich bodi, je nutné L = 0f(x) a A(y) =
f(x) +0f(z)(y — ).

Poznamka. Chceme-li dokazat existenci 0f(x) pomoci néjaké z predchozich pod-
minek, v8imnéme si, ze hledané L nutné spliiuje L(e;) = 0; f(x). Stadi tedy ovéfit,
zda podminka plati pro takto definovanou linearni funkci L.

Dikaz. Ekvivalence prvnich dvou bodt plyne z definice derivace, z tvrzeni
alemmatu[15] Pokud plati bod (ii), volbou A(y) = f(z)+L(y—x) a dosazenim do
limity za v = y — x dostaneme ihned platnost (iii). Plati-li naopak (iii), volbou L
jako linedrni funkei tak, aby A(y) = A(z)+ L(y—x), vidime diky A(x) = f = (z),
ze Aly) = f(x) + L(y — x), a dosazenim do limity za y = x + v dostaneme ihned
platnost (ii).

O

Umluva. Pokud tvrdime, Ze existuje Of () (resp. 0;f(x)), minime tim automa-
ticky, Ze vijraz Of (x) (resp. 0;f(x)) md smysl, tj. jsou splnény viechny predpoklady
nast definice. Znamend to, ze v € Real" a f je antickd redlnd funkce z Real™ do
Real® definovand na Mon(z).

*

V klasické literatute se pro redlné funkce do Real nami definovana derivace
funkce v bodé zpravidla nazyva totalni diferencidl.ﬂ A7 pro vys$si rozmér se voli
nazev derivace. Zvolili jsme nazev derivace rovnou, abychom si mohli vyhradit
termin diferencial pro jiny pojem — pojem, ktery souvisi s nekonec¢né malou
diferenci. Rozsifime definici ze str. 201 (Vopénkal 2011a)) nasledujicim zptisobem.

Pracujme s pevné danou plnou n-rozmérnou mrizi R". Necht je zadan bod
z=(2,...,2") € R". Ozna¢me dz = (dz!,..., da") € R" takovy bod, ze 2 +da’
je horni soused bodu 2% na R pro kazdé i. Diferencial funkce f v bodé z pak
definujeme jako

df(z) == 0f(z)(dz) = 0y f(z) - dz' + ... 0, f(x) - da™.

Nahlizime-li na x jako na funkci identity id(z) = x, lze vidét dz i jako diferen-
cidl funkce id v bodé z. Ziejmé miizeme zobecnit diferencial funkce f v bodé z
pro libovolné o € Mon"(0) jako df(z)(«) := 9f(x)(«).

Definujeme-li jesté podobnym zpiisobem uzitecnou znacku diference funkce f
v bodé z ve sméru v jako A, f(x) = Af(z)(v) := f(x +v) — f(x), miZeme pii
praci s mifzi R™ opét definovat diferenci funkce f v bodé& z jako

Af(z) := A f(z) = f(x +dz) — f(x).

Vsimnéme si, ze pokud ma funkce f v bodé x derivaci, existuji z definice
derivace ¢isla o' € Mon(0) pro vSechna ¢ € {1,...,n} takovd, ze

df(z) — Af(z) =a' -dz' + ... a" - da™.
8Viz str. 52 (Zajicek, 2007).
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3.5 Lagrangeova véta o prirustku funkce

Uvedeme nyni ptimé dikazy riznych verzi Lagrangeovy véty o prirtistku
funkce pro funkce vice proménnych. Nasledujici zakladni verzi dokazeme pro ilu-
straci piimo z definicf’] Tuto vétu formulujeme ve svété A.

Véta 19 (Lagrangeova véta o prirtistku funkce dle vektoru). Necht z,y € Real”
a [ je redalnd funkce z Real" do Real. Oznacme v := (y — x). Predpokladejme,
ze existuje O, f vlastni na Ty. Pak existuje bod z € Ty takovy, Ze

Ouf(z) = fly) = f(z) = Ay f(2).

Diikaz. Nejdiive si uvédomme, ze je-li x = y, je tvrzeni trividlné splnéno. Necht
déle x # y. Definujme redlnou funkci w(t) := z +t-v pro t € Real. Z defi-
nice vidime, ze pro libovolné ¢ € [0,1] plati d,f(w(t)) = (f o w)'(t), a protoze
(fow)(t) € Real, je f o w spojitd v bodé t. Ziejmé také (f o w)(0) = f(x)
a (fow)(1) = f(y)["

Definujme linearni redlnou funkci L(t) := (f(y) — f(x))t + f(x) pro t € Real.
Tato funkce méa vlastnost L(0) = f(x) a L(1) = f(y). Omezime-li nyni obé
funkce w a L na mnozinu [0, 1] ﬂf{, vzniknou nam jejich mnozinové verze. Existuje
tedy to € [0,1] NR takové, ze |(f o w)(to) — L(to)| je maximalni. Pfedpokladejme
déle, Ze ¢islo (fow)(tg) — L(to) je kladné. Kdyby bylo zaporné, ditkaz by probihal
stejné, jen s opac¢nymi nerovnostmi; kdyby bylo nulové, je tvrzeni trivialné splnéno
pro libovolny bod z € 7y.

Piedpokladejme déle, 7e ty je antické, nebot poloZime-li {y = Proj(t,), bude
z jeji spojitosti ¢ty maximalizovat fow— L na antickém, tedy i klasickém, intervalu
[0, 1]. Pracovali bychom tedy misto s ¢, s f,. Déle vidime, Ze dokonce t, € (0,1),
nebot pro néj predpokladame, ze (f o w)(ty) — L(to) je nenulové.

Necht o € Mon(0) je libovolné. Ziejmé plati
(f ow)(to + ) = L(to + ) = ((f o w)(to) — L(to)) < 0.
Protoze (L(to + «) — L(to
(fow)(to+ «

~—

)/a = A, f(x), plyne z pfedchozi nerovnosti, ze

~—

_(fo'w)(to) SAUf(ZL’)

pro o > 0

Q

~—

(fow)(ty+ «
& a

pro a < 0.

Protoze existuje (f ow)’(to) vlastni a projekce levych stran predchozich dvou
nerovnosti ji musi byt rovny, vidime ihned, ze (f o w)'(tg) = A, f(x) ]
[

Nésledujici zobecnéni Lagrangeovy véty se hodi zformulovat v fe¢i monad.
Diky prekladovym pravidlim snadno nahlédneme, Ze je to trochu slabsi verze
véty 2.19 (Zajicekl 2007).

9Véta je jen pfimym zobecnénim Lagrangeovy véty o piirGstku funkce uvedené na str. 179
(Vopeénkal, 2011a).

WY tuto chvili se miZeme odvolat na jednorozmérnou verzi Lagrangeovy véty o piirtistku
funkce ze str. 179 (Vopénka, [2011a)) aplikovanou na funkci f o w a jsme hotovi.

HVsimnéme si, 7ze zde bez vét§ich zminek uzivame tvrzeni I111.2.23 (Vopénkal, 2011a).
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Véta 20 (Lagrangeova véta o piiriistku funkce na monadé). Necht z € Real” a f
je anticka redlnd funkce z Real™ do Real definovand na Mon(z). Necht 0;f jsou
vlastni na Mon(z) pro vsechna i € {1,...,n}. Pak pro viechna x,y € Mon(z)
existuji &1, . .., &, € Mon(z) takové, Ze plati

n

Fly) = fl@) = (' — ") 0 f (&)

i=1

Diikaz. Oznacme o := y—z € Mon"(0). Hleddme tedy body ; takové, aby platilo
fle+a)—f(x) =371, @', f(&). Oznacime-li 2; := x + 3", a’e;, vEimnéme si,

ze plati
n

flz+a) = flz) = Z(f(@) — f(Zio1)).
i=1
ProtoZe pro libovolné ¢ € {1,...,n} je & — &;_1 = d'e;, z lemmatu
plati 93 5. ,f = o' - 0;f na Mon(z). Derivace podle vektoru 0, s, ,f je tedy
vlastni specialné vSude na tsecce z;_12;. Jsou tedy splnény pfedpoklady véty
ve svéte C a existuje & takové, ze plati

F(@:) = f(#im1) = 0z—a,_, f(&) = & - 0, f (&),

Dosazenim do predchozi rovnosti ziskame, co jsme chtéli.

3.6 Souvislosti derivace a parcialnich derivaci
funkce v bodé

Nasleduje nékolik velmi uzite¢nych vét formulovanych ve svété A souvisejicich
s existenci derivace redlné funkce v bodé. Jednoduchosti jejich dikazi chceme
demonstrovat uzitecnost nasi definice.

Véta 21. Necht f je redlnd funkce z Real™ do Real” a necht existuje Of(z). Pak
funkce f je spojitd v bodé .

Diikaz. Necht y € Mon(x) je libovolné. Z definice derivace dosazenim za o« = y—x
plati

fy) = fl@)+0f(x)(y—2)+ 8- (y — =),
kde 5 € Mon(0). Z linearity a ze spojitosti df(x) v nule je ztejmé Of (z)(y —x) +
B (y —x) € Mon(0). Plati tedy f(y) = f(x) pro vSechna y € Mon(z), coZ jsme
chtéli dokazat.
O
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Véta 22. Necht f je redlnd funkce z Real” do Real® a necht 0,f je spojitd
v bodé x pro kazdé i € {1,...,n}. Pak ezxistuje Of(z).

Diikaz. Zvolme j € {1,... k} a o € Mon"(x) libovolné. Z predpokladu spojitosti
9;f7 v bodé¢ x pro kazdé i € {1,...,n} vime, Ze 9;f7 je vlastni na Mon(x). Pro
realnou funkci f7 jsou tedy splnény predpoklady véty pro dvojici bodi x
a r + «. Plati tedy

Pllata) = fia)=) o' 0f ()
i=1
pro n&jaké &, ..., & € Mon(z). Oznaéme matici ;4 := 0;f7(&]) — 9,17 ().
Ze spojitosti 0; f7 ziejmé plati 3 € Mon™*"(0). Dostaneme tedy
flo+a) = flz) =Y a'dif(z) =5 a.
i=1
Redlnd funkce L(v) := Y1  v' - 9;f(z) je linedrni a z véty je L =0f.

O

Véta 23 (O derivaci slozené funkce). Necht f je redlnd funkce z Real” do Real”
a g je redlnd funkce z Real® do Real'. Necht existuji 0f(z) a dg(f(x)). Pak
existuje (g o f)(x) a plati

d(go f)(x) = dg(f(x)) o Df(x).

Diikaz. Protoze Og(f(x)) o Of(x) je zfejmé linedrni, zbyva ovérit, ze pro libovolné
o € Mon™(0) existuje 8 € Mon""(0) takové, Ze

(go f)x+a)=(gof)(x) = (9g(f(x)) o f(x))(a) =5 a.

7 existence derivaci df(x),0g(f(z)) a spojitosti f v bodé z déle oznacme
B/ € Mon**™(0), 89 € Mon"*(0) takové, 7e plati

fla+a) = f(x) = 9f(2)(a) = B -,
9 (f(@) + (f(x+a) = f(2))) = g(f ()= 0g9(f(2))(f(x + ) — f(z)) =
=B (f(z+a) = f(x)).

Uzijeme-li zapisu derivace pomoci Jacobiho matice [0f(x)], plati
flw+a) = fla) = (8" + [0f (2)]) - o

Pouhou tpravou vyrazu a vyuzitim linearity derivace dostaneme, Ze plati

(g0 )a+a) - (g0 f)(@)- (Bg(f(2)) 0 Df(2)) (@) = ...
= (87 (B + 10F (@) + [99(f(2))] - 8) -

Hledané §:= 39 - (87 + [0f(2)]) + [0g(f(x))] - B/ z¥ejmé lezi v Mon'"(0).
0

30



3.7 Funkce tridy C?

V této kapitole ukdzeme nekolik zakladnich vysledki pro vicenasobné derivo-
vani a definujeme si pojem hladkosti funkce v bodé.

Necht f je antickd realna funkce a z,v,w € Real”. Uvédomme si nejdfive,
ze pro antickou redlnou funkci f, kterd ma vSechny derivace podle vektoru v
na Mon(z) vlastni, tj. existuje redlna funkce 0, f na Mon(z), ma smysl definovat
derivaci funkce 0, f podle vektoru w v bodé z (resp. ve smyslu funkce na Mon(x)).
Tu pak oznacujeme 0,0, f () (resp. jako funkci 0,0, f). Rikdme pak, ze 0,0, f je
parcidlni derivace funkce f podle vektori v, w fadu 2. Podobné bychom
pro libovolné p € FIN definovali derivaci funkce podle vektort fadu p.

V pripadé, ze bychom chtéli psat nékolikrat za sebou derivaci podle stejného
vektoru v, zapisujeme pak zkracené napt. 92 f misto 9,0, f.

Poznamka. Tato definice plati zfejmé i speciadlné pro parcidlni derivace funkce f.

Definice 20. Necht x € Real” a f je antickd redlnd funkce definovand na
Mon(x). Rekneme, Ze f je tridy CP? v bodé x pro p € FN, jestlize viechny
parcialni deriwvace funkce f radu p jsou spojité v bodé x.

Specidlne f je tridy C° v bod€ x, pokud f je spojitd v bodé x.

Rekneme, Ze f je tridy C™ v bodé x, jestlize pro kazdé p € FN je f tiidy CP
v bode x. Takovou funkci f také nazyvame hladkou v bodé .

Predpokladdme-li, Ze f je t¥idy CP™! v bodé x, znamen4 to nutné ze spojitosti
parcialnich derivaci funkce f fadu p+ 1 v bodé z, ze jsou tyto parcidlni derivace
vlastni na Mon(x). Zaroven z véty [22| vime, Ze existuje derivace vSech parcialnich
derivaci funkce f ¥adu p v bodé x. Z véty 21 tedy specidlné méme, Ze f je t¥idy C?
v bodé .

Tvrzeni 24 (O zaméné dvou parcialnich derivaci). Necht z € Real”, f je antickd
redlnd funkce z Real” do Real” a i,j € {1,...,n} jsou pevné. Pokud plati, Ze
funkce 0;0;f a 0;0;f jsou spojité v bodé x, pak plati 0;0; f(v) = 0;0;f ().

Diikaz. Nejdfive si uvédomme, ze mzeme predpokladat, ze funkce f je z Real”
do Real, nebot trvzeni lze dokézat pro kazdou slozku f zvlast.

Vsimnéme si také, ze z predpokladii spojitosti parcidlnich derivaci v bodé x
plyne, Ze jsou vlastni na Mon(x). To také znamend, Ze pro nekone¢né malé vektory
ve sméru kanonickych vektori e;, e; jsou splnény predpoklady Lagrangeovy véty
ve svété C o piirtstku funkei f,0;f a 0;f na vSech tiseckach v Mon(z).

Necht oy, a; € Mon}(0) jsou libovolné. Piipomeiime, Ze pro libovolnou funkci g
definujeme diferenci g ve sméru v v bodé y jako A,g(y) := g(y+v)—g(y) a mizeme
ji nahlizet jako funkci proménné y. VSimnéme si nyni, ze plati

A(Xi@iAOéjEjf<x> = Aa‘jejAaieif<x>‘

Z véty [19] a véty 23] postupnou aplikaci na obé strany rovnosti dostaneme, Ze
existuji &, & € Mon(x) takové, Ze

;0 - aza]f(gl) = AaieiAajej-f<I) = Aoaje]-Aaieif<I) = 00y - 8]8’Lf(€2)

31



Protoze «;, o; byla libovolna nenulové ¢isla a protoze funkce 9,0, f, 0,0, f jsou
spojité v bodé x, mame

0:0;f (x) = 0,0, f(&1) = 9;0,f (&2) = 9;0:f (x).

Nebot 0,0; f(z) a 0;0;f(x) jsou antickd, musi nutné 0;0; f(x) = 0,0, f(x).
]

Vsimnéme si, ze predchozi vétu lze snadno zobecnit pro vektory a pro fad p.

Vé&ta 25. Nechl x € Real”, [ je antickd redlnd funkce z Real® do Real®
aq€eFN, ¢ <pe FNU{oo}. Necht ddle vy, ...,v, € Real". Pokud plati, Ze
funkce f je tridy CP v bodeé x, pak pro vypocet Oy, ... 0, f(x) nezdlezi na poradi
operact Oy, ..., Oy,

Néasleduje véta, kterou budeme bez dalsich odkaz dale pouzivat.

Véta 26 (O skladani funkei tfidy CP na monadé). Necht x € Real”, [ je redlnd
funkce z Real” do Real®, g je redlnd funkce z Real” do Real’ a p € FN U {oo}.
Pokud f je tridy C? na Mon(x) a g je tridy C? na Mon(f(z)), pak go f je tridy CP
na Mon(x).

Diikaz. Muzeme bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze [ = 1, nebot trvzeni lze
dokazat pro kazdou slozku funkce g o f zv1ast.

V piipadé p = 0 plyne véta ihned z tvrzeni [11] V pfipadé p = 1 z véty
a véty [23| v libovolném bodé y € Mon(z) pro kazdé i € {1,...,n} plati

k
di(go fly) = Z Og(f(y) - 0:f*(y)

a z tvrzeni je ziejmé funkce proménné y na pravé strané rovnosti spojitd
v bodé y. Tedy i 0;(g o f) je spojitd v bodé y. Vidime tedy, ze g o f je t¥idy C?
v libovolném bodé y, tedy na Mon(x).

Pripad p > 1,p € FN dokazeme indukci. Predpokladejme tedy, ze véta plati
pro p — 1. Chceme ukézat, Ze pro kazdé i € {1,...,n} je di(g o f) t¥idy CP~!
v libovolném bodé y € Mon(z). Protoze pro tuto funkci proménné y ale zifejmé
plati stejna rovnost jako v ¢asti dikazu pro p = 1 a z indukéniho predpokladu je
v této rovnosti funkce vpravo ziejmé t¥idy CP~! v bodé y, jsme hotovi.

O

3.8 Véta o implicitni funkci

Dokazeme nejdiive nasledujici lemma, které pro jednoduchost zapisu zfor-
mulujeme pomoci monad. Z prekladovych pravidel lze samoziejmé zformulovat
prislusnou verzi ve svété A.

Lemma 27 (Slabd véta o implicitni funkci spojité v bodé). Necht (a,b) =
(a',...,a",b) € Real™™ a g je antickd redind funkce z Real™' do Real de-
finovand na Mon(a,b). Necht ddle plati
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(i) 9(a,b) =0,

(ii) Ons+19(a,b) #0,
(111) On119 je spojitd na Mon(a,b),
(iv) g je spojitd v (a,b).

Pak ezistuje antickd redlnd funkce f definovand na Mon(a) takovd, Ze pro
vSechna (z,y) € Mon(a,b) plati

flx)=y & g(z,y) =0.

Navic plati, Ze [ je spojita v bode a.

Diikaz. Protoze g je anticky objekt a podminka g(z,y) = 0 je anticka, staci
z véty [6] o definici antické redlné funkce na monddé ukazat, ze pro kazdé x €
Mon(a) existuje pravé jedno y € Mon(b) takové, ze g(x,y) = 0. Spojitost defino-
vané funkce f v bodé a je z definice ziejma.

Necht = € Mon(a) je libovolné. Oznaéme h = g(z, -) klasickou realnou funkci
z Real do Real takovou, 7e h(t) := g(x,t). Ziejmé h je definovand na Mon(b),
h(b) =0 (z bodi (i) a (iv)) a existuje r € Real \ {0} takové, ze b’ = r na Mon(b)
(z bodt (ii) a (iii)). Funkce h je tedy spojitd na Mon(b).

Dokazme nejdiive existenci. V pripadé, ze h(b) = 0, jsme hotovi. Pfedpokla-
dejme déle, ze h(b) # 0. Necht a € Mon(0) je libovolné. Z Lagrangeovy véty
aplikované na funkci h a body b, b+ « ve svété C mame, ze existuje &, € Mon(b)
takové, ze

h(b+ a) = a - h(&,) + h(b).

Volbou « := |2h(b)/r| € Mon(0) z pfedchozi rovnosti snadnym vypoctem plyne,
ze h(b— «) a h(b+ «) maji opac¢na znaménka. Diky spojitosti h na [b — «a, b+ af
z Bolzanovy véty [12| o mezihodnoté plyne, Ze existuje y € [b— «, b+ o] C Mon(b)
takové, ze 0 = h(y) = g(x,y).

Pro dikaz jednoznacnosti predpokliadejme, Ze existuje g € Mon(b) takové, ze
h(y) = 0. Z Lagrangeovy véty |19 aplikované na funkci h a body v,y ve svété C
existuje ¥ € Mon(b) takové, Ze

0="h@g) —My) =G —y) 1.

Protoze h'(19) je vzdy nenulové, nutné plati y = y.
0

Pozndmka. Zformulujeme-li predchozi lemma ve svété A, je jeji tradi¢ni dikaz
podobné dlouhy. Lze jej nalézt napfiklad na str. 105-106 (Zajicek, [2007), a proto
jej zde nebudeme uvadét. Nas dikaz je zajimavy tim, ze se oproti tradi¢nimu
pristupu zcela vyhneme praci s okolimi bodi. Misto toho pracujeme na monadé
a jadrem dikazu je ukézat, ze dostatetné rychle (s kladnou antickou derivaci)
rostouci spojita klasicka funkce projde vSsemi body mondady, specidlné i jeji pro-
jekei.
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Lemma 28 (Slaba véta o implicitni funkei s derivaci v bodé). Necht (a,b) =
(a',...,a",b) € Real"™ a g je antickd redlnd funkce z Real™*" do Real defino-
vand na Mon(a, b). Necht ddle plati

(i) g(a,b) =0,

(ii) Ons+19(a,b) # 0,
(17i) On119 je spojitd na Mon(a,b),
() Ezistuje 0g(a,b).

Pak ezistuje antickd redlnd funkce f definovand na Mon(a) takovd, Ze pro
vsechna (x,y) € Mon(a, b) plati

flx)=y & g(z,y) =0.

Navic plati, Ze existuje Of(a) a 0;f(a) = —% pro kazdé i € {1,...,n}.
Dikaz. ProtoZe z bodu (iv) dle véty 21| plyne, Ze g je spojita v bodé (a,b), jsou
splnény vSechny predpoklady lemmatu [27] a existuje tedy funkce f spojitd v bodé
a takova, Ze pro vSechna (z,y) € Mon(a,b) plati f(z) =y < g(z,y) = 0.

Z existence 0g(a,b) podle véty pro libovolné a € Mon™™(0) existuje
B3 € Mon™(0) takové, ze g((a,b) + a) — g(a,b) — dg(a,b)(a) = BT - a. Uva-
zujme libovolnou nekoneéné malou zménu o v € Mon"(0) v bodé a. Zvolme
a:= (v, fla+v) = f(a)), tj. tak, aby platilo g((a,b) + a) = g(a,b) = 0. Zfejmé
a € Mon™"!(0), nebot f je spojitd v bodé a. Dostaneme tedy rovnost

- Z 9;g(a,b)-7' = Ops19(a,b)-(f(at+y)—f(a) = Z By +8"(f(aty)—f(a)).

Po upraveé ziskame

a, + /61 )
a+ ) + -yt =0.
f< 7 Z 8 +19 7 + ﬁn-ﬁ-l v
Vsimnéme si, Ze rovnici jsme mohli délit vyrazem 9, ,19(a,b) + A", nebot
On+19(a,b) je nenulové antické redlné ¢islo. Ziejmé také pro kazdé i € {1,...,n}
existuje &' € Mon'(0) takové, e
0;g(a,b ‘ 0;9(a,b :
gla,b)+ 8 _ diglad) |

8n+1g(a7 b) + Bn-i-l 8n+1g(a7 b)
Existuje tedy d := (6%,...,6") € Mon"(0) takové, ze
- dig(a, b) ) j T
a+v)— fla) — ———T )y =4 -,
fla+~) = f(a) ;( gty ) gl
tedy z definice existuje Jf(a) a zfejmé
aig(aa b)

@f(a) B _8n+lg(av b).
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Véta 29 (Slabé véta o implicitni funkei t¥idy CP na monadé). Necht p € FN U
{oo}. Necht (a,b) = (a*,...,a™b) € Real™™ a g je antickd redlnd funkce z
Real"™ do Real definovand na Mon(a, b). Necht ddle plati

(i) g(a,b) =0,

(ii) Ons+19(a,b) # 0,
(11i) On119 je spojitd na Mon(a,b),
(iv) g je tridy CP na Mon(a, b).

Pak ezistuje antickd redlnd funkce f definovand na Mon(a) takovd, Ze pro
vSechna (z,y) € Mon(a,b) plati

flx)=y & g(z,y) =0.

Navic plati, Ze f je tridy CP na Mon(a).

Diikaz. Zaénéme ptipadem p = 0. Lemma[27ndm ihned zarucuje existenci f a jeji
spojitost v bodé a. Necht @ € Mon(a) a ozna¢me b:= f(a). VSimnéme si, Ze pro
redlnou funkei g plati, ze ¢(a,b) = 0 i d,419(a,b) # 0. Pro bod (a,b) a funkei g
jsou splnény predpoklady lemmatu [27 27 formulovaného ve svété C, existuje tedy
realna funkce f spojitd v bodé a. Protoze na monadé bodu a jsou funkce f af
totozné . a spojitost funkce v bodé je lokalni vlastnost, ze spojitosti f v bodé a
plyne diky tvrzeni[9i spojitost f v bodé a.

V pripadé p = 1 je zfejmé splnén i pripad p = 0. Pro dikaz, ze 0;f(a) =
—% postupujeme obdobné jako v predchozim pripadé, uvédomime-li si,
ze diky vété [22]jsou ihned splnény predpoklady lemmatu [28|a Ze existence vlastni
parcialni derivace funkce v bodé i jeji velikost je lokalni vlastnost. Spojitost 0, f
v bodé a plyne ze zfejmé spojitosti funkce % v bodé a.

Pripad p > 1,p € FN ukézeme indukei. Necht V(q) je tvrzeni, ze f je t¥idy
C% na Mon(a). Z predchozi ¢asti dikazu ziejmé V(1) plati. Pfedpokladdejme nyni,
ze pro néjaké g < p plati V(q). Plati tedy, Ze f je tfidy C'? na Mon(a). Zaroven
pro kazdé i € {1,...,n+ 1} je funkce 9;¢ t¥idy C? na Mon(a,b). Z piedpisu pro
vypocet parcidlnich derivaci f jsou ziejmé i 0;f t¥idy C? na Mon(a), tedy f je
tiidy C"! na Mon(a), tj. plati V(g + 1). Protoze véta plati pro kazdé p € FN,
plati z definice i pro p = oc.

O

12P¥i formulaci lemmatu 27 ve svété C se zde nabizeji dvé zdkladni moznosti, jak ji nahlizet.

Prvni moznosti je pouzit piekladova pravidla a zformulovat tak celé lemma pouze prostiedky
svéta A. Diky zdkonim expanze toto lemma plati i ve svété C a tak ho pouzijeme. V tomto
pfipadé neni t&7ké ovérit i zbylé predpoklady véty. Z jejitho zavéru pak diky vété[7]plyne existence
funkce f, kterd je definovans podminkou g = 0 na ‘néjakém Bs(a) x Ba(b), které za nagich
predpokladtt bude obsazeno v Mon(a, b). Totoznost f na tomto okoli s f plyne ihned.

Druhou moznosti je si uvédomit, ze pokud mluvime v lemmatu [27] platném ve svété C o mo-
nadé, myslime tim takovou tfidu nekonec¢né blizkych bodt, kterd vznikne az pii expanzi svéta
C do néjakého svéta D. Totoznost funkei f a f tedy ovérujeme na monadé bodu a ve svété D.
Ta plati, jelikoZ jsou definovany stejnou funkci g, kterd je antickd a kterou rozepneme nejdiive
do svéta C a pak jesté jednou do svéta D.
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Véta 30 (Véta o implicitni funkei tfidy C? na monadé). Necht p € FN U {oo},
p > 1. Necht (a,b) := (a',...,a™ b", ..., bF) € Real"™ a g je antickd redlnd
funkce z Real™™* do Real” definovand na Mon(a,b). Necht ddle plati

(i) g(a,b) =0,
(11) Og(a,-)(b) je bijekce,@
(iii) g je tiidy CP? na Mon(a,b).

Pak existuje antickd redlnd funkce f definovand na Mon(a) takovd, Ze pro
vSechna (x,y) € Mon(a, b) plati

fl@)=y & g(z,y) =0.
Navic plati, Ze f je tridy CP na Mon(a).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze [0g(a,-)(b)] je jednotkova
matice. Pokud by tomu tak nebylo, ozna¢me linearni bijekci L := 9dg(a,-)(b)
a definujme § := L™! o g. Funkce g je t¥idy C? na Mon(a,b) a navic g(z,y) = 0
plati, pravé kdyz g(x,y) = 0. Nakonec

9.~ () = AL 0 g(a,))(b) = L~ 0 dg(a, ) (b) = id,

tedy [0g(a,-)(b)] = [id], coz je jednotkovd matice. Dikaz bychom pak provedli
pro g.

Diikaz provedeme indukei dle k. Necht V (k) oznauje platnost celé této véty
pro néjaké k > 1. Je-li £ = 1, mame 0,419(a,b) = 1 a z véty dostaneme
okamyzité platnost V/(1).

Predpokladejme nyni, ze plati V (k) a chceme dokazat platnost V(k + 1).
Z predpokladi tvrzeni V(k 4+ 1) mame tedy, ze O,irsr19(a,b) = 1, z véty
existuje tedy antickd redlna funkce ¢ tifdy CP definovani na Mon(a,b', ..., b")
takovd, ze pro vSechna (z,y) € Mon(a, b) plati

¢,y y") =y & gla,y) = 0.
Dosazenim funkce ¢ misto proménné y*+1 definujme na Mon(a, b', ..., b*) no-
vou realnou funkei h z Real”* do Real® jako
h(x7 y17 AR 7yk> :: g(x7 y17 AR 7yk7 ¢(x7 y17 AR 7yk))'
Funkce h je ziejmé tiidy CP na Mon(a, b, ..., b%), plati h(a,b',...,bF) =0
a pro vSechna n 4+ 1 < i < n + k zfejmé plati

aih(a'7 bla SR 7bk) = aig(av b) + an+k+lg(av b) ’ aigb(a? bla SR 7bk)

ProtoZe Opirs19(a,b) = 0, plati, ze Oh(a,-)(b',... ,b%) je bijekce. Na funkci h
a bod (a,b',...,b*) mizeme tedy pouzit indukéni predpoklad V (k) a dosta-
neme antickou realnou funkci ¢ t¥idy CP definovanou na Mon(a) takovou, Ze
pro viechna (z,y%,...,y*) € Mon(a, b, ..., b") plati

O() = (', ..., 0% < iz gt yF) =0.

13Této podmince je ekvivalentni zapis det[dg(a,-)(b)] # 0, pfi¢emz realnou funkcei g(a,-)
myslime funkci dle definice g(a,-) : y — g(a,y).
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Nyni si jiz jen staci uvédomit, ze funkce f(z) := (¢¥(x), ¢(z,¢¥(x)) je anticka
redlnd funkce t¥idy C? definovand na Mon(a) takova, ze pro vSechna (z,y) €
Mon(a, b) plati

f(@) =y < g(z,y) =0,
tedy plati V(k +1).
O

Poznamka. Nas diikaz neni nijak nestandardni, probiha velmi podobné jako napft.
na str. 109-111 (Zajicek, 2007). Je vSak kratsi o vSechny avahy o inkluzich nej-
riznéjsich okoli. V nasem pripadé staci ovérovat trividlni podminky nélezeni do
monady, které jsou ze spojitosti vSech funkci vzdy splnény.

3.9 Véta o inverzni funkci

Definice 21. Necht p € FN U {oc}, p > 1, x € Real” a f je antickd redlnd
funkce z Real” do Real”. Rekneme, Ze f je difeomorfismus tiidy C* na
Mon(z), jestlize f|Mon(z) je bijekce Mon(z) na Mon(f(x)) takovd, Ze f|Mon(z)
je tFidy CP na Mon(z) a f~'Mon(f(z)) je tridy C? na Mon(f(z)).

Tato definice je snadno dle prekladovych pravidel ekvivalentni tradi¢ni definici
difeomorfismu (na néjakém okoli bodu z). Véta o inverzni funkei ma vsak v nasi
formulaci velmi elegantni dikaz.

Véta 31 (Véta o inverzni funkci). Necht p € FNU{oo}, p > 1, b € Real" a f
je antickd redlnd funkce z Real" do Real" tridy CP na Mon(b). Pokud Of(b) je
bijekce, pak f je difeomorfismus tridy C? na Mon(b).

Diikaz. Inverzni funkeiy = f~'(x) po¢itdme z rovnice g(z,y) := = — f(y) = 0 po-
moci véty [30]o implicitnich funkeich. Ozna¢me a := f(b). ProtoZe plati g(a, b) = 0,
dg(a,-)(b) = 9(a — f(-))(b) = —0f(b) je bijekce a g je zfejmé t¥idy CP? na
Mon(a, b), jsou splnény piedpoklady véty a existuje tedy funkce f tridy C? na
Mon(a) = Mon(f(b)) takova, Ze pro v8echny x € Mon(f(b)),y € Mon(b) plati, 7e

flx)=y & 2= f(y).

Protoze f je definovana na Mon(b) a f = f~! jsou totozné na Mon(f(b)) je f
bijekce Mon(b) na Mon(f(b)), tedy difeomorfismus t¥idy C? na Mon(b).
U
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Dodatek

Stranou aplikace nové teorie mnozin a polomnozin na matematickou analyzu
je uzitecné zkoumat tzv. m-t¥idy a a—tﬁdy,[?] které jsou vhodné k matematizaci
nejriznéjsich neostrych jevi.

Jejich zobecnénim vznika prirozené hierarchie deskriptivnich t¥id, kterou Petr
Vopénka popsal v kapitole I1.9 (Vopénka, 2011a). Jako soucast této prace jesté
uvadim ditkaz nasledujiciho tvrzeni)”|

Véta 32. Necht {X,}nerN je posloupnost A-tiid. Potom
(X nern je A-trida.

Dikaz. Hleddme mwo-tfidu ) takovou, ze ({ X, }nern = dom()).

Necht X, = dom(Y,), kde Y, je mo-tfida, tedy Y, = Niepn Uiern Yo'y kde
Y’ jsou mnoziny. Necht w je mnozina obsahujici viechny defini¢ni obory a obory
hodnot Y*! a necht v € IN. Pro kazdé n, k,l € FN nyni zavedeme pomocnou
mnozinu

ZP = { {as}pep) ) € wh x w; (a,,z) € Y }.

Definujme ¥ = ), repn Uiern 207 €07 je zfejmé mo-tiida. Dokdzeme, 7e )
je nase hledana tiida, tedy ze plati ({ X, }nern = dom(Y).

Necht nejprve x € ({ X, }nern. Pro kazdé n je x € &, = dom()),), existuje
tedy b, € w takové, ze (b,,x) € V,. Ziejmé pro kazdé n,k existuje | takové,
7e (b,,r) € Y* Za pouziti tiché verze axiomu vybéru definujeme posloupnost
{bn }nern, kterd je stabilni. Necht {bs}scpy € wh! je jeji libovolné prodlouZeni,
jehoz existenci zarucuje axiom prodlouzeni. Nyni snadno ovérime, ze pro kazdé
n, k existuje | takové, ze ({bs}gep), ) € ZEL Odtud ({bs}sepr), z) € V. Préave
jsme dokazali, ze x € dom()).

Necht naopak = € dom()). Potom najdeme c takové, ze (c,z) € ). Pro kazdé
n, k existuje [ takové, ze (c,x) € ZM, tedy ¢ € wh a je tvaru {cg}sep,), kde
(cn,z) € YR Pro kazdé n mame tedy (c,,x) € VY, tedy z € dom()),) = X,.
Ukézali jsme, 7e © € [{ X, }nerN-

O

14Viz kapitola 11.5.2 (Vopénka, 2011a).

15Je to difikaz tvrzeni I1.9.14 (Vopénka) 2011a)), ktery je v pramenu chybny. Viechny pojmy,
na které se v dikazu odkazuji a které nejsou soucasti kapitoly II.9, lze najit v tomto pramenu.
Jmenovité tichd verze axiomu vybéru se nachazi na str. 108, definice stabilnosti funkce na str. 75
a axiom prodlouzeni na str. 76.

38



7, aveér

V této praci jsme navazali na diferencidlni pocet redlnych funkei jedné pro-
ménné zpiisobem, jak ho zavedl v Calculus Infinitesimalis Petr Vopénka['® Pro
realné funkce vice proménnych jsme zavedli pojem spojitosti, parcialni derivace,
derivace podle vektoru a derivace funkce v bodé. Poukézali jsme na lokalni cha-
rakter téchto vlastnosti a ukazali jsme zékladni vztahy mezi nimi.

Na vétach, jakymi jsou Bolzanova véta o mezihodnoté ¢i Lagrangeova véta
o prirtstku funkce, jsme ukazali silu nasi metody, kdy nahlizime tyto funkce dvo-
jim zptsobem, jednou jako nekone¢né antické funkce (chépané tradi¢nim zpiiso-
bem jako nekone¢né) a podruhé jako jejich kone¢né (mnozinové) rozsiteni v kla-
sickém sveté.

Formulaci a diikazem vét o implicitni funkci a o inverzni funkci pomoci pojmu
monady ukazujeme jiny zptsob pohledu na tyto véty, ktery vystihuje jejich lo-
kalni charakter ptimo a nekomplikuje jeho popis tradi¢cnim rozliSovanim nékolika
riznych do sebe urcitym zptisobem vnotrenych otevienych okoli.

Na tuto praci se da navazat dalsim zkoumanim podminek, za kterych je realna
funkce bijekci monady bodu na monddu obrazu bodu, a to nejen funkci antickych,
ale zejména funkci klasickych, kterym jsme se zde takika nevénovali.

Pravé pomoci analyzy klasickych funkei (jakou je napt. Diracova delta funkce)
by se dalo velmi prispét ke zjednoduseni popisu jevi, které se snazi modelovat
funkcionalni analyza.

Také pojmu mftize jsme se zde dotkli jen okrajové. Jeho dalSim zkoumanim
a nalézanim spojitosti vlastnosti klasickych funkci s jejich vlastnostmi omeze-
nymi na miiz, by se dal nejen vystavét integralni kalkulus redlnych funkci vice
proménnych, ale daly by se hledat i aplikace pro numerickou matematiku.

6Konkrétné (Vopénkal, [2010).
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