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práce jako školńıho d́ıla podle §60 odst. 1 autorského zákona.
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Kapitola 1

Idempotentńı ideály v grupových
algebrách symetrické grupy

1.1 Motivace pro hypotézu

Oboustranné idempotentńı ideály v grupovém okruhu ZG, pro G konečnou
grupu, úzce souviśı s projektivńımi ZG-moduly. Vı́me, že každý zprava konečně
generovaný oboustranný idempotentńı ideál I ⊆ ZG lze popsat jako stopový ideál
nějakého projektivńıho ZG-modulu P [8]. Přičemž, je-li P konečně generovaný, je
I nutně celý ZG [1]. V př́ıpadě že G je řešitelná, je každý konečně negenerovatelný
ZG-modul volný [7], jeho stopový ideál je tedy taktéž celý ZG.

V této práci se zabývám př́ıpadem, kdy G neńı řešitelná, konkrétně vyšetřuji
symetrické grupy Sn, n ≥ 5. Ty maj́ı jedinou netriviálńı perfektńı normálńı pod-
grupu. Je otázka, jak moc se neřešitelnost projev́ı na struktuře idempotentńıch
ideál̊u. Jeden vlastńı idempotentńı ideál umı́me př́ımo zkonstruovat z perfektńı
podgrupy, budeme mu ř́ıkat augmentačńı. Naivńı hypotéza by byla, že se jedná
o jediný, my budeme vyšetřovat slabš́ı: každý idempotentńı ideál v ZSn generuje
v QSn bud’ nevlastńı ideál, nebo ten samý jako augmentačńı.

1.2 Formulace hypotézy a přechod k lokálńımu

pohledu

Definice 1. Necht’ G je konečná grupa a R okruh, potom grupovým okruhem RG
budeme rozumět množinu všech formálńıch sum

∑
g∈G rgg, kde rg ∈ R pro každé

g ∈ G. S operaćı sč́ıtáńı po složkách a násobeńım definovaným vztahem:

(
∑
g∈G

rgg)(
∑
h∈G

shh) =
∑
g,h∈G

rgsh(g ◦ h)

Je snadné ověřit že grupový okruh je skutečně okruhem. Nav́ıc, má-li R jed-
notku 1, je 1id jednotka v RG. Grupový okruh RG můžeme zkoumat dvoj́ım
zp̊usobem, jednak skrze jeho kategorii RG-modul̊u a jednak skrze R-reprezentace
grupy G. Oba př́ıstupy jsou však analogické: Je-li M R-modul a grupový ho-
momorfismus ϕ : G → Aut(M) R-reprezentace grupy G, můžeme na M defino-
vat strukturu RG-modulu s násobeńı skaláry: m(

∑
g∈G rgg) =

∑
g∈G rgϕ(g)(m).

Stejně tak každý pravý RG-modul M zadává R-reprezentaci grupy G v AutR(M),
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kde každému prvku g ∈ G přǐrazujeme automorfismus definovaný pravým skalár-
ńım násobeńım. Je známý fakt, že tato korespondence zachovává d̊uležité pojmy
jako podmodulu a podreprezentace, direktńı sumy modul̊u a direktńı sumy repre-
zentaćı. V této práci bude teorie budována převážně z pohledu modulárńıho, kde
se nám budou hodit pojmy jako projektivita a semiperfektnost. K reprezentaćım
přejdu až v závěru, kdy budeme potřebovat charaktery, v jejichž řeči formulujeme
vzorce pro závěrečný výpočet.

Značeńı a konvence: Pro okruh R bude R-modulem myšlen vždy, nebude-
li řečeno jinak, pravý R-modul. Stejně tak jednostranné vlastnosti modul̊u jako
Noetherovskost, budeme chápat ve své pravostranné verzi. Dále Mod(R) bude
značit kategorii konečně generovaných R-modul̊u a Proj(R) kategorii konečně
generovaných projektivńıch R-modul̊u. Symetrickou grupu řádu n ∈ N budeme
značit Sn.

Pro okruh R označme Id(R) množinu všech jeho oboustranných idempo-
tentńıch ideál̊u. Budeme zkoumat zobrazeńı i : Id(ZSn)→ Id(QSn) dané předpi-
sem i : I 7→ I ·Q. Tedy i přǐrazuje ideálu I ∈ Id(ZSn) j́ım generovaný ideál v QSn.
Je snadno ověřitelné, že I ·Q je idempotentńı ideál pro každý I ∈ Id(ZSn), a tedy
i je dobře definováno. Dı́váme-li se na QSn jako na tensorový součin ZSn ⊗Z Q,
můžeme psát i(I) = I ⊗Z Q.

Lemma 1. V ZSn, kde n ≥ 5, existuje vlastńı oboustranný idempotentńı ideál.

D̊ukaz. Označme An < Sn alternuj́ıćı podgrupu a uvažme oboustranný ideál I
generovaný prvky {1 − g|g ∈ An}. Je známý fakt, že An je pro n ≥ 5 perfektńı,
neboli [An,An] = An. Proto každý g ∈ An lze vyjádřit ve tvaru g = g1g2 · · · gm,
kde každý g∗ je komutátor prvk̊u z An. Odtud

1− g = 1− g1 + g1(1− g2) + · · ·+ g1 · · · gm−1(1− gm),

čili I je generován prvky {1− [g,h] : g,h ∈ An}. K d̊ukazu idempotentnosti stač́ı
ukázat, že právě popsané generátory nálež́ı I2. Bud’ g,h ∈ An, potom:

(1− ghg−1h−1)hg = hg − gh = (1− h)(1− g)− (1− g)(1− h) ∈ I2.

Vynásob́ıme-li rovnost zprava prvkem g−1h−1, dostaneme dokazované.
k

Ideál z předchoźıho lemmatu budeme značit Augn. Ideál Augn je vlastńı,
to je okamžitě jasné, uvědomı́me-li si, že pro každý jeho prvek

∑
g∈Sn

rgg je∑
g∈Sn

rg = 0. Nebot’ tuto vlastnost splňuj́ı generátory a je zachována při sč́ıtáńı

i násobeńı. Zde je přesná formulace hypotézy, kterou budeme vyšetřovat: Necht’

I je oboustranný idempotentńı ideál grupového okruhu ZSn, pro n přirozené.
Potom i(I), ideál okruhu QSn, je jednoho z tvaru:

• 0

• QSn

• Augn ·Q

Definice 2. Symbolem Z(p), pro p prvoč́ıslo, budeme značit lokalizaci okruhu Z
v prvoideálu pZ.
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Na okruh Z(p) se budeme d́ıvat jako na podokruh Q, racionálńıch č́ısel, jejichž
jmenovatel v redukovaném vyjádřeńı, neńı dělitelný prvoč́ıslem p. Vzhledem k
tomu, že Zp je lokalizace Dedekindova oboru, je Z(p) okruh diskrétńı valuace.
Tento fakt budeme později potřebovat.

Základńım krokem ve vyšetřováńı hypotézy bude přechod k lokálńımu po-
hledu. Ukážeme, že každý I ∈ Id(ZSn) je jednoznačně určen ideály, které generuje
v okruźıch Z(p)Sn, pro prvoč́ısla p děĺıćı řád grupy Sn.

V následuj́ıćı větě budeme potřebovat vědět, že neděĺı-li prvoč́ıslo p řád grupy
Sn, potom Z(p)Sn obsahuje všechny centrálńı idempotenty okruhu QSn. To neńı
triviálńı, ale lze tomu snadno nahlédnout ze známých vzorc̊u pro centrálńı idem-
potenty QSn, jež jsou k dohledáńı v [6]. Každý primitivńı centrálńı idempotent
e ∈ QSn je tvaru

e =
z

|Sn|
∑
i

χ(i)Ci,

kde z ∈ Z, index i běž́ı přes tř́ıdy konjugace Sn, Ci je součet prvk̊u konjugačńı
tř́ıdy i a χ je charakter nějaké ireducibilńı reprezentace Sn, který jak v́ıme nabývá
celoč́ıselných hodnot. Jediné, co ve vzorci dělá pot́ıže je děleńı řádem grupy Sn,
což ovšem v Z(p)Sn pro p > n lze.

Věta 2. Necht’ n je přirozené č́ıslo a pro každé prvoč́ıslo p ≤ n mějme idempo-
tentńı ideál Ip grupového okruhu Z(p)Sn. Plat́ı-li, že všechny tyto ideály generuj́ı v
QSn stejný ideál, tedy že pro každé dvě prvoč́ısla p,q ≤ n je QIp = QIq = eQSn,
kde e je nějaký centrálńı idempotentńı prvek QSn, potom existuje právě jeden
ideál I ⊆ ZSn splňuj́ıćı následuj́ıćı:

• Z(p)I = Ip pro každé prvoč́ıslo p ≤ n,

• Z(p)I = eZpSn pro každé prvoč́ıslo p > n.

Nav́ıc ideál I je idempotentńı.

D̊ukaz. Prvně poznamenejme, že QSn je dle Maschkeho věty [4, věta 12.8] totálně
rozložitelný, každý jeho oboustranný ideál je tedy generován centrálńım idempo-
tentem. To nám dává existenci idempotentu e ze zněńı věty. Úvaha před formulaćı
věty zaručuje, že druhý dokazovaný bod má dobrý smysl.

Dále si všimněme, že pro každé prvoč́ıslo p jsou ideály okruhu Z(p)Sn konečně
generované Z(p)-moduly: Z(p) je DVR, tedy speciálně Noetherovský okruh. Z(p)Sn
je konečně generovaný Z(p)-modul, tedy je Noetherovský Z(p)-modul. Odtud již
plyne, že všechny jeho podmoduly, speciálně i ideály okruhu Z(p)Sn, jsou konečně
generované Z(p)-moduly.

Dokažme jednoznačnost ideálu I, splňuj́ıćıho oba dokazované body. Mějme
dva takové ideály I, J okruhu ZSn, můžeme BÚNO předpokládat I ⊆ J , jinak
berme I a I + J . Stač́ı dokázat opačnou inkluzi.

Volme pevně j, libovolný prvek v J . Pro každé prvoč́ıslo p nalezneme dp ∈ Z,
že NSD(dp,p) = 1 a dpj ∈ I. Necht’ tedy p je prvoč́ıslo, ze zněńı dokazovaného
lemmatu dostáváme rovnost Z(p)I = Z(p)J . Proto muśı existovat i1,...,ir ∈ I a
c1,...,cr ∈ Z(p), že:

r∑
α=1

cαiα = j. (1.1)
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Označme dp ∈ Z součin všech jmenovatel̊u prvk̊u c1,...,cr. Protože všechny jmeno-
vatelé prvk̊u ci jsou z definice okruhu Z(p) nesoudělné s p, plat́ı NSD(dp,p) = 1.
Přenásob́ıme-li obě strany rovnosti (1.1) č́ıslem dp, dostaneme na levé straně
celoč́ıselnou lineárńı kombinaci prvk̊u i1,..., ir, tedy prvek ideálu I. Odtud dpj ∈ I.

Uvažme nyńı prvky dp zkonstruované pro všechna prvoč́ısla a pod́ıvejme se na
jimi generovaný ideál K okruhu celých č́ısel. Z je OIHI, proto je K tvaru cZ,
pro nějaké c ∈ Z. Č́ıslo c nemá žádného prvoč́ıselného dělitele q, nebot’ kdyby q|c,
pak q|dq, což je spor. Proto K = Z a existuje P , konečná množina prvoč́ısel, a
celá č́ısla ap, p ∈ P , taková, že 1 =

∑
p∈P apdp. Pak ale

j =
∑
p∈P

apdpj ∈ I.

Odtud J ⊆ I a rovnost ideál̊u je dokázaná.
Nyńı dokážeme existenci ideálu I. Pro každý ideál Ip ze zněńı věty definujme

Jp = ZSn ∩ Ip. Jistě plat́ı Z(p)Jp = Ip. Dále vezměme p,q ≤ n r̊uzná prvoč́ısla.
Z(q)Jp má konečnou množinu generátor̊u g1,..,gt jakožto Z(q)-modul. Plat́ı:

Q(Z(q)Jp) = QJp = Q(Z(p)Jp) = QIp = QIq.

Odtud pro každé gj existuj́ı i1, . . . ,is ∈ Iq a a1, . . . ,as ∈ Q, že gj =
∑s

α=1 aαiα.
Volme λj takovou mocninu prvoč́ısla q, že všechna λaα jsou prvky Z(q), jinak
řečeno λj je dostatečně velká mocnina q, aby pokrátila u všech aα mocniny q ve
jmenovateĺıch. Pro takové λj plat́ı λjgj =

∑s
α=1 λjaαiα ∈ Iq. Definujme nyńı λp,q

jako největš́ı prvek množiny {λ1,...,λt}. Pro takto definované λp,q plat́ı λp,qgj ∈ Iq
pro všechny generátory g1,...,gt, a tedy

Z(q)λp,qJp ⊆ Iq. (1.2)

Nav́ıc λp,q je v Z(p) jakožto mocnina prvoč́ısla q invertibilńı, proto:

Z(p)λp,qJp = Z(p)Jp = Ip. (1.3)

Nyńı sestrojme λp,q pro všechny uspořádané dvojice r̊uzných prvoč́ısel p,q ≤ n a
konečně definujme Λp =

∏
q∈P,p 6=q≤n λp,q. Protože Λp dostaneme z λp,q vynásobeńım

prvky invertibilńımi jak v Z(p) tak v Z(q), vzorce (1.2) a (1.3) z̊ustanou platnými,
přeṕı̌seme-li λp,q na Λp. Polož́ıme-li

I0 =
∑

p∈P,p≤n

ΛpJp,

dostaneme z pravidel aritmetiky ideál̊u Z(p)I0 = Ip, pro každé prvoč́ıslo p ≤ n.
Nyńı at’ je p prvoč́ıslo větš́ı než n. V QSn existuje centrálńı idempotent f ,

že e + f = 1 a ef = 0. Dle úvahy na začátku e i f nálež́ı Z(p)Sn, čili Z(p)Sn =
eZ(p)Sn ⊕ fZ(p)Sn. Ideál Z(p)I0 muśı být tedy nutně obsažen v ideálu eZ(p)Sn.
Protože e ∈ QI0, existuj́ı i1, . . . ,im prvky ideálu I0 a racionálńı č́ısla q1, . . . ,qm, že

e =
m∑
j=1

qjij. (1.4)

Označme q natolik velké prvoč́ıslo, že pro všechna prvoč́ısla p ≥ q už Z(p) obsahuje
všechna qj ze (1.4), čili Z(q)I0 = eZ(q)Sn. Nyńı pro každé prvoč́ıslo p, n < p < q
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označme Jp = ZSn ∩ eZ(p)Sn a podobně jako výše sestrojme Λp, součin mocnin
prvoč́ısel menš́ıch nebo rovných n, aby Z(r)ΛpJp ⊆ Ir, pro každé prvoč́ıslo r ≤ n.
Definujme

I = I0 +
∑

p∈P,n<p<q

ΛpJp.

Ideál I bude generovat ideály I∗ ze zadáńı. Pro každé prvoč́ıslo p, n < p < q
je Z(p)ΛpJp = eZ(p)Sn, výše jsme dokázali inkluzi Z(p)I0 ⊆ eZ(p)Sn a podobným
argumentem se dokáže i Z(p)ΛrJr ⊆ eZ(p)Sn, pro každé prvoč́ıslo r 6= p, n < r < q,
to dohromady dává ZpI = eZ(p)Sn. A konečně vzhledem k předpokladu na q, bude
druhý dokazovaný bod platit i pro prvoč́ısla větš́ı nebo rovna q.

Idempotentnost ideálu I snadno plyne z jednoznačnosti, nebot’ pro každé
prvoč́ıslo p ≤ n plat́ı Z(p)I

2 = (Z(p)I)2 = Ip a podobně pro prvoč́ısla větš́ı než n.

k

Každý I ∈ Id(ZSn) generuje v Z(∗)Sn idempotentńı ideály splňuj́ıćı předpokla-
dy věty. Můžeme proto přej́ıt od zkoumáńı zobrazeńı i : Id(ZSn)→ Id(QSn), ke
zkoumáńı zřejmým zp̊usobem definovaných zobrazeńı ip : Id(Z(p)Sn) → (QSn),
pro prvoč́ısla p ≤ n. Hlavńım př́ınosem tohoto přechodu je, že Z(p)Sn jsou semi-
perfektńı okruhy a oboustranné idempotentńı ideály v nich umı́me popsat.

Bohužel nám věta 2 nedává jednoznačnost ideálu I jen na základě znalosti
ideál̊u Ip, nebot’ si v d̊ukazu jednoznačnosti nav́ıc klademe požadavek druhého do-
kazovaného bodu. Zat́ım tedy nemůžeme ř́ıci, že existuje bijekce mezi množinami
Id(ZSn) a

∏
p∈P,p|n Id(Z(p)Sn), později však tento nedostatek odstrańıme.

V následuj́ıćıch dvou sekćıch se budeme zabývat popisem Id(QSn) a Id(Z(p)Sn).

1.3 Oboustranné idempotentńı ideály v totálně

rozložitelném okruhu

Množinu Id(QSn) lze snadno popsat, nebot’ podle Maschkeho věty [4, věta
12.8] je QSn totálně rozložitelný okruh. Protože teorie totálně rozložitelných
okruh̊u je poměrně známá, následuj́ıćı výklad bude stručný. Prvně z definice
totálně rozložitelných okruh̊u je každý ideál direktńım sč́ıtancem regulárńıho mo-
dulu QSnQSn

a podle [2, lemma 7.1] je generován idempotentńım prvkem. Čili
každý ideál okruhu QSn je idempotentńı. Z totálńı rozložitelnosti dále v́ıme, že
QSnQSn

lze vyjádřit jako direktńı sumu jednoduchých pravých ideál̊u, těch muśı
být nutně konečně mnoho, protože QSn je Artinovský. Podle [4, lemma 25.10] je
každý jednoduchý QSn-modul izomorfńı nějakému minimálńımu pravému ideálu.
Existuje proto konečná sada až na izomorfismus všech jednoduchých pravých
QSn-modul̊u, označme je Z1,...,Zs, a jim izomorfńı minimálńı ideály označme
L1,...,Ls. Dále at’ Bi je součet všech pravých ideál̊u izomorfńıch s Li. Bi je podle
[4, lemma 25.15] oboustranný ideál a plat́ı

QSn = B1 ⊕ ...⊕Bs. (1.5)

Podle [4, lemma 25.21] je každý oboustranný ideál okruhu QSn součtem ideál̊u
Bi, neboli v QSn existuje právě 2s oboustranných idempotentńıch ideál̊u.

Oboustranné ideály nyńı poṕı̌seme jako stopové ideály:
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Definice 3. Bud’ R okruh a M libovolný R-modul, definujme TrR(M) stopový
ideál modulu M vzorcem

TrR(M) =
∑

α∈HomR(M,RR)

α(M).

Lemma 3. Pro libovolný okruh R a R-modul M je TrR(M) oboustranný ideál
okruhu R.

D̊ukaz. Př́ımo z definice se jedná o podmodul RR a podmoduly regulárńıho
modulu jsou právě pravé ideály okruhu R. Dále, je-li α ∈ HomR(M,RR) a r ∈ R
je r · α : m 7→ rα(m) také prvek HomR(M,RR), proto rα(m) ∈ TrR(M) pro
každé m ∈M , čili TrR(M) je i levý ideál.

k

Lemma 4 ([2], lemma 8.18). Jsou-li M a N dva R-moduly, pak TrR(M ⊕N) =
TrR(M) + TrR(N).

Pro každé i = 1, . . . ,s je z definice ideálu Bi zřejmá inkluze Bi ⊆ TrR(Zi).
Plat́ı i opačná: Protože Zi je jednoduchý, je každý nenulový α ∈ HomR(Zi,RR)
prostý, a tedy Im(α) ∼= Zi ∼= Li. Vid́ıme, že ideál Im(α) je izomorfńı Li, muśı
být proto obsažen v Bi. T́ım je dokázána rovnost TrR(Zi) = Bi. Protože každý
oboustranný ideál v QSn je součtem některých ideál̊u Bi, lze podle lemmatu 4
každý oboustranný ideál popsat jako stopový ideál direktńı sumy některých z
modul̊u Zi. Můžeme tedy ř́ıci, že každý oboustranný idempotentńı ideál okruhu
QSn je stopovým ideálem konečně generovaného QSn-modulu.

1.4 Oboustranné idempotentńı ideály v semi-

perfektńım Noetherovském okruhu

Definice 4. Okruh R nazveme semiperfektńım, je-li R/J(R) totálně rozložitelný
a pro každý idempotentńı prvek e ∈ R/J(R) existuje idempotentńı prvek f ∈ R,
že e = f + J(R).

Budeme potřebovat následuj́ıćı dvě vlastnosti semiperfektńıch okruh̊u (jejich
d̊ukaz lze nalézt v [5, teorém 3.6]). Necht’ tedy R je semiperfektńı okruh:

• každý konečně generovaný R-modul má projektivńı pokryt́ı

• v R existuje rozklad jednotky 1 = f1 + . . .+ fm, kde {fi}mi=1 jsou primitivńı
ortogonálńı idempotentńı prvky (čili fifj = 0 pro i 6= j a žádný z f∗ nemá
netriviálńı rozklad na součet dvou idempotent̊u).

V této sekci dokážeme, že semiperfektńı okruh R, který je nav́ıc Noethe-
rovský, má konečnou sadu až na izomorfismus všech konečně generovaných ne-
rozložitelných projektivńıch modul̊u. Pomoćı zobrazeńı stopy pak, analogicky
jako v př́ıpadě totálně rozložitelného okruhu, poṕı̌seme všechny idempotentńı
oboustranné ideály, jako stopové ideály konečně generovaných projektivńıch R-
modul̊u. V daľśım bude R vždy značit semiperfektńı Noetherovský okruh a π :
R −→ R/J(R) přirozenou projekci.
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Nejprve ověřme noetherovskost a semiperfektnost u okruhu Z(p)Sn. Okruh
Z(p) je jakožto okruh diskrétńı valuace Noetherovský, a tedy i Z(p)Sn je jakožto
konečně generovaný Z(p)-modul Noetherovský, t́ım sṕı̌s je Noetherovský jakožto
Z(p)Sn-modul. Dokázat semiperfektnost je podstatně těžš́ı a je k tomu potřeba
rozkladovost tělesa Q pro Sn, viz následuj́ıćı definice.

Definice 5. Těleso T nazveme rozkladovým pro grupu G, jestlǐze pro každé
tělesové rozš́ıřeńı konečného stupně S ≥ T a jednoduchý TG-modul M , je M⊗T S
jednoduchý SG-modul.

Lemma 5 ([6], teorém 2.1.12). Každé těleso je rozkladové pro grupu Sn, kde n
je libovolné přirozené č́ıslo.

V následuj́ıćı kapitole ukáži (lemma 2.1), že pro okruh diskrétńı valuace R
plat́ı J(R)G ⊆ J(RG). Projekce RG → RG/J(RG) se proto faktorizuje přes
RG/J(R)G ∼= (R/J(R))G. V př́ıpadě okruhu Z(p) je R/J(R) ∼= Zp a grupový
okruh ZpSn je jak vid́ıme konečný, tedy triviálně semiperfektńı (každý konečný
okruh je Artinovský a každý Artinovský okruh je semiperfektńı). Stač́ı proto
dokázat, že každý idempotent v ZpSn je projekćı idempotentu z Z(p)Sn. K d̊ukazu
by bylo třeba zavézt pojmy p-adické topologie a p-adického zúplněńı. Odkáži se
proto raději na cvičeńı 6.16 v [3], kde je ve velmi podrobném návodu toto ukázáno
v obecném př́ıpadě. Tedy pro grupový okruh RG, kde R je DVR, jehož pod́ılové
těleso je rozkladové pro grupu G (což je splněno v př́ıpadě Z(p)Sn).

Zaved’me několik pojmů týkaj́ıćıch se teorie projektivńıch modul̊u.

Definice 6. R-modul P nazveme projektivńım, jestlǐze pro každý surjektivńı mo-
dulový homomorfismus f : M → N a každý modulový homomorfismus g : P → N
existuje homomorfismus h : P →M , že fh = g. Ekvivalentně R-modul P je pro-
jektivńı, je-li direktńım sč́ıtancem nějakého volného R-modulu.

Důkaz ekvivalence obou definićı lze nalézt v [2, lemma 17.2].

Definice 7. Projektivńım pokryt́ım nazveme surjektivńı homomorfismus ϕ : P →
M , kde P a M jsou R-moduly, P nav́ıc projektivńı, jehož jádro splňuje následuj́ıćı
podmı́nku: pro každý N ≤ P je-li N + kerϕ = P , pak N = P .

Podmı́nku na kerϕ z předchoźı definice budeme značit kerϕ� P .

Lemma 6 (jednoznačnost projektivńıho pokryt́ı). [[5], věta 3.1] Jsou-li ϕ : P →
M a ψ : Q→M projektivńı pokryt́ı R-modulu M , potom P a Q jsou izomorfńı.

Lemma 7 ([5], věta 3.2). Jsou-li ϕi : Pi → Mi, pro i = 1, . . . ,m projektivńı
pokryt́ı, potom zobrazeńı ϕ : P1⊕· · ·⊕Pm →M1⊕· · ·⊕Mm, přirozeně definované
po složkách, je projektivńı pokryt́ı.

Lemma 8 (Nakayamovo). [[2], d̊usledek 15.13] Je-li M konečně generovaný R-
modul, potom MJ(R)�M .

Nakayamovo lemma nám ř́ıká, že pro P konečně generovaný projektivńı R-
modul, je přirozená projekce P → P/PJ(R) projektivńı pokryt́ı.

Lemma 9 (jednoznačnost pokrývaného). Necht’ P je konečně generovaný pro-
jektivńı R-modul a ϕ : P → S je projektivńı pokryt́ı polojednoduchého R-modulu
S, potom S ∼= P/PJ(R).
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D̊ukaz. P je spolu s přirozenou projekćı π projektivńım pokryt́ım polojedno-
duchého modulu P/PJ(R). Je jasné, že PJ(R) ≤ kerϕ nebot’ ϕ(PJ(R)) =
ϕ(P )J(R) = SJ(R) = 0, posledńı rovnost plyne z polojednoduchosti S. Z
věty o homomorfismu je S homomorfńım obrazem P/PJ(R) a tedy izomorfńı
nějakému podmodulu P/PJ(R), protože P/PJ(R) je polojednoduchý. Polojed-
noduchost P/PJ(R) nám dále dává existenci R-modulu S1, že P/PJ(R) ∼=
S1

⊕
S. Označme P1 projektivńı R-modul př́ıslušný projektivńımu pokryt́ı S1,

jeho existence plyne z vlastnost́ı semiperfektńıho okruhu. Z lemmatu 7 je P ⊕P1

projektivńım pokryt́ım S a lemma 6 dává izomorfismus P ∼= P
⊕

P1. Protože P
je jakožto konečně generovaný modul Noetherovského okruhu Noetherovský, muśı
být P1 = 0, proto i S1 = 0 což dává dokazovaný izomorfismus P/PJ(R) ∼= S.

k

Z definice semiperfektńıho modulu je R/J(R) totálně rozložitelný okruh. To
nám dává existenci konečné množiny až na izomorfismus všech po dvou neizo-
morfńıch jednoduchých R/J(R)-modul̊u (zkráceně: kompletńı sady jednoduchých
R/J(R)-modul̊u) S1,...,Sr a přirozená č́ısla λ1,...,λr, že:

R/J(R)R/J(R)
∼= Sλ11 ⊕ ...⊕ Sλrr .

Izomorfismus je ve smyslu R/J(R)-modul̊u. Moduly Si jsou i jednoduchými R-
moduly a opačně každý jednoduchý R-modul je nulován ideálem J(R), je tedy i
jednoduchým R/J(R)-modulem, čili je izomorfńı některému Si jakožto R-modul
i R/J(R)-modul. Můžeme proto považovat S1,...,Sr i za kompletńı sadu jedno-
duchých R-modul̊u. Přirozené č́ıslo r a jednoduché R-moduly S1,..., Sr budou mı́t
v daľśım právě popsaný význam.

Věta 10. Existuje sada konečně generovaných nerozložitelných projektivńıch R-
modul̊u P1,...,Pr, že každý konečně generovaný projektivńı R-modul P lze vyjádřit
jako direktńı suma

P ∼= Pα1
1 ⊕ ...⊕ Pαr

r . (1.6)

Toto vyjádřeńı je jednoznačné až na pořad́ı sč́ıtanc̊u. Nav́ıc každý Pi je izomorfńı
pravému ideálu okruhu R, který je generovaný primitivńım idempotentńım prv-
kem.

D̊ukaz. Z vlastnost́ı semiperfektńıho okruhu existuje rozklad

RR = f1R⊕ · · · ⊕ fmR, (1.7)

kde fi jsou primitivńı idempotentńı prvky. Primitivnost fi dává nerozložitelnost
fiR v̊uči direktńı sumě. Nakayamovo lemma ř́ıká, že přirozená projekce fiR na
fiR/Ji, kde Ji = J(R) ∩ fiR = fiJ , je projektivńı pokryt́ı. At’ i ∈ {1, . . . ,m},
dokáži že i fiR/Ji je nerozložitelný. Pro spor předpokládejme, že fiR/Ji = M1⊕
M2 je netriviálńı rozklad. Z konečné generovanostifiR/Ji můžeme odvodit, že i
M1,M2 jsou konečně generované. Existuj́ı proto projektivńı pokryt́ı φi : Pi →Mi,
i = 1,2. Z jednoznačnosti projektivńıho pokryt́ı je P1⊕P2 netriviálńı rozklad fiR,
což je spor. Nav́ıc fiR/Ji je anihilován ideálem J(R), čili se jedná o jednoduchý
R-modul.
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Lemma 7 a vzorec (1.7) dávaj́ı projektivńı pokryt́ı φ : RR → f1R/J1 ⊕ · · · ⊕
fmR/Jm, z lemmatu 9 pak dostáváme izomorfismus

f1R/J1 ⊕ · · · ⊕ fmR/Jm ∼= R/J(R) ∼= Sλ11 ⊕ · · · ⊕ Sλrr .

Podle výše dokázané nerozložitelnosti fiR/Ji a jednoznačnosti rozkladu polojed-
noduchých modul̊u, můžeme uspořádat idempotenty fi tak, že pro i = 1,...,r je
fiR/Ji ∼= Si. Definujme Pi = fiR.

Je-li P libovolný konečně generovaný projektivńı R-modul, pak P/PJ(R) je
jakožto polojednoduchý R-modul tvaru Sα1

1 ⊕ · · · ⊕ Sαr
r . Z jednoznačnosti pro-

jektivńıho pokryt́ı plat́ı P ∼= Pα1
1 ⊕ · · · ⊕ Pαr

r . Vyjádřeńı (1.6) je jednoznačné,
nebot’ Pα1

1 ⊕ · · · ⊕Pαr
r
∼= P β1

1 ⊕ · · · ⊕P βr
r nám dává z lemmat 7 a 9 izomorfismus

Sα1
1 ⊕ · · · ⊕ Sαr

r
∼= Sβ11 ⊕ · · · ⊕ Sβrr . Rovnosti αi = βi pak plynou z jednoznačnosti

rozkladu polojednoduchých modul̊u.
k

Projektivńım modul̊um z předchoźıho lemmatu budeme ř́ıkat kompletńı sada
nerozložitelných konečně generovaných projektivńıch R-modul̊u. Z d̊ukazu je pa-
trné, že kompletńı sadu nerozložitelných konečně generovaných projektivńıch R-
modul̊u můžeme zkonstruovat i jako projektivńı pokryt́ı kompletńı sady jedno-
duchých R-modul̊u.

Lemma 11. At’ I,K jsou oboustranné idempotentńı ideály okruhu R. Plat́ı-li
π(I) = π(K), pak I = K.

D̊ukaz. Označme L = I + K, snadno se odvod́ı, že i L je idempotentńı ideál.
Předpoklad π(I) = π(K) můžeme přepsat do tvaru I + J(R) = K + J(R), odtud
L+ J(R) = I + J(R). Aritmetikou ideál̊u spočtěme:

L = L(L+ J(R)) = L(I + J(R)) = I + LJ(R).

Posledńı rovnost dostáváme z: LI ⊆ RI = I a LI ⊇ I2 = I. Noetherovskost R
zaručuje konečnou generovanost L, můžeme na něj proto aplikovat Nakayamovo
lemma, což nám dá L = I. Analogicky se dokáže K = L. To dohromady dává
dokazovaný vztah L = K.

k

Lemma 12. V R existuje 2r idempotentńıch ideál̊u.

D̊ukaz. Protože R/J(R) je totálně rozložitelný okruh, má podle teorie polo-
jednoducých okruh̊u, kterou jsme pro speciálńı př́ıpad QSn popsali v předchoźı
sekci, právě 2r oboustranných idempotentńıch ideál̊u. Stač́ı tedy dokázat, že
zobrazeńı Π : Id(R) → Id(R/J), které každému idempotentńımu ideálu I v
R přǐrad́ı jeho projekci π(I), je bijekćı. Je snadné si rozmyslet, že pro každé
I ∈ Id(R) je π(I) prvek Id(R/J) (π je surjektivńı okruhový homomorfismus).
Prostota zobrazeńı Π je dokázána v předchoźım lemmatu. Vı́me, že každý obou-
stranný ideál totálně rozložitelného okruhu R/J můžeme zapsat ve tvaru eR/J ,
kde e je centrálńı idempotent. Z definice semipefektńıch okruh̊u má e při zob-
razeńı π vzor f , idempotentńı prvek v R. RfR je jistě idempotentńı ideál a
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π(RfR) = (R/J)e(R/J) = e(R/J).

k

Nyńı odstrańım nedostatek věty 2, o němž se zmiňuji v komentáři za jej́ım
d̊ukazem. Bud’ p > n prvoč́ıslo, podle [3, d̊usledek 17.11] je r, počet r̊uzných jed-
noduchých ZpSn-modul̊u, roven počtu tř́ıd konjugace Sn odpov́ıdaj́ıćıch prvk̊um
řádu nedělitelného prvoč́ıslem p, což splňuj́ı všechny prvky grupy Sn. Počet r̊uzných
jednoduchých QSn-modul̊u je ale podle [4, věta 27.22] taktéž roven počtu tř́ıd
konjugace Sn, tedy č́ıslu r. Z teorie vybudované v minulé sekci v́ıme, že v QSn je
právě 2r oboustranných idempotentńıch ideál̊u. Množiny Id(Z(p)Sn) a Id(QSn)
jsou tedy stejně veliké. Každý I ∈ Id(QSn) je generován centrálńım idempo-
tentem, který je podle úvahy předcházej́ıćı větě 2 prvkem okruhu Z(p)Sn, čili
v něm generuje oboustranný idempotentńı ideál Ip, pro který plat́ı IpQ = I.
Vid́ıme, že ip : Id(Z(p)Sn)→ Id(QSn) je zobrazeńı mezi stejně velkými konečnými
množinami a je na, nutně proto muśı být bijekćı. Odvodili jsme, že pro každé dva
I, J ∈ Id(ZSn) plat́ı:

QI = QJ ⇒ Z(p)I = Z(p)J.

Skutečně tedy existuje přirozeně definovaná bijekce mezi množinami Id(ZSn) a∏
p∈P,p|n Id(ZpSn).

Věta 13. Necht’ P je projektivńı konečně generovaný R-modul, potom TrR(P ) je
oboustranný idempotentńı ideál. Každý oboustranný idempotentńı ideál je tohoto
tvaru.

D̊ukaz. Volme P libovolný konečně generovaný projektivńıR-modul. Z lemmatu 3
je TrR(P ) oboustranný ideál. Dokáži idempotentnost: Z ekvivalentńı definice pro-
jektivńıho R-modulu existuje n přirozené a R-modul P̃ , že P⊕P̃ ∼= Rn

R. Označme
σ : Rn

R → P přirozenou projekci a e1,...,en nějakou bázi Rn
R. Pro každé i = 1, . . . ,n

definujme pi = σ(ei), homomorfismus σi : Rn
R → RR jako projekci na i-tou složku

a homomorfismus αi jako restrikci σi na P . Berme p libovolný prvek v P , můžeme
jej vyjádřit v̊uči zvolené bázi ve tvaru p =

∑
i eiαi(p). Snadno se odvod́ı:

p = σ(p) =
∑

σ(ei)αi(p) =
∑

piαi(p). (1.8)

Zvolme α libovolný prvek HomR(P,RR). Užit́ım vzorce (1.8) spočtěme:

α(p) =
∑

α(pi)αi(p) ∈ TrR(P )2.

Protože prvek p a homomorfismus α jsme volili libovolně, plat́ı TrR(P ) ⊆ TrR(P )2,
č́ımž je idempotentnost ideálu TrR(P ) dokázána.

Uvažme nyńı libovolný oboustranný idempotentńı ideál I ≤ R, jeho projekce
π(I) je oboustranný idempotentńı ideál okruhu R/J(R), je tedy tvaru eR/J(R),
kde e je centrálńı idempotentńı prvek okruhu R/J(R). eR/J(R) je konečně ge-
nerovaný R-modul a má proto projektivńı pokryt́ı ϕ : P → e(R/J(R)). Necht’

f ∈ P je takový, že ϕ(f) = e, potom fR + kerϕ = P , a protože kerϕ � P , je
P = fR. Odtud P je konečně generovaný.

Chceme dokázat, že TrR(P ) = I. K tomu nám podle lemmatu 11 stač́ı ověřit
rovnost π(TrR(P )) = π(I). Bud’ β0 : P → R libovolný homomorfismus a označme
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β = π◦β0. Podobným argumentem jako v lemmatu 9 se dokáže, že kerβ ⊇ PJ(R)
a β(P ) je izomorfńı nějakému podideálu π(I). Ideál π(I) je jakožto R/J(R)-
modul totálně rozložitelný, proto existuje nějaký homomorfismus ψ : π(I) →
β(P ) představuj́ıćı projekci na β(P ). Odtud

β(P ) = ψ(π(I)) = ψ(eeR/J(R)) = ψ(e)eR/J(R) ⊆ eR/J(R) = π(I). (1.9)

V posledńı rovnosti jsme užili toho, že e je centrálńı idempotent. Protože ho-
momorfismus β0 jsme volili libovolně, ze vzorce (1.9) snadno vyvod́ıme inkluzi
π(TrR(P )) ⊆ π(I). K dokončeńı d̊ukazu stač́ı ověřit druhou inkluzi.

Protože π : I → eR/J je surjektivńı homomorfismus pravých R-modul̊u,
existuje z definice projektivńıho modulu homomorfismus α : P → I takový, že
π◦α = ϕ. Přejdeme-li k obraz̊um těchto zobrazeńı, dostaneme π(TrR(P )) ⊇ π(I).

k

Označme P1,...,Pr projektivńı R-moduly z věty 10. Pro každý I ∈ Id(R), nám
předchoźı věta zaručuje existenci konečně generovaného projektivńıho R-modulu
P , že I = TrR(P ). Z věty 10 muśı být P direktńı sumou některých modul̊u
P∗. Protože stopa převád́ı direktńı sumy na součty (lemma 4), muśı se I rovnat
součtu některých ideál̊u TrR(P∗). Uváž́ıme-li, že v R existuje dle lemmata 12
právě 2r oboustranných idempotentńıch ideál̊u, lze si snadno uvědomit, že každý
ideál TrR(P ) je jednoznačně určen podmnožinou Λ ⊆ {P1,...,Pr} projektivńıch
R-modul̊u, vyskytuj́ıćıch se jako direktńı sč́ıtanci v P .

Lemma 14. Pro ideál okruhu R tvaru eR, kde e je idempotentńı prvek, je
TrR(eR) = ReR.

D̊ukaz. Pro každý modulový homomorfismus α : eR → R je α(eR) = α(e)eR ⊆
ReR, odtud TrR(eR) ⊆ ReR. Naopak, je-li r ∈ R, potom násobeńı prvkem r
zleva zadává homomorfismus pośılaj́ıćı e na re. Protože prvky tvaru re generuj́ı
ReR jakožto pravý ideál, plat́ı i TrR(eR) ⊇ ReR

k

Komutativita diagramu v následuj́ıćı větě nám ř́ıká, že hledáńı popisu zob-
razeńı i : Id(Z(p)Sn) 7→ Id(QSn) je ekvivalentńı zkoumáńı funktoru − ⊗Z(p)

Q :

Proj(Z(p)Sn) → Mod(QSn), nebot’ podle předchoźıho dostaneme přechodem k
stopovým ideál̊um kompletńı popis zobrazeńı ip : Id(Z(p)Sn)→ Id(QSn).

Věta 15. Následuj́ıćı diagram komutuje

Proj(Z(p)Sn) Mod(QSn)

Id(Z(p)Sn(−)) Id(QSn)

−⊗Z(p)Q

TrZ(p)Sn (−) TrQSn (−)

−·Q

D̊ukaz. Volme P konečně generovaný projektivńı R-modul, podle věty 10 je tvaru
P = Pα1

1 ⊕ · · · ⊕ Pαr
r . Nav́ıc můžeme předpokládat, že každé Pi, pro i = 1, . . . ,r,

je izomorfńı ideálu generovaným idempotentńım prvkem ei.
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Poč́ıtejme nejprve levou dolńı cestu:

TrZ(p)Sn
(P ) =

∑
αi 6=0

TrZ(p)Sn
(Pi) =

∑
αi 6=0

Tr(eiZ(p)Sn) =
∑
αi 6=0

Z(p)SneiZ(p)Sn.

Což nám v QSn generuje ideál
∑

αi 6=0 QSneiQSn.
Horńı pravá cesta: protože tensorový součin zachovává direktńı sumy, je P ⊗

Q ∼= (P1 ⊗Q)α1 ⊕ ...⊕ (Pr ⊗Q)αr . Z lemmatu 4 dostáváme:

TrQSn((P1 ⊗Q)α1 ⊕ ...⊕ (Pr ⊗Q)αr) =
∑
αi 6=0

TrQSn(Pi ⊗Q).

Plat́ı Pi ⊗ Q ∼= eiZ(p)Sn ⊗ Q ∼= eiQSn, což spolu s faktem, že izomorfńı moduly
dávaj́ı stejný stopový ideál a každý ei je i idempotentńım prvkem okruhu QSn,
dává TrQSn(Pi ⊗Q) = QSneiQSn. T́ım je komutativita diagramu dokázána.

k

Diagram má dokonce vlastnost aditivity: pro P = Pαi
1 ⊕ ... ⊕ Pαr

r a Ṕ =
P βi
1 ⊕ ...⊕ P βr

r je:

Q · Tr(P ⊕ Ṕ ) =
∑

αi+βi 6=0

QSneiQSn =

∑
αi 6=0

QSneiQSn +
∑
βi 6=0

QSneiQSn = Q · Tr(P ) + Q · Tr(Ṕ ).

Stač́ı nám proto spoč́ıtat pouze P ⊗Z(p)
Q pro P nerozložitelné.

13



Kapitola 2

Modulárńı reprezentace

V předchoźı kapitole jsme zkoumáńı zobrazeńı i : Id(ZSn)→ Id(QSn) převedli
na zkoumáńı funktoru − ⊗Z(p)

Q : Proj(Z(p)Sn) → Mod(QSn). V této kapitole
p̊ujdeme ještě dál a převedeme jej do abstraktńıho rámce Grothendieckových
grup, kde nám definuje grupový homomorfismus e. V předchoźıch dvou sekćıch
jsme ukázali, že obě kategorie Mod(QSn) a Proj(Z(p)Sn) maj́ı ve vágńım smyslu
báze. To nabude formálně správného smyslu v jazyce Grothendieckových grup.
Zobrazeńı e bude tedy homomorfismus volných abelovských grup, čili ho budeme
moci popsat celoč́ıselnou matićı E. Zároveň ukážeme, že obě kategorie jsou na-
tolik hezké, že přechodem k e neztrat́ıme žádnou informaci. V druhé sekci pak
ukážeme, že E = Dt, kde D je takzvaná dekompozičńı matice, tu již jak ukážeme
ve třet́ı sekci umı́me spoč́ıtat pomoćı Braeurových charakter̊u.

2.1 p-modulárńı systém a redukce modulo N

Definice 8. Trojici (k,R,K) nazveme p-modulárńım systémem, je-li: R obor
diskrétńı valuace s maximálńım ideálem N = ρR, K jeho pod́ılové těleso cha-
rakteristiky 0 a k = R/N těleso charakteristiky p.

p-modulárńı systém budeme zkoumat v souvislosti s konečnou grupou G, řádu
dělitelného prvoč́ıslem p. Nav́ıc budeme předpokládat, že K je rozkladové pro
grupu G a RG je semiperfektńı (to máme ověřeno v př́ıpadě Z(p)Sn), čili pro něj
můžeme už́ıt teorii vybudovanou v předchoźı kapitole. Označme pro tuto kapitolu
pevně (k,R,K) nějaký p-modulárńı systém pro grupu G. Pro zkoumáńı hypotézy
pak užijeme vybudovanou teorii na p-modulárńı systém (Zp,Z(p),Q), s grupou Sn,
kde p je prvoč́ıslo menš́ı nebo rovno n.

Označme ve shodě s notaćı v [3]:

• P1, . . . ,Pr kompletńı sadu konečně generovaných nerozložitelných projek-
tivńıch RG-modul̊u (dané větou 10 pro semiperfektńı okruh RG).

• F1, . . . ,Fr kompletńı sadu jednoduchých RG-modul̊u, indexované tak, že
Fi ∼= Pi/PiJ(RG)

• Z1, . . . ,Zs kompletńı sadu jednoduchých KG-modul̊u

14



Přirozeně definovaná projekce z RG do kG má jádro NG, odtud NG je ideál
a

kG ∼= RG/NG. (2.1)

Máme-li RG-modul M , můžeme se d́ıvat na

M = M/(M ·NG)

jako na kG-modul. Této operaci budeme ř́ıkat redukce modulo N a prvek m +
M ·NG modulu M budeme zkráceně značit m.

Lemma 16. Plat́ı NG ⊆ J(RG) a sjednot́ıme-li kG s RG/NG skrze izomorfis-
mus (2.1), plat́ı J(kG) = J(RG)/NG.

D̊ukaz. Dokáži, že ideál NG anihiluje každý jednoduchý RG-modul, což je ekvi-
valentńı s NG ⊆ J(RG). At’ tedy F = fRG je jednoduchý RG-modul, kde f ∈ F .
Množina {fg : g ∈ G} generuje F jako R-modul. Protože grupa G je konečná,
je F konečně generovaný R-modul. Z Nakayamova lemmatu je FN = F jen pro
F nulový. Protože FN je RG-podmodul F a F je jednoduchý, muśı FN = 0.
Druhý vztah snadno plyne z již dokázané inkluze.

k

Mějme F polojednoduchý RG-modul, F je anihilován J(RG), speciálně je ani-
hilován NG, můžeme se na něj proto d́ıvat jako na kG-modul. Z J(RG/NG) =
J(RG)/NG dostáváme FJ(RG/NG) = 0, čili F je polojednoduchý kG-modul.
Je snadné si uvědomit, že naopak každý polojednoduchý kG-modul je i polojed-
noduchý RG-modul. Nav́ıc polojednoduchý RG-modul je rozložitelný jako RG-
modul, právě když je rozložitelný jako kG-modul. Okruhy RG a kG maj́ı proto
totožnou strukturu polojednoduchých modul̊u a F1,...Fr je i kompletńı sadou
jednoduchých kG-modul̊u.

Dokáži, že redukce modulo N zachovává i strukturu konečně generovaných
projektivńıch modul̊u. Prvně si uvědomme, že redukce modulo N zachovává di-
rektńı sumy: přirozená projekce z M1 ⊕M2 do M1 ⊕M2 má jádro

M1NG⊕M2NG = (M1 ⊕M2)NG.

Prvńı věta o izomorfismu dává: M1 ⊕M2
∼= M1 ⊕M2. Každý projektivńı RG-

modul P je z definice direktńım sč́ıtancem volného RG-modulu. Protože re-
dukce modulo N zachovává direktńı sumy, je P̄ direktńım sč́ıtancem volného
kG-modulu, tedy je projektivńı.

Protože NG ⊆ J(RG), projektivńı pokryt́ı π : P → P/PJ(RG) se faktorizuje
přes P :

P P P/PJ(R),
π1 π2

kde obě zobrazeńı jsou přirozené projekce. Jelikož π1 je surjektivńı, lze každý
RG-podmodul P zapsat ve tvaru π1(M), kde M ≤ P . Je-li π1(M) + kerπ2 = P ,
dostaneme přechodem ke vzor̊um kerπ + M = P , odtud M = P a π1(M) = P .
Dı́vejme se nyńı na π2 jako na homomorfismus kG-modul̊u, každý kG-podmodul
od P je i RG-podmodulem, proto podle výše dokázaného kerπ2 � P , čili π2 je
projektivńı pokryt́ı.
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Snadným d̊usledkem lemmatu 16 je, že semiperfektnost RG zaručuje semiper-
fektnost kG: kG/J(kG) ∼= (RG/NG)/(J(RG)/NG) ∼= RG/J(RG), kde posledńı
okruh je totálně rozložitelný, a pro každý idempotent e ∈ kG/J(kG) existuje
f ∈ RG, že f + J(kG) = e. Protože kompletńı sadu nerozložitelných konečně
generovaných projektivńıch kG-modul̊u dostáváme podle poznámky za větou 10
(zde je potřeba semiperfektnosti kG) jako projektivńı pokryt́ı jednoduchých kG-
modul̊u, což jsou právě P1/P1J(RG),...,Pr/PrJ(RG), jsou P1,...,Pr kompletńı sa-
dou nerozložitelných konečně generovaných projektivńıch kG-modul̊u. Budeme je
značit Ui = Pi.

2.2 Grothendieckovy grupy a dekompozičńı zob-

razeńı

Konstrukce Grothendieckovy grupy: Necht’ S je okruh a C je nějaká kategorie
S-modul̊u, maj́ıćı malý skelet a v ńıž máme definovaný pojem krátké exaktńı
posloupnosti. Definujme F volnou abelovskou grupu generovanou symboly (M),
kde M jsou reprezentanti své tř́ıdy izomorfismu v C (předpoklad malého skeletu
zaručuje, že univerzum F je množina). Podgrupa (relaćı) F0 at’ je generovaná
prvky (M)− (N)− (L) pro každou krátkou exaktńı posloupnost 0→ L→M →
N → 0, kde BÚNO předpokládáme, že K, L a M jsou námi zvoleńı reprezentanti.
Definujme Grothendieckovu grupu kategorie C jako faktorgrupu F/F0 a pro každý
S-modul M , označme [M ] prvek F/F0 př́ıslušný modulu M .

Zde pracujeme zpravidla s kategoriemi konečně generovaných modul̊u, takové
kategorie malý skelet maj́ı. A krátké exaktńı posloupnosti budeme chápat tak,
jak se klasický zavád́ı v kategoríıch pravých modul̊u.

Necht’ C a D jsou nějaké kategorie modul̊u né nutně stejného okruhu a G, H
jsou jejich Grothendieckovy grupy. Dále mějme funktor F : C → D, budeme ř́ıkat,
že F definuje homomorfismus Grothendieckových grup, jestliže existuje zobrazeńı
f : G→ H, že pro každý M , modul kategorie C, plat́ı

f([M ]) = [F (M)]. (2.2)

Je jasné, že jestliže homomorfismus f existuje, je určen vztahem 2.2 jedno-
značně. Má proto dobrý smysl ř́ıkat: funktor F definuje homomorfismus f .

Každý exaktńı funktor zachovává krátké exaktńı posloupnosti, čili zachovává
grupy relaćı, podle ńıž v definici Grothendieckovy grupy faktorizujeme. Odtud
každý exaktńı funktor definuje homomorfismus Grothendieckových grup.

Pro okruh S označme K0(S) Grothendieckovu grupu kategorie konečně gene-
rovaných projektivńıch pravých S-modul̊u a G0(S) Grothendieckovu grupu kate-
gorie konečně generovaných pravých S-modul̊u.

Lemma 17. Necht’ S je Artinovský okruh a V1,...,Vm je kompletńı sada jedno-
duchých S-modul̊u, potom

G0(S) ∼= ⊕mi=1Z[Vi]. (2.3)

D̊ukaz. Celý d̊ukaz je v [3, lemma 16.6], zde dokáži jen jak libovolný [M ], kde M
je konečně generovaná S-modul, vyjádřit jako Z-kombinaci prvk̊u {[Vi]}mi=1, což
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nám dá představu o významu koeficient̊u při [Vi]. Bud’ M konečně generovaný
S-modul. Protože S je Artinovský, M má konečnou kompozičńı řadu M = M0 ⊇
M1 ⊇ ... ⊇Mt = 0. Pro i ∈ 1,...,t nám krátká exaktńı posloupnost

0→Mi →Mi−1 →Mi−1/Mi → 0,

kde druhý homomorfismus je inkluze a třet́ı přirozená projekce, dává vztah [Mi−1] =
[Mi] + [Mi−1/Mi]. Snadno se indukćı dokáže, že

[M ] = [M0/M1] + [M1/M2] + ...+ [Mt−1].

k
Zadávaj́ı-li dva konečně generované S-moduly, kde S je Artinovský okruh, stejný
prvek v G0(S), nemuśı být ještě nutně izomorfńı, ale jejich kompozičńı řady muśı
mı́t až na pořad́ı stejné faktory (včetně násobnost́ı).

Lemma 18 ([3], lemma 16.7). Necht’ S je semiperfektńı okruh a W1,...,Wr je
kompletńı sadou nerozložitelných konečně generovaných projektivńıch S-modul̊u,
potom

K0(S) ∼= ⊕ri=1Z[Wi].

Věta 19. Je-li (k,R,K) p-modulárńı systém, potom zobrazeńı

−⊗R K : Proj(RG)→Mod(KG)

zadává grupový homomorfismus e : K0(RG) → G0(KG) takový, že e([M ]) =
[M ⊗R K].

D̊ukaz. Protože funktor ve zněńı věty je zjevně exaktńı, je homomorfismus e
dobře definován.

k

KG je podle Maschkeho věty totálně rozložitelný. Z lemmatu 17 je [Z1],...,[Zs]
volnou báźı G0(KG). Podobně, podle Lemmatu 18 je [P1],...,[Pr] volnou báźı
K0(RG). Označme E matici homomorfismu e z věty 19 vyjádřeného v̊uči právě
popsaným báźım.

Konečně generovaný projektivńı RG-modul P má podle věty 10 jednoznačné
vyjádřeńı P ∼= Pα1

1 ⊕ · · · ⊕ Pαr
r . Z definice Grothendieckovy grupy plat́ı [P ] =

α1[P1] + . . .+ αr[Pr]. Protože [P1],...,[Pr] je volnou báźı, je P až na izomorfismus
jednoznačně určen prvkem [P ]. Z totálńı rozložitelnosti KG a jednoznačnosti
rozkladu na jednoduché KG-moduly lze analogickou úvahou jako výše ověřit, že
každý konečně generovaný KG-modul M je až na izomorfismus určen prvkem
[M ] ∈ G0(KG). Proto při přechodu ke Grothendieckovým grupám a zobrazeńı
e neztrat́ıme žádnou informaci o chováńı funktoru − ⊗Z(p)

K : Proj(RG) →
Mod(KG).

Z definice báze existuje právě jeden homomorfismus f : K0(RG) → K0(kG)
definovaný na bázových prvćıch vztahem f [Pi] = [P̄i] = [Ui]. Homomorfismus f
splňuje f [P ] = [P ], pro každý P konečně generovaný projektivńı RG-modul: Je-li
P ∼= Pα1

1 ⊕ ...⊕ Pαr
r , pak

f [P ] = f(
r∑
i=1

αi[Pi]) =
r∑
i=1

αif([Pi]) =
r∑
i=1

αi[P̄i] = [⊕ri=1P̄i
αi ].
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Posledńı výraz se rovná [P ], protože redukce modulo N zachovává direktńı sumy.
Homomorfismus f je zřejmě izomorfismus. Předefinujme zobrazeńı e na e◦f−1, kde
f je právě popsaný izomorfismus. Protože matice zobrazeńı f v̊uči báźım {[Pi]}ri=1

a {[Ui]}ri=1 je Ir, z̊ustane matice E pro předefinované zobrazeńı e nezměněná.
Odtud tedy budeme ṕısmenem e značit grupový homomorfismus z K0(kG) do
G0(KG).

Definice 9. RG-modul M nazveme RG-mř́ı̌źı, má-li M jakožto R-modul konečnou
volnou bázi.

Z každé RG-mř́ıže M můžeme vytvořit KG-modul M ⊗R K a kG-modul M ,
přičemž oba jsou konečně generované. Stručně poṕı̌si jak vypadaj́ı jim př́ıslušné
reprezentace.

Je-li M RG-mř́ıž s volnou báźı m1,...,ml, pak každý automorfismus R-modulu
M můžeme v̊uči této bázi vyjádřit maticově. Odtud AutR(M) ∼= GL(l,R). RG-
mř́ıž M proto zadává R-reprezentaci ϕ grupy G, kterou lze vyjádřit v maticové
podobě.

Lze dokázat, že v kG-modulu M = M/MN jsou prvky m1,...,ml volnou k-
báźı. Označme ϕ k-reprezentaci G danou M . Pro každé g ∈ G a m ∈ M je
ϕ(g)(m) = ϕ(g)(m). Přejdeme-li do maticového popisu obou reprezentaćı v̊uči
popsaným báźım, pak redukce modulo N p̊usob́ı po prvćıch matic, neboli prvky
matice reprezentace po redukci jsou redukce př́ıslušných prvk̊u matice reprezen-
tace před redukćı.

Podobně v KG-modulu M ⊗R K je m1 ⊗ 1,...,ml ⊗ 1 volnou K-báźı. K-
reprezentace grupy G zadaná modulem M⊗RK, označme ji psi, splňuje pro každé
g ∈ G vztah ψ(g) = ϕ(g)⊗idK . Vyjádř́ıme-li ψ maticově v̊uči bázim1⊗1,...,ml⊗1,
dostaneme pro každý g ∈ G stejnou matici jako ve vyjádřeńı ϕ v̊uči bázi m1,...,ml.
Sjednot́ıme-li M s M ⊗ 1 ⊆ M ⊗R K, pak právě popsaný vztah M a M ⊗R K
vystihuje následuj́ıćı definice.

Definice 10. Pro V konečně generovaný KG-modul nazveme RG-mř́ı̌z M ⊆ V
úplnou ve V , jestlǐze KM = V .

Lemma 20 ([3], lemma 16.15). Každý konečně generovaný KG-modul má úplnou
RG-mř́ı̌z.

Neboli, existuje volná báze, v̊uči ńıž má K-reprezentace maticové vyjádřeńı s
prvky v okruhu R. Čili, každá K-reprezentace grupy G je K-ekvivalentńı repre-
zentaci definované nad R. Obecně neplat́ı, že každé dvě úplné RG-mř́ıže M1, M2

v KG-modulu V jsou izomorfńı RG-moduly. Nicméně jejich redukce modulo N
maj́ı jakožto kG-moduly stejné kompozičńı faktory, čili zadávaj́ı stejný prvek v
G0(kG).

Lemma 21 ([3], lemma 16.16). Bud’ M1 a M2 dvě úplné RG-mř́ı̌ze konečně
generovaného KG-modulu V , potom kG-moduly M1 a M2 zadávaj́ı stejný prvek
v G0(kG).

Věta 22 ([3], lemma 16.17). Existuje grupový homorfismus d : G0(KG) →
G0(kG) takový, že d : [V ] 7→ [M ] pro M úplnou RG-mř́ı̌z ve V .

Definice 11. Zobrazeńı d z předchoźı věty budeme nazývat dekompozičńı zob-
razeńı a matici D danou zobrazeńım d, vyjádřeného v̊uči báźım [Z1],...,[Zs] a
[F1],...,[Fr], nazveme dekompozičńı matice.
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Bud’ T těleso a M a N at’ jsou TG-moduly. Definujme č́ıslo

i(M,N) = dimTHomTG(M,N).

V anglické literatuře se nazývá intertwining number (volný překlad by tedy mohlo
být např́ıklad index splétavosti). Jedná se o modulárńı analogii skalárńıho součinu
charakter̊u, klasicky zaváděného v teorii reprezentaćı. Pomoćı indexu splétavosti
definujeme dvě bilineárńı formy na Grothendieckových grupách:

Lemma 23. Existuje Z-bilineárńı forma iK : G0(KG) × G0(KG) → Z taková,
že pro každé dva KG-moduly M a N plat́ı

iK([M ],[N ]) = i(M,N), (2.4)

nav́ıc iK([Zi],[Zj]) = δi,j.

D̊ukaz. Definujme iK nejprve na bázových prvćıch vztahem (2.4), a pak lineárně
dodefinujme na celé G0(KG)×G0(KG). Je třeba ověřit, že pro každé dva konečně
generované KG-moduly M a N skutečně plat́ı iK([M ],[N ]) = i(M,N). Protože
KG je totálně rozložitelný okruh, jsou oba funktoryHomKG(M,−) iHomKG(−,M)
exaktńı pro každý konečně generovaný KG-modul M . Nav́ıc v Mod(KG) se každá
krátká exaktńı posloupnost štěṕı, čili oba funktory zachovávaj́ı konečné direktńı
sumy. Proto pro libovolné dva konečně generované KG-moduly M = ⊕si=1Z

αi
i a

N = ⊕si=1Z
βi
i je:

HomKG(M,N) ∼=
s⊕

i,j=1

HomKG(Zi,Zj)
αiβj .

Přechodem k dimenźım dostaneme

i(M,N) =
s∑

i,j=1

αiβj · i(Zi,Zj) = iK(M,N).

Zbývá dokázat podmı́nku ortogonality bázových prvk̊u. Pro i 6= j je zřejmě
i(Zi,Zj) = 0. ProtožeK je rozkladové proG, je podle [4, lemma 29.13]HomKG(Zi,Zi) ∼=
K, přechodem k K-dimenzi dostaneme iK([Zi],[Zi]) = 1.

k

Lemma 24 ([3], lemma 18.8). Je-li k rozkladové těleso pro grupu G, pak existuje
Z-bilineárńı forma ik : K0(kG) × G0(kG) → Z taková, že pro každé U a M
konečně generované kG-moduly, kde U je nav́ıc projektivńı, plat́ı:

ik([U ],[M ]) = i(U,M). (2.5)

Nav́ıc ik([Ui,Fj]) = δi,j, kde δi,j je Kroneckerovo delta.

Poznamenám, že bilineárńı formy z předchoźıch dvou lemmat jsou vztahy (2.4)
a (2.5) definovány jednoznačně. Můžeme proto symboly iK a ik pevně označit
bilineárńı formy jednoznačně definované vzorci (2.4) a (2.4). iK a ik dávaj́ı do
souvislosti zobrazeńı d a e v kĺıčovém vzorci:
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Věta 25 ([3], věta 18.9). Pro výše definovaná zobrazeńı e a d plat́ı

ik(u,d(z)) = iK(e(u),z),

kde u je libovolný prvek K0(KG) a z libovolný prvek G0(KG).

Snadným d̊usledkem je následuj́ıćı lemma.

Lemma 26. Matici E źıskáme transponováńım matice D, neboli E = DT .

D̊ukaz. Př́ımo z definice matic E a D máme vztahy:

e[Ui] = e1i[Z1] + ...+ eji[Zj] + ...+ esi[Zs],

d[Zj] = d1j[F1] + ...+ dij[Fi] + ...+ drj[Fr].

Z ortogonality báźı {[Zi]}si=1 a {[Fi]}ri=1 v̊uči Z-bilineárńım formám iK a ik a
předchoźı věty dostáváme:

dij = ik([Ui],d[Zj]) = iK(e[Ui],[Zj]) = eji.

k
Po zbytek této kapitoly se zaměř́ıme na to, jak spoč́ıtat dekompozičńı matici D.

2.3 Výpočet dekompozičńı matice pomoćı Bra-

eurových charakter̊u

Pracujeme pořád s p-modulárńım systémem (k,R,K) z předešlých sekćı. Proto-
že každý konečně generovaný KG-modul M zadává K-reprezentaci grupy G
konečné dimenze, můžeme definovat charakter modulu M , jako charakter mu
př́ıslušné reprezentace. Dále symbolem cf(KG) budeme značit množinu všech
funkćı z G do K, konstantńıch na tř́ıdách konjugace grupy G. Na cf(KG) lze
zřejmým zp̊usobem definovat strukturu K-vektorového prostoru. Vektorový pro-
stor cf(KG) zahrnuje i všechny charaktery KG-modul̊u, můžeme proto defino-
vat ch(KG) jako podgrupu aditivńı grupy cf(KG), generovanou všemi charaktery
modul̊u z Mod(KG). Symboly ζ1,...,ζs označme charaktery KG-modul̊u Z1,...,Zs.

Lemma 27 ([3]). Funkce ζ1,...,ζs tvoř́ı volnou bázi grupy ch(KG).

Lemma 28 ([3], lemma 16.10). Grupy G0(KG) a ch(KG) jsou izomorfńı skrze
izomorfismus α : G0(KG) → ch(KG), kde α přiřazuje prvku [M ], pro libovolný
M ∈Mod(KG), charakter modulu M .

Podobný izomorfismus existuje pro grupu G0(kG) a takzvané Braeurovy cha-
raktery. Aby bylo možné Braeurovy charaktery definovat, muśı těleso K obsaho-
vat primitivńı m-tou odmocninu z 1, kde m ∈ N je největš́ı dělitel řádu grupy G
nedělitelný prvoč́ıslem p. V Q nastane problém už pro grupu S3, tuto vadu ošetř́ım
v závěru kapitoly přechodem k větš́ımu p-modulárńımu systému, který ovšem za-
chová matici D. Pracujme tedy nejprve obecně s p-modulárńım systémem, kde
potřebné odmocniny máme.
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At’ G je grupa a p prvoč́ıslo, označme Gp ⊆ G množinu všech prvk̊u maj́ıćıch
řád nedělitelný prvoč́ıslem p. Takové prvky budeme nazývat p-regulárńımi. Vyjá-
dřeme řád grupy G ve tvaru | G |= mpk, kde p neděĺı m a předpokládejme, že K
obsahuje primitivńı m-tou odmocninu z 1, označme ji ω. Polynom xm−1 se v R[x]
rozkládá na lineárńı faktory xm − 1 =

∏m
i=1(x− ωi), tud́ıž v k[x] plat́ı xm − 1 =∏m

i=1(x−ωi). Protože p, charakteristika tělesa k, neděĺı m, jsou kořeny polynomu
xm − 1 po dvou r̊uzné (formálńı derivace nemá s p̊uvodńım polynomem žádný
společný kořen). Odtud redukce modulo N definuje izomorfismus cyklických grup
〈ω〉 a 〈ω〉 (daný předpisem ωi 7→ ωi).

Uvažme nyńı konečně generovaný kG-modul M , ten dává k-reprezentaci ϕ
grupy G dimenze d. Ṕısmenem λ označme jej́ı charakterovou funkci. Z definice
charakteru v́ıme, že pro každé g, p-regulárńı prvek grupy G, je λ(g) = Tr(ϕ), což
je rovno součtu vlastńıch č́ısel zobrazeńı ϕ, označme je {λj}j=1...,d. Dále ze vztahu

idM = ϕ(g)mp
k

pro každé λ∗ plat́ı 1 = λmp
k

∗ = λm∗ (druhá z rovnost́ı plat́ı protože
poč́ıtáme v tělese charakteristiky p). Každé λj je tedy tvaru ωij . Můžeme proto
prvku g přǐradit č́ıslo λ(g) = ωi1 + ...+ ωid .

Definice 12. Bud’ M kG-modul, právě popsané zobrazeńı λ : Gp → K nazveme
Braeurovým charakterem modulu M .

Označme cfK(Gp) K-vektorový prostor všech funkćı z Gp do K, které jsou
konstantńı na tř́ıdách konjugace G. Z konstrukce Braeurových charakter̊u je
zřejmé, že nalež́ı do cfK(Gp). Dále označme ϕ1,...,ϕr Braeurovy charaktery mo-
dul̊u F1,...,Fr. Následuj́ıćı dvě lemmata jsou analogiemi lemmat 27 a 28 pro Bra-
eurovy charaktery.

Lemma 29 ([3], lemma 17.9). Funkce ϕ1,...,ϕr jsou K-bázi cfK(Gp).

Definice 13. Podgrupu aditivńı grupy cfK(Gp) generovanou všemi Braeurovými
charaktery konečně generovaných kG-modul̊u budeme značit Bch(kG) a jej́ı prvky
budeme nazývat virtuálńı Braeurovy charaktery.

Lemma 30 ([3], lemma 17.14). Grupy G0(kG) a Bch(kG) jsou izomorfńı, skrze
izomorfismus β : G0(kG) → Bch(kG), který každému prvku [M ], kde M je kG-
modul, přiřad́ı Braeur̊uv charakter modulu M .

Věta 31 ([3], věta 17.15). At’ α je izomorfismus z lemmatu 28, β izomorfismus
z lemmatu 30 a d′ : Ch(KG) → Bch(kG), zobrazeńı restrikce na Gp. Potom
následuj́ıćı diagram komutuje:

G0(KG) Ch(KG)

G0(kG) Bch(kG)

α

d d′

β

Poznámka: Každý Braeur̊uv charakter lze podle [3, lemma 18.12] dodefinovat
na celé G tak, že výsledná funkce λ lze zapsat jako celoč́ıselnou kombinaci cha-
rakter̊u K-reprezentaćı, neboli λ je prvek ch(KG). To nám spolu s komutativitou
diagramu výše ř́ıká, že zobrazeńı d je na.

Uvažme ζ ′1,...,ζ
′
s, restrikce charakter̊u ζ1,...,ζs na p-regulárńı prvky grupy G

(symboly ζ∗ jsme na začátku sekce označili charakteryKG-modul̊u Z∗). Z předcho-
źı věty dostáváme vzorce:
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ζ ′j = d1jϕ1 + ...+ drjϕr, (2.6)

pro každé j = 1,...,r. Tyto vzorce již dávaj́ı zp̊usob, jak spoč́ıtat matici D, a tedy
užit́ım lemmatu 26 i matici E, kterou hledáme.

Pro ošetřeńı faktu, že v Q nemáme primitivńı m-té odmocniny z 1 pro m ≥ 3,
přejdeme k okruhu Z(p)[ω], kde ω, je primitivńı odmocnina z 1 potřebného řádu.
V daľśım definuji rozš́ı̌reńı p-modulárńıho systému konečného stupně a ukáži,
že rozkladovost těles Q a Zp pro grupu Sn zaruč́ı, že přechod k rozš́ı̌renému p-
modulárńımu systému nezměńı matici D.

At’ (k,R,K) je p-modulárńı systém. Okruh R je jakožto DVR speciálně De-
dekindovým okruhem. Označme K ′ = K(ω), jedná se o rozš́ı̌reńı konečného
stupně, proto je okruh R0, definovaný jako celistvý uzávěr R v K ′, Dedekindovým
okruhem. V R0 volme nějaký maximálńı ideál N0, protože R0 je celistvý uzávěr R
v K ′, je R ∩N0 = N maximálńı v R. Dále definujme okruh R′ jako lokalizaci R0

v ideálu N0. Prvek ω z definice celistvého uzávěru je prvkem okruhu R0, a tedy
i okruhu R′. Protože R0 je Dedekind̊uv okruh, R′ je DVR s maximálńım ideálem
N ′. Definujme k′ = R′/N ′. Dále pak označme i′ : R → R′ a i0 : R → R0 zobra-
zeńı inkluze a π′ : R′ → k′ a π0 : R0 → R0/N0 přirozené projekce. Sjednot́ıme-li
izomorfńı residuová tělesa k′ = R′/N ′ ∼= R0/N0, bude platit π′ ◦ i′ = π0 ◦ i0 a z
R∩N0 = N je ker(π0◦i0) = N . Odtud se π′◦i′ faktorizuje přes k a definuje prosté
vnořeńı k ↪→ k′. Můžeme se proto d́ıvat na k′ jako na tělesové rozš́ı̌reńı k(ω). Jistě
plat́ı, že K ′ je pod́ılové těleso R′ charakteristiky 0 a k′ těleso charakteristiky p.
Trojice (k′, R′, K ′) je proto p-modulárńı systém.

Definice 14. Právě zkonstruovaný p-modulárńı systém (k′,R′,K ′) budeme nazývat
rozš́ıřeńı p-modulárńıho systému (k,R,K) konečného stupně.

Nyńı z každého KG-modulu M můžeme pomoćı operace rozš́ı̌reńı skalár̊u
vytvořit K ′G-modul M ⊗K K ′ se skalárńım násobeńım: (m ⊗ r)(

∑
g∈G rgg) =∑

g∈Gmg ⊗ rgr. Protože K ′ je komutativńı, jedná se o korektńı definici pravého
K ′G-modulu. Analogicky z každého kG-modulu můžeme vytvořit k′G-modul.

Lemma 32 ([3], lemma 16.22). Je-li (K ′,R′,k′) rozš́ıřeńı p-modulárńıho systému
(K,R,k) konečného stupně, potom operace rozš́ıřeńı skalár̊u zadává aditivńı ho-
momorfismy

ϕ : G0(KG)→ G0(K
′G), χ : G0(kG)→ G0(k

′G).

Tyto homomorfismy jsou nav́ıc prosté.

Označme pro i = 1, . . . ,s K ′G-moduly Z ′i = Zi ⊗K K ′. Jsou-li λ1,...,λs ∈ N
takové, že KGKG

∼= Z1
λ1 ⊕ · · · ⊕ Zsλs , je K ′GK′G

∼= Z ′1
λ1 ⊕ · · · ⊕ Z ′s

λs (tensorové
násobeńı zachovává direktńı sumy). Z rozkladovosti K pro grupu G je každý
Z ′i ireducibilńı, čili K ′G-moduly Z ′1, . . . ,Z

′
s jsou kompletńı sadou jednoduchých

K ′G-modul̊u. Odtud je ϕ z předchoźıho lemmatu na, tedy izomorfismus. Nav́ıc,
vyjádř́ıme-li ϕ maticově v̊uči báźım {Zi}si=1 a {Z ′i}si=1, dostaneme jednotkovou
matici.

Budeme potřebovat několik vzorc̊u z tensorového násobeńı. At’ S a T jsou
komutativńı okruhy a M SG-modul plat́ı:

M ⊗S S ∼= M, (2.7)
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skrze S-izomorfismus pośılaj́ıćı m⊗ s na ms. Definujeme-li na levé straně struk-
turu SG-modulu (podobně jako u operace rozšǐrováńı skalár̊u), jedná se dokonce
o SG-izomorfismus. Dále at’ je K (S,T )-bimodul a L levý T -modul. Potom

(M ⊗S K)⊗T L ∼= M ⊗S (K ⊗T L). (2.8)

skrze izomorfismus pośılaj́ıćı (m ⊗ k) ⊗ l na m ⊗ (k ⊗ l), kde izomorfismus je
mı́něn jako izomorfismus pravých S-modul̊u a levých T -modul̊u. Vzorec lze opět
chápat i jako SG-izomorfismus resp. TG-izomorfismus, dodefinujeme-li na obou
stranách zřejmým zp̊usobem násobeńı prvky G.

Předchoźı dva vzorce jsou obecně známé, odvod́ıme pomoćı nich třet́ı, který se
bude hodit v d̊ukazu lemmatu 33. Mějme nav́ıc komutativńı okruh U a okruhové
homomorfismy α : S → T , β : T → U . Čili T i U maj́ı strukturu S-modulu a U
má strukturu T -modulu (všechny přirozeně definované). Potom

(M ⊗S T )⊗T U ∼= M ⊗S U (2.9)

jakožto U -moduly. Použijeme-li na levou stranu vzorec (2.8) a následně na vnitřek
závorky analogii (2.7) pro levý modul, dostaneme pravou stranu vzorce (2.9).
Izomorfismus je dán vzorcem (m⊗ t)⊗ u 7→ m⊗ tu. A stejně jako u předchoźıch
lze vzorec rozš́ı̌rit na UG-izomorfismus. Vzorec (2.9) budeme už́ıvat v situaćıch,
kdy volba homomorfismů α, β bude zřejmá: zobrazeńı inkluze nebo projekce.

Lemma 33. Necht’ (k′, R′, K ′) je konečné rozš́ıřeńı p-modulárńıho systému (K,R, k).
Dále at’ ϕ a χ jsou homomorfismy z lemmatu 32 a d′ dekompozičńı zobrazeńı pro
rozš́ıřený p-modulárńı systém. Pak následuj́ıćı diagram komutuje

G0(KG) G0(K
′G)

G0(kG) G0(k
′G)

ϕ

d d′

χ

D̊ukaz. Prvně interpretujeme zobrazeńı redukce modulo N v řeči tensor̊u: Mějme
R-modul M , je známý fakt, že tensorové násobeńı je zprava exaktńı, proto je
posloupnost

M ⊗R N →M ⊗R R→M ⊗R k → 0

exaktńı. Z (2.7) plat́ı M ⊗R R ∼= M skrze izomorfismus pośılaj́ıćı m ⊗ r na mr.
Můžeme proto prostředńı člen nahradit RG-modulem M , č́ımž se obraz prvńıho
homomorfismu stává MN . Užit́ım exaktnosti v M a prvńı věty o izomorfismu
dostáváme M ⊗R k ∼= M/MN = M . Dı́váme-li se na vztah jako izomorfismus
kG-modul̊u, dostáváme hledaný popis.

Berme KG-modul V a v něm úplnou RG-mř́ıž M . Dokáži, že M ⊗R R′ je
jakožto R′G-modul izomorfńı úplné R′G-mř́ıži v V ⊗KK ′: Z definice mř́ıže existuje
přirozené λ že M ∼= ⊕λi=1R jakožto R-modul. Protože tensorový součin zachovává
direktńı sumy, plat́ı:

M ⊗R R′ ∼= (⊕λi=1R)⊗R R′ ∼= ⊕λi=1(R⊗R R′) ∼= ⊕λi=1R
′.

Na vzorec se můžeme d́ıvat jako na R′-izomorfismus, odtud plyne existence volné
R′-báze.
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Uvažme následuj́ıćı K ′G-izomorfismy dané vzorcem (2.9) a faktem, že M je
úplnou RG-mř́ıž́ı ve V , čili M ⊗R K ∼= V :

(M ⊗R R′)⊗R′ K ′ ∼= M ⊗R K ′ ∼= (M ⊗R K)⊗K K ′ ∼= V ⊗K K ′.

Jejich složeńım dostaneme K ′G-izomorfismus F , pro něž je snadné spoč́ıtat, že

F : (m⊗ r)⊗ t 7→ m⊗ rt. (2.10)

Podle výše dokázaného je M ⊗R R′ jakožto R′-modul volný, speciálně plochý.
J́ım zadaný funktor (M ⊗R R′)⊗R′ − proto zachovává prostotu homomorfismů.
Odtud je id ⊗ i : (M ⊗R R′) ⊗R′ R′ → (M ⊗R R′) ⊗R′ K ′, kde i : R′ → K ′

je inkluze, prostý. Slož́ıme-li jej zleva s izomorfismem daným vzorcem (2.7) a
zprava s izomorfismem F , chápaným jako R′G-izomorfismus, dostaneme prostý
R′G-homomorfismus H : M⊗RR′ → V ⊗KK ′. Im(H) je proto R′G-mř́ıž, a nav́ıc
úplná, protože prvky tvaru m ⊗ rt, kde m ∈ M , r ∈ R′, t ∈ K ′, generuj́ı podle
(2.10) Im(F ) = V ⊗K K ′.

Horńı pravá cesta v diagramu: Rozepisováńım definice a výše dokázaným od-
vod́ıme

d′ ◦ ϕ([V ]) = d′([V ⊗K K ′]) = [M ⊗R R′] = [(M ⊗R R′)⊗R′ k′].

Užit́ım vzorce (2.9) dostaneme [(M ⊗R R′)⊗R′ k′] = [M ⊗R k′].
Druhá cesta: Podobně odvod́ıme

χ ◦ d([V ]) = χ([M ]) = χ([M ⊗R k]) = [(M ⊗R k)⊗k k′].

Užit́ım vzorece (2.9) dostaneme [(M⊗Rk)⊗kk′] = [M⊗Rk′]. Protože prvky tvaru
[V ], kde V je KG-modul, generuj́ı grupu G0(KG), je komutativita dokázána.

k

Z komutativity snadno plyne, že χ je na, čili izomorfismus: ϕ je jak jsme
již dokázali izomorfismus a d′ je podle poznámky za větou 31 na. Vyjádř́ıme-li
zobrazeńı v komutativńım diagramu výše maticově v̊uči báźım {Zi}si=1, {Z ′i}si=1,
{Fi}ri=1 a {F ′i}ri=1, zobrazeńı ϕ a χ daj́ı jednotkové matice Is a Ir. Matici zobrazeńı
d′ označme D′. Z komutativity plat́ı D′ · Is = Ir ·D, čili D = D′.
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Kapitola 3

výpočet

Všechny tabulky které ve výpočtu užijeme byly spočteny pomoćı on-line kal-
kulátoru Magma, dostupného z http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/.

3.1 grupa S7

Ukáži, že v grupovém okruhu ZS7 existuje vlastńı idempotentńı ideál, který v
QSn generuje vlastńı ideál, r̊uzný od ideálu z lemmatu 1. Výpočet bude následuj́ıćı:
Nejprve užit́ım vzorce (2.6)

ζ ′j = d1jϕ1 + ...+ drjϕr

spoč́ıtáme dekompozičńı maticeDp = {dpij}ij pro p-modulárńı systémy (Zp,Z(p),Q)
s grupou S7, kde p ∈ {2,3,5,7}. Jim př́ıslušné matice Ep dostaneme z lematu 26
transponováńım. Dále pomoćı věty 15 źıskáme pro jednotlivá p popis zobrazeńı
ip : Id(Z(p)Sn)→ Id(QSn). Nalezneme-li v⋂

p∈{2,3,5,7}

Im(ip)

vlastńı ideál, r̊uzný od těch ve zněńı hypotézy, dostaneme z věty 2 existenci ideálu
vyvracej́ıćıho zkoumanou hypotézu.

Z [4, věta 27.22] v́ıme, že QS7 má počet r̊uzných ireducibilńıch reprezentaćı
roven počtu tř́ıd konjugace S7, což je 15. Označme ζ7i , i = 1, . . . ,15, jim př́ıslušné
charaktery, jejich explicitńı zápis je v tabulce 4.5. Dále z [3, d̊usledek 17.11] je
rp, počet r̊uzných jednoduchých ZpS7-modul̊u, roven počtu tř́ıd konjugace S7

odpov́ıdaj́ıćıch p-regulárńım prvk̊um. Čili r2 = 5, r3 = 9, r5 = 13 a r7 = 14.
Označme ϕpi , i = 1, . . . ,rp Braeurovy charaktery př́ıslušné jednotlivým jedno-
duchým ZpS7-modul̊um. Explicitńı vyjádřeńı lze nalézt v tabulkách 4.1 až 4.4.
Dále označme {P p

i }
rp
i=1 projektivńı moduly z věty 10 pro okruh ZpS7, indexované

tak, že P p
i má Braeur̊uv charakter ϕpi .

Lemma 29 zaručuje existenci a jednoznačnost prvk̊u dpij ve vzorci (2.6). Protože
matice D7

∗ vycháźı v tomto př́ıpadě dosti ř́ıdké, lze je ze vzorce (2.6) zcela
př́ımočaře spoč́ıtat.
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E7
2
T

= D7
2 =


1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1



E7
3
T

= D7
3 =



1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1



E7
5
T

= D7
5 =



1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



E7
7
T

= D7
7 =



1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0


Při přechodu ke stopovým ideál̊um nás nezaj́ımaj́ı konkrétńı hodnoty prvk̊u

matic E7
∗ , ale pouze zda jsou nulové, či nenulové. Z věty 15 pro každý idempo-

tentńı ideál Ipi = TrZ(p)S7(P
p
i ), i = 1, . . . ,rp, plat́ı:
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QIpi =

sp⊕
j=1...,rp,e

p
i,j≥1

Bj,

kde B∗, jsou oboustranné idempotentńı ideály okruhu QSn ze vzorce 1.5, in-
dexované tak, že Bj je stopový ideál QS7-modulu s charakterem ζ7j .

Neboli sloupce matic E7
p , respektive řádky matice D7

p, zadávaj́ı ideály QIpi
vyjádřené jako direktńı sumy ideál̊u Bj.

Z matic E7
∗ lze snadno vyč́ıst, že ideály

I1 = ⊕15
j=3Bj

a
I2 = ⊕15

j=5Bj

dokážeme pro všechna p vyjádřit jako QIp, kde Ip je nějaký oboustranný idempo-
tentńı ideál v Z(p)Sn. Konkrétně bereme-li za Ip postupně pro p = 2,3,5,7 ideály:

⊕5
i=2I

2
i a⊕5

i=3 I
2
i ,

⊕9
i=3I

3
i a⊕9

i=5 I
5
i ,

⊕13
i=3I

5
i a⊕13

i=5 I
5
i ,

⊕14
i=3I

2
i a⊕14

i=5 I
2
i .

Věta 2 zaručuje existenci oboustranných idempotentńıch ideál̊u J1, J2 okruhu
ZS7, že QJ1 = I1 a QJ2 = I2. Oba ideály jsou netriviálńı, alespoň jeden z nich
muśı být r̊uzný od ideálu z lemmatu 1.

Z matic můžeme vyč́ıst kolik oboustranných idempotentńıch ideál̊u v jednot-
livých okruźıch Z(p)S7 generuje celý QS7, jednoduchým kombinatorickým cvičeńım
lze spoč́ıtat, že ony počty jsou postupně 4, 4, 9 a 3. Z věty 2 existuje v ZS7 432
oboustranných idempotentńıch ideál̊u generuj́ıćı celé QS7.

3.2 grupa S5

Ukáži, že v př́ıpadě S5 hypotéza stále plat́ı. Uvažme značeńı analogické předcho-
źımu výpočtu, s t́ım rozd́ılem, že nás zaj́ımaj́ı jen hodnoty p = 2,3,5. Č́ısla s a rp
se změńı na: s = 7, r2 = 3, r3 = 5 a r5 = 6. Stejným zp̊usobem jako v předchoźım
spočteme z tabulek 4.6 až 4.9 matice E5

2 , E5
3 a E5

5 :

E5
2
T

= D5
2 =

 1 1 0 0 1 1 2
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1



E5
3
T

= D5
3 =


1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


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E5
5
T

= D5
5 =


1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0

 .

Vlastńı oboustranné idempotentńı ideály v QS5 budeme značit řádkovými
vektory 0 a 1 délky 7. Technická pomůcka: budeme ř́ıkat, že ideál I dostaneme
sečteńım nějakých konkrétńıch řádk̊u některé z matic D5

∗, pokud I dostaneme
sečteńım stopových ideál̊u př́ıslušných řádk̊u. Matice D5

2 nám omezuje počet
vlastńıch ideál̊u v ⋂

p∈{2,3,5}

Im(ip)

na 4 kandidáty. Tři dostaneme z jednotlivých řádk̊u a čtvrtý sečteńım druhého a
třet́ıho řádku:

I1 =
(

1 1 0 0 1 1 1
)

I2 =
(

0 0 1 1 0 0 0
)

I3 =
(

0 0 0 0 1 1 1
)

I4 =
(

0 0 1 1 1 1 1
)

.
Abychom I1 nasč́ıtali z řádk̊u matice D5

5, museli bychom použ́ıt prvńı řádek,
ten si ale vynucuje 1 na 3. pozici, I1 můžeme proto z kandidát̊u vyloučit. Podobně
I2 očividně nelze nasč́ıtat z řádk̊u D5

3 ani D5
5. I3 si vynucuje v př́ıpadě D5

5 užit́ı
3. nebo 4. řádku, oba ale maj́ı 1 mimo posledńı 3 pozice. Zbývá I4, o kterém již
v́ıme, že jakožto posledńı kandidát, muśı být nasč́ıtatelný z řádk̊u všech tř́ı matic.
Lze snadno vidět, že to skutečně možné je, a to jediným zp̊usobem. V ZS5 tedy
existuje jediný vlastńı oboustranný idempotentńı ideál generuj́ıćı v QS5 vlastńı
ideál.

Pod́ıváme-li se kolika zp̊usoby lze z řádk̊u jednotlivých matic nasč́ıtat celý
okruh, dostaneme počet vlastńıch idempotentńıch oboustranných ideál̊u gene-
ruj́ıćı celé QS5. V D5

2 můžeme a nemuśıme použ́ıt 3. řádek, to nám dává dvě
možnosti. V př́ıpaděD5

3 je nutné už́ıt všechny řádky, tedy jediná možnost. Konečně
u matice D5

5 je nutné použ́ıt 1., 2., 5., a 6. řádek. Dále pak můžeme použ́ıt li-
bovolný z 3. a 4. řádku nebo oba. Máme tedy tři možnosti. Věta 2 zaručuje v
ZS5 existenci šesti vlastńıch oboustranných idempotentńıch ideál̊u generuj́ıćı celý
QS5. Celkově je tedy Id(ZS5) množina velikosti 9.
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Kapitola 4

tabulky

Z2 id (3) (3)(3) (5) (7)

ϕ2
1 1 1 1 1 1

ϕ2
2 6 3 0 1 -1

ϕ2
3 8 -4 2 -2 1

ϕ2
4 14 2 -1 -1 0

ϕ2
5 20 -4 -1 0 -1

Tabulka 4.1: Braeurovy charaktery pro Z2S7

Z3 id (2) (2)(2)(2) (2)(2) (4) (4)(2) (5) (7) (5)(2)

ϕ3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ϕ3
2 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1

ϕ3
3 6 4 0 2 2 0 1 -1 -1

ϕ3
4 6 -4 0 2 -2 0 1 -1 1

ϕ3
5 13 5 1 1 -1 -1 -2 -1 0

ϕ3
6 13 -5 -1 1 1 -1 -2 -1 0

ϕ3
7 15 5 -3 -1 1 -1 0 1 0

ϕ3
8 15 -5 3 -1 -1 -1 0 1 0

ϕ3
9 20 0 0 -4 0 0 0 -1 0

Tabulka 4.2: Braeurovy charaktery pro Z3S7
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Z 5
id

(2
)

(2
)(

2)
(2

)
(2

)(
2)

(3
)

(3
)(

3)
(4

)
(4

)(
2)

(3
)(

2)
(2

)
(3

)(
2)

(6
)

(7
)

(4
)(

3)

ϕ
5 1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
ϕ
5 2

1
-1

-1
1

1
1

-1
1

1
-1

-1
1

-1
ϕ
5 3

6
4

0
2

3
0

2
0

-1
1

0
-1

-1
ϕ
5 4

6
-4

0
2

3
0

-2
0

-1
-1

0
-1

1
ϕ
5 5

8
2

2
0

-1
-1

-2
0

3
-1

-1
1

1
ϕ
5 6

8
-2

-2
0

-1
-1

2
0

3
1

1
1

-1
ϕ
5 7

13
-3

1
1

-2
1

3
-1

-2
0

1
-1

0
ϕ
5 8

13
3

-1
1

-2
1

-3
-1

-2
0

-1
-1

0
ϕ
5 9

15
5

-3
-1

3
0

1
-1

-1
-1

0
1

1
ϕ
5 1
0

15
-5

3
-1

3
0

-1
-1

-1
1

0
1

-1
ϕ
5 1
1

20
0

0
-4

2
2

0
0

2
0

0
-1

0
ϕ
5 1
2

35
5

1
-1

-1
-1

-1
1

-1
-1

1
0

-1
ϕ
5 1
3

35
-5

-1
-1

-1
-1

1
1

-1
1

-1
0

1

T
ab

u
lk

a
4.

3:
B

ra
eu

ro
v
y

ch
ar

ak
te

ry
p
ro

Z 5
S
7
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Z 7
id

(2
)

(2
)(

2)
(2

)
(2

)(
2)

(3
)

(3
)(

3)
(4

)
(4

)(
2)

(5
)

(3
)(

2)
(2

)
(3

)(
2)

(6
)

(5
)(

2)
(4

)(
3)

ϕ
7 1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

ϕ
7 2

1
-1

-1
1

1
1

-1
1

1
1

-1
-1

-1
-1

ϕ
7 3

5
3

-1
1

2
-1

1
-1

0
-2

0
-1

-2
-2

ϕ
7 4

5
-3

1
1

2
-1

-1
-1

0
-2

0
1

2
2

ϕ
7 5

10
2

-2
-2

1
1

0
0

0
1

-1
1

2
3

ϕ
7 6

10
-2

2
-2

1
1

0
0

0
1

1
-1

-2
-3

ϕ
7 7

14
6

2
2

2
-1

0
0

-1
2

0
-1

1
0

ϕ
7 8

14
-6

-2
2

2
-1

0
0

-1
2

0
1

-1
0

ϕ
7 9

14
-4

0
2

-1
2

2
0

-1
-1

-1
0

1
-1

ϕ
7 1
0

14
4

0
2

-1
2

-2
0

-1
-1

1
0

-1
1

ϕ
7 1
1

21
-1

3
1

-3
0

1
-1

1
1

-1
0

-1
1

ϕ
7 1
2

21
1

-3
1

-3
0

-1
-1

1
1

1
0

1
-1

ϕ
7 1
3

35
-5

-1
-1

-1
-1

1
1

0
-1

1
-1

0
1

ϕ
7 1
4

35
5

1
-1

-1
-1

-1
1

0
-1

-1
1

0
-1

T
ab

u
lk

a
4.
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B
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y
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S
7
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S
7

id
(2

)
(2

)(
2)

(2
)

(2
)(

2)
(3

)
(3

)(
3)

(4
)

(4
)(

2)
(5

)
(3

)(
2)

(2
)

(3
)(

2)
(6

)
(7

)
(5

)(
2)

(4
)(

3)

ζ
7 1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
ζ
7 2

1
-1

-1
1

1
1

-1
1

1
1

-1
-1

1
-1

-1
ζ
7 3

6
4

0
2

3
0

2
0

1
-1

1
0

-1
-1

-1
ζ
7 4

6
-4

0
2

3
0

-2
0

1
-1

-1
0

-1
1

1
ζ
7 5

14
6

2
2

2
-1

0
0

-1
2

0
-1

0
1

0
ζ
7 6

14
4

0
2

-1
2

-2
0

-1
-1

1
0

0
-1

1
ζ
7 7

14
-4

0
2

-1
2

2
0

-1
-1

-1
0

0
1

-1
ζ
7 8

14
-6

-2
2

2
-1

0
0

-1
2

0
1

0
-1

0
ζ
7 9

15
5

-3
-1

3
0

1
-1

0
-1

-1
0

1
0

1
ζ
7 1
0

15
-5

3
-1

3
0

-1
-1

0
-1

1
0

1
0

-1
ζ
7 1
1

20
0

0
-4

2
2

0
0

0
2

0
0

-1
0

0
ζ
7 1
2

21
1

-3
1

-3
0

-1
-1

1
1

1
0

0
1

-1
ζ
7 1
3

21
-1

3
1

-3
0

1
-1

1
1

-1
0

0
-1

1
ζ
7 1
4

35
5

1
-1

-1
-1

-1
1

0
-1

-1
1

0
0

-1
ζ
7 1
5

35
-5

-1
-1

-1
-1

1
1

0
-1

1
-1

0
0

1

T
ab

u
lk

a
4.

5:
ch

ar
ak
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S7 id (3) (5)

ϕ5
1 1 1 1

ϕ5
2 4 1 -1

ϕ5
3 4 -2 -1

Tabulka 4.6: Braeurovy charaktery pro Z2S5

S7 id (2) (2)(2) (4) (5)

ϕ3
1 1 1 1 1 1

ϕ3
2 1 -1 1 -1 1

ϕ3
3 4 2 0 0 -1

ϕ3
4 4 -2 0 0 -1

ϕ3
5 6 0 -2 0 1

Tabulka 4.7: Braeurovy charaktery pro Z3S5

S7 id (2) (2)(2) (3) (4) (3)(2)

ϕ5
1 1 1 1 1 1 1

ϕ5
2 1 -1 1 1 -1 -1

ϕ5
3 3 1 -1 0 -1 -2

ϕ5
4 3 -1 -1 0 1 2

ϕ5
5 5 1 1 -1 -1 1

ϕ5
6 5 -1 1 -1 1 -1

Tabulka 4.8: Braeurovy charaktery pro Z5S5

S7 id (2) (2)(2) (3) (4) (5) (3)(2)

ζ51 1 1 1 1 1 1 1
ζ52 1 -1 1 1 -1 1 -1
ζ53 4 2 0 1 0 -1 -1
ζ54 4 -2 0 1 0 -1 1
ζ55 5 1 1 -1 -1 0 1
ζ56 5 -1 1 -1 1 0 -1
ζ57 6 0 -2 0 0 1 0

Tabulka 4.9: charaktery pro QS5
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