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Kapitola 1

Idempotentni idealy v grupovych
algebrach symetrické grupy

1.1 Motivace pro hypotézu

Oboustranné idempotentni idedly v grupovém okruhu ZG, pro G kone¢nou
grupu, uzce souvisi s projektivnimi ZG-moduly. Vime, ze kazdy zprava konecéné
generovany oboustranny idempotentni idedl I C ZG 1ze popsat jako stopovy ideal
néjakého projektivniho ZG-modulu P [§]. Piicemz, je-li P kone¢né generovany, je
I nutné cely ZG [1]. V piipadé ze G je Fesitelnd, je kazdy konecné negenerovatelny
ZG-modul volny [7], jeho stopovy ideél je tedy taktéz cely ZG.

V této praci se zabyvam ptipadem, kdy G neni feSitelna, konkrétné vysetiuji
symetrické grupy S,, n > 5. Ty maji jedinou netrividlni perfektni normalni pod-
grupu. Je otézka, jak moc se nefesitelnost projevi na struktufe idempotentnich
idealu. Jeden vlastni idempotentni idedl umime piimo zkonstruovat z perfektni
podgrupy, budeme mu fikat augmentacni. Naivni hypotéza by byla, Ze se jedna
o jediny, my budeme vysetiovat slabsi: kazdy idempotentni idedl v Z.S,, generuje
v QS,, bud nevlastni idedl, nebo ten samy jako augmentacni.

1.2 Formulace hypotézy a prechod k lokalnimu
pohledu

Definice 1. Necht G je koneénd grupa a R okruh, potom grupovim okruhem RG
budeme rozumét mnozinu vsech formdlnich sum deG r49, kde 14y € R pro kaZdé
g € G. S operaci scitini po slozkdch a ndsobenim definovanym vztahem:

(Z ng)(z sph) = Z rgsn(g o h)

geG heG g,heG

Je snadné ovérit ze grupovy okruh je skutec¢né okruhem. Navic, méa-li R jed-
notku 1, je 1lid jednotka v RG. Grupovy okruh RG muzeme zkoumat dvojim
zpusobem, jednak skrze jeho kategorii RG-modult a jednak skrze R-reprezentace
grupy G. Oba piistupy jsou vsak analogické: Je-li M R-modul a grupovy ho-
momorfismus ¢ : G — Aut(M) R-reprezentace grupy G, muzeme na M defino-
vat strukturu RG-modulu s ndsoben{ skaldry: m(3_ cq799) = - cq Top(9)(m).
Stejné tak kazdy pravy RG-modul M zadavéa R-reprezentaci grupy G v Autg(M),
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kde kazdému prvku g € G pritazujeme automorfismus definovany pravym skalér-
nim nasobenim. Je znamy fakt, Ze tato korespondence zachovava dulezité pojmy
jako podmodulu a podreprezentace, direktni sumy modulu a direktni sumy repre-
zentaci. V této praci bude teorie budovana prevazné z pohledu modularniho, kde
se nam budou hodit pojmy jako projektivita a semiperfektnost. K reprezentacim
prejdu az v zaveéru, kdy budeme pottebovat charaktery, v jejichz teci formulujeme
vzorce pro zaveéreény vypocet.

Znaceni a konvence: Pro okruh R bude R-modulem myslen vzdy, nebude-
li feceno jinak, pravy R-modul. Stejné tak jednostranné vlastnosti modulu jako
Noetherovskost, budeme chépat ve své pravostranné verzi. Déle Mod(R) bude
znacit kategorii koneéné generovanych R-modult a Proj(R) kategorii konecné
generovanych projektivnich R-modulu. Symetrickou grupu fadu n € N budeme
znacit S,,.

Pro okruh R ozna¢me [d(R) mnozinu vSech jeho oboustrannych idempo-
tentnich idedli. Budeme zkoumat zobrazeni i : Id(ZS,) — 1d(QS,,) dané predpi-
sem ¢ : [ — [-Q. Tedy i pritazuje idedlu I € Id(ZS,,) jim generovany idedl v QS,,.
Je snadno ovéritelné, ze I-Q je idempotentni idedl pro kazdy I € Id(ZS,,), a tedy
¢ je dobfe definovano. Divame-li se na QS,, jako na tensorovy soucin 7ZS,, ®7z Q,
muzeme psat i(/) = I ®z Q.

Lemma 1. VZS,,, kde n > 5, existuje vlastni oboustranny idempotentni idedl.

Dikaz. Oznacme A, < S, alternujici podgrupu a uvazme oboustranny idedl I
generovany prvky {1 — g|g € A, }. Je znamy fakt, ze A, je pro n > 5 perfektni,
neboli [A,,,A,] = A,. Proto kazdy g € A, lze vyjadrit ve tvaru ¢ = g1g2 - - * g,
kde kazdy g, je komutator prvka z A,. Odtud

l—g=1-0+00-g)+ - +g gn1(l - gm)

¢ili I je generovan prvky {1 — [g,h] : g,h € A,,}. K dikazu idempotentnosti staci
ukdzat, ze pravé popsané generatory nalezi I2. Bud g,h € A,,, potom:

(1—ghg'h"Hhg=hg—gh=(1—h)(1—g)—(1—g)(1—h) eI

Vynéasobime-li rovnost zprava prvkem g~*h~!, dostaneme dokazované.
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Ideal z predchoziho lemmatu budeme znacit Aug,. Ideal Aug, je vlastni,
to je okamzité jasné, uvédomime-li si, ze pro kazdy jeho prvek ) ges, Ta9 Je
> ges, Tg = 0. Nebot tuto vlastnost spliiuji generatory a je zachovana pii séitani
i ndsobeni. Zde je piesna formulace hypotézy, kterou budeme vysetiovat: Necht
I je oboustranny idempotentni ideal grupového okruhu 7ZS,,, pro n prirozené.
Potom i(1), ideal okruhu QS,, je jednoho z tvaru:

o (
o QS5,
o Aug,-Q

Definice 2. Symbolem Z,, pro p prvocislo, budeme znacit lokalizaci okruhu Z
v prvoidedlu pZ.



Na okruh Z,) se budeme divat jako na podokruh Q, raciondlnich cisel, jejichz
jmenovatel v redukovaném vyjadieni, neni délitelny prvocislem p. Vzhledem k
tomu, Ze Z, je lokalizace Dedekindova oboru, je Z,) okruh diskrétni valuace.
Tento fakt budeme pozdéji potiebovat.

Zakladnim krokem ve vySetfovani hypotézy bude prechod k lokalnimu po-
hledu. Ukézeme, ze kazdy I € Id(ZS,,) je jednoznaéné urcen ideély, které generuje
v okruzich Z,S,, pro prvocisla p délici fdd grupy S,.

V nasledujici vété budeme potiebovat védét, ze nedéli-li prvocislo p fad grupy
Sy, potom ZS,, obsahuje vSechny centralni idempotenty okruhu QS,,. To nenf
trividlni, ale lze tomu snadno nahlédnout ze znamych vzorcu pro centralni idem-
potenty QS,,, jez jsou k dohledani v [0]. Kazdy primitivni centrdlni idempotent

e € QS, je tvaru
z —
e = 5. ZX(Z)C’i,

kde z € Z, index i bézi pres tiidy konjugace S, C; je soucet prvku konjugacni
ttidy 7 a x je charakter néjaké ireducibilni reprezentace S,,, ktery jak vime nabyva
celociselnych hodnot. Jediné, co ve vzorci déla potize je déleni fadem grupy S,
coz ovsem v ZS, pro p > n lze.

Véta 2. Necht n je prirozené &islo a pro kazdé prvoéislo p < n méjme idempo-
tentni idedl I, grupového okruhu Z,Sy. Plati-li, Ze vSechny tyto idedly generuji v
QS,, stejny idedl, tedy Ze pro kazdé dvé prvocisla p,qg < n je QI, = QI, = eQS,,
kde e je néjaky centrdlni idempotentni prvek QS,,, potom existuje prdvé jeden
wdeal I C 7S, splnugjici ndsledujici:

® Lyl = I, pro kazdé prvocislo p < n,
o Lyl = eZ,S,, pro kazdé prvocislo p > n.

Navic idedl I je idempotentni.

Diikaz. Prvné poznamenejme, ze QS,, je dle Maschkeho véty [4], véta 12.8] totalné
rozlozitelny, kazdy jeho oboustranny idedl je tedy generovan centralnim idempo-
tentem. To nam dava existenci idempotentu e ze znéni véty. Uvaha pred formulaci
véty zarucuje, ze druhy dokazovany bod ma dobry smysl.

Déle si v§imnéme, Ze pro kazdé prvocislo p jsou ideédly okruhu Z,)S,, konecné
generované Zg,-moduly: Z, je DVR, tedy specialné Noetherovsky okruh. Z,.S,,
je konecné generovany Z,-modul, tedy je Noetherovsky Z)-modul. Odtud jiz
plyne, Ze vsechny jeho podmoduly, specialné i idedly okruhu Z,S,, jsou konecné
generované Z,)-moduly.

Dokazme jednoznacnost idealu I, splnujictho oba dokazované body. Méjme
dva takové idedly I, J okruhu ZS,, mizeme BUNO predpoklddat I C J, jinak
berme [ a I + J. Staci dokazat opacnou inkluzi.

Volme pevneé j, libovolny prvek v J. Pro kazdé prvocislo p nalezneme d, € Z,
ze NSD(d,,p) = 1 a d,j € I. Necht tedy p je prvocislo, ze znéni dokazovaného
lemmatu dostavame rovnost Zg,I = Z).J. Proto musi existovat iy,....i, € I a
Cl,...,Cp € Z(p), ze:

icaia =J. (1.1)
a=1



Oznacme d, € Z soucin vSech jmenovatelu prvki c;,...,c,. Protoze vSechny jmeno-
vatelé prvki ¢; jsou z definice okruhu Z,) nesoudélné s p, plati NSD(d,,p) = 1.
Prenasobime-li obé strany rovnosti ¢islem d,, dostaneme na levé strané
celo¢iselnou linedrni kombinaci prvki ¢y,..., %,, tedy prvek idedlu /. Odtud d,j € I.
Uvazme nyni prvky d, zkonstruované pro vsechna prvocisla a podivejme se na
jimi generovany idedl K okruhu celych cisel. Z je OIHI, proto je K tvaru cZ,
pro néjaké ¢ € Z. Cislo ¢ nemé zadného prvociselného délitele ¢, nebot kdyby ¢|c,
pak ¢|d,, coz je spor. Proto K = Z a existuje P, konetnd mnozina prvocisel, a
celd c¢isla ay, p € P, takova, ze 1 = ZpEP apd,. Pak ale
J=> apdyj €l

peP
Odtud J C I a rovnost idedlu je dokazan4.
Nyni dokdzeme existenci idedlu I. Pro kazdy idedl I, ze znéni véty definujme
Jp = LS, N 1I,. Jisté plati ZyJ, = I,. Déle vezméme p,q < n 1iznd prvocisla.
Zq)J, ma konecnou mnozinu generatoru gi,..,g; jakozto Z)-modul. Plati:

Q<Z(q) Jp) =QJ, = Q(Z(p)Jp) = QI, = QI,.

Odtud pro kazdé g; existuji i1,...,i5 € Iy a a1,...,as € Q, Ze g; = Y o _; Gala-
Volme A; takovou mocninu prvocisla ¢, ze vSechna Aa, jsou prvky Z,, jinak
feCeno \; je dostatecné velkd mocnina g, aby pokrétila u vSech a, mocniny ¢ ve
jmenovatelich. Pro takové A; plati \jg; = > ° | Njaaia € I,. Definujme nyni A, ,
jako nejvétsi prvek mnoziny {Ay,...,\;}. Pro takto definované A, , plati A, ,9; € I,
pro vSechny generatory ¢i,...,9:, a tedy

LigyAp.qgdp < 1g- (1.2)
Navic A, 4 je v Z,) jakozto mocnina prvocisla ¢ invertibilni, proto:
L) Mp.qdp = LipyJp = Ip. (1.3)

Nyni sestrojme A, , pro vSechny usporadané dvojice ruznych prvocisel p,g < n a
konecné definujme Ay = [, cp o<, Apg- Protoze A, dostaneme z A, ; vyndsobenim
prvky invertibilnimi jak v Z,) tak v Z g, vzorce (1.2)) a (1.3) ztstanou platnymi,
prepiSeme-li A\, , na A,. Polozime-li

=Y M,
peP,p<n

dostaneme z pravidel aritmetiky idedlu Zy, Iy = I,,, pro kazdé prvocislo p < n.
Nyni at je p prvocislo vétsi nez n. V QS,, existuje centralni idempotent f,
ze e+ f =1aef =0.Dle tvahy na zacatku e i f nalezi ZS,, cili Zy,)S, =
eZip)Sn ® [ZLp)Sn. 1dedl Z, Iy musi byt tedy nutné obsazen v idedlu eZ)S,,.
Protoze e € Qly, existuji ¢4, . .. ,i,, prvky idealu Iy a racionalni ¢isla qq, . .. ,qm, Ze

7=1

Oznacme ¢ natolik velké prvocislo, Ze pro vSechna prvocisla p > g uz Z,, obsahuje
véechna q; ze (1.4), ¢ili Zglo = eZg)Sn. Nyni pro kazdé prvocislo p, n < p < ¢
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oznacme J, = ZS, N eZq)S, a podobné jako vySe sestrojme A, souc¢in mocnin
prvocisel mensich nebo rovnych n, aby Z,A,J, C I,., pro kazdé prvocislo r < n.
Definujme
I=L+ > MAJ,
pEP n<p<q

Ideal I bude generovat idealy I, ze zadani. Pro kazdé prvocislo p, n < p < ¢
je ZpyNpJy, = eZp) Sy, vyse jsme dokdzali inkluzi Z, Iy C eZy) S, a podobnym
argumentem se dokdze i Z A, J, C eZy) Sy, pro kazdé prvocislo r # p, n < r < g,
to dohromady dava Z,I = eZ)S,. A konecné vzhledem k pfedpokladu na ¢, bude
druhy dokazovany bod platit i pro prvocisla vétsi nebo rovna q.

Idempotentnost idedlu I snadno plyne z jednoznaénosti, nebot pro kazdé
prvoéislo p < n plati Z,)I* = (Zy)I)* = I, a podobné pro prvocisla vétsi nez n.

3

Kazdy I € 1d(ZS,,) generuje v Z,)S,, idempotentni idealy spliiujici pfedpokla-
dy véty. Muzeme proto ptejit od zkouméni zobrazeni i : Id(ZS,) — 1d(QS,), ke
zkoumani zfejmym zptisobem definovanych zobrazeni i, : Id(Zy)S,) — (QS,),
pro prvocisla p < n. Hlavnim pfinosem tohoto pfechodu je, ze Z,)S, jsou semi-
perfektni okruhy a oboustranné idempotentni idealy v nich umime popsat.

Bohuzel nam véta 2| nedavéa jednoznacénost idedlu I jen na zakladé znalosti
idedlu I,,, nebot si v dukazu jednoznacnosti navic klademe pozadavek druhého do-
kazovaného bodu. Zatim tedy nemuzeme tici, ze existuje bijekce mezi mnozinami
Id(ZSy) a [ ] ep pjn Ld(Zp)Sn), pozdéji vsak tento nedostatek odstranime.

V nésledujicich dvou sekcich se budeme zabyvat popisem 1d(QS,,) a Id(Z,)S,).

1.3 Oboustranné idempotentni idealy v totalné
rozlozitelném okruhu

Mnozinu Id(QS,,) lze snadno popsat, nebot podle Maschkeho véty [4, véta
12.8] je QS, totélné rozlozitelny okruh. Protoze teorie totdlné rozlozitelnych
okruhu je pomérné znaméd, nasledujici vyklad bude struc¢ny. Prvné z definice
totalné rozlozitelnych okruhu je kazdy ideal direktnim s¢itancem regularniho mo-
dulu QS,qs, a podle [2, lemma 7.1] je generovan idempotentnim prvkem. Cili
kazdy idedl okruhu QS,, je idempotentni. Z totalni rozlozitelnosti déale vime, ze
QSngs, 1ze vyjadiit jako direktni sumu jednoduchych pravych idedlt, téch musi
byt nutné konetné mnoho, protoze QS,, je Artinovsky. Podle |4, lemma 25.10] je
kazdy jednoduchy QS,,-modul izomorfni né¢jakému minimalnimu pravému idedlu.
Existuje proto kone¢na sada az na izomorfismus vSech jednoduchych pravych
QS,,-modulu, ozna¢me je Zi,...,Z,, a jim izomorfni minimélni idealy oznac¢me
Li,...,L,. Dale at B; je soucet vsech pravych idedltl izomorfnich s L;. B; je podle
[4, lemma 25.15] oboustranny idedl a plati

Podle [4, lemma 25.21] je kazdy oboustranny idedl okruhu QS,, souctem idealu
B;, neboli v QS,, existuje pravé 2° oboustrannych idempotentnich idedlu.
Oboustranné idedly nyni popiSeme jako stopové idealy:



Definice 3. Bud R okruh a M libovolny R-modul, definugme Trr(M) stopovy
tdedl modulu M vzorcem

Trp(M) = > a(M).

acEHompg(M,RR)

Lemma 3. Pro libovolny okruh R a R-modul M je Trr(M) oboustranny idedl
okruhu R.

Dikaz. Piimo z definice se jednd o podmodul Ri a podmoduly regularniho
modulu jsou pravé pravé idedly okruhu R. Déle, je-li « € Homg(M,Rgr) ar € R
je r-a:m — ra(m) také prvek Homg(M,Rg), proto ra(m) € Trr(M) pro
kazdé m € M, ¢ili Trr(M) je i levy idedl.

d

Lemma 4 ([2], lemma 8.18). Jsou-li M a N dva R-moduly, pak Trr(M & N) =
T?“R(M) + T?"R(N)

Pro kazdé i = 1,...,s je z definice idedlu B; zfejma inkluze B; C Trg(Z;).
Plati i opacné: Protoze Z; je jednoduchy, je kazdy nenulovy o € Hompg(Z;,RRg)
prosty, a tedy Im(a) = Z; = L;. Vidime, ze idedl Im(«) je izomorfni L;, musi
byt proto obsazen v B;. Tim je dokazdna rovnost Trg(Z;) = B;. Protoze kazdy
oboustranny ideal v Q.S,, je sou¢tem nékterych idedlu B;, lze podle lemmatu
kazdy oboustranny ideal popsat jako stopovy idedl direktni sumy nékterych z
modulu Z;. Muzeme tedy fici, ze kazdy oboustranny idempotentni ideal okruhu
QS,, je stopovym idedlem kone¢né generovaného QS,,-modulu.

1.4 Oboustranné idempotentni idealy v semi-
perfektnim Noetherovském okruhu

Definice 4. Okruh R nazveme semiperfektnim, je-li R/ J(R) totdlné rozlozitelny
a pro kazdy idempotentni prvek e € R/J(R) existuje idempotentni prvek f € R,
Zee=f+ J(R).

Budeme potiebovat nasledujici dvé vlastnosti semiperfektnich okruhu (jejich
dukaz 1ze nalézt v [5, teorém 3.6]). Necht tedy R je semiperfektn{ okruh:

e kazdy konecéné generovany R-modul mé projektivni pokryti

e v R existuje rozklad jednotky 1 = f; +...+ f,,, kde {f;}!™, jsou primitivn{
ortogonalni idempotentni prvky (¢ili f;f; = 0 pro i # j a zadny z f. nema
netrivialni rozklad na soucet dvou idempotenti).

V této sekci dokazeme, ze semiperfektni okruh R, ktery je navic Noethe-
rovsky, ma konecnou sadu az na izomorfismus vsech konecné generovanych ne-
rozlozitelnych projektivnich moduli. Pomoci zobrazeni stopy pak, analogicky
jako v pripadé totalné rozlozitelného okruhu, popiSeme vsechny idempotentni
oboustranné idedly, jako stopové idedly konecné generovanych projektivnich R-
moduli. V dalsim bude R vzdy znacit semiperfektni Noetherovsky okruh a 7 :
R — R/J(R) ptirozenou projekei.



Nejprve ovéifme noetherovskost a semiperfektnost u okruhu Z,)S,. Okruh
Zpy je jakozto okruh diskrétni valuace Noetherovsky, a tedy i Z,S, je jakozto
konecné generovany Z,-modul Noetherovsky, tim spi§ je Noetherovsky jakozto
ZpySp-modul. Dokézat semiperfektnost je podstatné tézsi a je k tomu potieba
rozkladovost télesa Q pro S, viz nasledujici definice.

Definice 5. Té¢leso T nazveme rozkladovym pro grupu G, jestlize pro kazZdé
télesové rozsireni koneéného stupné S > T a jednoduchy T'G-modul M, je M &S
jednoduchy SG-modul.

Lemma 5 ([6], teorém 2.1.12). KaZdé téleso je rozkladové pro grupu S,, kde n
je libovolné prirozené cislo.

V nésledujici kapitole ukézi (lemma , ze pro okruh diskrétni valuace R
plati J(R)G C J(RG). Projekce RG — RG/J(RG) se proto faktorizuje pres
RG/J(R)G = (R/J(R))G. V piipadé okruhu Zy, je R/J(R) = Z, a grupovy
okruh Z,S,, je jak vidime konec¢ny, tedy trividlné semiperfektni (kazdy konecny
okruh je Artinovsky a kazdy Artinovsky okruh je semiperfektni). Staci proto
dokézat, Ze kazdy idempotent v Z,S,, je projekci idempotentu z Z,)S,. K dikazu
by bylo tieba zavézt pojmy p-adické topologie a p-adického zuplnéni. Odkazi se
proto radéji na cviceni 6.16 v [3], kde je ve velmi podrobném navodu toto ukazéno
v obecném pripadé. Tedy pro grupovy okruh RG, kde R je DVR, jehoz podilové
téleso je rozkladové pro grupu G (coz je splnéno v piipadé Z)S,).

Zaved me nékolik pojmu tykajicich se teorie projektivnich moduli.

Definice 6. R-modul P nazveme projektivnim, jestlize pro kazdy surjektivni mo-
dulovy homomorfismus f : M — N a kazdy modulovy homomorfismus g : P — N
existuje homomorfismus h : P — M, Ze fh = g. Fkvivalentné R-modul P je pro-
jektiong, je-li direktnim scitancem néjakého volného R-modulu.

Dikaz ekvivalence obou definici 1ze nalézt v [2, lemma 17.2].

Definice 7. Projektivnim pokrytim nazveme surjektivni homomorfismus ¢ : P —
M, kde P a M jsou R-moduly, P navic projektivni, jehoZ jadro spliuje ndsledujici
podminku: pro kazdy N < P je-li N + kerp = P, pak N = P.

Podminku na kery z predchozi definice budeme znacit keryp < P.

Lemma 6 (jednoznacnost projektivniho pokryti). /3], véta 3.1] Jsou-li p : P —
M a1 :Q — M projektioni pokryti R-modulu M, potom P a Q) jsou izomorfni.

Lemma 7 ([5], véta 3.2). Jsou-li p; : P, — M;, proi = 1,...,m projektivni
pokryti, potom zobrazeni ¢ : Py®---& P, = My &---® M,,, prirozené definované
po slozkdch, je projektivni pokryti.

Lemma 8 (Nakayamovo). [[2], dusledek 15.13] Je-li M konecné generovany R-
modul, potom MJ(R) < M.

Nakayamovo lemma nam tika, ze pro P kone¢né generovany projektivni R-
modul, je pfirozend projekce P — P/PJ(R) projektivni pokryti.

Lemma 9 (jednoznacnost pokryvaného). Necht P je koneéné generovany pro-
jektioni R-modul a ¢ : P — S je projektivni pokryti polojednoduchého R-modulu
S, potom S = P/PJ(R).



Dikaz. P je spolu s prirozenou projekci m projektivnim pokrytim polojedno-
duchého modulu P/PJ(R). Je jasné, ze PJ(R) < kery nebot p(PJ(R)) =
e(P)J(R) = SJ(R) = 0, posledni rovnost plyne z polojednoduchosti S. Z
véty o homomorfismu je S homomorfnim obrazem P/PJ(R) a tedy izomorfni
né¢jakému podmodulu P/PJ(R), protoze P/PJ(R) je polojednoduchy. Polojed-
noduchost P/PJ(R) ndm déle ddva existenci R-modulu S;, ze P/PJ(R) =
S1E S. Oznaéme P; projektivni R-modul piislusny projektivnimu pokryti S,
jeho existence plyne z vlastnosti semiperfektniho okruhu. Z lemmatu(7|je P & P,
projektivnim pokrytim S a lemma @ déva izomorfismus P = P @ P;. Protoze P
je jakozto konecné generovany modul Noetherovského okruhu Noetherovsky, musi
byt P, = 0, proto i S; = 0 coz ddva dokazovany izomorfismus P/PJ(R) = S.

Z definice semiperfektniho modulu je R/J(R) totalné rozlozitelny okruh. To
nam dava existenci konecné mnoziny az na izomorfismus vSech po dvou neizo-
morfnich jednoduchych R/J(R)-modulu (zkracené: kompletni sady jednoduchych
R/J(R)-modulu) Si,...,S, a ptirozend ¢isla Aq,..., A\, Ze:

R/J(R)R/J(R) &= Si\l D..PD ST)\T

Izomorfismus je ve smyslu R/J(R)-modulu. Moduly S; jsou i jednoduchymi R-
moduly a opacné kazdy jednoduchy R-modul je nulovén idedlem J(R), je tedy i
jednoduchym R/J(R)-modulem, ¢ili je izomorfni nékterému S; jakozto R-modul
i R/J(R)-modul. Muzeme proto povazovat Si,...,S, i za kompletni sadu jedno-
duchych R-modulu. Pfirozené ¢islo r a jednoduché R-moduly Sy,..., S, budou mit
v dalsim pravé popsany vyznam.

Veéta 10. Exzistuje sada konecéné generovangch nerozloZitelnych projektivnich R-
modulu Py,...,P,, Ze kaZdy konecné generovany projektioni R-modul P lze vyjadrit
jako direktni suma

P2PYg.. 6P, (1.6)

Toto vyjddrent je jednoznacné az na potadi s¢itancu. Navic kazdy P; je izomorfni
pravému idedlu okruhu R, ktery je generovany primitivnim idempotentnim prv-
kem.

Dukaz. 7 vlastnosti semiperfektniho okruhu existuje rozklad
Rrp=HR® - @ fuR, (1.7)

kde f; jsou primitivni idempotentni prvky. Primitivnost f; dava nerozlozitelnost
fi R vuci direktni sumé. Nakayamovo lemma tikd, ze prirozend projekce f;R na
fiR/J;, kde J; = J(R) N f;R = f;J, je projektivni pokryti. At ¢ € {1,... ,m},
dokazi ze i f;R/J; je nerozlozitelny. Pro spor predpokladejme, ze f;R/J; = My ®
M, je netrividlni rozklad. Z koneéné generovanostif; R/.J; muzeme odvodit, zZe i
M, M; jsou konecné generované. Existuji proto projektivni pokryti ¢; : P, — M;,
t = 1,2. Z jednoznacnosti projektivniho pokryti je P, & P, netrivialni rozklad f; R,
coz je spor. Navic f;R/J; je anihilovan idedlem J(R), ¢ili se jedna o jednoduchy
R-modul.



Lemma |7 a vzorec (|1.7]) ddvaji projektivni pokryti ¢ : Rgp — fiR/J; ® - @
fmR/ Jm, z lemmatu |§] pak dostavame izomorfismus

R/ & & fuR/Jm = R/J(R) =S & - & S

Podle vyse dokdzané nerozlozitelnosti f;R/J; a jednoznaénosti rozkladu polojed-
noduchych modulti, muzeme usporadat idempotenty f; tak, ze pro ¢ = 1,....r je
fiR/J; = S;. Definujme P; = f;R.

Je-li P libovolny konecné generovany projektivni R-modul, pak P/PJ(R) je
jakozto polojednoduchy R-modul tvaru S{* @ --- @ S% . Z jednoznacnosti pro-
jektivniho pokryti plati P = P @ --- @ P . Vyjadieni (1.6) je jednoznacné,
nebot P @& --- @ P = PP @ ... ¢ PP ndm ddvé z lemma @ izomorfismus
SU @ ... S =S g. .. @ SP Rovnosti oy = f; pak plynou z jednoznacnosti
rozkladu polojednoduchych modulu. .

Projektivnim modultim z predchoziho lemmatu budeme tikat kompletni sada
nerozloZitelnych konecné generovanych projektivnich R-moduli. 7 dikazu je pa-
trné, ze kompletni sadu nerozlozitelnych konec¢né generovanych projektivnich R-
modulu muzeme zkonstruovat i jako projektivni pokryti kompletni sady jedno-

duchych R-modulu.

Lemma 11. Af I,K jsou oboustranné idempotentni idedly okruhu R. Plati-li
n(I)=n(K), pak I = K.

Diukaz. Oznacme L = I + K, snadno se odvodi, ze i L je idempotentni ideal.
Ptredpoklad 7(/) = m(K) muzeme piepsat do tvaru [ + J(R) = K + J(R), odtud
L+ J(R) =1+ J(R). Aritmetikou ideali spoctéme:

L=L(L+J(R) =L+ J(R) = I+ LJR).

Posledni rovnost dostavame z: LI C RI = I a LI O I? = I. Noetherovskost R
zarucuje kone¢nou generovanost L, muzeme na néj proto aplikovat Nakayamovo
lemma, coz nam da L = I. Analogicky se dokdze K = L. To dohromady dava
dokazovany vztah L = K. .

Lemma 12. V R existuje 2" idempotentnich idedli.

Diikaz. Protoze R/J(R) je totélné rozlozitelny okruh, ma podle teorie polo-
jednoducych okruhu, kterou jsme pro specialni ptripad QS,, popsali v predchozi
sekci, pravé 27 oboustrannych idempotentnich idedlu. Staci tedy dokazat, ze
zobrazeni 11 : Id(R) — Id(R/J), které kazdému idempotentnimu idedlu I v
R pritadi jeho projekeci 7(I), je bijekci. Je snadné si rozmyslet, ze pro kazdé
I € Id(R) je w(I) prvek Id(R/J) (7 je surjektivni okruhovy homomorfismus).
Prostota zobrazeni II je dokdzana v pfedchozim lemmatu. Vime, ze kazdy obou-
stranny idedl totalné rozlozitelného okruhu R/J muzeme zapsat ve tvaru eR/.J,
kde e je centralni idempotent. Z definice semipefektnich okruhu mé e pii zob-
razeni 7w vzor f, idempotentni prvek v  R. RfR je jisté idempotentni ideal a
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7(RfR) = (R/J)e(R/J) = e(R/J).
M|

Nyn{ odstranim nedostatek véty [2| o némz se zminuji v komentaii za jejim
dukazem. Bud p > n prvocislo, podle [3, dusledek 17.11] je r, pocet ruznych jed-
noduchych Z,S,-modult, roven poctu tiid konjugace S,, odpovidajicich prvkium
radu nedeélitelného prvocislem p, coz splnuji vsechny prvky grupy .S,,. Pocet ruznych
jednoduchych QS,,-modulu je ale podle [4, véta 27.22] taktéz roven poctu tiid
konjugace S, tedy ¢islu r. Z teorie vybudované v minulé sekci vime, ze v QS,, je
pravé 2" oboustrannych idempotentnich idedlt. Mnoziny Id(Z,)S,) a 1d(QS,)
jsou tedy stejné veliké. Kazdy I € Id(QS,) je generovan centralnim idempo-
tentem, ktery je podle tvahy predchdzejici véte [2| prvkem okruhu Z,)S,, cili
v ném generuje oboustranny idempotentni idedl I,, pro ktery plati I,Q = 1.
Vidime, ze i, : 1d(Z)S,) — 1d(QS,,) je zobrazeni mezi stejné velkymi konecnymi
mnozinami a je na, nutné proto musi byt bijekci. Odvodili jsme, ze pro kazdé dva
I,J € Id(ZS,) plati:

Q[ = QJ = Z(p)I = Z(p)J.

Skutecné tedy existuje prirozené definovanda bijekce mezi mnozinami Id(ZS,) a
[pcp ppn LA(ZpSh).

Véta 13. Necht P je projektioni konecné generovany R-modul, potom Trg(P) je
oboustranny idempotentni idedl. Kazdy oboustranny idempotentni idedl je tohoto
tvaru.

Diikaz. Volme P libovolny koneéné generovany projektivni R-modul. Z lemmatu 3]
je Trr(P) oboustranny idedl. Dokézi idempotentnost: Z ekvivalentni definice pro-
jektivniho R-modulu existuje n pfirozené a R-modul P, 7e PHP =~ R},. Oznacme
o : R — P prirozenou projekci a eq,...,e, néjakou bazi R%. Prokazdé:=1,...,n
definujme p; = o(e;), homomorfismus o; : R}, — Rpg jako projekci na i-tou slozku
a homomorfismus «; jako restrikci o; na P. Berme p libovolny prvek v P, muzeme
jej vyjadiit vaci zvolené bazi ve tvaru p =), e;a;(p). Snadno se odvodi:

p=0o(p) = ole)ailp) = > pcilp). (1.8)

Zvolme « libovolny prvek Hompg(P,Rg). Uzitim vzorce (1.8) spoctéme:

a(p) = Za(pi)ai<p) € Trr(P)*.

Protoze prvek p a homomorfismus a jsme volili libovolné, plati Trz(P) C Trz(P)?,
¢imz je idempotentnost idedlu Trg(P) dokazéna.

Uvazme nyni libovolny oboustranny idempotentni idedl I < R, jeho projekce
7(I) je oboustranny idempotentni idedl okruhu R/J(R), je tedy tvaru eR/J(R),
kde e je centrélni idempotentni prvek okruhu R/J(R). eR/J(R) je konecné ge-
nerovany R-modul a mé& proto projektivni pokryti ¢ : P — e(R/J(R)). Necht
f € P je takovy, ze ¢(f) = e, potom fR + kery = P, a protoze kerp < P, je
P = fR. Odtud P je konecné generovany.

Chceme dokézat, ze Trr(P) = I. K tomu nam podle lemmatu |11 staci ovérit
rovnost (Trg(P)) = n(I). Bud By : P — R libovolny homomorfismus a ozna¢me
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B = mo3y. Podobnym argumentem jako v lemmatu@se dokaze, ze kerp O PJ(R)
a B(P) je izomorfni néjakému podidedlu w(7). Idedl «(I) je jakozto R/J(R)-
modul totdlné rozlozitelny, proto existuje néjaky homomorfismus ¢ : 7(I) —
B(P) predstavujici projekci na 5(P). Odtud

A(P) = b(x(I)) = PleeR/J(R)) = Pp(e)eR/J(R) C eR/J(R) = w(I).  (L.9)

V posledni rovnosti jsme uzili toho, ze e je centrdlni idempotent. Protoze ho-
momorfismus [y jsme volili libovolné, ze vzorce snadno vyvodime inkluzi
7(Trr(P)) C m(I). K dokonceni dukazu staci ovérit druhou inkluzi.

Protoze m : I — eR/J je surjektivni homomorfismus pravych R-modul,
existuje z definice projektivniho modulu homomorfismus « : P — I takovy, ze
moa = . Piejdeme-li k obrazium téchto zobrazeni, dostaneme 7(Trg(P)) 2 w(I).

Oznac¢me Pi,...,P, projektivni R-moduly z véty . Pro kazdy I € Id(R), nAm
predchozi véta zarucuje existenci koneéné generovaného projektivniho R-modulu
P, ze I = Trr(P). Z véty musi byt P direktni sumou nékterych modulu
P.. Protoze stopa prevadi direktni sumy na soucty (lemma , musi se I rovnat
souctu nékterych idedla Trr(Py). Uvazime-li, ze v R existuje dle lemmata
pravé 2" oboustrannych idempotentnich idealu, lze si snadno uvédomit, ze kazdy
idedl Trr(P) je jednoznaéné uréen podmnozinou A C {Pi,...,P.} projektivnich
R-modult, vyskytujicich se jako direktni sé¢itanci v P.

Lemma 14. Pro idedal okruhu R tvaru eR, kde e je idempotenini prvek, je
Trr(eR) = ReR.

Diikaz. Pro kazdy modulovy homomorfismus a : eR — R je a(eR) = a(e)eR C
ReR, odtud Trr(eR) C ReR. Naopak, je-li r € R, potom nésobeni prvkem r
zleva zadava homomorfismus posilajici e na re. Protoze prvky tvaru re generuji
ReR jakozto pravy idedl, plati i Trr(eR) O ReR

4

Komutativita diagramu v nasledujici vété nam tika, ze hledani popisu zob-
razeni i : [d(Z)S,) = 1d(QS,) je ekvivalentni zkoumén{ funktoru — ®@z,, Q :
Proj(ZgyyS,) — Mod(QS,), nebot podle predchoziho dostaneme pfechodem k
stopovym idedlim kompletni popis zobrazeni iy, : Id(ZS,) — 1d(QS,,).

Véta 15. Nasledujici diagram komutuje

: ~92)Q
Proj(Zg)S,) —— Mod(QS,)

TTz@)Sn(—)l lTT@sn(—)
Id(Z)Sa(~)) — 1d(QS,)

Diikaz. Volme P konecné generovany projektivni R-modul, podle véty [10]je tvaru
P=P" @ - @ P*. Navic muzeme predpokladat, ze kazdé P;, proi=1,...,r,
je izomorfni idedlu generovanym idempotentnim prvkem e;.

12



Pocitejme nejprve levou dolni cestu:

TerS Z TTZ(p)S Z Tr(e; Ly Z Ly Sneils

a;7#0 a;7#0 a;7#0

Coz ndm v QS,, generuje idedl Zaﬁéo Q5S,,e,Q8,,.
Horni pravd cesta: protoze tensorovy soucin zachovava direktni sumy, je P ®
QE(PRQ)™®..& (P ®Q)*. Z lemmatu [4] dostdvame:

Tros,(PL@ Q™ @...® (RoQ)*) =) Tres, (P ®Q).
a;#0

Plati P, ® Q = €;Z,) S, ® Q = ¢;Q5,, coz spolu s faktem, Ze izomorfni moduly
davaji stejny stopovy idedl a kazdy e; je i idempotentnim prvkem okruhu Q.S,,,
dévé Trgs, (P, ® Q) = Q5,6,QS,,. Tim je komutativita diagramu dokédzana.

3

Diagram ma dokonce vlastnost aditivity: pro P = P/ & ... & P a P =
Pl a..® PP je

Q-Tr(P®P)= > QS,Q8, =

a;+B;#0

Y Q8,608 + Y QS,eQS, = Q- Tr(P) + Q- Tr(P).
a;#0 B:i#0
Staci nam proto spocitat pouze P ®z,, Q pro P nerozlozitelné.
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Kapitola 2

Modularni reprezentace

V predchozi kapitole jsme zkoumani zobrazeni i : Id(ZS,,) — I1d(QS,,) prevedli
na zkoumdni funktoru — ®z , Q : Proj(Zy)S,) — Mod(QS,). V této kapitole
pujdeme jesté dal a prevedeme jej do abstraktniho ramce Grothendieckovych
grup, kde nam definuje grupovy homomorfismus e. V predchozich dvou sekcich
jsme ukézali, Ze obé kategorie Mod(QS,,) a Proj(Z)S,) maji ve vagnim smyslu
béaze. To nabude formalné spravného smyslu v jazyce Grothendieckovych grup.
Zobrazeni e bude tedy homomorfismus volnych abelovskych grup, ¢ili ho budeme
moci popsat celo¢iselnou matici E. Zaroven ukézeme, ze obé kategorie jsou na-
tolik hezké, ze prechodem k e neztratime zadnou informaci. V druhé sekci pak
ukdzeme, ze E = D', kde D je takzvand dekompozi¢ni matice, tu jiz jak ukdzeme
ve treti sekci umime spocitat pomoci Braeurovych charaktert.

2.1 p-modularni systém a redukce modulo N

Definice 8. Trojici (k,R,K) nazveme p-moduldrnim systémem, je-li: R obor
diskrétni valuace s mazimdlnim idedlem N = pR, K jeho podilové téleso cha-
rakteristiky 0 a k = R/N téleso charakteristiky p.

p-modularni systém budeme zkoumat v souvislosti s konecnou grupou G, fadu
délitelného prvocislem p. Navic budeme predpokladat, ze K je rozkladové pro
grupu G a RG je semiperfektni (to mdme ovéfeno v pifpadé Zy,)Sy), Cili pro néj
muzeme uzit teorii vybudovanou v predchozi kapitole. Ozna¢me pro tuto kapitolu
pevné (k, R, K) néjaky p-moduldrni systém pro grupu G. Pro zkouméani hypotézy
pak uzijeme vybudovanou teorii na p-moduldrni systém (Z,, Zy), Q), s grupou S,
kde p je prvocislo mensi nebo rovno n.

Oznac¢me ve shodé s notaci v [3]:

e P, ....P. kompletni sadu koneéné generovanych nerozlozitelnych projek-
tivnich RG-modulu (dané vétou (10| pro semiperfektni okruh RG).

e Fi, ... F. kompletni sadu jednoduchych RG-modulu, indexované tak, ze
F, = P/P.J(RG)

o 7y,...,Zs kompletni sadu jednoduchych K G-modulu
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Prirozené definovana projekce z RG do kG mé jadro NG, odtud NG je ideal

kG = RG/NG. (2.1)
Méame-li RG-modul M, muzeme se divat na
M= M/(M-NG)

jako na kG-modul. Této operaci budeme rikat redukce modulo N a prvek m +
M - NG modulu M budeme zkrécené znacit m.

Lemma 16. Plati NG C J(RG) a sjednotime-li kG s RG/NG skrze izomorfis-
mus ([2.1), plati J(kG) = J(RG)/NG.

Diikaz. Dokazi, ze idedl NG anihiluje kazdy jednoduchy RG-modul, coz je ekvi-
valentni s NG C J(RG). At tedy F' = fRG je jednoduchy RG-modul, kde f € F'.
Mnozina {fg : g € G} generuje F jako R-modul. Protoze grupa G je konecn4,
je F konecné generovany R-modul. Z Nakayamova lemmatu je F'N = F' jen pro
F nulovy. Protoze FFN je RG-podmodul F' a F' je jednoduchy, musi FN = 0.
Druhy vztah snadno plyne z jiz dokédzané inkluze. .

Meéjme F polojednoduchy RG-modul, F je anihilovan J(RG), specidlné je ani-
hilovin NG, muzeme se na néj proto divat jako na kG-modul. Z J(RG/NG) =
J(RG)/NG dostavame FJ(RG/NG) = 0, ¢ili F je polojednoduchy AG-modul.
Je snadné si uvédomit, ze naopak kazdy polojednoduchy kG-modul je i polojed-
noduchy RG-modul. Navic polojednoduchy RG-modul je rozlozitelny jako RG-
modul, pravé kdyz je rozlozitelny jako kG-modul. Okruhy RG a kG maji proto
totoznou strukturu polojednoduchych modulu a Fj,...F, je i kompletni sadou
jednoduchych kG-modulu.

Dokazi, ze redukce modulo N zachovava i strukturu konecné generovanych
projektivnich modula. Prvné si uvédomme, Zze redukce modulo N zachovava di-
rektnf sumy: piirozend projekce z My @ My do M; @ M, mé jadro

M;NG & MyNG = (M; & M,)NG.

Prvni véta o izomorfismu davé: My @ My = M; @ M. Kazdy projektivni RG-
modul P je z definice direktnim sc¢itancem volného RG-modulu. Protoze re-
dukce modulo N zachovavé direktni sumy, je P direktnim séitancem volného
kG-modulu, tedy je projektivni.

Protoze NG C J(RG), projektivni pokryti 7 : P — P/PJ(RG) se faktorizuje
pres P:

P+ P -5 P/PJ(R),

kde obé zobrazeni jsou prirozené projekce. Jelikoz 7 je surjektivni, 1ze kazdy
RG-podmodul P zapsat ve tvaru m (M), kde M < P. Je-li m (M) + kermy = P,
dostaneme piechodem ke vzortm kerm + M = P, odtud M = P a m (M) = P.
Divejme se nyni na 7y jako na homomorfismus £G-modulu, kazdy kG-podmodul
od P je i RG-podmodulem, proto podle vyse dokdzaného kerm, < P, ¢ili 7, je

projektivni pokryti.
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Snadnym dusledkem lemmatu [L6] je, ze semiperfektnost RG zarucuje semiper-
fektnost kG: kG /J(kG) = (RG/NG)/(J(RG)/NG) = RG/J(RG), kde posledni
okruh je totalné rozlozitelny, a pro kazdy idempotent e € kG/J(kG) existuje
f € RG, ze f + J(kG) = e. Protoze kompletni sadu nerozlozitelnych konecné
generovanych projektivnich kG-modulu dostavame podle poznamky za vétou
(zde je potieba semiperfektnosti kG) jako projektivni pokryti jednoduchych kG-
modulii, coz jsou prave P,/PJ(RG),...,P./P.J(RG), jsou P,...,P, kompletni sa-
dou nerozlozitelnych konecné generovanych projektivnich £G-moduli. Budeme je
znacit U, = P;.

2.2 Grothendieckovy grupy a dekompoziéni zob-
razeni

Konstrukce Grothendieckovy grupy: Necht S je okruh a C' je néjaka kategorie
S-modului, majici maly skelet a v niz mame definovany pojem kratké exaktni
posloupnosti. Definujme F' volnou abelovskou grupu generovanou symboly (M),
kde M jsou reprezentanti své tfidy izomorfismu v C (predpoklad malého skeletu
zarucuje, ze univerzum F je mnozina). Podgrupa (relaci) Fy at je generovand
prvky (M) — (N) — (L) pro kazdou kratkou exaktni posloupnost 0 — L — M —
N — 0, kde BUNO predpokladame, ze K, L a M jsou nami zvoleni reprezentanti.
Definujme Grothendieckovu grupu kategorie C' jako faktorgrupu F'/ Fy a pro kazdy
S-modul M, oznaé¢me [M] prvek F/F, ptislusny modulu M.

Zde pracujeme zpravidla s kategoriemi kone¢né generovanych modulu, takové
kategorie maly skelet maji. A kratké exaktni posloupnosti budeme chapat tak,
jak se klasicky zavadi v kategoriich pravych modulu.

Necht C a D jsou néjaké kategorie moduli né nutné stejného okruhu a G, H
jsou jejich Grothendieckovy grupy. Dale méjme funktor ' : C' — D, budeme tikat,
ze F definuje homomorfismus Grothendieckovych grup, jestlize existuje zobrazeni
f:G — H, ze pro kazdy M, modul kategorie C, plati

f(IM]) = [F(M)]. (2.2)

Je jasné, ze jestlize homomorfismus f existuje, je urcen vztahem jedno-
znacné. M4 proto dobry smysl tikat: funktor F' definuje homomorfismus f.

Kazdy exaktni funktor zachovava kratké exaktni posloupnosti, ¢ili zachovava
grupy relaci, podle niz v definici Grothendieckovy grupy faktorizujeme. Odtud
kazdy exaktni funktor definuje homomorfismus Grothendieckovych grup.

Pro okruh S ozna¢me Ky(S) Grothendieckovu grupu kategorie konecné gene-
rovanych projektivnich pravych S-modulu a Gy(S) Grothendieckovu grupu kate-
gorie konecné generovanych pravych S-modulu.

Lemma 17. Necht S je Artinovsky okruh a Vi,...,V,, je kompletni sada jedno-
duchyjch S-moduli, potom

Go(S) = &L, Z[Vi]. (2.3)

Diikaz. Cely dikaz je v [3, lemma 16.6|, zde dokézi jen jak libovolny [M], kde M
je kone¢né generovand S-modul, vyjadrit jako Z-kombinaci prvku {[V;]},, coz
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nam d4 predstavu o vyznamu koeficientt pti [V;]. Bud M kone¢né generovany
S-modul. Protoze S je Artinovsky, M ma kone¢nou kompoziéni radu M = My O
My, D ...D M, =0.Proie€1,..,t nam kratka exaktni posloupnost

0— Mz — Mi—l — Mz‘—l/Mi — 0,

kde druhy homomorfismus je inkluze a treti prirozend projekce, ddva vztah [M;_ 1] =
[M;] 4+ [M;_1/M;]. Snadno se indukei dokéze, ze

[M] = [Mo/My] + [My/Ma) + ... + [My_1].

3

Zadavaji-li dva konecné generované S-moduly, kde S je Artinovsky okruh, stejny
prvek v Go(S), nemusi byt jesté nutné izomorfni, ale jejich kompoziéni fady musi
mit az na poradi stejné faktory (véetné ndsobnosti).

Lemma 18 ([3], lemma 16.7). Necht S je semiperfekini okruh a Wy,...,.W, je
kompletni sadou nerozloZitelniyjch koneéné generovanych projektivnich S-moduli,
potom

Ko(S5) = &, Z[W;].
Véta 19. Je-li (k,R,K) p-moduldrni systém, potom zobrazeni
—®r K : Proj(RG) — Mod(KGQG)

zaddvd grupovy homomorfismus e : Ko(RG) — Go(KG) takovy, Ze e([M]) =
(M ®r K].

Dukaz. Protoze funktor ve znéni véty je zjevné exaktni, je homomorfismus e

dobre definovan.
J

KG@G je podle Maschkeho véty totalné rozlozitelny. Z lemmatu|17|je [Z1],...,[ Zs]
volnou bazi Go(KG). Podobné, podle Lemmatu (18 je [Pi],...,[P.] volnou bazi
Ko(RG). Ozna¢me E matici homomorfismu e z véty |19 vyjadieného vuci prave
popsanym béazim.

Koneéné generovany projektivni RG-modul P ma podle véty (10| jednoznacné
vyjadieni P = P @ --- @ P . Z definice Grothendieckovy grupy plati [P] =
ap[Pi] + ...+ «.[P,]. Protoze [P],...,[P,] je volnou bézi, je P az na izomorfismus
jednoznacné urcen prvkem [P]. Z totalni rozlozitelnosti KG a jednoznacnosti
rozkladu na jednoduché K G-moduly lze analogickou tivahou jako vyse ovérit, ze
kazdy konecéné generovany K G-modul M je az na izomorfismus urcen prvkem
[M] € Go(KG). Proto pii prechodu ke Grothendieckovym grupdm a zobrazeni
e neztratime zadnou informaci o chovani funktoru — ®z K : Proj(RG) —
Mod(KGQ).

Z definice baze existuje pravé jeden homomorfismus f : Ko(RG) — Ko(kG)
definovany na bazovych prvcich vztahem f[P;] = [P;] = [U;]. Homomorfismus f
splituje f[P] = [P], pro kazdy P konecné generovany projektivni RG-modul: Je-li
P=P"@..¢H P, pak

flP) = f(Z a[P]) = Zaif([Pi]) = Z%[R] = [Bi., P
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Posledni vyraz se rovnd [P], protoze redukce modulo N zachovava direktni sumy.
Homomorfismus f je ziejmé izomorfismus. Piedefinujme zobrazeni e na eo f~1, kde
f je praveé popsany izomorfismus. Protoze matice zobrazeni f vuéi bazim {[P;]}_,
a {[Ui]}i_; je I, zustane matice E pro predefinované zobrazeni e nezménéné.

Odtud tedy budeme pismenem e znacit grupovy homomorfismus z Ky(kG) do
Go(KG).

Definice 9. RG-modul M nazveme RG-mrizi, ma-li M jakozZto R-modul konecnou
volnou bdzi.

7Z kazdé RG-mifze M muzeme vytvofit KG-modul M ®z K a kG-modul M,
pricemz oba jsou kone¢né generované. Struéné popisi jak vypadaji jim piislusné
reprezentace.

Je-li M RG-mfiiz s volnou bazi my,...,m;, pak kazdy automorfismus R-modulu
M muzeme vuéi této bézi vyjadiit maticove. Odtud Autr(M) = GL(I,R). RG-
miiz M proto zadava R-reprezentaci ¢ grupy G, kterou lze vyjadrit v maticové
podobé.

Lze dokézat, ze v kG-modulu M = M/MN jsou prvky 7g,...,/; volnou k-
bézi. Ozna¢me B k-reprezentaci G danou M. Pro kazdé g € G am € M je
?(g9)(m) = p(g)(m). Prejdeme-li do maticového popisu obou reprezentaci vuci
popsanym bazim, pak redukce modulo N pusobi po prvcich matic, neboli prvky
matice reprezentace po redukci jsou redukce prislusnych prvku matice reprezen-
tace pred redukci.

Podobné v KG-modulu M ®r K je m; ® 1,....,my; ® 1 volnou K-bazi. K-
reprezentace grupy G zadand modulem M ® g K, oznacme ji pst, splituje pro kazdé
g € Gvztah ¥(g) = p(9)®idk. Vyjadiime-li ) maticové vuci bazi my®1,...,m®1,
dostaneme pro kazdy g € G stejnou matici jako ve vyjadieni ¢ vuci bazi my,...,m;.
Sjednotime-li M s M ® 1 C M ®r K, pak pravé popsany vztah M a M ®r K
vystihuje nasledujici definice.

Definice 10. Pro V konecné generovany KG-modul nazveme RG-mriz M C 'V
uplnou ve V', jestlize KM =V .

Lemma 20 ([3], lemma 16.15). Kazdy konecéné generovany K G-modul md iuplnou
RG-mriz.

Neboli, existuje volna baze, vuéci niz ma K-reprezentace maticové vyjadieni s
prvky v okruhu R. Cili, kazda K-reprezentace grupy G je K-ekvivalentni repre-
zentaci definované nad R. Obecné neplati, ze kazdé dvé uplné RG-miize My, My
v KG-modulu V jsou izomorfni RG-moduly. Nicméné jejich redukce modulo N
maji jakozto kG-moduly stejné kompozicni faktory, ¢ili zadavaji stejny prvek v
Go(kG).

Lemma 21 ([3], lemma 16.16). Bud M, a M, dve 4iplné RG-mrize konecné
generovaného KG-modulu V', potom kG-moduly M, a My zaddvagi stejny prvek
v G()(k'G)

Véta 22 ([3], lemma 16.17). Existuje grupovy homorfismus d : Go(KG) —

Go(kG) takovy, ze d : [V] — [M] pro M diplnou RG-m7iz ve V.

Definice 11. Zobrazeni d z predchozi vety budeme nazyvat dekompozicni zob-
razeni a matici D danou zobrazenim d, wvyjdadreného vici bdzim [Zi],...,[Zs] a
[F1],...,[Fy], nazveme dekompoziéni matice.
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Bud T téleso a M a N at jsou T'G-moduly. Definujme ¢islo
Z(M,N) = dimTHOng(M,N).

V anglické literatute se nazyva intertwining number (volny pteklad by tedy mohlo
byt napfiklad index splétavosti). Jedna se o modularni analogii skaldrniho sou¢inu
charaktert, klasicky zavadéného v teorii reprezentaci. Pomoci indexu splétavosti
definujeme dvé bilinedrni formy na Grothendieckovych grupach:

Lemma 23. Ezistuje Z-bilinedrni forma ix : Go(KG) x Go(KG) — Z takovd,
ze pro kazdé dva KG-moduly M a N plati

ZK([M]’[ND :i(MvN)a (24)

navic ix ([Z:],1Z;]) = 6; ;.

Diikaz. Definujme ig nejprve na bazovych prvcich vztahem , a pak linearné
dodefinujme na celé Go(KG) x Go(KG). Je tieba ovérit, ze pro kazdé dva konecéné
generované K G-moduly M a N skuteéné plati ix([M],[N]) = i(M,N). Protoze
K@ je totalné rozlozitelny okruh, jsou oba funktory Homga(M,—) i Homga(—,M)
exaktni pro kazdy konecné generovany K G-modul M. Navic v Mod(K G) se kazda
kratka exaktni posloupnost stépi, ¢ili oba funktory zachovavaji konecné direktni
sumy. Proto pro libovolné dva konecné generované KG-moduly M = @&;_,Z" a
N = @leziﬁi je:

Homye(M,N) = @ Homye(Z:,2;)™.

ij=1
Prechodem k dimenzim dostaneme
i(MN) =" a;B;-i(Z,2Z;) = ix(M,N).
ij=1

Zbyvéa dokazat podminku ortogonality bazovych prvku. Pro ¢ # j je ziejmé
i(Z;,Z;) = 0. Protoze K je rozkladové pro G, je podle [4, lemma 29.13] Hom ke (Z;,Z;) =
K, ptechodem k K-dimenzi dostaneme ix([Z;],[Z:]) = 1.

d

Lemma 24 ([3], lemma 18.8). Je-li k rozkladové téleso pro grupu G, pak existuje
Z-bilinedrni forma i, : Ko(kG) X Go(kG) — Z takovd, Ze pro kazdé U a M
konecné generované kG-moduly, kde U je navic projektivnt, plati:

Navic iy ([U;, Fj]) = 6,4, kde 6;; je Kroneckerovo delta.

Poznamenam, ze bilinearni formy z predchozich dvou lemmat jsou vztahy
a definovany jednoznac¢né. Muzeme proto symboly ix a ix pevné oznacit
bilinearni formy jednoznac¢né definované vzorci a . i a 1 davaji do
souvislosti zobrazeni d a e v klicovém vzorci:
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Veéta 25 ([3], véta 18.9). Pro vyse definovand zobrazeni e a d plati
i (u,d(2)) = ik (e(u),2),
kde u je libovolny prvek Ko(KG) a z libovolny prvek Go(KG).
Snadnym dusledkem je néasledujici lemma.

Lemma 26. Matici E ziskdme transponovdnim matice D, neboli E = DT

Diikaz. Piimo z definice matic £ a D mame vztahy:
G[Ul] = eli[Zl] + ...+ eji[Zj] + ...+ esi[Zs],

d[Z;] = di;[Fi] + ... + dij[F}] + ... + dy [

Z ortogonality bazi {[Z;]};_, a {[Fi]}/_, vuci Z-bilinedrnim formam ix a iy a
predchozi véty dostavame:

dyy = i (U)dIZ,]) = ixc (U] Z,]) = e

J

Po zbytek této kapitoly se zaméiime na to, jak spocitat dekompoziéni matici D.

2.3 Vypocet dekompoziéni matice pomoci Bra-
eurovych charakteru

Pracujeme potad s p-modularnim systémem (k, R, K') z predeslych sekei. Proto-
ze kazdy konecné generovany KG-modul M zadava K-reprezentaci grupy G
konecné dimenze, muzeme definovat charakter modulu M, jako charakter mu
piislusné reprezentace. Dale symbolem cf(KG) budeme znac¢it mnozinu vsech
funkei z G do K, konstantnich na tfiddch konjugace grupy G. Na cf(KG) lze
ziejmym zpusobem definovat strukturu K-vektorového prostoru. Vektorovy pro-
stor ¢f(KG) zahrnuje i v8echny charaktery K G-modulti, muzeme proto defino-
vat ch(K G) jako podgrupu aditivni grupy cf (K G), generovanou vemi charaktery
modult z Mod(KG). Symboly (i,...,(s ozna¢me charaktery K G-modulu Z;,...,7Z;.

Lemma 27 ([3]). Funkce (1,...,¢s tvori volnou bazi grupy ch(KG).

Lemma 28 ([3], lemma 16.10). Grupy Go(KG) a ch(KG) jsou izomorfni skrze
izomorfismus a : Go(KG) — ch(KG), kde a prirazuje prvku [M], pro libovolnij
M € Mod(KG), charakter modulu M.

Podobny izomorfismus existuje pro grupu Go(kG) a takzvané Braeurovy cha-
raktery. Aby bylo mozné Braeurovy charaktery definovat, musi téleso K obsaho-
vat primitivni m-tou odmocninu z 1, kde m € N je nejvétsi délitel tadu grupy G
nedélitelny prvocislem p. V Q nastane problém uz pro grupu S, tuto vadu osetiim
v zavéru kapitoly prechodem k vétsimu p-modularnimu systému, ktery ovsem za-
chovd matici D. Pracujme tedy nejprve obecné s p-modularnim systémem, kde
potiebné odmocniny mame.
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At G je grupa a p prvocislo, ozna¢me G, C G mnozinu vsech prvku majicich
rad nedélitelny prvocislem p. Takové prvky budeme nazyvat p-regularnimi. Vyja-
dieme f4d grupy G ve tvaru | G |= mp®, kde p nedéli m a predpokladejme, ze K
obsahuje primitivn{ m-tou odmocninu z 1, oznaé¢me ji w. Polynom 2™ —1 se v R[z]
rozkldd4 na linedrnf faktory 2™ — 1 = [[I",(z — '), tudiz v k[z] plati 2™ — 1 =
[T, (x —@"). Protoze p, charakteristika télesa k, nedéli m, jsou kofeny polynomu
2™ — 1 po dvou rizné (formalni derivace nemé s ptivodnim polynomem zadny
spolecny kofen). Odtud redukce modulo N definuje izomorfismus cyklickych grup
(W) a (w) (dany piedpisem @' — w?).

Uvazme nyni konecné generovany kG-modul M, ten dava k-reprezentaci @
grupy G dimenze d. Pismenem A oznacme jeji charakterovou funkci. Z definice
charakteru vime, Ze pro kazdé g, p-regularni prvek grupy G, je A(g) = Tr(®), coz
je rovno souctu vlastnich ¢isel zobrazeni @, oznacme je {\;};=1.. 4. Déle ze vztahu
idy = @(g)mpk pro kazdé A, plati 1 = Am" = \m (druhd z rovnosti plati protoze
pocitdme v télese charakteristiky p). Kazdé \; je tedy tvaru w. Muzeme proto
prvku g piitadit ¢islo M(g) = wit + ... + wi.

Definice 12. Bud’ M kG-modul, prdvé popsané zobrazeni \ : G, — K nazveme
Braeurovym charakterem modulu M .

Ozna¢me cfx(G,) K-vektorovy prostor vsech funkci z G, do K, které jsou
konstantni na tridach konjugace G. Z konstrukce Braeurovych charakteru je
ziejmé, ze nalezi do cfx(G,). Ddle oznac¢me ¢y,...,0, Braeurovy charaktery mo-
dulu Fi,...,F,. Nasledujici dvé lemmata jsou analogiemi lemmat 27] a 28| pro Bra-
eurovy charaktery.

Lemma 29 ([3], lemma 17.9). Funkce ¢1,...,p, jsou K-bdzi cfx(G)).

Definice 13. Podgrupu aditivni grupy cfx(G,) generovanou vsemi Braeurovymi
charaktery konecné generovangch kG-moduli budeme znacit Beh(kG) a jeji proky
budeme nazyvat virtudlni Braeurovy charaktery.

Lemma 30 ([3], lemma 17.14). Grupy Go(kG) a Bch(kG) jsou izomorfni, skrze
izomorfismus [ : Go(kG) — Bch(kG), ktery kazdému prvku [M], kde M je kG-
modul, priradi Braeuriv charakter modulu M.

Véta 31 ([3], véta 17.15). AL a je izomorfismus z lemmatu B izomorfismus
z lemmatu (30 a d' : Ch(KG) — Bch(kG), zobrazeni restrikce na G,. Potom

ndsledugici diagram komutugje:

Go(KG) —— Ch(KG)

| o

Go(kG) —2— Beh(kG)

Pozndmka: Kazdy Braeuruv charakter lze podle [3, lemma 18.12] dodefinovat
na celé G tak, ze vysledna funkce \ lze zapsat jako celociselnou kombinaci cha-
rakteru K-reprezentaci, neboli A je prvek ch(K G). To ndm spolu s komutativitou
diagramu vyse tika, ze zobrazeni d je na.

Uvazme (j,...,(}, restrikce charakteru (i,...,(s na p-regularni prvky grupy G

(symboly ¢, jsme na zacatku sekce oznagcili charaktery K G-modulu Z,). Z predcho-
zi véty dostavame vzorce:
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g = dljg01 + ...+ derOT, (26)

pro kazdé j = 1,...,r. Tyto vzorce jiz davaji zpusob, jak spocitat matici D, a tedy
uzitim lemmatu 26/1 matici £, kterou hledame.

Pro osetteni faktu, ze v Q nemame primitivni m-té odmocniny z 1 pro m > 3,
piejdeme k okruhu Z,)[w], kde w, je primitivni odmocnina z 1 potiebného radu.
V dalsim definuji rozsiteni p-moduldrniho systému konecného stupné a ukazi,
ze rozkladovost téles Q a Z, pro grupu S,, zaruci, ze prechod k rozsifenému p-
moduldrnimu systému nezméni matici D.

At (k,R,K) je p-moduldrni systém. Okruh R je jakozto DVR specidlné De-
dekindovym okruhem. Ozna¢me K’ = K(w), jednd se o rozsifeni kone¢ného
stupné, proto je okruh Ry, definovany jako celistvy uzavér R v K', Dedekindovym
okruhem. V Rj volme néjaky maximalni ideal Ny, protoze Ry je celistvy uzavér R
v K', je RN Ny = N maximdlni v R. Déle definujme okruh R’ jako lokalizaci Ry
v idedlu Ny. Prvek w z definice celistvého uzavéru je prvkem okruhu Ry, a tedy
i okruhu R'. Protoze Ry je Dedekinduv okruh, R’ je DVR s maximalnim idedlem
N'. Definujme £ = R'/N’. Déle pak oznacme i’ : R — R’ a ip : R — Ry zobra-
zeni inkluze a 7’ : R — k' a mp : Ry — Ro/Ny prirozené projekce. Sjednotime-li
izomorfni residuova télesa k' = R'/N' = Ry/Ny, bude platit 7’ 0o’ = mp0ig a z
RN Ny = N je ker(mgoig) = N. Odtud se 7’ oi’ faktorizuje pres k a definuje prosté
vnofeni k — k. Muzeme se proto divat na k" jako na télesové rozsiteni k(). Jisté
plati, ze K’ je podilové téleso R’ charakteristiky 0 a k' téleso charakteristiky p.
Trojice (k', R', K') je proto p-moduldrni systém.

Definice 14. Pravé zkonstruovany p-moduldrni systém (k',R',K") budeme nazjvat
rozsirend p-moduldarniho systému (k,R,K) konecného stupneé.

Nyni z kazdého KG-modulu M muzeme pomoci operace rozsiteni skalaru
vytvoiit K'G-modul M ®p K’ se skaldrnim nédsobenfm: (m ® r)(3_ cq799) =
> gec Mg @ rgr. Protoze K " je komutativni, jednd se o korektni definici pravého
K'G-modulu. Analogicky z kazdého kG-modulu muzeme vytvorit k&'G-modul.

Lemma 32 ([3], lemma 16.22). Je-li (K',R' k") rozsireni p-moduldrniho systému
(K,R.k) konecného stupné, potom operace rozsireni skaldri zaddvd aditivnd ho-
momorfismy

Q. Go(KG) — Go(K,G),X : Go(kG) — Go(le)
Tyto homomorfismy jsou navic prosté.

Ozna¢me pro i = 1,...,s K'G-moduly Z! = Z; @ K'. Jsou-li A\j,....As € N
takové, ze KGra = 2N @ - & Z,, je K'Grog = Z{’\l b---B Z;AS (tensorové
ndsobeni zachovdva direktni sumy). Z rozkladovosti K pro grupu G je kazdy
Z! ireducibilni, ¢ili K'G-moduly Z1,...,Z jsou kompletni sadou jednoduchych
K'G-modulu. Odtud je ¢ z predchoziho lemmatu na, tedy izomorfismus. Navic,
vyjadifme-li ¢ maticové vuci bazim {Z;};_, a {Z/};_,, dostaneme jednotkovou
matici.

Budeme potiebovat nékolik vzorcu z tensorového ndsobeni. At S a T jsou
komutativni okruhy a M SG-modul plati:

M ®sS = M, (2.7)
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skrze S-izomorfismus posilajici m ® s na ms. Definujeme-li na levé strané struk-
turu SG-modulu (podobné jako u operace rozsirovani skaldri), jednd se dokonce
o SG-izomorfismus. Déle at je K (S,T)-bimodul a L levy T-modul. Potom

(M ®s K)®r L= M ®s (K ®r L). (2.8)

skrze izomorfismus posilajici (m ® k) ® [ na m ® (k ® ), kde izomorfismus je
minén jako izomorfismus pravych S-modulu a levych T-modulu. Vzorec lze opét
chapat i jako SG-izomorfismus resp. T'G-izomorfismus, dodefinujeme-li na obou
stranach zfejmym zpusobem néasobeni prvky G.

Ptedchozi dva vzorce jsou obecné znamé, odvodime pomoci nich tteti, ktery se
bude hodit v dikazu lemmatu [33] Mé&jme navic komutativni okruh U a okruhové
homomorfismy o : S — T, f: T — U. Cili T i U maji strukturu S-modulu a U
m4é strukturu 7-modulu (vSechny pfirozené definované). Potom

(M@sT)@rU=MesU (2.9)

jakozto U-moduly. Pouzijeme-li na levou stranu vzorec a nasledné na vnitiek
zavorky analogii pro levy modul, dostaneme pravou stranu vzorce .
Izomorfismus je dén vzorcem (m ®t) ® u — m @ tu. A stejné jako u predchozich
lze vzorec rozsitit na UG-izomorfismus. Vzorec budeme uzivat v situacich,
kdy volba homomorfismu «, § bude zfejma: zobrazeni inkluze nebo projekce.

Lemma 33. Necht (K', R, K') je koneéné rozsireni p-moduldrniho systému (K, R, k).
Dile af ¢ a x jsou homomorfismy z lemmatu |39 a d' dekompozicni zobrazeni pro
rozsireny p-moduldrni systém. Pak ndsledugjici diagram komutuje

Go(KG) —— Go(K'G)

b

Go(kG) —— Go(K'G)

Dukaz. Prvné interpretujeme zobrazeni redukce modulo N v feci tensoru: Méjme
R-modul M, je znamy fakt, Ze tensorové nasobeni je zprava exaktni, proto je
posloupnost

MRrN —>M®&gpR—>Mrk—0

exaktni. Z (2.7) plati M ®r R = M skrze izomorfismus posilajici m ® r na mr.
Muzeme proto prostiedni ¢len nahradit RG-modulem M, ¢imz se obraz prvniho
homomorfismu stava M N. Uzitim exaktnosti v M a prvni véty o izomorfismu
dostavame M ®r k = M/MN = M. Diviame-li se na vztah jako izomorfismus
kG-modulu, dostavame hledany popis.

Berme KG-modul V' a v ném tplnou RG-miiz M. Dokézi, ze M ®r R’ je
jakozto R'G-modul izomorfni iplné R'G-miizi v V@ K': Z definice mfize existuje
piirozené \ ze M = @} | R jakozto R-modul. ProtoZe tensorovy souéin zachovava
direktni sumy, plati:

M @r R = (&R) ®p B =2 &}, (R®r R) 2 &R’

Na vzorec se muzeme divat jako na R’-izomorfismus, odtud plyne existence volné
R'-béze.

23



Uvazme nasledujici K’'G-izomorfismy dané vzorcem ([2.9)) a faktem, ze M je
uplnou RG-miizi ve V, ¢ili M @p K = V:

(M@rR)®r K'2M@rK'®% (M®rK)®r K' 2V @k K'.

Jejich slozenim dostaneme K’'G-izomorfismus F', pro néz je snadné spocitat, ze
F:(m®r)®@t—mert. (2.10)

Podle vyse dokazaného je M ®gr R’ jakozto R’-modul volny, specialné plochy.
Jim zadany funktor (M ®pr R') ® g — proto zachovava prostotu homomorfismi.
Odtud jeid®i : (M ®@g R') ®@p R - (M ®r R') @p K', kde i : R — K’
je inkluze, prosty. Slozime-li jej zleva s izomorfismem danym vzorcem a
zprava s izomorfismem F, chapanym jako R'G-izomorfismus, dostaneme prosty
R'G-homomorfismus H : M ®@r R — V @k K'. Im(H) je proto R'G-mfiz, a navic
uplnd, protoze prvky tvaru m ® rt, kde m € M, r € R', t € K’, generuji podle
Im(F)=V ®x K’

Horni pravd cesta v diagramu.: Rozepisovanim definice a vySe dokazanym od-
vodime

dop([V])=d([Vex K'|)=[M®@r R)=[(M®gR')®r k.

Uzitim vzorce (22.9) dostaneme [(M ®r R') @r k'] = [M ®@r K]
Druhd cesta: Podobné odvodime

x o d([V]) = x([M]) = x([M ®r k]) = [(M @r k) ®x K.

Uzitim vzorece (2.9)) dostaneme [(M ®gk)® k'] = [M @rk']. Protoze prvky tvaru
[V], kde V' je KG-modul, generuji grupu Go(KG), je komutativita dokdzana.

3

7 komutativity snadno plyne, ze y je na, ¢ili izomorfismus: ¢ je jak jsme
jiz dokézali izomorfismus a d' je podle poznamky za vétou na. Vyjadiime-li
zobrazeni v komutativnim diagramu vyse maticové vuci bézim {Z;}5_,, {Z/}5_,,
{F;}i_, a{F!},_,, zobrazeni ¢ a x daji jednotkové matice I a I,. Matici zobrazeni
d' ozna¢me D'. 7 komutativity plati D' - I, = I, - D, ¢li D = D'.
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Kapitola 3
vypocet

Vsechny tabulky které ve vypoctu uzijeme byly spo¢teny pomoci on-line kal-
kuldtoru Magma, dostupného z http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/.

3.1 grupa 5;

Ukézi, ze v grupovém okruhu ZS7 existuje vlastni idempotentni ideal, ktery v
QS,, generuje vlastni idedl, ruzny od idedlu z lemmatu[I} Vypocet bude ndsledujict:
Nejprve uzitim vzorce ([2.6)

CJ" = dyjp1 + ... + drjipr

spocitdme dekompozicni matice D, = {d}; }i; pro p-moduldrni systémy (Z,,Z,),Q)
s grupou S7, kde p € {2,3,5,7}. Jim piislusné matice E, dostaneme z lematu
transponovanim. Déle pomoci véty [15] ziskame pro jednotliva p popis zobrazeni
ip o Id(Zp)Sn) — 1d(QS,). Nalezneme-li v

(N Im(y)

p€{2737577}

vlastni idedl, ruzny od téch ve znéni hypotézy, dostaneme z véty [2| existenci idedlu
vyvracejiciho zkoumanou hypotézu.

Z [ veta 27.22] vime, ze QS; méa pocet ruznych ireducibilnich reprezentact
roven poctu tifd konjugace Sy, coz je 15. Oznacme ¢/, i = 1,...,15, jim piislusné
charaktery, jejich explicitni zapis je v tabulce Déle z [3 dusledek 17.11] je
rp, pocet ruznych jednoduchych Z,S7-modull, roven poctu tiid konjugace S7
odpovidajicich p-reguldrnim prvkium. Cili 7o = 5, r3 = 9, 75 = 13 a r; = 14.
Ozna¢me ¢¥, i = 1,...,r, Braeurovy charaktery piislusné jednotlivym jedno-
duchym Z,S7-modulum. Explicitni vyjadreni lze nalézt v tabulkéch az [£.4]
Déle ozna¢me {PP}'? | projektivni moduly z véty [L0| pro okruh Z,S7, indexované
tak, ze Fip méa Braeuruv charakter (.

Lemmazaruéuje existenci a jednoznacnost prvku dfj ve vzorci (2.6)). Protoze
matice D7 vychdzf v tomto pifpadé dosti f{dké, lze je ze vzorce zcela
primocare spocitat.
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Pti ptechodu ke stopovym idedlim nas nezajimaji konkrétni hodnoty prvku
matic E7, ale pouze zda jsou nulové, & nenulové. Z véty [15] pro kazdy idempo-

tentni idedl I?

., Tp, Plati:

P) i=1,..

P
)

T7245:(
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Sp

r= & B

j:l...,rp,egjzl

kde B,, jsou oboustranné idempotentni idealy okruhu QS,, ze vzorce [1.5] in-
dexované tak, ze B; je stopovy idedl QS7-modulu s charakterem C} .

Neboli sloupce matic E], respektive fadky matice D7, zadavaji idealy QIf
vyjadrené jako direktni sumy idedlu B;.

Z matic E7 lze snadno vyéist, ze idedly

I, = @}5:33]-

[2 — @jli5BJ

dokazeme pro vSechna p vyjadrit jako QI,, kde I, je néjaky oboustranny idempo-
tentni idedl v Z,)S,. Konkrétné bereme-li za I, postupné pro p = 2,3,5,7 idedly:

o lia g I},
®_slia B 17,
B2yl 25 I}

=5 *1

oM, 1% @Y, I2.

=5 "1

Véta [2 zarucuje existenci oboustrannych idempotentnich idedlu J;, Jo okruhu
7.57, ze QJ; = I, a QJy = I,. Oba idedly jsou netrividlni, alespon jeden z nich
mus{ byt ruzny od idedlu z lemmatu [I}

Z matic muzeme vycist kolik oboustrannych idempotentnich idealu v jednot-
livych okruzich Z,)S7 generuje cely QS7, jednoduchym kombinatorickym cvicenim
lze spocitat, ze ony pocty jsou postupné 4, 4, 9 a 3. Z véty |2 existuje v ZS7 432
oboustrannych idempotentnich idealu generujici celé QS-.

3.2 grupa 5;

Ukazi, ze v ptipadé S5 hypotéza stdle plati. Uvazme znaceni analogické predcho-
zimu vypoctu, s tim rozdilem, Ze nés zajimaji jen hodnoty p = 2,3,5. Cisla s a Tp
sezméni na: s =7, ry = 3, r3 = 5 ars = 6. Stejnym zpusobem jako v predchozim
spocteme z tabulek [4.6| az [4.9| matice B3, E3 a E2:

1100112
B"=Di=|0011000
0000111
1000010
0100100
EE'=pDi=l0010100
0001010
0000001
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1010000
0101000
s s |o0oo0o10001
Es =Ds=1 0001001
0000100
0000010

Vlastni oboustranné idempotentni idedly v QS5 budeme znacit fadkovymi
vektory 0 a 1 délky 7. Technickd pomucka: budeme fikat, ze ideal I dostaneme
sectenim né&jakych konkrétnich fadkt nékteré z matic D3, pokud I dostaneme
sectenim stopovych idealt pifslusnych fddku. Matice D3 ndm omezuje pocet
vlastnich idealu v

ﬂ I'm(ip)

p€{2,3,5}

na 4 kandidaty. Tti dostaneme z jednotlivych tadku a ¢tvrty se¢tenim druhého a
tretitho radku:

L=(1100111)
L=(0011000)
Is=(0 000 11 1)
Ii=(0011111)

Abychom I naséitali z radku matice D2, museli bychom pouzit prvni radek,
ten si ale vynucuje 1 na 3. pozici, I; muzeme proto z kandidatu vyloué¢it. Podobné
I ocividné nelze naséitat z fddku D ani DZ. I3 si vynucuje v pripadé D2 uziti
3. nebo 4. tadku, oba ale maji 1 mimo posledni 3 pozice. Zbyva Iy, o kterém jiz
vime, ze jakozto posledni kandidat, musi byt nascitatelny z radku vsech tii matic.
Lze snadno vidét, ze to skutecné mozné je, a to jedinym zpusobem. V ZSs5 tedy
existuje jediny vlastni oboustranny idempotentni ideal generujici v QS5 vlastni
ideal.

Podivame-li se kolika zpusoby lze z tadku jednotlivych matic nascitat cely
okruh, dostaneme pocet vlastnich idempotentnich oboustrannych idedlu gene-
rujici celé QSs. V. DJ muzeme a nemusime pouzit 3. fadek, to ndm dava dve
moznosti. V pripadé Dj je nutné uzit viechny fadky, tedy jedind moznost. Kone¢né
u matice D} je nutné pouzit 1., 2., 5., a 6. fddek. Dale pak muzeme pouzit li-
bovolny z 3. a 4. fddku nebo oba. Mame tedy tii moznosti. Véta [2| zarucuje v
7,S5 existenci Sesti vlastnich oboustrannych idempotentnich idealu generujici cely
QSs. Celkove je tedy Id(ZS5) mnozina velikosti 9.
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Kapitola 4

tabulky

1] 1] 1 |11
o3 || 6 0 1] -1
S8 4 2 |21
214 2 1 |10
2204 1 |01

SN 1] 1 1 1 1] 1 [1]1] 1
e 1] -1 - 1 |1 1 [ 1] 1] 1
e 6] 4 0 2 |2 0 |1 |-1] -1
o | 6] -4 0 2 |2 0 |1 |-1] 1
o 137 5 1 I [-1| 1 [2]-1] 0
o 131 5 1 1 [1 ] 1 [ 2]-1] 0
o 15| 5 -3 1 [1 ] 1 o1 o0
o 15| 5 3 1 [ 1 o] 1] o0
w8 20 0 0 4 0] 0 o] o

Tabulka 4.2: Braeurovy charaktery pro ZsS7
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S id[3) [ ()]

ST1] 11
o l4a] 1|1
T4 21

Tabulka 4.6: Braeurovy charaktery pro ZsSx

ST 1 1 1] 1
Sl 11 1 [1]1
g4l 2] 0 [0 -1
Sl4al2] 0 [0 -1
Sgle6lo| 2 [0]1

Tabulka 4.7: Braeurovy charaktery pro ZsSs

(S id ]2 [ @) [6)[(@][6))]
S N1] 1 111 1
1T -1] 1 1| -1] -1
e 311 -1 [0 [-1] -2
o311 -1 [0 1
51T 1 [1|1] 1
51 1 [1]1] 1

Tabulka 4.8: Braeurovy charaktery pro ZsSs

(S [id][@ @2 [ [@W][6) ]G]
ST 1 1 1 [ 1] 1 1
N 1 [ 1|1 -1
a7 271 o 1 1 1
a2 o 1[0 |-1] 1
IR 1 |1 ]-1]0] 1
S5l 1 [1[1]0] -1
Slel o] 2 Jolo 1] o0

Tabulka 4.9: charaktery pro QS5
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