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Kapitola 1

Uvod do problému prodavace
novin

1.1 Motivace a varianty

Problém prodavace novin se pouziva pro modelovani situaci, kdy produkt ma
omezenou zivotnost a poptavna po ném je predem neznama. Existuje mnoho
ruznych variant. Prikladem budiz problém kvétinarky, kdy kvétiny uvadaji az po
dvou ¢i vice dnech. P¥ipadné ruznd rozdéleni v ruzné dny. (Pokud prsi, prijde si
pro noviny méné lidi nez za slune¢niho dne) D4 se taky zabyvat prodejem vice
produkti (Napr vice druht novin na stejné téma. Viz|Di Huang (2011))) zéroven,
mnozstevnimi slevami ¢i soutézi prodejci o zakazniky, kdy zisk jednoho muze
znamenat ztratu druhého. Dalsi varianty byly navrzeny napiiklad v [M.Khoujal
(1999) .

1.2 Formulace tlohy

Do nového mésta prijede kamelot (prodava¢ novin), ktery s predstihem ob-

jednava noviny za porizovaci cenu a a prodava je za prodejni cenu b (Predpoklad
b > a. V opacném pripadé je kamelot odsouzen k rychlému krachu). On ovsem
nevi, kolik novinchtivych lidi ptijde v libovolny dany den. Pokud objedna prilis
mnoho novin a neproda je, protoze prijde malo zdkazniki, bude mit obrovské
ztraty. Pokud objedna novin malo, neuzivi se, protoze bude mit prilis malé zisky.
V klasické tloze zna predem rozdéleni, podle kterého lidé chodi. V praxi to ovSem
neni pravda a toto rozdéleni (¢i alespon nékteré jeho vlastnosti) se musi odhado-
vat.
My méme za tkol pro néj vybrat strategii, kterou se ma fidit, v zavislosti na
pozadavcich, které na ni budou kladeny. Ke konci uvedu vysledky simulaci, které
porovnavaji chovani kamelota za predpokladu, Ze zné rozdéleni, podle kterého
lidé chodi, a za predpokladu, Ze jej nezna a musi odhadovat.

1.3 Predpoklady, rozebirana varianta

Nejprve studuji zédkladni problém prodavace novin. Kamelot nakupuje a pro-
dava za predem znamé pevné ceny a produkt je po jednom dni nendvratné znehod-



nocen. Predpokladam, ze vsechny dny jsou si co do rozdéleni pravdépodobnosti
prichodu zakaznik rovnocenné. Tedy ze pravdépodobnost, ze v dany den prijde
dany pocet zakazniki, nezavisi na tom, ktery den uvazujeme. Ve treti kapitole
(Rozsireni zédkladni ilohy) budu tuto predpoklady postupné vypoustét a rozebirat

vvvvvv

1.4 Pouzité znaceni

a,b jsou porizovaci a prodejni ceny novin.
PV.Z jsou po tadé prijmy, vydaje a zisk kamelota za jeden den. Zisk je urcen
jako Z:=P-V
A pro lepsi orientaci a omezeni poctu indext v dukazech zavadim zkracené za-
pisy:
p(n) = pravdépodobnost, ze v dany den pfijde pravé n zakazniku.
p(>n) =2 ., p(i) = pravdépodobnost, ze v dany den piijde ostfe vice nez n
zakaznikt.
p(>n) =32, p(i)= pravdépodobnost, Ze v dany den prijde alespon n zdkazniki.
Obecné jakoukoliv ndhodnou veli¢inu zavislou na po¢tu novin, ktery zname, ozna-
¢im (X|n). Napiiklad (P|n) budou piijmy kamelota z prodeje, pokud koupi n
novin.
sum(n)=3, i + p(i)
sum2(n)=>"""_, 1* * p(i)
Obecné nahodné veli¢iny znac¢im velkym pismenem.



Kapitola 2

Jednotliva kritéria a strategie, na
které vedou.

Nésledujici vypocty se opakuji na vice mistech.

Lemma 1. Stredni hodnota prijmi kamelota E(P|n) = b sum(n) + b p(> n)n
Druhy moment prijmi kamelota E((P|n)?) = b*sum2(n) + b*n*p(> n) .

Diikaz. Pro kazdy prijatelny pocet zakazniki ¢ bude mit kamelot prijem b min(n,i).
Pokud jich prijde méné, neproda vSech n novin. Pokud jich ptijde moc, nebude
moct prodat vice nez svych n novin. Pravé ¢ zdkazniki prijde s pravdépodobnosti
p(i) a tedy:

n

E(P|n) =Y _p(i) b min(i,n) + i p(i) b min(i,n)

i=1 i=n+1
—b3p) i+ S pl)bn
i=1 i=n+1
=bsum(n)+bn Y p(i)
i=n+1

=b sum(n)+bn p(>n)

Druhy moment se spocita analogicky:

n

E((PIn)?*) = _p(i) b*min(i,n)* + i p(i) b*min(in)? =

=1 i=n+1

= b anp(z') P+ i p(i) b®n? =

i=1 i=n+1
=b* sum2(n) +b*n* Y p(i) =
i=n+1
= b sum2(n) + b*n’p(> n)



2.1 Maximalni stfredni hodnota zisku

Asi prvni a nejprirozenéjsi kritérium. Kamelot se snazi dosdhnout co nejvét-
stho zisku. Podobnou strategii mohou vyuzivat obchodnici, ktefi maji dostatecné
velky kapital. Nikde totiz nezarucuje, Ze nejprve neptijde fetézec velkych ztrat
(ktery by mensi obchodniky dohnal k bankrotu) a az poté zisk, ktery jim to vy-
nahradi.

Véta 2. Stredni hodnota zisku je funkci poctu nakoupenych novin s prirustkem
E(Z|n+1) — E(Z|n) = bp(> n) — a. Tento priristek je nerostouct funkce n

Diikaz. Vyjadiim si stfedni hodnotu zisku:
E(Z|n) = E(P|n) —na = b(sum(n) + np(>n)) — na
A spocitam jeji prirustek, pokud se rozhodnu koupit o jeden vytisk novin vice:

E(Zn+1)— E(Z|n) = E(P|n+1) — E(P|n) —a =
=b(sum(n+ 1)+ (n+ 1)p(n+ 1) — sum(n) —np(>n)) —a =
=b((n+1)pn+1)+n+p(>n+1)—np(n+1) —np(>n+1)) —a=
=bp(n+1)+p(>n+1)) —a=bp(>n)—a.

Pravdépodobnost p(> n) je jako funkce m nerostouci. Tedy prirustek stfedni
hodnoty zisku je také nerostouci funkce n q

Poznamka. Véta vyse 1ikd, ze stfedni hodnota zisku je v urcitém slova smyslu
konkavni. Pro libovolna tfi riznd pfirozend ¢isla m < k < n plati, ze E(Z|k) lezi
nad pfimkou (¢i na ni) spojujici E(Z|m)aE(Z|n).

Véta 3. Resent dlohy maximalizace stredni hodnoty zisku tvori neprdzdnou ko-
necnou posloupnost po sobé jdoucich cisel K, K+1,K+2,..., K+N

Diikaz. Existuje pfirozeni ¢islo H (Horni odhad) takové, ze p(> H) < . Jelikoz
p(> n) je nerostouci funkce n, tato vlastnost plati i pro vSechna ¢isla vétsi nez H.
A pokud by kamelot koupil n novin (kde n>H), Prirustek stfedni hodnoty zisku
by byl: E(Z|n +1) — E(Z|n) = bp(>n) —a < b(§) —a=0.
Jelikoz v takto velkych ¢islech nemtize lezet optimalni feseni a zbylych Teseni je
kone¢né mnoho, musi existovat maximum. Oznac¢me nejmensi ¢islo, kde stredni
hodnota zisku nabyva svého maxima, jako K, a nejvétsi z nich jako K4+N (Kde
N klidné muze byt nula).
Jelikoz stredni hodnota zisku je "konkavni'funkce (ve smyslu predchoziho lem-
matu), neni mozné, aby nabyvala maxima na dvou ruznych bodech a nikoliv
mezi nimi.

d

Pri hledani maxima pouziji nasledujici postup: Zacnu na n=0. A pokud je pri-
rustek zisku stale kladny, rozhodnu se nakoupit vice novin (uvazuji n o jednicku
vétsi) a toto opakuji. Véty vyse mi fikaji, Ze tento postup maximum skutec¢né
nalezne.

Véta 4. Optimalni reseni ulohy mazimalizace stredni hodnoty zisku je nejmensi

mozné n takové, Ze F\(n) > (1—%), kde F je distribucni funkce rozdéleni prichodu
zdakaznikii.



Diikaz. Dalsi noviny se vyplati poridit praveé tehdy, pokud:

bp(>n)—a>0

p(> n)>%
1—p(< n)>%
F(n) =p(<n) < (1-5)
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Pozndmka. Jak jsem nasledné zjistil, tento vysledek je pro spojité rozdéleni v
literature znam jako Littlewoodovo pravidlo.

Poznamka. Pokud je bodi maxima vice, tento postup mi vrati ten s nejmensim
rozptylem. (Plyne z nésledujiciho dikazu)

2.2 Minimalizace rozptylu zisku

Jiny pohled na véc muze ptinést toto kritérium. S tim, jak kamelot kupuje
vice a vice novin, riskuje, ze o své penize prijde. Pokud by se podarilo nalézt
néjaké (alespon lokalni) minimum v rozptylu zisku, mohl by si pfijit na slusny
peniz a zaroven neriskovat vice, nez je nutné.

Véta 5. Rozptyl zisku je neklesajici funkci poctu nakoupenijch novin. Navic pokud
P(>n) =0, zustdvd jiz s rostoucim n konstantni.

Diikaz. Nejprve si najdu néjaké jednodussi vyjadieni var(Z|n).

var(Z|n) = var(P — V|n) = var(P|n), protoze pokud zndme pocet koupenych
novin, vydaje jsou jiz pevné danou konstantou V' = n x a.

Z lemmatu vyse dosadim:

var(P|n) = E(Pn)* — (E(Pn))* =
b sum2(n) + b*n*p(> n) — (b sum(n) + b p(> n)n)? =
b2sum2(n) + b*n’*p(> n) — b*(sum(n))? — 2b°np(> n)sum(n) — p(> n)*b*n’.

Snazim se dokéazat, ze var(P|n + 1) — var(P|n) > 0 nezavisle na rozdéleni pri-

chodu lidi. Vzhledem k tomu, Ze rozptyl var(P|n) je pfimo tmérny b*, coZ je

kladné &fslo, poéitam pro pohodl R := verFntlzvar(Fin),

R=sum2(n+1)+ (n+1)*p(>n+1) — (sum(n + 1))

—2(n+ Dp(>n+ Dsum(n+1) —p(>n+1)*(n + 1)
—sum2(n) — n’*p(> n) + (sum(n))? + 2np(> n)sum(n) + p(> n)*n?
Pokracuji tim, ze rozklddam p(> n) = p(n + 1) + p(> n + 1), sum(n + 1) =
(n+1)p(n—+1) + sum(n) a sum2(n+1) = (n+1)*p(n + 1) + sum2(n). Vypolty

také velmi zjednodusi vztah (n + 1)> —n? = (2n + 1) Po rozndsobeni a odecteni



nekolika ¢lenti zbude nasledujici:

R=pn+1)n+12+C2n+Dp(>n+1)— (n+1)*p(n+1)°
—2sum(n)(n + Dp(n + 1) — 2p(> n + 1)sum(n) — p(>n + 1)*(2n + 1)
—n?p(n+1) = 2(n+ 1)*p(> n + Dp(n + 1) + 2np(n + 1)sum(n)
+2p(n+ )p(>n+ 1)n* +p(n + 1)*n* + p(n + 1)(2n + 1)+
2n+ Dp(>n+1) — 2n+ Dp(n +1)* — 2sum(n)p(n + 1)
+2p(n + Dp(> n+ 1)n? — 2p(> n + 1)sum(n) — p(>n + 1)*(2n + 1)
—2(n+1)*p(n+1)P(>n+1) =
=p(>n)2n+1) —2p(> n)sum(n) —2(2n+ )p(n + )p(>n+ 1)
—(2n+1)(p(n +1)* + p(> n+1)?)

Zévorka (p(n + 1)* + p(> n + 1)) v posledn{ ¢dsti vyrazu se dd prepsat jako
(p(>n))? —2p(n+ 1)p(> n+ 1) a diky tomu dostanu hodnotu R na jiz pomérné
pékny tvar:

R =p(>n)(2n+ 1) — 2p(> n)sum(n) — (2n + 1)p(> n)*.

Z toho je vidét druhd ¢ast tvrzeni véty. Pokud p(> n) = 0, rozptyl jiz ddle neroste.
Hodnotu V se snazim porovnéavat s nulou. Pokud je p(> n) nenulova, mohu ji délit
a porovnani s nulou vyjde stejné. Po rozepsani sumy mam tvar:

R=(2n+1 —222*}9 +np(>n)) —p(>n)

Pokud zavorka vyjde mensi nez n, vyraz vyjde nezaporny a véta bude dokazana.
Pottebuju dokazat, ze Y1 1 i * p(i) + np(> n) < n. Vydélim n.

n

> (i/n) xp(i) + p(>n) <1

i=1

a pozadovand nerovnost je ziejma z podminky Y22, p(i) =1

Z toho ovsem plyne, ze optimélni strategie je dat od prodavani novin ruce pry¢ a
ze zadné (ani lokdlni) minimum rozptylu neni mozné za zadnych podminek najit.
To ovsem neni zrovna dobra strategie z pohledu uziveni kamelota.

2.3 ’Safe for lunch’

Zde pozadujeme, aby mél kamelot kazdy den zisk alespon takovy, aby si mohl
koupit néco k jidlu. Jelikoz nic nezarucuje, ze ptijde byt jen jediny zakaznik, sna-
zime se maximalizovat pravdépodobnost, ze zadaného zisku dosahne.

Chceme tedy zajistit co nejvétsi p(Z > k) pro zadané k € R*
Nejprve trividlni odhad: Abychom mohli mit dostatecné velky zisk, musime koupit
alespon (ﬁ} novin. Jinak, nehledé na to, kolik lidi prijde, jich proddme maélo a
zisk ndm nebude stacit.



Véta 6. Pron > [&1 je p(Z > k) nerostouci funkci poctu novin n. Pro n
mensi p(Z > k) je nulovd a tedy [ﬁ} je optimdlni resent ilohy mazimalizovat
p(Z > k).

Diikaz. Chceme vydélat alespon k a z jednéch novin mame zisk (b-a). Tedy
[ﬁ} je minimalni pocet objednanych novin, abychom méli viibec moznost se
uzivit. Tim je dokazana druhd c¢ast tvrzeni. Chci ukazat, ze pokud koupim vice
novin, nez ika odhad vyse, tak p(Z > k) se nezvétsi. Oznacéim si pocet prichozich
zakaznikl jako N. Maximalizovanou pravdépodobnost si upravim:

PZ>k)=p(P-V>k)=pP>V+k)=

V+k
b

:p(bN>V—|—k:):p<N>

Jelikoz s rostoucim poctem koupenych novin roste hodnota vyrazu na pravé
strané, je lepsi nekupovat zadné noviny navic a tvrzeni je dokédzano celé.

Pokud k je opravdu cena jidla/vyziti do dalsiho dne, tak tato velmi opatrnd stra-
tegie kamelota uzivi, kde jen to bude mozné. OvsSem staci, aby jednou prislo méné
lidi, a kamelot bude mit problém, neb bude mit minimélni (pokud néjaké) rezervy
na horsi ¢asy. A pokud nezije kamelot v idedlnim svété, kde tato moznost nemize
nastat, tak s postupujicim casem se pravdépodobnost krachu stejné bude blizit k
jedné. Pokud k£ je ale néjaky kamelottiv cil spojeny s postupnym Setfenim si na
horsi casy, tato strategie by se mohla vyplatit.

2.4 Kombinace predchozich

Soustiedit se na jedno kritérium nemusi byt nutné z praktického hlediska ide-

alni feSeni. V této Casti se pokusim predchozi pozadavky (Co nejvétsi stfedni
hodnotu zisku, co nejmensi rozptyl, co nejvétsi jistotu, ze vydélam alespon k)
zkombinovat a to bud podminovanim nebo vazenim.
Podminovani: Budu se snazit maximalizovat sttedni hodnotu zisku, ale zaroven si
ponechat néjakou jistotu. Matematicky zapsano, fesim tlohy: max(EZ) za pod-
minky VarZ < K piipadné za podminky p(Z > K) > a pro dané konstanty K
resp. o

Jiz jsme dokazali (Véta , ze stfedni hodnota zisku je konkavni funkce n a

umime najit jeji maximum (Véta . Podminky navic zptusobi, ze néktera pri-
pustna feseni o svou pripustnosti prijdou. Jediné zmény se tedy dockame, pokud
se toto stane optimalnimu feseni z véty [4]
Necht se tak stane. Poté ovsem zadné feseni pro vétsi n také nebude pripustné.
(Jak plyne z vét [0 a [5). Na takto ziZzené mnoziné pifpustnych fesen je stfedni
hodnota zisku neklesajici funkei n a optimalni feseni je tedy vzdy pravé to nej-
vétsi pripustné.

Obdobnéa situace nastane, pokud se rozhodnu podminovat obracené. Uva-
zujme ulohu min(VarZ) za podminky £Z > K (Pfipadné EZ > K). Pokud

neni K prilis veliké a mame alespon néjaké pripustné feseni, optimalni bude vzdy
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to nejmensi z nich. (VarZ je neklesajici funkce n a nejmensi reseni existuje, pro-
toZze jsme na podmnoziné prirozenych ¢isel.) Uloha "Safe for lunch'za podminky
na stredni hodnotu vyjde shodné: Nejmensi pripustné feseni je optimalni.
Zajimavéjsi pripad nastane, pokud se pokousime maximalizovat uzitkovou funkci
danou jako EZ — ANV arZ ¢ lépe EZ — A v VarZ. X zde znaci averzi k riziku, ktera
je konstantni a zavisi na uvazeni kamelota. Tento pristup je prikladem Markowi-
tzova modelu a v této obecnosti se explicitni feSeni neda najit. Numerické Teseni
pro konkrétni A bude uvedeno v zavérecné casti. Stejné tak dusledky volby riiz-
nych konstant A.



Kapitola 3
Rozsireni zakladni alohy.

Zakladni tloha prodavace novin ma, jak jsme zjistili na predchozich strankach,
z hlediska optimalizace prekvapivé jednoduché feseni. Zde se pokusim vytvorit

vvvvvv

3.1 Predpovéd pocasi

Ne kazdy den je stejné vhodny na prodavani novin. Kamelot se miize snazit
odhadnout, jaké budou podminky nasledujici den a podle toho se zachovat. Za
pékného pocasi se prichod lidi bude fidit jinym rozdélenim nez za mizerného.
Uvazuji zde dvé moznosti (Bude prset / Nebude prset) a kamelot bude vedeét,
jaka je predpovéd na nasledujici den, s dostatecny predstihem, aby se mohl podle
toho rozhodnout pri nakupu novin.

V realném svété nemusi byt predpovédi pocasi zdaleka spolehlivé. Predpokla-
dejme, ze meteorolog bude mit pravdu s néjakou pravdépodobnosti p. Jaky to
bude mit vliv na postup reseni? Pomérné snadno ukazu, ze zadny.

Jev, kdy meteorolog fekne, Zze bude prset, si ozna¢im jako [bude]. Dopliikovy jev
[nebude].

Skute¢né pocasi druhy den bude bud [prsi] nebo [neprsi]. Pfipomindm, ze p(n)
je pravdépodobnost, ze druhy den prijde pravé n zakaznikl. Snazime se urcit
p(nlbude) a p(n|nebude).

Pozndmka. Ackoliv v nasledujici vété vyjde presny vzorec, uvadim jej jen pro tpl-
nost. Dilezité je, ze néjaky existuje a tedy ze se tloha s nepfesnym meteorologem
da prevést na predchozi pripad.

Véta 7. Méjme dve rozdélent, podle kterych mohou chodit zdkaznici v zdvislosti
na tom, jestli bude prset nebo ne. Dést se bude ridit alternativnim rozdélenim
se znamym parametrem. Méjme meteorologa, ktery se snazi predpovédét, zdali
bude pristi den prset nebo ne. Necht je ndm zndma spolehlivost meteorologa (tedy
vime v jakou pravdépodobnosti spravné predpovi dést a s jakou pravdépodobnosti
sprdavné predpovi jasny den).

Potom existuji a daji se urcit rozdéleni poctu zdkazniki za podminky zndmé pred-
povedi pocast.
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(1 — p(nebudel|prsi))p(n|prsi)p(prsi)
(bude|prsi)p(prsi) + p(bude|neprsi)p(neprsi)

p(nlbude) =
(n|bude) 5

(1 — p(nebude|neprsi))p(n|neprsi)p(neprsi)

p(bude|prsi)p(prsi) + p(bude|neprsi)p(neprsi)

p(n|nebude) se dd urcit analogicky, neb role rozdéleni za desté a za jasného dne
jsou naprosto obecnd a zdmeénnd.

Diikaz. 7 véty o uplné pravdépodobnosti (déle VO(JP) plati nasledujici rovnost:
p(n|bude)p(bude) + p(n|nebude)p(nebude) = p(n|prsi)p(prsi) + p(n|neprsi)p(neprsi)

Podle predpokladii znamé vsechny proménné na pravé strané rovnice. Pokusme
se spocitat clen p(n|nebude)p(nebude)

p(n|nebude)p(nebude) = p(n&nebude) =
= p(né&nebude|prsi)p(prsi) + p(n&nebude|neprsi)p(neprsi)

Prvni rovnost je ptimo z definice podminéné pravdépodobnosti, druhd je opét
VOUP. Déle, pokud bychom védéli naprosto piesné (podminili ndhodnou veli-
¢inou), jestli bude prset nebo nikoliv, tak meteorologova predpovéd a skuteény
pocet zakazniku, ktery dorazi nésledujici den, budou uz nezavislé veli¢iny. Pro
obé navic zname rozdéleni, kterym se tidi. Pokracuji v tipravach:

p(n&nebude|prsi)p(prsi) + p(n&nebude|neprsi)p(neprsi) =
= p(n|prsi)p(nebude|prsi)p(prsi) + p(n|neprsi)p(nebude|neprsi)p(neprsi)

V obou soucinech jsou pravdépodobnosti znamych rozdéleni ptichodu zakazniki,
pravdépodobnost, Ze meteorolog udéla chybu ci ze doda spravnou predpovéd a
nakonec pravdépodobnost, ze bude/nebude prset. Vsechna tato ¢isla podle pred-
pokladt zname.
rovat pred destém. Opét pouzivam VOUP:

p(bude) = p(bude|prsi)p(prsi) + p(bude|neprsi)p(neprsi)

A opét nam jsou na pravé strané vSechny pravdépodobnosti znamy. Po dosazeni
do prvni rovnosti vyjde linearni rovnice o jedné neznamé. Miizeme tedy jedno-
znacné ur¢it p(n|bude) pro libovolné n a po dosazeni a vytknuti vyjde vzorec v
tvrzeni véty. .

Poznamka. Pokud zname spolehlivost meteorologa, pak si timto postupem mi-
zeme spocitat rozdéleni v zavislosti na predpovédi a nasledné bez ijmy na obec-
nosti predpokladat, Ze meteorolog ma vzdy naprostou pravdu, jakkoliv zvracena
myslenka to muze byt.

Poznamka. Pokud spolehlivost meteorologa pripadné mistni klima nezname, jsou
to parametry alternativniho rozdéleni, z néhoz budeme s postupem casu ziskavat
nahodny vybér a tedy se daji snadno odhadnout. MiiZze to maximalné zpomalit
konvergenci kamelotova odhadu k idedlni hodnoteé.

Poznamka. Obdobny postup bych mohl pouzit i pro dikaz véty pro vice druhu
pocasi (jasno/polojasno/lehky dést/boutka...) a vysel by naprosto stejné. Jen
vzorce by byly adekvatné delsi a neprehledné;jsi.
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3.2 Kvétinarka

Kvétiny maji sice také kratkou trvanlivost, ale nemusi byt znehodnoceny hned
druhy den. Uvazujme variantu ulohy, kdy neprodané zbozi se da skladovat do
druhého dne bez ztraty na hodnoté. Do tretitho dne uz neptrezije. Kvétinarka
samoziejmé prodava nejprve starsi zbozi, kterého se potrebuje rychleji zbavit. Az
poté sahne po cerstvé dodavce.

Regen{ "opatrnych"tdloh s minimalizaci rozptylu nebo snahou vydélat si na obéd
se touto zménou predpokladu nezméni. Stiedni hodnota zisku ovsem ano.

Véta 8. Optimdlni reseni ilohy mazimalizovat stredni hodnotu zisku pro kvéti-
ndrku je koupit nejmensi n kvétin takové, Ze Y3i_ o p(i)F(n — i) > 1 —§, kde F
je distribucni funkce prichodu zdkazniki a dvojice (a,b) oznacuje porizovaci resp.
prodejni ceny kvétin.

Diikaz. Stejné jako u dukazu Littlewoodova pravidla (Véta |4]) predpoklddam, ze
na skladé mam n kvétin a uré¢im zménu stiedni hodnoty zisku, pokud koupim
jednu navic. Kladny zisk bude, pokud (n+1) kvétinu proddm bud prvni nebo
druhy den. Stfedni zisk z prodeje prvni den je stejny jako minule: bp(> n). (n+1)
kvétinu prodam druhy den, pokud prvni den ptijde nejvyse n zakazniki a druhy
den pfijde vice nez (n—1), kde i je pocet zadkaznik prvni den. V obou piipadech
ji prodam za cenu b. Stredni hodnota zisku se tedy zvétsi, pokud:

bp(> n) —I—bzn:p(i)p(> n—i)—a>0

—_
|

=

IN
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+
(]
:g\ <
|

=8

=
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- anp(l)p(é n—i)) > %
ép(i)p(s n—1i)<1- %
ip(i)F(n —i)<1-— %

a

Zp(i)F(n —i)>1- 5

12



Poznamka. Narozdil od Littlewooda, zde se mi nepodafilo najit zadny hezky
vzorec, do kterého by se dalo dosadit a vratil by optimalni feseni. To je vsak stéale
urceno jednoznacné a dé se vzdy koneénym poctem dosazeni dopocitat.(Dosadit
n = 1 a postupné zvétsovat. Jakmile bude jednou nerovnost porusena, mame

optimélni feSeni.)
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Kapitola 4

Numerické vysledky.

Vytvoril jsem program v C#, ve kterém simuluji prichod zdkazniki a rozho-
dovani kamelota. Situace je takova, ze kamelot prijede do mésta s tisicikorunou
v kapse a jeden mésic (30 dni) nakupuje noviny po 6ké a prodava je za 10k¢.
(Stejny pomér cen, jaky zkoumal R.J.Casimir| (1990)) ). Na rozdil od |R.J.Casimir
(1999) zde za lépe informovaného kamelota povazuji toho, ktery znd informace
o rozdéleni prichodu zakaznikii, nikoliv presné pocty, které v dany den prijdou.
Neinformovany kamelot si sestavuje empirickou distribuc¢ni funkci a rozdéleni se
snazi odhadnout. Kameloti se rozhoduji podle strategii rozebiranych vyse a tam,
kde to ma smysl, uvadim vysledky jak pro informovaného tak odhadujiciho ka-
melota. Prichod zdkaznikl jsem simuloval pomoci Poissonova rozdéleni se stredni
hodnotou 10 zdkazniki denné. U poslednich dvou méfeni (S meteorologem a vli-
vem pocasi) jsem si nadefinoval vlastni rozdéleni se stejnou stredni hodnotou.
Detailni popis je pfimo u nich. Tento prvni mésic jsem nechal simulovat tisickrat
a z kazdé simulace jsem si pamatoval kamelotiv primérny denni zisk, vybérovy
rozptyl jeho ziskl a jeho maximélni a minimalni kapital béhem meésice. Tyto hod-
noty beru jako namérend data a vytvarim z nich statistiky.

Zaroven prikladam podrobnéjsi data ze simulace jednoho takového mésice.

4.1 Nejveétsi stredni hodnota

Na prvni pohled si tento prodava¢ novin béhem simulaci vedl ze vSech nej-
lépe. V porovnani s kvétindfkou a meteorology vSak samoziejmé prohral kvili
nerovnym podminkam. Jelikoz se snazil maximalizovat ocekavany zisk, vydélaval
dalsi kapital pomérné rychle. (Viz fadek "Prumérny zisk') V nésledujicich dvou
tabulkach jsou jeho vysledky, pokud musel prichody zakaznikti odhadovat.
Pripominam, ze z kazdé tricetidenni simulace si pamatuji prumérny denni zisk,
minimalni a maximalni kapital béhem ni a vybérovy rozptyl dennich ziski. Z
téchto namétrenych ¢tveric poté konstruuji prameér, vybiram minimum, maximum
a pocitdm smérodatnou odchylku
Pozndmka. Hodnota kapitalu 1000k¢ se v simulacich s odhadovanim bude obje-
vovat Casto. Prvni den nemél kamelot zaddné informace o prichodu zdkazniki a
rozhodl se nekupovat zadné zbozi. Proto vzdy na konci prvniho dne mél porad
svoji startovni tisicovku

V néasledujicich dvou tabulkach jsou vysledky pro kamelota, ktery znal predem
presné rozdéleni a snazil se maximalizovat stfedni zisk. V priaméru si pocinal o
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néco lépe nez jeho odhadujici kolega. Ma vetsi primeérny zisk a mensi pramérny
rozptyl.

Pozndmka. V simulacich, kdy ma kamelot vSechny informace o rozdéleni jiz od
zacatku, se rozhoduje naprosto konstantné. Zakaznici prichazi podle stejného roz-
déleni a tedy neméa divod ménit odhad.

4.2 Minimalni rozptyl

(Nesimulovano. Neni divod)

4.3 Safe for lunch

Zde se kamelot snazi vydélat kazdy den alespon 10k¢. Na to potrebuje prodat
troje noviny (A tim vydélat 12k¢). Jelikoz se drzi takto pri zemi, rozptyl je mi-
nimalni a do ¢ervenych ¢isel se dostava jen velmi vyjimecné. Na druhou stranu,
jeho zisky jsou o to mensi.

4.4 Kombinace predchozich
Zde mé kamelot snahu maximalizovat uzitkovou funkci zadanou jako: Stredni

hodnota zisku minus dvakrat sttedni hodnota rozptylu. Koeficient je to maly, ale
promitne se: Oproti ¢isté snaze maximalizovat zisk si poc¢inad o trochu opatrnéji.
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Littlewood (Odhad)

‘ Prumér ‘ Min ‘ Max

\ Smeér. odchylka ‘

Pramérny zisk 26,1 17,66 | 34,06 | 2,737
Minimalni kapital 997,46 | 918 1000 8,476
Maximalni kapital 1783,8 | 1530 | 2022 81,973
Rozptyl denniho zisku | 214,31 | 19,92 | 745,29 | 106,423

Tabulka 4.1: Maximalizace stfedniho zisku. Neznamé rozdéleni.

Cislo dne |1 2 3 4 28 29 30
Nékup 0 9 9 9 9 9 8
Zékazniku | 9 10 |9 10 7 5 12
Kapital 1000 | 1036 | 1072 | 1108 1738 | 1734 | 1766

Tabulka 4.2: Maximalizace stfedniho zisku. Nezndmé rozdéleni. (Jeden pribéh)

Littlewood (Real)

‘ Prumér ‘ Min ‘ Max

| Smér. odchylka |

Primeérny zisk 28,15 18 34,33 | 2,539

Minimalni kapital 1026,32 | 966 1036 14,813
Maximalni kapital 1845,36 | 1544 | 2030 75,805
Rozptyl denniho zisku | 181,48 | 24,17 | 493,93 | 77,824

Tabulka 4.3: Maximalizace stredniho zisku. Znamé rozdéleni.

Cislo dne |1 2 3 4 28 29 30
Nakup 9 9 9 9 9 9 9
Zakaznika | 9 10 9 10 7 5 12
Kapital 1036 | 1072 | 1108 | 1144 1778 | 1774 | 1810

Tabulka 4.4: Maximalizace stredniho zisku. Znadmé rozdéleni.

| SFL (Real) | Primér | Min | Max | Smér. odchylka |

Primérny zisk 11,966 | 11 12 0,124
Minimalni kapital 1011,97 | 1002 | 1012 | 0,547
Maximalni kapital 1358,97 | 1330 | 1360 | 3,722
Rozptyl denniho zisku | 0,452 0 29,96 | 2,066

Tabulka 4.5: Safe for lunch (10k¢). Znadmé rozdéleni

Cislo dne |1 2 3 4 28 29 30
Nakup 3 3 3 3 3 3 3
Zakaznikt | 9 10 9 10 7 5 12
Kapitél 1012 [ 1024 | 1036 | 1048 1336 | 1348 | 1360

Tabulka 4.6: Safe for lunch (10k¢). Znamé rozdéleni. (Jeden pribéh)

| Averze k riziku (Odhad) | Primér | Min | Max | Smér. odchylka |

Pramérny zisk 19,33 5,33 | 30,06 | 4,346
Minimalni kapital 998,26 | 924 | 1000 6,875
Maximalni kapitél 1580,17 | 1160 | 1902 130,426
Rozptyl denniho zisku 44,54 0,44 | 254,89 | 38,993

Tabulka 4.7: Averze k riziku. Koeficient 2. Neznamé rozdéleni.
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Cislo dne |1 2 3 4 | 28 29 30
Nakup 0 8 8 8 4 4 5
Zékaznikt | 9 10 9 10 7 ) 12
Kapital 1000 | 1032 | 1064 | 1096 1598 | 1614 | 1634

Tabulka 4.8: Averze k riziku. Koeficient 2. Neznamé rozdéleni. (Jeden prubéh)

| Averze k riziku (Real) | Pramér [ Min | Max | Smér. odchylka |

Pramérny zisk 19,57 17 20 0,508
Minimalni kapital 1019,46 | 990 | 1020 3,020
Maximalni kapital 1587,22 | 1510 | 1600 15,209
Rozptyl denniho zisku | 7,386 0 95,847 | 11,965

Tabulka 4.9: Averze k riziku. Koeficient 2. Znamé rozdéleni.

Cislo dne | 1 2 3 4 .. | 28 20 30
Nakup 5 5 5 5 5 5 5
Zakaznik | 9 10 9 10 7 5 12
Kapitél 1020 | 1040 | 1060 | 1080 1550 | 1570 | 1590

Tabulka 4.10: Averze k riziku. Koeficient 2. Znamé rozdéleni. (Jeden pribéh)
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4.5 Predpovéd pocasi

Zde velmi zalezi na tom, zdali bude prset nebo nikoliv. Stale pouzivam Poisso-
novo rozdéleni. Pokud prsi, prijde ve stfedni hodnoté 1 osamély zakaznik. Pokud
je hezky, ptijde jich 19. Prsi s pravdépodobnosti 0,5 a tedy stale ptijde ve stfedni
hodnoté 10 zakazniki jako v minulych pripadech.

Zde je vidét, ze takto proménlivé rozdéleni je pro kamelota zhoubné. V simulacich

se pravidelné stfidala snaha kamelota kupovat hodné (Vice nez 10) novin a mélo
(jedny, maximélné dvoje) noviny. Protoze byl ovSem pomér cen nakup/prodej
vétsi nez polovina, nevyplatilo se riskovat a pozdéji ztstal u malych hodnot a
postupoval velmi opatrné. I tak ale mél casto ze zacatku obrovské ztraty, jak je
vidét v souhrnnych statistikéach.

Kamelot, ktery se ridil podle predpovédi pocasi, ma zde znatelné lepsi vy-
sledky. Dokonce diky lepsimu odhadu pro kazdy néasledujici den ma vétsi pri-
meérny zisk nez uplné ptivodni strategie, prestoze v primeéru stale chodi 10 zakaz-
niki.
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Ignoruje meteo Primér \ Min \ Max \ Smér. odchylka ‘

Priamérny zisk -1,45 -18,86 | 27,26 4,222
Minimalni kapitél 896,85 | 418 1000 94,044
Maximalni kapitél 1088,31 | 1000 | 1914 109,571
Rozptyl denniho zisku | 1171,59 | 2,312 | 5682,10 | 1301,614

Tabulka 4.11: Kamelot ignoruje meteorologa. Odhaduje rozdéleni.

Cislo dne |1 3 4 .28 29 30
Nékup 0 1 1 1 1 1 1
Zékazniku | 1 14 [0 16 19 [20 |2
Kapitél 1000 | 1004 | 998 | 1002 1048 | 1052 | 1056

Tabulka 4.12: Kamelot ignoruje meteorologa. Odhaduje rozdéleni. (Jeden prubéh)

’ Sleduje meteo \ Primeér \ Min \ Max \ Smér. odchylka ‘
Primeérny zisk 30,14 11,73 | 50,4 5,883
Minimalni kapital 1026 962 1072 33,186
Maximalni kapitél 195,65 | 1352 2512 175,972
Rozptyl denniho zisku | 1072,05 | 508,61 | 1478,68 | 113,622

Tabulka 4.13: Kamelot poslouchd meteorologa. Znamé rozdéleni.

Cislodne |1 2 3 4 .. | 28 29 30
Nakup 1 18 1 18 18 18 1
Zékazniku | 1 14 0 16 19 20 2
Kapital 1004 | 1036 | 1030 | 1082 1744 | 1816 | 1820

Tabulka 4.14: Kamelot poslouchd meteorologa. Znamé rozdéleni. (Jeden pribéh)
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4.6 Kvétinarka

Jak jiz bylo Teceno, kvétinarka muze vice riskovat, protoze co neproda jeden
den, miize prodat béhem dne nasledujictho. Presnd strategie je popsana v pred-
chozi kapitole. Proti kamelotiim ma ovsem nezanedbatelnou konkurenéni vyhodu,
jak potvrzuji nasledujici data. Vzhledem k tomu, ze priumérny denni zisk by ne-
mél prekrocit 40ké (kazdy den v prumeéru prijde 10 zdkaznika a na kazdém jde
vydélat maximalné 4k¢), znaci zvySeni z prumeéru 26-28ké denné na cca. 31ké
denné a snizeni rozptylu rozhodné lepsi vysledek.
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Kvetinarka (Odhad)

‘ Pramér | Min Max ‘ Smeér. odchylka ‘

Priamérny zisk

3121 [2093 | 41,73 | 3,154

Minimalni kapital

965,16 | 818 1000 34,929

Maximalni kapital

1938,63 | 1628 2252 94,273

Rozptyl denniho zisku | 1500,71 | 500,39 | 3825,24 | 514,246

Tabulka 4.15: Kvétinarka. Odhaduje rozdéleni.

Cislo dne 1 2 3 4 .. |28 29 30
Rozhodnuti | 0 30 9 15 12 11 9
Zékaznika | 15 12 |9 11 11 7 10
Zbylo kvétin | 0 18 |9 13 9 11 9
Kapital 1000 | 940 | 976 | 996 1904 | 1908 | 1954

Tabulka 4.16:

Kvétinaika. Odhaduje rozdéleni. (Jeden prubéh)

Kvetinarka (Real)

\ Primeér \ Min \ Max \ Smér. odchylka ‘

Priamérny zisk

31,95 18,26 | 43,46 3,893

Minimalni kapital

976,6 906 1000 21,178

Maximalni kapital

1960,73 | 1578 2304 116,286

Rozptyl denniho zisku | 1271,38 | 387,33 | 2847,78 | 386,302

Tabulka 4.17: Kvétinarka. Zname rozdéleni.

Cislo dne 1 2 3 4 .. |28 29 30
Nakup 19 15 12 9 12 11 8
Zakazniku 15 12 9 11 11 7 10
Zbylo kvétin | 4 7 10 8 8 11 8
Kapitél 1036 | 1066 | 1084 | 1040 2108 | 2112 | 2164

Tabulka 4.18: Kvétinatka. Zname rozdéleni. (Jeden pribéh)
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4.7 Grafy a trendy

4.7.1 Jeden mésic

Pro zvyraznéni podobnosti a odlisnosti jednotlivych strategii jsem porovna-
vané simulace poustél vzdy na stejnou posloupnost prichodu zdkazniki a tyto
porovnavané nasledné zanesl do jednoho grafu.

V grafu porovnavam dvé situace: Bud kamelot rozdéleni ptichodu zakaz-
niki zna a nebo nikoliv. Jak je vidét, jediny rozdil je na zacatku, kdy odhadujici
kamelot nemd tuseni. V radu prvnich par dnt se ovSem vzdy chytil a nasledné
byly trajektorie stejné az na posunuti ¢i sem tam nahodnou odchylku o jedny
noviny. Prodavac¢ novin se ucil skutec¢né rychle.

1900
1800

1700 -

1800

s Littlewvood Odhad |
1000 | jTTlEAN0OO ZNEME

1 234567 891011121314 1516171819202122 2324 2526 2728 28930

Obrézek 4.1: Trajektorie jednoho mésice s Littlewoodovym pravidlem.
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Obrazek 4.2: Trajektorie jednoho mésice se strategii SFL

V grafuld.2]je vidét extrémné opatrné obchodovani strategie "Safe for lunch' (Nize
téz pod zkratkou SFL). Jelikoz vétsinou chodilo dost lidi, kamelot nemél problém
své dva vytisky prodat a kapital mu tak jisté, ale velmi pomalu stoupal.

Graf [4.3] se chovéd velmi podobné jako (.1} Kvétindika se totiz Fidi zobecnénou
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Obrazek 4.3: Trajektorie jednoho mésice kvétinarky

verzi Littewoodova pravidla. Stejné jako diive, odhady velmi rychle zkonvergovaly
ke spravné hodnoté a pak uz se grafy chovaji obdobné.

V grafu [£.4 uvddim vysledky dvou riznych simulaci. Svétle modrd pochazi z
jiného nahodného vybéru. Kamelot sledujici predpovéd ma obrovské zisky, neb za
téchto podminek je v predpovédi velka informace. Kameloti ignorujici predpoved
se bud chovaji velmi opatrné (Zelend) nebo nejprve maji nékolik malo hezkych
dni, nez prijdou desté, prvni velkd ztrata a pak uz si davaji pozor a odmitaji
riskovat. Pokud by pravdépodobnost desté byla dostatecné mala (Zde 50%), risk
by se mohl vyplatit. Zde jsou ovSsem potencialni ztraty veliké a kameloti ignorujici
predpovéd nemaji sanci dlouhodobé vydélavat.
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Obrazek 4.4: Trajektorie jednoho meésice s predpovédi pocasi
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4.7.2 Opakovana simulace

Zde budu rozebirat dlouhodobé chovani jednotlivych strategii. Neprve kame-

loty, ktefi méli stejné podminky, ale rizné strategie, pak kvétinarku a nakonec
kameloty s moznosti sledovat predpovéd pocasi. Kazdou sadu podminek a stra-
tegii jsem simuloval tisickrat. To je na vypozorovani trendt vice nez dostacujici
a v praxi je takovy rozsah stejné nedosazitelny. Dohromady je to totiz pres 83
let ¢istého prodeje novin/kvétin. Jelikoz se vétsinou vysledky lisily o pomérné
malé hodnody, sloucil jsem pro prehlednost namérené hodnoty do intervali, je-
jichz dolni meze je obsazena, horni nikoliv.
Priklad: Grafd.5|nam tikd, ze naprosta vétsina simulaci, kdy se kamelot ridil stra-
tegii "Safe for lunch'méla prumérny denni zisk mezi 12 (véetné) a 16 korunami.
Ve skutecnosti méla valna vétsina primeérny denni zisk presné 12 korun. Vic tato
strategie ani neumoziuje

Rizné strategie

Z grafa [L.5[A.0][4.7 a [4.8] se daji vycist nasledujici nijak prekvapivd zjisténi:
Jakdkoliv strategie dosahuje v pruméru lepsich vysledku (Vétsi pramérny zisk,
mensi rozptyl), pokud zna predem rozdéleni, podle kterého zakaznici ptrichézeji.
Littlewoodova strategie skutecné ma nejlepsi primérny denni zisk. Strategie SFL
skutecné ziidkakdy ma néjaké ztraty, ovsem ma také nejmélsi zisky. A nékde mezi
SFL a Littlewoodem stoji strategie, kdy se kamelot snazi maximalizovat zisk, ale
ma jistou averzi vudi riziku. (Zkratka AVR). Ukazuje se ovSem také, Ze strategie
AVR s jen malou konstantou averze je témér primym zlepsenim strategie SFL.
Ma v vyluéné vétsi zisky. Jak minimdlni, tak maximalni kapital a rozptyl zisku
se prakticky nezménil. Pak zalezi na kazdém prodejci, jak se rozhodne a jak moc
je ochoten riskovat.

1000

m Littlewood odhad

900 i i i i Littlewood zname

800 | | | | | mSFL |
m AVR odhad

700 I I I I BVR zname

o
0 4 a 12 16 20 24 28 32 36

Primeérmny zisk

Obrézek 4.5: Primérné denni zisky kamelotl za jeden mésic
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Obrazek 4.6: Minimalni hodnoty kapitalu kameloti béhem jednoho mésice
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Obréazek 4.7: Maximélni hodnoty kapitdlu kameloti béhem jednoho mésice
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Obrazek 4.8: Vybérové rozptyly zisku kameloti béhem jednoho mésice
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Kvétnarka

Grafy s vysledky kvétinarky potvrzuji to, co bylo z teorie i tabulek jiz vidét:
Kvétinarka ma nezanedbatelnou konkurencéni vyhodu. Mize vic riskovat a dokéaze
se prizpusobit vykyvim v prichodech zakazniki. Jeji pramérné prijmy jsou vétsi,
stejné tak ale i drasticky vétsi rozptyl. To je pravé disledkem skladovani. Jeden
den muze nakoupit hodné, mit ztratu ¢i velmi maly zisk a druhy den bez nakupt
prodat zbytek a mit za ten den obrovsky zisk. Rozptyl dennich ziskd tak zde
neni prilis dobrym ukazatelem. Stejny vsak zustava trend koncit s citelné lepsimi

vysledky, pokud pfedem zname rozdéleni.

Cetnost

Cetnost

Obrazek 4.10: Minimalni hodnoty kapitalu kvétinarek béhem jednoho mésice

600 -
m Kyétinarka odhad
Kvetinaka zname |
500 - ]
400
300
200
100 - - I
0 == i .
15 20 25 30 36 40 45

Praomérmny zisk
Obréazek 4.9: Primérné denni zisky kvétinarek za jeden mésic
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Obrazek 4.11: Maximalni hodnoty kapitalu kvétinarek béhem jednoho mésice
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Obrézek 4.12: Vybérové rozptyly zisku kvétinarek béhem jednoho mésice
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Predpovéd pocasi

Podminky zde byly nastavené tak, aby rozdil mezi informovanym a neinfor-
movanym kamelotem byl propastny. A skutecné. Zatimco kamelot bez informace
o pocasi ma vibec problémy zustat na nule (vice nez polovina simulaci méla v
pruméru denni ztratu), kamelot s presnou predpovédi dosahuje velkych ziski.
Prekvapiveé vsSak i citelné vétsiho rozptylu ziskd. To je ovSsem disledkem toho,
ze kamelot bez predpovédi se pomérné rychle vzdava, kupuje minimalni pocet
vytisku a tedy jeho zisky/ztraty zistavaji blizko nuly a nikam nekmitaji.
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500 - |
400 |
300 |
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0 30 40 50
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Obréazek 4.13: Zisky kamelotu v zavislosti na predpovédi pocasi
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Obrazek 4.14: Minimalni kapital kamelot v zavislosti na predpovédi pocasi
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Obréazek 4.15: Maximalni kapital kamelott v zavislosti na predpovédi pocasi
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Obrézek 4.16: Vybérové rozptyly zisku kamelotii v zavislosti na predpovédi pocasi
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4.8 Shrnuti

Zkoumani a simulace dopadly presné podle o¢ekavani. Jediny trochu prekva-
pivy vysledek byla velka rychlost, s jakou se zptestiovaly odhady kamelotii/kvétinarek
rozdéleni neznalych. Béhem rozebirani riiznych strategii kamelot vSsak mohla vy-
vstat otazka: Daji se strategie a pozadavky prevadét mezi sebou? Do urcité miry
urcité ano. Strategie AVR s nulovou konstantou averze je ekvivalentni Littlewo-
odovu pravidlu. Pokud s konstantou averze pujdu do nekonecna, dostanu se na
trividlni strategii "minimalizace rozptylu".

Na druhou stranu, strategie, které na zadném parametru nezavisi, se oc¢ividné
prevadét nedaji. Prikladem je pravé Littlewoodovo pravidlo.

Trividlni, i kdyZz trochu smutny, zaveér jest ovsem: Pokud mi v této situaci (Zname
rozdéleni ¢i mame stejna data) néjaka strategie fekne "Kup N novin,'neni zptisob,
jak zjistit, ktera z nekonecného mnozstvi kombinaci strategii a parametrii to byla.
Vsechny totiz degeneruji pravé na strategii "Nefes nic a kup N novin', kde N je
parametr.

S postupem casu a odhadi, kdy nezname presné rozdéleni, je ovsem situace jina.
Prevadeéni strategii a volba spravnych parametri, aby davaly stejné vysledky, by
mohlo byt zajimavou oblasti dalsiho zkoumani.
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