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Kapitola 1

Borelovska hieararchie v
metrickych prostorech

1.1 Zavedeni a vlastnosti

Definice Bud X metrizovatelny topologicky prostor. Definujme induktivné
nasledujici t¥idy podmnozin X.

Y(X) == {A C X, A je oteviena}.

Méame-li ordindlni ¢islo 1 < a < wj, kde w; je nejmensi nespocetny ordinal,
polozme

(X)) == {X\ A, A e Zo(X)},
a pro 1 < a < w; polozme
(X)) ={JAnVnew: A, €T, (X)Aa, <a}.
new

Daéle oznac¢me

AY(X) == 22(X) NI (X).

Soubor téchto systému nazyvame borelovskd hierarchie.

Bude jesté uzitecné zapsat

I(X) ={X\ | JAuVnew: 4, eI} (X)Aa, <a}

new

= {ﬂ(X\An);‘v’nEcu:An elll (X)Aa, <a}

new

:{ﬂ ApVnew: A, €0 (X)Aay, <al, (1.1)

new

kde druhé rovnost plyne z De Morganovych pravidel.

Tvrzeni 1.1 Bud (X, p) metricky prostor. Pak pro kazdé ordindlni{ éfslo 1 <

a < wy plati
Da(X) UL (X) € A (X).



Dikaz. Ziejmé pro kazdé 1 < a < wy plati II2(X) C X9 ,(X). Diky (1.1)
také analogicky dostdvdme X2 (X) C II2,,(X). H2(X) C I ,(X) je snadny
dusledek definice 19 (X) a 12, (X) a tvrzeni 39 (X) C X9, ,(X). Toto tvrzeni
nyni dokédzeme indukci.

Nejprve ukazme Y9(X) C 39(X), ¢ili ze kazdou otevienou podmnozinu X lze za-
psat jako sjednocen{ spoc¢etné mnoha uzavrenych mnozin v X. Bud G € X?(X).
Pro kazdé n € w\{0} definujme mnozinu F, := {z € X,p(z, X \ G) > 1},
Oznacme fg(x) := p(x, X \ G). Pro kazdd z,y € X plati |p(z,G) — p(y,G)| <
p(x,y), z ¢ehoz plyne, ze funkce gg definovand predpisem gg(x) := p(x,G) je
1lipschitzovské, tedy spojita, a tedy i funkce fs je spojita. Potom je F,, =
fat ([n, 00)) spojity vzor uzaviené mnoziny, tedy podle tvrzeni z topologie uzaviena
mnozina v X. Rozmyslime si, ze G = Unew\{O} E,.

Necht nejprve © € U, e, 0y oy tedy @ € F, pro néjaké n € w\{0}. Protoze
pla, X\ G) > L >0, nutné je v ¢ X \ G, tedy z € G a tedy U, 0y Fn € G-
Nyni zvolme x € G. Pak plati, ze d := p(z, X \ G) = inf{p(z,y),y € X \ G} > 0.
Kdyby totiz bylo d = 0, pak podle vlastnosti infima pro kazdé r > 0 existuje
y e X\ G, ze plxy) <r, tedy U(x,r) N (X \ G) # (). Protoze ale G je otevien4,
existuje ro > 0, ze U(z,r9) C G. Podle predchoziho ovsem U (z,r0) N (X \ G) # 0,
coz je spor. Dale tedy jisté existuje ng € w\{0}, ze d > n—lo, protoze limy, o = = 0.
Potom vsak = € F,,, tedy = € Unew\{o} F,, atedy G C UnEw\{O} E,.

Indukénf krok X2(X) C X2, ,(X) pro kazdé 1 < a < w; je snadny dusledek
definice ¥9(X) a X2, (X). O

Poznamka: Pro obecné topologické prostory toto tvrzen{ (konkrétné X9(X) C
¥9(X)) neplati. Vezmeme-li napi. systém podmnozin 7' mnoziny X takové, ze
| X| > 2, definovany jako T':= {(), V, X} , kde V' je neprdzdn4 vlastni podmnozina
X, je systém T ziejmé topologie na X (navic neni T2, ackoli kazdy metricky pro-
stor je T2, takze prostor (X, T') neni metrizovatelny). V' je oteviend, ale neni typu
F,, protoze V' kromé prazdné neobsahuje zddnou uzavienou podmnozinu. Proto
se v nemetrizovatelnych topologickych prostorech pouzivaji jiné hierarchie.

fipomenme, ze o-algebra na X je takovy systém S podmnozin X, Ze plati:
(i) Xes

(i) pokud A€ S, pak X\ AeS
(iii

i) pokud A, € S pro kazdé n € w, pak | J, . A, € S

new

Prvky nejmensi o-algebry obsahujici oteviené podmnoziny X se nazyvaji bo-
relovské mnoziny. Tuto o-algebru ozna¢me jako B(X).

Vsimnéme si, ze kazda o-algebra je uzaviena na operace, pomoci kterych jsou
induktivné vytvoreny systémy mnozin v borelovské hierarchii. To je podstata
dukazu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 1.2 Je-li X metricky prostor, plati

- U =en = men= | aux

a<wi a<wi a<wi

Duikaz. Nejdiive dokazeme druhou rovnost. Pro kazdé ordinalni ¢islo 1 < o < wy
méme dle Tvrzeni 1.1 X9 (X) C IIY (X)), tedy ¥2(X) C U,cu, T2(X) a tedy
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Uacw, ZalX) € Ugew, To(X). Analogicky také s vyuzitim Tvrzeni 1.1 se dokaze
opacné inkluse této rovnosti i tfeti rovnost.

Zbyvé ukazat prvni rovnost. (J,,,, Yo (X) € B(X) plyne okamzité z predchozi
pozndmky. Pro diukaz B(X) C ,.,, Xo(X) si staci uvedomit, ze ¥9(X) C
Uancw, Za(X), coz je ziejmé, a ze |J,,, X0 (X) je o-algebra.

Zievne X € U, Za(X). Pokud A € J,.,, X0(X), existuje o < wy, 7e A €
Yo(X), tudiz X \ A € TI3(X) a dle predchozi cdsti X \ A € J,.,, Zo(X), coz
dokazuje (ii). Pokud A, € U, Xo(X) pro kazdé n € w, existuje posloupnost
ordindli {ay, pnew, Ze A, € X (X). Z véty z teorie mnozin plyne, ze existuje ap <
wy, Z€ g > i, pro viechna n € w. Vzhledem ke Tvrzeni 1.1 pak A, € X2 (X)
pro viechna n € w, tedy U, ¢, An € X9, (X) a tedy U, An € Ugew, Zal(X), coz
dokazuje (iii). O



Kapitola 2

Priklady borelovskych mnozin

V této kapitole jakozto cviceni uréime slozitosti jistych borelovskych podmnozin
jistych polskych prostoru.

2.1 Zakladni priklady

Bud' R mnozina vsech redlnych ¢isel s euklidovskou topologif (R* znaci rozsirent
R o prvky co a —00).

(i) Pro vsechna a,b € R*, a < b, zfejmé plati (a,b) € Z)(R) a (a,b) ¢ TI(R).
Pro vSechna a,b € R, a < b, zrejmé plati [a,b] € TIY(R) a [a,b] ¢ X9(R). Dale pro
kazdé a € R ziejmé plati (—oo,a] € IIY(R) a (—oo,a] ¢ LI(R), [a,c0) € TII(R) a
0, 00) ¢ TU(R).

(i) Pro vSechna a,b € R, a < b, ziejmé [a,b) ¢ X%(R), [a,b) ¢ TIY(R),
(a,b] ¢ 2Y(R) a (a,b] ¢ IIY(R), ale [a,b) € BY(R), protoze [a,b) = U, cnla,b— L],
a také [a,b) € II9(R), protoze [a,b) = (),cn(a — =,b). Analogicky se ukdze, ze
(a,b] € AJ(R).

(iii) Je zndmym faktem, ze mezi kazdymi dvéma riznymi redlnymi ¢isly se
nachézi aspon jedno racionalni ¢islo a aspon jedno iracionalni ¢islo. To znamend,
ze neexistuje nedegenerovany interval obsahujici jen racionalni ¢isla nebo jen ira-
cionalni ¢fsla. Proto pro mnozinu viech raciondlnich ¢isel Q plati Q ¢ 39(R) (opak
by vyzadoval existenci nedegenerovaného (otevieného) intervalu obsahujiciho jen
racionalni ¢isla) a Q ¢ TI9(R) (opak by vyzadoval existenci nedegenerovaného
(otevieného) intervalu obsahujictho jen iracionalni ¢isla). Déle plati Q € XL9(R),
protoze je spocetna a tedy je spocetnym sjednocenim jednobodovych mnozin, a
kazda jednobodova mnozina je uzaviend v R. Ale Q ¢ TI9(R).

2.2 Prostor kompaktnich mnozin

Necht” X je polsky prostor, tj. separabilni topologicky prostor metrizovatelny
tplnou metrikou. Ozna¢me K (X) mnozinu vSech kompaktnich podmnozin X. Na
K (X) zavedeme tzv. Vietorisovu topologii, jejiz subbazi tvoif mnoziny typu

{(LERK(X);LNV #0}a{LecK(X);LCV},

kde V C X je oteviend. Tedy bazova mnozina Vietorisovy topologie je mnozina

typu
{Le K(X);LCVoAVie{l,...,n}: LNV, #0}
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kde Vg, ..., V, jsou oteviené podmnoziny X.
Zvolme uplnou kompatibilni metriku p na X takovou, Ze diam,X < 1 a pomoci
ni definujme zobrazeni h : K(X) x K(X) — [0, 00) pfedpisem

max(supxeM p(l‘, L)7 SupyeL p(y7 M))7 pOkud L 7é @ A 7£ Q)u
h(L,M) = 0, pokud L =M =1,
1, jinak.

Pak h je iplnd metrika na K (X) kompatibilni s Vietorisovou topologii a K (X)
je rovnéz polsky prostor.

Diikaz separability K (X) lze nalézt v odstavei 4.22 v knize [I] a dukaz uplné
metrizovatelnosti K (X) v odstavci 4.25 v knize [1].

Cviceni 2.1 Mnozina Wy := {L € K(R); A(L) = 0}, kde A je Lebesgueova
mira, je typu Gs v K(R).
Resend Je zndmym faktem, ze Lebesgueova mira v R™, m € w\{0}, je reguldrni,
z ¢ehoz plyne, ze pro libovolnou métitelnou L C R™ plati

ML) = inf{\(M); M je otevienda v R™, L C M}.
Plati, ze
Wy ={Le KR);Ve>03IM CR: M je oteviendA N A(M) <e AL C M}.(2.1)

Necht m = 1 a L € K(R) je takovd, ze A(L) = 0. Potom dle piedchoziho
a vlastnosti infima pro kazdé ¢ > 0 existuje M C R oteviend, ze L C M a
A(M) < e. Naopak, necht L € K(R) nalezi do mnoziny na pravé strané vyrazu
(2.1). Protoze L je kompaktni, je uzaviend, tedy borelovskd, a tedy lebesgueovsky
meéritelnd. Pokud by platilo A(L) > 0, existovala by oteviend mnozina M C R
takova, ze L C M a \(M) < A(L). Jenze potom z monotonie miry mame \(L) <
A(M), coz je spor, a tak tedy A(L) = 0.

Pro kazdé n € w\{0} nyni definujme

1
G, :={L e K(R);dM CR: M je otevienA AN(M) < — AL C M}.
n

Ukézeme, ze W1 = [, 10y Gn @ Ze pro kazdé n € w\{0} je G, oteviend v K(R).
Necht L € Wy. Zvolime-li e = + pro libovolné n € w\{0}, dostaneme ihned, ze
L€ G, atedy W; C ﬂ%w\{o} G,.

Necht naopak L € ﬂnew\ 10y Gn- Protoze lim,, % = 0, mame-li libovolné € > 0,
jisté existuje ng € w\{0}, ze nio < e. Jelikoz L € G,,, plyne odtud, ze L € Wy, a
tedy Wy D ﬂnew\{o} G,,.

Nyni vyjadiime
G, = lJ {LeK®)LCM}

M je oteviend v R
ANM)< 2

Odtud plyne, ze G,, je oteviena v K (R), protoze {L € K(R); L C M} jsou bazové
mnoziny Vietorisovy topologie.



Pripomenme, ze podmnozina M topologického prostoru X je hustd v X prave,
kdyz M = X, a 7idkd v X prave, kdyz X\ M je husta v X.

Tvrzeni 2.1 Necht X je topologicky prostor. Pak mnozina M C X je hustd v
X prave, kdyz pro kazdou neprazdnou otevienou mnozinu G C X plati GNM #

0.

Diikaz. Pro x € X plati, ze x € M praveé, kdyz pro kazdé oteviené okoli U bodu
x je UN M # (. Odtud tvrzeni ihned plyne, protoze kazda neprazdné oteviend
mnozina G C X je okoli néjakého bodu X. m

Znaceni: Je-li L € K(X), h Hausdorffova metrika na K(X) a r > 0, pak
Un(L,7) :={M € K(X);h(L, M) <r}.

Tvrzeni 2.2 Necht (X,p) je metricky prostor. Pak mnozina M C X je
ridka prave, kdyz pro kazdou neprazdnou otevienou mnozinu G C X existuje
neprazdnd oteviend mnozina H C G, ze H N M = ().

Diikaz. = Necht M je tidka, tj. X\ M je hustd. Je-li G C X libovoln4 neprazdna
oteviend, potom dle Tvrzeni 2.1 H := G N (X\M) # (. H je oteviens, protoze
X\M je oteviend (M je uzaviend). Protoze M C M, je H C X\M C X\M, a
tedy HN M = ().

< Necht G C X je libovolnd neprazdnd oteviend. Najdeme H C G neprazdnou
otevienou, ze H N M = (). Potom také H N M = (). Kdyby ne, tak existuje
v € HN M. Protoze H je oteviend, existuje § > 0, ze U(x,0) C H, a protoze
v € M, tak U(z,6) N M # (), coz je alespor s HNM = 0. HNM = 0 je
ekvivalentni s H C X\M. Tedy nakonec dostdvame, ze G' N (X\M) # 0, coz
dle Tvrzeni 2.1 charakterizuje X\M jako hustou mnozinu, a tedy M je iidk4
mnozina. O

A7z do konce kapitoly bude X polsky prostor. X obsahuje spoc¢etnou hustou
podmnozinu D := {x,,n € w}. Definujme mnozinovy systém B := {U(z,r);z €
D,r € QN (0,00)}. Potom B tvoii (spoCetnou) bézi otevienych mnozin X.
Ocislujme jeji prvky: B = {B,,;m € w}.

Cviceni 2.2 Mnozina
Wy :={L € K(X); L jetidkd v X}
je typu G5 v K(X).
Tvrzeni 2.3 Mnozina M C X je ridka prave, kdyz pro kazdé n € w existuje
m € w, ze B, C B, a B,, "M = 0.

Dikaz. = Bud’ n € w. Dle Tvrzeni 2.2 pak existuje neprazdna oteviend mnozina
HCB,,7ze HWM = 0. Je H = Uje] Bj,kdel Cwal # (. Vezmeme-li libovolné
m € I, tak B,, "M = (), protoze HNM =0, a B,, C H C B,,.

< Bud G C X oteviend neprazdnd, tedy G = UjEJ Bj, kde J Cw a J # 0.
Zvolme opét libovolné n € J. Dle predpokladu potom existuje m € w, ze B, C
B, CGaB,NM=10. Tedy M je tidk& dle Tvrzeni 2.2. O
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Poznamka. Tvrzeni 2.3 plati pro libovolnou spocetnou bazi X.

Reseni Cvicend 2.2 Podle Tvrzeni 2.3 plati
Wy={Le K(X);VYnewImew: B, CB,A\B,NL=0}
Pro n € w oznacme
G, ={Le K(X);3Im € w,B,, C B,,B,NL=10}.
Pak zjevne Wy = (,c, Gn-

Nyni ukézeme, Ze pro kazdé n € w je G,, oteviend v K(X), a to tak, ze ukdzeme
jejl otevienost vzhledem k Hausdorffové metrice h na K(X).

Bud’ L € G,. Tedy mdme m € w, 7ze B,, C B, a B,, N L = (. Vezméme
§ :=dist(L, Bp,).

Je-li § > 0, potom existuje € € (0,0), ze pro kazdou M € U,(L,¢) je MNB,, = 0,
takze Uy (L, ) C G,,. Skutecng, je-li h(M, L) < ¢, z definice Hausdorffovy metriky
plyne, ze pro kazdé x € M je p(z, L) < €. Pokud by existovalo x € M N B,,, pak
dle predchoziho bychom meéli p(x, L) > §, coz je spor.

Necht nyn{ 6 = 0. Jako r ozna¢me polomér oteviené koule B,,, tj. B,, = U(zy, 1)
pro néjaké k € w. Potom U(wy, 5) je také prvek baze B, feknéme B,,,, protoze
r e Qn(0,00) atedy 5 € QN (0,00), a zjevné B,,, € B,, C B,. Dale plati
dist(L, By, ) > 0. Kdyby ne, tj. kdyby dist(L, B,,,) = 0, tak pak podle vlastnosti
infima existuji * € L a y € B, tak, ze p(z,y) < 5. Z trojihelnikové nerovnosti
potom mame p(z,xx) < p(z,y) + p(y,x1) < 5+ § <, tedy x € By, coz je spor
s LN B, = . Tudiz dle predchoziho odstavce existuje ¢ € (0, 00), ze pro kazdou
M € Uy(L,¢) je M N By, =0, takze Uy(L,e) C G,.

Cviceni 2.3 Mnozina W3 := {L € K(R); L je kone¢na} je typu F, v K(R).
Jedna se o specidlni verzi cviceni 4.30 z knihy [1].
Reseni Ziejme lze zapsat Wi = |, ., Frn, kde

F,:={L e K(R);|L| <n}.

Ukazeme, ze pro kazdé n € w je F, uzaviend v K(R), tak, ze ukdzeme, zZe
G = K(R)\F, je oteviena v K(R).

Pii zavadéni Hausdorffovy metriky h na K(R) se predpokldda, ze metrika p na
R, pomoci které je h definovana, splituje diam,R < 1, coz euklidovska metrika
nespliuje. Proto, budeme-li chtit h pouzivat, musime nejprve najit jinou uplnou
metriku na R kompatibilni s euklidovskou, ktera toto splinovat bude.

Polozme p(z,y) := min(|x —y|, 1). Pak p je metrika na R a diam,(R) = 1. Protoze
U(x,r) = (z —r,x +r) pro libovolny z € R a r < 1, je metrika p uplna a kom-
patibilni s euklidovskou metrikou.

Necht n € w a L € G, coz znamend, 7e |L| > n. Viimnéme si, ze pro viechna
n € w plati G141 C G,,.
Necht {x1,..., 2,1} C L, kde 21 < 29 < -+ < 2p41. Polozme

1
€= min{§ min{p(zg1, xx); k € {1,...,n}} 1}.
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Potom U(zy,e) pro k = 1,...,n jsou po dvou disjunktni oteviené mnoziny.
Vezméme ddle M € K(R) libovolnou nejvyse n-prvkovou. At je rozmisténi bodu
M a bodu {z1,...,x,11} jakékoli, vzdy bude existovat kg € {1,...,n + 1}, ze
U(zky,e)NM = (). To ale potom znamena, ze p(xx,, M) > e, a tudiz h(L, M) > .
Tedy Uy(L,¢) C G,, a G,, je oteviena.



Kapitola 3
Analytické mnoziny

V této kapitole uvedeme piiklad neborelovské koanalytické mnoziny s dikazem
jeji koanalyticnosti. Dukaz je zpracovan dle odstavce 27.5 (Hurewiczova véta) v
knize [1], pticemz zde jsou podrobné oduvodnény kroky, které jsou v piislusném
odstavci jen zminény.

Definice Necht X je polsky prostor. Mnozinu A C X nazveme analytickou,
pokud existuje polsky prostor Y a spojité zobrazeni f : Y — X tak, ze f(Y) = A.
Ti{du vSech analytickych podmnozin X ozna¢ime jako ¥}(X). Mnozinu A C X
nazveme koanalytickou, pokud X\A je analytickd. Tiidu vSech koanalytickych
podmnozin X oznacime jako IT}(X).

Cviéeni 3.1 Necht X je polsky prostor. Potom mnoZina
S:={L € K(X); L je spocetna}

je koanalyticka v K (X).

Definice Topologicky prostor X se nazyva perfektni, pokud zadny z jeho
prvki neni izolovany, tj. pro kazdy x € X kazdé jeho oteviené okoli obsahuje
aspon jeden prvek y € X, ze y # x. Mnozinu P C X nazveme perfektni v X,
pokud P chapany jako podprostor X je perfektni a P je uzaviena v X.

Lemma 3.1 Necht X je polsky prostor. Uzaviend mnozina P C X je perfektni
prave, kdyz pro libovolnou spocetnou bézi {B,,;m € w} prostoru X plati

Vnew: (B,NP#0=

dk,mew: (BrNB,=0AB,UB,, CB,ANByNP#0AB, NP #0)).

Znéni tohoto lemmatu se doslova vyskytuje v dukazu 27.5 v knize [I].

Diikaz. = Necht P C X je perfektni a B, N P # () pro n&jaké n € w. Tedy
existuje x € B, N P. Protoze B, je oteviené okoli x a P je perfektni, existuje
y € B,N P, ze y # x. Protoze X je metrizovatelny a tudiz T2 prostor a B,
je oteviend, existuje oteviené okoli U bodu x a oteviené okoli V' bodu y tak,
ze UNV =0 aUUV C B,. Dale jisté existuji k,m € w, ze x € B, C U a
y € B,, CV. Ztejmé BN P # 0 a B, NP # 0, ¢cimz je dokdzdno, Ze By a B,,
maji pozadované vlastnosti.
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< Nechf P neni perfektni, tedy existuje izolovany bod p € P, a tudiz existuje
oteviené okoli U bodu p takové, ze (U\{p}) N P = (). Déle existuje n € w, ze
plati p € B, C U, tedy i (B,\{p}) N P = 0. Necht k,m € w. Pokud plati
B.NB,, = 0ABy, B,, € B, \B,NP # (), potom nutné B,, N P = (). Pokud plat{
B.NP #OAB,,NP #(, potom bud k = m, pak ale B, N B,, # 0, nebo pokud
B, N B,, = 0, pak neplati B, C B,, nebo neplati B,, C B,,. O

Lemma 3.2 Necht X je polsky prostor. Pak tifda II(X) je uzaviend na
konecnd sjednoceni a spocetné pruniky:.

Diikaz. Necht F,G € I3(X), tj. F' = (e, Fr @ G = (), Gn, kde pro vsechna
n € w jsou F, a G, oteviené v X. Dle distributivity pruniku a sjednoceni potom
F U G = (mnew Fn) U (mmew Gm) = mnew(Fn U (mmew Gm)) = mnew mmew(Fn U
G,), coZ je prinik spocetné mnoha otevienych mnozin, tedy F'U G € TI5(X).

Necht pro kazdé n € w je A, € IIY(X), tj. Ay = e A, kde pro kazdé m € w
je AV oteviend. Pak (1, o, An = Nhew Nimew An' je také prinik spocetné mnoha
otevienych mnozin, tedy () . A, € I(X). O

new

Tvrzeni 3.3 Nechf X je polsky prostor. Potom mnoziny

G :={L € K(X); L je perfektni}

H:={L € K(X);L je perfektni A L # 0}
jsou typu Gs v K(X).

Dukaz. S ohledem na Lemma 3.1 pro n € w definujme
G, ={Le K(X);B,NL#0)=

dkmew: (BrNB,=0AB,UB,, CB,ABy,NL#0OAB, NL#0)}

Ziejmé lze zapsat G, = U, UV, kde U, := {L € K(X);B,NL=0}aV, =
{L e K(X);3k,m € w(BxyNB,, =0ABUB,, € B,AB,NL#OAB,,NL# ()}
Ukazeme, ze U, a V,, jsou typu Gs v K(X).

K(XN\U, = {L € K(X);B,NL # 0} je bdzovd, tedy oteviend podmnozina
K(X), takze U, je uzaviena a tedy dle Tvrzeni 1.1 typu Gs v K(X).

Dale plati

V, = U {Le K(X);ByNL#0OAB,NL#0}.

ABLUBmCBn

V. je tedy sjednoceni bézovych mnozin K (X), tedy oteviend mnozina v K (X) a
tudiz opét podle Tvrzeni 1.1 typu G5 v K(X).

Jelikoz K (X) je polsky prostor, podle Lemmatu 3.2 pro kazdé n € w plati
G, € IIY(K (X)), a protoze zjevne G = (., Gn, tak i G € II3 (K (X)).

Co se tyce mnoziny H, plati H = G\{0} = G N (K(X)\{0}), tedy i H €
(K (X)), protoze {0} je uzaviend v K(X) a tedy (K(X)\{0}) je oteviend
a tedy typu Gs v K(X). O
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Jako (K (X))? oznac¢me prostor K(X) x K(X) se souc¢inovou topologii.

Tvrzeni 3.4 Necht X je polsky prostor. Potom mnozina F := {(L, M) €
(K(X))* L C M} je uzaviend v (K (X))2.
Znéni tohoto tvrzeni se vyskytuje ve cviceni 4.29 (ii) v knize [1].

Diikaz. Je (K(X))*\F = {(L, M) € (K(X))* L\M # 0}.
Definujme zobrazen{ ¢ : (K(X))? x (K(X))? — [0,00) predpisem

o((L, M), (L', M")) := max(h(L, L"), h(M, M")).

Pak ¢ je kompatibilni metrika na (K (X))?. Ukdzeme, ze (K(X))*\F je oteviend
vzhledem k ¢.

Necht (L, M) € (K(X))*\F. Oznatme ¢ := sup,;, p(y, M). Je € > 0, protoze
existuje x € L\M a tedy p(xz, M) > 0. Kdyby totiz p(x, M) = 0, pak by platilo
xr € M, protoze M je uzaviena. Zvolme 0 := S a v := 30 = %.

Vezméme libovolné (L', M') € U,((L, M),6). Tj. h(L,L") <6 a h(M,M') < 4. Z
vlastnosti suprema dostavdame, ze existuje xg € L takové, ze p(xg, M) > ~. Déle
p(xg, L") < §, takze dle vlastnosti infima existuje yo € L' takové, ze p(xo,y0) <
. Pro kazdé z € M plati p(zo,2) > p(xo, M) > v a tedy dle predchoziho a
trojuhelnikové nerovnosti p(yo, 2) > p(z,20) — p(To,y0) > 7 — 6 = 24, z ¢ehoz
plyne p(yo, M) > 26 > 4. To znamend, ze yo ¢ M', protoze pro kazdé x € M’
plati p(z, M) < 6. Tedy L'\M' # 0 a tudiz U,((L, M), ) C (K(X))*\F. O

Tvrzeni 3.5 (Cantor-Bendixson) Necht X je polsky prostor. Potom X lze
jednoznaé¢neé napsat ve tvaru X = P U C, kde P je perfektni v X, C' je spocetna
oteviend v X a PNC = ).

Znéni a dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt v odstavei 6.4 v knize [I].

Tvrzeni 3.6 Necht X je polsky prostor. Potom C' C X je polsky prave, kdyz
C je typu Gs v X.
Znéni a dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt v odstavci 3.11 v knize [IJ.

Tvrzeni 3.7 Necht X je polsky prostor. Potom pro kazdou F' € K(X) plati:
F je nespocetnd < 3H € K(X): (H C FAH # (0 A H je perfektni).
Znéni tohoto tvrzeni se doslova vyskytuje v dukazu 27.5 v knize [1].

Diikaz. = Bud F € K(X) nespocetnd. Jelikoz F' je uzaviena v X, podle Tvrzen{
1.1 a Tvrzeni 3.6 je F' polsky prostor. Dle Tvrzeni 3.5 tedy plati, ze ' = PUC
s piislusnymi vlastnostmi, a P je hledand neprazdnd perfektni mnozina.

< Necht H € K(X) je neprdzdnd perfektni splitujici H C F, kde F € K(X).
Jelikoz H je uzaviend v X, opét podle Tvrzeni 1.1 a Tvrzeni 3.6 je H polsky
prostor. Dle véty 6.2 v knize [I] lze do H vnotit prostor 2¢; tedy H je nespocetna
mnozina a proto i F musi byt nespocetna. O

Reseni Cvicend 8.1 Ukazeme, ze K (X)\S = {L € K(X); L je nespocetna} je
analytickd v K(X).
Definujme mnozinu Y := {(L, M) € (K(X))*; M C LAM # O AM je perfektni}.
Ukédzeme, ze Y € TI3((K(X))?).
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Zrejmé lze zapsat Y = Y; NYs, kde V7 = {(L,M) € (K(X))*; M C a
Yy :={(L,M) € (K(X))* M # OAM je perfektni} = K(X)x{M € K(X); M #
0 A M je perfektni}. Y} je podle Tvrzeni 3.4 uzaviend a tedy typu Gs v (K(X))2.
Y, je podle Tvrzeni 3.3 kartézky soucin dvou mmnozin typu Gs v K(X), tedy
mnozina typu Gs v (K(X))2

Podle Tvrzeni 3.6 je Y polsky. Oznacime-li jako 7 : (K (X))? — K(X) kanonickou
projekci na prvni soutadnici, tj. 7(L, M) = L, pak podle Tvrzeni 3.7 plati 7(Y") =
{LeK(X):IM € K(X): M C LAM # OAM je perfektni} = K (X)\S. Jelikoz
Y je polsky a 7 je spojité zobrazeni, je K (X)\S analytické.
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