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2 Př́ıklady borelovských množin 5
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Kapitola 1

Borelovská hieararchie v
metrických prostorech

1.1 Zavedeńı a vlastnosti

Definice Bud’ X metrizovatelný topologický prostor. Definujme induktivně
následuj́ıćı tř́ıdy podmnožin X.

Σ0
1(X) := {A ⊆ X,A je otevřená}.

Máme-li ordinálńı č́ıslo 1 ≤ α < ω1, kde ω1 je nejmenš́ı nespočetný ordinál,
položme

Π0
α(X) := {X \ A,A ∈ Σ0

α(X)},
a pro 1 < α < ω1 položme

Σ0
α(X) := {

⋃
n∈ω

An;∀n ∈ ω : An ∈ Π0
αn

(X) ∧ αn < α}.

Dále označme
∆0
α(X) := Σ0

α(X) ∩ Π0
α(X).

Soubor těchto systémů nazýváme borelovská hierarchie.

Bude ještě užitečné zapsat

Π0
α(X) = {X \

⋃
n∈ω

An;∀n ∈ ω : An ∈ Π0
αn

(X) ∧ αn < α}

= {
⋂
n∈ω

(X \ An);∀n ∈ ω : An ∈ Π0
αn

(X) ∧ αn < α}

= {
⋂
n∈ω

An;∀n ∈ ω : An ∈ Σ0
αn

(X) ∧ αn < α}, (1.1)

kde druhá rovnost plyne z De Morganových pravidel.

Tvrzeńı 1.1 Bud’ (X, ρ) metrický prostor. Pak pro každé ordinálńı č́ıslo 1 ≤
α < ω1 plat́ı

Σ0
α(X) ∪ Π0

α(X) ⊆ ∆0
α+1(X).
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D̊ukaz. Zřejmě pro každé 1 ≤ α < ω1 plat́ı Π0
α(X) ⊆ Σ0

α+1(X). Dı́ky (1.1)
také analogicky dostáváme Σ0

α(X) ⊆ Π0
α+1(X). Π0

α(X) ⊆ Π0
α+1(X) je snadný

d̊usledek definice Π0
α(X) a Π0

α+1(X) a tvrzeńı Σ0
α(X) ⊆ Σ0

α+1(X). Toto tvrzeńı
nyńı dokážeme indukćı.
Nejprve ukažme Σ0

1(X) ⊆ Σ0
2(X), čili že každou otevřenou podmnožinu X lze za-

psat jako sjednoceńı spočetně mnoha uzavřených množin v X. Bud’ G ∈ Σ0
1(X).

Pro každé n ∈ ω\{0} definujme množinu Fn := {x ∈ X, ρ(x,X \ G) ≥ 1
n
}.

Označme fG(x) := ρ(x,X \ G). Pro každá x, y ∈ X plat́ı |ρ(x,G) − ρ(y,G)| ≤
ρ(x, y), z čehož plyne, že funkce gG definovaná předpisem gG(x) := ρ(x,G) je
1-lipschitzovská, tedy spojitá, a tedy i funkce fG je spojitá. Potom je Fn =
f−1
G ([ 1

n
,∞)) spojitý vzor uzavřené množiny, tedy podle tvrzeńı z topologie uzavřená

množina v X. Rozmysĺıme si, že G =
⋃
n∈ω\{0} Fn.

Necht’ nejprve x ∈
⋃
n∈ω\{0} Fn, tedy x ∈ Fn pro nějaké n ∈ ω\{0}. Protože

ρ(x,X \ G) ≥ 1
n
> 0, nutně je x /∈ X \ G, tedy x ∈ G a tedy

⋃
n∈ω\{0} Fn ⊆ G.

Nyńı zvolme x ∈ G. Pak plat́ı, že d := ρ(x,X \G) = inf{ρ(x, y), y ∈ X \G} > 0.
Kdyby totiž bylo d = 0, pak podle vlastnosti infima pro každé r > 0 existuje
y ∈ X \G, že ρ(x,y) < r, tedy U(x,r) ∩ (X \G) 6= ∅. Protože ale G je otevřená,
existuje r0 > 0, že U(x,r0) ⊆ G. Podle předchoźıho ovšem U(x,r0)∩ (X \G) 6= ∅,
což je spor. Dále tedy jistě existuje n0 ∈ ω\{0}, že d > 1

n0
, protože limn→∞

1
n

= 0.
Potom však x ∈ Fn0 , tedy x ∈

⋃
n∈ω\{0} Fn, a tedy G ⊆

⋃
n∈ω\{0} Fn.

Indukčńı krok Σ0
α(X) ⊆ Σ0

α+1(X) pro každé 1 < α < ω1 je snadný d̊usledek
definice Σ0

α(X) a Σ0
α+1(X).

Poznámka: Pro obecné topologické prostory toto tvrzeńı (konkrétně Σ0
1(X) ⊂

Σ0
2(X)) neplat́ı. Vezmeme-li např. systém podmnožin T množiny X takové, že
|X| ≥ 2, definovaný jako T := {∅, V,X} , kde V je neprázdná vlastńı podmnožina
X, je systém T zřejmě topologie na X (nav́ıc neńı T2, ačkoli každý metrický pro-
stor je T2, takže prostor (X,T ) neńı metrizovatelný). V je otevřená, ale neńı typu
Fσ, protože V kromě prázdné neobsahuje žádnou uzavřenou podmnožinu. Proto
se v nemetrizovatelných topologických prostorech použ́ıvaj́ı jiné hierarchie.

Připomeňme, že σ-algebra na X je takový systém S podmnožin X, že plat́ı:
(i) X ∈ S
(ii) pokud A ∈ S, pak X \ A ∈ S
(iii) pokud An ∈ S pro každé n ∈ ω, pak

⋃
n∈ω An ∈ S

Prvky nejmenš́ı σ-algebry obsahuj́ıćı otevřené podmnožiny X se nazývaj́ı bo-
relovské množiny. Tuto σ-algebru označme jako B(X).

Všimněme si, že každá σ-algebra je uzavřena na operace, pomoćı kterých jsou
induktivně vytvořeny systémy množin v borelovské hierarchii. To je podstata
d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.2 Je-li X metrický prostor, plat́ı

B(X) =
⋃
α<ω1

Σ0
α(X) =

⋃
α<ω1

Π0
α(X) =

⋃
α<ω1

∆0
α(X).

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme druhou rovnost. Pro každé ordinálńı č́ıslo 1 ≤ α < ω1

máme dle Tvrzeńı 1.1 Σ0
α(X) ⊆ Π0

α+1(X), tedy Σ0
α(X) ⊆

⋃
α<ω1

Π0
α(X) a tedy
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⋃
α<ω1

Σ0
α(X) ⊆

⋃
α<ω1

Π0
α(X). Analogicky také s využit́ım Tvrzeńı 1.1 se dokáže

opačná inkluse této rovnosti i třet́ı rovnost.
Zbývá ukázat prvńı rovnost.

⋃
α<ω1

Σ0
α(X) ⊆ B(X) plyne okamžitě z předchoźı

poznámky. Pro d̊ukaz B(X) ⊆
⋃
α<ω1

Σ0
α(X) si stač́ı uvědomit, že Σ0

1(X) ⊆⋃
α<ω1

Σ0
α(X), což je zřejmé, a že

⋃
α<ω1

Σ0
α(X) je σ-algebra.

Zjevně X ∈
⋃
α<ω1

Σ0
α(X). Pokud A ∈

⋃
α<ω1

Σ0
α(X), existuje α < ω1, že A ∈

Σ0
α(X), tud́ıž X \ A ∈ Π0

α(X) a dle předchoźı části X \ A ∈
⋃
α<ω1

Σ0
α(X), což

dokazuje (ii). Pokud An ∈
⋃
α<ω1

Σ0
α(X) pro každé n ∈ ω, existuje posloupnost

ordinál̊u {αn}n∈ω, že An ∈ Σ0
αn

(X). Z věty z teorie množin plyne, že existuje α0 <
ω1, že α0 > αn pro všechna n ∈ ω. Vzhledem ke Tvrzeńı 1.1 pak An ∈ Σ0

α0
(X)

pro všechna n ∈ ω, tedy
⋃
n∈ω An ∈ Σ0

α0
(X) a tedy

⋃
n∈ω An ∈

⋃
α<ω1

Σ0
α(X), což

dokazuje (iii).
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Kapitola 2

Př́ıklady borelovských množin

V této kapitole jakožto cvičeńı urč́ıme složitosti jistých borelovských podmnožin
jistých polských prostor̊u.

2.1 Základńı př́ıklady

Bud’ R množina všech reálných č́ısel s euklidovskou topologíı (R∗ znač́ı rozš́ı̌reńı
R o prvky ∞ a −∞).

(i) Pro všechna a, b ∈ R∗, a < b, zřejmě plat́ı (a, b) ∈ Σ0
1(R) a (a, b) /∈ Π0

1(R).
Pro všechna a, b ∈ R, a ≤ b, zřejmě plat́ı [a, b] ∈ Π0

1(R) a [a, b] /∈ Σ0
1(R). Dále pro

každé a ∈ R zřejmě plat́ı (−∞, a] ∈ Π0
1(R) a (−∞, a] /∈ Σ0

1(R), [a,∞) ∈ Π0
1(R) a

[a,∞) /∈ Σ0
1(R).

(ii) Pro všechna a, b ∈ R, a < b, zřejmě [a, b) /∈ Σ0
1(R), [a, b) /∈ Π0

1(R),
(a, b] /∈ Σ0

1(R) a (a, b] /∈ Π0
1(R), ale [a, b) ∈ Σ0

2(R), protože [a, b) =
⋃
n∈N[a, b− 1

n
],

a také [a, b) ∈ Π0
2(R), protože [a, b) =

⋂
n∈N(a − 1

n
, b). Analogicky se ukáže, že

(a, b] ∈ ∆0
2(R).

(iii) Je známým faktem, že mezi každými dvěma r̊uznými reálnými č́ısly se
nacháźı aspoň jedno racionálńı č́ıslo a aspoň jedno iracionálńı č́ıslo. To znamená,
že neexistuje nedegenerovaný interval obsahuj́ıćı jen racionálńı č́ısla nebo jen ira-
cionálńı č́ısla. Proto pro množinu všech racionálńıch č́ısel Q plat́ı Q /∈ Σ0

1(R) (opak
by vyžadoval existenci nedegenerovaného (otevřeného) intervalu obsahuj́ıćıho jen
racionálńı č́ısla) a Q /∈ Π0

1(R) (opak by vyžadoval existenci nedegenerovaného
(otevřeného) intervalu obsahuj́ıćıho jen iracionálńı č́ısla). Dále plat́ı Q ∈ Σ0

2(R),
protože je spočetná a tedy je spočetným sjednoceńım jednobodových množin, a
každá jednobodová množina je uzavřená v R. Ale Q /∈ Π0

2(R).

2.2 Prostor kompaktńıch množin

Necht’ X je polský prostor, tj. separabilńı topologický prostor metrizovatelný
úplnou metrikou. Označme K(X) množinu všech kompaktńıch podmnožin X. Na
K(X) zavedeme tzv. Vietorisovu topologii, jej́ıž subbázi tvoř́ı množiny typu

{L ∈ K(X);L ∩ V 6= ∅} a {L ∈ K(X);L ⊆ V },

kde V ⊆ X je otevřená. Tedy bázová množina Vietorisovy topologie je množina
typu

{L ∈ K(X);L ⊆ V0 ∧ ∀i ∈ {1, . . . , n} : L ∩ Vi 6= ∅}
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kde V0, . . . , Vn jsou otevřené podmnožiny X.
Zvolme úplnou kompatibilńı metriku ρ na X takovou, že diamρX ≤ 1 a pomoćı
ńı definujme zobrazeńı h : K(X)×K(X)→ [0,∞) předpisem

h(L,M) =


max(supx∈M ρ(x, L), supy∈L ρ(y,M)), pokud L 6= ∅ ∧M 6= ∅,

0, pokud L = M = ∅,
1, jinak.

Pak h je úplná metrika na K(X) kompatibilńı s Vietorisovou topologíı a K(X)
je rovněž polský prostor.
Důkaz separability K(X) lze nalézt v odstavci 4.22 v knize [1] a d̊ukaz úplné
metrizovatelnosti K(X) v odstavci 4.25 v knize [1].

Cvičeńı 2.1 Množina W1 := {L ∈ K(R);λ(L) = 0}, kde λ je Lebesgueova
mı́ra, je typu Gδ v K(R).
Řešeńı Je známým faktem, že Lebesgueova mı́ra v Rm, m ∈ ω\{0}, je regulárńı,
z čehož plyne, že pro libovolnou měřitelnou L ⊆ Rm plat́ı

λ(L) = inf{λ(M);M je otevřená v Rm, L ⊆M}.

Plat́ı, že

W1 = {L ∈ K(R);∀ε > 0 ∃M ⊆ R : M je otevřená ∧ λ(M) < ε ∧ L ⊆M}.(2.1)

Necht’ m = 1 a L ∈ K(R) je taková, že λ(L) = 0. Potom dle předchoźıho
a vlastnosti infima pro každé ε > 0 existuje M ⊆ R otevřená, že L ⊆ M a
λ(M) < ε. Naopak, necht’ L ∈ K(R) nálež́ı do množiny na pravé straně výrazu
(2.1). Protože L je kompaktńı, je uzavřená, tedy borelovská, a tedy lebesgueovsky
měřitelná. Pokud by platilo λ(L) > 0, existovala by otevřená množina M ⊆ R
taková, že L ⊆M a λ(M) < λ(L). Jenže potom z monotonie mı́ry máme λ(L) ≤
λ(M), což je spor, a tak tedy λ(L) = 0.
Pro každé n ∈ ω\{0} nyńı definujme

Gn := {L ∈ K(R);∃M ⊆ R : M je otevřená ∧ λ(M) <
1

n
∧ L ⊆M}.

Ukážeme, že W1 =
⋂
n∈ω\{0}Gn a že pro každé n ∈ ω\{0} je Gn otevřená v K(R).

Necht’ L ∈ W1. Zvoĺıme-li ε = 1
n

pro libovolné n ∈ ω\{0}, dostaneme ihned, že
L ∈ Gn, a tedy W1 ⊆

⋂
n∈ω\{0}Gn.

Necht’ naopak L ∈
⋂
n∈ω\{0}Gn. Protože limn→∞

1
n

= 0, máme-li libovolné ε > 0,

jistě existuje n0 ∈ ω\{0}, že 1
n0
≤ ε. Jelikož L ∈ Gn0 , plyne odtud, že L ∈ W1, a

tedy W1 ⊇
⋂
n∈ω\{0}Gn.

Nyńı vyjádř́ıme

Gn =
⋃

M je otevřená v R
∧λ(M)< 1

n

{L ∈ K(R);L ⊆M}.

Odtud plyne, že Gn je otevřená v K(R), protože {L ∈ K(R);L ⊆M} jsou bázové
množiny Vietorisovy topologie.
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Připomeňme, že podmnožina M topologického prostoru X je hustá v X právě,
když M = X, a ř́ıdká v X právě, když X\M je hustá v X.

Tvrzeńı 2.1 Necht’ X je topologický prostor. Pak množina M ⊆ X je hustá v
X právě, když pro každou neprázdnou otevřenou množinu G ⊆ X plat́ı G∩M 6=
∅.

D̊ukaz. Pro x ∈ X plat́ı, že x ∈M právě, když pro každé otevřené okoĺı U bodu
x je U ∩M 6= ∅. Odtud tvrzeńı ihned plyne, protože každá neprázdná otevřená
množina G ⊆ X je okoĺı nějakého bodu X.

Značeńı: Je-li L ∈ K(X), h Hausdorffova metrika na K(X) a r > 0, pak
Uh(L, r) := {M ∈ K(X);h(L,M) < r}.

Tvrzeńı 2.2 Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Pak množina M ⊆ X je
ř́ıdká právě, když pro každou neprázdnou otevřenou množinu G ⊆ X existuje
neprázdná otevřená množina H ⊆ G, že H ∩M = ∅.

D̊ukaz. ⇒ Necht’ M je ř́ıdká, tj. X\M je hustá. Je-li G ⊆ X libovolná neprázdná
otevřená, potom dle Tvrzeńı 2.1 H := G ∩ (X\M) 6= ∅. H je otevřená, protože
X\M je otevřená (M je uzavřená). Protože M ⊆ M , je H ⊆ X\M ⊆ X\M , a
tedy H ∩M = ∅.
⇐ Necht’ G ⊆ X je libovolná neprázdná otevřená. Najdeme H ⊆ G neprázdnou
otevřenou, že H ∩ M = ∅. Potom také H ∩ M = ∅. Kdyby ne, tak existuje
x ∈ H ∩M . Protože H je otevřená, existuje δ > 0, že U(x, δ) ⊆ H, a protože
x ∈ M , tak U(x, δ) ∩ M 6= ∅, což je ale spor s H ∩ M = ∅. H ∩ M = ∅ je
ekvivalentńı s H ⊆ X\M . Tedy nakonec dostáváme, že G ∩ (X\M) 6= ∅, což
dle Tvrzeńı 2.1 charakterizuje X\M jako hustou množinu, a tedy M je ř́ıdká
množina.

Až do konce kapitoly bude X polský prostor. X obsahuje spočetnou hustou
podmnožinu D := {xn, n ∈ ω}. Definujme množinový systém B := {U(x, r);x ∈
D, r ∈ Q ∩ (0,∞)}. Potom B tvoř́ı (spočetnou) bázi otevřených množin X.
Oč́ıslujme jej́ı prvky: B = {Bm;m ∈ ω}.

Cvičeńı 2.2 Množina

W2 := {L ∈ K(X);L je ř́ıdká v X}

je typu Gδ v K(X).

Tvrzeńı 2.3 Množina M ⊆ X je ř́ıdká právě, když pro každé n ∈ ω existuje
m ∈ ω, že Bm ⊆ Bn a Bm ∩M = ∅.

D̊ukaz. ⇒ Bud’ n ∈ ω. Dle Tvrzeńı 2.2 pak existuje neprázdná otevřená množina
H ⊆ Bn, že H∩M = ∅. Je H =

⋃
j∈I Bj, kde I ⊆ ω a I 6= ∅. Vezmeme-li libovolné

m ∈ I, tak Bm ∩M = ∅, protože H ∩M = ∅, a Bm ⊆ H ⊆ Bn.
⇐ Bud’ G ⊆ X otevřená neprázdná, tedy G =

⋃
j∈J Bj, kde J ⊆ ω a J 6= ∅.

Zvolme opět libovolné n ∈ J . Dle předpokladu potom existuje m ∈ ω, že Bm ⊆
Bn ⊆ G a Bm ∩M = ∅. Tedy M je ř́ıdká dle Tvrzeńı 2.2.
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Poznámka. Tvrzeńı 2.3 plat́ı pro libovolnou spočetnou bázi X.

Řešeńı Cvičeńı 2.2 Podle Tvrzeńı 2.3 plat́ı

W2 = {L ∈ K(X);∀n ∈ ω ∃m ∈ ω : Bm ⊆ Bn ∧Bm ∩ L = ∅}.

Pro n ∈ ω označme

Gn := {L ∈ K(X);∃m ∈ ω,Bm ⊆ Bn, Bm ∩ L = ∅}.

Pak zjevně W2 =
⋂
n∈ω Gn.

Nyńı ukážeme, že pro každé n ∈ ω je Gn otevřená v K(X), a to tak, že ukážeme
jej́ı otevřenost vzhledem k Hausdorffově metrice h na K(X).
Bud’ L ∈ Gn. Tedy máme m ∈ ω, že Bm ⊆ Bn a Bm ∩ L = ∅. Vezměme
δ := dist(L,Bm).
Je-li δ > 0, potom existuje ε ∈ (0, δ), že pro každou M ∈ Uh(L, ε) je M ∩Bm = ∅,
takže Uh(L, ε) ⊆ Gn. Skutečně, je-li h(M,L) < ε, z definice Hausdorffovy metriky
plyne, že pro každé x ∈M je ρ(x, L) < ε. Pokud by existovalo x ∈M ∩Bm, pak
dle předchoźıho bychom měli ρ(x, L) ≥ δ, což je spor.
Necht’ nyńı δ = 0. Jako r označme poloměr otevřené koule Bm, tj. Bm = U(xk, r)
pro nějaké k ∈ ω. Potom U(xk,

r
2
) je také prvek báze B, řekněme Bm0 , protože

r ∈ Q ∩ (0,∞) a tedy r
2
∈ Q ∩ (0,∞), a zjevně Bm0 ⊆ Bm ⊆ Bn. Dále plat́ı

dist(L,Bm0) > 0. Kdyby ne, tj. kdyby dist(L,Bm0) = 0, tak pak podle vlastnosti
infima existuj́ı x ∈ L a y ∈ Bm0 tak, že ρ(x, y) < r

2
. Z trojúhelńıkové nerovnosti

potom máme ρ(x, xk) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, xk) <
r
2

+ r
2
< r, tedy x ∈ Bm, což je spor

s L ∩Bm = ∅. Tud́ıž dle předchoźıho odstavce existuje ε ∈ (0,∞), že pro každou
M ∈ Uh(L, ε) je M ∩Bm0 = ∅, takže Uh(L, ε) ⊆ Gn.

Cvičeńı 2.3 Množina W3 := {L ∈ K(R);L je konečná} je typu Fσ v K(R).
Jedná se o speciálńı verzi cvičeńı 4.30 z knihy [1].
Řešeńı Zřejmě lze zapsat W3 =

⋃
n∈ω Fn, kde

Fn := {L ∈ K(R); |L| ≤ n}.

Ukážeme, že pro každé n ∈ ω je Fn uzavřená v K(R), tak, že ukážeme, že
Gn := K(R)\Fn je otevřená v K(R).

Při zaváděńı Hausdorffovy metriky h na K(R) se předpokládá, že metrika ρ na
R, pomoćı které je h definována, splňuje diamρR ≤ 1, což euklidovská metrika
nesplňuje. Proto, budeme-li cht́ıt h použ́ıvat, muśıme nejprve naj́ıt jinou úplnou
metriku na R kompatibilńı s euklidovskou, která toto splňovat bude.
Položme ρ(x, y) := min(|x−y|, 1). Pak ρ je metrika na R a diamρ(R) = 1. Protože
U(x, r) = (x − r, x + r) pro libovolný x ∈ R a r ≤ 1, je metrika ρ úplná a kom-
patibilńı s euklidovskou metrikou.

Necht’ n ∈ ω a L ∈ Gn, což znamená, že |L| > n. Všimněme si, že pro všechna
n ∈ ω plat́ı Gn+1 ⊆ Gn.
Necht’ {x1, ..., xn+1} ⊆ L, kde x1 < x2 < · · · < xn+1. Položme

ε := min{1

3
min{ρ(xk+1, xk); k ∈ {1, . . . , n}}, 1}.
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Potom U(xk, ε) pro k = 1, . . . , n jsou po dvou disjunktńı otevřené množiny.
Vezměme dále M ∈ K(R) libovolnou nejvýše n-prvkovou. At’ je rozmı́stěńı bod̊u
M a bod̊u {x1, ..., xn+1} jakékoli, vždy bude existovat k0 ∈ {1, . . . , n + 1}, že
U(xk0 , ε)∩M = ∅. To ale potom znamená, že ρ(xk0 ,M) ≥ ε, a tud́ıž h(L,M) ≥ ε.
Tedy Uh(L, ε) ⊆ Gn a Gn je otevřená.
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Kapitola 3

Analytické množiny

V této kapitole uvedeme př́ıklad neborelovské koanalytické množiny s d̊ukazem
jej́ı koanalytičnosti. Důkaz je zpracován dle odstavce 27.5 (Hurewiczova věta) v
knize [1], přičemž zde jsou podrobně od̊uvodněny kroky, které jsou v př́ıslušném
odstavci jen zmı́něny.

Definice Necht’ X je polský prostor. Množinu A ⊆ X nazveme analytickou,
pokud existuje polský prostor Y a spojité zobrazeńı f : Y → X tak, že f(Y ) = A.
Tř́ıdu všech analytických podmnožin X označ́ıme jako Σ1

1(X). Množinu A ⊆ X
nazveme koanalytickou, pokud X\A je analytická. Tř́ıdu všech koanalytických
podmnožin X označ́ıme jako Π1

1(X).

Cvičeńı 3.1 Necht’ X je polský prostor. Potom množina

S := {L ∈ K(X);L je spočetná}

je koanalytická v K(X).

Definice Topologický prostor X se nazývá perfektńı, pokud žádný z jeho
prvk̊u neńı izolovaný, tj. pro každý x ∈ X každé jeho otevřené okoĺı obsahuje
aspoň jeden prvek y ∈ X, že y 6= x. Množinu P ⊆ X nazveme perfektńı v X,
pokud P chápaný jako podprostor X je perfektńı a P je uzavřená v X.

Lemma 3.1 Necht’X je polský prostor. Uzavřená množina P ⊆ X je perfektńı
právě, když pro libovolnou spočetnou bázi {Bm;m ∈ ω} prostoru X plat́ı

∀n ∈ ω : (Bn ∩ P 6= ∅ ⇒

∃k,m ∈ ω : (Bk ∩Bm = ∅ ∧Bk ∪Bm ⊆ Bn ∧Bk ∩ P 6= ∅ ∧Bm ∩ P 6= ∅)).
Zněńı tohoto lemmatu se doslova vyskytuje v d̊ukazu 27.5 v knize [1].

D̊ukaz. ⇒ Necht’ P ⊆ X je perfektńı a Bn ∩ P 6= ∅ pro nějaké n ∈ ω. Tedy
existuje x ∈ Bn ∩ P . Protože Bn je otevřené okoĺı x a P je perfektńı, existuje
y ∈ Bn ∩ P , že y 6= x. Protože X je metrizovatelný a tud́ıž T2 prostor a Bn

je otevřená, existuje otevřené okoĺı U bodu x a otevřené okoĺı V bodu y tak,
že U ∩ V = ∅ a U ∪ V ⊆ Bn. Dále jistě existuj́ı k,m ∈ ω, že x ∈ Bk ⊆ U a
y ∈ Bm ⊆ V . Zřejmě Bk ∩ P 6= ∅ a Bm ∩ P 6= ∅, č́ımž je dokázáno, že Bk a Bm

maj́ı požadované vlastnosti.
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⇐ Necht’ P neńı perfektńı, tedy existuje izolovaný bod p ∈ P , a tud́ıž existuje
otevřené okoĺı U bodu p takové, že (U\{p}) ∩ P = ∅. Dále existuje n ∈ ω, že
plat́ı p ∈ Bn ⊆ U , tedy i (Bn\{p}) ∩ P = ∅. Necht’ k,m ∈ ω. Pokud plat́ı
Bk ∩Bm = ∅∧Bk, Bm ⊆ Bn∧Bk ∩P 6= ∅, potom nutně Bm∩P = ∅. Pokud plat́ı
Bk ∩ P 6= ∅ ∧Bm ∩ P 6= ∅, potom bud’ k = m, pak ale Bk ∩Bm 6= ∅, nebo pokud
Bk ∩Bm = ∅, pak neplat́ı Bk ⊆ Bn nebo neplat́ı Bm ⊆ Bn.

Lemma 3.2 Necht’ X je polský prostor. Pak tř́ıda Π0
2(X) je uzavřená na

konečná sjednoceńı a spočetné pr̊uniky.

D̊ukaz. Necht’ F,G ∈ Π0
2(X), tj. F =

⋂
n∈ω Fn a G =

⋂
n∈ω Gn, kde pro všechna

n ∈ ω jsou Fn a Gn otevřené v X. Dle distributivity pr̊uniku a sjednoceńı potom
F ∪ G = (

⋂
n∈ω Fn) ∪ (

⋂
m∈ω Gm) =

⋂
n∈ω(Fn ∪ (

⋂
m∈ω Gm)) =

⋂
n∈ω

⋂
m∈ω(Fn ∪

Gm), což je pr̊unik spočetně mnoha otevřených množin, tedy F ∪G ∈ Π0
2(X).

Necht’ pro každé n ∈ ω je An ∈ Π0
2(X), tj. An =

⋂
m∈ω A

m
n , kde pro každé m ∈ ω

je Amn otevřená. Pak
⋂
n∈ω An =

⋂
n∈ω

⋂
m∈ω A

m
n je také pr̊unik spočetně mnoha

otevřených množin, tedy
⋂
n∈ω An ∈ Π0

2(X).

Tvrzeńı 3.3 Necht’ X je polský prostor. Potom množiny

G := {L ∈ K(X);L je perfektńı}

a
H := {L ∈ K(X);L je perfektńı ∧ L 6= ∅}

jsou typu Gδ v K(X).

D̊ukaz. S ohledem na Lemma 3.1 pro n ∈ ω definujme

Gn := {L ∈ K(X);Bn ∩ L 6= ∅ ⇒

∃k,m ∈ ω : (Bk ∩Bm = ∅ ∧Bk ∪Bm ⊆ Bn ∧Bk ∩ L 6= ∅ ∧Bm ∩ L 6= ∅)}.

Zřejmě lze zapsat Gn = Un ∪ Vn, kde Un := {L ∈ K(X);Bn ∩ L = ∅} a Vn :=
{L ∈ K(X);∃k,m ∈ ω(Bk∩Bm = ∅∧Bk∪Bm ⊆ Bn∧Bk∩L 6= ∅∧Bm∩L 6= ∅)}.
Ukážeme, že Un a Vn jsou typu Gδ v K(X).
K(X)\Un = {L ∈ K(X);Bn ∩ L 6= ∅} je bázová, tedy otevřená podmnožina
K(X), takže Un je uzavřená a tedy dle Tvrzeńı 1.1 typu Gδ v K(X).
Dále plat́ı

Vn =
⋃

Bk∩Bm=∅
∧Bk∪Bm⊆Bn

{L ∈ K(X);Bk ∩ L 6= ∅ ∧Bm ∩ L 6= ∅}.

Vn je tedy sjednoceńı bázových množin K(X), tedy otevřená množina v K(X) a
tud́ıž opět podle Tvrzeńı 1.1 typu Gδ v K(X).
Jelikož K(X) je polský prostor, podle Lemmatu 3.2 pro každé n ∈ ω plat́ı
Gn ∈ Π0

2(K(X)), a protože zjevně G =
⋂
n∈ω Gn, tak i G ∈ Π0

2(K(X)).
Co se týče množiny H, plat́ı H = G\{∅} = G ∩ (K(X)\{∅}), tedy i H ∈
Π0

2(K(X)), protože {∅} je uzavřená v K(X) a tedy (K(X)\{∅}) je otevřená
a tedy typu Gδ v K(X).
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Jako (K(X))2 označme prostor K(X)×K(X) se součinovou topologíı.

Tvrzeńı 3.4 Necht’ X je polský prostor. Potom množina F := {(L,M) ∈
(K(X))2;L ⊆M} je uzavřená v (K(X))2.
Zněńı tohoto tvrzeńı se vyskytuje ve cvičeńı 4.29 (ii) v knize [1].

D̊ukaz. Je (K(X))2\F = {(L,M) ∈ (K(X))2;L\M 6= ∅}.
Definujme zobrazeńı ϕ : (K(X))2 × (K(X))2 → [0,∞) předpisem

ϕ((L,M), (L′,M ′)) := max(h(L,L′), h(M,M ′)).

Pak ϕ je kompatibilńı metrika na (K(X))2. Ukážeme, že (K(X))2\F je otevřená
vzhledem k ϕ.
Necht’ (L,M) ∈ (K(X))2\F . Označme ε := supy∈L ρ(y,M). Je ε > 0, protože
existuje x ∈ L\M a tedy ρ(x,M) > 0. Kdyby totiž ρ(x,M) = 0, pak by platilo
x ∈M , protože M je uzavřená. Zvolme δ := ε

4
a γ := 3δ = 3ε

4
.

Vezměme libovolné (L′,M ′) ∈ Uϕ((L,M), δ). Tj. h(L,L′) < δ a h(M,M ′) < δ. Z
vlastnosti suprema dostáváme, že existuje x0 ∈ L takové, že ρ(x0,M) > γ. Dále
ρ(x0, L

′) < δ, takže dle vlastnosti infima existuje y0 ∈ L′ takové, že ρ(x0, y0) <
δ. Pro každé z ∈ M plat́ı ρ(x0, z) ≥ ρ(x0,M) > γ a tedy dle předchoźıho a
trojúhelńıkové nerovnosti ρ(y0, z) ≥ ρ(z, x0) − ρ(x0, y0) > γ − δ = 2δ, z čehož
plyne ρ(y0,M) ≥ 2δ > δ. To znamená, že y0 /∈ M ′, protože pro každé x ∈ M ′

plat́ı ρ(x,M) < δ. Tedy L′\M ′ 6= ∅ a tud́ıž Uϕ((L,M), δ) ⊆ (K(X))2\F .

Tvrzeńı 3.5 (Cantor-Bendixson) Necht’ X je polský prostor. Potom X lze
jednoznačně napsat ve tvaru X = P ∪ C, kde P je perfektńı v X, C je spočetná
otevřená v X a P ∩ C = ∅.
Zněńı a d̊ukaz tohoto tvrzeńı lze nalézt v odstavci 6.4 v knize [1].

Tvrzeńı 3.6 Necht’ X je polský prostor. Potom C ⊆ X je polský právě, když
C je typu Gδ v X.
Zněńı a d̊ukaz tohoto tvrzeńı lze nalézt v odstavci 3.11 v knize [1].

Tvrzeńı 3.7 Necht’ X je polský prostor. Potom pro každou F ∈ K(X) plat́ı:

F je nespočetná⇔ ∃H ∈ K(X) : (H ⊆ F ∧H 6= ∅ ∧H je perfektńı).

Zněńı tohoto tvrzeńı se doslova vyskytuje v d̊ukazu 27.5 v knize [1].

D̊ukaz. ⇒ Bud’ F ∈ K(X) nespočetná. Jelikož F je uzavřená v X, podle Tvrzeńı
1.1 a Tvrzeńı 3.6 je F polský prostor. Dle Tvrzeńı 3.5 tedy plat́ı, že F = P ∪ C
s př́ıslušnými vlastnostmi, a P je hledaná neprázdná perfektńı množina.
⇐ Necht’ H ∈ K(X) je neprázdná perfektńı splňuj́ıćı H ⊆ F , kde F ∈ K(X).
Jelikož H je uzavřená v X, opět podle Tvrzeńı 1.1 a Tvrzeńı 3.6 je H polský
prostor. Dle věty 6.2 v knize [1] lze do H vnořit prostor 2ω, tedy H je nespočetná
množina a proto i F muśı být nespočetná.

Řešeńı Cvičeńı 3.1 Ukážeme, že K(X)\S = {L ∈ K(X);L je nespočetná} je
analytická v K(X).
Definujme množinu Y := {(L,M) ∈ (K(X))2;M ⊆ L∧M 6= ∅∧M je perfektńı}.
Ukážeme, že Y ∈ Π0

2((K(X))2).
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Zřejmě lze zapsat Y = Y1 ∩ Y2, kde Y1 := {(L,M) ∈ (K(X))2;M ⊆ L} a
Y2 := {(L,M) ∈ (K(X))2;M 6= ∅∧M je perfektńı} = K(X)×{M ∈ K(X);M 6=
∅∧M je perfektńı}. Y1 je podle Tvrzeńı 3.4 uzavřená a tedy typu Gδ v (K(X))2.
Y2 je podle Tvrzeńı 3.3 kartézký součin dvou množin typu Gδ v K(X), tedy
množina typu Gδ v (K(X))2.
Podle Tvrzeńı 3.6 je Y polský. Označ́ıme-li jako π : (K(X))2 → K(X) kanonickou
projekci na prvńı souřadnici, tj. π(L,M) = L, pak podle Tvrzeńı 3.7 plat́ı π(Y ) =
{L ∈ K(X);∃M ∈ K(X) : M ⊆ L∧M 6= ∅∧M je perfektńı} = K(X)\S. Jelikož
Y je polský a π je spojité zobrazeńı, je K(X)\S analytická.
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