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Uvod

Tato prace se zabyva konstrukei nekomutativnich téles. Ty, na rozdil od komuta-
tivnich té€les, nejsou tak probadanou oblasti. Nejznaméjsi nekomutativni téleso, tzv.
»kvaterniony“, objevil v roce 1843 sir William Rowan Hamilton [6], kdyZ se snazil
rozsirit komplexni ¢isla do tii slozek namisto dvou.

Text je rozclenén do ¢ty kapitol a predmétem této prace je vyslovit a dokazat
vétu, ktera umoznuje nekomutativni télesa konstruovat. Znéni této véty je obsahem
druhé kapitoly. Konstrukce se provadi nasledujicim zptisobem: Nalezneme cyklické
rozsiteni téles, tedy Galoisovo rozsifeni s cyklickou Galoisovou grupou, jejiz velikost
je stejna jako stupen rozsifeni. Dale musime nalézt prvek, spliujici jisté podminky;,
abychom ho mohli pouzit pro definici nasobeni. Pak téleso dostaneme jako vektorovy
prostor nad vétSim z téles.

Ve treti a ¢tvrté kapitole se pak Véta dokazuje. K tomu je potieba zavést Braue-
rovy grupy a k jejich zavedeni je potfeba se seznamit s tenzorovym soucinem. Tenzo-
rovym soucinem a Brauerovymi grupami se zabyva treti kapitola. Ve ¢tvrté se zavede
kohomologicka grupa, ovsem bez toho, abychom potiebovali znalosti kohomologické
teorie, protoze této oblasti matematiky bychom se radi vyhnuli. Tedy pouze definu-
jeme jeji nosnou mnozinu a operaci a ukazeme, ze je definovana struktura opravdu
grupou.

Pfi praci jsme vychézeli z publikace Richarda S. Pierce: Associative Algebras[1],
kde je konstrukéni véta dokézana. Nasi praci bylo text zjednodusit a pfidat mu na
¢itelnosti, jelikoz ditkaz véty v knize vyuziva poznatky ziskané naptic¢ celou knihou,
pouzivaji se odkazy na drivejsi tvrzeni, ktera jsou zbytecné obecna. U Lemmatu
jsme vymysleli alternativni ditkaz. Dale jsme doplnili text o dikazy, které autor
knihy zfejmé povazoval za ziejmé nebo je pripadné ponechaval jako cviceni, napii-
klad dukaz Véty [8] Posledni pfinos je uvedeni drobnych piikladi v druhé kapitole
— pouziti konstrukéni véty ke zkonstruovani kvaternionti a piiklad, pro¢ konstrukci
nelze pouzit na konec¢na télesa.



Kapitola 1

Zakladni definice a tvrzeni

Definice. Okruhem (s jednotkou) nazveme (D, + , — |0, - ,1) spliujici nasledujici
podminky:

e (D,+,—,0) je abelovskd grupa
e VabceD:a-(b-¢)=(a-b)-¢c,1-a=a-1=a
o VabceD:(a+b)-c=a-c+b-c,a-(b+c)=a-b+a-c.
Pokud okruh spliuje jeste podminku
Vae D\{0}:3a':a-at=ata=1,
pak mluvime o nekomutativnim télese (také division ring, skew field).

Pozndmka. Necht R je okruh s jednotkou a a € R mé levou inverzi b € R a pravou
inverzi c € R. Pak b = c.
Plati totizb-a=1aa-c=1.Pakb=b-1=b-(a-¢c)=(b-a)-c=1-c=c

Poznamka. Télesem budeme rozumét komutativni téleso.

Definice. Necht D je nekomutativni téleso. Pravym (levgm) vektorovym prostorem
zde budeme nazgvat pravy (levy) D-modul.

Oproti obvyklé definici vektorového prostoru nebudeme tedy pozadovat komu-
tativitu télesa, nad kterym modul uvazujeme. Ve vétsiné pripadi nebude mit tato
zména vliv na platnost vét znamych z linearni algebry ani na pribéh jejich dikazt.
Pouze poupravime nékolik zakladnich definic.

Definice. Necht'V je pravy (levy analogicky) vektorovy prostor nad D, vy, ... v, €
V.

V1, ..., Un JSou linedrné nezavisle, pokud Yk < n,Vdy,...,d, € D : ividi =0
implikuje dy = ... = d = 0. =

vy, ..U, generugt Vo, pokud Yu € V,3dy, ... .d, € D : f: vid; = v.

V1, .. .,U, tvori bazi V', pokud jsou linearné nezavislé czz:g}enerujz/ V.



Nyni vyslovime dvé linedrné algebraicka lemmata, jejichz dikaz lze dohledat
v publikaci prof. Bicana [4] jako tvrzeni 2.21, 10.8 a 10.22.

Lemma 1. Necht V' je vektorovy prostor. Pak lze kaZdou linedrné nezdvislou mmno-
Zinu A rozsirit na bdzi.

Lemma 2. Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem F dimenze k, {vi,...,vx}
baze V a ¢ je endomorfismus na V. Pak ¢ je bijektivni pravée tehdy, kdyzZ matice M
zobrazeni ¢ vzhledem k {v1, ..., vy} je requldrni. Matice M~ je pak matici zobrazeni
¢~ vzhledem k {vy, ..., v}

Ddle Endp(V), tedy okruh endomorfismi V- — V', je izomorfni okruhu My (F)
ctvercovych matic nad F'.

Definice. Necht (F,+,—,0,-,1) je (komutativni) téleso a necht (R, +,—,0,-,1)
je okruh. R nazveme F'-algebrou, pokud navic splnuje axiomy vektoroveho prostoru
nad F a plati:

Vabe RVke F:k-(a-b)=(k-a)-b=a-(k-b)
Poznamka. Pismenem F' budeme zde vzdy oznacovat komutativni téleso.

Znaceni. Izomorfismus F-algeber A a B budeme znacit A ~ B.

Priklad. Necht A je F-algebra. Pak okruh endomorfismi Endg(A) nese strukturu
F-algebry. Nasobeni prvky F' definujeme nasledujicim zptisobem:

¢ € Endp(A),z € F:x-¢=(x)00¢.

Definice. Necht R < S jsou okruhy. Centralizitorem R v S rozumime Cg(R) =
{s €S :r.s=sr¥reR}. Centrem okruhu R rozumime Z(R) = Cr(R).

Lemma 3. Necht D je nekomutativni téleso. Pak jeho centrum Z(D) = {d € D :
dr =rd,¥r € D} je téleso.

Diikaz: Z(D) je podokruh D, takze je potfeba ovéfit jen to, ze: a € Z(D) = a™! €
Z(D). Necht r € D, pak a™'r = a"'ra™*a = aa"'ra™! = ra™*.
[]

Definice. Necht F' je téleso a R je F-algebra. Pokud Z(R) = {1-k : k € F}, pak
se R nazyva centrdlni F'-algebrou.

Definice. Necht K je téleso a R je K -algebra. Pokud md R nad K koneénou dimenzi
jakoZto vektorovy prostor, pak rekneme, Ze je R konecne dimenziondlni.

Definice. Necht T < U je algebraické rozsiveni téles. Jeho Galoisovou grupou na-
zeme grupu Gal(UT) :={o : U — U,o je T-izomorfismus}.

Definice. Necht T < U je rozsirent téles, K jejich algebraicky uzdvér. Rekneme, Ze
T <U je

o separabilni, pokud kaZdé a € U je korenem takového polynomu nad T, ktery
nemd vicenasobné koreny.



e normdlni, pokud ¥Y¢ T-homomorfismus, ¢ : K — K je ¢(U) =U.
e Galoisovo, pokud je normalni, separabilni a konecného stupné.
o cyklické, pokud je Galoisovo a Gal(U,T) je cyklickd grupa.

Definice. Okruh R se nazyvad jednoduchy, pokud jeho oboustranné idedly jsou jen
{0} a R. K-algebra se nazyvd jednoduchd, pokud je jednoduchd jakozZto okruh. R-
modul se nazjvd jednoduchy, pokud jeho podmoduly jsou jen {0} a M.

Definice. Necht R je okruh a M je pravy (levy) R-modul. M se nazjvd polojed-
noduchy (totdlné rozloZitelny), pokud ezistuji takové jednoduché R-moduly Nj;, Ze
M ~ @ N;. Okruh R se nazveme polojednoduchym (totdlné rozloZitelngm), paklize
je jakozto pravy (levy) R-modul polojednoduchy.

V dalsi kapitole vyslovime vétu, kterd nam umozni provést konstrukci nekomuta-
tivnich téles. V diikazech se ndm bude hodit Wedderburn-Artinova véta o rozkladu
na maticové okruhy. Zde uvedeme pouze znéni, blize je mozno se s touto vétou se-
znamit v literatute [5]. Typicky je tato véta v literatute vyuziva pro okruhy, funguje
vsak stejnym zptusobem i pro F-algebry, jak za znénim ukazeme.

Véta 4 (Wedderburn-Artinova). Necht A je polojednoduchy okruh. Pak existuji
ni, ... ,nk € N a nekomutationi télesa D+, ..., Dy, Ze

Dvojice n; a D; jsou aZ na poradi a izomorfismus urceny jednoznacné.
Pokud je A dokonce F-algebra, tak nekomutativni télesa D; nesou takée strukturu
F-algebry a dany izomorfismus je izomorfismus F-algeber.

M;(D;) jsou totiz také F-algebry a jejich podprostor I, - d (= D;), kde I,, je
jednotkova matice a d € D;, je F-algebra.

Dusledek. Pokud je navic A jednoducha, tak existuje n € N a nekomutativni téleso
se strukturou F-algebry D, ze
A~ M, (D).

Dvojice n a D je urcena az na izomorfismus jednoznacné.

Definice. Normou rozsiveni téles F' < E s cyklickou Galoisovou grupou G = (o)
Gl-1
nazveme zobrazeni Npp : £ — ™ definované jako Ng,p(d) := [ o*(d).
i=0
Definice. Necht A je centrdlni, jednoduchd, koneéné dimenziondlni F'-algebra a E
je jeji podalgebrou. Rekneme, Ze E je ostre mazimdlni podtéleso, jestlize je to téleso
a dimp(A) = [E: F]2.

Priklad. Kvaterniony H = {a +bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R}, kde i* = j2 = k* = ijk =
—1,15 =k, jk =1, ki = j, tvoii nekomutativni téleso.



Nyni uvedeme bez dikazu dvé véty z teorie okruhii a moduli. Budou nutné pri
praci s F-algebrami. Jejich dikazem se zabyva publikace R. Pierce [1] na stranach
220 a 230.

Véta 5 (Noether-Skolemova). Necht A je centrdlni, jednoduchd a konecné dimenzi-
ondlni F-algebra a B je jeji jednoduchd podalgebra. Necht ¢ : B — A je homomor-
fismus F'-algeber.

Pak existuje v € A* takové, Ze ¢(y) = v~ tyx,Vy € B.

Véta 6 (Jacobsonova o hustoté). Necht A je okruh a M je jednoduchy levy A-modul.
Necht uy, . . . u, je linedrné nezdvisla mnoZina v M jakoZto vektorovém prostoru nad
nekomutativnim télesem Enda(M). Necht wy, ... w, € M.

Pak ezistuje x € A takové, Ze xu; = w;, Vi € {1,... n}.



Kapitola 2

Znéni hlavni konstrukcéni véty

Jadrem celé prace je véta, pomoci niz je mozné za jistych predpokladii zkonstru-
ovat nekomutativni téleso. V této kapitole vyslovime jeji znéni a cely zbytek prace
se bude zabyvat jejim dikazem. Zakladem konstrukce jsou dvé komutativni télesa
F a E, kde F' < FE je cyklické rozsiteni. Vysledkem pak bude direktni suma kopii
E, na jeji prvky tedy budeme smét nahlizet jako vektory nad télesem E. Pfi naso-
beni (které v hlavni vété definujeme) se na soutadnice levého ¢initele pousti prvky
Galoisovy grupy Gal(E,F). To zpisobuje nekomutativitu nasobeni.

Znaceni. Celociselné déleni a div n budeme znacit a +~n a zbytek po déleni budeme
znacit a-n.

Véta 7. Necht F' < E je cyklické rozsireni téles stupné n, G = Gal(E,F) = (o)
je jeho Galoisova grupa Tddu n a necht existuje a € F* takové, Ze a™ € Ng/p(E*)
aa® ¢ Ng/p(E*),Vk < n.

n—1
Definujeme Ag := @ W E s ndsobenim - : Ag x Ap — Ag definovanym predpi-
=0
sem ’
n—1 n—1 n—1
Z ule; - Z ujdj = Z u(i+j)’n¢(7;7j)0'j(0i>dj
i=0 §=0 i,j=0

kde ® : {0,...,n —1}*> — F*.
Pokud je ®,(i,7) := a5 pak Ag, tvori nekomutationi téleso.

V literature se objekty Ag obvykle zvou ,crossed product®.

Lemma 8. Ndsobeni v As, je asociativni.

Dikaz: Dokéazeme, ze zobrazeni ®, spliiuje kocyklickou podminku, tzn.
(i k) Pa(i + .8) "' Ra(ji + k) = 0 (@a(i.)).

Protoze Im(®,) C F* a o* € Gal(E,F), tak o*(®,(i,5)) = ®.(i,7).
Protoze ®,(i,j) = a9 tak tedy potiebujeme

(i+k)=n—(((t+j)m+k)+n)+((i+k)n+j)+n=((i+7)+n),

coz plati, protoze ((i+j)n+k)+n = (i+j+k)=n—(i+j)+na((i+k)n+j)+n=
(i+j+k)=n—(G+k)+n.



7 kocyklické podminky plyne asociativita, protoze rozepiseme-li nasobeni z defi-

nice, vyjde nam

5 e (5 e ji:ujdm -

= :i:ukbk : ;fo ut 1P, (i, §)o (¢;)d; =

S NG, (14 ) ) Ba(iaf ) (b () =

Zdzéjf);(l)i vyuzijeme kocyklickou podminku

_ ”g WG (i 4 k)n,f)Ba (k)0 T (b)od (ci)d,; =
%,7,k=0

_ ”;1 WG (i 4 k) n,f)Ba(i.k)07 (07 (be)ei)d,y =
i,j,k=0

=N w0, (Yo (be)es - S wid; —

k,i=0 §=0

n—1 n—1 n—1
= (Y uPby, - S wle) - D uld;.
k=0 i=0 Jj=0

Lemma 9. V kaZdém Ag plati pro kazdé i,j € {0,...,n—1}:

(u”j*")_luiuj = 14,9(4,7).

1, n—1t

Diikaz: Pro kazdé u' existuje inverzni prvek: (u')™' = ®(i,;n — 1)~ lu

() ! = (@) (W) = 0(.5):

Lemma 10. V kaZdém Ag plati pro kazdé c € E a pro kazdé i € {0,...,n— 1}:

neboli take: ‘ o
cu' = u'c’(c).

Diikaz: 7 Lemmatu [9] plyne, ze ®(¢,0) = ©(0,i) = 1. Pak

(u') " (uleu’) = (u') 7 () @(i,0)0"(c) = o'(c).

Pozndmka. Jednotka v okruhu Ag, je Lag, = ul - 1p.

]

[]

Pokud je ® takové, Ze spliuje kocyklickou podminku (tedy napiiklad ®,), pak

maximalni komutativni podtéleso Ag je E, tedy plati Cy, (E) = E.



Pozndmka. Pokud je Ag,, definované jako vySe, nekomutativni téleso, {u'} jeho
baze, pak inverzni prvek hleddme nésledujicim zpisobem. Necht a € Ag,, a # 0,

n—1 )
tzn. a = Y a;u’. Pak zobrazeni a- je automorfismus na Ag,, protoze Ker(a-) = {0}
i=0
aVb € Ag, : a- (a'b) = b. Z Lemmatu |8 pak matice M, zobrazeni a- vzhledem
k {u'}, tedy s prvky my; = o’(a;).a ™5™ vij € {0,...,n — 1}, je reguldrni.
Matice M = M,-1 je znovu z Lemmatu [8 matice zobrazeni a~!- vzhledem k {u'}.
Inverznim prvkem k a je pak M;1-(10...0)".

Tvrzeni 11. Ag je jednoduchd F-algebra.

Diikaz: Necht f: Ag — B je E-linearni epimorfismus F-algeber. Pfedpokladejme
ke sporu, ze jeho jadro je neprazdné. Pak vezméme miniméalni neprazdnou mnozinu

X C Z, takovou, ze existuji nenulova c; tak, ze > f(u')c; = 0.
i€ex
Tedy i pro kazdé e € E plati rovnice:

c-0=e) f(u)e=>_ f(u)d'(e)e.
ieX ieX
Pak ale Vi,j,i # j : o'(e) = o7(e), kdyby totiz existovalo néjaké j, pro které by
existovala néjaka neprazdnd mnozina K = {k : o*(e) # o7 (e)}, pak by

> (0'(e) = o’ (€) f(u')e; =0,
1€X
a tedy X\ K C X, coZ je ve sporu s minimalitou X.
Tedy o' = 07,Vi,j a tedy |X| = 1, jenze pak by f(u')c; = 0, coZ je ve sporu
s tim, Ze u! je invertibilni.
Takze Ker(f) = 0.
[]

Jak konstrukéni véta funguje, muzeme predvést na konstrukci nekomutativniho

télesa kvaterniont s redlnymi koeficienty. Vétu pouzijeme na téleso realnych a téleso
komplexnich cisel.
Priklad (Konstrukce kvaternionti). Zvolime E := C a F' := R. C/R je cyklické
rozsireni. Galoisova grupa Gal(C,R) = {Id, 1}, kde 1 je zobrazeni, které komplex-
nimu ¢islu pfifadi jeho komplexné sdruzené. Gal(R,C) je cyklickd fadu 2 a jejim
generatorem je 1.

Dale N¢/r(C*) = (0, 00), protoze pro = + iy € C* plati

Npe(x + iy) = d(z + iy) (e + iy) = /a? + 32

Vezmeme tedy za a € R* néjaky zdporny prvek R (vezmu a = —1), protoze pak
a ¢ (0,00), ale a* € (0,00). Pak

[ A@a:H:C@’U/C,

e H ma nad R stupenl rozsifeni 4, generatory jsou {1,,u,iu}. Plati pro né na-
sledujici vztahy:

i = —1,U'u — u2m0d(2)'<_1)2div(2) — —17ZUZU — Uszd@)'(—l)Zdw@)'i'i — 1

T-U=1UU-TU=710,10U 1=1uTl- -U-tu=—1



e Inverze se spocita nasledujicim zptsobem. Necht h € H, h = a + bi + cu + dui,

h # 0. Pak M), = (“;ifd;c_tzd). Prvek ((1)) M, je inverzni k h.

Kvaterniony s racionalnimi koeficienty dostaneme konstrukei z téles Q a Q(4).

Nyni si ukdzeme, v jakém bodé konstrukce ztroskota pii pouziti na konecna
télesa, protoze konecné nekomutativni téleso neexistuje.

Priklad. Necht Fyn < Fym, kde m = n-k, je rozsifeni kone¢nych téles. Gal(Fym Fyn) =
(¢), kde ¢ je Frobenitiv endomorfismus = + 2" . Gal(Fym,F,n) ma fad k.

Neni ale splnéna posledni podminka konstrukce. Plati, ze multiplikativni grupy
Iy jsou cyklické ([3], Véta 3.3).

Necht x je generator Fr,.. Kazdy prvek y € Fy. lze psat jako x' pro ndjaké
i€{0,...,p™ — 2} Pak

k—1 k—1 kilpm o
; in ' 2
NIFP’"L/]FPTL (I‘) = H ¢74(x) — H xp = =0 = x1-p"
i=0 i=0
Tedy z cyklicnosti Fyu: Nr . jrn (Fpm) = {xiz;":ll d€{0,...,p" —2}} <.
Protoze ale 2P~ = z, tak {xii”:ll 4 €{0,...,p™ —2}} méa pravé p™ — 2 prvki,
stejné jako Fr,.. Tedy Nr . k. (1) = Fy..

Proto nam tato konstrukce nemiize zkonstruovat konec¢né nekomutativni téleso,
které podle Wedderburnovy véty o konecnych télesech neexistuje.
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Kapitola 3

Tenzorovy soucin a Brauerovy
grupy

vvvvvv

dfikaz existence inverzniho prvku. Zadné pfimocaré feseni neni vidét, proto na mno-
ziné centralnich jednoduchych F-algeber definujeme strukturu abelovské grupy (tzn.
Brauerova grupa). V této grupé je operace nasobeni definovana pomoci tenzorového
soucinu, tak abychom mohli dokazat, Ze Brauerova grupa je opravdu abelovskou
grupou, potfebujeme nejdfive definovat tenzorovy soucin a pak o ném dokazat né-
kolik tvrzeni.

Definice. Necht A a B jsou F-algebry s bazemi {a;} a {b;}. Pak tenzorovy soucin

A®p B (nebo jen A® B) je F-algebra generovand F-linedrnimi kombinacemi bdze

{a; ®b;}. Pro proky a =3 fia; € A, b= g;b; definujeme v A® B prvek a ®b :=
( J

Z fl-gjai (029 bj-
ij
Ddle na A ® B zavedeme multiplikativni operaci - definovanou na bdzi jako:
(ai1 ® bjl) ) (aiz ® bj2) = (ai1ai2) ® (bjlbjz)’
ktera splnuje podminku bilinearity, tedy
s(a®@b)=sa®b=a® sh,Vs € F,ae Abe B,
(ail + aiz) ® (bj> =a,; & bj + @i, © bj’
a; @ (bj, 4 bjy) = a; @ bj, + a; ® bj,.

Pozndmka. Kazdy prvek a ® b lze zapsat jako (1 ® b)(a ® 1). Vezméme totiz jako
prvni prvek baze A i baze B jednotku. Vyjadieme si a,b vzhledem k bazim, tedy
a=> oa;, b="> pb. Pak plati, ze 1®@b = > (1 ®b;) a stejné tak a ® 1 =
> ai(a; ® 1). Celkem tedy

1®b)(a®1) =) aBia®b)=a®b.

Definice. Necht R = (R, +,—,0,-,1) je okruh. Okruh R := (R, +,— 0, x ,1),
kde x x y =y - z,Vr,y € R nazveme opacnym okruhem k R.
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Lemma 12. Necht C je F-algebra a S, T jsou jeji konecné dimenziondlni podal-
gebry. Necht vsechny prvky z S komutuji se vS§emi prvky z T a necht S je centrdlni

jednoduchd F-algebra. Budte sq, ..., s, € S linedrné nezdvislé aty,...t, € T takové,
Ze sit1 + ...+ s,t, = 0.
Pakt,=...=1,=0.

Dikaz: Chceme vyuzit Jacobsonovu vétu o hustoté, proto musime splnit jeji poza-
davky. K jejimu pouziti potfebujeme jednoduchy levy modul, v tomto pripadé tuto
roli hraje S jakozto jednoduchy (protoze S je jednoduchy okruh) levy S® S°P-modul.
Déle sq,...,s, je linearné nezavisla mnozina v S jakozto vektorovém prostoru nad
Endsgser(S) = F. Vyuzijme tedy nyni n-krat Jacobsonovu vétu o hustoté a tim
pro kazdé ¢ € {1,... n} ziskdme takové x;, ze x;5; = 1 a x;5; = 0,Vj # i. Abychom
mohli tyto x; nasobit s prvky z T, definujeme na C' strukturu S ® S°P-T-bimodulu
predpisem: (s ® §)c = 3cs,Vs,5 € S,ce C.
Bimodul je takto dobte definovan, protoze

s® §(ct) = 3(ct)s = (Ses)t = ((s @ §)e)t,Vs,s € S, t € T,ce C.

Konec¢né muzeme vynasobit rovnici sit; + ... 4+ s,t, = 0 postupné vSemi prvky
x; a pro kazdé nam vyjde:

0= l’i(Sltl +...+ Sntn) = ZL‘Z‘Sltl + ...+ ZL’iSntn = tz

Atedy ty =...=1t,=0.

]

Tvrzeni 13. Necht A,B jsou centrdini, jednoduché, koneéné dimenziondini F'-algebry.
Pak A ® B je centralni, jednoduchd, konecné dimenziondlni F-algebra.

Dikaz: Zvolme baze F-algeber Z(A) resp. Z(B) jako {ai,...,a,} resp. {b1,...,b,}
a doplime je do bazi {ay,...,a,} a {b1,...,b,} F-algeber A a B.

Centralni: Chceme dokazat, ze Z(A ® B) = Z(A) ® Z(B). Nejprve dokazeme
inkluzi Z(A® B) D Z(A)@ Z(B). Necht z € Z(A)@ Z(B). Pak x = ¥ a/  a; @1,
tedy a; a b; komutuji se vSemi ostatnimi prvky bazi. Necht y € AQB, y = > y;;a; ®
b;. Pak xy = > wijymaiar @ bjb =Y yuzijara; @ bib; = yx, takze v € Z(A® B).

Nyni dokazujeme opacnou inkluzi. Plati, ze Z(A®B) = Cagp(AQF)NCagp(F®
B), protoze

Va®be Z(A®B),Ve®d e A®B: (a®b)(c®d) =(a®b)(1®c)(d®1)=

=(l®ceed)(del)=1®c)(d®1)(a®b) =(c®d)(a®b).

Dokazeme, ze Cagp(A® F) C Z(A) ® B (stejné tak analogicky Cugp(F ® B) C
A ® Z(B)). Nechf w € Cagp(A® F), w = > x; ® b; pro néjaké z; € A. Pak
Vie A:0=w®l)—(z® 1w = (vz; — zj2) ®b;. Tedy zz; = z;0 a tedy
zj € Z(A),Vz;.

Celkem tedy plati

Z(A®B) = Cagp(ARF)NCagp(F®B) = (Z(A)@B)N(A® Z(B)) = Z(A)®Z(B).

12



Jednoducha: Dokazeme, ze kazdy nenulovy homomorfismus F-algeber ¢ z A® B
ma nulové jadro. Necht ¢ : A®Q B — C, kde C je libovolné F-algebra, je homomorfis-
mus F-algeber. Protoze A®Q F' ~ A a F® B ~ B jsou jednoduché algebry, tak ¢|aor
a ¢|rgp jsou prosté. Necht z € Ker(¢). Pakdn e N:z = (a; ®b1) + ...+ (a, ®0y,),
kde {a;} jsou linedrné nezéavislé prvky A. Tedy

O(2)=0((a1®@b1)+ ...+ (4, ®b,)) = 0((a1 @) (1®b1) + ...+ (2, 1) (1®b,)) =
= ¢((a1 @ 1)p(1 @ by) + ... + d(an, ® 1)d(1 ® b)) = 0.

Protoze ¢(A) je koneéné generovana F-algebra, tak z pfedchoziho Lemmatu plyne,
e

d(1®@b)=...=¢(l®b,) =0.
A tedy, protoze (1 ® B) je jednoduchy, 1 ® by = ... =1® b, = 0. Proto také z =0
a tedy Ker(¢) = {0}.

Protoze je kazdy nenulovy homomorfismus z A ® B prosty, tak A ® B je jedno-
duchy. Kdyby nebyl jednoduchy, existoval by néjaky vlastni ideal I. Pro zobrazeni
Vv : A® B € (A® B)/I definované predpisem ¢ (x) = [z]; plati Ker(y) = I, coz je
spor. Tedy A ® B musi byt jednoducha.

Kone¢né dimenziondlni: Protoze {a;} i {b;} jsou konecné, tak i baze {a; ® b;}
F-algebry A ® B je konecna. -

Lemma 14. Necht D je F-algebra a nekomutativni téleso, pak

Ma(F) X Mb<D) = Mab(D)'

Diikaz: Necht A = (fi;){;2, € Mo(F) a B = (d;;)?,_, € My(D) jsou libovolné
matice.

Definujeme zobrazeni ¢ : M,(F) @ My(D) — My(D) na generujici mnoziné
predpisem:

¢(A®B) (A dl])z] 1

Dokézeme, ze ¢ je izomorfismus F-algeber. Nejdiive ukazeme, zZe je to homomorfis-
mus F-algeber. Vyuzijeme pii tom toho, zZe matice A ma prvky z F', takze s prvky
z D komutuje.

b b
¢<A121 ® BB) = 45(14121 ® (Z dikd;cj)?,j:l) = (AAZ dikd};j)?,jzl =

k=1 k=1

ZA dl] ’ Z])zg 1 (A dz])zg 1(A dzy)lj 1 — ¢(A®B>¢(A®B)

QA+ AR B) = (A+A)d;;)? -y = (A+dyy) .+ (Ady)) i_) = (AR B)+¢(A® B).

¢(A®B+B) = (A(dlj+dl]))23 1 (A+d2])zj 1+(Adl])z] 1 ¢(A®B)+¢(A®B)

Protoze M,(F) i My(D) jsou jednoduché F-algebry, tak z Tvrzeni[13|je i M,(F)®
My(D) jednoduchéd F-algebra. Tim padem homomorfismus ¢ musi byt bud prosty,
nebo nulovy. A jelikoz napfiklad ¢(I, ® I,) = I, # 0, tak ¢ je prosty.
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Aby byl ¢ také na, sta¢i z linedrné algebraickych divodt, aby mély M,(F) ®
My(D) a My (D) stejnou dimenzi nad F.

Necht dimp(D) = n, baze M,(F) = {e11, ... ,aa}, bdze My(D) = {d111, . .. ,dppn}
abaze My (D) = { fi11, - -, fababn }- Baze Mo (F)@M,(D) je tedy {e11®@d111, - - -, €aa®
dppn }- Mo(F) @ My(D) a My, (D) jsou tedy oba vektorové prostory nad F' dimenze
a’b?n, takze ¢ je skuteéné na a tedy izomorfismus. -

Lemma 15 (Schur). Necht R je okruh a M je jednoduchy R-modul. Pak Endg(M)
je nekomutativni téleso.

Diikaz: Necht ¢ je nenulovy endomorfismus M — M. Ker(¢) = {0}, jinak by kvili
jednoduchosti muselo byt Ker(¢) = M a ¢ by byl nulovy. Stejné tak I'm(¢) = M,
protoze kdyby Im(¢) = {0}, tak by ¢ byl nulovy. TakZe ¢ je izomorfismus, a tak
existuje jeho inverze.

[]

Nyni zavedeme pojem Brauerovy grupy. Na mnoziné [F-algeber definujeme po-
moci tenzorového soucinu strukturu grupy a nasledné v Tvrzeni dokéazeme, ze
dana struktura je skutec¢né dobie definovanou grupou.

Definice (Brauerova grupa). Necht F je téleso, na konecné dimenziondlnich, cent-
ralnich, jednoduchych F-algebrdch definujeme ekvivalenci ~ predpisem:

A ~ B = 3D nekomutativni téleso a F-algebra a Imn € N: A ~ M, (D), B ~
My, (D)

Pak definujeme grupu

B(F) = {[A]~ : A je konecné dimenziondlni, centrdlni, jednoduchd F-algebra}

Ndsobeni: [A]. - [B]~ :=[A® B].

Inverzni proek: [A]J' = [A%].

Jednotka: 1g(py = [F|~

Poznamka.
A~B < dnmeN: A® M,(F) ~ B® M,,(F)

Diikaz: Pokud A ~ B, tedy A ~ M,,(D) a B ~ M, (D), pak podle Lemmatu
A® My(F) =~ My (D) ~ B ® M,(F).
Naopak necht In;m € N: A® M, (F) ~ B ® M,,(F). Z Wedderburnovy véty
vime, Ze 3D;,Dy nekomutativni télesa a s;t € N, ze A ~ My (D;) a B ~ M;(Ds).

Tedy méame, ze M,s(D1) ~ M,+(D2) a protoze Wedderburnova véta 1ika, ze Dy, Dy
jsou urceny jednoznacné, tak Dy ~ D. -

Tvrzeni 16. Brauerova grupa je abelovskd grupa.

Diikaz: Tvrzeni [I13| nam fika, Ze pro kazdé A,B centralni jednoduché F-algebry je
A ® B centralni jednoduchéa F-algebra.
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Nyni dokézeme, Ze staci je ndsobeni v Brauerové grupé dobie definovano. Necht
A~ BaC ~ D.Pak chceme A® C ~ B® D. Z Poznamky vime, ze A® M,(F) ~
B® My(F),C® M.(F)~ D ® My(F). Pak

AR C Q@ Mu(F) = A® My(F) @ C @ M,(F) ~ B® My(F) ®@ D ® My(F)
B ® D ® My(F), tedy znovu z Poznamky A ® C ~ B® D.

Jednotka: VA F-algebru s béazi {a;},a9 = 14 je A ~ (A® F') pomoci izomorfismu
a; — a; ® 1. To je ziejmé izomorfismus, protoze F' ma jakozto F-algebra béazi {1}.

Asociativita: VA,B,C' F-algebry s bazemi {a;},{b;},{cr},a0 = 14,00 = 1p,¢co =
leje A® (B®(C) ~ (A® B)®C pomoci izomorfismu a; ® (b; @ ) +— (a; @b;j) @ ¢

Komutativita: VA,B F-algebry s bazemi {a;}, {b;},a0 = 14,00 = 15 je A® B ~
B ® A pomoci izomorfismu a; ® b; — b; ® a;.

Inverzni prvek: Chceme dokazat, ze VA F-algebru s bazi {a;},ap = 14: AQ A% ~
My (F). Nejprve dokdzeme, ze A @ A% ~ Endp(A). Definujeme zobrazeni ¥ : A ®

n—1
A? — Endp(A), které piitadi prvku ) sjza; ® a; zobrazeni A — A definované
4,k=0

12

n—1
predpisem = — Y sjpa;xa,. Ovéfime, Ze je ¥ dobfe definovany izomorfismus.
J:k=0
n—1
Potiebujeme ukazat, ze x — ) sjza;xa; je endomorfismus F-algeber A — A.
5. k=0

n—1
e VxeA: Y sjpaxap € A
k=0

n—1 n—1 n—1
o Vryye A: > spaj(x+y)ay = >, sjppajrar+ Y, sjpa;yay z distributivity
3,k=0 J:k=0 k=0

n—1

e Ve A feF: nz_:l sipaj(xflar = (Y sjpa;zar)f.

J,k=0 J,k=0

n—1 n—1 n—1 n—1

WD sipa; @ar+ Y tipa; @ ag) = (3 (sju +tjr)a; @ ax) = (= > (sn +
k=

4,k=0 k=0 k=0 4,k=0
n—1 n—1 n—1
tir)a;xa) = (x — Y sppa;xar) + (x = Y tipajzay) = V(Y sjpa; @ ax) +
3,k=0 J,k=0 j,k=0

n—1
\IJ( Z tjkaj ® ak).

4,k=0

Pti ovétovani U(a.b) = ¥(a) o ¥(b) se vyuZije prevraceného nésobeni v opacné
algebre.

n—1 n—1 n—-1
V(DD sppaj®@ag- Y, twa,®a,) =Y( > sptwa-a,®a,-a) = (z+—
7,k=0 p,v=0 7,k m,v=0
n—1 n—1 n—1 n—1
Yo Siktwajauray-ar) = (x = Y siai( Y twauray)ag) = (x> Y] Sippa;®
Jyk, =0 7,k=0 w,v=0 7,k=0
n—1 n—1 n—1
ag)o(x = Y twa,®a,)=Y( > spa;@ag)o¥( > tua,®a,).
p,v=0 7,k=0 p,v=0

Bijekce: Ker(VU) jeidedl v A® A%, coz je jednoduché F-algebra, tedy Ker(¥) =
{0} nebo Ker(¥V) = A® A ale ¥(ay®ap) = ¥(1®1) = (x> z) = Id # (z — 0),
takze Ker(V) # A® A, takze Ker(¥) = {0}, coz znamena, Ze ¥ je prosté. Naopak
protoze Im(V¥) < Endp(A), dimp(A @ A%?) = dimp(Endr(A)) a ¥ je prosté, tak
je U ina celé Endp(A).
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Z Lemmatu[2 plyne, ze Endp(A) ~ M, (F), kde n je takové, ze n* = dimp(Endy(A)).

]

Definice. Necht F' < E je rozsivent téles. Jadro homomorfismu r : B(F) — B(E),
k([A]) = [A ®F E] nazveme relativni Brauerovou grupou a znacime B(E/F).

Tvrzeni 17. B(E/F) je podgrupou B(F) a [Ag,]~ je prvkem B(E/F).

Diikaz: Prvni ¢ast Tvrzeni je zfejméa. V té druhé potiebujeme dokézat, ze Ag, Q@ p E ~
M,(E). Pfipomenme, Ze z definice Ag, ndm plyne Cy, (E) = E.

Nejprve Ca,, (E) ~ Enda,, op(As,) pomoci izomorfismu p @ 2 — p, = -
pro x € Cy, (E). Plati, ze Ag, a Enda,, (As,) jsou izomorfni jakozto F-algebry
zobrazenim p : x +— p, = -x pro x € Ag,. Ker(p) = {0}, protoze a.x = 0,Va € Ag,
spliiuje pouze 0, takZe p je prosté. Je i na, protoze V¢ € Enda,, (As,) : ¢(v) =
¢(x - 1) =z - ¢(1) a tedy ¢ = p(4(1)).

Na Ag, definujeme strukturu levého (Ag, ® E)-modulu predpisem: (b®e)-a =
bae,Va,b € Ag,, e € E. Ag, spliiuje axiomy (Agp, ® E)-modulu, protoze:

(1) a®ebf€ A, ®E,x € Ag,: ((a®e)+ (b® f))x =

n—1 n—1
= () (ain+big) (w'e; @ ex))w = Y (aijn + bigr) (u'ejzer) =
1,5,k=0 1,5,k=0
n—1 n—1
= 3w @er) + Y (bp)ue; ®er) = (a@e)z+ (b® f
i,j,k=0 i,j,k=0
(2) a®eb® f€E€ A, ®E,x € A, : ((a®e)(b® f))x =
n—1
=( Y (agu ba)(We;-ufe @e, - e,)z =
1,3,k pu,v=0
n—1
=( > At bu) (e - ufeze, -e,)) =
4,9,k pu,v=0
n—1
=( D" (i bu) (e - utee, - e,)) = (a® e)(b® f)a)
4,9,k 1,v=0

(3) a®eec g, ®E, 2,y € Ap, : (a®e)(x+y) =a(r+y)e = axe + aye
(4) €A, (lay, @)z =14, re =1
Dokazeme, ze p(Ca,, (E)) € Enda, op(A). Necht z € E,y € Cyu,, (F) =
E,ab € Ag,. Pak p,((a ® x) - b) = abzry = abyx = py(b) - (a @ x).
Naopak vezmeme-li néjaky prvek p, € Enda,, «r(A),y € As,, pak Vo € E :
vy = py(x) = py((102)-1) = (107)-py(1) = (102)y = yz, atedy y € Ca,,(E) = E.
k n
Nakonec Ag, = P P, As, ® E = P P, kde P je jednoduchy modul, dile D
1 1
oznacime Enda, g(P), coz je nekomutativni téleso ze Schurova lemmatu.
E = Cy,, (E) ~ Enda, o5(As,) ~ Enda,, op(@ kP) ~ My(D) ~ M,(D) ~
EndA%@)E(@ nP) ~ Enqu>a®E(A<I>a (29 E) = Aq;a X E
[]
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Kapitola 4

Kohomologické grupy a diukaz
hlavni véty

V této kapitole pomoci jiz dokazanych vét a lemmat dokazeme hlavni vétu této
prace. Pomoci sady nerovnosti dokédzeme rovnost tzn. stupné, indexu a exponentu
nasi zkonstruované F-algebry Ag,. K dikazu jedné z nerovnosti je potieba vyu-
zit izomorfismu Brauerovych grup a jistych kohomologickych grup, ale protoze se
chceme vyhnout teorii algebraické topologie, tak definujeme jen jednu konkrétni
grupu potfebnou pro provedeni diikazu, aby nebylo tfeba mit zadné znalosti koho-
mologie.

Lemma 18. Ag, md nad F dimenzi n*.

n—1
Ditkaz: As, = @ v'E ma nad E dimenzi n a [E : F] = n, protoze F' < E je
i=0
Galoisovo a tedy [E : F| = |Gal(E,F)].
Necht F mé nad F bézi {es,...,e,}. Pak {u'e;} je bazi A nad F'.

]

Definice. Necht A je konecéné dimenziondlni centralni jednoduchd F-algebra, I je
téleso, tj. A ~ M, (D) pro néjaké nekomutativni téleso s Z(D) = F. Pak

o Stuperni Deg(A) := /dimpA,

e Index Ind(A) := Deg(D),

e Fxponent Exp(A) je 7ad [A]~ v Brauerové grupé B(F).
Nyni je potieba definovat kohomologické grupy.

Definice. Necht F' < E je cyklické rozsitent téles s Galoisovou grupou G = (o) a A
je F-algebra. Pak definujeme
Ch = {¢: 7k — E*},
§W -t — 2,601, §) = ®(5)®(i + §) 1o (B(i))
6@+ C% = G55 (i, j.k) = ®(j, )i + j.k) &
Ddle definujeme ndsledujici grupu Z? = (Ker(6®
a inverze je v télese E.
Normdini podgrupou grupy Z? je B> = Im(0W)).
A nakonec definujme jesté faktorgrupu H* = Z*/B2.

)

i, j + k) (0" (®(i.5))) "

)
), 71, 1), pricemZ ndsoben -
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Pozndmka. Z* a B? jsou dobfe definované abelovské grupy, jelikoZ operace v nich
se pocitaji v télese E.
Déle B? je podgrupou Z2, protoze (5(%)) (1,5,k) = 1, jak se snadno ukéaze pouze

dosazenim.
Nakonec protoze jsou Z2? a B? abelovské grupy, tak je B? taky normalni pod-
grupou. Tim padem je i H? dobfe definovana grupa.

Nésledujici lemma nebudeme dokazovat (viz zavér), v literatufe [1] se jim zabyva
kapitola 14.3 na strané 256.

Lemma 19.
V@,\IJ € 7% Apy ~ A ® Ayg.

Tvrzeni 20. H? a B(E/F) jsou izomorfni grupy. Izomorfismem mezi nimi je zob-
razeni 0 : H> — B(E/F), 0([®]) = [As).
Diikaz: Dokézeme nejprve, ze [®] — [Ag] je dobfe definovand bijekce. Necht Ag =

n—1 n—1
Pu-EaAy = v - E. Zobrazeni je dobfe definované a prosté, jestlize plati
i=0 1=0

VO U € 7% = Ker(6@) : @0 € B2 = Im(6WV) <= Ap ~ Ay.

Poznamenejme, ze A a Ay maji nad F stejnou dimenzi, proto Ag ~ Ay <=
Aq; ~ A\p
Pokud & a ¥ splnuji levou stranu ekvivalence, pak existuje © : Z,, — E* tak, ze

(i) U(i,§) " =de(ij) = O(j)O(i + jn) 0’ (O(i)),Vij € Zy.

Nyni chceme dokéazat, ze Ag ~ Ag. Definujme tedy izomorfismus vektorovych pro-
stortt nad E ¢ : A — Ay prifazenim ¢(u') = v' - ©(i) a dokdzeme, Ze je to také
izomorfismus okruht.

Necht vz, u/y € Ag. Pak

o(u'z - wly) = ¢(u"D(i,j)o” (x)y) = 0" O(i + jn) B(i.f)o” (x)y) =
= v (6,5)0(j)0? (B(i))o? (v)y = v (i,5)0” (O(1)2)O(5)y =
= (1'0(i)z) - (VO(j)y) = ¢(u'x) - p(u'y).
Nyni ukézeme platnost obracené implikace. Necht ¢ : Ag — Ay je takovy izomor-
fismus, ze Ve € E : ¢(14,¢) = 14, c. Takovy si mizeme zvolit diky Noether-Stokesové
vété. Z Noether-Stokesovy véty totiz existuje a € Ag tak, ze ¢(d) = a~'da,Vd € E.

My si pak misto ¢ zvolime izomorfismus ¢ = aga=!.
Chceme najit takové © : Z,, — E*, které by spliovalo

®(i,j)¥(i.j) " = de(ij) = ©(j)O(i + jn) "o’ (O(i)).

Mgéjme tedy prvek ¢ € {1,...,n}. Pfipomenme, ze Ca,(la, E) = 14,E. Z Lem-
matu [10| plyne o?(c) = u; *cu;, a tedy 14,0%(c) = u; '1 4, cu;. Tedy také plati:

A(ur) " (1ay O)d(ws) = ¢(u;  Lagcui) = P(1a,0'(c)) =
= 1a,0'(c) = u, 14, cv;.
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Tedy plati 14,co(u;)v; " = gzﬁ(uz) 14,0, Ve € E, takze ¢(u;)v; ' komutuje se
vSemi prvky z E, a proto qb( = E, coZ znamena, ze existuje prvek O@) e E:
O(i)v; = ¢(u;). ©(i) # 0, protoze u; # 0 ani v; # 0.

Zbgvé ovetit, ze @U L = ¢4

Lag @(i.5)W(0,5) " = d(1a, (i,5)) ¥ (i) " =

Zde pouzijeme Lemma [0
= qﬁ(u;jfnuiuj)\lf(i,j)_l = 14,0(i +j,n)_lvl+1] LuiO(0)v;0(5) ¥ (i,)) =
= 14,00 + jn) "o 0,07 (0(2))O(5) W (i,5) ™ =

= 14,0(i +jn) " (i,j)o’ (O(i)O(j) (i) " = 14,0(5)O(i + jn) "0’ (O(7)).

Zobrazeni je také na, jak nyni dokdzeme. Necht [A] € B(E/F), tedy necht A
je jednoducha, centralni, konecné dimenzionalni F-algebra, ktera obsahuje E jako
maximalni podtéleso. Chceme dokazat, ze pak existuje @, takové, ze A ~ Ag. Nej-
prve pouzijeme Noether-Stokesovu vétu, kterd nam pfinese existenci prvku v € A,
takového, ze

Vo' € Gal(E,F),d € E : o'(d) = (u") 'du'".

Ukdzeme, 7e U = {u°,...,u""1} je baze A. Jelikoz E je ostie maximélni v A,
tedy dimg(A) = n, tak sta¢i ukézat, ze U je linedrné nezavisla. Zde zopakujeme
stejny postup jako v dikaze Tvrzeni Piedpokladejme, Ze je U linedrné zavisla
a vezméme tedy minimalni mnozinu X C Z, takovou, zZe existuji nenulova c; tak,
ze > ulc; = 0.

ieX

Tedy pro kazdé e € E* plati:

0=e E u'c; = E u'c’(e)c
ieX ieX

Pak ale Vi,j,i # j : o'(e) = o7(e), kdyby totiz existovalo n&jaké j, pro které by
existovala néjaka neprazdnd mnozina K = {k : o*(e) # o7(e)}, pak by
S0/ - e =0
ieX
a tedy X\ K C X, coz je ve sporu s minimalitou X.
Tedy o' = 07,Vi,j a tedy | X| = 1, jenze pak by u'c; = 0, coz je ve sporu s tim,
ze u' je invertibilni. U je tedy baze A a A tedy mizeme psat jako @@ u'E
i=0
Potiebujeme uz jen najit spravné a do ®,. Dokazeme, ze pro a = u”™ plati A ~
Ag,,. Jelikoz (u )_1du = o0"(d) = d,¥d € E, komutuje u™ se vSemi prvky télesa

E. A protoze A = @ u'E, tak u" € Z(A) = F.

Z Lemmatu [19 . je zobra,zenl homomorfismem.

[]

Nyni konec¢né uplatnime vSechny dosazené vysledky a dokazeme konstrukéni
vétu.
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Diikaz: [Hlavni véta] Chceme dokézat sadu nerovnosti
n = Frp(As,) < Ind(As,) < Deg(Ag,) =n

ze které tedy vyplyva rovnost Ind(As,) = Deg(As,), coz plati pravé tehdy, kdyz
Ag, je nekomutativni téleso, protoze Ag, ~ My(D) a dimp(A) = dimp(D) a tedy
As, ~ My(D) = D.

Nejprve n = Exp(As,). To plati, protoze B(E/F) ~ F*/Ng/p(E*) izomorfis-
mem [a] — [As,] a a” € Ng/p(E*) a zérovell a* ¢ Ng/p(E*),Vk < n.

Déle Ind(Ag,) < Deg(As,) piimo z definice, protoze dimpD < dimpAg, (do-
konce dimpD | dimpAs,).

Z Lemmatu |18 pak vyplyva Deg(Asg,) =n (= [E : F]).

Nakonec Fxp(Asg,) < Ind(As,), tedy pokud Deg(D) = k € N, kde D je nekomu-
tativni t&leso se strukturou F-algebry takové, ze Ag, ~ M,,(D), pak [Ag,|* = 1B(F).-
Tedy Deg(A) = mk. D™ nese strukturu Ag,-D-bimodulu a D™ je také vektorovym
prostorem nad E. D™ mé nad F dimenzi k, protoze

mk mk mk

Nechf ey, ..., e je tedy baze D™ jakozto vektorového prostoru nad E. Pfipometime,
7e Ap, ma nad E béazi u°, ... u""L.

Chceme nyni dokazat, ze [(@ )] =1¢€ H? Tedy ze ®F ¢ B? (= Im(sW)).
Vyjadiime kazdé wyu' Z wspst (i) a tim pro kazdé ¢ € {1,...,n} vytvoiime

matici M (i) = (pus¢(7))5 =1 8 koeﬁmenty v E.
Déle plati M (i +])<I> (i,7) = M(j) - 0?(M (7)), protoze

Zwsust i) @4 (i,5) = wu P, (i,5) = wu'v’ = Zwmn =

= ZMTUJO'JMM Zws Z:usr ;urt )))

ProtoZe jsme pravé dokazali, Ze matice M (i + j)®,(i,j) a M(j) - 07(M(i)) se
rovnaji, rovnaji se také i jejich determinanty, tedy

det(M (i + ) ®a(i.5)" = det(M(j)) - det(o? (M(7))).

Pfipometime jesté, ze ®, € Z2, coz jsme mimochodem dokézali, kdyZ jsme dokazo-
vali asociativitu nasobeni Ag, v Lemmatu . Dale plati, ze det(M) € C*, protoze
det(M) : Gal(E,F) — E*.
Miizeme si tedy poviimnout, ze ®F = §Mdet(M), a proto ¢ € B2, z cehoz
plyne, ze [®,]* =1 € H% To podle Tvrzeni [20| znamena, ze [As,]* = 1p(r).
[]

Tim je dokézana konstrukéni véta.

20



Z.aver

V préci jsme dokazali konstrukéni vétu az na Lemma[19] které je velice technické,
nepiehledné a dosli jsme k zavéru, ze prestoze nas lemma zajima v konkrétnim pii-
padé (v publikaci [1] je uvedeno pro libovolné Galoisovo rozsifeni £/ F' a pro libovolné
¢, U € Z?, zatimco u nas m4 rozsifeni £/ F navic cyklickou Galoisovu grupu a @,, ®,
mame presné definované), tak ani tak nebude snadné ho néjak zjednodusit. Z tohoto
a zejména také z Casovych divodi jsme se rozhodli diikaz tohoto tvrzeni vypustit.
Je vsak mozné si ho vyhledat v literatufe, kde je mu vénovana kapitola 14.3 na
strané 256.

Jinak je véta dokdzana, pricemz jsme se vyhnuli homologické teorii. Dalsim cilem
této prace bylo zjednoduseni znaceni, jelikoz v ptivodni publikaci bylo zavedeno vzdy
co nejobecnéji, coz se pro tuto praci nehodilo.

Na tuto praci by bylo mozné navazat vytvorenim sady pfikladti, je pro to ale
nutné umét pocitat Galoisovy grupy a ani to nezarucuje uspésnou konstrukei, jelikoz
se jesté musi najit spravny prvek a spliujici podminky ve Vété [7]
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