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Predmluva

Tato prace je vénovana matematickym modelim v populac¢ni biologii,
konkrétné modelim popisovanym jednou autonomni diferencialni rovnici.
Navazuje na diplomovou praci Diferencialni rovnice v chemii a biologii!,
jejimz cilem bylo najit modely chemickych a biologickych procesu, které
lze zapsat diferencialnimi rovnicemi feSitelnymi elementarnimi metodami.
VyfteSenim piislusnych rovnic se odvodily vlastnosti modeli.

Podnét k napsani této prace dala namitka oponenta zminéné diplomové
prace doc. RNDr. Jaroslava Miloty, CSc., ze diferencialni rovnice poskytuje
informace o kvalitativnim chovani feseni, aniz ji fesime. Muze byt vhod-
nym textem pro posluchace ucitelského studia biologie-matematiky, kteri
se chtéji seznamit s aplikaci matematiky v biologii a navic se mohou dozveé-
dét zajimavosti z historie obycejnych diferencidlnich rovnic, které k jejich
profesi patii.

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole jsou sepsany nekteré
partie teorie diferencidlnich rovnic tak, aby mohly byt korektné vysetieny
kvalitativni vlastnosti feSeni autonomni diferencialni rovnice, které jsou vy-
uzivany v nasledujici kapitole. Citované véty jsou v teorii diferencialnich
rovnic znamé, proto jsou vétSinou uvedeny bez dukazu, pouze odkazujeme
na literaturu, kde lze dikaz najit. K popisu kvalitativnich (dynamickych)
vlastnosti feseni diferencialni rovnice je pouzita tzv. kvalitativni teorie dife-
rencialnich rovnic. Porozumét danému problému pomahaji fesené priklady.

Postupy, kterymi vysSetfujeme kvalitativni vlastnosti diferencialni rov-
nice, aplikujeme ve druhé kapitole na modely popula¢ni dynamiky. Kapitola
za¢ind podrobnym odvozenim Malthusova modelu exponencialniho rustu,
historicky prvniho spojitého modelu rustu populace, ktery je popsan li-
nearni diferencialni rovnici. Rovnice slouzi jako ukazkovy priklad, jak lze
s vyhodou vyuzit kvalitativni teorii diferencidlnich rovnic. Dalsi modely
popisuji komplikovanéjsi vyvoj populacni dynamiky. Na zavér je sestaven
model rustu realné populace skudce jehlicnatych porostu. Text je dopro-
vazen obrazky, které ilustruji popisovanou situaci. K matematické analyze
modelu jsou pridany informace o jejich vyuziti v praxi.

V treti kapitole je strucny piehled vyvoje obycejnych diferencialnich
rovnic (ODR) od konce 17. stoleti do konce 18. stoleti. V této dobé mate-
matici popsali elementarni metody feseni diferencialnich rovnic, se kterymi
se obvykle setkavaji posluchaci vysokych skol technickych a prirodovéd-
nych. Teorie ODR se dal vyvijela a vyviji.

Snaha byla uzivat standardni matematickou symboliku, pfesto je vét-
Sina symbolu vysvétlena v kontextu.

Réada bych podékovala doc. RNDr. Jané Staré, CSc. za peclivé vedeni
mé prace, za cenné rady, kritické pfipominky a hlavné za povzbuzeni ve
chvilich, kdy jsem to nejvice potfebovala.

'Purmové L., Diferencialni rovnice v chemii a biologii (Diplomova prace uznand za
rigorézni praci), Univerzita Karlova, Praha, 1999.
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1 Autonomni soustavy diferencialnich rov-
nic
Ve druhé kapitole vySetfujeme ruzné modely populacni dynamiky. Mate-

matickym aparatem pro sestaveni takovych modelu jsou obvykle soustavy
autonomnich diferencialnich rovnic

J‘{l = fl(xlux%"wxn)
IL'/2 = fg(l’l,l'g,...,l'n)
x;z = fn('rlax%---’xn),
kde fi(x1,z2,...,x,) jsou redlné funkce n proménnych definované na né-

jaké oblasti G C R™. Tuto soustavu lze struc¢néji psat ve vektorovém tvaru
X' =F(X), (1.1)

kde X(t) = (z1(t),z2(t),...,z,(t)) je vektorova funkce, kterd zobrazuje
interval I na redlné ose do mnoziny G, a zobrazeni F = (fi,...,fs)
zobrazuje G do R"™. Rovnice (1.1) je vektorovym zapisem tzv. autonomni
soustavy (diferencialnich rovnic). Déle pfevazné pracujeme s rovnici (1.1),
kde F' je nelinearni zobrazeni.

Pro tplnost dodejme, Ze rovnice

X' = F(t, X),

kde F: G — R® a G C R"*! je oblast, je vektorovym zapisem tzv. neau-
tonomni soustavy (diferencidlnich rovnic).

1.1 Existence a jednoznacnost reseni

Rovnice (1.1) je dand na G vektorovym polem F'(X), které se nazyva vek-
torové pole soustavy (1.1) a oblast G je tzv. fdzovy prostor této soustavy.
Casto je G = R".

Definice 1.1. Resenim soustavy (1.1) je vektorovd funkce X: I — G
definovand na néjakém intervalu I C R, kterda mé derivaci X' na [ a
spliiuje rovnici (1.1), tedy pro t € I je X(t) € G a

X'(t) = F(X(t)).

Reseni X lze interpretovat jako kiivku v prostoru G zadanou para-
metricky rovnici X = X(t), ¢t € I. Tuto kfivku nazyvame trajektorii sou-
stavy (resp. trajektorii 7eseni X ). O grafu feSeni mluvime jako o integrdlni
krivce soustavy. Trajektorie TfeSeni je projekci integralni kiivky z R x G
do G. Teény vektor X'(t) v kazdém jejim bodé X = X (¢) mé soufadnice
F(X(t)). Systém vsech trajektorii ve fazovém prostoru tvoii fazovy portrét
soustavy.



V aplikacnich tlohéach je nutno nalézt funkci X, kterd kromé toho, ze
spliiuje rovnici (1.1), vyhovuje poc¢ateéni podmince

X(to) = Xo, ty € I, Xy € G. (12)

V nésledujicich kapitolach fesime rovnici (1.1) spolu s podminkou (1.2), tj.
pocdtecni ulohu, kde proménnd ¢ reprezentuje ¢as a vztah (1.2) charakte-
rizuje pocatecni stav systému.

Je-li zobrazeni F(X) nelinearni, nelze vétSinou najit analyticky tvar
feSeni tlohy (1.1), (1.2). Tim nabyva na duleZitosti otazka, zda Feseni po-
¢atecni ulohy existuje a zda je urcené jednoznacné. Nasledujici véta je jedna
z existenc¢nich vét. Existuji i obecnéjsi véty, tato je nicméné dostacujici pro
potieby dalsich kapitol.

Poznamka. Symbolem C(G) znac¢ime mnozinu vSech spojitych funkei na
G. Mnozinu v8ech zobrazeni F: G — R", ktera jsou spojité diferencovatel-
na na G, oznac¢ujeme C'(G).

Vé&ta 1.2. Predpoklddejme, Ze v rovnici (1.1) je F € CY(G), G CR" je
oblast. Pak pro kaZdé Xy € G existuje 0 > 0 a prdvé jedno reseni soustavy
(1.1) na intervalu (to — 9,to + ) vyhovujici pocdtecni podmince (1.2), tj.

X: (to—(s,to—F(S) — G,

Véta 1.2 tik4, ze pokud je F € C'(G), pak je na okoli kazdého bodu
(to, Xo) € Rx G zarucena existence a jednozna¢nost feseni poc¢ate¢ni tlohy
(1.1), (1.2). Véta plati i pro obecnéjsi neautonomni soustavu X’ = F'(t, X).
Je dokazéana v knize [9], str. 385-391.

Vsechny véty, které v prvni kapitole uvadime, jsou v teorii obycejnych
diferencialnich rovnic znamé, proto pouze odkazujeme na literaturu, kde
Ize prislusny dukaz nalézt.

Historickd poznamka. Predstavy o pojmu feSeni soustavy (1.1) tak, jak
ho pouzivame dnes, se utvorily na pocatku 19. stoleti. V letech 1820-1830 si
Augustin—Louis Cauchy (1789 —1857) poprvé v historii matematiky polozil
otazku, zda existuje feseni kazdé pocatecni ulohy a prvni zformuloval a do-
kézal vétu 1.2 pro neautonomni diferencidlni rovnici ' = f(¢,z) a pocatecni
podminku z(ty) = z9, kde f € CYG), G C R? je oblast. Cauchyiiv vysle-
dek o lokalni existenci a jednoznac¢nosti feSeni diferencidlni rovnice z roku 1824
byl publikovan az v roce 1837. V prubéhu 19. stoleti byl mnohokrat vylepsSen.
V roce 1876 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832—1903) oslabil pfedpo-
klady véty. Ukézal, Ze staci, aby funkce f € C(G) spliovala podminku, kterd
je dnes nazyvana Lipschitzova podminka vzhledem k =z, tj. existuje kladné ¢islo
K takové, ze pro kazdé ¢ a pro kazdé x,y; (t,x),(t,y) € G, plati

[f(tx) = f(ty)] < Ko —yl.



Diikaz této véty v roce 1890 zdokonalil Charles Emile Picard (1856 —1941)
a poté v roce 1894 Ernst Leonard Lindel6f (1870 —1946). Véta 1.2 byva nazy-
vana Cauchyova, zatimco véta o lokalni existenci a jednoznacnosti feseni s osla-
benymi predpoklady Picardova—Lindeltfova.

K lokélni existenci feSeni rovnice 2’ = f(t,x) postacuje spojitost funkce f
na oblasti G C R? ovSem za cenu, Ze jednoznacnost feSeni jiz neni zarucena.
Tento vysledek z roku 1886 patii Guiseppu Peanovi (1858 -1932), proto je
véta oznacovana jako Peanova.

Ukazme na dvou jednoduchych piikladech, ze v pripadé, kdy nejsou spl-
nény predpoklady véty 1.2, feSeni pocatecni tlohy nemusi existovat a exis-
tuje-li, nemusi byt jediné, které zadané pocatecni podmince vyhovuje.

Dokazme, Ze neexistuje zadné feseni rovnice prvniho fadu

o -1 pro x >0
o 1 pro x <0

Y

které spliiuje poc¢ateéni podminku z(ty) = 0.

Vektorové pole f(x) sméfuje pro x > 0 doleva a pro x < 0 doprava
a v nule je nespojité. Predpokladejme, zZe existuje feSeni této pocatecni
tilohy na intervalu (ty — d,%y + 0). ReSeni = v bodé t, nabyva hodnoty
x(to) = 0 a pro dostateéné malé ¢t > ty je kladné, nebot 2'(ty) = 1, ale
pro vSechna kladnad z(t) je 2'(t) = —1. To je spor s definici 1.1, nebot
funkce xz(t) je diferencovatelna na intervalu (to — 0,fp + 0) a tedy jeji
derivace 2'(t) ma Darbouxovu vlastnost.

Resenim nelinearni diferencialni rovnice prvniho fadu

s poc¢atecni podminkou z(0) = 0 je konstantni funkce z(t) =0, ¢t € R. Ten-
tokrat muzeme rovnici fesit metodou separace proménnych a najit jeji dalsi
feSeni x(t) =3, ¢t € R. Bodem (0,0) tak prochézi grafy dvou riznych fe-
Seni. Uloha je nejednoznacnd.

To nejsou vSechna FeSeni, pro ktera plati x(0) = 0. Napt. kazda funkce

tvaru (¢ > 0)
] 0 pro t <c
re(t) _{ (t—c)® prot>c

je také fesenim dané pocatecni tlohy a takovych feseni je nekone¢né mnoho.
Vektorové pole f(x) = 323 je sice v nule spojité, ale nemé v nule vlastni
derivaci. Bodem (0,0) v tomto pfipadé muze prochézet nekoneéné mnoho
integralnich krivek.

Poznamka. Pokud nebude feceno jinak, bude vzdy vektorové pole dife-
rencilni rovnice (1.1) tiidy C?, tj. bude zarudena existence pravé jednoho
feseni pro kazdou pocatec¢ni podminku.



Ukazeme, ze tato podminka zaruc¢i jednoznacnost feSeni. Zkoumejme
moznost, ze diferencialni rovnice ma vice reseni vyhovujicich dané pocatecni
podmince. Necht Y, Z jsou dvé feseni rovnice (1.1) na intervalu I = (a,b),
ktera nabyvaji v bodé to € I stejné hodnoty, tj. Y (to) = Z(ty). Dokazeme
sporem, ze pak Y (t) = Z(t) pro vSechna t € I. Bud I* maximéalni interval,
nanémz Y (t) = Z(t) a I* # 1. Pak I* ma krajni body t; < t9, kde

tiv=1inf{t eI, Y(r)=2Z(r) V1 € (t, o) },
to=sup{tel, Y(r)=2Z(r) Vr € (to,1) }.

Bud napt. ty < b. Z definice t, a spojitosti Y, Z vyplyva, ze Y (t) = Z(t)
pro vSechna (ty,ty). Pak ale véta 1.2 fika, Ze existuje otevieny interval
obsahujici ¢y, na kterém Y (¢) a Z(t) splyvaji. To je spor s pfedpokladem,
ze I* je maximalni interval, na kterém se Y (t) a Z(t) rovnaji.

Z tohoto duvodu budeme za feSeni pocatecni ulohy povazovat to Feseni,
které je definované na maximélnim (nejdel$sim) intervalu, tzv. mazimdlni
resent.

Véta 1.2 zajistuje pouze lokalni existenci a jednoznacnost feseni. Ma-
ximalni feSeni linedrnich autonomnich soustav je vzdy definované na R.
U nelinearnich soustav tomu tak obecné neni, ne kazdé feseni lze prodlou-
zit na R.

Véta 1.3. Necht G C R" je oblast, F € C'(G) a necht X(t) je ma-
zimdlni Tesent soustavy (1.1) definované na intervalu I (a, B) C

—0 < a < f < oo. Pak pro kaZdou kompaktni mnozinu K C G e mstujz
a,b: a<a<b<f takovd, Ze pro t € (o, )\ {a,b) je X(t) ¢ K.

Véta 1ika, ze Teseni definované na omezeném maximalnim intervalu opusti
kazdou uzavienou omezenou podmnozinu mnoziny G. Dukaz véty 1.3 je
v knize [9], str. 396. Vlastnost maximalniho feSeni lze také formulovat takto:

Véta 1.4. Necht G C R" je oblast, F' € C*(G), Xo € G a X(t) je mazi-
malni fesent pocateéni ulohy (1.1), (1.2) definované na I = («, 3). Pak bud’
B =00 nebo X(t) neni omezené na (to,3) nebo tli%l dist (X (¢),0G) = 0.

Stejné tvrzeni plati pro «. Dikaz véty je v knize [1], str. 100-102. Jestlize
FeSeni X (¢) nelze prodlouzit na interval (ty,00), pak pro t — [_ se bud
X (t) priblizi libovolné blizko k hranici oteviené mnoziny G nebo pro né-
jakou posloupnost {X;}, X; = X(t,), t; € (o, 3) je || Xi]| — oo.

Poznamka 1.5. Je-li G =R" a F € C'(R"), pak bud lze feseni X ()
ulohy (1.1), (1.2) prodlouzit na R nebo X(t) neni omezené pro t > t,
(resp. t < to).



Uvazme pro ilustraci nasledujici ptiklad. Pocatecni tloha
v =2"+1, 2(0)=ux

m4 pravé jedno feseni pro kazdé xq, protoZe vektorové pole f(z) = 2%+ 1
je spojité diferencovatelné na R. Refeni miizeme nalézt metodou separace
proménnych: z(t) = tg (¢ + arctgxy), t € (=5 — arctgxg, § — arctgzg) =
(e, B) . Defini¢ni obor zadného feseni nelze prodlouzit, nebot x(t) — +oo
pro t — (_,resp. t — o .

Nésledujici véta Fika, kdy je maximalni feseni definované na (tg, co).

Véta 1.6. Bud K kompaktni podmnoZina oblasti G C R, F € C'(G) a
bod Xy € K. Predpokladejme, Ze pro kazdé 3 € R, B >ty existuje Tesent
X pocdtecni dlohy (1.1), (1.2) na (to, ) a plati {X(t); t € (to,3)} C K.
Pak existuje tesent X lohy (1.1), (1.2) na (ty,o0).

Véta je dusledkem véty 1.3. Stejné tvrzeni lze formulovat pro maximélni
feseni definované na (—oo, tg).

Poznamka. Mnozina bodu {X(t), t € I, t > to}, kde X(t), t € I je
maximalni FeSeni pocatecni tlohy (1.1), (1.2), se nazyva kladnou polotra-
jektorii Teseni X.

Poznamka. Bez ztraty na obecnosti budeme dale uvazovat to = 0. Je-li
totiz X (t) FeSeni rovnice (1.1) vyhovujici podmince

X(0) = X,, (1.3)

potom funkce Y (t) = X(t — to) je feSenim rovnice (1.1), které spliiuje
pocatecni podminku Y (t9) = X .

Uvedme na konci tohoto odstavce analyticky tvar feseni linearni sou-
stavy. Nejprve pfipomeneme:

(i) Zobrazeni F: R™ — R™ je linedrni pravé tehdy, kdyz F(X) = AX,
kde A je konstantni matice typu (n,n), tj. pfi pevné zvolené bazi
R™ je linedrni zobrazeni reprezentovano c¢tvercovou matici A tadu
n. Symbol L(R") oznacuje mnozinu vSech linearnich zobrazeni R”
do R™, ktera je izomorfni s mnozinou vsech ¢tvercovych matic fadu n.
Linearni zobrazeni F' je vzdy spojité diferencovatelné na R". Rovnice
X' = F(X) = AX je vektorovym zapisem tzv. homogenni linedrni
soustavy (diferencialnich rovnic).

(il) Maticovd exponencidla je definovana analogicky jako realna exponen-
cialni funkce, tedy je-li A c¢tvercova matice, je

00 Ak
exp(A) = R
k=0 "

Rada konverguje pro kazdou ¢tvercovou matici A (tvrzeni plyne
napt. z dusledku Lagrange—Sylvestrovy véty, viz [20], str. 41-45).
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(iii) Normou matice rozumime normu linedrniho operéatoru, ktery je matici
urcen, tj. pro A € L(R") klademe

lag= sup 122

w0, vekn ]|

Norma matice takto zavisi na normeé, kterou volime v R". Uvazujme,
ze .|| je eukleidovskd norma v R”".

(iv) Pro pevné A je maticovd funkce exp(tA) zobrazeni R — L(R").
Protoze normovany linearni prostor (L(R"),|.]|) je tplny (viz [2],
str. 98), lze snadno dokézat, Ze zobrazeni exp(tA) je definované pro
kazdé t € R a plati

% exp(tA) = A exp(tA) = exp(tA) A

(viz [2], str. 105).

Véta 1.7. Necht A je konstantni ctvercovd matice tddu n . Pak md po-
catecni uloha

X' =AX, X(0) = X, (1.4)
prave jedno teseni X (t) = exp(tA) Xo, t € R.

Snadno ovéfime, ze funkce X(t) je FeSenim spliujicim danou podminku.
Ziejmé X(0) = exp(0-A) Xy = EXy = Xp a X'(t) = Aexp(tA) Xy =
AX(t) pro vSechna t € R.

Resme homogenni linearni soustavu

, Al
X' = ( ) A) X,
kde X € R, spolu s poc¢ateéni podminkou X (0) = X nejprve bez pomoci
véty 1.7.

Refenim druhé rovnice soustavy (a5, = Axy) je funkce x5(t) = coe
Dosadime-li do prvni rovnice soustavy, dostdvame nehomogenni linearni
rovnici #f = Az; + cpeM. Spocteme, ze x1(t) = c;eM + cote’. Reseni
soustavy zapiSme v maticovém tvaru

xor= (% s (2):

Aby byla splnéna poc¢ateéni podminka, musi se vektor (ci,c3) rovnat Xp.
Ovérme nyni, ze nalezené feseni ma tvar

At

X(t) =exp(tA) Xy, A= <())\ i) .

6



Pouzijeme definici (ii) a provedeme jednoduché algebraické tpravy.

o0 th - > T
o) kz::o k' Z . <)(\)k ]q;);\kk 1) _ 1;::00 k! Z%OI (%A'i
. k=0 "
G
Vztah P S
4 (0 \, ) (L5)

dokazeme indukci. Pro k = 0 vztah (1.5) plati (A° = F). Plati-li pro
k=mn,pak pro k=n+1 je

n+1 n

1.2 Zavislost reSeni na pocateé¢ni podmince a na pa-
rametru

V celém odstavci budeme predpoklddat, ze F € C*(G), G C R™ je oblast.
Studujme feseni pocatecni tlohy

X' =F(X), X(0)=X,. (1.6)

Jak je patrné z predchozich prikladu, feseni zavisi jak na case t, tak na
pocatec¢ni hodnoté Xy € G. Abychom zduraznili obé zavislosti, pouzivejme
oznaceni X (t) = ¢'(Xp). Plati ©°(Xy) = Xo. Funkce ¢: R x G — R
proménné ¢ a X, se nazyva fazovy tok?* diferencialni rovnice (1.6).

Upresnéme, kde je fazovy tok definovany. Je-li ¢f(Xy) FeSeni pocatecni
ulohy (1.6) definované pro t € I(Xy), kde I(Xy) je defini¢ni obor (interval)
maximéalniho feseni, ktery zavisi na Xy, pak funkce ¢ je definovanad na
mnoziné Q = {(t,Xy), t € I(Xy), Xo € G}. MnoZina  je oteviend
v RxG.

Pro potreby aplikaci je nutné vétu o existenci a jednoznacnosti reseni
soustavy diferencialnich rovnic doplnit o tvrzeni tykajici se zavislosti fe-
seni na pocatecnich podminkach a také na pripadném parametru, ktery se
v soustavé muze vyskytovat. Ukazuje se, Ze je-li zobrazeni F spojité dife-
rencovatelné, jsou obé zminéné zavislosti spojité diferencovatelné. Obratme
pozornost nejprve na zavislost feseni na pocatecni podmince.

Vé&ta 1.8. Necht ¢'(X,) je fdzovy tok rovnice (1.6), kde F € CY(G),
G C R je oblast. Pak ¢ je spojitd funkce proménné t a Xy na ).

2Fazovy tok, resp. spojity dynamicky systém, na G méa nésledujici vlastnosti: (i)
(X)) = X, (ii) ¢ (X) = ¢ (0*(X)) = ¢*(¢'(X)) pro véechna X € G a t,s € R
takovéa, ze obé strany rovnosti maji smysl.



Diikaz véty nalezneme v knize [1], str. 110-113. Nésledujici véta popisuje
situaci podrobnéji.

Véta 1.9. Bud X(t) teseni pocdatecni ulohy (1.6) definované na intervalu
(0,t1). Pak existuje okoli U C R™ bodu Xy a konstanta K >0 tak, Ze je-li
Yo € U, pak ezistuje jediné teseni Y (t) definované také na intervalu (0,t;)
takové, Ze Y (0) = Yy. Toto Teseni Y (t) spliuje pro vsechna t € (0,t;)
odhad

IY(t) — Xl < K[[Yo - Xol| exp(Kt).

ProtoZe prava strana odhadu zavisi na rozdilu ||Yo— Xy||, o kterém piedpo-
kladame, ze je maly, dvé Feseni X (), Y (¢), kterd jsou v ¢ase t = 0 blizko
sebe, zustanou také blizko sebe pro maléa kladna ¢. Dukaz tohoto tvrzeni
je v knize [9], str. 397-398. Analogické tvrzeni plati na intervalu (¢s,0).

Predpokladejme nyni, ze soustava diferencialnich rovnic zavisi na para-
metru A,
X' =F(X,\), (1.7)
kde zobrazeni F € C'(G x R). Rozifme soustavu (1.7) na n + 1 diferen-
ciadlnich rovnic tak, ze parametr A je jednou z n + 1 proménnych.

vy = fi(zy, xe, .. 20, N)
xy = folx1, o, ..., Tpn, N)
= folxy, 22, .. 20, A)
N =0

Podle véty 1.8 fazovy tok ¢'(Xo, A) rovnice (1.7) rovnéz spojité zavisi na
parametru .

Na zavér poznamenejme, Ze pro fazovy tok rovnice (1.6) plati silnéjsi
tvrzeni, nez je véta 1.8.

Véta 1.10. Necht ¢'(X,) je fazovy tok rovnice (1.6), kde F € C*(G),
G C R"™ je oblast. Pak ¢ je spojité diferencovatelna funkce proménné t a
Xo na 2.

Dikaz véty lze nalézt naptiklad v knize [9], str. 400-404. Je-li vektorové
pole I spojité diferencovatelna funkce nejen proménné X, ale i parametru
A, pak je fazovy tok ¢'(Xo, \) rovnice (1.7) také spojité diferencovateny
vzhledem k .

1.3 Rovnovazné stavy soustav a jejich stabilita

Méjme soustavu

X'=F(X), FeC(R"). (1.8)

Pro kazdou poc¢ateéni podminku X (0) = Xy € R” ma rovnice (1.8) pravé
jedno maximalni feseni a plati poznamka 1.5.

8



Definice 1.11. Jestlize F'(X*) = 0, pak se bod X* € R" nazyva rovno-
vdzny stav rovnice (1.8) a X(t) = X*, t € R staciondrni fesSeni rovnice

(1.8).

Poznamka. Neékdy se body X* nazyvaji singuldrni nebo klidové nebo
kratce ekvilibria. Jim odpovidajici feSeni X (¢) = X* se ¢asto nazyva kon-
stantni.

Nékolikrat bylo feceno, ze feseni nelinearnich soustav lze velmi tézko
ziskat v analytickém tvaru. Casto jsou staciondrni feseni jedinymi fese-
nimi, které v tomto tvaru zname, umime-li ovSsem rozfesit algebraickou
soustavu F'(X) = 0. Proto jejich studium hraje klicovou roli pfi vySetio-
vani vlastnosti fazovych portréti obycejnych diferencidlnich rovnic a v apli-
kacich diferencialnich rovnic. PovSimnéme si, Ze stacionarni feSeni je neza-
vislé na case, jeho ¢asova zména je nulova. Trajektorii stacionarniho reseni
X(t) = X* je bod X* (rovnovazny stav).

Je-1i rovnice (1.8) matematickym modelem konkrétniho systému ve fy-
zice, v chemii, v biologii a v jinych disciplinach, pak feSeni rovnice (1.8)
popisuje chovani tohoto systému. Pro ruzné poc¢atecni hodnoty dostavame
ruzna feseni rovnice. U vétSiny systému vsSak pozadujeme, aby jejich cho-
vani bylo v néjakém smyslu blizké jednomu predem danému chovani (napf.
setrvani v klidu, v periodickém pohybu, atd.). Napfiklad bilé krvinky se
namnozi pii zanétu v nékteré ¢asti lidského téla, ale v okamziku uzdraveni
¢lovéka se jejich koncentrace ustali.

V praxi se pocatecni hodnoty stavovych proménnych, které dany sys-
tém popisuji, zpravidla ziskavaji meérenim. Vzhledem k chybé méteni jsou
naméfené hodnoty pouze aproximaci skuteénych. Spojita zavislost feseni
na pocateéni podmince (véta 1.9) zarucuje, ze chyba, které se dopustime
pii méfeni pocatecnich hodnot, nezkresli podstatné informaci o charak-
teru vysetfovaného feseni na konecném casovém intervalu. Pro aplikace
diferencidlnich rovnic je t¥eba, aby se FeSeni rovnice (1.8), kterd zacinaji
,blizko sebe®, lisila jen malo nezavisle na délce ¢asového intervalu. Tako-
vou zavislosti se zabyva teorie stability. Dale budeme studovat stabilitu
rovnovaznych stavu.

Rovnovazny stav je stabilni, jestlize feseni blizka rovnovaznému stavu
v jistém Case to zustavaji v jeho blizkosti pro vsechna t > t,. Pfesné feceno:

Definice 1.12. Rovnovéazny stav X* rovnice (1.8) je (ljapunovsky) sta-
bilni, jestlize v kazdém okoli 4 bodu X* existuje okoli V C U tohoto
bodu tak, ze kazdé feseni X (t) rovnice (1.8), které vyhovuje podmince
X(0) = Xy € V, je definovano pro vsechna t > 0 a jeho kladna polotra-
jektorie lezi v okoli U. Rovnovazny stav, ktery neni stabilni, je nestabilni.

V ptipadé nestabilniho ekvilibria X * rovnice (1.8) existuje okoli & bodu
X* tak, ze pro kazdé okoli V C U bodu X* existuje alespon jedno feseni
X(t) vyhovujici podmince X(0) = X, pro které X, € V, a jeho kladna



polotrajektorie nelezi v okoli ¢ pro vSechna ¢ > 0 nebo feseni neexistuje na
celém intervalu (0, 00). Jind forma stability je tzv. asymptotickd stabilita.

Definice 1.13. Rovnovéazny stav X* rovnice (1.8) je asymptoticky sta-
bilni, kdyz

(i) X* je (japunovsky) stabilni,

(i) existuje okoli V bodu X* tak, ze pro kazdé X, € V existuje feseni
X (t) rovnice (1.8) na intervalu ¢ € (0, 00), které vyhovuje pocatecni
podmince X (0) = X, a

Jim [[X(£) — X" = 0.

Definice 1.14. Rovnovazny stav X* rovnice (1.8) se nazyva atraktor,
kdyZ ma vlastnost (ii) popsanou v definici 1.13.

Z vlastnosti (ii) v8ak neplyne vlastnost (i), atraktor nemusi byt (ljapunov-
sky) stabilni. V dalsim textu se omezime na feseni jedné autonomni diferen-
cidlni rovnice, pro kterou tato situace nemuze nastat. Proto asymptoticky
stabilni ekvilibrium nazyvame kratce atraktor.

1.4 Reseni jedné diferencialni rovnice

Ve druhé kapitole jsou uvedeny matematické modely popula¢ni dynamiky
jednoho druhu organismiu. Kazdy model je popsan autonomni diferencialni
rovnici

¥ = f(z), (1.9)

kde funkce f € C'(R) (aZ na jednu vyjimku, pozndmka 2.3). Cilem tohoto
odstavce je ukazat, jak se vySetiuji vlastnosti této rovnice.
Podle véty 1.2 mé rovnice (1.9) pro kazdou poc¢ateéni podminku

z(0) = x¢ (1.10)

pravé jedno maximélni feSeni. Oznacime-li («,3) definiéni obor tohoto
feSeni a je-li @ € R (resp. f € R), je podle véty 1.4 tlim x(t) = *oo
—04

(resp. th%l x(t) = £o0).

Reseni nelinearni diferencialni rovnice nelze ve vétsiné piipadii vyjad-
fit pomoci konec¢ného poctu algebraickych operaci a elementarnich funkei.
Uzitim vhodnych numerickych metod obvykle 1ze sestrojit pfiblizné feseni.
V tomto textu pouzivame geometricky pristup, tzv. kvalitativni teorii dife-
rencidlnich rovnic. Ta poskytuje zakladni informace o chovani vSech feseni,
aniz zname jejich analyticky tvar.
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Pfipomenme, Ze integralni kiivky rovnice (1.9) lezi v t—x roviné, fazo-
vym prostorem rovnice (1.9) je mnozina R, ¥k se ji fazova piimka. Tra-
jektorie Teseni jsou krivky na pfimce, tedy body, tsecky, polopfimky nebo
primky, orientované vzdy ve sméru rostouciho ¢. Kladny smér probihani
trajektorie je urcen vektorovym polem rovnice. Trajektorie konstantnich
feseni je jednobodova.

Poznamka 1.15. Vztahem (1.9) je kazdému bodu (¢,z) roviny R x R
pfifazena piimka, kterd prochézi bodem (¢,x) a mé smérnici f(z). Geo-
metricky to lze zndzornit tak, ze v kazdém bodé (¢, z) nakreslime ,kratkou
tsecku® o smérnici f(x). Vznikly obrazek je tzv. smérové pole diferencidlni
rovnice. Najit feSeni diferencialni rovnice tedy znamenéa najit funkci defino-
vanou na intervalu, jejiz graf ma v kazdém bodé te¢nu urcenou smérovym
polem dané diferencialni rovnice. Smérnice te¢en v bodech (¢, ), t € R
a To je pevné, jsou stejné, protoze funkce f(x) nezavisi na proménné ft.
V pfipadé rovnice (1.9) je proto snadnéjsi pracovat s vektorovym polem.
Smeérové pole rovnice muze poskytovat prvni informace o integralnich kiiv-

kéch.

Poznamka 1.16. Vyvoj systému, ktery diferencidlni rovnice (1.9) mode-
luje, zachycuje fazovy portrét. K tomu, abychom ho sestrojili, sta¢i znat
nulové body funkce f a znaménko funkcénich hodnot v intervalech, které
nulové body vytvori na realné ose. Nulové body funkce f jsou rovnovazné
stavy rovnice, znaménka funk¢nich hodnot urcuji smér vektorového pole.

Oba pfistupy rozebereme v nésledujicim piikladé. Vysetieme kvalita-
tivni vlastnosti feSeni rovnice

¥ =2z (1.11)

Jako prvni néastroj vyuzijme poznamku 1.15. Nakresleme napf. pomoci po-
¢itacového systému Maple smérové pole rovnice (1.11), obr. 1.1. Na pfim-
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Obr. 1.1. Smérové pole rovnice 2’ = 23 — z.
p
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kich x = 0, x = 1, = —1 jsou smeérové vektory tecen ke grafu feseni
rovnobézné s osou t. Tyto primky jsou integralni kiivky, které odpovidaji
tfem staciondrnim feSenim z(t) =0, z(t) =1, z(t) = —1.

Nyni odhadnéme z obrazku smérového pole, jak se chovaji ostatni fe-
Seni. Je-li v ¢ase ¢ = 0 hodnota feSeni zy € (0,1), pak obr. 1.1 napo-
vida, Ze feSenim je klesajici funkce z(t) na R, pro kterou je Jim z(t) =0
a lim x(t) = 1. Totiz funkce f(z) = 23 — z je zaporna pro z € (0,1).
Zaporné jsou tedy také smérnice tecny ke grafu feSeni v bodech (t,z),
x € (0,1). ReSeni rovnice (1.11) musi v téchto bodech klesat. Vzhledem
k jednoznacnosti feseni (predpoklady véty 1.2 jsou splnény) se integralni
kiivka nedotkne piimek x = 0 a x = 1, pouze se k nim blizi pro ¢t — oo,
resp. —oo.

Neni jisté rozumné odvozovat vlastnosti kazdého Teseni zvlast. Shrime
je proto v nasledujici véte.

Véta 1.17. Mazimdlni teseni x(t), t € («, ) pocdtecni tlohy (1.9),
(1.10) md tyto vlastnosti:

(i) Je-li f(xo) =0, pak x(t) = x¢ pro vsechna t € R.
(i1) Je-li f(xo) >0, pak 2'(t) >0 pro vSechna t € («, 3).
(i11) Je-li f(xg) <0, pak 2'(t) <0 pro vSechna t € («, 3).

(iv) Je-li x* takové, Ze f(xz*) =0, f(z) >0 pro zo < x < z*, potom
x(t) — x* pro t — co.

(v) Je-li § =00 a z(t) — x* €R pro t — oo, potom je f(z*)=0.

Poznamka. Tvrzeni analogické k (iv) pro ¢ — —oo a z* <z ziskdme ze
(iv) transformaci t — —t, x — —z. Kazda z téchto transformaci d& tvrzeni
(iv) pro t — —oo (resp. t — o0 ) v piipadé, ze f(z) <0 pro zo <z < x*
(resp. * <z < xg).

Postupné dokazme vlastnosti maximalniho feseni z véty 1.17.
(i) Tvrzeni ziskdme pfimo dosazenim do rovnice (1.9).

(ii) Dikaz provedeme sporem. Necht neni z/(t) > 0 pro Vt € («, 3), tedy
existuje t; € («, ) takové, ze 2'(t;) < 0. Pfedpokladejme nejprve,
ze 2'(t;) =0. Tedy f(z(t1)) =0 a x(t) = x(t1), t € R je staciondrni
feSeni prochéazejici bodem (1, x(t;)) a tedy 2’(0) = 0. To je spor
s predpokladem, ze f(z¢) = 2/(0) > 0.

Kdyby 2/(t1) < 0, ze spojitosti funkce 2/(t) a predpokladu z/(0) > 0
plyne, Ze existuje ty € (0,t1) (resp. (t1,0)) takové, ze 2/(ty) = 0
a pouzijeme predchozi uvahu.
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(iii) Tvrzeni ziskdme z (ii) transformaci t — —t.

(iv) Z (ii) plyne, Ze z(t) je rostouci na (a, ) a z jednoznacnosti feseni,
ze x(t) < x* pro vSechna t € (a,f3). Podle véty 1.6 je 3 = oc.
Pro ¢t — oo mé z(t) limitu a < z*. Necht a < z*. Pak f(z) > 0
pro = € (xp,a) a tedy f(z) > d > 0 na (zg,a). Mame tak, zZe
2 (t) = f(z(t)) > 6, t € (0,00), tedy z(t) > z(to) + 0 - (t — tg) — 0
pro t — oo a to je spor s omezenosti feseni.

(v) Dukaz provedeme sporem. Necht f(x*) # 0, napt. f(z*) > 0. Tedy
existuje konstanta K > 0 a okoli U(z*,d) bodu z* o poloméru o
takové, ze pro kazdé = € U(z*,d) je f(x) > K. Z pfedpokladu, ze
tlim x(t) = z* plyne, Ze pro dané § > 0 existuje t, takové, ze pro
vSechna t >ty je z(t) € U(x*,0). Ma-li x(t) v bodé ty hodnotu =z,
pak

x(t):xo+/f(x(7'))d72x0+(t—t0)K—>oo pro t — oo.

To je spor s predpokladem, ze z* € R. Obdobné se ke sporu pfivede
nerovnost f(z*) < 0.

Vratme se k fesenim rovnice (1.11). Na obr. 1.2 jsou pro nékteré poca-
tecni stavy nakresleny integralni krivky, opét pomoci systému Maple.

Obr. 1.2. Integralni k¥ivky rovnice 2’ = 23 — x.

Kvalitativni vlastnosti feSeni muzeme vySetfit bez pocitace. VyuzZijme
pozndmku 1.16 a nakresleme fazovy portrét rovnice (1.11). Vlastnosti fun-
kee f(x) = x® — z vydteme z grafu, obr. 1.3. Graf funkce f protind osu
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Obr. 1.3. Graf funkece f(z)=212°—=.
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Obr. 1.4. Fazovy portrét rovnice ' = 23 — x.

x v bodech x =0 a x = %1, tj. v rovnovaznych stavech rovnice (1.11),
ztotoznime-li osu z s fazovou pfimkou. Body x = 0 a x = £1 jsou jed-
nobodové trajektorie, které zobrazujeme ve fazovém portrétu plnym krouz-
kem, viz obr. 1.4. V intervalech (—1,0) a (1,00) je f(x) > 0, vektorové
pole rovnice (1.9) smétfuje doprava. V intervalech (—oo,—1) a (0,1) je
f(z) < 0, vektorové pole f sméfuje doleva. Trajektoriemi jsou usecky,
resp. polopfimky ohranicené rovnovaznymi stavy. Fazové body tsecek se
s rostoucim ¢t pohybuji smérem k rovnovaznému stavu 0, kterého nikdy
nedosahnou z duvodu jednoznac¢nosti feSeni. S klesajicim ¢ se fazovy bod
pohybuje smérem k rovnovaznému stavu 1, resp. —1. (Sipky v obr. 1.4
naznacuji smér pohybu fazového bodu ve sméru rostouciho ¢asu.) Fazové
body polopiimek se s rostoucim ¢ vzdaluji od rovnovazného stavu x = —1,
resp. £ = 1 a s klesajicim ¢ se k nim pfiblizuji.

Pfipomenme, Ze trajektorie (obr. 1.4) jsou kolmé pruméty integralnich
kiivek (obr. 1.2) na osu .

Vyhodou fazového portrétu je jeho jednoduchost. Jedinad trajektorie
popisuje chovani vSech integralnich kiivek, které maji stejny kvalitativni
prubéh. Takovych integralnich kiivek je obvykle nekonecné mnoho. Napf.
v8echny integralni kiivky rovnice (1.11) z poloroviny x > 1 se promitaji na
poloptimku s krajnim bodem jedna. Tato trajektorie charakterizuje grafy
vSech TeSeni, které se bez ohledu na volbu pocatec¢niho stavu s rostoucim
¢asem vzdaluji od staciondrniho feSeni x(t) =1 a naopak pro t — —oo se
k tomuto feseni neomezené priblizuji.

Jistym nedostatkem fazového portrétu je skutecnost, ze nemuzeme fict,
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zda |z(t)| — oo v konefném ¢ase nebo pro t — oo . Jak naznacuje obr. 1.2
a také obr. 1.1, pro feSeni diferencidlni rovnice (1.11) s po¢ate¢ni podminkou
|z(0)] > 1 plati, ze |z(t)] — oo pro t — [_, B < co. Metoda separace
proménnych poskytuje moznost nalézt analyticky tvar reseni.

|x(t)|=\/%’ t<—§:5> CZI“(“W)

Snadno spoc¢teme, ze limita |z(t)| v bodé 3 zleva je oco.

Obratme nyni pozornost na stabilitu rovnovaznych stavi. Je dana kva-
litativnim chovanim trajektorii. Stabilitu ekvilibrii na pfimce lze tedy urcit
z fazového portrétu nebo analyticky z chovani funkce f(z). Dusledkem véty
1.17 je nésledujici tvrzeni.

Véta 1.18. Necht z* € R je rovnovdziny stav diferencidalni rovnice (1.9).
Je-li f'(z*) < 0, pak x* je asymptoticky stabilni. Je-li f'(z*) > 0, pak
x* je nestabilni.

Ukazme pouziti véty 1.18 na rovnici (1.11). M4 tii ekvilibria, rovno-
vazny stav z = 0 je asymptoticky stabilni a rovnovazné stavy x = =+1
jsou nestabilni, jak plyne z fazového portrétu, obr. 1.4. To je v souladu

s vétou 1.18, protoze derivace vektorové pole f(z) = z® — 2 rovnice (1.11)
je fl(x)=32z>—-1a f'(0)=—1 a f'(£1)=2.

Ma-li rovnice (1.9) jeden rovnovazny stav, pak z geometrického pohledu
existuji ¢tyfi kvalitativné ruzné fazové portréty na piimce, které jsou zna-
zornény na obr. 1.5. Podle predchozich definic je rovnovazny stav x; atrak-

Obr. 1.5.  Ctyii kvalitativné riizné fazové portréty.

tor (funkce f v bodé x; klesd) a ostatni rovnovazné stavy jsou nestabilni.
Rovnovazny stav x, se nazyva repelor (funkce f v bodé x; roste). De-
rivace funkce f v bodé xg, resp. x3 je nulova, funkce f ma v bodé z,
lokalni minimum a v bodé x3 lokalni maximum.

Urceme charakter rovnovaznych stavii diferencialni rovnice

o' =2t —a2?. (1.12)
Vektorové pole rovnice f(z) = 2*—z? je spojité diferencovatelné na R, tedy
diferencidlni rovnice (1.12) mé pro kazdou poc¢ateéni podminku (1.10) pravé
jedno feSeni. Rovnovazné stavy jsou koreny rovnice z*—2? =0,tj. =0 a
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x = &1. Derivace funkce f(z) je f'(z) = 42®—2x, v rovnovaznych stavech
nabyva hodnot f’(1) = 2, rovnovazny stav z = 1 jerepelor, f'(—1) = =2,
rovnovazny stav z = —1 je atraktor a f/(0) = 0. Véta 1.18 se takovym
pripadem nezabyva.

Zkoumejme proto vlastnosti integralnich kiivek v okoli stacionarniho
feSeni z(t) = 0. Funkce f je zépornd v prstencovém okoli bodu 0. To
znamena, ze i smérnice tecen ke grafu feSeni v bodech (¢,z), = € P(0) jsou
zaporné. Je-li poc¢ateéni stav xy € PT(0), integralni kiivka se s rostoucim
t neomezené piiblizuje k ose t (graf stacionarniho feSeni x(t) = 0) a je-
i zp € P~(0), integralni kiivka se od pfimky z = 0 vzdaluje. Nula je
nestabilni ekvilibrium.

Nakresleme fazovy portrét rovnice (1.12). VSechny potiebné informace
k jeho nakresleni (viz poznamka 1.16) obsahuje nasledujici tabulka:

v | (o0, ~1) | (=1,0) | (0,1) | (1, +o0)
2@-1)] >0 | <0 | <0| >0
—1 0 1

Y
A
A
Y

Obr. 1.6. Fazovy portrét rovnice 2’ = z* — 22.

Z fazového portrétu, obr. 1.6, snadno vycteme, ze x = 0 je nestabilni
rovnovazny stav.

1.5 Zavislost fazového portrétu na parametru

Popula¢ni dynamika jednoho druhu organismu bude, jak jiz bylo feceno,
modelovana jednou autonomni diferencialni rovnici. Vyvoj populace zavisi
na tzv. biotickych a abiotickych faktorech?, proto také tato diferencialni
rovnice musi zaviset na jednom nebo vice parametrech.

Studujme pro zacatek fazové portréty autonomni diferencialni rovnice
zéavislé na jednom parametru a € R, tj. rovnici tvaru

¥ = f(z,a), (1.13)

kde f € C?*(R?). Symbolem C?(R?) zna¢ime mnozinu vSech funkci, které
maji na R? spojité parcidlni derivace prvniho a druhého fadu. Pro kazdou
hodnotu parametru a a pocatetni podminku z(0) = z, existuje pravé

3Biotické faktory jsou slozky Zivé piirody ptsobici na jiné organismy v jejich pro-
stfedi. Neziva Cast pfirody je oznacovana za abiotické faktory. RozliSuji se abiotické
faktory fyzikalni (svétlo, teplo, vlhkost, tlak atd.) a chemické (minerdlni a organické
mimobunééné latky).
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jedno feSeni rovnice (1.13). Z odstavce 1.2 vime, ze TfeSeni ¢'(zg,a) je
spojité diferencovatelna funkce nejen proménnych ¢ a x, ale také parame-
tru a. Nyni se zabyvejme zavislosti fazového portrétu na parametru a.
Zakladem fazového portrétu jsou rovnovazné stavy a jejich charakter, ten
je odrazem kvalitativniho chovani trajektorii.

Zkoumejme zminénou zavislost na konkrétnim prikladé. Kolik ekvilibrii
v zavislosti na redlném parametru a ma rovnice

=2 +a (1.14)

a jaky je jejich charakter?

Pocet ekvilibrii odpovida poétu reélnych kofenti rovnice 2% +a = 0.
Pro a > 0 rovnice nema zadné teSeni. Je-li a = 0, pak mé jedno TeSeni
x =0 av pfipads, Ze a < 0, pak ma dva kofeny x = 4v/—a . Rovnice mé
tedy dva nebo jeden nebo zadny rovnovazny stav.

Charakter téchto rovnovaznych stavi pozname jako jiz nékolikrat z cho-
vani derivace funkce f(x,a), viz véta 1.18. Derivace funkce f podle =z,
f'(x,a) = 2x, mé& v rovnovaznych stavech hodnoty:

d f/(O, O) =0,
o f'(v/—a,a) =2v/—a, a <0,tj. x=+/—a je repelor,
o f'(—/—a,a)=—2y/—a, a <0tj. © =—+/—a je atraktor.

Charakter ekvilibria z = 0 uréime z chovani funkce f(z,0) = z*. Funkce
mé v bodé z = 0 lokalni minimum f(0,0) = 0. V nésledujicim obréazku je
zakreslen prislusny fazovy portrét. Nulovy rovnovazny stav je tedy nesta-
bilni.

Y
Y

Poznamka. Derivaci funkce f(x,a) podle proménné = znacime f'(z,a).

Pocet a charakter rovnovaznych stavu lze v zavislosti na parametru a
graficky interpretovat bifurkacnim diagramem. Nakresleme bifurkac¢ni dia-
gram rovnice (1.14). Na horizontalni osu vyneseme hodnoty parametru a
a nad né odpovidajici fazovy portrét, obr. 1.7. Kiivka, kterd v diagramu
vznikne, je dana rovnici z? +a = 0 (obecné f(z,a) = 0), jeji body jsou
ekvilibria pro dany parametr a. Ekvilibria lezici v horni poloroviné jsou
nestabilni, ekvilibria v dolni poloroviné jsou stabilni.

Hodnota parametru a = 0 ma v tomto pripadé zvlastni vyznam. Na-
zyva se bifurkacni hodnota parametru a. Totiz v okamziku, kdy a = 0,
dochézi ke zméné dynamického (kvalitativniho) chovani trajektorii rovnice
(1.14), k tzv. bifurkaci. Pro a < 0 méa rovnice (1.14) dvé ekvilibria a pro
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Obr. 1.7. Bifurka¢ni diagram rovnice 2’ = 22 +a.

a > 0 zadné. Tento typ bifurkace se nazyva bifurkace sedlo-uzel (fold or
saddle-node bifurcation).

Jaké nutné podminky musi spliiovat rovnice (1.13), aby nastala bifur-
kace?

Ozna¢me x* rovnovazny stav rovnice (1.13) pro hodnotu parametru
ao, tedy plati f(z*,a9) = 0. Je-li f'(z*,a9) # 0, pak rovnice f(z* a9) =0
definuje na okoli bodu (z*, ay) implicitné spojité diferencovatelnou funkci
proménné a, tj. existuje € > 0 a & > 0 tak, ze pro kazdé a € (ap—9, ag+9)
existuje pravé jedno z € (z* —e,z* + ¢) tak, ze f(x,a) = 0. Oznacime-li
toto x = ¢(a), je funkce ¢ spojité diferencovatelnd na (z* — e, x* + ¢).
Pocet i charakter ekvilibrii na intervalu (ag — 0, a9 + ¢) se neméni. Body
bifurkace jsou pak nékteré z hodnot parametru a, pro néz v odpovidajicim
ekvilibriu x* predpoklady véty o implicitni funkci nejsou splnény, tj.

f'(z*a9) =0.

V dalsim textu se budeme zabyvat dvéma typickymi ptiklady bifurkace.

Definice 1.19. Rikame, Ze v bifurka¢ni hodnoté @y nastala bifurkace
sedlo-uzel rovnovaznych stava rovnice (1.13), jestlize rovnice f(z,a) =0
zadava na okoli bodu (z*,ap) funkci a(x), kterdA ma v bodé z* lokalni
extrém a plati a(z*) = ao.

Poznamka. Na obrazku 1.7 je vidét, Ze pro a < 0 ma rovnice (1.14) ne-
stabilni ekvilibrium a asymptoticky stabilni ekvilibrium, kterad pro a = 0
splynou. Néazev ,bifurkace sedlo-uzel“ plyne z analogické situace ve dvou-
rozmérném piipadé, kdy je nestabilnim ekvilibriem sedlo a asymptoticky
stabilnim ekvilibriem uzel.

Predpokladejme, Ze jsou v bodé (z*,ay) splnény nutné podminky pro
bifurkaci, tj. f(z*,a9) = 0 a f'(2*,a9) = 0. Jaké dalsi vlastnosti musi
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mit funkce f(x,a), aby nastala bifurkace sedlo-uzel? Z véty o implicitni
funkei vime, Ze na okoli bodu (z*, ag) existuje dvakrat spojité diferenco-
vatelnd funkce a(x) na intervalu (z* —d,2* +4), 6 > 0 a a(z*) = ay,
je-li %(:ﬁ*,ao) # 0. Protoze je f(z,a(x)) =0, jsou = € (z* — §,2* + §)
ekvilibria rovnice (1.13) pro hodnotu parametru a(z).

Postac¢ujici podminky proto, aby funkce a(x) méla v bodé z* lokalni
extrém, jsou d'(z*) = 0 a a”(2*) # 0. Podle véty o derivovani sloZené
funkce je /

d(2) = — ST %0) (1.15)

-3 - .
6_3;(:1: ,CL())

Protoze predpokladame, ze f'(z*,ao) = 0, je také a/(2*) = 0. Vypocteme-li
za této podminky druhou derivaci funkce a(x), dostaneme
f//(x*’ ao)

a//(x*) — af

T (o a) (1.16)

Tedy a”(xz*) # 0 pravé tehdy, kdyz je f”(z*,ap) # 0. Formulujeme zavéry
v nasledujici véte.

Véta 1.20. Necht pro vektorové pole f(x,a) diferencialni rovnice (1.13)
plati, Ze

(Z) f(:L'*, ao) =0, (m) f”({E*, aO) 7"é 0,

(ii) ', a9) =0, (iv) 3E(x",a0) # 0.

Potom pro hodnotu parametru a = ag nastane bifurkace rovnovdzZniych
stavu typu sedlo-uzel.

Vratme se k rovnici (1.14) a ovéfme predpoklady véty 1.20 pro funkci
f(z,a) = 2% + a. V bodé (0,0) je f(0,0) = 0. Jiz jsme spocetli, Ze
f'(x,a) =2z a f'(0,0) = 0. Déale je f"(0,0)=2#0 a %(0,0) =1+#0.

Ze vztahu (1.15) a (1.16) plyne, ze &’(0) = 0 a a”(0) = —2. Rovnice
2?2 +a = 0 v okoli bodu (0,0) implicitné definuje funkci a(z), kterd ma
v bodé z =0 lokalni maximum. Ziejmé a(z) = —z°.

Vysetieme nyni v zavislosti na redlném parametru a kolik rovnovaznych
stavli ma rovnice
v = ar — 2* (1.17)

a jaky je jejich charakter.

Rovnovazny stav je nulovy bod polynomu f(z,a) = ax —z* = z(a—1).
Pro a # 0 ma rovnice (1.17) dvé ekvilibria xt =0 a z =a apro a =0
jedno z = 0. Stabilitu rovnovaznych stavi ur¢ime z vlastnosti derivace
f'(z,a) = a — 2z, viz véta 1.18. Je-li

e a>0,je f(0,a)=a a f'(a,a) = —a, tj. x =0 jerepelora r =a
je atraktor,
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e a<0,je f'(0,a) =a a f'(a,a) = —a,tj. x =0 je atraktor a = = a
je repelor,

e a=0,je f(0,0)=0.

Pro a =0 je f(x,0) = —x2. Této funkci odpovida fazovy portrét, ktery je
zakreslen v nésledujicim obrazku. Rovnovazny stav = 0 je nestabilni.

0

A
A

Splituje funkce f(x,a) = ax—x? piedpoklady véty 1.207 V bodé (0, 0)
je f(0,0) =0 a f'(0,0) = 0. Spoc¢téme f"(x,a) = —2 a %(m,a) =z,
tedy f7(0,0) = —2 # 0, ale 2£(0,0) = 0. V bodé (0,0) jsou splnény
nutné podminky pro bifurkaci, ale nejsou splnény postacujici podminky
pro bifurkaci ekvilibrii typu sedlo-uzel.

K bifurkaci sedlo-uzel nedochazi, protoze funkce a(x) urcend rovnici
ar — 2 =0 je definovand pro z # 0 jako a(x) = x. Tuto funkci lze spojité
dodefinovat hodnotou a(0) = 0, nicméné funkce a neméd v z =0 extrém.

Nakresleme bifurka¢ni diagram rovnice (1.17). K¥ivky rovnovaznych
stavu jsou dany rovnicemi x = 0 a x = a. Pro a = 0 se pfimky rovno-
vaznych stavi protnou a charakter ekvilibrii se na jednotlivych piimkach
zameéni, viz obr. 1.8. Ekvilibria x = 0 lezici v levé poloroviné jsou stabilni,
v pravé poloroviné jsou ekvilibria = 0 nestabilni. Ekvilibria x = a, a < 0
jsou nestabilni a pro a > 0 jsou ekvilibria x = a stabilni.

Hodnota parametru a = 0 se opét nazyva bifurkacni hodnota, protoze
se pro tuto hodnotu méni charakter ekvilibria = = 0 (pocet rovnovaznych
stavu je pro a # 0 stejny). Tento typ bifurkace se nazyva transkritickd.

T
Y

Pz
2

Obr. 1.8. Bifurka¢ni diagram rovnice z’ = ax — x*.
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Definice 1.21. Rikéme, 7e v bifurkac¢ni hodnoté ao nastala transkritickd
bifurkace rovnovaznych stavu rovnice (1.13), jestlize rovnici f(z,a) = 0
lze pfevést na soucinovy tvar (z — z*)g(x,a) = 0 a rovnice g(x,a) = 0
zadava na okoli bodu (z*,ag) spojité diferencovatelnou funkci z(a), ktera
mé nenulovou derivaci v bodé ag a plati z(ag) = z* .

Necht jsou v bodé (z*,ap) splnény nutné podminky pro bifurkaci, tj.
plati f(z*,a9) = 0 a f'(z*,a9) = 0. Odvodme stejné jako pro bifur-
kaci sedlo-uzel postacujici podminky pro jeji existenci. Predpokladejme,
ze f(xz*,a) =0 na né&jakém okoli U(ag) bodu ay.

Za predchozich pozadavku nelze na rovnici f(x,a) = 0 aplikovat vétu
o implicitni funkci. Muzeme vsak funkci f(x,a) na okoli bodu (z*,ag)
zapsat ve tvaru

f(z,a) = (x—2%) g(x,a),
kde
f(z,a)
g(w.a) =4 T

fl(z*, a) pro x = x*

pro x # x*

Funkci g jsme v bodé x = z* (a € U(ap) ) dodefinovali spojité limitou

lim f(x,a) f((IJ,CL)—f(JJ*,CL)

= lim = f’(:)s*,a).
A A A T —x*
Ziejmé plati g(z*,ap) = f'(z*,a0) =0 a
_ * 1
o000 = Jig PO < g (0 )

Posledni rovnost ziskdme naptiklad opakovanym pouzitim 1’Hospitalova
pravidla. Na funkci g(z,a) v okoli bodu (z*,ap) aplikujeme vétu o impli-
citni funkci. Je-li g(z*,a0) =0 a ¢'(2*,a9) # 0 (a to je pravé tehdy, kdyz
f"(x*,a9) # 0), pak existuje 6 > 0 tak, ze rovnice g(x,a) = 0 definuje
v okoli bodu (z*,ag) spojité diferencovatelnou funkci z(a) na U(ag,J).
Pro derivaci funkce x(a) v bodé ag plati vzorec

99 (2* | ag)
/ _ __ Oa ) 40
' (ag) = a)
kde

000 ) S0 o) P 0) =

oa a=ap a — ag a=>ao @ — g

0%f
= Bada )

Tedy 2'(ag) # 0 pravé, kdyz %(:ﬁ*,ao) £ 0, tj. %(m*,ao) £ 0.
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Pro transkritickou bifurkaci jsme tak nasli tyto podminky:

Véta 1.22. Necht pro vektorové pole f(x,a) diferencialni rovnice (1.13)
plati, Ze

(i) f(z*,a) =0 pro a € U(ayp), (iii) f"(x*, a0) # 0,
(i) f'(z*,a0) =0, (iv) ZL(x*, ag) #0.

Potom pro hodnotu parametru a = ag nastane transkritickd bifurkace rov-
novdznych stauvi.

Ovérme predpoklady véty 1.22 pro rovnici (1.17) v bodé (0,0). Funkce
f(x,a) = ar — 2? nabyva nulové hodnoty pro kazdou dvojici (0,a). Jeji
derivace podle z jsou f'(z,a) =a—2x a f"(z,a) = -2, tedy f'(0,0) =0

a f"(0,0) = —2 # 0. Nakonec spoc¢téme: %(m,a) =1#0.
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2 Populac¢ni dynamika jednoho druhu

V populac¢ni ekologii se stale vice uplatiuji matematické modely, které na-
pomahaji porozumét dynamickym procesum studovaného systému (popu-
lace, spolefenstvo) a kromé toho napovidaji, jak se systém bude vyvijet
v zavislosti na zmeéné faktoru fidicich jeho dynamiku. Populaci muzeme
charakterizovat jako skupinu jedincu (Zivocichu, rostlin, bunék atd.) da-
ného druhu, mezi kterymi je pravdépodobnost vzajemného krizeni vétsi
nez pravdépodobnost kiizeni s ¢leny jinych skupin (populaci), viz [4]. Tato
definice je uzivana v genetice. V populacni ekologii charakterizujeme po-
pulaci jako skupinu jedincu (Zivocichu ¢ rostlin) daného druhu, které ziji
na urcitém uzemi. Pojem populace je abstraktnéjsi nez pojem jedinec, po-
pulace vSak v pfirodé realné existuji. Proto populaci necharakterizujeme
vlastnostmi jedincu, ale vyhradné vlastnostmi skupin tzv. populacnimi pa-
rametry, mezi které patii hustota, natalita, mortalita, imigrace, emigrace,
vékova skladba, genetickd skladba, disperze?, bioticky potencidl a forma
rustu.

Modely uvedené v odstavcich 2.2, 2.3, 2.4 a 2.6 jsou popsany diferenci-
alnimi rovnicemi, jejichz feSeni lze vyjadrit pomoci kone¢ného poctu alge-
braickych operaci a elementarnich funkci, pouziji-li se elementarni metody,
které matematici znali jiz v 18. stoleti. Nasim cilem je modernéjsi tech-
nika 20. stoleti. Modely studujeme pomoci geometrickych a dynamickych
nastroju, které poskytuji relevantni informace o chovani feseni a to casto
rychleji nez zkoumani analytického tvaru feseni.

2.1 Kralic¢i uloha

S nadsazkou muzeme Fici, ze modelovani popula¢ni dynamiky zacina rokem
1202, kdy Leonardo Pisansky, zvany Fibonacci (asi 1170—1250) napsal
knihu Liber Abaci. Shrnul v ni aritmetické a algebraické znalosti, které
nashromazdil na svych cestach. Spise nez abstraktni teorii se zabyval prak-
tickymi aplikacemi. Ve tieti casti této knihy uvadi zndmou tlohu o kralicich.
Rust krali¢i populace vystihl nasledujicim prikladem.

Jisty muz ma par kraliku ve vybéhu uzavieném ze vSech stran plotem.
Kolik paru kraliku tento par vyprodukuje za rok, pokud predpokladéame,
ze ve véku jeden mésic privede na svét novy par a za dalsi mésic dalsi par?
Narozené pary se rozmnozuji stejnym zpusobem. Kazdy par se rozmnozi
pravé dvakrat a zadny kralik po celou dobu nezahyne.

Ozna¢me N pocet paru kralika, které pribudou na konci k-tého mé-
sice. Cas k méfime v mésicich, & € Ny. Prvni par se narodi na konci
obdobi k£ =0 a dospéje do reprodukéniho obdobi na konci prvniho mésice,
kdy zplodi jeden par. Tedy Ny = 1, N; = 1. Fibonacciho tloha tika, ze
krali¢i par se rozmnozi na konci 1. a 2. mésice jeho véku a ze poté skonci
jejich reprodukéni obdobi. Pocet narozenych paru na konci k-tého mésice
tak zavisi na po¢tu narozenych paru pred mésicem a pred dvéma mésici, tj.

4Disperze: rozmisténi jedincti jedné populace na plose nebo v prostoru.
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na parech starych 1 a 2 mésice. Prirustek paru v dalsich meésicich popisuje
linearni diferenc¢ni rovnice

No=No1+Npn, k=23 ... (2.1)

Z rekurentni formule (2.1) dostaneme dalsi ¢leny posloupnosti {N.}, tj.
Ng = N1—|—N0 = 2, Ng = N2+N1 = 3, N4 = N3—|—N2 = 5, .... Tato
posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost a jeji ¢leny Fibonacciho
¢isla®. Zduraznéme, Ze rovnice (2.1) popisuje rust populace, ktery zavisi na
vékové struktufe.

Reseni rovnice (2.1) hleddme ve tvaru Ny = AF. Po dosazeni do (2.1) a
ziejmé upraveé dostaneme

M-A-1=0 = No=_-+

N —
ol
ot

Pro k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti mame formuli
Ny = O\ + Oy (2.2)
kde konstanty C4,C5 € R jsou feSenim soustavy

1 = Ci+0C
1 = Cl)\l + Cg)\g . (23)

Soustava (2.3) plyne ze vzorce (2.2) a z hodnot prvnich dvou ¢lent po-
sloupnosti, Ng =1 a N; = 1. Snadno ukazeme, ze

1= 1445 . C_Al—l_\/5—1
T M- 2V5 S VI VW

Pro pfirastek para v jednotlivych mésicich jsme nasli formuli
y o IEVE (1 VR VB (1 VY
T \27 2 2V/5 '

Na zavér spoctéme, kolik paru kraliku vyprodukuje k 31. prosinci jeden
par kraliku, ktery se narodi 1. ledna. Vysledny pocet je souc¢tem prirustku
v jednotlivych mésicich jednoho roku, tedy

Ch

S (2.4)

12

ZNk:1+2+3+5+8+13+21+34+55—|—89+144—1—233:608.
k=1

Rodicovsky par da vzniknout za 1 rok 608 kralicim parum. Realna situace

vvvvvv

Zajimavé je, ze jiz ve 13. stoleti muZzeme pozorovat snahu o modelovani
populacni dynamiky.

Francouzskému matematikovi Edouardu Lucasovi (1842—1891) vdééime za nazev
Fibonacciho posloupnosti. Lucas nasel pfedpis pro n-ty ¢len této posloupnosti.
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Limita podilu dvou po sobé jdoucich ¢lent Fibonacciho posloupnosti je

k k A o Co (22}
N OGN M E(R)
khm N = khm ool C)\k_lzkhm o N =
1 V5
— N =¥
1 2+ 27

protoze |:\\—f| < 1. Fibonacciho posloupnost pro velka k roste témér geome-
tricky s kvocientem A; (s pomérem zlatého fezu).

Poznamka. Ulohu o krélicich jsme zafadili na za¢atek této kapitoly jako
historickou zajimavost. Jak dale vyplyne, nasim cilem jsou spojité popu-
la¢ni modely. To je duvod, pro¢ v praci nejsou uvedeny blizsi informace
o diferenc¢nich rovnicich.

2.2 Malthusuv model

Britsky ekonom Thomas Robert Malthus (1766 —1834) ve slavné eseji
An FEssay on the Principal of Population (1798) poprvé matematicky mo-
deloval rust realné populace. Povsiml si, ze rychlost rustu populace je ¢asto
pfimo tmérnd poctu jedinci dané populace. Ozna¢me N (t) velikost po-
pulace jistého druhu v case t. Jednotka této veli¢iny muze byt naptiklad
pocet miliénu jedincu, kilogramy suSiny (suchd hmota organismi), tuny
biomasy (Ziva hmota), desitky jedinci na cm?.

Poznamka. Proc¢ miliény jedincti? Budeme se zabyvat spojitym modelem
rustu populace, coz znamend, Ze funkce N(t) oznacujici velikost populace
v Case t bude nabyvat nezdpornych realnych hodnot, tedy ne nutné jen
celociselnych. To vSak odporuje skutecnosti, Ze jedinec je zakladni jednotka
populace a nelze ho délit. Vzhledem k tomu by funkce N(t) méla nabyvat
pouze piirozenych hodnot. V prirodé je pocet jedinci populace po urcitou
dobu konstantni a pak skokem vzroste, resp. klesne. Funkce popisujici tento
prubéh by méla derivaci nulovou na otevienych intervalech a v izolovanych
bodech pak derivaci rovnou nekoneénu®. Spojity model je pouze piiblizenim
skutecného stavu. Pti velkém poctu jedinct populace (milidny) jej vSak
velmi pfesné vystihuje. V tomto pfipadé je totiz rozdil mezi hodnotou N(t)
a nejblizsim celym ¢islem zanedbatelné maly vzhledem k N (t).

Ozna¢me symbolem AN zménu velikosti populace za dobu 7, (tj.
AN = N(t+ 1) — N(t)). Prumérnou rychlost rustu ziskdme délenim po-
pula¢niho pfirastku uplynulym casem: ATN. Pokud bychom chtéli srovnéa-
vat populace rizné velikosti, musime prumeérnou rychlost rustu prepocitat

na jednoho jedince. Dostavame podil %, ktery se v populac¢ni ekologii

6Pfesndji feceno, jedna jednostrannd derivace bude nekoneéno, resp. minus neko-
necno, druha pak nulova.
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nazyva specifickd rychlost rustu (intrinsic rate of growth) a oznaluje se
pismenem r. Pokud populace roste, je AN > 0 a také r > 0. V ptipadé
ptiznivych podminek prostiedi (tj. prostfedi nelimituje rust populace po-
travou, prostorem, jinymi organismy pusobicimi omezujicim zpusobem na
danou populaci) je r konstanta a je jedinym ukazatelem rustové schopnosti
této populace. Tedy prumérnou rychlost rustu muzeme zapsat jako soucin
specifické rychlosti rustu a velikosti populace, tj.

AN _

— = N(). (2.5)

Pro velmi mald 7 se leva strana rovnosti (2.5) blizi okamzité rychlosti
rustu, kterou matematicky vyjadiujeme pomoci derivace funkce N v bodé
t. Limitnim pfechodem pro 7 — 0 v rovnosti (2.5) dostavame, Ze pro kazdé
t € (0,+00) je

N(t) = rN(t). (2.6)

Rychlost rustu populace je pfimo imérna okamzitému poctu jedincu dané
populace. Diferencialni rovnice (2.6) se nazyva Malthusiv model. Jednotka
konstanty r je [r] = [t]}. Zopakujme, Ze je to priumérnd rychlost mnoZeni
prepoctena na jednoho jedince.

Rovnice (2.6) patii do t¥idy linedrnich diferencidlnich rovnic s konstant-
nimi koeficienty. Pro kazdou pocatecni podminku

N(0) =Ny >0 (2.7)
existuje pravé jedno feseni (véta 1.7)

N(t) = Noert, teR.

Poznamka 2.1. 7 aplika¢niho hlediska je prirozené defini¢ni obor feseni
omezit na interval (0,00). Pak ¢as nula je poc¢atkem sledovani vyvoje po-
pulace. Protoze N je mnozstvi, jsou za Teseni povazovany pouze nezaporné
funkce a také pocatecni stav populace je urcen nezapornou hodnotou, pod-
minka (2.7).

Ac¢ zname analyticky tvar feSeni, budeme na tomto jednoduchém pii-
kladeé ilustrovat metody odstavce 1.4 a ur¢ime kvalitativni vlastnosti feseni
pfimo z diferencialni rovnice. Ozna¢me vektorové pole rovnice (2.6) pisme-
nem f,tj. f(N)=rN. Kazdy rovnovazny stav je kofenem rovnice

rN =0.

Ziejmé existuje jeden rovnovazny stav N = 0, tj. rovnice (2.6) ma jedno
stacionarni feSeni N(t) = 0. Z grafu funkce f vyéteme kvalitativni chovani
integralnich kiivek. PrusecCik s osou N odpovida rovnovaznému stavu, viz
obr. 2.1. Funkce f je pro N > 0 kladn4, tj. N(t) > 0. Viechna FeSeni
kromé stacionarniho jsou rostouci. Protoze funkce f v bodé nula roste, je
rovnovazny stav N = 0 nestabilni.
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f(N)

0.5+

Obr. 2.1. Graf funkce f(N)=rN, r=0.5 a piislusny fazovy portrét.

Trajektorie vSech feseni kromé stacionarniho jsou poloptimky, viz fa-
zovy portrét obr. 2.1. Je-li Ny > 0, potom se fazovy bod N pohybuje
s rostoucim ¢ od rovnovazného stavu do nekonecna.

Poznamka. Pii kresleni fazového portrétu neni poznamka 2.1 brana na
zietel, aby bylo mozné s diferencialni rovnici pracovat podle odstavce 1.4.
Jak bylo feceno, biologicky smysl méa pouze nezaporna ¢ast fazové primky.

Funkce f a tedy ifeSeni N jsou hladké funkce a o konvexité (konkév-
nosti) feSeni lze rozhodnout podle znaménka druhé derivace. Derivujme
vztah (2.6) podle ¢

N=rN=r-rN=f(N)- f(N).

(Tecka znaci derivaci podle proménné ¢ a Carka derivaci podle N.) Vime,

ze funkce f je kladna a rostouci pro N > 0, tedy funkce N(t¢) je kladna

pro libovolné ¢. Kazdé teseni je konvexni. Pro nékteré pocateéni podminky
jsou grafy fesSeni zakresleny v obr. 2.2, r = 0.5.
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Obr. 2.2. Integralni kiivky pro Ny = 3,5,8,13,21.
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Prvni predstavu o modelu muzeme ziskat ze smérového pole rovnice
(2.6), viz obr. 2.3. Kazdy jeho segment urcuje tecnu k integralni kiivce
v daném bodé.
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Obr. 2.3.  Smérové pole rovnice (2.6) pro r = 0.5.

Poznamka 2.2. Vystizné se této formé rustu v populacni ekologii fikéa
exponencidlni. Zvolime-li konstantu r zapornou, pak Malthusuv model
nebude modelem rustu, ale exponencialniho vymirani. Konstanta se pak
nazyva specifickd rychlost hynuti. Rovnovazny stav N = 0 bude asympto-

ticky stabilni. P¥i pruchodu parametru r hodnotou nula se méni stabilita
ekvilibria N = 0.

Poznamka. V piirodé asto populace rostou exponencidlné v kratkych
casovych usecich, je-li dostatek potravy, nejsou-li stésnané, chybi-li nepta-
telé apod. Za téchto podminek vykazuje populace jako celek obrovskou
rychlost rustu, tiebaze kazdy jedinec se rozmnozuje stejné rychle (rych-
losti r). Pfikladem muze byt ,vykvétani“ planktonu, vypuknuti nakazy
nebo rust bakterii v ¢erstvych kultiva¢nich médiich. Exponencialni rust ne-
probiha dlouho, protoze ho brzy zpomali interakce uvnitt populace nebo
odpor vnéjsiho prostiedi. Vycerpani potravnich zdroju a Zivotniho prostoru
ukon¢i neomezeny exponencialni rust.

2.3 Verhulstuv model

Z dlouhodobéjsiho hlediska je exponencidlni (neomezeny) rust v prirodé
neudrzitelny. V modelech pro redlné populace nemize byt rychlost ristu

¥ oz .. N(t) LN s ey x NV
prepoctend na jedince (W) konstantni. Vyvoj populace urcité ovliviuji
biotické faktory (napf. nemoci, vnitrodruhové soupefeni o potravni zdroje),
které zavisi na hustoté populace, ale také abiotické faktory, jako jsou zmény
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v pocasi, zivotni prostor, které jsou na hustoté populace nezavislé. Pro
jednoduchost predpokladejme, Ze rychlost rustu populace prepoctena na
jednoho jedince, kterou budeme znacit h(N), je spojitou diferencovatelnou
funkci proménné N. Takovy model vystihuje rovnice

N = h(N)N. (2.8)

Vzhledem k tomu, ze Malthustv model dava dobrou shodu s naméfenymi
daty pro mald N, poZzadujme, aby h(N) = r, kdyz N je malé. Déle oceka-
vame, ze funkce h je zaporna, kdyz N prekroci jistou maximéalni hodnotu.
Je-li populace prilis velka, pak chceme, aby rychlost rustu byla zaporna
a populace se zacala zmensSovat. Linearni funkce h(N) = r — sN, kde
s € R*, je nejjednodussi variantou s popsanymi vlastnostmi. Nelinedrni
diferencialni rovnice

N = (r —sN)N (2.9)
se obvykle nazyva Verhulstiv model, po belgickém matematikovi Pierru
Francoisovi Verhulstovi (1804 -1849).”

Zopakujme z Malthusova modelu: kladna konstanta r vyjadiuje vnitini
schopnost Zivocicha pocetné rust za neomezujicich podminek a nazyva se
specificka rychlost rustu v idealizovaném prostiedi s neomezenymi zdroji.
Kladnou konstantu s je vyhodné pro dobré porozuméni modelu psat ve
tvaru s = 5, kde K se nazyva nosnd kapacita (iinosnost) prostredi (envi-
ronmental carrying capacity). Dalsi zkoumani rovnice ukaze jeji vyznam.
Udava maximalni velikost populace, kterou muze dané prostredi pojmout.
Proto [K| = [N]. Dosadme v (2.9) za konstantu s podil 4 :

Nzr(l—%)N. (2.10)

Clen (1 — %) je interpretovan jako odpor prostiedi, ktery si vytvari popu-
lace sama svym rustem, coZ s sebou prinasi zvétsujici se pokles potencialni
rychlosti mnozeni (¢lenu rN ), kdyz se velikost populace blizi k hranici
unosnosti prostiedi.

Kvalitativni vlastnosti feSeni diferencialni rovnice (2.10), pfestoze umi-
me najit analyticky tvar, vySetifime geometrickymi prostiedky pfimo z rov-
nice. I zde méa poznamka 2.1 své opodstatnéni a také ve vSech nasledujicich
modelech. Ve fazovych portrétech tento fakt nezohlediiujeme, jak jiz bylo
feCeno. Rovnici zadava vektorové pole f(N) =r (1 - %) N. Jeho derivace

FN)=r—2ZN

K
"V praci Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement, Corre-
spondence Mathématique et Physique, 10, 113-121, 1838 P. F. Verhulst pouzil rovnici
(2.9) pro lidskou populaci zijici v roce 1838. Jeho model nepfinesl oc¢ekdvanou shodu
s experimentalnimi daty. Pficinou mohlo byt neptesné sc¢itani lidu. V dalsi praci Recher-
ches mathématiques sur la loi d’accroissement de la population, Nouveaux Memoires de
I’Académie Royale des Sciences at Belles Lettres de Bruxelles, 18,338, 1845 prezentuje
zcela moderni odvozeni logistické rovnice. Jeho prace nebyla za jeho zivota docenéna.

Model upoutal vice pozornosti az mnohem pozdéji.

29



je spojitda na R. Podle véty 1.2 existuje pro kazdou pocatecni podminku
(2.7) pravé jedno feseni rovnice (2.10). Nejprve najdéme jeji ekvilibria, tj.
realné koteny kvadratické rovnice

N
r{l——=)N=0.
( K )
Rovnovaznym stavim N; = 0 a N, = K odpovidaji stacionarni feSeni

N(t) =0 a N(t) = K, t € R. Pomoci funkce f sestavime fazovy portrét.

Jejim grafem je parabola otocena smérem dolu s vrcholem v bodé (%, %),

viz obr. 2.4. Parabola protind osu N v bodech N; =0, Ny = K (ekvi-

f(N)
0.375

Obr. 2.4. Graf funkce f(N)=r (1 - %) N,r=05, K =3.

libria rovnice). Funkce f je kladna v intervalu (0, K). Je-li pocate¢ni stav
v tomto intervalu, bod fazové primky se s rostoucim ¢ pohybuje doprava,
obr. 2.4. Tedy populace zvétSuje svoji pocetnost, je-li jeji pocatecni stav
Ny mensi nez nosna kapacita prostiedi. Analogicky, funkce f je zaporna
pro N > K, bod fazové primky se pohybuje doleva, velikost populace
klesa smérem k nosné kapacité prostredi. Funkce f je rostouci v bodé nula
(f'(0) = r) a klesajici v bodé K ( f'(K) = —r). Ekvilibrium N; =0 je
nestabilni a N, = K asymptoticky stabilni, viz véta 1.18.

Reseni, které zac¢ind v pocatecnim stavu Ny € (0, K), je rostouci. Pro
Ny > K jsou feseni klesajici, viz. véta 1.17. ReSeni zistane rostouci, resp.
klesajici na defini¢cnim oboru, protoze z duvodu jednoznacCnosti nemuze
protnout pfimku N = K. Tvar integralnich ktivek stejné jako v predchozim
prikladé urc¢ime z rovnosti

N = F/(N) F(N). (2.11)
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Reseni je konvexni tam, kde je funkce N kladna. To je pravé, kdyz zna-
ménka funkci f' a f jsou stejna. V intervalu (0,%) funkce f(N) roste
a je kladné, klesd a je zaporna pro N > K. Integralni kiivka je v téchto
bodech grafem konvexni funkce. Funkce f’ a f maji opa¢né znaménka pro
N € (5, K). Resent je v téchto bodech konkavni.

Pro N kladna blizka nule nabyva funkce f malych kladnych hodnot, tj.
smérnice tecny ke grafu feSeni je blizka nule. Integralni kiivka je v téchto
bodech plocha. Vzdaluje-li se N od nuly do kladnych hodnot, kiivka se
stava strméjsi. V bodeé % smérnice dosdhne svého maxima. Pak zacCne
rychlost rustu (smérnice) klesat. Kdyz se N priblizi k inosnosti prostiedi,
krivka se zplosti. Integralni kiivka ma tvar lezatého pismene S. Inflexni
bod feseni je prusecik integralni kiivky s piimkou N = % Je-li N > K,
pak smérnice je zaporna, integralni kiivka musi klesat. Charakteristické
integralni kivky rovnice (2.10) jsou zobrazeny v obrazku 2.5. Smérové pole,
obr. 2.6, je k nim tecné.

Obr. 2.5. Integralni kiivky rovnice (2.10), r = 0.5, K = 3.
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Obr. 2.6. Smérové pole rovnice (2.10), r = 0.5, K = 3.

Protoze jsou vSechna nezdporna feseni, kterd splnuji pocatecni pod-
minku (2.7), omezend, lze jejich definiéni obory prodlouzit na interval
(0, 00), viz véta 1.6.
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Co znamena, 7e rovnovazny stav No = K je asymptoticky stabilni?
Velikost kazdé nenulové populace se blizi k hodnoté K pro t — oo. Z prak-
tického hlediska se po urcité dobé kazda neprazdna populace ustali na této
hodnoté. (V tomto smyslu pouzivame slovo ustali ve zbylé ¢asti této kapi-
toly.) Nékdy se konstanta K nazyva saturacni konstanta pro danou popu-
laci.

Analyticky tvar nezdpornych feSeni diferencidlni rovnice (2.10), kterd
spliiuji po¢ateéni podminku (2.7), je

B K Ny
"~ Ny + (K — Np)e—rt’

N(t) t € (0, 00). (2.12)

Vzorec (2.12) lze pro Ny # 0, Ny # K ziskat metodou separace promén-
nych. Tedy

[a=mmev=[r = [(g=x+g)av-r+c -

No
K — Ny

In 7]\]@)
N |

Oznac¢me levou stranu posledni rovnosti N(¢) a logaritmus na pravé strané
Ny. Zavisla proménna N je nyni bezrozmérné veli¢ina, pro kterou

}zrt—i—ln

N(t) =7t + Ny. (2.13)

A

Integralni kiivky preskalované proménné N jsou piimKky.

Poznamka. Verhulst se zminuje o rovnici (2.9) jako o modelu logistic-
kého ristu. Proto je rovnice (2.9), resp. (2.10) nazyvana logistickd a eso-
vité prohnuty graf jejiho feseni logistickd krivka. V roce 1920 Raymond
Pearl a Lowell Reed® znovu objevili Verhulsttiv model a prosazovali ho
jako ,zédkon prirody*, [15]. V letech 1920 — 1927 publikovali mnoho dalsich
praci. Pearl (1930) demonstroval na populaci Drosophila melanogaster (oc-
tomilka) velmi dobrou shodu naméfenych dat s timto modelem. Uspokojivy
vysledek ukézal i G. F. Gause (1935) na populacich Paramecium (trepka)
a Tribolium (potemnik), [5].

Zatimco linearni diferencidlni rovnice (2.6) dava pouze neomezeny ex-
ponencidlni rust, nelinedrni rovnice (2.10) modeluje rust populace, ktery
je omezeny konstantou K. Logisticka krivka si zachovava svij tvar pro
libovolné kladné K. Nezalezi tedy na tom, jak velky je nelineadrni ¢len
v rovnici (2.10), ale podstatna je jeho pfitomnost. V biologické literatufe
se tato forma rustu oznacuje jako sigmoidni nebo esovitd.

80n the rate of growth of the population of the United States since 1790 and its
mathematical representation, Proceedings of the National Academy of Sciences of the
United States of America, 6, 275288, 1920.
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Zvolime-li konstantu r zdpornou, pak rovnice (2.10) s pocateéni pod-
minkou Ny < K je ,sigmoidni forma vyhynuti“. Stabilita ekvilibrii se
pfi pruchodu parametru r nulou méni. Pro r < 0 je ekvilibrium N; =0
asymptoticky stabilni a Ny, = K je nestabilni. Populace vétsi nez tinostnost
prostfedi K neomezené exponencialné roste, coz je ve sporu s biologickym
vyznamem konstanty K. Takovy model popisuje vyvoj populace, ktera se
v pripadé vycerpani zdroju prizpusobi jinym, které jsou neomezené, napf.
kiirovec na Sumaveé.

Lykozrout smrkovy (Ips typographus), zvany kurovec, se zivi lykem
smrku. Napada cerstvé polomy, staré nebo jinak oslabené smrky. Tim se
uplatiiuje jako nepostradatelny faktor pfi stiidani generaci. Urychluje totiz
odumirani poskozenych stromu, které uvolnuji v pfirodnim kolobéhu misto
mladym jedincim. V pripadé kalamity v lese se muze kiurovec pfemnozit
a pak dochéazi také k napadeni zdravych stromu.

2.4 Gompertzuv model

V roce 1825 Benjamin Gompertz® pouzZil v rovnici rustu (2.8) klesajici
funkci

K
N)=rln—
h(N) rnN,

kde r, K jsou kladné konstanty, K je nosna kapacita prostfedi. Cim se
lisi tato funkce od specifické rychlosti rustu Verhulstova modelu? V bodé
N = K funkce h sice protind horizontalni osu, ovsem pro mald N neni
h(N) = r, ale

i (riny) =

Nl—I>I(}+ rin ) =oo.
Tuto skutecnost lze interpretovat tak, ze mala populace se brani vyhynuti
stupriovanou reprodukéni aktivitou (% — 00 ) nebo Ze nékolik jedincu
z uvazované populace se v novém prostfe(fi zacne velmi rychle mnozit. Proto
je tato funkce pouZivana pii modelovani rakovinného bujeni.!’

Diferencialni rovnice, tzv. Gompertzova rovnice

K
N =rNln— 2.14
rNln ( )
je modelem omezeného rustu. Je zadana vektorovym polem

f(N) :ern%,

jehoz derivace je

K
/
N)=r (ln — — 1) .
Fov) =r (o
90n the nature of the function expressive of the law of mortality, and on a new
method of determining the value of life contingencies, Philosophical Transactions of the
Royal Society, 27, 513-585, 1825.
10T E. Wheldon, Mathematical Models in Cancer Research, Adam Hilger, Bristol,
1988.
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Pro kazdou poc¢ateéni podminku N(0) = Ny > 0 mé rovnice (2.14) pravé
jedno feseni (véta 1.2). Kvalitativni vlastnosti téchto Feseni vyvodime z gra-
fu funkce f. Narozdil od pfedchoziho modelu neni funkce f v nule defi-
novand. Lze ji spojité dodefinovat, protoze limy_o, f(/N) = 0. Nadéle
budeme predpokladat, Zze funkce f je v pocatku dodefinovana nulou.

f(N)

Kle K N

Y
A

K
Obr. 2.7.  Graf funkce f(N)=rNIn N @ prislusny fazovy portrét.

Priseciky grafu funkce f sosu N jsou (0,0) a (K,0). Funkce f roste
v intervalu (0, %) aklesa v (%, 00), obr. 2.7. Je kladnd v intervalu (0, K).
Body fazové pfimky se v tomto intervalu s ¢ — oo pohybuji doprava.
Populace, jejiz pocatecni velikost je mensi nez K tedy roste. Pro N > K
je f(N) < 0, body fazové piimky se s t — oo pohybuji doleva. Populace
vétsi nez nosné kapacita prostfedi se zmensuje. Rovnice (2.14) ma jedno
asymptoticky stabilni ekvilibrium N = K, kterému odpovida stacionarni
feSeni N(t) = K, t € R. V tomto modelu se velikost jakékoliv neprazdné
populace blizi k nosné kapacité prostiedi.

Kazdé feSeni pocatecni tlohy (2.14), (2.7) je omezené. Jeho defini¢ni
obor lze prodlouzit na interval (0, 00), viz véta 1.6. Dosud zminéné vlast-
nosti feseni Gompertzovy rovnice jsou stejné jako ve Verhulstové modelu.

Poznamka 2.3. Vektorové pole f(N)=rNInZ% rovnice (2.14) je spojité
diferencovatelné na intervalu (0,00). V nule lze funkci f spojité dodefi-
novat nulou. Pak N = 0 je rovnovazny stav rovnice (2.14). O jeho cha-
rakteru nelze z definice 1.12 rozhodnout, protoze neexistuji feseni rovnice
(2.14) vyhovujici podmince N(0) = Ny < 0 (funkce f neni pro N < 0
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definovand). Pro tyto pfipady muZzeme formulovat novou definici 1.12, kde
okoli ekvilibria nahradime pravym okolim ekvilibria. ProtoZe je f(N) > 0
pro 0 < N < K, tj. fazovy bod se rostoucim ¢ pohybuje doprava, je nula
nestabilnim ekvilibriem.

0,%) | (&, K) | (K,0)
Fl+ |+ -
o+ | - -

Tab. 2.1. Znaménka funkénich hodnot f(N) a f/(N).

Z tabulky 2.1 uréime tvar integralnich kiivek. Reseni prochazejici body
(., N), pro které plati f'(N)f(N) > 0, je konvexni, viz vztah (2.11). V pasu
(0, oo)x(O,%) a (0,00)x(K,0) je nerovnost splnéna. Funkce f’ a f maji
opacné znaménka pro N € (%, K). Reseni je v téchto bodech konkavni,
obr. 2.8.

Obr. 2.8. Integralni kiivky rovnice (2.14), r = 0.5, K = 2e.

Reseni splitujici po¢atecni podminku (2.7), kde 0 < Ny < %, ma inflex-
ni bod (., %) Jeho graf se nazyva Gompertzova krivka. Je esovité prohnuta
stejné jako logisticka kiivka. V ¢em se lisi? Ve Verhulstové modelu funkce f
nabyva maximum v bodé &, tedy logistickd kiivka mé inflexni bod (., %),
obr. 2.5. Gompertzova krivka se blizi k asymptoté y = K rychleji, protoze

dfive nabude inflexe.
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Bud N € (0, K). Odhadnéme derivaci feSeni rovnice (2.14).

N K K K

Tedy pro feseni Verhulstovy a Gompertzovy rovnice, ktera prochazeji bo-
dem [0,Ng] s Ny € (0, K), je v bodé [t, N] smérnice te¢ny Gompertzovy
ktivky vétsi nez smérnice logistické kiivky. Srovnani ukazuje obr. 2.9.

NN — vy s —rN(E—l) :rN(l—E) .

6

5

41 Gompertzova
logisticka

N 3- K/2

2 Kle

Obr. 2.9. Gompertzova a logisticka kiivka, » = 0.5, K = 2e.

Analyticky tvar FeSeni rovnice (2.14), které v ¢ase t = 0 nabyva hodnoty
Ny > 0, je
—rt K
N(t) = Ke °© In(5) :

Nosnou kapacitu prostiedi K pfepiseme pomoci konstanty « > 0 takto:
K = Nge¥. Pak

6% —rt

N(t) = Npe7e 7¢
Pro tuto funkci ziskdme novou diferencialni rovnici
N=aeN. (2.15)

Jeji vektorové pole zavisi na nezavisle proménné t. Je to neautonomni rov-
nice. V tomto pripadé specifickd rychlost ristu s rostoucim casem expo-
nencialné klesa.

Poznamka. Gompertz rovnici (2.15) v roce 1825 formuloval jako ,zakon
snizujiciho se preziti“, protoZe vnitini schopnost jedince pocetné rust s ¢a-
sem klesa!'. V roce 1932 byla rovnice (2.14) popularizovana jako rustovy
model. V 80. az 90. letech minulého stoleti byla aplikovana na rust populace
rostlin, na rakovinné bujeni a také byla vyuZzita v ekologii ryb, [15].

1D, M. Easton, Gompertz survival kinetics: fall in number alive or growth in number
dead, Theoretical Population Biology, 48, 1-6, 1995.
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2.5 Logisticky rist s prahovou hodnotou

V predchozich tfech modelech jakkoliv mala populace roste a to bud neome-
zené (Malthustuv model) nebo omezené (Verhulstuv a Gompertziv model).
U nékterych druhu Zivoc¢ichu, ale i rostlin se vsak populace nezvétsi, pokud
jeji velikost nedosédhne urcité hladiny. Nazyva se prahovd (kritickd) hodnota
(threshold). Ozna¢me ji T a zvolme funkci h v rovnici (2.8) tak, aby novy
model zahrnul tento fakt.

Pro mald N pozadujme, aby h(N) =~ —r. Populace exponencialné vy-
mird (poznamka 2.2). Déle chceme, aby rychlost rustu pfepoc¢tena na je-
dince zustala zaporna az do bodu N = T a v ném zmeénila znaménko.
Predpokladejme navic, Ze rust populace je omezeny nosnou kapacitou pro-
stfedi K. Funkce h by méla v bodé K opét zménit znaménko. VSechny
vlastnosti ma napt. polynom

on=-+(1-2) (-5).

kde T' < K. Konstanty r,7T, K jsou kladné a [T'] = [N].
Po dosazeni této specifické rychlosti rustu h do (2.8) ziskdme nelinearni
diferencialni rovnici tvaru

N:—r<1—¥> (1—%>N. (2.16)

Clen (1 — %) (1 — %) reguluje exponencialni vymirani. Jaky je jeho vliv
na celkovou rychlost zmény velikosti populace? Pro N € (T, K) je zaporny,
tedy pro tato N méni znaménko funkce N na kladné. Populace s po¢atecni
podminkou 7" < Ny < K nehyne, ale roste. Rychlost A(N) rustu populace
prepoctena na jedince neni jako ve Verhulstove, resp. Gompertzové modelu
klesajici funkce proménné N, v intervalu (7, T5%) roste. Jeji graf je na
obr. 2.10. Zavislost specifické rychlosti rustu A na velikosti populace pro
N € (T, %) je pozitivni. Jedinec profituje z pfitomnosti jinych jedinct
populace. Tento jev se nazyva Allee effect.

h(N

Allee eﬁect%
or /T K N

Obr. 2.10. Graf specifické rychlosti rustu h(N) = —r (1 - %) (1 - %)
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Kvalitativni chovani modelu s prahovou hodnotou je vysledkem vlast-
nosti vektorového pole

f0=-+(o-3) - 5) >

Funkce f je polynom tfetiho stupné. Jeho derivace je na R spojita. Pro
kazdou poc¢ateéni podminku (2.7) existuje pravé jedno FeSeni diferencialni
rovnice (2.16). Sestavme pro ni fazovy portrét, ktery zachyti chovani vSech
feseni.

Polynom f ma tii nulové body: N, =0, N, =T a N; = K. Jsou to
pruseciky grafu funkce f s osou N, tedy rovnovazné stavy rovnice (2.16).
V definici f je koeficient u nejvyssi mocniny N, kterou je N3, zaporny,
tj. ]\}l—r}loo f(N) = —oo. Nadrtnéme graf funkce f a pomoci néj i pfislusny

fazovy portrét, obr. 2.11.

f(N)

Ny

Y
A
Y
A

Obr. 2.11.  Graf funkce f(N)= —r (1 -

Nz

) (1 — %) N a fazovy portrét.

Polynom je zaporny pro N € (0,7), resp. N > K, body fazové primky
se s rostoucim ¢ pohybuji doleva, populace vymira, resp. se priblizuje
(zmensuje svoji velikost) k hodnoté K.V intervalu (T, K) je vektorové pole
kladné. Body v této ¢asti fazové primky se s rostoucim ¢ pohybuji doprava,
populace roste, ale nepiekro¢i hodnotu K. Rovnovazny stav N; =T je
nestabilni, protoze funkce f je v tomto bodé rostouci, viz véta 1.18. Ekvi-
libria Nf =0, N; = K jsou asymptoticky stabilni, v téchto bodech f
klesa.

Tvar integralnich kiivek uré¢ime podle znaménka funkce f' a f, plati
vztah (2.11). Derivace funkce f podle N je

_37"]\72 2r(T'+ K)N

N =g +—7x "
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Spo¢téme kofeny rovnice f'(N)=0:

T+K \J(T+K)?-3TK

3 3 '
Kofeny Nj, jsou realné, protoze (T + K)> — 3TK = (T — K)*> + TK,
tj. diskriminat je vzdy kladny. Plati 0 < N; < N,. Vzhledem k tomu,
7e koeficient u ¢lenu N? v derivaci f'(N) je zdporny, je f'(N) > 0 pro
N € (Ny, Ny), tj. funkce f(N) je v tomto intervalu rostouci, viz obr.
211.Pro 0 < N < Ny a N > Ny je f/(N) < 0. Tabulka 2.2 pfehledné
shrnuje znaménka funkci f’ a f. Obé maji stejna znaménka v intervalech
(0, N1), (T, Ns), (K,00). V téchto bodech je FeSeni diferencialni rovnice
(2.16) konvexni. V intervalech (Ny,T'), (N2, K) maji funkce f a f’ opaéna
znaménka, Teseni je konkavni.

Nigp =

(O,Nl) (Nl,T) (T,Ng) (NQ,K) (K, OO)
fl - - + + -
I - + + - -
Tab. 2.2.  Znaménka funkénich hodnot f(N) a f/(N).

Vsechna nezaporna feseni pocatecni tlohy (2.16), (2.7) jsou omezena,
jejich defini¢ni obor lze prodlouZit na interval (0, c0), viz véta 1.6. Spojime-
li informace, které poskytuje fazovy portrét s tabulkou 2.2, pak muzeme
popsat jejich chovani na intervalu (0, co).

Ekvilibriim odpovidaji tfi stacionarni feseni N(¢) = 0, N(¢t) = T
a N(t) = K, t € R. Reseni spliiujici poc¢ateéni podminku Ny < T jsou
klesajici a exponencialné se priblizuji k ose t. Je-li Ny < Ny, je feseni kon-
vexni, nem4 inflexni bod. Inflexni body jsou pruseciky pfimky N = Ny,
resp. N = N, a integralnich kiivek. ReSeni, jejichz grafy lezi v pasu
(0,00) x (T, K), jsou rostouci s horizontalni asymptotou N = K. Je-li
T < Ny < N,, feSeni maji inflexni bod. Asymptotu N = K maji také
integralni kiivky lezici v pasu (0,00) x (K, 00). Tato feSeni jsou klesajici
a konvexni. Charakteristické integralni kiivky rovnice (2.16) jsou nakres-
leny v obr. 2.12. Smérové pole, které je k nim tecné, je zobrazeno v obrazku
2.13.

Velikost populace konverguje k nosné kapacité prosttedi K vyjma pii-
padu, zZe klesne pod miniméalni pocet 7', pak nevyhnutelné dochézi k ex-
tinkci. Model (2.16) popisuje tedy popula¢ni dynamiku s prahovou hodno-
tou T

Pri pruchodu parametru r nulou se stabilita ekvilibrii méni. Rovno-
vazny stav N; =T jepro r < 0 asymptoticky stabilni, zbyla dvé ekvilib-
ria jsou nestabilni. Rovnice (2.16) pak modeluje omezeny i neomezeny rust.
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Obr. 2.12. Integralni kiivky rovnice (2.16) pro r=1,T =2, K = 7.
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Obr. 2.13.  Smérové pole rovnice (2.16) pro r=1,T =2, K =1T7.

Konstanta K by byla prahovou hodnotou pro neomezeny rust. Takovy mo-
del by mohl popisovat populaci jiz zminéného lykozrouta smrkového.

V ptipadé rovnice (2.16) muzeme spocitat pouze implicitni tvar FeSeni,
ktery je pro vySetfovani kvalitativnich vlastnosti feSeni nepohodlny. Cho-
vani feSeni jsme urcili z vlastnosti vektorového pole. K matematickému
modelovani realnych situaci jsou kvalitativni vlastnosti feseni postacujici.
Kvantitativni vysledky muzeme ziskat uzitim numerickych metod.

Poznamka. Rovnice (2.16) modeluje naptiklad popula¢ni dynamiku ho-
lubu stéhovavych, ktefi zZili v hojné mife v Americe jesté na konci 19. sto-
leti.!? Byli loveni pro sport a pro maso. Jejich pocet rapidné poklesl v 80.

12 Austin, O. L., Birds of the World, Golden Press, New York, 1983.
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letech 19. stoleti. A¢ jich v té dobé bylo pomérné hodné, jejich hustota vsak
nebyla dostatecna, aby se dokézali tispésné parit. Do roku 1914 vymfeli.
Z hlediska modelu nastala situace, ze v 80. letech lidé pfispéli k poklesu
poctu holubu stéhovavych pod jejich prahovou hladinu.

2.6 Logisticky rust zatiZeny odchytem

Do pfirozeného vyvoje populace casto zasahuji vnéjsi vlivy, napt. rybari,
ktefi pravidelné lovi motské ryby. Predpokladejme, Ze rybi populace bez
zasahu ¢lovéka sleduje logisticky rust (rovnice 2.10) a Ze lidé odebiraji dany
druh ryb z ocednu konstantni rychlosti £ nezavisle na velikosti populace.
Situaci popisuje diferencialni rovnice

Nzr(l—%)N—f, (2.17)

kde r, K, & jsou kladné konstanty.

Vyznam konstant r a K zname jiz z predchozich modeli. Jsou dany
biologickymi faktory a pro dany druh jsou neménné. Konstanta & udava
mnozstvi ulovenych ryb za jednotku ¢asu. Jeji rozmér je [¢] = [N][t]7L.
V rovnici vystupuje jako parametr, ktery miuzeme pro danou populaci mé-
nit. VySetfeme chovani modelu v zavislosti na parametru & (rychlosti od-
lovu ryb). Co se stane s populaci ryb, bude-li ¢ pfilis velké?

Kvalitativni vlastnosti feseni vySetfime pfimo z rovnice (2.17). Zadava
ji vektorové pole N

i) =1 (1= 2 ) N ¢,
jehoz derivace podle N je

FN:E) =r— 2N

Véta 1.2 ¥ik4, Ze pro kazdou pocateéni podminku (2.7) existuje pravé jedno
feSeni. Pro ekvilibria je rychlost rustu populace v rovnovaze s rychlosti
jejiho odlovu, tj.

r<1—%)N:§. (2.18)

Rovnici (2.18) fesme graficky. Hledejme pruseciky paraboly s konstantni
funkci y = &, obr. 2.14. Z obrazku je vidét, Ze pocet pruseciku, tj. pocet
ekvilibrii zavisi na velikosti &. Parabola r (1 — %) N protne osu N v bo-
dech (0,0) a (K,0). Jeji vrchol lezi v bodé (&, 7K). Je-li £ < "X pak m4
diferencialni rovnice dva rovnovazné stavy N = Ny, N = N,. Pro £ = %
ekvilibria splynou v jedno N = % a pro & > % rovnice nema zadny

rovnovazny stav. Zkoumejme charakter ekvilibrii a vlastnosti feSeni.

(i) Jeli €< %, pak kvadratickd rovnice f(N;£) =0 ma dvé feSeni

K K 1€
Nyy= o2 5
1275 Ty K
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Ny K/2

N, R\N

Obr. 2.14. Reseni rovnice (2.18) pro ¢ =1,2,3 ar=1,K = 8.

kde 0 < N; < Ny. Body (N1,0), (N2,0) jsou pruseciky grafu funkce f
s osou N. Grafem funkce f je parabola r (1 — % N posunuta ve sméru
osy y dolu o £ jednotek, viz obr. 2.15. Pruseciky odpovidaji rovnovaznym
stavum N = N; a N = N,. Vintervalu (Ny, Ny) je funkce f kladna, body
fazové primky se pohybuji s t — oo doprava, populace roste. V ostatnich
bodech je funkce f zaporna, body fazové primky se pohybuji s ¢t — oo
doleva. Populace s poc¢atecni stavem Ny < Ny, resp. Ny > N, se zmensuje.
Ekvilibrium N = N; je nestabilni (funkce f v bodé N; roste) a ekvilib-
rium N = N, je asymptoticky stabilni (funkce f v bodé N, klesd).

f(N)

0

N K/2 Ny

N1 N2

<
<

Y
A

Obr. 2.15.  Graf funkce f(N) :r(l—%)N—f, r=1,K=8,{=1.

(0.N1) | (N1, 5) | (5. N2) | (V2,00)
f — + + -
0+ + - -
Tab. 2.3.  Znaménka funkénich hodnot f(N) a f'(N).

Tvar integralnich kiivek vyc&teme z tabulky 2.3, plati (2.11). Reseni je
konvexni, je-li N € (Ny,%) nebo N € (Ny,00). V intervalech (0, Ny),
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(5,Ns) jsou feseni konkdvni. V bodé £ ma funkce f lokdlni extrém.
Reseni, které splituje pocateéni podminku (2.7), kde N, € (Nl,g), ma
inflexi v bodé, jehoz druha soufadnice je % Charakteristické integralni
krivky jsou v obr. 2.16.

K p

Obr. 2.16. Integréalni kiivky rovnice (2.17) pro r =1, K =8, = 1.

Neni-li odchyt ryb pfili§ velky vzhledem k r a K (& < %) a je-li

Ny € (N7, N3y), tj. v oceanu zije dostateéné mnozstvi ryb, pak se velikost
populace N blizi ke stabilnimu ekvilibriu N,. Zije-li v ocednu mélo ryb,
tj. No < Ny, pak jakkoliv maly konstantni odchyt znamena pro populaci
zénik v konecném case. Protoze velikost populace s ¢asem klesa a pro & > 0
nema rovnice (2.17) ekvilibrium N = 0.

(ii) Predpokladejme, ze & = . Parabola (obr. 2.14) se posune smérem

doli a v bodé % se dotyka osy N. Ekvilibria N = N;, N = N, splynou

v jeden rovnovazny stav N = % Graf funkce f(N)=r (1 — %) N — % =

2
K oN , , s s , , 7
= =K ( — 7) dava nasledujici fazovy portrét.

K
2

A
A

Ekvilibrium je nestabilni. Velikost populace se pro kazdou pocatecni pod-
minku kromé Ny = % s rostoucim Casem zmensuje. Je-li Ny < %, pak po-
pulace v koneéném ¢ase vymfe. Tato FeSeni jsou konkavni ( f/(N)f(N) <0
pro N < % ). Pro Ny > % jsou feseni konvexni. Velikost populace s timto
pocatecnim stavem se blizi k hodnoté % Charakteristické integralni kiivky
jsou vykresleny v obr. 2.17. Porovname-li ho s obr. 2.16, pak rovnovazné

stavy N = N; a N = N, splynuly a esovité integralni kiivky zmizely.
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Obr. 2.17. Integralni kiivky rovnice (2.17) pro r =1, K = 8,¢ = 2.

(iii)  Odebirdme-li ryby pfili§ rychle £ > %, pak populace nemé Sanci

prezit. Parabola (obr. 2.14) klesne pod osu N, do zapornych hodnot. Di-

ferencialni rovnice (2.17) nema zadné ekvilibrium. VSechna feseni jsou kle-

sajici s pripadnym inflexnim bodem, ktery je prusec¢ikem piimky N = %

a integralni krivky. Neékolik integralnich kiivek je nakresleno v obr. 2.18.
Rybaii vylovi v koneéném case kazdou populaci ryb.

Obr. 2.18. Integralni kiivky rovnice (2.17) pro r =1, K = 8,¢ = 3.

Pro vSechny tfi pripady plati, Ze feSeni, ktera spliiuji pocatecni pod-
minku (2.7) a konverguji k N,, jsou omezena. Jejich definiéni obor lze
prodlouzit na interval (0,00), véta 1.6. Defini¢ni obor ostatnich feSeni je
z naseho pohledu omezeny a uzavieny. Pravy krajni bod, v ném feseni na-
byva hodnoty 0, nelze urcit jinak, nez ze najdeme analyticky tvar feseni
nebo numericky. Rovnici (2.17) lze analyticky vyfesit. Podafi-li se ur¢it
hodnoty konstant, které se vyskytuji v diferencialni rovnici, pro konkrétni
populaci, pak se vypocty zjednodusi.
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Pro ¢ = £ nastane bifurkace sedlo—uzel (definice 1.19, véta 1.20).

Prehledné lze velikost a charakter rovnovaznych stavi v zavislosti na &

zakreslit do bifurkac¢niho diagramu. Kfivka rovnovaznych stavi, tj. hodnota
s o * ) . . , . .

rovnovaznych stavi N v zavislosti na £ je ddna rovnici (2.18) — rovnice

paraboly s pruseciky (0,0), (0, K') a vrcholem v bodé (%, %), obr. 2.19.

*

N
\ 4 \ 4
K¢

<
<
<
<
<
<

_

o \

Obr. 2.19. Bifurka¢ni diagram rovnice (2.17).

Trvale udrzitelny vytézek (sustainable yield) Y je rychlost dlouhodo-
bého odlovu rybi populace, pfi které neni narusena jeji schopnost rust, tj.
Y =¢ & € (0, %> Nejvétsi takova rychlost se nazyva mazimdlni trvale
udrZitelny vytéZek a je oznacovana Y. Je-li pocatecni stav populace vétsi
nez %, pak je maximélni trvale udrzitelny vytézek roven %, jak nazna-
¢uje bifurka¢ni diagram. Vytézek v blizkosti bifurkac¢ni hodnoty muzeme
mit nedozirné nasledky na vyvoj populace ryb, protoze maly narust £ vede
k vyhubeni celé populace. Vytézek vétsi nez X nelze trvale udrZet, popu-

1
lace v kone¢ném case vymira.

2.7 Schaeferuv model

Za vysoké hustoty ryb v daném vodnim prostiedi je snadné dosdhnout
konstantni rychlosti rybolovu. Castéji se setkame se situaci, Ze rychlost lovu
zévisi na velikosti populace N. Cim méné ryb, tim je obtiZnéjsi je ulovit.
Predpokladejme, Ze populace ryb sleduje logisticky rust (odstavec 2.3) a
ze je lovena rychlosti EN (rychlost tbytku ryb). Jeji popula¢éni dynamiku
modeluje rovnice

N:r<1— %) N — EN, (2.19)

45



kde r, K, E jsou kladné konstanty a [E] = [t]7!. Konstanta E je rychlost
ubytku ryb pfepoctena na jednu rybu, méfi celkové usili rybaru, které musi
vynalozit na uloveni ryb dané populace. Rovnice se nazyva Schaeferiv mo-
del, po americkém biologovi Milneru Bailym Schaeferovi (1912-1970),
ktery ji v roce 1954 pouZil pravé na rybi populace.

V zavislosti na hodnoté parametru E vysSetiime kvalitativni chovani
modelu (2.19). Nejdulezitéjsi, jak jsme mohli vidét v pFedchozich modelech,
je najit ekvilibria rovnice a urcit jejich charakter. Pro rovnovazné hodnoty
N je rychlost rustu rovna rychlosti ubytku, tj.

" (1 _ %) N = EN. (2.20)

Nezavisle na parametru E ma rovnice ekvilibrium N; = 0. Druhé ekvilib-
rium Ny = K(1—£) jena E zavislé.

Reseni rovnice (2.20) graficky interpretujme takto: hleddme priseciky
paraboly s pfimkou. Leva strana rovnice je parabola, ktera protina osu
N v bodech (0,0), (K,0). Smérnice teény k parabole v po¢atku je rovna
r. Prava strana je piimka, kterd prochazi pocatkem a jeji smérnice je E.
Pruseciky primky s parabolou odpovidaji rovnovaznym stavum, obr. 2.20.

E>r E=r E<r

0 K

Obr. 2.20. Grafické feseni rovnice (2.20).

Pro E < r ma rovnice dvé ekvilibria Ny = 0, Ny > 0. Zvétsime-li
hodnotu parametru na r, ekvilibria splynou v jediné, N; = Ny = 0. Je-li
E > r, jedno ekvilibrium je N; =0 a druhé N, < 0. Zaporna rovnovazna
hodnota sice nemé biologicky vyznam, ale z matematického hlediska je
dulezité ji zminit.

Rovnice (2.19) je dana vektorovym polem

f(N;E):r<1—%)N—EN.

Funkce f je kladna v téch bodech, ve kterych je parabola nad pfimkou,
obr. 2.20, tj. rychlost rustu je vétsi nez rychlost ubytku ryb. V opacném

13Some aspects to the dynamics of populations import to the management of com-
mercial marine fisheries, Bulletin of the Inter—American Tropical Tuna Commission, 1,

25-26, 1954.
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ptipadé je zaporna. Je-li E < r, pak funkce f je zdpornd v P~(0) a kladné
v P*(0), obr. 2.21, tj. v bodé N; = 0 roste. Nula je nestabilni rovnovazny

stav. V bodé Ny = K(1—£) funkce f klesa, protoze v P~(N2) je kladné
av PT(Ny) je zaporna. Ekvilibrium N, je asymptoticky stabilni.

No

0 Ny

A
Y
A

Obr. 2.21. Fazovy portrét rovnice (2.20), je-li E < r.

Ny 0 K

Ny 0

A
Y
A

Obr. 2.22. Fazovy portrét rovnice (2.20), je-li E > r.

Pro F > r je Ny = 0 asymptoticky stabilni ekvilibrium, obr. 2.22.
Zaporné ekvilibrium N, je nestabilni. Pfi pruchodu parametru E hodno-
tou 7 se méni stabilita ekvilibrii, pocet zustava stejny. Tato bifurkace se
nazyva transkritickd (definice 1.21, véta 1.22).

Pro E = r (bifurka¢ni hodnota) je funkce f nekladna. Jejim grafem
je parabola, ktera se v pocatku dotyka horizontalni osy. Jediné ekvilibrium
N = 0 je nestabilni. Zavislost rovnovaznych hodnot na parametru FE je
spolu s jejich stabilitou znazornéna v bifurka¢ni diagramu, obr. 2.23. Dvé
vétve rovnovaznych stavii (N'= 0, N'= K(1 — £)) se pro E = protnou
a jejich charakter (stabilita) se zaméni.
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v\
Obr. 2.23. Bifurka¢ni diagram rovnice (2.19).

Nebudeme se jako v predchozich modelech zabyvat detailnim popisem
integralnich kiivek v jednotlivych pripadech. Kvalitativni chovani naznacuji
fazové portréty v bifurka¢nim diagramu. Je-li £ = 0, pak populace sleduje
logisticky rust s nosnou kapacitou prostiedi K, viz odstavec 2.3. S ros-
toucim F, tj. zvétsujicim se vykon rybaiu, klesd hodnota asymptoticky
stabilniho ekvilibria ( Ny = K(1 — %) ), ke kterému se velikost populace
ryb N blizi. Pokud je E < r, populace si zachovava schopnost rust. A¢ je
jeji rychlost rustu snizovana lovem, populace prezije. Pro E > r je nula
asymptoticky stabilni ekvilibrium. Jakkoliv velkd populace je vyhubena.
Velikost populace pro t — oo konverguje k nule.

Jisté nés zajima, pii jakém vykonu je zisk rybaiu z rybolovu nejvétsi.
Pripomeneme z predchoziho modelu: trvale udrzitelny vytézek Y je rych-
lost rybolovu, se kterou mohou byt ryby loveny neomezené dlouho. Ziskame
ho jako soucin celkového vykonu rybaru a asymptoticky stabilniho ekvilib-
ria, tj.

E
Y:EK(I—?) , O<E<r.

Grafem funkce Y je parabola s priseciky (0,0), (r,0) a vrcholem (%, %)
Je-li B < %, pak plati, ¢im je vykon vyssi, tim je vétsi vytézek. Pii vykonu
E = 3 je vytézek nejvétsi, Y, = % je tzv. maximalni trvale udrzitelny
vytézek. Vyssi vykon vede z dlohodobého hlediska k zmensovani populace
az ke koneénému vyhubeni. Pro dany druh ryb (konstanta r je dand) je
optimélni vykon rybolovu roven 3.

Hodnota maximalniho vytézku Y, je stejnd jako v predchozim mo-
delu. M4 Schaeferuv model ve srovnani s modelem (2.17) néjaké pozitivum?
Odebirame-li ryby konstantni rychlosti £ (rovnice 2.17) tak, abychom méli
nejvétsi vytézek (Y, =& = %), vystavujeme se riziku, Ze populace vymie
v konetném ¢ase (£ > &) Pro £ = " (bifurka¢ni hodnota rovnici (2.17))
je systém citlivy na malé zmény, obr. 2.19. Tato situace v Schaeferové mo-
delu pro £ =  nenastane. Teoreticky je maximalni vytézek ryb podle

tohoto modelu bez rizik.
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2.8 Predace

Mezi dvéma druhy zivych organismu muze existovat vzajemny zaporny
vztah, kterému fikame predace. Je to antagonisticky vztah, kdy jeden druh
(predator = dravec) ma vyhodu z druhého druhu (kofisti). Kofist slouzi pre-
datorovi jako potrava. V roce 1959 Holling!* studoval predaci na drobnych
savcich zivicich se hmyzim skudcem hiebenulou borovou (Diprion pini L.).
V kalamité lesniho porostu se miuze hiebenule premnozit a pak zapfici-
nit dplnou defoliaci borovic obecnych. Holling zjistil, Ze rychlost predace
se zvétsuje s rostouci hustotou populace kotisti a to diky dvéma hlavnim
faktortum:

(i) V prosttedi s vyssi hustotou kofisti predator zvétsi svoji spotiebu.

(ii) Velikost populace predatora se zvétsuje s rostouci hustotou kofisti.

Solomon'® nazyva reakci predatora na zménu velikosti populace kofisti ve

shodé s uvedenymi faktory (i) funkéni odpovéd ( functional response) a (ii)
pocetni odpovéd (numerical response).

Funkéni odpoveéd’

Funkéni odpovéd je rychlost spotfeby jednoho predéatora (kolik jedincu
usmrti a zkonzumuje) v zavislosti na hustoté kotisti. V ¢lanku Some charac-
teristics of simple types of predation and parasitism'® Holling navrhl model
funkéni odpovédi, ktery je nazyvan diskovd rovnice (disc equation). K od-
vozeni této rovnice pouzil experiment se slepymi lidmi. Slepci (predatofi)
se snazi konecky prstu nalézt disky zdrsnéného papiru (kofist).

Holling ptedpokladal, ze predatori déli ¢as pouze mezi dvé ¢innosti:

e vyhledani korfisti
e konzumace koristi — pronasledovani, zabiti, konzumace, traveni.

Je-li kotisti nadbytek, pak na jeji vyhledani predator nespotiebuje zadny
cas. Presto je v tomto modelu rychlost spotfeby predatora limitovana. Neé-
jakou dobu trvé jeji konzumace. Rekneme, Ze se predator nasytil, jestlize
nemusi kotist vyhledavat, pouze ji konzumuje. Maximalni rychlost spotieby
se nazyva hladina nasycent predatora.

Oznac¢me celkovy Cas pismenem t. Je roven souctu casu t,, ktery pfi-
padne na vyhledani kotisti a ¢asu t;, béhem kterého je kotist konzumovéana,

t=t,+ty. (2.21)

1Holling, C. S.,The components of predation as revealed by a study of small-mammal
predation of the Furopean pine sawfly, Canadian Entomologist, 91, 293-320, 1959.

15Solomon, M. E., The natural control of animal population, Journal of Animal Eco-
logy, 18, 1-35, 1949.

16Clanek vysel v ¢asopise Canadian Entomologist, 91, 385-398, 1959.
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Predpokladejme, zZe jeden predator za cas t ulovi mnozstvi koristi V.
Ke konzumaci jednoho jedince potifebuje ¢as tj,. Z celkového ¢asu t na
konzumaci pripadne cas

t = te, N, .

Dale predpokladejme, Ze predator prohledava tizemi konstantni rychlosti
a a ulovi kazdou korist, se kterou se setka. Za cas t, tak prohleda tizemi
o rozloze at, a ulovi at,N jedincu ( N je hustota kofisti). Tedy

Nt = atvN = tU = uN .

Dosadime do (2.21) za t, a tj:

N,
t=— 41, N
aN R
a vyjadiime N,
taN
JOPLLL
1+tk1aN

Tuto rovnici Holling nazyva disc equation. Rovnici je dana funkéni zavislost
mnozstvi ulovené kotisti za ¢as ¢ na hustoté kotisti. Pro t =1 ji oznacme
V(N). Pak!"

alN

Ny=———.
V( ) 1+ tg,aN

(2.22)
Funkce V(N) popisuje spotiebu jednoho predétora za ¢asovou jednotku
v zavislosti na hustoté kofisti. Budeme ji nazyvat trofickd funkce.

Holling rozlisil tii typy trofické funkce. Podle (i) jsou vSechny trofické
funkce rostouci a pfirozené V(0) = 0. Zaméfime se na jejich rozdily. Zkou-
mame také kiivky amrtnosti kofisti, kterd je zapti¢inéna predaci, tj.

(2.23)

Typ I je (po ¢astech) linearni trofickd funkce, kterd muze byt omezena
nebo rust do nekonecna, tj.

V(N) = nebo V(N)=aN, N >0,

aN, N < Via/a
Vmax 3 N > Vmax / a
kde a je kladna konstanta, V.. je hladina nasyceni predatora. Pouziva
se pro ,pasivni“ predatory; pro predatory, ktefi svoji kotist nevyhledavaji,
pouze cekaji az se korist sama objevi, napt. pavouci, bylozravci nebo vodni
zivocichové, kteti filtruji vodu. Tento typ odpovida vztahu (2.22), kde je

"Funkce (2.22) je pouzivana pro rychlost enzymatické katalyzy v zavislosti na kon-
centraci substratu. Kineticky model navrhli v roce 1913 Leonor Michaelis a Maude Men-
tenova.
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tr, = 0. Konstantu tmeérnosti a lze interpretovat jako rychlost prozkou-
mavani prostoru mouchami nebo jako rychlost spasani travy bylozravci ¢i
rychlost filtrace vody korysi.

V piipadé omezené trofické funkce je tmrtnost kofisti d(N) = a pro
N € (0, %> Je-li hustota populace N > %, pak d(N) = %, umrtnost
se snizuje, obr. 2.24.

Typ |
V* a
V(N) d
S N S N
Typ Il
V* a
VIN) / d
0 S N S N
Typ HI
\/*
a*
V(N) d
0] s N S N

Obr. 2.24. Troficka funkce typu I, II, III a kfivky vymirani kotisti,

* _ W ! Vi * _ VEV
V _Vmax, S_ n;ax, S — n]::ax’ a* = 2max‘

Typ II je trofickd funkce tvaru (2.22). Je omezena. V piipadé, Ze kofisti je
hojnost, tudiz predator nespotiebuje zadny cas na jeji vyhledani, pripadne

néjaky cas na konzumaci kotisti. Tento typ je charakteristicky pro mnohé

bezobratlé. Hladina nasyceni predatora je rovna sup V(IN) = %
1

Oznacme ji opét Viax . Po dosazeni do (2.22) je N=0
Vipax N
V(N) = g
(N) Vo N

Predator hodnoty V.. dosdahne pro nekonec¢né velkou hustotu kofisti, tj.
nikdy se nenasyti. V praxi tomu tak neni, proto se v tomto pripadé fika, ze
predator doséhl hladiny nasyceni, je-li spotieba V(N) = % Predétor se
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tedy nasyti pfi hustoté N = % Tato konstanta vystihuje afinitu preda-
tora ke kotisti. Cim je rychlost, se kterou predator prohledava tzemi vétsi,
tim je % mensi, predator se nasyti pfi nizsi hustoté kotisti. PovSimnéme
si, ze typ II je hladkou aproximaci typu I, viz obr. 2.24.

S rostouci hustotou kofisti jeji tmrtnost (2.23) klesa,

Vmax
d(N) = % N
Predator zpusobi nejvétsi imrtnost v prostiedi s malou hustotou kofisti, viz
obr. 2.24. Model funkéni odpovédi typu II je ve shodé s experimentalnimi
daty ziskanymi na populaci drobnych savcu zivicich se kuklami bekyné vel-
kohlavé (Lymatria dispar L.).*® V rozptylené populaci bekyné je rychlost
zmény konzumace v zavislosti na N velka, predator usmrti vétsinu kukel
bekyné. Z pfemnozené populace bekyné drobni savci zkonzumuji jen zane-
dbatelné procento kukel. Takova populace bekyné muze zpusobit tuplnou
defoliaci strom.

Poznamka. Konstanta % se pro typ I nazyva saturacni konstanta
a pro typ II polovicni saturacni konstanta.

Typ III popisuje dravce, kteii aktivnéji prohledavaji tizemi s vétsi husto-
tou kofisti oproti predchozimu typu, kdy je rychlost konstantni. Pfedpokla-
dejme, ze a = kN, kde k > 0 je konstanta imérnosti. Dosadme do (2.22)

za a a poloZme opét % = Vinax, pak
°1
Vinax V2
V(N) — V max : .
rr];ax _'_ N

Troficka funkce je shora omezena, hladina nasyceni je Nlim V(N) = Vinax-
Ve srovnani s typem II je graf funkce esovité prohnuty, obr. 2.24. Pou-
7iva se opét terminologie: je-li spotfeba V(N) = %, predator se nasytil.

Polovi¢ni saturacni konstanta je 4/ %

vvvvvv

(2.23). Je dana formuli

Vinax N
Hps £ NE

d(N) =

Sledujme obr. 2.24. Roste-li hustota kofisti z nuly, zvysuje se jeji imrtnost.
Takové odezvé se tikd megativni zpéetna vazba. Kotist je tzv. pod kontro-
lou predatora. Situace se zméni, je-li hustota N > 1/%. Pro tato N
je tmrtnost klesajici funkci, tj. pozitivni zpétnd vazba. Populace koristi
yunikne prirozenému nepriteli®.

18Vyzkum téchto Zivodichi udélal R. W. Campbell a R. J. Sloan, viz ¢lanek Numerical
bimodality among North American gypsy moth populations, Environmental Entomology,

7, 641-646, 1978.
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Funkéni odpovéd typu III najdeme u dravcu, ktefi si vybiraji kofist
s vétsi momentdlni hojnosti (napf. ptéaci, drobni savci). Bud maji alterna-
tivni zdroje potravy nebo se shlukuji v mistech s vétsi koncentraci kotisti
(napf. parazitoidi,'® msice), jedna se o tzv. preskok preferenci.

Nekteii autoii popisuji trofickou funkci typu I'V. P¥ikladem je funkce?
cN
IN?+N+a’
kde ¢, i, a jsou kladné konstanty. Pro i — oo je v limité V(N) funkéni
odpovéd typu II, kde ¢ je hladina nasyceni predatora a a je polovi¢ni
saturacni konstanta. Zvlastnosti trofické funkce typu IV je, ze je klesajici
pro velkd N, obr. 2.25. Funkce (2.24) je klesajici pro N > /ai. V piirodé
spotieba jednoho predatora klesa s rostouci hustotou kotisti v pfipadé, ze
populace kofisti se muze lépe branit nebo se muze predatorovi znechutit
pri vysoké hustoté. Tento jev se nazyva skupinovd obrana. Parametr ¢ méri

vvvvvv

V(N) = (2.24)

odradit. Jak ¢ klesa, tak se snizuje maximalni hodnota trofické funkce, tj.
ucinek predace je nizsi.

V(N)
i=20

Obr. 2.25. Trofickd funkce typu IV (2.24) pro ruzné hodnoty 1.

Pocetni odpovéd

vz

Vétsi mnozstvi predatora v misté s hojnéjsi populaci kofisti muze byt zpuso-
beno jednak vétsi reprodukéni rychlosti a jednak pritazlivosti predatora
k mistu s velkou koncentraci kofisti. Uvazujme pouze ptripad, kdy vsechna
energie, kterou predator ziska konzumaci kofisti, je investovana do tvorby
potomstva. Specifickd rychlost rustu predatora h, tedy zavisi na veli-
kosti populace kotisti. Napiiklad v ucebnicovém modelu dravec—kotist je
h,(N) =bN, kde b > 0 je konstanta imeérnosti.

9Parazitoid je parazit, kter§ pomalu béhem svého larvalniho stadia usmrcuje svého
hostitele. Napfiklad mnohé druhy z rodu Diptera (doukiidli=mouchy) a Hymenoptera
(blanokfidli). Nékteii se v dospélosti zivi nektarem.

20Jiz v roce 1930 ji J. S. Haldane pouzil v enzymové kinetice.
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2.9 Populaéni dynamika obalece

Modelovani popula¢ni dynamiky ma uplatnéni mimo jiné v lesnické ento-
mologii. Obale¢ (Choristoneura fumiferana) je nejznaméjsi hmyzi Skudce
v Kanadé. V provincii New Brunswick zni¢i 2,5-2,8 mil. hektaru vétsinou
pivodnich jehli¢natych porosti za rok. Zivi se jehlicemi jedle balzamové
(Abies balsamea). Dlouhodobé sledovani lesnich porostu severni Kanady
ukazuje, ze priblizné jednou za 40 let se pfemnozi a zpusobi rozsahlé skody,
a tim 1 velké ekonomické ztraty predevsim v dfevaiském prumyslu. A to je
duvod, pro¢ se tento obale¢ stal jednim z nejstudovanéjsich hmyzich skudcu
na svete.

Z hlediska ochrany lesa je velmi dulezité porozumét vzajemnému vztahu
mezi zivotnimi cykly obalece a prirozenym vyvojem lesa. V 50. letech
byly provedeny rozsahlé terénni studie, které zkoumaly procesy vzajem-
ného ovliviiovani obalece (zejména larvalni stadia) a jedli, jejichz jehlicemi
se larvy obalede Zivi. Shromazdéna data byla publikovana v roce 1963.2

Sestaveni modelu lesni porost—obalec

V roce 1976 Jones?? vytvoril simula¢ni model zmén velikosti populace oba-
lece v zavislosti na jeji interakci s okolim. Model se sklada z tisice dife-
renc¢nich rovnic. Porozuméni zékladnim mechanismum piispélo ke vzniku
mnohem jednodussiho modelu, soustavy tii diferencialnich rovnic pro tfi za-
visle proménné (hustota larev obalece, hustota jehli¢i a energeticka rezerva
urcujici kondici jedli), viz [16]. Ludwig se svymi kolegy provedl kvalitativni
analyzu této autonomni soustavy pro ruzné hodnoty parametri. Numerické
feSeni Ludwigova modelu mé charakter jednoho oscila¢niho cyklu délky 43
let.

Zde prezentujeme zjednodusSenou verzi Ludwigova modelu, kterou se-
stavil R. May, viz [18]. Pracujeme se dvémi zéavisle proménnymi N a S.
Prvni proménna je velikost populace obalece v dané lokalité v case ¢, kte-
rou napiiklad muzeme popsat pomoci hustoty — mnozstvi larev obalece
na plosnou jednotku. Druhé proménna méii celkovou plochu jehli¢i v dané
lokalité v ¢ase t, kterou lze vy¢islit pomoci poc¢tu prumérnych vétvi na
plosnou jednotku. Proménné N a S maji stejny fyzikalni rozmér.

Vyvoj populace obalece je ovlivnén predevsim limitovanym potravnim
zdrojem (jehli¢i jedle balzamové) a predéatory (nékteré druhy ptaku). Pied-
pokladejme, Ze neni-li populace obalece ohrozena zadnym predatorem, roste
omezené podle Verhulstova modelu rovnice (2.10), tj.

dN N

21 The development of predictive equations for the spruce budworm based on key-factor
analysis, in: R. F. Morris (ed.), The dynamics of epidemic spruce budworm populations,
Memoirs of Entomological Society of Canada, 31, 116-129, 1963.

22D. D. Jones, The budworm site model, in Pest Management: Proceedings of an Inter-
national Conference, October 25-29, 1976, eds.: C. A. Norton, C. S. Holling, Pergamon
Press, Oxford, 91-155, 1979.
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Kladné konstanta r je specifickd rychlost rustu obalece a K > 0 je
nosnéa kapacita prostiedi, tj. maximalni velikost populace obalece, ktera
je schopna se v dané lokalité uzivit, a je méfena v mnozstvi larev obalece
na plosnou jednotku. Protoze se obale¢ vyhradné Zivi jehli¢im, jehoz plocha
jeumérna S, jevi se rozumné, aby K = kS. Konstanta k je nosna kapacita
prostiedi méfena v mnozstvi larev na vétev.

Predace snizuje rychlost rustu populace obalece. Velikost populace pre-
datora oznac¢me P. Protoze nejcastéjsim predatorem jsou ptéaci, modelu-
jeme funkéni odpovéd trofickou funkci typu III (odstavec 2.8). Spotfeba
obalecCe prepoctena na jednoho predatora je dana vztahem

BN?

Vi) = NZ+ N2’

kde /3 je hladina nasyceni a N, je poloviéni saturaéni konstanta. Cim je
konstanta 3 vétsi, tim je lov obalece intenzivnéjsi. Konstanta N, vystihuje
efektivnost loveni. Cim je mensi, tim je graf funkce V (obr. 2.24) strmé&jsi,
tj. s rostouci velikosti populace kotisti rychleji stoupa tspésnost loveni. Je-
li velikost populace obalece nad touto hodnotou, rychlost tatoku je blizka
hladiné nasyceni 3. Pro N < N, je predace nizkda as N — 0 klesa rychleji
nez linearné. Predator nutné musi mit i jiné potravni zdroje. Konstanta N,
se v této souvislosti nazyva prahovd hodnota (critical switch value).

Uspé&snost lovu je spiSe nez na absolutni velikosti populace obalece za-
visla na jeho hustoté, tj. tspésnost lovu se odviji od toho, zda populace
obalece jisté velikosti méa k dispozici velkou ¢i malou plochu jehli¢i, proto
N, = nS. Konstanta 7 je polovi¢ni satura¢ni konstanta méfena v mnozstvi
larev obalece na vétev.

Rychlost casové zmény cetnosti populace obaleCe je rovna rozdilu pfi-
rozeného rustu (2.25) a ubytku populace zpusobeného predaci, tj.

dN N BN?
=r (1

— ——|N———1—P. 2.2
it 5) (15 + N2 (226)

Soucin AP je maximalni rychlost predace méfena v poctu larev na plosnou
jednotku za jednotku casu.

Druhou diferencialni rovnici sestavime pro plochu jehli¢i. Neni-li pozi-
rano obalecem, pribyva podle Verhulstova modelu se specifickou rychlosti
rustu p a nosnou kapacitou prostiedi Spax, tj.

ds S
— = 1— . 2.2
a ’ ( Smax) S (2.27)

Rist jehli¢i je ovSem zpomalovan zirem obalece, ktery matematicky popi-
seme jednoduse jako soucin (N, kde £ je konstanta charakterizujici ,zra-
vost“ larev, tj. kolik vétvi ozere jedna larva za jednotku casu.

Celkové je rychlost ¢asové zmény S rovna rozdilu prirozeného rustu
jehli¢i (2.27) a ubytku zpusobeného Zirem larev obalece, tedy

s _ (1_ S
a P S

) S ¢N. (2.28)
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Soustava diferencidlnich rovnic (2.26), (2.28) je matematickym mode-
lem dynamického systému lesni porost —obale¢. VSechny parametry, které
se v soustavé vyskytuji, jsou kladné konstanty. Parametry r, k, p, Snax
a & jsou dany biologickymi faktory a pro danou lokalitu jsou fixni. Zato
parametry 3, n a P se mohou ménit, popfipadé mohou byt zdmérné mé-
nény. Zména muze byt dvojiho druhu. Bud muzeme zvétsit nebo zmensit
P (velikost populace dravce), tim vSak neménime parametry [, n. Nebo
vybereme predatora s odlisnym zpusobem hubeni obalece a tak zménime
B, n.

Vyvojovy cyklus obalece se muze v jednom roce i nékolikrat opakovat.
Proto pro spojité modelovani populace obalece N je vhodné ¢asové métitko
v meésicich. Z pohledu zivotniho cyklu obalece pribyva ve vzrostlém lesnim
porostu plocha jehli¢i velmi pomalu, iplna vyména jehlic¢i trva 7-10 let.
Les napadeny obalecem uhyne do ¢tyt let, ale jeho nasledna obnova trva
50-100 let. Je proto rozumné, ¢as pro neznamou S uvazovat v desitkach
let.

Modelujeme-li vyvoj systému lesni porost— obale¢ v nékolika letech,
muzeme tedy plochu jehliéi S povazovat za konstantu, rovnici (2.28) vy-
nechat a sledovat pouze chovani populace obalece. V nasledujicim odstavci
studujeme rovnici (2.26), tj. populacni dynamiku obalee pfi konstantni
plose jehli¢i S.

Model obalece

Poznamka 2.1 je i zde aktudalni. Podle véty 1.2 existuje pro kazdou pocatecni
podminku (2.7) pravé jedno feSeni rovnice (2.26). Kvalitativni vlastnosti
feSeni v zavislosti na velikosti parametru snaze urcime, je-li parametru co
mozna nejméné. Jejich pocet snizime substituci

N _gr ;

X = — .
nS’ T s

Proménné 7 a X jsou bezrozmérné velic¢iny. Spoctéme derivaci:

dx _ 1dvdt 1 TN<1_E)_LNQ _
dr ~ pSdtdr P kS)  (nS)2+N2)
1 n BPX?
= — X(1--X)— .
ﬁp(mS < k > 1+X2>
Zavedeme nové parametry
o koS
n’ 3P

Misto rovnice (2.26) studujeme rovnici

dX ( X) X? (2.20)

P ax(1o2y . A
i « 1+ X2
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ktera ma pouze dva bezrozmérné parametry o, . Parametr v je pfimo
umeérny specifické rychlosti riastu obalece r a parametr « je pfimo -
mérny nosné kapacité prostiedi k. Jaky ma vyznam parametr a? Je to
pomér mezi nosnou kapacitou prostredi a velikosti populace obalece, ktera
saturuje utok predatora. Je-li napt. a < 1, tvofi obale¢ pouze malou c¢ast
zkonzumované potravy ptaki, nebot obale¢ se v dané lokalité nenamnozi na
velikost, ktera by saturovala predatora. Rust obalece je za téchto okolnosti
zcela limitovan jehlicim. Stejné je tomu, je-li X < 1. Pak N < nS, coz
znamena, ze predace je pro tuto velikost populace zanedbatelna.

Kvalitativni vlastnosti FeSeni nelinearni diferencialni rovnice (2.29) ply-
nou z poctu a charakteru rovnovaznych stavi. Jsou to kofeny rovnice

X) A (2.30)

x(1-2)- 2
7 ( o) 1+ X2

Pro vsechny hodnoty parametri «, v ma rovnice jedno ekvilibrium X = 0.
Jeho stabilitu uréime pomoci véty 1.18. Diferencialni rovnici (2.29) zadava
vektorové pole
X X?
Yo = (1o X)X
f(X5a,7) =~ . ) 1w
a jeho derivace podle X je

, 2X 2X

Funkce f je rostouci v bodé 0 ( f'(0;a,7) =~ > 0), tedy rovnovazny stav
X =0 je nestabilni. Libovolné mala populace obale¢e ma moznost rist.

Pocet kladnych ekvilibrii uréime graficky. Rovnici (2.30) délime X # 0
a upravime na tvar

X X
7(1_5) Tl x? (231)

Hleddme pruseciky graftu funkci

X

h(X):m a g(X;a,v):7<1—§).

Funkce h je na (0,00) kladnd a omezend, v bodé 1 md maximum %

a v bodé /3 inflexi. Inflexnim bodem (v/3, @) prochazi tecna ke grafu
funkce h, jejiz rovnice je

X 3V3
y = -2 4 2¥°2
s 8

Tec¢na protind osu X v bodé T = (3v/3,0), obr. 2.26. Grafem funkce g je
primka. Jeji poloha zavisi na parametrech «, . Pruseciky pfimky s osami
jsou (a,0) a (0,7).

Predpokladejme, ze hodnota parametru « je pevné dand (vime, jaky
predator se v dané lokalité vyskytuje). Pocet rovnovaznych stavu uréujeme
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Obr. 2.26. Grafické feSeni rovnice (2.31).

0 Xi

A
Y
A

Obr. 2.27. Fazovy portrét rovnice (2.29).

v zavislosti na parametru 7 (v zavislosti na P nebo S). Z obrazku 2.26
je patrné, Ze pro libovolné, ale pevné dané o < 3v/3 maji grafy funkci h
a ¢ nezavisle na parametru v pravé jeden prusecik, tj. rovnice (2.31) mé
jedno TesSeni.

Nyni si pevné zvolime a > 3v/3. V zavislosti na v se pocet prisediki
grafu funkci g a h méni. Hodnoty parametru -, pro které se pocet pruseci-
ku zméni, odpovidaji dvéma tecnam ke grafu funkce h, které prochazi pevné
danym bodem (c,0). Oznacme tyto hodnoty ~;(«), 72(a) a necht plati
7 (@) < vo(a), obr. 2.28. Zavislost téchto hodnot na pevné daném « nebu-
deme déle zduraznovat. Pro 7; < v < 72 maé algebraicka rovnice (2.31) tfi
feSeni, pro v = 7; nebo vy = 5 dvé feSeni a pro ostatni hodnoty parametru
~ jedno TeSeni.

V roviné a—+ vyznaCme oblast dvojic («,7), pro které mé rovnice
(2.31) tfi kofeny, tj. diferencidlni rovnice (2.29) ma tii nenulova ekvilibria.
Oblast je oddélena kiivkou T', pro jejiz body («a, ) méa rovnice (2.31) pravé
dva kofeny. Pro takové body plati X > 1 a

g(X)=h(X) A JX)=N(X).

Tedy
v X Y X2-1
o 1+ X2 a  (1+X2)2°
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Obr. 2.28. Grafické FeSeni rovnice (2.31), o > T.

Touto soustavou je dana parametrizace kiivky I' s parametrem X, tj.

2X3 2X3
a(X) = —2

X)=—2 _ xs1.
o "N =grxee X

Ktivka je zakreslena v obr. 2.29. Hrot kiivky odpovida inflexi funkce h
v bodé X =+/3,tj. a(v/3) =3v3=5,20 a 7(v/3) =3v3/8 =0,65. Pro
X — 14 se (a,7y) — (00,1/2) apro X — oo se (a,7) — (00,0).

Y

] 1 ekvilibrium
0.7 1
061 o

] \
0.5

] 3 ekvilibria
0.4

1 Y1
0.3- \\\\\\\\\\\\\\\\
0.2 1 ekvilibrium r
0.1

] LA L L L B a

00 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Obr. 2.29. «a—+ rovina a pocet kladnych ekvilibrii rovnice (2.29).
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Urceme stabilitu nenulovych ekvilibrii. Funkci f muzeme psat ve tvaru

f(X5a,7) = X(g(X50,7) — h(X)).

Funkce f je tedy kladnd v bodech X, pro které je pifimka Y = g(X) nad
grafem funkce h. V opacném pfipadé je zaporna.

Necht a < 3v/3. Sledujme obr. 2.26. Nezavisle na parametru v ma
rovnice (2.29) jedno kladné ekvilibrium X; < «a. Funkce f je kladné pro
X €(0,X;) apro X > X; je zdpornd, tj. v bodé X; klesd. Rovnovazny
stav X je tudiz asymptoticky stabilni.

Bod X > X, fazové piimky se pohybuje doleva, obr. 2.27. ResSeni
spliujici poc¢ateéni podminku X (0) = Xy > X; jsou klesajici. Bod fazové
primky mezi ekvilibrii smétuje doprava, feseni s timto pocatecni stavem
je rostouci. Charakteristické integralni kiivky ziskdme napiiklad pomoci
pocitacového systému Maple, obr. 2.30. Obale¢ sleduje sigmoidni formu
rustu s asymptotou X = Xj.

0.6
X_1
0.5+

0.4;
X(®) 031
0.2-

0.1

Obr. 2.30. Integrélni kiivky rovnice (2.29), a =3 a v = 0.5.

Jak se chové Feseni ve vztahu k piivodnim parametram? Je-li a < 3+/3,
je nosné kapacita prostiedi maximéalné 3v/3 krat vétsi néz polovicni satu-
racni konstanta 7. Pro libovolnou hodnotu v = ’;—Jf se populace obalece
ustali na rovnovazném stavu N; = nSX;, ktery je mensi, nez ekvilibrium
rovnice bez preda¢niho ¢lenu (nez nosné kapacita prostiedi £S). Hodnota
N; bude tim blize inosnoti prostfedi, ¢im vétsi bude hodnota parametru

v, tj. ¢im je velikost populace predatora P mensi nebo plocha jehli¢i vetsi.

Necht nyni a > 3v/3. Poéet nenulovjrch ekvilibrif zavisi na velikosti pa-
rametru . Sledujme obr. 2.28 a obr. 2.31, kde jsou nakresleny grafy funkce
f pro a = 10 a riazné hodnoty parametru ~ a také odpovidajici fazové
portréty. Je-li v < ; (resp. 7 > 72 ), pak diferenciélni rovnice (2.29) méa
jedno asymptoticky stabilni ekvilibrium X; (resp. X3 ). Situace odpovida
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Obr. 2.31. Grafy funkei f(X;10,.) =~X (1 - %) - % pro ruzné v a
prislusné fazové portréty.

té z pfedchoziho odstavce s tim rozdilem, ze vzdy X; < 1. Hodnota X3 < «
je relativné velka, tlak predatora je v takové populaci zanedbatelny, obalec¢
se v dané lokalité premnozi.

Je-li 71 <7 < 72, mé diferencialni rovnice (2.29) t¥i kladné rovnovazné
stavy X1 < X3 < X3. Funkce f je v bodech X; a X3 klesajici a v bodé
X5 je rostouci, obr. 2.31. Asymptoticky stabilni ekvilibria X;, X3 jsou
oddélena nestabilnim ekvilibriem Xs. Je-li poc¢atecni stav Xy > X5, pak se
velikost populace obalece blizi k hodnoté X3 < a. V pfipadé, ze Xy < Xy,
feSeni se blizi k stacionarnimu feseni X (7) = X; < «, tj. obale¢ je pod
kontrolou predatora. Integralni kiivky pro nékteré pocatecni stavy jsou
nakresleny v obr. 2.32. Hodnoté X, se iika kritickd hodnota, odstavec 2.5.
Je-li totiz pocatecni stav populace obalece vétsi nez Xy dochézi k jeho
premnozeni, v opacném pripadé se ustali na hodnoté Xj.

——

t

Obr. 2.32. Integralni kiivky rovnice (2.29), a =10 a 71 <y < 7.
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Pfi prichodu parametru v hodnotou ~; (resp. 72 ) dochézi k bifurkaci
sedlo—uzel. Pro bifurka¢ni hodnotu v = =7 (resp. v = 7 ) ma diferenci-
alni rovnice (2.29) dvé kladnd ekvilibria X; (resp. X3) a Xs, obr. 2.31.
Rovnovazny stav X; (resp. X3) je asymptoticky stabilni. Funkce f je
v prstencovém okoli bodu X, zaporna (resp. kladna), body fazové piimky
se v okoli bodu X, pohybuji doleva (resp. doprava), ekvilibrium X, je
nestabilni. Charakteristické integralni kiivky jsou v obr. 2.33.

T =72

X_1: t t

Obr. 2.33. Integralni kiivky rovnice (2.29), a = 10.

8{ /
61
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Obr. 2.34. Bifurka¢ni diagram rovnice (2.29), a = 10.

Pro pevné zvolené « lze zavislost poctu kladnych rovnovaznych stavu
na parametru ~ prehledné zakreslit do bifurka¢niho diagramu, obr. 2.34.
Kfiivka rovnovaznych stavu je danéd rovnici (2.31). Silnou konturou jsou
vyznacena stabilni ekvilibria. Diferencidlni rovnice (2.29) je dvouparamet-
rickd. Nevolime-li o pevné, pak nad rovinou a—- (obr. 2.29) lezi plocha
kladnych rovnovaznych stavu, kterd je dvakrat ,prehnutd“ nad oblasti tii
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ekvilibrii. Je to typicka cusp-plocha znama z teorie singularit hladkych zob-
razeni. Rez touto plochou a rovinou a = 10 je na obr. 2.34. Pod oblasti
ohrani¢enou kiivkou I' (obr. 2.29) m4 rovnice ekvilibrium X; a nad touto
oblasti méa rovnice ekvilibrium Xj.

Shriime dynamiku populace obalece ve vztahu k puvodnim parametriam.
Za predpokladu, ze a > 3v/3, je nosna kapacita prostedi tak velkd, Ze se
predator muze rychle saturovat a nemusi vyhledavat jiné potravni zdroje.
Sledujme rovnovazné stavy v zavislosti na velikosti P, resp. S, obr. 2.34.
Je-li v = ’;7—5 < v a pozvolna roste, velka populace predatora se zmensuje
nebo mala plocha jehli¢i se zvétsuje. Populace obalece se za téchto okol-
nosti stabilizuje na rovnovazném stavu N; = nSXj, ktery se s piiznivou
zménou (v roste, tedy P klesa, resp. S roste) zvétsuje, ale jeho hodnota
zustava mnohem mensi nez nosné kapacita prostiedi kS (tj. populace je
pod kontrolou predétora). Jestlize 71 < v < 72, ma model dva stabilni rov-
novazné stavy N;, N3 a N; < Nj. Pro bifurka¢ni hodnotu ~, ekvilibria
N1 a Ny splynou. Déle zustane pouze stabilni ekvilibrium N3, obalec je
premnozeny.

Nyni predpoklddejme, ze 7 > 7, a pozvolna klesi. Plocha jehli¢i se
zmensuje nebo maléd populace predatora méa dostatek potravy a zvétsuje se.
Obale¢ se v dané lokalité ustali na rovnovazném stavu Nj, jehoZz hodnota
je blizka nosné kapacité prostiedi pro obalece. Populace kofisti neni pod
biologickou kontrolou predatora. Jak hodnota parametru ~ klesa, objevi se
druhy stabilni rovnovazny stav N;. Pro bifurkacni hodnotu ~; ekvilibria
Ny, N3 splynou a nasledné zaniknou. Na nizkych hodnotach N je ustalenéd
populace obalece drzena tlakem predatora.

Asi nas neprekvapi, Ze populace obalece se pod preda¢nim tlakem ustali
v rovnovazném stavu, ktery je mensi nez tinosnost prostiedi. Co je prekva-
pivé, Ze za jisté volby parametru «,7y se v modelu objevi dva stabilni
rovnovazné stavy. Tento jev popisuje nasledujici situaci. Muze se stat, ze
prirozeny predator obalece se z dané lokality vytrati. Tudiz i mala popu-
lace obalece dostane Sanci se pfemnozit. Vysadime-li znovu stejnou populaci
predatora do této lokality, nemusi dojit k redukci obaleCe na puvodni stav.
Populace nebude pod kontrolou predatora jako tomu bylo diiv, ale setrva
v ustaleném stavu Nj3. Jinak feceno, populace obalece v prirozeném pro-
stfedi predatora je tlacena na nizkou hodnotu Nj, zatimco stejna populace
obaleCe v misté, kde se predator nové vyskytuje, se stabilizuje na hodnoté
vyssi — na Nj.

Podivejme se na celou situaci z pohledu ochrany lesa. PouZzijeme-li
v dané lokalité posttik, snizi se jeji nosna kapacita. Hodnota parametru «
klesne. Je-li tento pokles dostateéné velky, pak matematicky model (2.29)
d4 pouze jeden kladny rovnovazny stav X;. Skidce je tak drzen na nizké
hladiné. Stejného vysledku dosdhneme, jestlize hodnota parametru ~ bude
dostatecné maléa. To znamend, ze v dané lokalité zvysime pocet pfirozenych
predatoru, obr. 2.29.
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3 Pocatky obycejnych diferencialnich rovnic

Vznik teorie obycejnych diferencidlnich rovnic (ODR) se datuje na konec
17. stoleti, kdy nezavisle na sobé Newton s Leibnizem polozili zaklad in-
finitezimalniho poctu. Povazuje-li se hledani primitivnich funkci za feseni
nejjednodussiho typu ODR, pak jiz v poloviné 16. stoleti bylo integrovani
znamou tulohou.

Rychly rozvoj v teorie ODR (hlavné pocetni techniky) nastal v 18. sto-
leti. Matematici formulovali vSechny dnes pouzivané zakladni metody feseni
ODR a ucinili krok vpfed v obecné teorie ODR, konkrétné v teorii linear-
nich diferencidlnich rovnic (LDR) a singuldrnich feSeni. Zacali studovat
pocatecni a okrajové tlohy.

V poloviné 19. stoleti zaznamenala matematické analyza zasadni zmény,
které vedly k vytvoreni novych zakladu teorie ODR. Také hledani obecného
feSeni ODR ustupuje a do popredi se dostava feseni pocateéni tlohy (Cau-
chyho tlohy).

S postupem casu se Castéji objevovaly diferencialni rovnice, jejichz feseni
neslo spocitat, tj. nebylo mozné feseni vyjadrit pomoci kone¢ného poctu
znamych elementarnich funkci. Proto si matematici zacali klast otazku, zda
pro danou pocatecni podminku méa studovana diferencialni rovnice feseni.
Cauchy byl prvni, ktery takto na diferencialni rovnice pohlizel. V 19. stoleti
se hledani analytického tvaru feseni ODR stalo méné dulezitym ve srovnani
s vySetfovanim existence Teseni.

Dalsi duvod, pro¢ se v prubéhu 19. stoleti v teorii ODR pozornost sou-
stfedila na zkoumani teoretické otazky existence a jednoznacnosti feseni,
je rozvoj numerické integrace.?* Metody, pomoci kterych je mozné najit
alesponl priblizné feseni, byly znamy jiz na konci 19. stoleti. Jejich rozkvét
nastal az v druhé poloviné 20. stoleti s prichodem a posléze neuvéritelné
rychlym rozvojem pocitacové techniky:.

3.1 Dédictvi 17. stoleti ODR

Historie ODR je tésné spjata s vyvojem matematiky jako takové, a proto
ji nelze Gplné vyclenit. Shriime alespon podstatné vysledky matematiky,
které predchazely vzniku teorii ODR.

Rok 1600 muze byt v matematice povazovan za prelomovy rok, kdy se
zacaly uplatnovat algebraické prostredky. Geometricky pfistup k feseni pii-
rodovédnych a technickych problému se ukazal nedostateény. V 17. stoleti
totiz méla matematika uplatnéni nejen v geodézii, astronomii a pii sesta-
vovani kalendait, ale také v balistice, pfi navigaci a dokonce pri vyrobé
cocek. Pravé tyto obory vyzadovaly kvantitativni pristup.

23Nejstarsi numericka metoda je tzv. metoda tecen neboli Eulerova metoda. Byla po-
psana Leonhardem Eulerem kolem roku 1768.
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Pravnik Pierre de Fermat (1601-1665) a filosof René Descartes
(1596 —1650), vzhledem k tomu, Ze se oba vénovali také védé, si tuto sku-
tecnost dobfe uvédomovali, a proto se snazili vyuzit algebraické metody
ve studiu geometrie. Vytvorili obor, ktery se nazyva analytickd geometrie.
Cilem analytické geometrie byl popis geometrickych pojmu (bod, pfimka,
atd.) algebraickymi prostiedky.

Symbolika a metody uzivané v algebie byly praktictéjsi nez pristupy
uzivané v geometrii a navic umoznovaly feseni odlisnych geometrickych
a fyzikalnich problému stejnym nebo podobnym postupem.

Z4dané a proto velmi rozsifené studium pohybu téles pfivedlo matema-
tiky k myslence tzv. zdkladniho konceptu neboli konceptu o vztahu mezi
proménnymi. Definice funkce, kterou dnes zname, se totiz po dlouhou dobu
vyvijela. Byla tstfednim tématem matematické analyzy po dvée staleti.

Ztejmé nejpresnéjsi definici funkce v 17. stoleti dal skotsky matematik
James Gregory (1638-1675) v praci Vera Circuli et Hyperbolae Qua-
dratura (1667).2* Definoval funkci jako kvantitu ziskanou z jiné kvantity
pomoci algebraickych operaci. Jeho pojeti bylo zapomenuto. V nasleduji-
cim stoleti se znovu objevily obdobné definice.

V rukopisu z roku 1673 Leibniz povazuje za funkci kvantitu, ktera se
méni bod po bodé néjaké kiivky (napt. velikost te¢ného vektoru, norma-
lového vektoru nebo y-ové soufadnice) a tato kiivka je popsdna rovnici.
Leibniz je autorem pojmu konstanta, proménnd a parametr. Termin funkce
zavedl v roce 1692. V knize Historia et Origo Calculi Differentialis (1714)
Leibniz mini funkci kvantitu, ktera zavisi na proménné.

Svycarsky matematik, fyzik a astronom Leonhard Euler (1707 — 1783)
v roce 1734 poprvé oznadil funkci f proménné z symbolem f(x).

Za objevitele infinitezimalniho poc¢tu jsou shledavani némecky matema-
tik a filozof Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716) a anglicky mate-
matik, fyzik a astronom Isaac Newton (1642-1727). Jiz pfed nimi vSak
byly formulovany ,véticky“ z diferencialniho a integralniho poctu, napf.
metoda tecen, véta o derivovani soucinu a podilu dvou funkci, derivace
2™, substituc¢ni metoda pro urcity integral, vypocet délky kiivky, dokonce
derivace implicitné zadané funkce.

Nejen Ze oba infinitezimalni pocet nezavisle na sobé zalozili, ale také ho
podstatné obohatili. Oba hledéli na infinitezimalni pocet jako na novou dis-
ciplinu schopnou resit velké mnozstvi ruznorodych problému. Jejich ptistup
se v mnoha smérech lisil, avSak myslenka o tom, Ze derivovani a integrovani
jsou vzajemné opacné procesy, byla spolecna.

Pro Newtona stejné jako Gregoryho byl plosny obsah utvaru ohranice-
ného osou x, grafem funkce f a pfimkami = = a, x = b funkce proménné
b, kterda vyznacuje pravy okraj plochy, zatimco levy okraj je pevné dan.

24James Gregory v této praci ukézal, Ze plochu kruhu a hyperboly lze ziskat ve tvaru
nekonecné konvergentni rady.
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Dnes tento problém fesime napi. nalezenim primitivni funkce®. Tenkrat
tloha nesla nazev problém kvadratur.?® Leibniz v roce 1686 poprvé pouzil
pro tuto plochu oznaceni [ y dz. Protahlé S je pocatecni pismeno latinského
slova summa a pismeno d v symbolu dx pochézi z latinského differentia.

Integrovani se zrodilo v 17. stoleti jako proces opac¢ny k derivovani. Nyni
nékdy terminem integrovani rozumime hledani primitivni funkce. Z tohoto
pohledu je za nejvetsi cennost 17. stoleti povazovana formule

/a " f(a)dz = F(b) — Fla), (3.32)

kde F' je spojita funkce na (a,b), kterad je primitivni funkei k funkei f(x)
na (a,b). Piipomenme, ze v 17. stoleti neexistovala definice pojmu ,spo-
jita funkce“, byl vniman intuitivné. Formule (3.32) je nazyvana Newtonuv
fundamentalni vztah nebo Newtonuv—Leibnizuv vztah.

V roce 1693 Leibniz do ¢asopisu Acta Eruditorium napsal: Obecny pro-
blém kvadratur muzeme redukovat na tlohu nalézt krivky, jestlize zname
smérnice jejich tecen. Obdobnou vétu pouzil Newton v knize Principia.

Infinitezimalni pocet je postaven na konci 17. stoleti na intuitivnich
zékladech. S nekone¢né malymi a nekonecné velkymi velicinami se vypora-
dala az nasledujici staleti. Exaktni zaklady infiniteziméalniho poctu zustaly
nejasné do 2. poloviny 19. stoleti.

Historie integralu, ktera piimo souvisi s ODR, je velmi zajimava a je
obsahle zpracovand v knizce [21]. V nasledujici poznamce je jen jeji nastin.

Poznamka. Znak integrace [ na levé strané Newtonova-Leibnizova vztahu
(3.32) m4 ruzné vyznamy. Zalezi na tom, jakou teorii integrdlu méame na mysli.

V prubéhu celého 18. stoleti bylo integrovani povazovano za inverzni operaci
k derivovani. Funkce se integrovaly pomoci vztahu (3.32). O funkci F': (a,b) —
R se predpokladalo, ze ma derivaci f vSude v intervalu (a,b). Nyni vime, Ze
je-li funkce f: (a,b) — R spojita, pak integral dle Newtonovy definice existuje.

V 19. stoleti zaznamenalo pojeti integralu velké zmény. Cauchy a Riemann
zavedli souctové definice integralu, které se vraci k fecké exhaustivni metodé. Pro
spojitou funkci f : (a,b) — R formuloval Augustin—Louis Cauchy (1789—
1857) novou definici integralu. Snazil se uréit obsah plochy vymezené osou =,
primkami x = a, x = b a grafem funkce f.

Bernhard Riemann (1826 —-1866) v roce 1854 zobecnil Cauchyho pojeti
integralu a predevsim popsal tfidu riemannovsky integrovatelnych funkci. Inte-
gral funkce f v intervalu (a,b) dle Riemannovy definice existuje, jestlize funkce
f:{a,b) — R je omezend a spojitd vSude az na spocetnou mnozinu.

Na vztah mezi Newtonovym a Riemannovym integralem v roce 1881 upo-
zornil Vito Volterra (1860 —1940). Sestrojil pfiklad funkce, kterou je vhodné
integrovat dle Newtonovy definice, zatimco Riemannova definice pro jeji integro-
vani neni vhodna.

PFunkce F : (a,b) — R je funkce primitivni k funkci f na intervalu (a,b), jestlize
F'(z) = f(x) pro kazdé z € (a,b).

26Vyiesit problém kvadratur znamend najit plosny obsah ttvaru, ktery je ohranicen
jednou nebo vice kfivkami.
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Pocatek 20. stoleti mél pro teorii integralniho poctu velky pfinos. Henri
Léon Lebesgue (1875—-1941) vytvoril integral silnéjsi nez Riemannuv a to pro
funkce omezené na omezeném intervalu, které nemusi byt spojité v zadném bodé
intervalu. V pripadé Lebesgueova integrali Newtonuv—Leibnizuv vztah obecné
neplati. Za predpokladu, ze F : (a,b) — R je spojitd, mé v intervalu (a,b)
derivaci f skoro vsude a f je integrovatelnd v Lebesgueové smyslu, pak New-
tonuv—Leibnizuv vztah plati. Posledni pfedpoklad je zarucen, je-li F': (a,b) — R
absolutné spojitd. Nebot pak m& F' derivaci f skoro vSude v intervalu (a,b)
a tato derivace je automaticky integrovatelna v Lebesgueové smyslu.

Nasledovaly pokusy o vytvoieni novych integrali, pro které by se posledni
predpoklad mohl vynechat. Timto problémem se zejména zabyval A. Denjoy
a O. Perron. Ve 20. stoleti vyznamné do teorie integralu prispél ¢esky matematik
Jaroslav Kurzweil (1926). S nim dlouhou dobu spolupracoval a dosahl nékolika
zajimavych vysledku byvaly ¢len naseho ustavu matematik doc. RNDr. Karel
Kartak, CSc.

3.2 Konec 17. stoleti a ODR

Prvni dilezity krok v teorii ODR udélal Isaac Newton, kdyz klasifikoval
ODR 1. tadu do tii t¥id. Ve spisu Methodus Fluzionum et Serierum Infi-
nitarum z roku 1671, ktery byl ovSem vydan az v roce 1736, se Newton ve
skutecnosti zabyva ,rovnicemi s fluzemi“.

Uvahy v infinitezimalnim poctu opira o tzv. teorii flurt a fluent. Pro-
ménnou chape jako spojity pohyb bodu, primek nebo rovin. Kvantitu, ktera
se méni, nazyva fluenta a rychlost zmény této kvantity fluze.

Mame-li bod pohybujici se po spojité rovinné kfivce, pak soutadnice
tohoto bodu x,y jsou fluenty. Z naseho pohledu to jsou funkce casu t
a jejich derivace podle t jsou fluxe &, . Je-li & # 0, je jejich pomér derivace
y podle z

v_dy
i da’

Newton formuloval dvé zakladni tlohy matematické analyzy. Prvni tlo-
ha zni: Ze znalosti drahy pohybu hmotného bodu v kazdém okamziku nalézt
rychlost tohoto pohybu v urc¢itém c¢ase. Druhou zékladni tlohu zformulo-
val takto: Ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kazdém okamziku urcit
drahu, kterou tento bod urazi za urcity cas. Jinymi slovy, nalézt vztah mezi
fluentami z,y, tj. nalézt funkci f vyhovujici rovnici f(x,y) =0, je-li dan
vztah mezi fluxemi, které jim odpovidaji.

Do prvni tiidy Newton zafadil rovnice se dvéma fluxemi ,7y a jednou
fluentou x nebo y. Z dnesniho hlediska jde o nejjednodussi typ ODR

dy dy
4, — /@ mebo = =g(y).

Resenim prvni rovnice je primitivni funkce k funkci f. Druhé tiida obsahuje
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rovnice se dvéma fluxemi &,y a se dvéma fluentami z,y, tj.

dy
—= = f(x,y). 3.33
) (33
Konec¢né v rovnicich treti t¥idy se vyskytuji tii fluxe a také jejich fluenty.
Newton umeél najit feseni jistych rovnic z druhé tiidy. Byla-li prava
strana rovnice (3.33) polynom v z a y, pak Newtonova obecnd metoda
spocivala v postupnych aproximacich. Ukazme naptiklad, jak Newton fesil

rovnici d

d—y=1—3x+y+x2+xy. (3.35)
x
Nejprve derivaci funkce y ,aproximoval® polynomem v x z puvodniho

vztahu (3.35)

d
£:1—3x+x2. (3.36)

Rovnice (3.36) nélezi do prvni tfidy ODR. Nalezenim primitivni funkce se
ziska jeji Teseni.
3 1
=C+z— -2+ 28
Y 2" 73
Newton nalezenou primitivni funkci y proménné x dosadil do pravé strany

rovnice (3.35) a obdrzel druhou aproximaci

d 3 1 3 1

% = 1—393+C+$—§$2+§x3+xz+x<0+x—§x2+§x3):
1 7 1

= 1+C+(—2+C)x+§x2—6x3+§x4.

Opét stacilo najit primitivni funkci

—2+C 1 7 1
=K 1+C I . ST S R I
y +(1+C)x+ 5 :E+6:): 51" +15a7

Prvni pfiblizné feseni ma v bodé = = 0 hodnotu y(0) = C. Aby druhé
priblizné feseni v nule nabyvalo stejné hodnoty, Newton polozil K = C.
Cely postup znovu opakoval.

ReSenim rovnice (3.35) je mocninné fada. Jeji koeficiety u piislusnych
mocnin x musi byt postupné urceny. Newton popsal, jak rovnici fesit,
ale svuj postup nikterak nezduvodnil. Nekone¢na fada, kterou ziskame po-
stupnymi aproximacemi, obsahuje integracni konstantu, kterou muzeme li-
bovolné volit. Bylo zfejmé, Ze rovnice (3.35) ma nekone¢né mnoho feSeni.

Svycarsky matematik, fyzik a astronom Jacob Bernoulli (1654 — 1705)
byl mezi prvnimi, ktefi vyuzili infiniteziméalni pocet k analytickému fe-
seni ODR. V roce 1690 publikoval v ¢asopise Acta Eruditorum feseni tzv.
1zochrony. Je to lloha na nalezeni takové kiivky, kterd bude popisovat po-
hyb kyvadla, kdyz perioda jeho oscilace nezavisi na velikosti vychylky.%”
Nazyva se izochrona, resp. tautochrona.

2TV roce 1657 Christian Huygens oznamil, Ze nalezl novou piesnéjsi konstrukei kyva-
dlovych hodin. V nésledujicich letech teoreticky i prakticky zajistil izochronnost kyvadla.
V roce 1689 Leibniz publikoval analytické feseni izochrony.
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Hezkou interpretaci rovnosti ¢asu kyvu nezavisle na vychylce najdeme
ve skriptech [22]. V Bernoulliho symbolice tento problém vedl na diferen-

cialni rovnici
dy /b2y — a3 = da Va3 . (3.37)

Bernoulli z rovnosti diferencidlii (3.37) usoudil na rovnost integrali®® a zis-

kal formuli op2 0
7313;2 ¢ V02 — a® = zvad .

Z dnesniho hlediska je rovnice (3.37) jednoduché cviceni na metodu
separace proménnych. V Bernoulliho dobé mélo jeho poznani velky pfinos
pro teorii ODR. Resenim je cykloida. Podrobné&ji se problému izochrony
vénuje ¢lanek S. Schwabika O konstrukei kyvadlovych hodin, [3].

Bernoulli uzitim dynamického popisu fyzikalniho problému ziskal rov-
nici k¥ivky urcitych vlastnosti. Tato myslenka byla aplikovana na ruazné
fyzikalni tlohy. Dynamicky popis casto vede na ODR, kterd je nasledné
vyfesena vzhledem k jistym pocatecnim podminkam. Piikladem je rovnice
logaritmické spiraly, elastiky nebo lemniskaty. Dalsi pékné piiklady (fFeté-
zovku, traktrix) jsou uvedeny v knize [13], str. 473-474.

Jak se v této dobé sifily nové poznatky? Vysledky své prace si ma-
tematici posilali v dopisech. Korespondence v nich vsak c¢asto vyvolavala
rivalitu az nevrazivost. Je pochopitelné, ze bylo obtizné urc¢it prvenstvi no-
vych myslenek. Publika¢ni prilezitost témér nebyla. Prikladem takovych
nesrovnalosti je i spor mezi Newtonem a Leibnizem o prioritu hlavnich
myslenek infinitezimalniho poctu, ktery vyvrcholil v rozdéleni matematiki
na kontinentalni a ostrovni. O vztazich jak osobnich, tak profesnich se vice
dozvime v knize [5], str. 23-27.

Autofi knih ([5], [10], [13]), ze kterych cerpame informace, se shoduji,
ze metodu separace proménnych objevil Leibniz, kdyz se snazil ukazat, ze
diferencialni rovnice

vg = @) 9 (3.39)
je fesitelnad pomoci kvadratur.?® Leibniz rovnici (3.38) pfepsal na tvar
dx dy
m =9(y) ?

a nyni mohl obé strany rovnice integrovat.

V korespondenci z konce roku 1691 tento postup konzultuje s holand-
skym védcem Christiaanem Huygensem (1629-1695).3° Leibniz nikdy
obecnou metodu separace proménnych neformuloval.

28Slovo integral zde snad bylo pouZito poprvé.

29Diferencialni rovnice je Fesitelnd pomoci kvadratur, jestlize jeji YeSeni lze zapsat
pomoci integralu. Jsou provadény ruzné upravy na danou ODR tak, aby se rovnice
prevedla na integrovatelny tvar (napf. proménné se separuji). Tento termin se jiz v dnesni
dobé nepouziva.

30V ¢asopise Acta Eruditorum z roku 1693 Christiaan Huygens vyslovné mluvi o ODR.
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Ve stejném roce (1691) Leibniz ptevedl homogenni diferencidlni rovnici
prvniho tadu, tj. rovnici

substituci y = vz, kde v je funkce proménné x, na problém kvadratur.
Dnes bychom ftekli ,na rovnici se separovanymi proménnymi‘.

V casopise Acta Eruditorum (1694) Johann Bernoulli (1667 —1748),
mladsi bratr Jacoba, podrobnéji popsal feSeni rovnic (3.39). Je autorem
terminu separace proménnych. Tuto metodu také presné formuloval.

Poznamka. Nézev rovnice (3.39) souvisi s vlastnosti funkce f. Funkce dvou
proménnych h(x,y) definovand na mnoziné M C R? se nazyvd homogenni
funkce stupné o pravé tehdy, kdyz

(1) t#0,[z,y] € M = [ta,ty] € M,
(2) t#0,[x,y] € M = h(tz, ty) = t*h(z,y).

Je snadné ukazat, ze pro homogenni funkci h(x,y) stupné 0 existuje funkce jedné
proménné f(u) tak, ze h(z,y) = f (£) pro Vz # 0,Vy, a naopak kazda funkce
tvaru f (%) je homogenni funkce stupné 0. Homogenni rovnice je tedy rovnice
tvaru 3y’ = h(z,y), kde h(x,y) je homogenni funkce stupné 0. Termin ,ho-
mogenni“ se vyskytuje v jiném vyznamu také v teorii linearnich diferencidlnich

rovnic.

V roce 1694 Leibniz ukézal, jak roziesit linedrni diferencidlni rovnici
prvniho radu

dy

1t P(z)y = Q(x)

pomoci kvadratur. Jeho metoda spocivala v substituci zavisle proménné.
Nedlouho poté Jacob Bernoulli v ¢asopise Acta Eruditorum (1695) uvedl
problém fesitelnosti ODR

dy _

L — Py + Q" (340

kde n je konstanta ruznd od nuly a jednicky. Rovnice (3.40) se nazyva
Bernoulliova rovnice. V roce 1696 Leibniz polozil z = y'~". Tak pfevedl
rovnici (3.40) na LDR.
Johann Bernoulli pfisel na jiny zpusob, kde konstanta n muze byt nula

i jednicka. V casopise Acta Eruditorum (1696) vyuziva substituci y = mz,
tedy

dy  dz dm

& Md

ktera prevadi rovnici (3.40) na rovnici

m—+ —z = P(x)mz 4+ Q(x)m"z". (3.41)



Zavisle proménna y byla nahrazena soucinem dvou proménnych m a z,
tedy mame moznost volby jedné neznamé. Johann Bernoulli predpokladal,
ze d
z
— = P(x)z. 3.42
== P() (342

Pomocnou rovnici (3.42) 1ze snadno integrovat.?! Zisk4 se tak funkce z pro-
ménné x. Redukovand rovnice (3.41)

dm " on
—z=Q(x)m"z
o= Q)
je rovnice se separovanymi proménnymi. Vypocteme-li funkci m proménné
x, mame z i m, tedy FeSeni rovnice (3.40), nebot y(z) = m(x)z(x).
PovS§imnéme si, ze Bernoulliova rovnice (3.40) je linearni, je-li n = 0
nebo n = 1. V ostatnich pripadech je nelinearni.

Je zajimavé, zZe proménné v rovnici
axrdy —ydz =0 (3.43)

jsou separované, a presto rovnice (3.43) nemohla byt FeSena metodou se-
parace proménnych. Duvod je prosty. Do roku 1694 nebylo znamo, Ze
[ 2dz =1In|z|. Johann Bernoulli pfekonal neznalost vztahu 1/z = (Inz)’
tim, Ze obé strany rovnice (3.43) vynésobil vyrazem y*~!/z? ktery nazval
integracni faktor. V ¢asopise Acta Eruditorum (1694) rovnici (3.43) prevedl

na rovnici
a—1 a

Y ay-Ldr—o,
s s

kterou lze snadno integrovat. Jeji feSeni je

—=b, beR.
i

Integracni faktor byl ¢as od ¢asu pouzivan pro konkrétni ODR 1. fadu.
Obecna metoda integracnich faktorii byla formulovana az v dalsim stoleti.

Pripomenme, které rovnice se nazyvaji exaktni. Méjme obycejnou dife-
rencialni rovnici

M(z,y) + N(z,y)y = 0. (3.44)
Jestlize existuje funkce ¢ takova, ze
¢I(z7y):M($7y)> ¢y(x>y):N($7y)>

(indexem x, resp. y oznacujeme parcialni derivaci funkce ¢ podle x, resp.
y) a takovd, Ze rovnice ¢(z,y) = ¢ implicitné zadava diferencovatelnou
funkci y = 9¥(z), pak leva strana rovnice (3.44) je rovna

M(z,y) + N o) = 6o ) + Syl ) = == 9, v(z).

317Zde znamen4 ,integrovat® v podstaté totéz, jako nalézt feseni rovnice. S touto his-
toricky motivovanou terminologii se muzeme setkat v mnoha ucebnicich, zejména apli-
kac¢niho charakteru.
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Tedy
o, v(@)) = 0. (3.45)

V tomto pripadé se rovnice (3.44) nazyva exaktni diferencialni rovnice prv-
niho fadu. Jeji feSeni nebo FeSeni ekvivalentni rovnice (3.45) je ddno im-
plicitné rovnici ¢(x,y) = ¢, ¢ € R. V praxi je Casto rovnice (3.44) uvedena
v symetrické diferencialni formé

M(z,y)dz + N(xz,y)dy =0. (3.46)

Rovnici (3.46) se zabyval Euler. Ve své praci z let 1734-35 uvedl tvrzeni:
Diferencialni rovnice (3.46) je exaktni prave, kdyz

My(z,y) = Ny(z,y) - (3.47)

Ke stejné podmince dospél Alexis Claude Clairaut (1713—-1765) v letech
1739 a 1740.

Uvedena ekvivalence plati za pfedpokladu, ze funkce M (x,y) a N(z,y)
jsou spojité diferencovatelné na jednoduse souvislé oblasti G C R? a pod-
minka (3.47) je splnéna na G. Implikace, je-li diferencidlni rovnice (3.46)
exaktni, pak plati na G' rovnost (3.47) je nyni zfejm4. Je-li totiz G C R?
oteviend, pak druhé derivace funkce t¥idy C?*(G) nezavisi na potadi pro-
ménnych, vzhledem ke kterym se derivuje.

Neni-li rovnice (3.46) exaktni, pak ji asto muzeme vynasobit nenulovou
funkci p proménnych x a y tak, Ze rovnice

p(Mdz+ Ndy) =0

je jiz exaktni. Funkce u, jak bylo feceno, se nazyva integracni faktor.

Eulerovi vdécime za obecné myslenky v teorii ODR a integrac¢nich fak-
torti. Mimo jiné vytvoril tfidy ODR, které lze fesit uzitim jistého typu
integracnich faktoru.

3.3 Podcatek 18. stoleti a ODR

V roce 1694 G. W. Leibniz a Johann Bernoulli uvefejnili problém, ktery
sami Tesili: najit tfidu kiivek, které protinaji znadmou tfidu kiivek pod da-
nym thlem. Johann Bernoulli nazval hledané kiivky trajektorie. Tato tiloha
je napriklad uzitecnda, pokud chceme najit cestu paprsku svétla pohybuji-
ciho se v opticky nehomogennim prostredi.

Leibniz se zabyval tzv. ortogonalnimz trajektoriems, které protinaji kol-
mo danou tiidu kiivek. Uvazoval rovnici krivek

y* = 2bx, (3.48)
kde b € R je parametr. Vztah (3.48) derivoval podle = a obdrzel

dy

— =b.
ydx
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Védél, ze pro ortogonélni trajektorie musi platit, b = —y dz/dy. Dosazenim
tohoto vztahu do (3.48) ziskal ODR pro ortogonalni trajektorie
dx
2
= —2xy —,
) Y dy
jejiz obecné feseni implicitnim tvaru je y?/2 = a® — 22, tj. rovnice elipsy.
V roce 1715 vyzval Leibniz Anglicany, aby nasli obecnou metodu feseni
problému ortogonalnich trajektorii. Newtonovi se podafilo ji nalézt. Jeho
metoda je ve Philosophical Transactions z roku 1716.
Svycarsky matematik Jacob Hermann (1678 -1733) v Gasopise Acta
Eruditorum (1717) uvedl tvrzeni: Je-li

F(z,y,c) =0 (3.49)

dand ttida kiivek, pak y' = —F,/F,, kde F, a F, jsou parcialni derivace
funkce F' podle z a y, a smérnice tecny ortogonalnich trajektorii je F,/F,.
Hermann odvodil, Ze ortogonalni trajektorie fesi diferencialni rovnici

F,dz = F,dy. (3.50)

K nalezeni trajektorii zbyva vytesit soustavu (3.49), (3.50). Hermann po-
uzil dosazovaci metodu. Z rovnice (3.50) vyjadfil parametr ¢ a dosadil do
rovnice (3.49). Jeji FeSeni jsou hledané ortogonalni kiivky. Tento postup se
v podstaté od Leibnizova prikladu nijak nelisi, je pouze obecnéjsi.

Prvni roky 18. stoleti jsou pozoruhodné mnoZstvim problému (hlavné
geometrickych a fyzikalnich problému z mechaniky), které vedly na ODR 2.
a 3. fadu. Mnoho kfivek bylo definovano vztahem, ktery popisoval zménu
kiivosti bod po bodu.

Johann Bernoulli piSe v roce 1716 Leibnizovi, Ze diferencialni rovnici,
psano dnesni symbolikou,

d’y 2y

de? a2
vyhovuje obecné Teseni, které pokryva tii tiidy kiivek. Jeji obecné feseni
je

(3.51)

b
y = azx?+ =, a,beR.
x

Je-li b =0, jde o paraboly. Je-li a = 0, jedna se o hyperboly. Ve zbyvaji-
cim pfipadé mame kiivky tfetiho fadu. Rovnice (3.51) se nazyva Eulerova
rounice.

Kftivky, jejichz polomér kiivosti’? zavisel pouze na zavisle proménné, pii-
vedly italského matematika Jacopa Francesca Riccatiho (1676 —1754)
v roce 1712 k diferencidlni rovnici

fly,y',y") =0. (3.52)

32V roce 1691 bratfi Jacob a Johann Bernoulliové nasli vzorec pro polomér k¥ivosti.
Jacob jej nazval zlatd véta.
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V té dobé se Riccati zabyval problémy z oboru akustiky. Leva strana rovnice
(3.52) explicitné nezavisi na x. Riccati pouzitim substituce y'(z) = p(y(x))
ptrevedl (3.52), rovnici 2. faddu pro y, na rovnici 1. fadu pro p

d
f (y,p,pd—p> =0.
y

Tento postup nazyvame metoda sniZovani radu. Byla jiz diive uzita Jaco-
bem Bernoullim.
V roce 1723 Riccati studoval diferencidlni rovnici 2. fadu

A2z dPy dy\>

Ziskal ji z vlastnosti kfivosti jisté kiivky. Pomoci substituce dx/dp = q(x)
dy/dp = u(z) rovnici (3.53) pfevedl na rovnici 1. fadu

Ldg  du  wW?
T —

de  dz ' ¢
Predpokladal, Ze funkce ¢ je tvaru x™. Tedy
du U2 m—+n—1

do T M

(3.54)

Riccati ukazal, Ze pro nékteré hodnoty n lze rovnici (3.54) fesit metodou
separace proménnych. Tento vysledek publikoval v ¢asopise Acta Erudito-
rum (1723). Pozdéji se piislusnikiim rodiny Bernoullii podafilo najit jiné
hodnoty parametru n, pro které lze proménné v rovnici (3.54) separovat.

Svycarsky matematik, fyzik a lékat Daniel Bernoulli (1700 - 1782),
syn Johanna Bernoulliho, v ¢asopise Acta Eruditorum (1725) ukézal, Ze
rovnici

dy

a+ay2:b:gm, a,beR, (3.55)

lze prevést na rovnici se separovanymi proménnymi, jestlize

—4k

_ N
m=grp e

Rovnice (3.55) se nazyva Riccatiova rovnice. Nazval ji tak francouzsky
matematik, fyzik a filosof Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783). Byl
prvni, kdo uvazoval obecny tvar Riccatiovy rovnice

dy _
dr

ao(x) + ay(z)y + as(z)y”.

vvvvvv

maci je v encyklopedii [8], str. 441-442.

Riccatiova prace v teorii ODR je dulezitda nejen proto, ze se Riccati
zabyval TeSenim rovnic 2. fadu ale také proto, ze uzival metodu snizovani
radu.
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Euler v ¢asopise Acta Eruditorum (1727) popsal tfidu ODR 2. fadu,
které umél zaménou proménné prevést na rovnice 1. fadu. Ukazme na rov-

nici typu
dy\" > a2y xm
(@) e (3:56)

jak Euler snizil jeji fad. Uzil novych proménnych ¢ a v, které spliovaly
nasledujici vztahy
y=-e"t(v), z=e", (3.57)

kde a byla konstanta, kterou dodatecné stanovil. Rovnice (3.57) povazoval
za parametrické rovnice rovinné kiivky s parametrem v. Spocetl

d 1 dt
Y _ Lo-a) <t+_> ,

dx «Q dv

d?y 1 dt  d%t
-J _ = v(1—2a) . . ~ e
2 a2€ ((1 a)t + (2 a>dv + dv2>

a dosadil do (3.56). Obdrzel ODR 2. fadu pro funkci ¢ proménné v. Stano-
vil a tak, aby eliminoval exponencialni ¢len (proménnd v se pak v rovnici
explicitné nevyskytuje). R4d rovnice snizil substituci z = dv/dt, ziskal tak
rovnici 1. fadu pro funkci ¢ proménné z.

3.4 Polovina 18. stoleti a ODR

Rok 1739 je s nadsazkou povazovan za pocatek vyvoje teorie LDR, protoze
dne 15. 9. 1739 Euler poslal dopis Johannu Bernoullimu, ktery zahajil etapu
feSeni homogennich linedrnich diferencidlnich rovnic (HLDR) s konstant-
nimi koeficienty.® Nékdy se misto homogenni LDR pouzivd nazvu LDR
s nulovou pravou stranou.
Euler se tedy zabyval lineadrni rovnici
ay+ Y 0¥V pdy Ny 3.58
TPt T T T Y e T (3:58)
kde A,B,C,..., N jsou konstanty. V roce 1743 jiz védél, ze obecné fe-
Seni rovnice (3.58) je linedrni kombinaci n linedrné nezavislych feSeni, tj.
musi obsahovat n libovolnych konstant. Jak Euler feSeni hledal? Pouzil
substituci y = €™, r € R. Po dosazeni substituce ma rovnice (3.58) tvar

e""(A+Br+Cr’+---+ Nr'") =0.

Je-li tedy funkce y(z) = €’* feSenim linearni diferencialni rovnice (3.58),
pak musi byt
A+Br+Cr*+.--+ Nr"=0. (3.59)

33Bernoulli odepsal, Ze jiz takové rovnice fesil v roce 1700, dokonce s nekonstantnimi
koeficienty. Pravda je, Ze se zabyval pouze specidlnim typem LDR 3. fadu, které prevadél
na rovnice 2. fadu.
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Rovnice (3.59) pro nezndmou r se nazyva charakteristickd rovnice LDR
(3.58). Euler ukazal, Ze je-li ¢ kofen charakteristické rovnice (3.59), potom
y(x) = ae?”, a € R je feSeni rovnice (3.58).

Ma-li rovnice (3.59) kofen ¢ s nasobnosti k, pak Euler pouZil pro rovnici
(3.58) substituci y = e?u(x). Shledal, ze je-li u(x) polynom stupné k—1,
tj. u(r) = a+ Bz + vz + -+ ka1 pak funkce

y(z) = e®u(z) = e®(a + Br + ’7:2:’2 TR ka_l)

je FeSenim rovnice (3.58). Toto feSeni obsahuje k libovolnych konstant
a, 3,7, ...,k Zkoumal také pripad, kdy koreny charakteristické rovnice
jsou komplexné zdruzené.

V roce 1753 obratil Euler svoji pozornost na feseni nehomogennich li-
nedrnich diferencidlnich rovnic (NLDR) n-tého Fddu. Reseni hledal tak, Ze
obé strany rovnice vynasobil integracnim faktorem e**. Pak rovnici inte-
groval a nakonec vhodnou volbou konstanty « sniZil ¥4d rovnice. Resme
Eulerovou metodu napiiklad rovnici

dy
dx

kde C,B,A jsou konstanty a C' # 0. Obé strany rovnice vynasobime
faktorem e**. Jejich primitivni funkce se az na konstantu musi rovnat.

2
C—y+B + Ay = G(), (3.60)

/( Cﬁ+ Bd +e Ay) dx—/e G(z)dz (3.61)

Pro vhodnd A, B a a muzeme psat

ax d2y [e% dy ax dy !
/(e C@—l—e Ba—i-e Ay)dx—/[ <Ay+Bd$ dx .

Po dosazeni do rovnice (3.61) mame
_ _dy\1’
/ e Ay+B— || dz = /eo‘xG(x) dz
dx

(Aersz) - / **G(z) da . (3.62)

Hodnoty konstant A a B uréime tak, Ze obé strany rovnice derivujeme
podle z, vydélime e** a porovname s puvodni rovnici (3.60). Kone¢ny
vysledek je

B-c, flzng—aC, (3.63)

je-li a # 0. Upravou posledni rovnosti v (3.63) dostaneme kvadratickou
rovnici pro neznamou « a s koeficienty C, —B, A, tj.

Co® — Ba+A=0. (3.64)
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Rovnice (3.64) ma nulovy kofen pravé, kdyz A = 0. V pfipadé, zZe
B # 0, pak v puvodni rovnici (3.60) nejprve snizime ad a poté pouZijeme
Eulerovu metodu. Je-li také B = 0, tedy nulovy kofen rovnice (3.64) je
dvojnasobny, pak feSeni diferencialni rovnice (3.60) najdeme pfimo inte-
graci.

Ozna¢me F(x) pravou stranu rovnosti (3.62), tj.

F(z) = / **G(z) da .
Rovnici (3.62) vynasobme e~**, tedy

_ _dy
Ay+ B-—= =e “F(x
y+B (z)

a postup opakujme, tj. vyndsobme znovu obé strany rovnice integracnim

faktorem e’* a pak zkoumejme jejich primitivni funkce, tj.

/eﬁac ([ly—i— B%) dor = / (eﬁme_‘”F(x)) de .

Pro vhodné C a 3 je

| _
/eﬁ‘” (Ay + B—y> dz = / {eﬁny]/ dz,
dx
tedy
e Cy = / (e(ﬁ_o‘)wF(x)) dz.
Stejnym postupem jako v prvnim kroku zjistime, ze

_ A A B
Ze vztahu (3.65) plyne: aff = A/C, a+p = B/C, tedy «a a [ jsou kofeny
kvadratické rovnice (3.64). Obecné FeSeni rovnice (3.60) ma tvar

e B

y(x) = el (e(ﬁ_a)x/eaxG(x) dx) dz.

Eulerovu metodu lze pouzit i v pfipadé, ze a a 3 jsou komplexné zdru-
zené koreny. Dnes pouzivame jiny postup. Vime, Ze FeSeni rovnice (3.60) je
tvaru y,(z) + yn(x), kde y,(x) je jedno libovolné FeSeni rovnice (3.60) a
yn(x) jsou vSechna FeSeni pfitazené homogenni rovnice C'y”+ By’ + Ay = 0.
Obecné Teseni y;, nalezneme stejné jako Euler pomoci charakteristické rov-
nice a partikuldrni feSeni y, metodou variace konstant. O ni se zminime
pozdéji.

Je-1i rovnice (3.60) fddu n, pak musime pouzit n integracnich faktoru
typu e®*, abychom krok po kroku snizili fdd rovnice a tak nasli obecné
feseni.
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Dodejme, 7ze v roce 1760 se Euler zabyval Riccatiovou rovnici (3.55),

kde a = 1. Tedy

dy 2
—_— = b TL. .
W +y X (3.66)

Ukézal, ze substituce y(z) = v(x)+271(z), kde v(z) je partikularni Fesent
(3.66), vede na NLDR 1. fadu

Z =1
— —2vz=1.
dz

Teorie LDR se postupné rozvijela. Problém urcit integrac¢ni faktory pro
LDR s nekonstantnimi koeficienty,

dy d?y
L+ MY NS
y+ dx + da? + ’

kde L,M,---,T jsou spojité funkce jedné proménné x, ptivedl italského
matematika Josepha Louise Lagrange (1736 —1813) k myslence tzv. ad-
Jungované rovnice.

Pro jednoduchost predpokladejme LDR 2. fadu

dy d?y
L M—=+N—=T )
Y+ P + 12 ) (3.67)

kde L, M,N,T jsou spojité funkce v. I a N(z) # 0 pro vSechna z € I.
V 18. stoleti pojem ,spojita funkce* jesté nebyl definovan, matematici ho
vnimali intuitivné.

Lagrange vynéasobil obé& strany rovnice (3.67) funkci z(x), kterou zatim
neznal a obé strany integroval podle x. Pro s¢itance na levé strané uzil
metodu per partes. Tedy

/sz'dx = sz—/(Mz)'ydx ,
/Nzy”dx = Nzy — (Nz)'y+/(Nz)"ydx.
Rovnice (3.67) ma po dosazeni predchozich vztaht tvar
[Mz—(Nz)ly+(Nz)y'+ / Lz — (Mz) + (N2)"|ydz = / Tzde. (3.68)
Lagrange polozil hranatou zavorku uvnitt integralu rovnu nule,
Lz— (Mz) + (Nz)"=0. (3.69)
Ziskal tak HLDR 2. fadu pro funkci z:
(L—M +N"z4+ (2N — M)z + Nz" =0.

Némecky matematik Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) rovnici
(3.69) v roce 1873 nazval adjungovanou rovnici k rovnici (3.67). Dnes vime,
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Ze Feseni rovnice (3.67) existuje, tedy pro z feSeni adjungované rovnice plati
JTzdz = 0, druha Fredholmova véta (viz [17]).
Uvézime-li pfedchozi predpoklady, z rovnice (3.68) zbyde nésledujici

Mz — (N2)|y+ (Nz)y' =0,

kde z je Feseni adjungované rovnice. Lagrange tak dokazal snizit fad pu-
vodni rovnice (3.67).

V letech 1762-65 ukéazal, ze obecné feseni HLDR n -tého fadu je linearni
kombinace n linedrné nezavislych feseni. V roce 1775 zpracoval metodu
variace konstant, kterou pouzil k nalezeni partikularniho feseni NLDR.

D’Alembert velmi ptispél k rozvoji teorie LDR. Lagrangeovy poznatky
ho ptivedly k ivaham, za jakych podminek lze fa4d LDR snizit. Dale odvodil
specialni metodu pro LDR s konstantnimi koeficienty. Tézisté jeho prace
vsak bylo v teorii parcidlnich diferencialnich rovnic.

K pocatku teorie ODR neodmyslitelné patii nekonec¢né rady. Od roku
1700 byly vyuzivany pfi feSeni diferencidlnich rovnic. Newton je pouzival
pii feSeni ODR 1. fadu tzv. metodou neurcitych koeficienti.

Ukazme Newtonuv postup na rovnici

d
d—i:2+3x—2y+x2+x2y. (3.70)

Newton predpokladal, Ze feSeni rovnice (3.70) je ve tvaru mocninné fady

y(z) =Y ay,a" (3.71)
n=0
a ze Tadu muze derivovat ¢len po ¢lenu, tj.
%(a?) = i na, 2" (3.72)
dz =" ' '
Vztahy (3.71), (3.72) dosadme do rovnice (3.70)

Znanx”_l :2+3x—22anx"+x2+x22anx”.
n=1 n=0 n=0
Provedeme jednoduché tpravy a nakonec dostaneme
ay + 2ag + (2a + 2a;)x + Z [(n 4 Dans1 + 20, — ap_o] 2™ =2+ 3z + 22,
n=2

Rovnost je identicky splnéna, pokud koeficienty u pfislusnych mocnin z
na obou stranach rovnice se rovnaji, tedy

a1:2—2a0, 2a2:3—2a1, 3a3:1+a0—2ag,
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Umime vyjadfit vSechna a;, ¢ € N v zavislosti na ag. To svédéi o tom,
ze rovnice (3.70) ma tolik FeSeni, kolik je moznych voleb ag. Zustava vsak
otazka konvergence ziskané mocninné rady.

Povsimnéme si, ze rovnice (3.70) patfi do druhé t¥idy dle Newtona a jeji
feSeni, jak jsme si ukazali, Newton umél najit také pomoci postupnych
aproximaci.

Predpokladame-li, ze feseni ODR je ve tvaru mocninné rady, pak se
uvedeny postup nazyva metoda mocninnych 7ad. Lze ji naptiklad pouzit
pro HLDR 2. fadu

2
P() L+ Q@)L + Ry =0,
kde P(z), Q(z), R(z) jsou polynomy proménné x a P(z) # 0 pro kazdé
x € (a,3). V knihéch [5] a [6] je podrobny popis pouziti metody mocnin-
nych fad.

Pti feSeni prirodovédnych problému nejriznéjsi povahy bylo stale cas-
t&ji shledavano, ze potiebnou ODR nelze vyfesit v uzavieném tvaru.>* Ve
druhé poloviné 18. stoleti uz méli matematici dostatek zkusSenosti s vyjad-
fovanim funkci pomoci fad a Euler v roce 1768 prichazi s timto postupem
pro diferencialni rovnice, které nelze integrovat v uzavieném tvaru.

Ukazal, ze zména zavisle proménné

v Riccatiové nelinedrni diferencialni rovnici (3.66) da LDR 2. fadu

2
% —br"u=0,

kterou fesil pravée metodou mocninnych fad. Pro jisté hodnoty parametru n

obdrzel feseni v uzavieném tvaru. Jsou to ty hodnoty, pro které proménné

v rovnici (3.66), resp. (3.55) lze separovat, jez dfive zminil Daniel Bernoulli.
Prestoze Euler pracoval pouze se specialnimi typy ODR, je jeho postup

pfesné takovy, jaky uzivame dnes. Nazyva se Frobeniova metoda.>® Euler

predpokladal, ze

y(x) =a2(A+ Bz +Ca? +---),

je feseni diferencialni rovnice. Radu v a jeji derivace dosadil do dané rov-
nice a upravil jeji levou stranu. Mocnitel A a koeficienty A, B,C, ... urcil
tak, aby koeficienty u kazdé mocniny x byly nulové a A # 0.

34Rovnice je integrovatelnd v uzavieném tvaru, jestlize jeji feseni lze vyjadiit po-
moci kone¢ného poctu operaci, elementarnich funkci a neuréitych integralu elementér-
nich funkci.

35V roce 1874 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) formuloval postup feseni
LDR ve tvaru nekone¢né fady v okoli nékterych singuldrnich bodu.
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Demonstrujme postup na linearni diferencialni rovnici 2. fadu

d?v  1du
aﬁ+;5+< _ﬁju_’ (3.73)

kde r > 0, nebot ma vyznam vzdalenosti. Euler tuto rovnici v roce 1766
sestavil pro oscilujici membranu.

Ukazme nejprve, ze rovnice (3.73) ma specialni tvar. Obé strany rovnice
vynasobme vyrazem r2 a pouZijme substituci ar = z, tedy

du dul d2u_d2u 1
der  dra’ dz2  dr2a?’
Po dosazeni obdrzime rovnici

d?u du
2 2 2) ., _
xdx2+xdx+(:)§ —ﬁ)u-(), (3.74)

ktera se pro > 0 a 3 € R nazjva Besselova rovnice vddu 3.3

Hledejme nyni Feseni puvodni rovnice (3.73). Podle Eulera ma tvar

=Y a,", ag #0. (3.75)
n=0

Euler predpokladal, ze pro r > 0 lze fadu derivovat ¢len po ¢lenu, tj.

d o
d_u = Y (n+Na,r"
" n=0 (3.76)
2 00
—j Z = > (n+AN)(n+r- Da,r"™72.
,

n=0

Vztahy (3.75), (3.76) dosadime do rovnice (3.73). Zfejmé tipravy vedou na
rovnici

Z [ m+Nn+A—1)+ 0+ —62} anrn+’\_2+20z2an_27“”+)‘_2 0.
n=2
Tedy

A= 1)+ A= )] a2+ [T+ VA + (14X - 57 ar* ™+

+Z({n+)\ n—i-)\—l)—O—(n—l—)\)—52}an+a2an_2) e

Rovnost je identicky splnéna, jsou-li koeficienty u jednotlivych mocnin r
rovny nule, tj.

B AA=1)+ A= Bap = (\2 — )ap = 0

36Friedrich Wilhelm Bessel (1784 -1846) byl vyznamny némecky astronom.
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(i) (T+MNA+ 1+ —=FHar=((1+N)?—%a; =0

(iii)  ((n+A)? = B¥a, + aa,2=0, n>2.

Z rovnice (i) plyne ;o = £f. Polozme A = 3> 0, ap = 1. S ohledem na
(ii) nutné a; = 0. Z rekurentni formule (iii) dostaneme

—a2an_2 —a2an—2 > 9
ay = = , n>2.
(n+p8)>=p5*  n(n+28)
Postupné zjistime, Ze vSechny liché koeficienty aq,as,as,... jsou nulové a

ze pro sudé koeficienty plati

= —a’ag—y (—1)"a*"ay neN
2n—22n(n+ﬁ)_22nn[(n+ﬁ).....(2+5).(1+ﬁ)’ ’

Euler nasel feSeni rovnice (3.73) ve tvaru

u(r) <1 * Z < nl(n+ ) (_(12): 3)(1+ ) (%)U '

Poznamka. Pripomenme definici Gama funkce I'. Pro kladné = je

o0

[(z) = /tx_le_tdt.

0

Pro zédporné =, x & 7, je definovana vztahem

I'(x +n)

F(:E)::E'(Iﬂ‘i‘l)' oo (z+n—1)7

kde n € N a = +n > 0, viz [7]. Definiénim oborem Gama funkce je tedy
mnozina R\ {...,—2,—1,0}. Pro kladnd z lze pomoci integrace per partes
odvodit identitu I'(x 4+ 1) = x I'(z), tj. I'(n) = (n—1)! pro n € N. Gama funkce
je tedy zobecnénim faktorialu.

Neni tézké ukazat, ze feSenim rovnice (3.74) je fada

B 00 (_1)k )\ 2k+8 3
u<x)_,§k!F(k+ﬁ+1)(§> L x>0, B¢Z-.  (377)

Standardné se oznacuje Jg(x) a nazyva se stejnojmené podle rovnice (3.74)
Besselova funkce pruniho druhu tadu (3. Je-li B kladné celé ¢islo, polozme

Jog(x) = (1) Js(2).

Uzitim této symboliky 1ze Eulerovo feseni psat ve tvaru

u(r) = <§)5P(ﬁ +1)Js(ar).
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Druhé feSeni rovnice (3.73) je tvaru (3.75), kde A = —f, pokud je
B & 7§ . Koeficienty a,, ziskdme jiz zminénym postupem. PovS§imnéme si,
7e sta¢l § nahradit —(.

Besselovy funkce Jz a J_g, kde 3 ¢ Z, jsou linedrné nezavislé. Proto
jsou vSechna FeSeni linearni diferencialni rovnice (3.73) tvaru

u(r) = c1Jg(r) + coJ_p(r), c1,c0 €R.

Euler umél pro § = 0 a § = 1 najit druhé linearné nezavislé feseni

Také ukazal, ze Besselovu funkci Jg, kde 3 =n + %, n € 7, lze psat
pomoci elementarnich funkci. Napf.

J%(x):\/% sin x a J_%(x):g/% COSZ .

Ostatni vztahy muZzeme odvodit z rekurentni formule

%Jﬁ(@ = Jp-1(2) + Jpa(2), >0, FER.

Na zavér poznamenejme, zZe specidlni priklady Besselovy rovnice zminil
jiz v roce 1703 Jacob Bernoulli. Pozdéji se s nimi podrobnéji zabyval kromé
Leonharda Euler také Daniel Bernoulli.

3.5 Konec 18. stoleti a soustavy ODR

Ve tfeti kapitole byla sestavena soustava ODR popisujici vyvoj velikosti
populaci obalece a jehlicnatého porostu. Proto se o soustavach stru¢né zmi-
nime i zde. V 18. stoleti mély nejvétsi uplatnéni v astronomii. Casto bylo
mozné soustavu prevést na jednu ODR. Z praktickych duvodi velky zajem
vzbuzovala tloha pohybujicich se tii téles (Slunce, Zemé, Mésic), kterd na
sebe navzajem pusobi pfitazlivymi silami (tloha t¥1 téles). Pfipomernime, zZe
pohyb Meésice hral velkou roli pro spravnou navigaci.

Daniel Bernoulli v roce 1734 ziskal cenu Francouzské akademie véd za
feSeni problému dvou téles. Matematicky popis zmén t¥i souradnicovych
udaju téchto téles vede na soustavu Sesti LDR 2. fadu. Euler v roce 1744
tuto tlohu zdokonalil. Soustavu ODR pro Slunce, Zemi a Mésic se poprvé
pokusil v roce 1747 tesit Clairaut metodou fad.

Jeden smér zabyvajici se tlohami dvou a vice téles odhadoval feseni
z dat, kterd byla k dispozici. Zde se zrodila tzv. metoda variace konstant.
Naznak této metody muzeme pozorovat u Johanna Bernoulliho, ktery ji
pouzil na ojedinélé pripady LDR jiz v roce 1697.

V letech 1739-1740 jistou podobu metody variace konstant Euler apli-
koval na diferencialni rovnici

2
% + ky = b(x) .
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V letech 1772-1780 Pierre Simon de Laplace (1749-1827)3" o metodé
variace konstant napsal nékolik ¢lanku.

Metodu variace konstant pro NLDR n-tého fadu, tak jak ji dnes zname,
popsal Lagrange ve dvou clancich z let 1774 a 1775. Pro jednoduchost
uvazujme NLDR 2. fadu na intervalu [

2

dy d<y
L M=+ N— :T 1 .
Y+ . + 12 , x€el, (3.78)

kde L, M,N,T jsou spojité funkce v. I a N(z) # 0 pro vSechna z € I.
Lagrange védél, ze prirazend HLDR k rovnici (3.78),

dy d?y
Ly+Md +Ndx2_0’ (3.79)
mé obecné feSeni tvaru
y(@) = ap(z) + bg(z), a,bER, (3.80)

kde p, ¢ jsou dvé linearné nezéavisla feseni (3.79), jejichz definiéni obor je
interval I. Partikularni feSeni rovnice (3.78) hledal ve tvaru

yp(z) = a(z)p(z) + b(z)q(z), (3.81)

kde funkce a a b jsou spojité diferencovatelné na intervalu 7. Nyni je tfeba
stanovit podminky pro zatim neznamé funkce a a b. Protoze funkce y,(z)
mé byt FeSenim rovnice (3.78), dosadime ji do (3.78). Spoctéme:

——a—+b—+—p+—q. (3.82)
x x
Lagrange polozil
—p+ —q=0. (3.83)
x x
Derivace funkce (3.82) za podminky (3.83) je

d?y, d?p d?’q¢ da dp db dq
P P I T PN P T (384)
Vztahy (3.81), (3.82), a (3.84) dosadme do rovnice (3.78). Protoze plati

podminka (3.83) a p a ¢ jsou feSeni pfifazené HLDR (3.79), dostaneme

da dp dbdg T
—— = 3.85
dz dz + dedx N (3:85)
Pro funkce % a % tak ziskdime nehomogenni soustavu dvou linearnich
algebraickych rovnic (3.83), (3.85). Matice této soustavy se nazyva Wrons-

kého matice funkci p,q a determinant této matice W, ,(x) se nazyva

3TVzpometime, Ze v roce 1825 bylo vydano jeho Zivotni dilo pétisvazkova Méchanique
céleste, kde analyticky vyresil nékteré problémy mechaniky Slunec¢ni soustavy. Navazal
zde na vysledky Newtona, Clairauta, d’Alemberta, Eulera a Lagrangea.
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Wronského determinat funkci p,q. Vzhledem k tomu, ze p a ¢ jsou dvé
linedrné nezavisla feseni (3.79), je W, ,(z) # 0 pro vSechna x € I. Tedy
soustava je jednoznacné teSitelnd pro kazdé x € I. Jeji feSeni najdeme
pomoci Cramerova pravidla, tj.

da q(x)T'(x) , b p(2)T (x)

—_ :C‘ s S —

2 = W, N @) ") = W, (N ()

pro vSechna x € I. Umime-li k funkcim g—; a % najit primitivni funkce,

pak znédme predpis partikuldrniho FeSeni rovnice (3.78). Stac¢i dosadit do
formule (3.81).

Obecny tvar FeSeni rovnice (3.78) obdrzime jako soucet jednoho parti-
kularniho feseni NLDR a obecného feseni prifazené HLDR. Tuto metodu
Lagrange aplikoval na mnoho problému ve fyzice a v roce 1808 ji dokonce
zobecnil, aby mohl fesit soustavu t¥i LDR 2. fadu.

Metoda variace konstant byla na dlouhou dobu poslednim vyznamnym
prispévkem k rozvoji pocetni techniky v teorii ODR. Mozna to bylo tim,
ze v té dobé vSechny diferencidlni rovnice, které vznikaly z podnétu fy-
ziky, umeéli matematici vytesit. Jisté je, Ze diferencidlni rovnice v 18. sto-
leti byly dulezitym néastrojem, ktery byl zdokonalovan podle potfeb vyvoje
fyzikalnich problému. Na konci 18. stoleti je patrny naznak matematické
abstrakce, kterd méla cisté ucelovy charakter. Po dobu jednoho stoleti se
v teorii ODR neobjevily zadné nové postupy. Az na konci 19. stoleti byla
napftiklad popsana Laplaceova transformace.

V biologickych oborech se diferencialni rovnice zacaly uplatnovat az od
tficatych let 20. stoleti a jejich aplikace na feseni problému se vyrazné
rozviji teprve od 2. poloviny 20. stoleti.
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Zavér

V praci je ukazano vyuziti diferencialnich rovnic v biologii. Z rozsdhlého
védniho oboru byla vybrana disciplina popula¢ni ekologie, kde se obycejné
diferencialni rovnice vyuzivaji k modelovani popula¢ni dynamiky. Zamérili
jsme se na jednu populaci s ruznymi rustovymi schopnostmi a za rozdil-
nych zivotnich podminek. K popisu casové zmény vyvoje velikosti populace
jednoho druhu je tfeba jedna autonomni diferencialni rovnice.

Vlastnosti feseni diferencidlni rovnice byly vySetfovany pomoci kvalita-
tivnich metod, které jsou zaloZeny na geometrickém piistupu. Snahou bylo
ukazat jejich vyhody oproti hledani analytického tvaru feseni a nasledném
zkoumani jeho vlastnosti.

Pro aplikace jsou dilezité rovnovazné stavy diferencialni rovnice. Jejich
charakter (stabilita) je odrazem chovéani vSech FeSeni diferencialni rovnice.
Formulovali jsme postup, jak zakreslit systém vsech trajektorii diferencialni
rovnice, tj. fazovy portrét, z néhoz je mozné zjistit stabilitu rovnovaznych
stavu.

Tento text muze byt ukazkou propojeni matematiky a biologie. Mohl by
zajimat studenty ucitelské kombinace biologie-matematika. Z didaktickych
model je detailné rozpracovan. Nejprve je odvozena autonomni diferencialni
rovnice, ktera je matematickym popisem populacni dynamiky za predem
stanovenych podminek. Dale se zkouma, jak se chovaji jeji feseni, ktera po-
pisuji casovy vyvoj studované populace. Zjisténé kvalitativni vlastnosti dis-
kutujeme v souvislostech s moznymi dusledky vyvoje populace za riuznych
pocatecnich podminek. Text doprovazi mnoho ilustrativnich obrazku.

V zavéru druhé kapitoly jsou vySetfovany také vzajemné vztahy dvou
populaci, konkrétné vztah predator-korist. Odvodili jsme matematicky po-
pis predace. Vliv predatora na populaci kofisti je ukazan na realné populaci
obalece, skudce jehlicnatych porostu severni Kanady. Z vysledku analyzy
modelu byly u¢inény zavéry tykajici se ochrany lesa pred obalecem.

Historické pojednani o diferencidlnich rovnicich muze motivovat mate-
matiky vyucujici na technickych a prirodovédnych skolach k zamysleni, jak
teorii diferencialnich rovnic vyucovat. Diferencialni rovnice vznikly z po-
tfeby popisu fyzikalnich problémi. O existenci feSeni tedy nebylo pochyb.
Cilem bylo ziskat feseni. Matematici proto nejprve formulovali elementarni
metody feseni obycejnych diferencialnich rovnic. Teorie diferencialnich rov-
nic se utvari pozdéji az s myslenkou, zda TeSeni rovnice existuje.

V budoucnu by préce, tykajici se této tématiky, mohla pokracovat stu-
diem modelu dvou a vice populaci, jejichz matematicky aparat tvori auto-
nomni soustavy diferencidlnich rovnic.
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