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Uvod

Téma této prace je na pomezi matematické logiky a algebry. K pochopeni
hlavniho vysledku staci pouze intuitivni pfedstava o obou oborech. Jak je vidét z
ptvodniho ¢lanku W. Szmielew dokonce ani k jeho ditkazu neni tieba znalosti jak
z logiky tak algebry. Tento pristup, kdy jsou veskeré nastroje zavedeny a posany
na zacatku ¢lanku s sebou ovSem nese dlouhé pasaze technickych lemmat. V této
praci bude vyuzito postupi z teorie moduld, diky nimz bude zavér obecnéjsi
a teorie modell, diky nimz bude cesta k cily rychlejsi a elegantnéjsi. Vsechny
potiebné definice a véty budou uvedeny v prvni kapitole, ale pouze v rozsahu
potfebném pro hlavni vysledek. K jejich detailnéjsimu pochopeni bych odkézal
na jiné prace.



1. Prubéh dukazu
rozhodnutelnosti teorie
abelovskych grup

Tato kapitola slouzi pouze jako nastinéni, kudy se bude diitkaz ubirat. Méla by
pomoci k snadnéjsi orientaci v praci a k pochopeni diivodii k zavedeni pojmii jesté
pred jejich zavedenim. VSechny konstrukce zde zminéné budou pozdéji dikladné
probrany.

7, podkapitoly bude ziejmé, ze pro nalezeni rozhodovaciho postupu pro
teorii abelovskych grup T aq) staci najit efektivni postup jak urcit, je-li dana
formule ¢ konzistentni s teorii T(4¢). Tedy nas problém: ”Je ¢ platna v kazdém
modelu teorie T(4¢)?"se redukuje na problém: ”Existuje model teorie T{4¢) ta-
kovy, ze v ném plati ¢?”V kapitole [5| ukdzeme, Ze existuje mnozina S abelovskych
grup takova, Ze kazda T(sq)-konzistentni formule plati v néjaké grupé z S a Ze
mnozina S je algoritmicky ocislovatelna pfirozenymi ¢isly (rekurzivné spocetna).
Z existence této mnoziny uz relativné snadno vyvodime rozhodnutelnost T sq).

K nalezeni mnoziny S z predchoziho odstavce se pfesuneme do obecnéjsi teo-
rie moduli, kde dokazeme, ze kazdy modul je elementarné ekvivalentni diretktni
sumé @ M; nerozlozitelnych ¢isté injektivnich modulii, kde se kopie kazdého séi-
tance vyskytuje nejvyse spocetnékrat. A déle, Ze nad Dedekindovskym okruhem
R (tedy i nad Z, jinymi slovy v abelovskych grupéach) jsou nerozlozitelné ¢isté
injektivni (aZ na isomorfismus) jen moduly R/P", Q, Q/Rp) a Rp), kde P je
maximalni idedl R, R(p) je lokalizace okruhu v P, @ je podilové téleso R, R je
uzaveér vzhledem k urcité topologii. Tyto vysledky jsou nejnaroc¢néjsi z celé prace.
Abychom se k nim dostali, ukazeme, Ze kazda formule je v teorii moduli elemen-
tarné ekvivalentni booleovské kombinaci formuli uré¢itého pomérné jednoduchého
tvaru tzv. pp-formuli a dtsledkt tohoto. Odkud budeme pokracovat zkoumanim
¢isté injektivnich modult.

S témito vysledky piejdeme do teorie abelovskych grup, kde ukazeme, ze vyse
popsané direktni sumy @ M; jsou v teorii abelovskych grup axiomatizovatelné
pomoci sentenci ze spo¢etné mnoziny Szmielew invariantnich sentenci, které pred-
stavime pozdéji. Odsud pomoci (z logiky znamé) Compactness theorem vyvodime,
ze se dale miZeme omezit pouze na ty direktni sumy € M*;, kde se vyskytuje
pouze kone¢né mnoho riznych grup a kazda z nich pouze v konec¢né mnoha kopi-
ich. Poté si pomoci jednoduchych pozorovani uvédomime, Ze mnozina direktnich
sum P M*; uz je rekurzivné spocetnd a budeme moci dokazat rozhodnutelnost

T( AG)-



2. Logika prvniho radu a teorie
modela

Tato kapitola je spise prehledova. Bude zde uvedena pouze minimélni sada
nastroji potiebnych k dosazeni naseho cile (vyjma téch zékladnich). Budeme se
spiSe snazit o pochopeni uvedenych pojmii, nez o jejich rigorézni vyklad, pro ten
budou uvedeny odkazy do literatury.

Od ctenare se ocekava znalost zakladt prace s moduly, grupami, modely a za-
klady logiky prvniho fadu. Pro ptipadné doplnéni znalosti zde neuvedenych bych
odkazal na literaturu. Pro matematickou logiku na knihu Zaklady matematické
logiky |A.| (2001)), pro teorii modelt na D. (2002), pro teorii modult na|W.| (1992),
pro teorii grup na |D. (10)

Definice 1. Teorie T' je bezespornd mnozina sentenci. Mnozinu vsech sentenci
dokazatelnych z teorie T budeme znacit Thm(T), mnoZinu vSech sentenci spor-
nych s teorit T budeme znacit Cont(T) a mnoZinu viech sentenci konzistentnich
s teorit T budeme znacit Cons(T).

Néas bude zajimat teorie abelovskych grup
Tiac) = {identita, invers, asociativita, komutativita}
kde
tdentita =Vr O04+xz=x+0
invers =Vr x4+ (—x)=0A(—z)4+2=0
asociativita =VaVyVz (z+y)+z=x+ (y+ 2)
komutativita =VaVy z4+y=y+=x

2.1 Algoritmus a Turingtv stroj

Abychom mohli zac¢it mluvit o rozhodnetulnosti budeme chvili mluvit o algo-
ritmech a turingovych strojich. Za¢neme s intuitivnim vymezenim algoritmu.

Kvazidefinice 1. Algoritmus je konecnd posloupnost jednoduchich instrukct,
ktera vede k Teseni zadané ulohy.

Formalné se algoritmus vétsinou definuje pomoci Turingovych stroji (budeme
zkracovat na TS). Jde o abstraktni velice jednoduché vypocetni stroje schopné
provést libovolny algoritmus (podle Church-Turing teze).

Teze 1 (Church-Turing). Ke kaZdému algoritmu v intuitivnim smyslu existuje
Turinguv stroj, ktery jej implementuge.

Vypocet TS probiha v krocich. TS se sklad4 z potencialné nekoneéné pasky (na
kterou se zapisuji symboly kédujici mezivysledky), slouzici jako opera¢ni pamét,
hlavy, ktera se umi po pasce pohybovat, ¢ist a prepisovat symboly z pasky a
kone¢né mnoziny stavu.



Potencialné nekonecnou paskou myslime, ze je paska dost velkd pro jeho vy-
pocet, ale vzdy je na ni zapsano jen konecné symbolt. Stav je instrukce, fikajici
co mé v daném kroku vypoctu TS udéat (jestli a kam mé posunout hlavu po
pasce, jestli a jak ma prepsat policko pasky, nad kterym je zrovna hlava a na
ktery stav se ma posunout).

Stavy TS jsou napevno definovany pfed zac¢atkem vypocétu. Pred zacatkem
vypoctu je na pasce zapsan konecny pocet symboli, to je vstup vypoctu. Vypocet
TS zac¢ina na zac¢atecnim policku péasky, déle probihéa v krocich a bud skon¢i nebo
také skonc¢it nemusi. Pokud skonci, TS se zastavi na terminalnim policku pasky,
kam zapise vysledek vypoctu, kterému budeme tikat vystup.

Zevrubnéjsi a vice matematicky popis Turingovych stroji lze nalézt

Je-li TS sestrojeny k provedeni algoritmu musi se jeho vypocet pro kazdy
vstup po nejvice konecné krocich zastavit.

Definice 2. Vypoctu TS, ktery se zastavit nemusi zde budeme Tikat pseudoalgo-
Titmus.

2.2 Rozhodnutelnost

Definice 3. Teorie T' v jazyce L je rekurzivné zadand, pokud existuje algoritmus
ktery urct, jestli je libovolna sentence v jazyce L v dan€ teorii, ¢i nikoliv.

V nasem pripadé teorie abelovskych grup je tento algoritmus velice prosty,
pouze si pamatuje ¢tyfi sentence na které fekne ano a ostatni odmitne.

Definice 4. Rekneme, Ze mnoZina formuli S v jazyce J je rozpoznatelnd pokud
existuje turingiv stroj T'S, jehoZ vypocet se vstupem f € S se zastavi po konecném
poctu kroki s vystupem 1 a jehoZ vypcet se vstupem f ¢ S se bud nezastavi po
konecném mmnozstvi kroki, nebo se zastavi s vystupem 0.

Poznamka. Znamym vysledkem z matematické logiky je, ze pro rekurzivné za-
danou teorii T je Thm(T) rozpoznatelnd mnozina. To je proto, ze rekurzivné
zadana teorie je spocetnd a tedy i mnozina dtikazi z ni zkonstruovatelnych je
spocetna. Mame-li tedy urcit je-li formule f € Thm(T), budeme postupné pro-
chazet vSechny diikazy a sledovat jestli nedokazuji f. Podobné bychom mohli
hledat dikaz formule f a ukazat, ze mnozina Cont(T') je také rozpoznatelna.
Pokud je T navic uplna, tento postup nam da rozhodovaci algoritmus.

Definice 5. Teorie T' v jazyce L je rozhodnutelnd, pokud existuje turingiv stroj
TS jehoZ vypocet se vstupem formule f v jazyce L se vidy zastavi a jeho vystup
bude 1 pokud f je dokazatelna 2T a 0 pokud f neni dokazatelna T

Pozndmka. Opét uvazujme rekurzivné zadanou teorii 7'. Jelikoz Thm(T) i Cont(T)
jsou rozpoznatelné, pro dokazani rozhodnutelnosti 7" sta¢i ukazat, ze i Cons(T)

je rozpoznatelna. Pokud je totiz Cons(T) rozpoznatelnd muZzeme sestrojit 7'S

ktery dostane-li sentenci f na vstupu, bude provadét stfidavé po jednom kroku

z vypoctu turinguvych stroji poéitajicich zda-li je f € Thm(T), f € Cons(T),

f € Cont(T) a—f € Cons(T). Z téchto ¢tyr vypocti se vzdy aspon dva zastavi

a z jejich vystupu budu zfejmé do jaké z mnozin Thm(T), Cont(T), Cons(T) f

nalezi. Rozmyslet si jaké moznosti mohou nastat a jaky vysledek z toho vyplyne

uz ponecham c¢tenari.



2.3 Teorie modelu

Zde pouze uvedeme definice a véty potiebné v praci bez dikazt, podle knihy
Model Theory: An Introduction [D.| (2002

Po celou tuto sekci bud 7' uplné teorie ve spocetném jazyce, takova Ze mé
nekonec¢ny model.

Definice 6 (Typy). Bud L jazyk, M L-struktura a A C M. Bud L jazyk ziskany
priddnim symbolu pro konstantu do L pro kaZdé a € A. Bud'p mnoZina L 4-formuli
se vsemi volnymai promennymi z vy, . . ., U,. MnoZinu p nazveme n-typem pokud je
pUThu(M) splnitelnd, kde Tha(M) je mnoZina vsech L s-sentenci pravdivijch v
M. Rekneme, Ze p je uplny n-typ pokud o € p nebo ¢ & p, pro kazdou L 4-formuli
© s se vsemi volnymi promennymi z vy, ...,V,. MnoZinu vsech uplnych n-typt
budeme znacit SM(A).

Rekneme, Ze a € M™ realizuje typ p pokud M = o(a) pro kazdé o € p. V
opacném pripade rekneme, Ze M vynechdvd p.

Definice 7 (Saturovany model). Bud x nekonecny kardindl. Rekneme, Ze model
M =T je k-saturovany, pokud pro kaZdou mnozinu A C M takovou, Ze |(| A) < k
ape SM(A), je p realizovany v M.

Definice 8 (Slabé saturovana sktruktura). Zachovejme znaceni z predchozi de-
finice. Rekneme, Ze M je slabé saturovany, pokud realizuje kazdy 1-typ p.

Pozorovani 2. Zachovejme znacent poslednich dvou definic. Potom pokud je M
k-saturovany je i slabé saturovany.

Véta 3 (Existence saturovanych struktur). Bud k kardindl k > Wg, potom pro ka-
Zdy model M ezistuje kT -saturované elementdrni rozsiteni N takové, Ze |(| N) <

(1 M)



3. pp-formule v modulech

Hlavnim vysledkem této kapitoly je tvrzeni[d] a jeho disledky, diky kterym
budeme moci v pristi kapitole popsat strukturu algebraicky kompaktnich moduli.
Material této kapitoly je Gerpan (aZ na pér prostych dikazt z teorie grup) z knihy
Model Theory and Modules M.| (1988)

V této kapitole budeme pracovat s otevienymi formulemi a mnozinami které
definuji. Abychom se vyhnuli neustalému komentovani po¢tu volnych proménnych
ve formulich, zavedeme nasledujici znaceni, které bude jejich pocet ignorovat.
Mizeme si to dovolit, protoze nas ve vétsiné pripadi nebude zajimat. V ojediné-
Iych pripadech, kdy tomu tak nebude, délku vektorti proménnych samoziejmeé
ignorovat nebudeme.

Znaceni 1. Zdpisem T budeme myslet vektor proménngch nebo prvki modulu
spravné delky, obé tyto informace budou zrejmé z kontextu. B
Je-li M modul, zdpisem b € M budeme myslet b € M', kde | je délka vektoru b.
Definice 9.

Formule v jazyce moduli o(Z) je pp-formule (primitivné pozitivni) pokud je ekvi-
valentnd formuli tvaru 3ys, ..., yn Nj=y (i, TijTi + 22:1 SkiYk)-

Poznamka.

Diikaz nasledujiciho lemmatu lze nalézt v M. (1988, Corollary 2.2)
Lemma 4. Budte ¢(Z) a ¥ (y) dvé pp-formule, M modul, potom
(1) miizeme BUNO predpoklddat, Ze () = (7).

(2) o(z) NY(y) je pp-formule.

(3) ¢(0) je logicky platné tvrzend.

(4) je-li navic a € M'® b e M'@  potom M = (¢(a) A (b)) — p(a — b)

(5) Pp-definovatelnd mnoZina je, spolu se scitanim definovanym po sloZkdch
podle M, abelovskd grupa.

(6) dosadime-li [(a) € M'@~k=m kde k < I(Z) za poslednich m proménnych
v (Z) potom mnoZina p(M,a) = {¢ € M*: M = ¢(¢,a)} je prdzdnd nebo
rozkladovd tFida grupy o(M,0)

(7) &dstecné usporddand mmoZina v M pp-definovatelngjch podrgup M' tvori
podsvaz svazu viech podgrup M.
S prinitkem a souctem definovanymi nasledovné:
(M) N (M) = Ap(M)
(M) + (M) = o+ (M)



3.1 Neékolik predbéznosti z teorie grup

V diikazu, ze teorie modulti ma pp-eliminaci kvantifikdtori nam pozdéji po-
slouzi lemmata [5] [7]a[§ Napfed budeme muset zavést nékolik pojmi. Mnozinam,
kterym se v Ceské literatufe o teorii grup fika rozkladové tiidy budeme fikat an-
glickym nazvem coset. Ve zkratce pfipomeneme jejich zékladni vlastosti. Déle
budeme-li mluvit o pokryti, budeme myslet pokryti pfislusnych mnozin. Déle za-
vedeme specialni definici indexu cosetu, podobnou klasické definici indexu pod-
grupy s nékolika zfejmymi vlastnostmi.

Definice 10 (coset). Bud G grupa a € G a H podgrupa G, mnoZinu a + H =
{a+h: h € H} nazveme cosetem grupy H v grupé G. Kardinalité mnoZiny coseti
H v G budeme Tikat index H v G a budeme ho znacit [G: H|.

Lemma 5. Bud G grupa a H podgrupa G. Potom
(1) |G| = [H] - [G : H]

(2) Coset H v G md stejnou mohutnost jako H.

(8) Cosety H v G pokryjvagi G.

(4) Kazdé dva cosety H v G jsou bud disjunktni nebo sobé rovny.

(5) Pokud je navic K podgrupa H plati [G: K| =[G: H|-[G: K].

(6) Pokud je navic K podgrupa G plati [G: HN K| < [G: H|-|G: K].

Diikaz. Dikaz provedeme pouze zbézné.

(1)
(2)
(3)
(4)

Dikaz k nalezeni v |D.| (10, Véta 7.15)
Ziejmé.
Ziejmé.

Pokud a; + (b; + K) jsou po dvou rizné je dikaz hotov, pfedpokladkejme
tedy, ze a, + (b, + K) = a, + (bs + K) pro néjaké p,r € [ a ¢,s € J. Potom
ap+ H Da,+ (b, + K)aa,+H D a, + (bs + K) a tedy podle tvrzeni|(4)
a,+ H = a, + H a protoze jsou tyto cosety z minimalniho pokryti, a, = a,.
Obdobné¢ se ukaze, ze b, = b,.

Budte Cynix = {g; + (H N K): i € I} mnozina vSech cosettt podgrupy
H N K, Cy mnozina vsech cosetil podgrupy H, C'x mnozina vsech cosetii
podgrupy K, f: Cyng — Cy X Ck zobrazeni definované f(g;+(HNK)) =
(9 + H,9; + K) pro vSechny 7 € I.

Je tfeba ukazat, ze f je spravné definované a prosté. Oboji plyne ze znamé
ekvivalence 1 +S = ry+ S < r;—ry € S platici pro libovolné grupy S C R,
1,79 € R. Pro prvni je tieba ukdzat, ze z g+ (HNK) = gx + (H N K) plyne
g+H =gr+Hag+K = g+ K. Predpokladejme tedy, ze g;+ H # g+ H
potom g;— g, ¢ H aproto g;—gr ¢ HNK, tedy g;+(HNK) # g+ (HNK).
Obdobné bychom ukéazali totéz pro podgupu K.

Prostost f by se ukazala podobné.

8
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Pozorovani 6 (Vlastnosti indexu cosetu). Zachovejme znaceni z predchozi defi-
nice a predpokladejme, Ze [Y : X| je spravné definovdno, potom

(1) pokud je navic Y coset néjaké podgrupy Y° C G, plati [Y: X| = [Y°: XO].

(2) pokud je navic Z coset néjaké podgrupy Z° C X°, plati [Y: Z] = [V : X] -
(X: Z].

(3) pokud je navic W coset néjaké podgrupy W° C G a [W: X] je sprdvné
definovdno, potom W UY: X|=[W: X|+[Y: X]| - [WNY: X], jsou-li
obé strany rovnosti konecne.

Dikaz. Tvrzeni

(1) Je-li Y =a+Y?a {a; + X"} n&jaké pokryti Y, {a + a; + X°} je pokryti
Y. Druhéa nerovnost se dokaze analogicky.

(2) Bud C = {a;+ X"} n&jaké minimaln{ pokryti Y. Na pokryti kazdého cosetu
z C je tfeba [X: Z] coseti Z a odsud podobné jako v CosetLemma04 v
lemmatu [5| plyne pozadované.

(3) Plyne snadno z lemmatu [
O

Lemma 7 (Neumannovo lemma). Bud G grupa H, H; C G podgrupy, a,a; € G
pro i = 1,....n, takové, Ze a + H C (J;_,a; + H;. Potom miZeme z tohoto
pokryti vynechat viechny cosety ay, + Hy, takové, Ze [H: H N Hy| > n!, aby zistalo
pokrytim.

Diikaz. Predpokladejme BUNO, 7ze H = Uiy a: + H;. (K tomuto pfedpokladu
lze od piivodniho piejit pfechodem od H; k podgrupam H N H;, odec¢tenim od
obou stran vzniklé rovnosti ¢ a zménou znaceni. Nyni je H; C H a tedy pokud
pro h € H; méme a; + h ¢ H, plati a; + H; N H = () a a; + H; miZeme z pokryti
vynechat).

Napred dokazeme slabsi tvrzeni, Zze miizeme z daného pokryti vynechat takové
Hy, ze [H: H N Hy], je kone¢né, aby ziistalo pokrytim.

Dale z predpokladu, ze pokryti podgrupy H cosety a; + H; je minimalni,
vyvodime, ze [H: H N H;] je kone¢né pro vSechna i. Tedy, Ze podgrupy a; + H;,
které tuto podminku nespliuji jsou v pokryti navic.

Predpokladejme tedy, ze pokryti grupy H je minimdalni a mezi grupami H; je
[ riznych grup. Dale budeme pokracovat indukci podle I.

Pro [ =1 je tvrzeni zfejmé z definice indexu a predpokladii.

Bud [ > 1. Vyberme néjaky index 0 < j < n. Z minimality pokryti vime, Ze
dg € H\ U{a; + H;: H; = H;}. Potom g+ H; C H\ | JH{a; + H;: H; # H,}
** a tedy plati H; C J{ax — g+ a; + H;: H; # H,;}. Potom i a; + H), C
U{(—9) + a; + H;: H; # H;} pro kazdé k takové, ze Hy = H;. Méame tedy, ze
cast grupy H pokrytd mnozinami ay, + Hy, kde H, = H; se d& pokryt mnozinami
a;+ H; kde H; # H; a tedy totéz plati pro celou grupu H. Grup H; ze H; # H; je
[ — 1, mizeme tedy pouzit indukéni predpoklad a dostavame tvrzeni pro vSechny



podgrupy H; # H;. Index j jsme ale vybrali ndhodné, tedy je prvni slabsi tvrzeni
dokazané.
Déle ukazeme, ze pro néjaké i € {1,...,n} plati [H: HN H;] <n
Bud K =] H; am = [H: K]. Podle predchoziho je m kone¢né. Pro spor
predpokladejme, ze
[H: H))=[H: K|/[H;: K] >n

pro kazdé i € {1,...,n}. Potom [H;: K| <m/n a [a; + H;: K] < m/n.

Potom [ J} a; + H;: K] <Y J[H;: K] <n(m/n)=[H: K] a to je ve sporu s
H =J] a1 + H; a tvrzeni je dokdzéno.

Nakonec ukézeme, 7e [H : H;| < n!

Dtikaz provedeme indukci podle [, po¢tu riznych grup mezi grupami H;, je-
jichz cosety pokryvame H v nami uvazovaném pokryti. Pfipad [ = 1 je dokézany
z predchoziho. Provedme tedy indukéni krok a predpokladejme, ze [ > 2 a zZe
[H : H;] < n. Déle si zafixujme néjaké i > 2 a ukazme, ze [H : H;] < n!l. Pokud
H; = H, je tvrzeni dokazané, predpokladejme tedy opak.

Bud g € H\ U{a; + H;: j # i}. Podobné jako na za¢atku dikazu vyvodime
g+ Hy € J{ar + Hy: Hy, # H,}. Z tohoto pokryti vybereme né&jaké miniméalni
pokryti C' = {ax + Hx: k € X, X C{1,...,n}}. Mame a; + H; € C protoZe g
je pouze v tomto cosetu a navic vime, ze v C' figuruje maximalné [ — 1 riznych
podgrup. Odectenim g dostaneme pokryti H; C (J{ax — g+ Hy : k € X} a
protnutim s H; dostaneme minimalni pokryti. V tomto pokryti je maximalné
n—1 cosetli. Pouzitim indukéniho pfedpokladu dostavame, [Hy: HiNHy] < n! pro
k € X. Protoze 1 € X mame [H Hz] S [H HlﬂHz] = [H Hl] : [Hli HlﬂHZ] S
n-(n—1)! =n! a tvrzeni je dokdzané. O

Lemma 8. Bud G grupa a Gy,...,G, jeji podgrupy, H grupa a Hy,... ,H, jeji
podgrupy. Pro i = 1,...,n budte C; coset grupy G; a D; coset grupy H;, pokud
je G;, respektive H; neprdazdnd. Ddle predpokladejme, Ze

(1) pro kazdé dvé podmnozZiny I C J C{1,...,n} jsou si indexy
Nicr Git Nyes Gil @ Mier Hiz ey Hjl rovné, pokud jsou konecné.
(2) pro kaZdou pdomnoZinu I C {1,...n} plati (,c; C; = 0 pravé tehdy kdyz
Nier Di =0
Potom [J} Ci: N} Gil= U Di: N| Hi] a specidglné G = |J} C; pravé kdyz H =
Ui Di
Diikaz. Dtkaz provedeme indukci podle n. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé z predpo-

kladt.
Pro indukéni krok predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdé n < k potom

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

[U Ci: mGi]:[UOz ﬂGz + [Crya: ﬂG Uci)ﬂ0k+13 ﬂGz]

podle [(3)] z pozorovéni [f]

k+1 k+1 k+1 k

k k
Uc ﬂG (G () Gil+H[Crn: ﬂG (€N Crin): (\(Gi N Hip)]
1 1 1

1
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podle [(2)] z pozorovani []

k+1 k+1 k

k k k k
= [UDz mHz] ' [mHz ﬂ Hz Dk+1 m H U D ﬂDk-H ﬂ G ﬂHk+1
1 1 1 1 1

1

podle indukéniho predpokladu s pouzitim predpokladi a
= ... obracenim krokti z dosavadniho postupu podle potieby

k+1 k+1

=[JDi: () Hi

3.2 pp-eliminace kvantifikatortt v modulech

Prvni poznamka podrobnéji popisuje vztah lemmatu |8 k diikazu véty, ze teorie
modulii ma pp-eliminaci kvantifikdtor. Ctenai se k této pozndmce miize vratit
az béhem zminéného dikazu.

Pozndmka. Pokud jsou M,N dva moduly, b € M,énN , ¢(y,z),¢;(y,z) pp-
formule a ¢(y,7)Y;(y,z) pro i = 1,..,n, G, H grupy definované formuli ¢(z) v
M respektive N a G, H; grupy definované formuli v;(y,b) v M respektive 1;(y,c)
v N pro ¢ = 1,..,n. Potom predchazejici lemma tika, Ze jsou-li splnény piredpo-
klady lemmatu, podmnozina v M definovana ¢(y,b) \ U, ¥:(y,b) je prazdnd v M,
pravé kdyz podmnozina v N definovana ¢(y,c) \ U, ¢i(y,¢) prazdna v N.

Jelikoz formule 3y A, ; ~vi(y,Z), kde I C {1,... n} jsou pp-formule, prazd-
nost mnoziny ¢(y,b) \ U, ¢i(y,b) v modulu spliiujicim urcité invariantni tvrzeni,
zévisi pouze na pravdivosti urc¢itych pp-formuli. Urcitymi invarianty myslim in-
varianty z v lemmatu [§| s dosazenim podle této poznamky a urcitymi pp-
formulemi myslim formule Iy A,_; =¢;(y,7), kde I C {1,... n}.

Nyni zavedeme invarianty a invariantni tvrzeni a dokadzeme hlavni tvrzeni
podkapitoly, v kterém ukazeme, Ze je-li formule ¢(y,Z) ekvivalentni néjaké boole-
ovské kombinaci pp-formuli, ma tuto vlastnost i formule Jz¢(x,7). Odsud indukei
plyne, ze kazda formule je ekvivalentni néjaké booleovské kombinaci pp-formuli.

Definice 11 (invarianty a invariantni tvrzeni). Bud M modul a v, ¢ pp-formule

(1) definujejeme Inv(M,p) = |p(M))/(p(M) NY(M))|. Téemto kardindlim
budeme Tikat invarianty (modulu M, formule ¢ vzhledem k formuli ).

(2) Bud « tvrzeni ndsledujiciho tvaru

a =Vay,.., 2,37 (p(Z) A /\ —(z

1

Formule « 1ika, Ze invariant je véetsi nebo roven n. Booleovské kombinaci
turzeni tvaru o budeme 7ikat invariantni tvrzend.
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(3) Rekneme-li moduly specifikované invariantnim tvrzenim p, budeme myslet
tridu vsech moduli v kterych plati invariantni tvrzeni p.

Pozndamka. (1) Protoze ¢(M) i (p(M)N(M)) jsou komutativni grupy,

Inv(M,p,¢) = [p(M): (p(M) N (M))]

Véta 9 (pp-eliminace kvantifikdtort). KazZdd formule v jazyce moduli je ekvi-
valentni néjaké booleovskeé kombinaci pp-formuli a invariantnich tvrzeni modulo
teorie moduli.

Diikaz. Diikaz provedeme indukei podle slozitosti formule. Atomické formule jsou
ekvivalentni formulim tvaru ) r;z; a tedy zfejmé pp-formule.

Bud tedy ¢(y,z) libovolnd booleovska kombinace pp-formuli a invariantnich
tvrzeni. Z platnosti znamé ekvivalence z vyrokového kalkulu

Vyp(y,z) = =Jy—¢(y,7)

plyne, Ze pro indukéni krok staci ovétit, ze Jyp(y,z) splituje podminku z tvrzeni.
Tomuto budeme déle fikat, Ze se z ¢(y,z) d& elimonovat existencni kvantifikator.

Pro zjednoduseni zapisu si oznac¢ime existenc¢ni kvantifikator, ktery se budeme
snazit eliminovat 3°y. Znaceni nem4 jiny sepcialni vyznam.

Dale jelikoz jsou invariantni tvrzeni uzaviené formule, kvantifikdtor 3%y se
nevztahuje k proménnym v nich a staci tedy ukazat, %e se da z formule 3%y (y,z)
eliminovat existen¢ni kvantifikator, pokud neobsahuje zadné invariantni tvrzeni.

Déle bud tedy ¢(y,z) libovolna formule ekvivalentni booleovské kombinaci
pp-formuli. MnoZina definovand formuli ¢(y,z) se d& vyjadrit jako (J;(¢;(y,2) N
N, ~i;(y,7)). Tedy 3yp(y,7) je ekvivalentni formuli

Fely, \/(% (y,2) A /\ i (y,2))

. Protoze prvek nalezi do sjednoceni mnozin pravé kdyz nalezi do néjaké ze sjed-
nocovanych mnozin, formule 3¢y (y,7) je ekvivalentni formuli

\/ I, (y.2) A /\ Vi (y.2))

. Pro indukéni krok dikazu tedy staci ukézat, ze se da eliminovat existencni
kvantifikator z formuli tvaru Jy(¢(y,z) A A, ~¢i(y,Z)). Bud p(Z) néjaka formule
tohoto tvaru.

Abychom mohli pracovat s formulemi pomoci mnozin, které definuji, a pouzit
Neumannova lemma, musime pracovat v néjakych konkrétnich modulech. Kdyz
si zafixujeme né&jaky modul M a v ném néjaky vektor prvki b spravné délky,
sentence —p(b) ¥ké, ze mnozina (y,b) \ |, ¥i(y,b) je prézdna. Vyfeseni problému
eliminace kvantifikitoru pro p(z) je zfejmé ekvivalentni vyfeseni problému pro
—p(Z) a o to se budeme déle snazit.

Podle Neumannova lemmatu [7| miZeme ze sjednoceni |J, ¥;(y,b) vynechat
grupy ¥;(y,b), takové, ze Inv(M,p(y,0),45(y,0)) > n!, bez zmény pravdivosti tvr-

zeni " o(y,b) \ U, ¥i(y,b) je prazdnd”.

12



Nyni uz mizeme s pomoci Neumannova lemmatu [7] a pozndmky fict, jak
bude vypadat nami hledand formule «(Z) ekvivalentni formuli —p(z). Formule
a(Z) bude tvaru V., a;(Z), kde o;(2) je tvaru V(8 A Ve, 7ii(2)), kde 5
invariantni tvrzeni a +;; je konjunkce pp-formuli.

Napfed popiSeme invariantni tvrzeni v {f;: i € I}. Kazdé z téchto tvr-
zeni specifikuje tfidu moduld, v kterych lze o spliiovani —p(z) vibec uvazo-
vat, presnéji podle Neumannova lemmatu [7| ty moduly, kde pro aspon jedno
j € {1,...,n} madme Inv(—,p(y,0),0,(y,0)) < nl. Presngji kazda ; bude kon-
junkce dvou invariantnich tvrzeni 8! a 52, kde ! bude konjunkce n invariant-
nich tvrzeni, kde j-té tvrzeni bude bud Inv(—,p(y,0),0;(y,0)) = k, kde k < n!,
nebo Inv(—,p(y,0),4;(y,0)) > n! a 57 bude konjunkce invariantnich tvrzeni
Inv(—,0(y,0),x(y,0)) = [, kde 6 je bud ¢ nebo konjunkce néjakych 1;, takovych,
ze v B je Inv(—,0(y,0),1,(y,0)) = ki, kde k; < n! a x bude konjunkce né&jakjch
1y, takovych, ze v 31 je Inv(—,0(y,0),4;(y,0)) = ko, kde ko < nl. Nyni protoze
v 7 se vyskytuji pouze ; takovd, ze Inv(—,p(y,0),4;(y,0)) < nl, existuje podle
lemmatu [5| a poznamky horni zévoru i pro | aby 3} nebyla ve sporu s 32.

Invariantni tvrzeni 8 tvaru popsaného v piedchozim odstavci bude v {§;: i €
I}, pravé kdyz v t¥idé moduld specifikovanou invariantnim tvrzenim f, existuje
néjaky modul M, v némz plati —p(b), kde b € M. Jin4 tvrzeni v {B;: i € I}
nejsou.

Shrneme-li tedy konstrukei mnoziny {5;: i € I}, zjistime Ze kazdé tvrzeni v ni
je konjunkce invariantnich tvrzeni tvaru Inv(—,u,v) = r kde p i v jsou z néjaké
kone¢né mnoziny pp-formuli a pro s je kladné ¢islo, takové, ze r < s pro néjaké
kladné r. Tedy vime, ze {3;: ¢ € I} mé kone¢né prvki.

Nyni popiSeme formule v;;. Bud 3; € {#,,: m € I}, M tfida moduli specifi-
kovand invariantnim tvrzenim f; a bud K C {1,...,n} takova, ze

ITMJ(M,QO(y,G) 71/}16 (yaﬁ)) < n!

pro kazdy M € M. Déle bud T' := {A(£3y A\,c; ¥i(y,0)): L € K} (zde + zna-
mend, Ze je dand formule bud negovana (pro minus), nebo neni (pro plus)). T’
ma zfejé konecné prvki. Nyni formule v;;(Z) jsou ty formule v(z) € I takové, ze
existuje modul M € M, 7e existuje b € M, Ze v;;(Z) plati.

Tim je popis formule «(Z) u konce.Z Neumannova lemmatu |7| a poznadmky
B.2 mame, Ze v kazdém modulu M plati VZ(3y(e(y,2) A \; ~i(y.7)) < a(T)),
¢imz jsou indukéni krok a tedy i celé tvrzeni dokazany.

0

3.3 Primé dusledky pp-eliminace kvantifikatort

Dusledek 10. KaZda sentence v jazyce R-moduli je modulo teorie R-moduli
ekvivalentni invariantnimu turzend.

Dusledek 11. KaZda formule v jazyce R-moduli je modulo néjaké uplné teorie
R-moduli ekvivalentni néjaké booleovské kombinaci pp-formuls.
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4. Moduly

V této kapitole budeme zkoumat strukturu algebraicky kompaktnich moduli.
Hlavni vysledek bude, ze kazdy modul je elementarné ekvivalentni direktni sumé
nerozlozitelnych algebraicky kompaktnich moduli. Potom ukazeme jak vypada
kazdy algebraicky kompaktni modul nad Dedekindovym oborem a specialné kazda
algebraicky kompaktni abelovska grupa. A odsud dostaneme s pouzitim predchozi
kapitoly strukturu kazdé abelovské grupy az na elementarni ekvivalenci.

vétsina materialu této kapitoly je Cerpana z Zieglerova ¢lanku

Znaceni 2. V celé kapitole budeme predpokldadat, Ze R je okruh a M je levy
R — Modul.

4.1 Hull

Definice 12. Budte M,N moduly, fekneme, Ze M je ¢isty podmodul N a Ze N
je cisty nadmodul M, (budeme znacit M C, N ) pokud M C N a pokud

N Epla) & M = ¢(a)
pro o pp-formuli a a € M.

Pozorovani 12. Implikace z leva do prava v predchozi definici plati pro kaZdy
(ne nutné cisty) podmodul N C M.

Lemma 13. Bud M modul, potom
1. diretni sc¢itanec N modulu je jeho cisty podmodul.
2. jsou-li B,C cisté podmoduly M, potom je i B ® C' ¢cisty podmodul M

Diikaz. 1. Pp-formule ¢(z) s dosazenim a fika, ze v modulu existuje FeSeni
b rovnic danych formuli ¢(a). Obraz pfi pfirozené projekci do direktniho
s¢itance 7(b) je rovnéz feSenim téchto rovnic.

2. Ziejmé z definice pp-formule.

[]

Definice 13. Budte N,N' moduly , takové, Ze N' C, N. Potom ftekneme, Ze
modul M je algebraicky kompaktni (ddle budeme Fikat jen kompaktni, nebo kom-

pakt), pokud se kaZdy homomorfismus z N' do M da rozsiFit na homomorfismus
z N do M.

Znaceni 3. V této praci budeme pouZivat pojmenovani uzité v Zieglerové clanku.
Termin "algebraicky kompaktni” (zkracovany na "kompaktni”) odkazuje na vlast-
nost z vety |14] techto moduli podobnou vlastnosti, kterd se obvykl wvadi jako
definice algebraicky kompaktnich modulu: "KaZdd konecne resitelnd soustava li-
nearnich rovnic nad modulem je Tesitelnd”. Konecné resitelna znamend, Ze kazdd
konecna podmnoZina soustavy md reseni a resitelnd znamend, Ze ma celd soustava
resent.
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Beézneji se v literature pouZiva pojmenovani “pure-injective”, které odkazuje
na vlastnost z véty kterd je podobnd jedné z moznych definic injektivnich
moduli ("Modul je injektivni, pokud je direktnim scitancem v kaZdém nadmo-
dulu”).

Véta 14. Pro kazZdy modul jsou nasledugici podminky ekvivalentni:
(1) M je direkini sc¢itanec v kazdém ¢istém nadmodulu.

(2) Kazdy bezesporny pp-typ p(z) nad A C M, Ze |A| < |R|+ Xy je realizovany
v M.

(8) Kazdy bezesporny pp-typ p(x) nad M je realizovany v M.
(4) M je kompakt.
Dikaz je k nalezeni v M.| (1984, Theorem 3.1.)
Dusledek 15. (1) (|R| + Ro)t saturované moduly jsou kompaktni
(2) kazdy modul je elementdrné ekvivalentni néjakému kompaktnimu modulu

Ditkaz. (1) Podle|[(3)]z vty [14]
(2) Pfimy disledek véty |3| a z této véty.

m
Lemma 16. Direktni scitance kompakniho modulu jsou kompaktnsi.
Diikaz. Dtkaz analogicky ditkazu implikace — véty . O]

Definice 14. Bud A podmnoZina kompaktu M. V inkluzi minimdlni ¢isty kom-
paktni podmodul Hy(A) modulu M, ktery je nadmnozZinou A, nazveme hullem
mnoziny A v M. Pokud z kontextu bude jasné, v kteréem kompaktnim nadmodulu
je hull obsaZen budeme psdat pouze H(A).

Véta 17. Zachovejme znaceni z predchozi definice. Potom hull H(A) existuje a
je urcen jednoznacné.

M. (1984, Theorem 3.6.)
Definice 15. Bud M modul, fekneme, e M je cisty hull M pokud
(1) M je ¢isty kompaktni nadmodul modulu M.

(2) pokud je N ¢isty kompaktni nadmodul modulu M, M je nad M isomorfni
cistému podmodulu N.

Véta 18. Ke kazZdému modulu M ezistuje aZ na isomorfismus jedinecny cisty
hull.
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4.2 Nerozlozitelné kompakty

V nasledujici definici je netradi¢né navic pozadavek na algebraickou kompak-
nost modulu. Je to proto, ze nas budou zajimat pouze rozklady na algebraicky
kompaktni moduly.

Definice 16. Neprdzdny kompaktni modul M, nazveme nerozlozitelnym, pokud
nent direktni sumou dvou neprdzdnych modulii.

Lemma 19. Necht je U neprdzdny kompakt, potom je U nerozloZitelny, prdve
tehdy kdyz plati U = H(a) pro vSechny a € U \ 0.

Diikaz. Pokud je U = M @& N néjaky netrivialni rozklad U a a € M \ 0, potom
U # H(a) jelikoz z lemmatu [13| je M ¢isty podmodul U a z lemmatu [16] je M
kompaktni a pritom M C U.

Pokud a € U \ 0, H(a) je podle [(1)] z véty [14] netrividlni direktni séitanec v
U, protoze z definice je H(a) kompaktni ¢isty podmodul U. O

Z tohoto lemmatu plyne néasledujici lemma. Dukaz lze nalézt v M.| (1984,
Corollary 4.2.)

Lemma 20.
(1) Eristuje nejvise 2180 neisomorfnich nerozloZielnych R-moduli
(2) NerozloZitelny modul md mohutnost nejvyse 217+,

Poznamka. Diky lemmatu 20| mizeme z kazdé t¥idy ekvivalence isomorfismu ne-
rozlozitelnych modult vybrat jednoho zastupce U a uvazovat mnozinu vsech U.
Kdybychom neméli horni dohad , museli bychom uvazovat jestli viibec mohou
tvofit mnozinu a zaobirat se teorii mnozin. Mame to dobry.

Nésledujici charakterizace nerozlozitelnych moduld bude pozdéji uzitecna. Di-
kaz 1ze nalézt v [M.| (1984, Theorem 4.3.)

Véta 21. Neprazdny kompakini modul U je nerozloZitelny, pravé tehdy kdyz
je jeho okruh endomorfismi lokdlni, tedy pokud pro kazZdy endomorfismus f €
End(U) plati idy — f nebo f je automorfismus.

4.3 Krull-Remak-Schmidt theorem

V této podkapitole nejsou uvedeny diikazy. Jsou naroc¢né.

Véta 22 (Krull-Remak-Schmidt). Bud M kompaktni modul, potom existuje roz-

klad M = @,., U; ® E, kde I je néjakd indexovd mnoZina, U; jsou nerozloZitelné
moduly a E je modul, ktery nemd Zadny nerozlozitelny direktni scitanec.
Dikaz je k nalezeni v M. (1984, Theorem 6.1.)

Véta 23. Bud M slabé saturovany a kompaktni modul. Pokud M = @, € IU;®E
je rozklad jako ve vété potom M = P, € 1U;

Dikaz je k nalezeni v M. (1984, Theorem 6.8.)

16



5. Rozhodnutelnost teorie
komutativnich grup

V této kapitole dokazeme pouzijeme vysledky predchozich kapitol a ukazeme,
ze teorie komutativnich grup je rozhodnutelné. Vétsina materidlu této kapitoly
je Cerpana z ¢lanku Eklofa a Fishera Eklof a R.| (1972)

Budeme chtit pouzit vétu [23| a jak se za chvili ukaze, nerozlozitelné moduly
nad 7Z jsou pravé grupy uvedené v nasledujici definici.

Definice 17. Bud p prvocislo
(1) Z(p™) znaci priferovu grupu
(2) Zy aditivng grupu vsech raciondlnich cisel ™ takovych, Ze NSD(pn) =1

p") aditivni grupu vSech raciondlnich cisel % takovych, Ze 0 < & <1, se
3) Z(p™) aditivni Sech ) ’l’h”l;”tk ’hVO<;”<1
scitanim modulo 1.

(4) Q znaci aditivnd grupu raciondlnich cisel
Definice 18. Bud M modul, Szmielew invarianty budeme zvdt invarianty
Invy[p,n](M) == Inv(M,p"|x A p" o = 0,2 =0)
Invs[p,n](M) == Inv(M, p"|x, p"|x)
Invs[p,n)(M) == Inv(M,p" |z A p"z = 0,p" |z Np"x =0)

kde p je prvocislo a n € N.
Invariantnim tvrzenim vikajicim jakou hodnotu maji Szmielew invarianty bu-
deme Tikat Szmielew invariantni turzend.

Dtikaz nasledujici véty je technicky a proto ho vynechame.

Véta 24. Budte p,q prvocisla m,n € N potom

)_{1 pokud p = q

1. Inv[p,n](Z(g™) 0 jinak

1 pokudp=q

2. Invg[p,n](Z(q)> - {0 jinak

3. Invs[p,n)(Z(q™)) =

1 pokudp=qgAm=n
0 7jinak.

1 pokudp=qAm<n

4. proi =12 Inv[pn](Z(q™)) = {0 jinak

5. pro i =23 Inv[pn|(Z(¢>)) =0

6. pro i =13 Inv;[p,n|(Zy) =0
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7. proi=1,2,3 Inv[p,n|(Q) =0

Dusledek 25. Szmielew grupy S, T maji stejné hodnoty vsech Szmielew invari-
antu, prave kdyz jsou isomorfni.

Diikaz nasledujici véty je pracny a lze ho nalézt z vétsi casti v knize Mo-
del Theory and Modules M.| (1988, Corrollary 27Z.11), kde za¢ind a s odkazy do
Zieglerova ¢lanku |) (1984)

Véta 26. Nad 7 jsou nerozloZitelné pouze moduly Z(p>), Zzp), Z(p") a Q, kde
p je prvocislo an € N.

Definice 19. Szmielew grupou S budeme znacit kaZdou grupu tvaru
n\ (ap.n B 00
s=Dzo o Bz, o Prem)™ 0 e”
pn p P
kde exponenty ay,., B, a 7y, jsou nejuyse spocetné a o je 0 nebo 1.

Rekneme, Ze Szmielew grupa je konecné hodnosti pokud jen konecné erponenti
Qs Bp @ Yp je nenulovych a vsechny jsou konecne.

Véta 27. KaZdd abelovskd grupa G je elementdarné ekvivalentni néjake Szmielew
grup€ S.

Diikaz. Podle disledku je kazdy modul elementarné ekvivalentni néjakému
kompaktnimu modulu. Kompaktni modul M je podle[23]elementarné ekvivalentni
direktni sumé nerozlozitelnych modul, kde se navic podle M. (1988, Corrollary
2.24) kazdy direktni séitanec vyskytuje nejvysSe spocetnékrat. Protoze je navic
kazdy elementarné ekvivalentni svému c¢istému hullu mame pro abelovské grupy
s pouzitim [26] pozadované. ]

Dusledek 28. Abelovské grupy G, H si jsou elementdrné ekvivalentni, prdvé
kdyz maji stejné Szmielew invarianty.

Diikaz. Jedna implikace je zfejmd. Druha implikace plyne z [25] a [27] O

Dusledek 29. KaZdd sentence [ € Cons(Tiac)) je splnéna v néjaké Szmielew
grupe.

Dikaz. Znamy vysledek z matematické logiky je, Ze kazda konzistentni teorie
ma model. Bud tedy G’ model T{a¢) U f. Grupa G je podle véty [27] elementérné
ekvivalentni néjaké Szmielew grupé S.

Dusledek 30. KazZda sentence f € COTLS(T(Ag)) je disledkem Tiag)U S kde S je
konecnd mnozina Szmielew invariantnich tvrzend.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmy disledek [28] a zndmé véty o kompaktnosti z matema-
tické logiky. O]

Dusledek 31. KaZdd sentence f € Cons(T(ac)) plati v néjaké Szmielew grupé
konecného ranku.

Diikaz. Tvrzeni je disledkem O
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Véta 32. MnoZina'S vsech Szmielew grup konecného ranku je rekurzivné spocetnd.

Diikaz. Kazda grupa v S je urcena vektorem prirozenych kone¢nou mmnozinou
prirozenych ¢isel urcujicich hodnotu jejich Szmielew invariantti. Budte pro i € N
vSechny mozné ruzné S; = {0p, @,, By, 7p: p € F'} kde ¢ je bud 0 nebo 1, F je
kone¢na mnozina prvocisel a «,, je k-tice ¢isel pro né€jaké k. Mnozina vsech prvoci-
sel je rekurzivné spocetna, jeji konecné podmnoziny také, koneéné podmnoziny
prirozenych ¢isel také a tedy mnoziny S; také a S také. m

Nyni zavére¢né tvrzeni prace
Véta 33. Tiaq) je rozhodnutelnd teorie.

Diikaz. Podle podzndmky [2.2]staci ukézat, ze Cons(T(aq)) je rozpoznatelnd. Bud
tedy f sentence v jazyku abelovskych grup a S mnozina S vSech Szmielew grup
konec¢ného ranku. Budeme-li postupné prochazet S podle néjakého ocislovani pii-
rozenymi ¢isly (které existuje podle predchozi véty), mizeme v kazdé z nich v
koneéném poctu kroki (podle pozndmky zjistit jestli zde f je splnéna. Pokud
je f € Cons(T(ac)), podle 31| timto posupem, diive nebo pozdéji, najdeme grupu
v niz je f splnéna. Pokud f ¢ Cons(T(4c)) nase hledani nebude mit konce. [
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