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Uvod

Tato bakaldiskd prdce ma za cil obecn¢ seznamit Ctenaie s fraktaly, jejich
konstrukcemi a praktickym vyuzitim. Prace by méla byt srozumitelna pokrocilejsim

stiedoskolskym studentiim a dal§im zajemcim 0 fraktalni geometrii.

Cela prace je rozdélena do tii stézejnich ¢asti. Prvni Cast prace si klade za cil
vysvétlit ¢tenafi dilezité pojmy, potiebné ke studiu fraktald. Velky diraz je zde
kladen na vysvétleni pojmu Minkowského dimenze. Tato dimenze byva obcas
v ¢esky psanych zdrojich chybné zaménovana s Hausdorffovou dimenzi viz
naptiklad Fraktalni geometrie: principy a aplikace (1, S. 82). Nechybi ani zamysleni
se nad (ne)dokonalymi ,,definicemi® fraktalt, protoze zatim neexistuje zadna

matematicky presna definice fraktalu.

Druha ¢éast prace se podrobnéji vénuje rozdilnym moZnostem generovani
fraktalt. Fraktaly jsou zde rozdéleny do Ctyi kategorii, pravé dle zptsobu jejich
vykresleni. VSechny obrazky fraktalii jsou pouze jejich kone¢né aproximace, nebot’
neni v lidskych silach fraktal vyobrazit jinak nez pravé jako kone¢nou aproximaci.
Obrazky, neni-li uvedeno v popisu jinak, byly vytvoifeny pomoci matematickych
softwari Geogebra a Wolfram Mathematica.

V pribéhu teoretického seznamovani se s fraktaly mtize ctenar nabyt dojmu,
ze fraktaly jsou v praxi neuziteCny pojem, ktery si vymysleli matematici pro své

pobaveni. Zavér prace je proto vénovan jejich praktickému vyuziti.



1 Jak dlouhé je pobrezi Velké Britanie?

S pobtfezim Anglie se vaze fada vyznamnych objevi ¢i udélosti. Z anglického
pobiezi vyrazely lod¢ Jamese Cooka vstiic zaocednskym objeviim, zapocala zde
tragicka plavba lodi Titanik, v pobieznim meésté Torquay se narodila kralovna
detektivek Agatha Christie. Britské Clenité pobiezi hralo svoji roli i pii vzniku

fraktalni geometrie, nebot’ jeho méfenim vse zacalo.

Jako prvni se o délku britského pobiezi zacal v 1. poloviné€ 20. stoleti zajimat
anglicky matematik a meteorolog Lewis Fry Richardson (1881-1953). Richardson
byl prikopnikem aplikace matematickych metod v oblasti meteorologie. Ovlivnén
valkami se rozhodl tyto metody vyuzit k ptfedpovidani a pfedchazeni valecnych
konflikti. Snazil se najit vzdjemny vztah mezi po€tem valek a hranicemi valcicich
zemi. Dosel k zavéru, ze existuje pfima umeéra mezi poctem valek a poctem

sousednich zemi.

Pfi svém badani meéfil délku hranic sousedicich stath a dochazel k
ptekvapivym vysledkim. Délka hranic stath vzdy zavisela na délce pouzité méfici
pomtucky. To by nebylo nic neobvyklého. Zpiesnime-li méteni délky hranice, zpiesni
se 1 vysledna délka. Tohoto faktu se da vyuzit pii mefeni obvodu kruznice. Vysledna
délka hranic se ovSem nezpiesiiovala, nybrz se neustale zvétSovala, protoze mensi

méfitko zahrne do vysledné délky pobiezi i vice detaild. (2)

Richardson narazil na tzv. paradox pobiezi. Intuitivné vime, Ze zadny stat
nemiiZe mit nekonecné hranice. OvS§em matematika v tomto ohledu protestuje. Tento

paradox ukazuje, Ze ptirodni hranice vykazuji znaky fraktalu v celé skale mé&fitek.

K tomuto paradoxu bychom dosli i pfi méfeni statni hranice Ceské republiky.
Na druhou stranu nutno fici, Ze existuji i hranice stati, u kterych k tomuto paradoxu
nedochazi. Provedeme-li stejnd méfeni hranic u stat, které maji hranice ,,podle
pravitka®“ (napt.: Utah, Colorado, Nové Mexiko), vysledek se nebude blizit k
nekonecnu, ale k urCitému cislu. Je tomu tak, protoze pifimé hranice neskryvaji
zékruty, zatoCiny, vybézky, které by mohly ovlivnit vyslednou délku po zpiesnéni

méieni.



1.1 Méreni délky pobrezi

Pro méteni délky pobtezi pouzijme odpichovatko, coz je specialni kruzitko se
dvéma hroty, které se pouziva v kartografii. Nejprve nastavime vzdalenost hroti tak,
aby byla rovna piedem danému 7. Po hranici pobiezi postupujeme odpichovatkem
tak, ze kazdy dal$i krok zacina tam, kde koncil pfedchazejici. Vynasobime-li
hodnotu 1 poctem krokt potfebnych pro pfekonani pobieZi, ziskame piibliznou

délku hranice L(7).

Princip této metody spociva v tom, ze pfili§ nepravidelné pobiezi nahradime
lomenou ¢arou. Cim mensi volime hodnotu 7, tim 1épe lomena ¢ara aproximuje linii

pobiezi.

Mandelbrot (1924-2010) tuto metodu pfirovnava k houbé zabalené do
alobalu: Obecnou predstavu nam nabizi houba [na mazani tabule] zabalend do

alobalu, ktery houbu dobre obaluje, aniz by skutecné detailné sledoval jeji povrch.
(3,s.24)

Ukazme si toto méfeni nazornéji na map€ Velké Britanie (obr. 1.1). Pro
meéfeni byla pouzita mapa o métitku 1: 15 000 000 a naméfené tdaje byly zaneseny

do tabulky pod obrazkem.

Obrazek 1.1: Grafické znazornéni méfeni délky pobiezi Velké Britanie



Vzdalenost hrotl n Pocet odpicht Ptiblizna délka hranice L(n)

2cm 10 20 cm (tj. 3000 km ve skutecnosti)
lcm 22 22 cm (tj. 3300 km ve skute¢nosti)
0,5cm 53 26,5 cm (tj. 3975 km ve skutecnosti)

Tabulka 1.1: Hodnoty ziskané pii méfeni délky pobiezi Velké Britanie

Naméiend délka hranice L(n) zavisi na velikosti zvoleného 7. Se zmensujici
hodnotou 7 roste hodnota L(n). Pro dostate¢né malé n se bude délka hranice L(n)

blizit nekonecénu.

Pti praktickém méfeni délky pobfezi z mapy mlzeme postupovat i tak, ze
hodnota n ztstane neustale stejna. Naproti tomu méfitko mapy se bude zmenSovat, tj.
mapa tak bude detailn¢j$i. Pfi tomto zplisobu méteni je vSak nutno zohlednit zménu
meftitka a pfibliznou délku hranice L(n) uvadét ve spravnych (pifedem zvolenych)

jednotkéch.

Na zavér této kapitoly je nutno dodat, ze namétenou délku hranice L(n) mutze
z&asti ovlivnit i to, z jakého bodu zaciname méfit délku pobtezi. Muze se tedy stat,
ze pro jedno pevné zvolené n miiZze vyjit vicero L(n), pokud pokazdé zvolime jiny
pocatecni bod méfeni. Naméfené hodnoty by se vSak od sebe nemély nijak vyrazné

lisit.

1.2 Grafické znazornéni méreni délky pobrezi

Pro porovnavani rGznych pobiezi nemiizeme vyuzit jejich délky. Je tedy
zapotiebi zavést veli¢inu, kterd bude pro vétSinu pobieZzi unikatni a dovoli ndm jejich

porovnani.

Mezi dokumenty, které byly nalezeny po Richardsonove smrti, byly mimo jiné
| grafy v bilogaritmickych souradnicich, do kterych zakreslil v zavislosti na méritku €

[v této praci znaceno jako n), délku L(€) [V této praci znaceno jako L(n)] pobrezi



Velké Britanie, statni hranice Némecka, stdatni hranice mezi Spanélskem a

Portugalskem, pobrezi Austrdlie a Jizni Afriky.* (4, s. 3)

Budeme-li postupné vynaset na osu X hodnoty log(n) a na osu y hodnoty
log(L(n)), ziskame body, kterymi lze za pomoci linearni regrese proloZit piimku.
Riizné pobiezi se vyznacuji riznymi sklony téchto ptimek, tedy sklon ki¥ivky je pro

dané pobtezi charakteristicky.
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Obrazek 1.2: Aproximované délky pobiezi podle L. F. Richardsona (3, s. 35)

Richardson na zakladé empirickych dat odvodil vztah mezi ptibliznou délkou

hranice L(n) a délkou pouzité métidla 1.

L) =Kn™® (1.1)

kde K je nenulové, kone¢né ¢Cislo. Jinak feCeno, priblizna délka hranice L(n) je
umérna n. Richardson exponentu a neptikladal vétsi vyznam. Hodnota tohoto

exponentu zavisi na zvoleném pobiezi. Mandelbrot oznacil soucet

D=1+a (1.2)

za fraktalni dimenzi.

! Among the papers found after his death, there are graphs in bilogarithmic coordinates
where he plotted, as a function of the resolution £, the length L(#) of the coastline of Great
Britain, of the land border of Germany, of the Spain-Portugal border, and of the coastlines
of Australia and South Africa.



Z rovnice (1.2) vyjaditeme pomoci algebraickych uprav hodnotu « :

a=D-1 (1.3)

Dosazenim vztahu (1.3) do rovnice (1.1) dostavame tzv. Richardsontiv vzorec:

L(n) = Kn™% = Kn=®P=D = gp'-P (1.4)

kde K, D jsou nenulové, kone¢né konstanty nezavislé na délce pouzitého méfidla 1.

V ptipadé Richardsonova vzorce (1.4) se nemusi omezovat pouze na pobiezi
¢i pfirodni hranice statl. Vzorec lze uplatnit i pro dalsi kfivky, které se vyznacuji

svoji €lenitosti, napt.: linie vodniho toku, profily lomt rtiznych materiali apod.

1.3 Vyuziti linearni regrese v praktickém méreni

Pii praktickém méfeni nebudou empiricky ziskana data, kterd zaznamename
do bilogaritmického grafu (zminéného v piedeslé podkapitole), tvofit ptfesnou
pfimku. Pro ziskani pfesné piimky je tfeba vyuzit linearni regrese. Linearni regrese
je matematickd metoda pouzivana pro prolozeni souboru bodii v grafu regresivni

piimkou.

ProtoZe regresivni pifimka nemuize prochézet vSemi body zaroven, budeme
metoda nejmensich ¢tverct (obr. 1.3). Tato metoda urci takovou regresivni piimku,
kterd ma nejmensi soucet druhych mocnin (Etvercit) rezidui. Reziduum je rozdil mezi

naméfenou a odhadnutou hodnotou, kterd lezi na regresivni pfimce.

Obdobn¢ jako pfi grafickém zndzornéni empiricky ziskand data nebudou
tvofit pfimku, ani nebudou vyhovovat Richardsonovu vzorci (1.4). Rovnosti jsme
ovSem schopni docilit za pomoci regresni analyzy. Metodami linearni regrese urc¢ime

konstanty K a D. Tyto konstanty maji vliv na sklon regresivni ptimky.
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Obrazek 1.3: Linearni regrese — metoda nejmensich ¢tvercl

Mandelbrot konstantu D interpretoval jako ,.fraktalni dimenzi“. Také
upozornil na fakt, Ze neexistuje jedna jedina ,,fraktalni dimenze®, ale celd fada jinak

definovanych dimenzi.



2 Za hranici topologické dimenze

Na Richardsonovu praci o délce pobiezi pozdéji navéazal francouzsky
matematik Benoit Mandelbrot ve svém ¢lanku How long is the coast of Britain? (5)
(Jak dlouhé jsou britské hranice?) v ¢asopise Science. Mandelbrot se na problematiku
paradoxu pobiezi dival novym unikatnim pohledem. Nesnazil se urcit ptesnou délku

¢lenitého pobiezi, naopak ho zajimala podstata jeho tvaru.

UziteCnym nastrojem se mu stala topologie. Ta studuje neménné vlastnosti
geometrickych utvart pii spojitych deformacich. Dva utvary se v topologii pokladaji
za ekvivalentni, jestlize si miZeme pfedstavit, ze jsou sestrojeny jejich modely
z dokonale elastického materidlu a Ze jeden znich miZze byt ziskan z druhého
deformaci bez ,,roztrzeni“ a bez ,,zdvojeni“. Nezalezi tedy na tvaru geometrického
objektu, protoze ten se stlacenim a otdCenim zméni, naopak dulezita je spojitost a

dimenze objektu.

Obecné se uvadi, ze prvni formalni definici topologické dimenze uvedl ¢esky
matematik Eduard Cech (1893-1960) na zakladé vysledki, které publikoval
francouzsky matematik Henri Léon Lebesgue (1875-1941). (6, s. XXII)

Topologicka dimenze je nezaporné celé ¢islo urcujici pocet rozméri objektu.
Objekt s nulovou topologickou dimenzi je bod. Uselka, piimka a kiivka maji
topologickou dimenzi rovnu jedné. Rovina (n-thelnik) ma topologickou dimenzi
rovnu dvéma. Télesa nebo cely bézny (trojrozmérny) prostor kolem nas maji
topologickou dimenzi rovnu tfem. Tyto geometrické Utvary se vyznacuji tim, ze
zname vzorce a vztahy, diky nimz miZeme spocitat délku kiivky, obsah roviny ¢i

objem télesa. A tyto vysledky budou nezavislé na zvoleném méfitku.

Mandelbrotovy tvahy zacaly sméfovat k uréeni topologické dimenze
britského pobtezi. To by mélo byt tvofeno kiivkou majici topologickou dimenzi
rovnu jedné. Tato kiivka se ale vyznacuje tim, Ze jeji délka roste v zdvislosti na
méfitku. Pobfezi tedy v roviné zabira vice mista nez ,,klasicka“ kiivka. Z toho plyne,
Ze dimenze pobieZi musi byt vétsi nez jedna. Zaroven tato dimenze nesmi presahnout

hranici dvou, protoZe se nejedna o kiivku, ktera by byla schopna vyplnit rovinu.
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Jaka je tedy dimenze pobtezi? Z uvah plyne, Ze ¢islo urcujici dimenzi pobiezi
lezi v otevieném intervalu (1;2). To je ovSem v rozporu s definici topologické
dimenze, nebot’ dimenzi rozumime celé ¢islo a v otevieném intervalu mezi jednou a

dvéma zadné celé ¢islo neni.

V podobnych tvahich se nemusime omezovat pouze na rovinné utvary.
Clenité hory, skaly &¢i mraky budou mit dimenzi mezi dvéma a tiemi, protoZe si je
muzeme piiblizit pomoci systému malickych desti¢ek, které se vSak pii blizSim
pohledu rozd€li do jesté mensSich systému desticek. S rostoucim pocet pozorovanych

detailt tak roste i povrch hory.

Vysledné neceloCiselné ¢islo nemuize byt velikosti topologické dimenze.
Proto je tfeba zavést jinou definici dimenze, kterd nebude limitovadna tim, Ze jeji

hodnoty mohou byt pouze nezaporna cela ¢isla.

2.1 Minkowského dimenze

Hermann Minkowski (1864-1909), po némz je tato dimenze pojmenovana,
byl vyznamny matematik némecko-polského ptivodu. S jeho jménem se muzeme
setkat i v souvislosti s Einsteinovou specialni teorii relativity. Minkowského
Ctyfdimenzionalni prostor je nejcastéj$i matematickou strukturou, na které je

specialni teorie relativity formulovéna.

Minkowského dimenze je v zahrani¢ni literatufe téz oznacovana jako
box-counting dimension, box dimension, capacity dimension, covering dimension ¢i

Minkowski—Bouligand dimension.

Termin box-counting ve volném piekladu znamena pocitani okének. Tento
nazev ma souvislost s postupem, jakym se tato dimenze odhaduje. Zadany utvar,
jehoz dimenzi hledame, nejprve prekryjeme ¢tvercovou siti. Nasledné urc¢ime pocet
Ctverct sité, do kterych ttvar zasahuje. Pro jednoduchost nebudeme zapocitavat ty
Ctverce, které maji s objektem spolecné pouze strany. Této ndzornosti je vSak
dosazeno na Ukor ptesnosti. UkaZme si toto méfeni ndzornéji na nasledujicich
ptikladech.
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Uvazujme useCku, jejiz délka je rovna 1. Prekryjme ji Ctvercovou siti,
skladajici se ze Ctvercu, jejichz délka strany je rovna 1/2. Je ziejmé, ze tseCka
zasahuje do 4 okének sité. Pouzijeme-li dvakrat tak hustsi sit’, bude tisecka zasahovat
do 8 okének atd. (obr. 2.1) Obecné piekryjeme-li Gise¢ku Ctvercovou siti, skladajici se

ze Ctvercn, jejichz délka strany je rovna 1/R, bude usecka zasahovat do R okének

sité.

Obrazek 2.1: Méteni Minkowského dimenze usecky
Délka strany &tverce 1 /2 1 / 4 1 / 3 1 / R
Pocet &tverch 2=21 4 =41 8 =gt R=R?

Tabulka 2.1: Hodnoty ziskané pti méteni Minkowského dimenze isecky

Uvazujme ctverec, délka jeho strany je rovna 1. Prekryjme ho ¢tvercovou siti,
skladajici se ze ¢tverct, jejichz délka strany je rovna 1/2. Je ziejmé, Ze Ctverec
zasahuje do 4 okének sité. Pouzijeme-li dvakrat tak hustsi sit’, bude ¢tverec zasahovat
do 16 okének atd. (obr. 2.2) Obecné piekryjeme-li ¢tverec Ctvercovou siti, skladajici
se ze Ctverct, jejichz délka strany je rovna 1/R, bude vychozi utvar zasahovat do

R? okének sité.

Obrazek 2.2: Méfeni Minkowského dimenze ¢tverce
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Délka strany &tverce 1 /> L 4 L 3 1/R

Pocet étverct 4 =22 16 = 42 64 = 82 R?

Tabulka 2.2: Hodnoty ziskané pii méteni Minkowského dimenze ¢tverce

Postup je mozno zobecnit z roviny do prostoru s tim rozdilem, Ze namisto
¢tvercové sité pouzivame soustavu shodnych krychli¢ek. Uvazujme krychli, délka
jeji hrany je rovna 1. Prekryjme ji siti krychlicek, majicich délky hran rovny 1/2.
Je ziejmé, Ze nami zvolené téleso zasahuje do 8 krychlicek sité, které tvoii sit.
Pouzijeme-li dvakrat tak hustsi sit, bude zvolené téleso zasahovat do 64 krychlicek
sit¢ atd. (obr. 2.3)

Obrazek 2.3: Méteni Minkowského dimenze krychle

Délka hrany krychlicky 1 / 5 1 /4 1 /8 1 /R

Pocet krychli¢ek 8§ =23 64 = 43 512 =83 R3

Tabulka 2.3: Hodnoty ziskané pii méteni Minkowského dimenze krychle

Ve vSech ptipadech je diilezit¢ zvolit dostatecné velké R. Nebot' ¢im hustsi
¢tvercovou sit’ pouzijeme, tim piresnéji budeme moci nasledné¢ odhadnout hledanou

dimenzi.
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Nyni si povSimnéme zajimavé souvislosti V poslednich sloupcich vyse
uvedenych tabulek. Velikost mocnin v jednotlivych piikladech nas vede k hypotéze,

ze zde existuje souvislost s dimenzi vysetifovaného utvaru.

Vysetfovany utvar Usecka Ctverec Krychle
Pocet zasazenych &asti sité R! R? R3
Dimenze utvaru 1 2 3

Tabulka 2.4: Vztah mezi po¢tem zasazenych ¢asti sit€ a dimenzi daného ttvaru

Oznaéme 1/R délku strany ¢tverce resp. hrany krychle, z niZ je sestavena sit,
N(1/R) pocet ¢asti sité, jimiz zkoumany utvar prochazi, pak v nasem piipadé plati

nasledujici vztah

N(1/R) = (R)? (2.1)

Z rovnice (2.1) vyjadieme pomoci algebraickych uprav hodnotu d:

log(N(1/R)) = log(RY)
log(N(1/R)) =d-log(R)

_ log(N(1/R)) 22)
~ log(R)

Zvolime-li za R dostatecné velké Cislo, ziskame intuitivni vzorec pro vypocet

Minkowského dimenze d.

B log(N(1/R)) (2.3)
4= log(R)
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Vzorec (2.3) plati nejen pro vySe uvedené specialni piipady. Jedna se o

obecny vzorec pro vypocet Minkowského dimenze.

Nyni si ukazme méfeni Minkowského dimenze na ptikladech.

Uvazujme Sierpinského trojuhelnik, délka jeho strany je rovna 1. Piekryjme
ho ¢tvercovou siti, skladajici se ze ¢tvercd, jejichz délka strany je rovna 1/2. Je
ziejmé, ze Ctverec zasahuje do 3 okének sité. Pokracujme déle se zhustovanim sité¢ a
ur¢ovanim poctu zasazenych okének. (obr. 2.4) Zjistime, ze Minkowského dimenze

tohoto fraktalu je pfiblizn¢ 1,585.

X
NN
N
m!‘fm!"
SANRR

REEKENE

A

Obrazek 2.2: Méteni Minkowského dimenze Sierpinského trojuhelniku

< ¢ 1 1 1
Délka strany Ctverce / ) /4 /8
Pocet Ctvercu log3 log9 log27

3 = 2log2 9 = 4log4 27 = glog8
~ 21585 ~ 41585 ~ 81585

Tabulka 2.5: Odhad Minkowského dimenze Sierpinského trojuhelniku
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Ukazme si toto méteni pro i jeden z pfirodnich fraktald, kterym je britské
pobiezi. (obr. 2.5) Z naméfenych hodnot muzeme pak nasledovné usoudit, Ze

Minkowského dimenze britského pobtezi se pohybuje okolo 1,6.

Obrazek 2.3: Méreni Minkowského dimenze hranice britského pobtezi

< ¢ 1 1 1
Délka strany Ctverce / ) /4 /8
Pocet Ctvercu log3 log10 log30

3 = 2log2 10 = 4 log4 30 = glog8
~ 21585 ~ 41661 ~ 81636

Tabulka 2.5: Odhad Minkowského dimenze hranice britského pobiezi

Mame-li koneéné mnoho mnozin {Xj,.. X,}, pak Minkowského dimenzi

jejich sjednoceni spocteme pomoci néasledujiciho vztahu:

dimy(X; U ..U X,,) = max{dim(X;), ..., dim(X;,)}.

Tato rovnost ovsem neplati pro sjednoceni nekone¢né¢ mnoha mnozin. Z toho
divodu ziskavame pii vypoctu Minkowského dimenze nékterych utvari ponékud
bizarni hodnoty. Napiiklad Minkowského dimenze izolovaného bodu je rovna nule.
Naproti tomu Minkowského dimenze mnoziny izolovanych bodu F={1,12,13,...} je

rovna 12, ackoliv bychom opét oc¢ekavali nulovou dimenzi.
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2.2 Hausdorffova dimenze

Vedle Minkowského dimenze se ve fraktalni geometrii pouziva i dimenze
Hausdorffova. Felix Hausdorff (1868-1942) byl némecky matematik zidovského
puvodu, ktery je povazovan za jednoho ze zakladateli moderni topologie. Jeho
jméno se zapsalo do historie fraktalni geometrie diky jeho praci z roku 1919, na které

postavil definici fraktalu Benoit Mandelbrot.

Hausdorffova dimenze je zalozena na pojmu Hausdorffovy miry. Jeji

vysvétleni je bohuzel nad ramec této prace.

Hausdorffova a Minkowského dimenze se 1i8i riznym zplsobem pokryvani
utvaru, jehoz dimenzi se snazime urcit. Hausdorffova dimenze k pokryvani pouziva

objekty raznych velikosti.

Jednou z hlavnich odlisnosti Hausdorffovy dimenze je, ze pro konecné &i

spocetné sjednoceni mnozin X = U;¢; X; plati:

dimy (X) = sup;edimy (X;).

Diky tomu je naptiklad Hausdorffova dimenze mnoziny izolovanych bodi
F={1,12,173,...} nulova.

Hausdorffova a Minkowského dimenze jsou dvé nejznaméjsi dimenze
fraktalni geometrie. V mnohych ptipadech jsou si tyto dvé dimenze rovny. Obecné je

ale Minkowského dimenze rovna nebo vétsi nez dimenze Hausdorffova.
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3 (Ne)dokonalé definice

Ottav slovnik nauc¢ny definuje fraktal jako velmi cleneny geometricky utvar,
jehoz zakladni motiv se opakuje v nekonecne mnoha velikostech (pri jakémkoliv
zvetseni detail). Fraktdlni obrazce Ize generovat matematickymi metodami, cehoz se
vyuziva napriklad pro tvorbu obrazcit pripominajici prirodni objekty (rostliny, hory,
snehové viocky apod.). (7, s. 372)

Oxfordsky vykladovy slovnik definuje fraktal jako krivku ¢i vzor, ktera

obsahuje mensi kiivky ¢i vzory, které maji presné tentyz tvar. 2 (8)

Tyto definice fraktalu jsou jedny z mnoha definic, se kterymi se mutzeme
setkat. Ruzné definice se pokouseji definovat pojem fraktal z riznych pohledd.
I presto doposud neexistuje zadna exaktni matematickd definice, ktera by dokézala

zahrnout vSechny riiznorod¢ typy fraktal.

Absence exaktni definice mlize byt déna i tim, ze fraktdlni geometrie je
pomérné mladé odvétvi matematiky. Za jejiho zakladatele je povazovan francouzsky
matematik polského pivodu Benoit Mandelbrot. Mandelbrot vytvofil pojem fraktal a

je rovnéz autorem jeho prvni definice.

Jednou odpoledne v roce 1975, Mandelbrot liné listoval v latinském slovniku
svého syna, kdyz narazil na adjektivum fractus, od slovesa frangere, zlomit se.
Anglicka pribuznd slova — fracture and fraction [zlomit a zlomek] — ko uderili do oci,
Jjako zvlasté vystizna vzhledem K povaze jevu, ktery popisoval. Nyni Mandelbrot mél
ndzev tohoto jevu. Nazval ho fraktalem.® (9, s. 223)

Mandelbrot definoval fraktal jako mnozinu, jejiz Hausdorffova dimenze je

ostfe vétsi nez jeji dimenze topologicka. (3, s. 148)

2 Fractal — noun, a curve or pattern that includes a smaller curve or pattern which has
exactly the same shape

3 One afternoon in 1975, Mandelbrot was idly thumbing through his son’s Latin dictionary
when he came across the adjective fractus, from the verb frangere, to break. The principal
English cognates — fracture and fraction- struck him as particularly apt given the nature of
phenomenon he was describing. Now Mandelbrot had name for the phenomenon. He called
it a fractal.
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Mandelbrotova definice fraktalu ma bohuzel tu nevyhodu, ze abychom
zkoumany ttvar mohli zafadit mezi fraktadly, musime nejprve urcit jeho
Hausdorffovu a topologickou dimenzi. Urceni topologické dimenze je snadné az
intuitivni. Naproti tomu vypocet Hausdorffovy dimenze je natolik komplikovany, ze
se v praktickych vypoctech tato dimenze nepouzivé a je nahrazovana Minkowského

dimenzi.
V souvislosti s dimenzemi se ¢asto objevuje nasledujici definice:
Fraktdalem nazveme takovou mnozZinu, jejiz Haussdorffova dimenze je necelociselna.

Smysluplnost této definice lze snadno zpochybnit pravé pomoci Mandelbrotovy
mnoziny. Hranice Mandelbrotovy mnoziny je fraktal pojmenovany po samotném
zakladateli fraktalni geometrie. Hausdorffova dimenze této hranice je rovna dvéma.*
Hausdorffovu dimenzi rovnou dvéma maji trajektorie brownova pohybu a plochu

vyplijici kiivky, mezi které patii napiiklad Peanova & Hilbertova kfivka®.

Pti popisovani fraktalti se také ¢asto pouziva vlastnost sobépodobnosti. Dalsi
neformalni definice fraktalu zni nasledovné Fraktdl je sobepodobny geometricky
objekt, ktery je generovdan opakovanym pouzitim jednoduchych pravidel, ackoliv

mivad na prvni pohled slozZity tvar.

Sobé&podobnost (self-similarity) je vlastnost, kdy libovolna ¢ast objektu ma
tvar, ktery je podobny tvaru téhoZz objektu pfi jiném rozliSeni (zvétSeni ¢i zmenSeni).
Tato vlastnost souvisi s konstrukci fraktalt, kterd je zalozena na nekonecnych
transformacich a vnofovani elementarnich utvari. Casto se sob&podobnost
demonstruje na kaprading. Jednotlivé listy kapradiny se skladaji z mensich listkd,

které jsou jejich mensi kopii.

Sobépodobnost je spjata se Clenitosti ttvaru, a proto ji nenajdeme na
klasickych planimetrickych a stereometrickych utvarech. Vedle sobépodobnych
fraktald ale existuji také fraktaly sobé&afinni (self-affine) ¢i sobékonformni
(self-conformal). Jako ptiklad uved’'me Mandelbrotovu mnozinu, kterou fadime mezi

fraktaly, ale sobépodobna neni.

* Ditkaz tohoto tvrzeni je zaloZen na studiu bifurkaci parabolickych periodickych bodi. (25)
® Vice informaci o Hausdorffové dimenzi plochu vypliujicich k¥ivek viz (26, s. 268)
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Zajimavy pohled na definici fraktalu nabizi i britsky matematik Kenneth

Falconer, ktery je autorem fady publikaci tykajicich se fraktalni geometrie.

Muj osobni pocit je, Ze na definici ,,fraktalu* by mél byt pohlizeno stejnym
zpusobem, jako se biologoveé divaji na definici ,,Zivota“. Neexistuje Zadna vystizna a
soucasné silna definice Zivota, nybrz jen seznam vlastnosti charakteristickych pro
Zivot, jako je schopnost reprodukovat se, pohybovat se ¢i schopnost existovat do jisté
miry nezavisle na zivotnim prostredi. Az na vyjimky vétsina zivych organismii splnuje

prevaznou cast charakteristik z tohoto seznamu.

U fraktalii by se mélo postupovat stejnym zpiisobem. Jako nejoptimalnéjsi se
jevi pokladat fraktal za mnozZinu s urcitymi vlastnostmi, spise nez hledat jeho presnou

definici, kterd bude zcela urcité vylucovat nékteré zajimavé pﬁpady.6 (10, s. xXxv)

Falconer navrhuje mluvit o mnoziné jako o fraktalu, pokud spliiuje nékteré

z nasledujicich péti vlastnosti:

I.  Mnozina je definovéna velice jednoduchym zpiisobem, napt. rekurzivné.

[I.  Mnozina je natolik nepravidelna, ze se nedd popsat euklidovskou
geometrii.

[1l.  Mnozina ma natolik jemnou strukturu, ze lze zobrazit detail mnoziny na
libovoln€ malém méftitku.

IV. Mnozina vykazuje néjakou formu sob&podobnosti, mize byt i jen
piiblizné nebo statisticky sobépodobna.

V. Jeji hodnota ,fraktdlni dimenze* (definovana néjakym zplsobem) je

obvykle vétsi nez hodnota jeji topologické dimenze.

® My personal feeling is that the definition of a ‘fractal’ should be regarded in the same way
as a biologist regards the definition of ‘life’. There is no hard and fast definition, but just a
list of properties characteristic of a living thing, such as the ability to reproduce or to move
or to exist to some extent independently of the environment. Most living things have most of
the characteristics on the list, though there are living objects that are exceptions to each of
them.

In the same way, it seems best to regard a fractal as a set that has properties such as those
listed below, rather than to look for a precise definition which will almost certainly exclude
some interesting cases.
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4 Typy fraktala

Dle zpisobu generovani rozliSujeme nize uvedené typy fraktald. Nejedna se
vSak o disjunktni déleni. Nekteré fraktaly 1ze generovat vice nez jednim algoritmem,

a proto je nelze jednozna¢né zaradit pouze do jednoho typu fraktalu.

I.  L-SYSTEMY (LINDENMAYEROVY SYSTEMY)

L-systémy jsou generovany pomoci ptepisovani fetézcii dle urcitych pravidel.
Tato pravidla urcuji ¢im a za jakych podminek se mé urcitd cast fraktala prepsat za
novou. Klasickymi ptiklady fraktalt, které 1ze fadit mezi L-systémy jsou Kochovy a
Sierpinského fraktaly, Cantorovo diskontinuum, vSechny plochu vypliujici kiivky,

kterym se fika také Peanovy kiivky.

Il.  TEA (TIME ESCAPE ALGORITHMYS)

Tato skupina je ¢esky oznaCovana také jako polynomické fraktaly. Jedna se o
fraktaly vychazejici z dynamickych systémi v komplexni rovin€. Vznikaji za pomoci
opakovaného rekurzivniho vypoctu komplexni funkce. Vypoltem vznikd mnoZina
komplexnich &isel, jejiz hranice je tvofena fraktalem. Mezi tyto fraktaly lze zafadit

Mandelbrotovu mnozinu, Julianovy mnoziny ¢i tzv. Burning ship fractal.

1.  ATRAKTORY

Atraktor je dilezitym pojmem v ramci teorie chaosu, ktera se zabyva popisem
slozité predvidatelnych systémi. Vysvétlit pojem atraktor je bohuzel nad ramec této

prace.
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Mezi nejznaméjsi atraktory patii Lorenziv atraktor (obr. 4.1), ktery vytvoril
americky matematik a meteorolog Edward Norton Lorenz (1917-2008). Rovnice,
které generuji Lorenzitv atraktor, byly odvozeny E. N. Lorenzem z existujicich
poznatkii lorda Rayleigha z voku 1916. Tyto rovnice fyzikdilné reprezentuji proces

turbulence v atmosfére zpiisobené rozdilem teplot mezi dvema vrstvami atmosféry.
(1, s. 26)

Obrazek 4.1: Lorenzav atraktor

IV. NAHODNE FRAKTALY

Do této kategorie patii nepravidelné fraktaly, do jejichZ tvoficiho algoritmu je
vnesena nahoda. Tento typ fraktali casto umozZiiuje nejlepSi popis piirodnich
objektli. Nejznamé&j$imi zéastupci této skupiny jsou patrné Browndv pohyb a

perkolace.
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5 L-Systémy

Vyvoj organismu miize byt povazovan za provedeni "vyvojového programu”
pritomného v oplodnéném vajicku. Na vyssi mnohobunécné organismy a jejich
spolecnou DNA lze pak pohlizet jako na kolekci prislusné naprogramovanych
konecnych automatu. Hlavnim ukolem vyvojové biologie je objevit skryty algoritmus

pro pribéh vpvoje.” (11, s. 353)

L-systémy, téz znamé pod ndzvem Lindenmayerovy systémy, byly vytvoieny
jako matematicka teorie pro modelovani rustu rostlin. (obr. 5.1) Jsou pojmenovany
po mad’arském biologovi Aristidu Lindenmayerovi (1925-1989), ktery se zaslouzil o
jejich rozvoj.

Obrazek 5.1: Rostliny vygenerované pomoci L-systémii za pouziti (12)

" The development of an organism may ... be considered as the execution of a
,,developmental program " present in the fertilized egg. The cellularity of higher organisms
and their common DNA components force us to consider developing organiss as dynamic
collection of appropriately programmed finite automata. A central task of developmental
biology is to discover the underlying algorithm for the course of development.
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Tato skupina fraktald je definovana pomoci piepisovani fetézcii dle urcitych
pravidel. Pod pojmem fetézec si miizeme predstavit fadu symbolil, kde kazdy z nich
ma piifazen urCity geometricky vyznam, napiiklad transformaci ¢i nakresleni
objektu. RozliSujeme symboly netermindlni, které mohou byt piepsany, a symboly

terminalni, které jsou nepiepsatelné.

L-systém byva oznacovany jako bezkontextovy L-systém, jestlize je vybér
pouzitelného pravidla zavisly pouze na pravé nahrazovaném symbolu a nikoliv na

jeho predchtidcich ¢i naslednicich.
Takovy systém je tvofen nasledujici trojici tzv. gramatikou:

e Vychozim fetézcem (axiomem), ktery obsahuje alespoi jeden symbol.

e Mnozinou piepisovacich pravidel, urcujicich jaky symbol bude
nahrazen jakym slovem (slovo je fetézec symboli).

e Mnozinou symboll, kter¢é se mohou vyskytnout v fetézci

(tzv. abecedou)

L-systémy lze snadno graficky interpretovat za pomoci tzv. Zelvi grafiky,
kterd je nedilnou soucasti programovaciho jazyka Logo. Logo je jednoduchy
programovaci jazyk, ktery je spojen predevs§im s vyukou programovanim pro déti. Je

pouzivan pro vyuku algoritmizace a podporu konstruktivniho u¢eni zak.

Zelva (virtualni kurzor) je umisténa v kartézské soustavé soufadnic a uZivatel
ji ovlada pomoci ptikazl: Jdi vpred, Otoc se a Vezmi si jiny Stétec. Soucasti ptikazl
jsou 1 konkrétni hodnoty, o kolik se ma Zelva posunout a o jaky thel otocit a jaké
vlastnosti méa pouzivany $tétec. V nasem piipad¢ jsou ptikazy zakodovany v fetézci

symboli.

Stopa Stétce vytvoii vektorovy obrazek, ktery na rozdil od rastrového
obrazku ma tu vyhodu, Ze jej mlizeme libovolné zmenSovat a zvétSovat bez ztraty

kvality.
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5.1 Kochova krivka

Kochova kiivka (obr. 5.2) dostala jméno po $védském matematikovi Nielsovi
Fabianovi Helge von Kochovi (1870-1924), ktery ji poprvé popsal v roce 1904 ve
své praci Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction
géométrique élémentaire (Spojité kiivky nemajici teCnu, které¢ vznikly elementarnimi
geometrickymi konstrukcemi). Kochovi se podafilo najit spojitou kiivku, kterd nema

derivaci v zadném svém bod¢, tedy nejsme schopni k ni sestrojit tecnu.

Obrizek 5.2: Ctvrta iterace Kochovy kiivky

Kochovu kiivku sestrojime nekone¢nym opakovanim jednoduchého postupu.
Nejprve sestrojime useCku, kterd je tvoficim utvarem Kochovy kiivky. V kazdém

kroku provedeme nésledujici konstrukci:

1. Uset¢ku rozdélime na tietiny.
2. Nad prostfedni tietinou sestrojime rovnostranny trojuhelnik.
3. Odstranime zakladnu rovnostranného trojuhelnika (byvalou prostiedni

tretinu usecky).

/\ /N

Obrazek 5.3: Konstrukce prvni iterace Kochovy kiivky
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Tutéz konstrukei rekurzivné aplikujeme na kazdou z nové vzniklych usecek.

VAN A SV = SN
2 NS v Pt

Obrazek 5.4: Konstrukce druhé a tieti iterace Kochovy kiivky

Ukazme si tentyz postup za pomoci zelvi grafiky. Je tfeba zadat trojici, ktera

tvoii tzv. gramatiku.

Gramatika Piikazy pro Zelvu
Abeceda F Sestroj usecku
+ Oto¢ se 0 60° doleva

— Otoc¢ se o 60° doprava

Axiom F Pted uplatnénim piepisovacich pravidel
sestroj usecku.

Piepisovaci F—>F+F—- —F+F | Kazdou usecku nahrad’ nasledujicim:
pravidla sestroj usecku, oto¢ se o 60° doleva,
sestroj usecku, otoC se o 60° doprava,
oto¢ se o 60°doprava, sestroj usecku,
oto¢ se 0 60°doleva a sestroj usecku.
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F+F--F+F F+F--F+F F+F--F+F F+F--F+F
A ; ; t

Obrazek 5.5: Ilustrace pohybu zelvy pfi vytvareni Kochovy kiivky (13)

Kochova vlocka, nékterymi matematiky nazyvana také jako Kochtv ostrov,
je dalsi ztady Kochovych fraktala (obr. 5.8). Vznikne spojenim tii Kochovych
ktivek. Diky jejich nekonecné Clenitosti ma vysledna vlo¢ka nekonetné veliky

obvod.

Tvoficim utvarem Kochovy vlo€ky je rovnostranny trojthelnik. Jeho strany
rozdélime na tfetiny a nad kaZdou prostfedni tfetinou sestrojime rovnostranny
trojuhelnik. Na zavér odebereme zakladny téchto tii nové vzniklych mensich
trojthelnikt. (obr. 5.6) Takto jsme z puvodniho trojuhelniku vytvofili Sesticipou
hvézdu. Postup zopakujeme, tedy kazdou z 12 usecek rozdélime na tii dily, nad
prostiednim dilem sestrojime rovnostranny trojihelnik a na zavér odebereme
podstavy nové vzniklych trojahelniki. (obr. 5.7) Pti opakovani postupu bude pocet
usecek, ze kterych se vlocka sklada rist geometrickou fadou s koeficientem 4/3.

Soucasné se bude délka usecek zkracovat vZdy na tietinu.

/\ /\
NP

Obrazek 5.6: Konstrukce prvni iterace Kochovy vlocky
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Obrazek 5.7: Konstrukce druhé iterace Kochovy vlocky

Obrazek 5.8: Ctvrta iterace Kochovy vlo¢ky
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Na rozdil od obvodu zistava obsah vlocky konecny, a to diky tomu, Ze jsme
schopni vlocce opsat Sestithelnik. Obsah tohoto Sestiuhelniku je zajisté vétsi nez

obsah vysledné vlo¢ky. Obsah vysledné vlocky je roven 8/5 vychoziho trojuhelniku.

Konstrukci Kochovy vlo¢ky muzeme libovolné modifikovat a ziskat tak dalsi
nové fraktaly. Budeme-li rovnostranné trojuhelniky sestrojovat smérem dovniti
namisto ven, ziskame tzv. Kochovu anti-vloc¢ku. (obr. 5.9) Modifikovat mizeme také
typ vychoziho trojuhelniku, a tak ziskame napiiklad CesarGv fraktal. Konstrukci
muzeme také zobecnit pro prostorovou konstrukci Kochovych povrcht, kde
trojuhelniky jsou nahrazeny Ctyistény. Zapojime-li do vypoctu vliv nédhody, ktera
rozhoduje, do které z dvou polorovin se sestroji dal§i ¢ast kiivky, ziskame tzv.

nahodné Kochovy vlocky.
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Obrizek 5.9: Ctvrta iterace Kochovy anti-vlogky
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5.2 Sierpinského trojuhelnik

Wactaw Sierpinski (1882-1969) patii bezpochyby mezi nejvyznamnéjsi
osobnosti polské matematické obce a za svoji praci obdrzel fadu ocenéni. Vyrazné
ptispél k rozvoji matematiky v Polsku, a to i pfes obtizné podminky, ve kterych
musel pusobit. Vesel ve znamost predev§im diky svému zajmu o teorii mnozin a

hypotézu kontinua, kterou poprvé zformuloval George Cantor. (14, s. 165-174)

Jeho jméno nese hned nékolik fraktalti. Tim nejznaméjSim je Sierpinského
trojuhelnik, ktery Sierpinski poprvé popsal roku 1916. Tento fraktal lze sestrojit za
pomoci stfednich pfi¢ek trojuhelniku. Stfedni pfickou rozumime usecku spojujici
sttedy stran trojuhelniku. Sestrojenim stfednich pfi¢ek rozd€lime vychozi
rovnostranny trojuhelnik na 4 shodné trojihelniky, jejichz strana ma oproti
puvodnimu trojihelniku poloviéni délku. Odstranime prostfedni trojihelnik a zbylé
tfi opét rozctvrtime pomoci jejich stiednich pricek, nasledné odebereme prostredni

nove vzniklé trojuhelniky atd. (obr. 5.10)

Obrazek 5.10: Konstrukce prvnich péti iteraci Sierpinského trojihelniku
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Pro konstrukci Sierpinského trojuhelniku pomoci zelvi grafiky je zapotiebi

nasledujici gramatiky.

Gramatika Piikazy pro Zelvu

Abeceda F Sestroj tiseCku
G (negraficky prvek) Z4dna akce, pouze si zapamatuj polohu
+ Otoc se 0 60° doleva

- Otoc se o0 60° doprava

Axiom FGF + + FF + + FF | Pfed uplatnénim piepisovacich pravidel
sestroj rovnoramenny trojuhelnik.

Piepisovaci F—-FF, Kazdou tsecku nahrad’ nasledujicim:
pravidla sestroj usecku, sestroj usecku.
G—+ +FGF — — Negraficky symbol nahrad’ nasledujicim:

FGF — — FGF+ + oto€ se o0 60° doleva, oto¢ se 0 60°
doleva, sestroj tisecku, zapamatuj si

polohu, sestroj usecku.

Dalsim fraktdlem, ktery nese Sierpinského jméno, je Sierpinského koberec.
Jeho konstrukce je obdobna konstrukci Sierpinského trojuhelniku. Vychozi ¢tverec
rozdélime na 9 mensSich, stejné velkych Etverct, prostiedni ctverec odstranime. Tento

postup nasledné opakujeme se zbylymi osmi ¢tverci atd. (obr. 5.11)

O O o
O U
O O o

Obrazek 5.11: Konstrukce prvnich dvou iteraci Sierpinského koberce
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Obrazek 5.12: Konstrukce tieti a ¢tvrté iterace Sierpinského koberce

5.3 Cantorovo diskontinuum

Cantorovo diskontinuum je nazev jist¢ mnoziny bodl na pfimce, majici
pozoruhodné vlastnosti vymykajici se nasi intuici. Tuto mnozinu ptedstavil v roce
1883 némecky matematik a zakladatel moderni teorie mnozin Georg Ferdinand

Ludwig Phillip Cantor (1845-1918).

Mnozinou rozumime urcity soubor prvkil. Tyto soubory mohou byt bud’
konecné, nebo nekonecné. Konecné mnoziny maji kone¢ny pocet prvki, ktery se
nejCastéji zapisuje jejich vyctem. U nekonecnych mnozin je situace ponckud
komplikovanéjsi, protoze obsahuji nekoneéné mnoho prvkl, zadavaji se vétSinou
pomoci jejich spole¢né vlastnosti. Mezi nekone¢né mnoZiny patii naptiklad mnozina

vSech ptirozenych &isel, vSech sudych ¢isel ¢i vSech ¢isel délitelnych tfemi.

Nekonecné mnoziny miizeme dale delit dle poctu prvkl, respektive
mohutnosti na mnoziny spocetné a nespocetné. Nabizi se otazka, jak urcit pocet
prvki, pokud jej nedokéZeme presné spocitat. Pro feSeni tohoto problému se pouziva

bijekce, pomoci které tvotime dvojice mezi prvky dvou mnozin.

Bijekce se Casto vysvétluje na prikladu negramotného pasacka ovcei. Pasacek
ma ve svém stadé cerné a bilé ovce. Chtél by védét, zda ma vice Cernych, nebo
bilych ovci, ale bohuzel nedokdze pocitat. Problém vyfesi tak, Ze do ohrady naZzene
vZzdy jeden par tvofeny bilou a ¢ernou ovci. Po dvojicich naZene stddo do ohrady a

ujisti se, zda-li jsou vSechny ovce v ohradé. Pokud tomu tak je, pak ¢ernych i bilych
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ovci je stejné. Pokud mu vSak zbyde cernd ovce pied ohradou, pak je ¢ernych ovci

vice nez bilych a naopak.

Pokud existuje bijekce mezi mnozinami, pak tyto mnoziny maji stejnou
mohutnost. Jestlize mezi nimi bijekce neexistuje, pak tyto mnoziny maji rozdilné
mohutnosti. Spocetné mnoziny jsou ty, které maji stejnou mohutnost jako mnozina

pfirozenych cisel.

Toto déleni vSak vede k zdanlivému paradoxu, nebot’ existuji mnoziny se
stejnou mohutnosti jako jejich podmnoziny. Naptiklad mnozina pfirozenych Cisel
{1,2,3,4,5, ... } ma stejnou mohutnost jako mnoZzina vSech lichych pfirozenych ¢isel
{1,3,5, ... }. Ac¢koliv nam pfijde, Ze licha ¢isla tvofi polovinu mnoZziny pfirozenych
¢isel a méla by tak mit mensi mohutnost, snadno se mizeme piesvédcCit o opaku.
MtuzZeme utvofit dvojice mezi prvky mnoziny piirozenych ¢isel a lichych Cisel
pomoci piedpisu {poradilichého ¢isla, liché ¢islo} tj. {1,1},{2,3},{3,5}, ... Protoze

mezi mnozinami existuje bijekce, musi mit mnoziny stejnou mohutnost.

7 V7

Ne vzdy toto pfifazovani do dvojic - {poradi Cisla, ¢islo} lze uskuteénit,
napiiklad mezi mnoZinou pfirozenych a redlnych c¢isel bijekce neexistuje, mnoziny
tedy nedisponuji stejnou mohutnosti, a proto je mnoZzina realnych ¢isel nespocetna.
Matematicky dikaz tohoto tvrzeni patii k fadé Cantorovych uspéchtl z oblasti teorie
mnozin. Cantor dokazal, ze mohutnost realnych cCisel je vétsi nez mohutnost Cisel

pfirozenych.

24

Po téchto uspésich v oblasti teorie mnozin si Cantor polozil otazku, existuje-li
mnozina, kterd by méla vétsi mohutnost neZ pfirozena ¢isla a mensi mohutnost nez
Cisla redlna. Poprvé tak zformuloval svou hypotézu kontinua, které se vénoval

nasledujicich 40 let svého zivota.

Cantor napsal ,,... ptame se, do kolika a do kterych trid se rozpadaji
(nekonecné) mnoziny realnych Ccisel, zaradime-li do téze tridy mnozZiny stejné
mohutnosti a do ruznych trid dame mnoziny ruzné mohutnosti. Indukcnim postupem,
jehoz vykladem se zde nebudeme blize zabyvat, se dostane véta, Ze pocet trid mnozin
ziskany pri tomto principu déleni, je konecny a Ze se rovnd dvema Zevrubné

zkoumani této otazky odlozime na pozdeji."
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Induktivni postup, o kterém se Cantor zminuje, se zakladal na tom, Ze vSechny
nekonecné mnoziny redalnych cisel, které si behem svych uvah zvolil, se ukdazaly byt

bud’ spocetné, nebo stejné mohutné jako kontinuum (interval).

V letech 1879-1884 publikoval G. Cantor volny seridl clankii nadepsany O
nekonecnych mnozZinach bodu na primce. Cely serial obsahuje vsechny Cantorovy

vysledky z uvedeného obdobi. (15, s. 8-9)

Cantorovo diskontinuum je mnozina vSech boda na intervalu [0, 1], v jejichz
alespoil jednom z (nejvySe dvou moznych) trojkovych rozvoji se nevyskytuje Cislice

jedna.

Princip vytvofeni Cantorova diskotinua je velice jednoduchy. Uzavieny
interval nejprve rozdélime na tii tietiny, tak ziskame 3 uzaviené intervaly, tj.
[0,1] = [0,1/3] v [1/3,2/3] U[2/3,1]. Nasledn¢ odebereme prostiedni
interval. Nové vzniklé intervaly opét rozdélime na tietiny a prostiedni tietiny
odebereme. (obr. 5.12) Po nekone¢né mnoho iteracich (opakovani) vytvoiime

mnozinu bodd, které zlstanou neodebrany.

Obriazek 5.13: Konstrukce prvnich péti iteraci Cantorova diskontinua

V prvnim odebraném intervalu lezi ty body, které maji v alesponl jednom ze
svych trojkovych rozvoji na prvnim misté Cislici jedna. V intervalech, které¢ byly
odebrany v druhém kroku, lezi ty body, které maji v alespoii jednom ze svych

trojkovych rozvoji na druhém misté ¢islici jedna atd.
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Jak uz bylo feceno tato sobépodobnd mnozina ma fadu vlastnosti, které se
naprosto vymykaji nasi intuici. Jednd se o nespoc¢etnou mnozinu bez vnitinich bodd,

nemuze tedy obsahovat zaddnou tusecku, ale i1 pfesto ma mohutnost kontinua.

Pti reprezentaci Cantorova diskontiuua pomoci zelvi grafiky se setkdme se

symbolem f, ktery odstranuje ¢ast usecky vzniklé v pfedchozim kroku konstrukce.

Gramatika Prikazy pro Zelvu
Abeceda F Sestroj tsec¢ku
f Odstran jiz sestrojenou usecku
Axiom F Pted uplatnénim prepisovacich pravidel

sestroj usecku.

Piepisovaci F— FfF, Kazdou usecku rozd¢l na tfi a prosttedni
pravidla usek odeber.

Ctenafe mlze napadnout, Ze ,,gumovani“ nebylo zminéno mezi vlastnostmi,
které zelva ovladd. Gumovani se da reprezentovat i tak, Ze Zelva dostane piikaz:

Vezmi Stétec stejné barvy jako je pozadi vykreslovaného obrazku.

5.4 Peanovy krivky

Euklidovska geometrie zjednodusSené definuje kiivku jako nekonecné tenkou
a dlouhou ,,¢aru®. Diky své nekonecné tenkosti by kiivka ¢i soustava kiivek neméla
mit plo$ny obsah, tj. neméla by vyplnit plochu. V roce 1890 vSak italsky matematik
Giuseppe Peano (1858-1932) uveiejnil kiivku, ktera je i pies svoji nekone¢nou
tenkost schopna vyplnit plochu. Jednalo se o viibec prvni kiivku prochazejici v§emi

body plochy. Konstrukce této kiivky je znazornéna na obrazcich 5.13 a 5.14.
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Obrazek 5.14: Konstrukce prvni iterace Peanovy kiivky

Obrazek 5.15: Konstrukce prvnich tif iteraci Peanovy kiivky

Reprezentace Peanovy kiivky pomoci Zelvi grafiky vypada nésledovné:

Gramatika Piikazy pro Zelvu
Abeceda F Sestroj usecku
+ Oto¢ se 0 90° doleva

— Otoc¢ se 0 90° doprava

Axiom F Pted uplatnénim ptepisovacich pravidel
sestroj usecku.

Prepisovaci F—>F+F-F Kazdou usecku nahrad’ nasledujicim:

pravidia —F-F+F+F+F-F Sestroj iisecku, oto¢ se 0 90° doleva,

sestroj usecku, oto¢ se o 90° doprava ...
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O rok pozd¢ji publikoval némecky matematik David Hilbert (1862-1943)
dalsi plochu vypliujici kiivku. Jeji konstrukce je zndzornéna na obrazku 5.15.
Nasledovaly objevy dalSich kiivek podobnych vlastnosti. Nebot’ Peano objevil prvni
kiivku tohoto druhu, vSem plochu vypliujicim kifivkdm se obecné fika Peanovy

ktivky.

.......................................................................

.......................................................................

Obrazek 5.16: Konstrukce prvnich tfi iteraci Hilbertovy kiivky

Ve skute¢nosti takto vniklé mnoziny nejsou fraktaly, ale jejich konstrukce je
fraktalniho typu. Konstrukce téchto rovinnych kiivek se daji zobecnit, diky ¢emuz

Ize sestrojit kiivky vypliiujici n-rozmérnou krychli.
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6 IFS

Zkratka pochazi z anglického nazvu iterated function system, tedy systém
iterovanych funkci. Takto vzniklé fraktaly jsou sjednocenim nékolika kopii sebe
sama, z nichz kazda je transformovana jinou funkci ze systému. Funkce ze systému
musi spliovat jedinou podminku, musi byt kontrakcemi, tj. pro dva body x,y plati
lf(x)—f)| <r-|x—yl|, kde 0 <r < 1. Zjednodusené fefeno, obraz pii této

funkci je ,,mensi* nez jeho vzor.

Ozna¢me téchto n funkci symbolem f;, kde index i znaéi potadi funkce
v systému. Na prostoru R™ existuje pro kazdy takovy systém funkci pravé jedna
Vv jistém smyslu netrivialni (omezena, uzaviena a neprazdna) mnozina K, ktera je

vici nému invariantni (neménna), neboli

" (6.1)
k=|Jnw.
i=1

Za f; se casto voli podobnosti, afinni ¢i konformni transformace.
V pocitacové grafice se nejCastéji pouzivaji pravé afinni transformace, které
provadéji s danym objektem ndsledujici operace: rotaci, zmenSovani ve vSech
smérech a posun. Volbou téchto transformaci ziskame sobépodobné (self-similar),

sobéafinni (self-affine) ¢i sobékonformni (self-conformal) fraktaly.

IFS algoritmus v kazdém kroku provedeme potiebné transformace dané
mnoziny K, a jejich sjednoceni K, 4 je pak pouzito v dal§im kroku algoritmu. Toto

sjednoceni zachycuje nasledujici vztah

n 6.2)
K1 = Ufi(Kn), n=12..
i=1
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Mezi IFS patii mnohé fraktaly zminéné v predeslé kapitole o L-systémech.
Zde si ukazeme dal$i zpisob jejich konstrukce. Jednd se o zékladni zplsob jak
generovat aproximace fraktali. Nevyhodou téchto konstrukci je nutnost generovani

velkého mnozstvi bodii pro reprezentaci fraktalu.

6.1 Kochova krivka

Kochova kiivka se da sestrojit jako sjednoceni ¢tyt kopii sebe sama, z nichz
kazda je transformovana jednou z funkci fi, f,, f3, fa. Existuje vice moznosti jak

tyto funkce zvolit. Uved’'me si jednu z moznosti.

fi(x) = :163 123] x

[ 176  —V3/6] 1/3
£ =| e 1/6_x+[0]

[ 176  V3/6] 1/2
fs0) = V36 176" [\/§/6

CRARY

Ukazme si roli téchto funkci pii konstrukei prvni iterace Kochovy kiivky.
Prvni iterace Kochovy kfivky je slozena ze ¢ty menSich kopii vychozi Usecky, z

nichz kazda je transformovana jinou funkci ze systému.

Funkce f; dany vzor tj. vychozi tseCku zmensi v poméru 1 : 3. Funkce f,
dany vzor zmen$i v poméru 1 : 3, oto¢i o 60° proti sméru hodinovych ruci¢ek a
nasledné posune o vektor (1/3,0). Funkce f; dany vzor zmensi v poméru 1 : 3,
oto&i 0 60° ve sméru hodinovych ru¢i¢ek a nasledné posune o vektor (1/2,/3/6).

Posledni z funkci vychozi Gise¢ku zmensi v poméru 1 : 3 a posune o vektor (2/3,0).
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Obrazek 6.1: Konstrukce prvni iterace Kochovy kiivky za pomoci IFS

Druha iterace Kochovy kiivKky je sloZena ze ¢tyi mensich kopii prvni iterace
Kochovy kiivky, z nichz kazda je transformovana jednou z funkci ze systému.

Obdobné ziskdme i vyssi iterace Kochovy kiivky.

7

Obrazek 6.2: Konstrukce druhé iterace Kochovy ktivky za pomoci IFS

Obrizek 6.3: Ctvrta iterace Kochovy kiivky pomoci IFS
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6.2 Sierpinského trojuhelnik

Sierpinského trojuhelnik je mozno sestrojit jako sjednoceni tii kopii sebe
sama, z nichz kazda je transformovana jednou z funkci f;, fo, f3. Existuje vice

moznosti jak tyto funkce zvolit. Uved'me si jednu z nich.

fie =1 YAE

RV

[1/2 0] 1/4
R =107 | @/4]

Prvni z funkei dany vzor, kterym je Vtomto ptipadé trojuhelnik, zmensi
v poméru 1 : 2. Druha funkce resp. tteti funkce provede totéz zmenseni a nasledné

posune o vektor (1/2,0) resp. (1/4,/3/4).

ANANANAN

Obrazek 6.4: Konstrukce ¢tvrté iterace Sierpinského trojuhelniku za pomoci IFS
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6.3 Hra chaosu

Pti konstrukci fraktalu lze pouzit mimo vySe uvedeného postupu i tzv. hru
chaosu. Hrou chaosu nazyvame velice jednoduchy algoritmus, jehoz prubéh je fizen

nahodou a i presto jeho vysledek neni chaoticky, jak by mohl nékdo ocekévat.

Ukazme si sestrojeni Sierpinského trojuhelniku pravé za pomoci hry chaosu.
Nejprve je tieba v roviné zvolit tfi vrcholy rovnostranného trojuhelniku. Kazdému
Zbodu pfifadime jinou barvu, naptiklad Zlutou, modrou a cervenou. Uvnitf
rovnostranného trojihelniku zvolime c¢tvrty bod, ktery oznacime pismenem S.
V zahrani¢ni literatufe je tento bod Casto oznaCovan jako seed neboli seminko,
protoze zn¢j ,,vyroste vysledny obraz algoritmu. V dal$im kroku je zapotiebi
upravena hraci kostka — vzdy dvé protéjsi strany kostky jsou obarveny stejnymi
barvami jako zvolené vrcholy trojihelniku. Hod’te hraci kostkou a podle toho, ktera
barva padla, sestrojte bod S; tak, aby pulil usecku spojujici bod S a vrchol dané
barvy. Opét hod’te kostkou a dle padlé barvy sestrojte bod S, tak, aby pulil usecku
spojujici bod S; avrchol dané barvy. Stejny postup je tieba dostateéné dlouho
opakovat, vzdy se snazite najit bod S;,q, ktery lezi ve stfedu usecky S; a ndhodné

uréeného vrcholu.

N s

Obrazek 6.5: Schéma hry chaosu
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Po dostatecném mnozstvi opakovani se zaCne objevovat uvnitf
rovnostranného trojuhelniku obrazec, znazoriujici trajektorii bodu S. Tento obrazec
by mél dle intuice byt naprosto chaoticky. Vysledkem je ale pravidelny Sierpinského
trojuhelnik.
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7 TEA

Time Escape Algorithms ke konstrukci vyuziva komplexni rovinu a jeho
ucelem je vybarvovani dané mnoziny podle toho, zda dany bod ptekrocil uzivatelsky
stanovenou hranici nebo ne. Toto obarvovani Casto vyvari pozoruhodné obrazce,

které tyto fraktaly proslavily.

Komplexni ¢isla jsou rozsitenim oboru realnych ¢isel. Skladaji se z realné a
imaginarni slozky. Zapisuje se nejcastéji ve tvaru a + bi, kde a znazoriuje realnou
slozku, b imaginarni slozku a pismeno i zastupuje tzv. imaginarni jednotku, ktera je
definovana vztahem i? = —1. Komplexni &isla lze interpretovat i geometricky, za
pouziti kartézské soustavy soutadnic, tvofené redlnou a imaginarni osou. Kazdému
komplexnimu ¢islu ve tvaru a+ bi odpovida v komplexni roviné¢ bod o0

soufadnicich [a, b].

7.1 Mandelbrotova mnozina

Benoit Mandelbrot (1924-2010) je pravem povaZzovan za otce fraktalni
geometrie. Hranice Mandelbrotovy mnoziny patii k nejzndméjSim a zajisté k

stoleti pfi zkoumani a tfidéni Juliovych mnoZin.

Za duchovni otce Mandelbrotovy mnoziny jsou povazovani francouzsti
matematici Pierre Fatou (1878-1929) a Gaston Julia (1893-1978), ktefi se zabyvali
studiem rekurzivnich procest. V roce 1919, Julia a Fatou nezavisle na sobé
publikovali své vyznamné prace o iteraci funkci v rovine, vcietné funkci tvaru
z - z? + c. Jejich prdce obsahovaly definice toho, co je dnes zndmo jako Juliovy

mnoziny a Mandelbrotova mnozina. ® (186, s. 83)

® Thus in 1919, Julia and Fatou independently published major papers on the iteration of
functions on the plane, including those of the form z — z2 + ¢. These papers contain the
definitions of what are now known as Julia sets and the Mandelbrot set.
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Ve své dobé museli tito matematici vSechny narocné vypocty provadét rucné,
a tak nikdy na vlastni o¢i nespatiili grafické zndzornéni téchto mnozin. Pravé
pocitacové vykresleni pfineslo t¢émto mnozinam jejich popularitu v fadach i mezi

,hematematiky*.

Obrazek 7.1: Mandelbrotova mnozZina
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Prvni  publikovany obraz Mandelbrotovy mnoziny se objevil v clanku
publikovanéem v roce 1978 Robertem Brooksem a Peterem Matelskim. Vytvorili

hruby obraz, tvofeny pismeny , X v 31 svislych linii. ° (186, s. 83)

Az Mandelbrot publikoval detailn€jsi obraz nejen Mandelbrotovy mnoziny,
ale 1 Juliovych mnozin. Diky své praci ve spole¢nosti IBM mél Mandelbrot

k dispozici na svou dobu obrovsky vypocetni vykon.

Hranice Mandelbrotovy mnoziny patfi mezi dynamické fraktaly. Na rozdil od

vvvvvv

K jejimu vykresleni pouzivame rekurentni vzorec:
Zni1 = (z)?+c;c€ECNE
ZO - O + OL

Do rekurentniho vzorce dosadime zvolené komplexni ¢islo ¢, tak ziskame pro
kazdé komplexni Cislo ¢ rizné posloupnosti z, 7y, Zy, ... Z,. Pokud jsou vSechny
prvky posloupnosti pro dané komplexni ¢islo ¢ omezené, tj. existuje realné ¢islo m
takové, Ze pro vSechna n je |z,| < m, pak dany bod v roviné komplexnich ¢isel patii
do Mandelbrotovy mnoziny. Takovy bod obarvime ¢erné. Jinak dany bod nepatii do

Mandelbrotovy mnoZiny, proto tento bod obarvime bile.

Pokud bychom chtéli barevny obrazek, miZeme bod nepatiici do
Mandelbrotovy mnoziny obarvit napifiklad modfe a odstin barvy zavisi na tom,

,Jak rychle* posloupnost z,, diverguje.

Mandelbrotova mnozina ma tésny vztah k Juliovym mnoZzinam. Juliovy
mnoziny se od Mandelbrotovy mnoziny li§$i pouze pocate¢ni podminkou.
U Juliovych rovin je pocateéni hodnota z, rovna pozici vykreslovaného bodu a c je
libovolna konstanta, kterd se po dobu vypoctu celé mnoziny neméni. Juliovych

mnozin je tedy diky zptisobu volby konstanty ¢ nekoneény pocet.

® The first published picture of the Mandelbrot set appeared in a paper published in 1978 by
Robert Brooks and Peter Matelski. Their image was rather coarse, formed by lines of printed
., X “s with just 31 lines from top to bottom.
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Obrazek 7.3: Juliova mnozina pro ¢ = —0,77 + 0,221
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8 Nahodné fraktaly

Zatimco predchozi skupiny fraktali byly v urcitém smyslu pravidelné, do
tvoticiho algoritmu nahodnych fraktall je, jak uz nazev napovida, vnesena néhoda.
Pravé vliv ndhody umoznuje lepsi popis ptfirodnich objektl a jejich vérohodnéjsi
generovani pomoci pocitate. Naptiklad generujeme-li strom pomoci L-systému ¢i
IFS, ziskame perfektné pravidelny strom. Stromy rostouci v piirodé vsak nikdy
nejsou perfektné symetrické, a proto je vhodno do algoritmu zavést ndhodu. Nahoda

ma vliv na vysledny tvar fraktalu, zpravidla v§ak nema vliv na jeho dimenzi.

8.1 Perkolace

Teorie perkolace je matematicka disciplina, kterd popisuje chovani
izolovanych a spojenych shlukii v nahodnych grafech. Vznikla v minulém stoleti a v
prvnich naznacich se objevila pri studiu vétveni molekul do vétsich shlukii a
formovani makromolekul. Konkrétnéjsi datum pocatku této vedni discipliny je
spojené s rokem 1957 a se jmény Broadbent a Hammersley, kteri zavedli jméno

., teorie perkolace* a zabyvali se tématem z matematického hlediska. (17, s. 21)

Teorie perkolace se uplatiiuje v modelovani realnych déju jako je napiiklad

prichod chemickych latek riznymi filtry, Sifeni pozara ¢i epidemii.

Nejklasictéjsim piikladem perkolaci je nasledujici model. UvaZujme ctverec a
rozdélme jej na Ctyii stejné dily. Nyni pomoci nahody ur¢ime, ktery ze ¢ty menSich
¢tverct vynechame. U kazdého Ctverce si napiiklad hodime minci. Padne-li ,,orel®,
¢tverec odebereme, naopak padne-li ,,panna®, ¢tverec ponechame. V nésledujicim
kroku se algoritmus opakuje, tj. kazdy ze zbylych ctverci rozdélime a pomoci
nahody uréime, ktery ze ¢tvercti vynechame. (obr. 8.1) V praxi namisto hazeni minci

pouzijeme generatoru pseudonahodnych cisel.
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Obrazek 8.1: Model perkolace

8.2 Browniiv pohyb

Browniiv pohyb je termin pro specificky druh pohybu castic vzndsejicich se v
kapaliné nebo pripadné v plynu. Puvodné byl pozorovin v podobé neustavajiciho
chaotického pohybu castic rostlinného pylu ve vodé. Prvni diikladné a soustavné
pozorovani jevu se vztahuje k roku 1827 a zaslouzil se o né skotsky lékar a pozdéji

vyznamny botanik Robert Brown. (18, s. 178)

Robert Brown (1773-1858) se pivodné domnival, Zze pohyb je projevem
ptipadného zivota. Stejny charakter pohybu lze ale pozorovat i u Ccastecek

anorganické hmoty, naptiklad zrnka prachu.

Pti¢inu Brownova pohybu objasnil az v roce 1905 némecky fyzik Albert
Einstein (1879-1955) vychazeje z kinetické teorie latek. Vlivem tepelného pohybu se
molekuly v roztoku neustale srazeji, pficemz smér a sila téchto srazek jsou nahodné,
diky ¢emuz je i okamzita poloha ¢astice nahodna. Rychlost pohybu je umérna teploté

systému.
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Mandelbrot oznacil Browniv pohyb jako posloupnost malych piemisténi,
ktera jsou vzajemné nezavislda a izotropni, tj. vSechny sméry maji stejnou

pravdépodobnost. (2, S. 46)

Browniv pohyb P (t) mlze byt popsan nasledovné. Pro kazdou dvojici
casovych okamziki t a t” >t definujme vektor premisténi bodu, jakozto vektor

jdouci od P(t) k P(t"). Tento vektor musi spliiovat nasledujici tfi podminky:

e Smér i délka tohoto vektoru jsou nezavislé na pocatecni poloze
P (t) a na polohach v okamzicich ptedchazejicich t.
e Tento vektor je izotropni.

e Jeho délka je takova, Ze prumét na jakoukoliv osu splituje gaussovské
1

Vamlt—t|

rozdéleni s hustotou exp(—x2/2|t" —t|).

osf -

Obrazek 8.2: Piiklad aproximace trajektorie Brownova pohybu

Trajektorii Brownova pohybu fadime mezi ndhodné fraktaly. Matematicky

model Brownova pohybu se pouziva ke generovani nadhodnych ¢isel ¢i vektort.
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9 Fraktaly a jejich vyuziti v praxi

Fraktalni geometrie je rychle se rozvijejici odvétvi matematiky, a tak se
s vyuzitim fraktali setkdvame stale Castéji. Své uplatnéni fraktdly nachazeji nejen
V matematice a fyzice, kde se uplatnuji pfi studiu chaosu ¢i pohybu tii téles ve
vesmiru, ale piedevsim v technickych disciplinach, zejména pak v pocitacové

grafice.

9.1 Lékarské diagnozy

Najdou se 1 odvétvi, ve kterych byste vyuziti fraktald vibec necekali.
V mediciné se zkoumaji vlastnosti tkdn¢ meéfenim fraktalni dimenze bunék, ze
kterych je tvofena. Rada studii zabyvajicich se detekci rakoviny pomoci méfeni

fraktalni dimenze tkang jiz byla patentovana. (19) (20) (21) (22)

9.2 Pocitacova grafika

Pravdépodobné nejvétsi uplatnéni mé fraktdlni geometrie v pocitacové
grafice, kde se vyuziva k simulaci redlného svéta, predev§im v pocitacovych hrach a
ve filmech. ,,Rucni“ modelovani pfirodnich objektti, jako jsou naptiklad stromy,
hory, mraky apod. vyZaduje obrovské vynaloZeni prace animatora a 1 pfesto vysledek
nebyvé nejvérohodnéjsi. Oproti tomu tzv. procedurdlni modelovani vyuzivajici
poznatky fraktalni geometrie je nejen méné narocné, ale i jeho vysledek je diky uziti
sobépodobnosti vérohodnéjsi. Pii proceduralnim modelovani se uplatiiuji predevsim
fraktaly ze skupiny L-systémid. Animator tak nemusi zadavat ptimo tvar objektu, ale

jen zpisob jakym bude objekt generovan.

Fraktaly lze vyuzit nejen pii vytvafeni statickych obrazil, ale i animaci
chaotickych jevi, jako je naptiklad zobrazeni plapolajiciho ohné ¢i pohybujicich se

mraki. Jediné, co je tfeba, je rozsifit generovani fraktali o jeden rozmér — Cas.
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Fraktalni krajiny byly Siroce vyuzivany v umeni a filmu. Prikopniky
V napodobovani planet a krajin za pomoci fraktalii se stali zacatkem 80. let minulého
stoleti filmy Star Trek 1I: Khanitv Hnév a Star Wars: Navrat Jediho. Fraktalii bylo
pouzito i v Fadé dalsich filmi.*° (16, s. 105)

9.3 Fraktalni komprese

Typickou oblasti vyuziti IFS fraktalt je komprese dat. Na vyvoji fraktalni
komprese pracoval britsky védec Michael Barnsley. Tento matematik je téz drzitelem

n¢kolika technologickych patenti, které jsou s touto kompresi dat spojeny.

Cilem komprimace je vméstnat co nejvice informaci do co nejmensiho
objemu dat. Myslenka fraktalni komprimace je velice jednoducha: Dokazeme-li
jednoduchym popisem vygenerovat slozity fraktalni obrazec, jsme schopni zpétné
najit popis slozitého obrazce? Najdeme ho, pokud obrazec rozdélime do blokd, mezi

kterymi mlizeme najit sobépodobnost.

Fraktalni komprimace rozlozi obrazek na mensi bloky tak, aby jich bylo co
nejvic navzajem podobnych, podobné bloky reprezentuje jednim vektorem (tj. fadou
¢isel), ve kterém je zakodovana informace, jak blok vypada a na kterych pozicich se
jemu podobné bloky wvyskytuji. Pii komprimaci obrazu jsou tak odstranéna
nadbytecna data, nebot’ naptiklad skupina n podobnych blokli je reprezentovana

pouze jednim vzorem, nikoliv n vzory.

Tuto kompresni metodu pouziva napt. format FIF. Komprese nabizi fadu
vyhod jako je naptiklad moznost zvétSovani obrdzku bez rozostieni (dopocitavaji se
nové podrobnosti a detaily obrazku, predtim neviditelné). Vyhody vSak neptevazi jeji

neuvéfitelnou casovou narocnost a nutnost vysokého vypocetniho vykonu.

% Fractal landscapes have been utilized widely in art and movie, with fractal planet and
landscape simulations pioneered in the early 1980s films Star Trek Il: The Wrath of Khan
and Star Wars: Return of Jedi and used in many later films.
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9.4 Fraktalni antény

Fraktalni geometrie ma své uplatnéni i mimo virtualni svét. V technické praxi
se osveédcCily tzv. fraktdlni antény, jejichz tvar je odvozen napiiklad od Kochovy
ktivky. Diky uzitému fraktalu maji tyto antény Sirokopasmovy rozsah a zaroven jsou

kompaktni, diky ¢emuz se vyuzivaji v mobilni technice.

Vynalezcem a drzitelem patentu na fraktalni antény je americky matematik
Nathan Cohen. Jeho spole¢nost Fractal Antenna Systems, Inc. se zabyva vyvojem a

vyrobou téchto antén pro komeréni i vojenské ucely. (23)

9.5 Uméni a architektura

Diky své vizualni zajimavosti ziskaly fraktaly své misto v modernim uméni.
Mandelbrotova mnozina a Juliovy mnoZiny jsou povazovany za ikony fraktalniho
uméni. Era osobnich po¢itact ptispéla ke hledani dalsich podob fraktala. Umélci,
mezi které nepatii vyhradné matematici, vytvari fraktaly pomoci generatort, kterych
Vv dnesni dobé existuje cela fada. Mezi nejznaméjsi umélce patii napiiklad William

Latham, Greg Sams, Vicky Brago-Mitchell ¢i Carl Jones.

Fraktalni uméni byva jen zfidka kdy malovano bez pouZiti pocitace. Mezi
vyjimKky patii napiiklad obraz Salvatora Daliho Tvdr vdlky (1940). V obrazu je
pouzito sobépodobnosti. Opakujici se motiv je tvofen oblicejem, jehoz zmenSeniny

jsou umistény do ust a ocnich dulki

Motivy fraktali lze nalézt i na podlahach italskych kosteli v Rimé.

V mozaikach se objevuji vzory podobné Sierpinského trojihelniku. (24)
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10 Zavér

Cilem této prace bylo srozumitelnou formou predstavit zaklady oboru
fraktalni geometrie. Zékladni kdmen fraktdlni geometrie byl polozen roku 1975
francouzskym matematikem polského plivodu Benoit Mandelbrotem. Prvni
konstrukce fraktali se zacaly objevovat jiz na prelomu 19. a 20. stoleti. Mnohymi

matematiky byly tehdy pfijimany s odporem jako matematickd monstra.

V praci jsou vysvétleny dulezité pojmy, se kterymi se ¢tendi mize pii studiu
fraktalni geometrie setkat. Samotné fraktaly jsou dle zptsobu jejich generovani
rozdéleny do jednotlivych kapitol. Tyto kapitoly jsou opatfeny velkym mnoZstvim
obrazku, které zachycuji krokované konstrukce. U kazdého z fraktalli je rovnéz

uveden stru¢ny medailonek matematika, po kterém je dany fraktal pojmenovan.

Fraktaly jsou vSudyptitomné geometrické objekty, které nas obklopuji, aniz
bychom si to uvédomovali. Posledni kapitola je proto zamétena na vyuziti fraktalni
geometrie v kazdodennim zivoté. Pravdépodobné nejvétsi uplatnéni ma fraktalni
geometrie v pocitacové grafice, kde se vyuziva k simulaci redlného svéta, predevsim

Vv pocitacovych hrach a ve filmech.

Praci by bylo mozné rozsifit o fraktaly v trojrozmérném prostoru, mezi které
fadime naptiklad Mengerovu houbu ¢i Sierpinského Etyfstén. Doplnit by se daly i
kapitoly zabyvajici se hloub&ji métenim Hausdorffovy dimenze ¢i atraktory. Tyto
kapitoly zamérné nebyly zafazeny pro jejich obtizné vysvétleni, které ptresahovalo

ramec této prace.
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