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Úvod 

 

Tato bakalářská práce má za cíl obecně seznámit čtenáře s fraktály, jejich 

konstrukcemi a praktickým využitím. Práce by měla být srozumitelná pokročilejším 

středoškolským studentům a dalším zájemcům o fraktální geometrii.  

Celá práce je rozdělena do tří stěžejních částí. První část práce si klade za cíl 

vysvětlit čtenáři důležité pojmy, potřebné ke studiu fraktálů. Velký důraz je zde 

kladen na vysvětlení pojmu Minkowského dimenze. Tato dimenze bývá občas 

v česky psaných zdrojích chybně zaměňována s Hausdorffovou dimenzí viz 

například Fraktální geometrie: principy a aplikace (1, s. 82). Nechybí ani zamyšlení 

se nad (ne)dokonalými „definicemi“ fraktálů, protože zatím neexistuje žádná 

matematicky přesná definice fraktálu.  

Druhá část práce se podrobněji věnuje rozdílným možnostem generování 

fraktálů. Fraktály jsou zde rozděleny do čtyř kategorií, právě dle způsobu jejich 

vykreslení. Všechny obrázky fraktálů jsou pouze jejich konečné aproximace, neboť 

není v lidských silách fraktál vyobrazit jinak než právě jako konečnou aproximaci. 

Obrázky, není-li uvedeno v popisu jinak, byly vytvořeny pomocí matematických 

softwarů Geogebra a Wolfram Mathematica.  

V průběhu teoretického seznamování se s fraktály může čtenář nabýt dojmu, 

že fraktály jsou v praxi neužitečný pojem, který si vymysleli matematici pro své 

pobavení. Závěr práce je proto věnován jejich praktickému využití.   
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1 Jak dlouhé je pobřeží Velké Británie? 

 

S pobřežím Anglie se váže řada významných objevů či událostí. Z anglického 

pobřeží vyrážely lodě Jamese Cooka vstříc zaoceánským objevům, započala zde 

tragická plavba lodi Titanik, v pobřežním městě Torquay se narodila královna 

detektivek Agatha Christie. Britské členité pobřeží hrálo svoji roli i při vzniku 

fraktální geometrie, neboť jeho měřením vše začalo. 

Jako první se o délku britského pobřeží začal v 1. polovině 20. století zajímat 

anglický matematik a meteorolog Lewis Fry Richardson (1881–1953). Richardson 

byl průkopníkem aplikace matematických metod v oblasti meteorologie. Ovlivněn 

válkami se rozhodl tyto metody využít k předpovídání a předcházení válečných 

konfliktů. Snažil se najít vzájemný vztah mezi počtem válek a hranicemi válčících 

zemí. Došel k závěru, že existuje přímá úměra mezi počtem válek a počtem 

sousedních zemí. 

Při svém bádání měřil délku hranic sousedících států a docházel k 

překvapivým výsledkům. Délka hranic států vždy závisela na délce použité měřící 

pomůcky. To by nebylo nic neobvyklého. Zpřesníme-li měření délky hranice, zpřesní 

se i výsledná délka. Tohoto faktu se dá využít při měření obvodu kružnice. Výsledná 

délka hranic se ovšem nezpřesňovala, nýbrž se neustále zvětšovala, protože menší 

měřítko zahrne do výsledné délky pobřeží i více detailů. (2) 

Richardson narazil na tzv. paradox pobřeží. Intuitivně víme, že žádný stát 

nemůže mít nekonečné hranice. Ovšem matematika v tomto ohledu protestuje. Tento 

paradox ukazuje, že přírodní hranice vykazují znaky fraktálu v celé škále měřítek. 

K tomuto paradoxu bychom došli i při měření státní hranice České republiky. 

Na druhou stranu nutno říci, že existují i hranice států, u kterých k tomuto paradoxu 

nedochází. Provedeme-li stejná měření hranic u států, které mají hranice „podle 

pravítka“ (např.: Utah, Colorado, Nové Mexiko), výsledek se nebude blížit k 

nekonečnu, ale k určitému číslu. Je tomu tak, protože přímé hranice neskrývají 

zákruty, zátočiny, výběžky, které by mohly ovlivnit výslednou délku po zpřesnění 

měření. 
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1.1 Měření délky pobřeží 

Pro měření délky pobřeží použijme odpichovátko, což je speciální kružítko se 

dvěma hroty, které se používá v kartografii. Nejprve nastavíme vzdálenost hrotů tak, 

aby byla rovna předem danému 𝜂. Po hranici pobřeží postupujeme odpichovátkem 

tak, že každý další krok začíná tam, kde končil předcházející. Vynásobíme-li 

hodnotu 𝜂  počtem kroků potřebných pro překonání pobřeží, získáme přibližnou 

délku hranice 𝐿(𝜂).  

Princip této metody spočívá v tom, že příliš nepravidelné pobřeží nahradíme 

lomenou čarou. Čím menší volíme hodnotu 𝜂, tím lépe lomená čára aproximuje linii 

pobřeží.  

Mandelbrot (1924–2010) tuto metodu přirovnává k houbě zabalené do 

alobalu: Obecnou představu nám nabízí houba [na mazání tabule] zabalená do 

alobalu, který houbu dobře obaluje, aniž by skutečně detailně sledoval její povrch. 

(3, s. 24) 

Ukažme si toto měření názorněji na mapě Velké Británie (obr. 1.1). Pro 

měření byla použita mapa o měřítku 1: 15 000 000 a naměřené údaje byly zaneseny 

do tabulky pod obrázkem.  

 

 

ěření délky pobřeží Velké Británie 
Obrázek 1.1: Grafické znázornění měření délky pobřeží Velké Británie 
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Vzdálenost hrotů  𝜂 Počet odpichů Přibližná délka hranice 𝐿(𝜂) 

2 cm 10 20 cm (tj. 3000 km ve skutečnosti) 

1 cm 22 22 cm (tj. 3300 km ve skutečnosti) 

0,5 cm 53 26,5 cm (tj. 3975 km ve skutečnosti) 

 

Tabulka 1.1: Hodnoty získané při měření délky pobřeží Velké Británie 

Naměřená délka hranice 𝐿(𝜂) závisí na velikosti zvoleného 𝜂. Se zmenšující 

hodnotou 𝜂 roste hodnota 𝐿(𝜂). Pro dostatečně malé 𝜂 se bude délka hranice 𝐿(𝜂) 

blížit nekonečnu.  

Při praktickém měření délky pobřeží z mapy můžeme postupovat i tak, že 

hodnota 𝜂 zůstane neustále stejná. Naproti tomu měřítko mapy se bude zmenšovat, tj. 

mapa tak bude detailnější. Při tomto způsobu měření je však nutno zohlednit změnu 

měřítka a přibližnou délku hranice 𝐿(𝜂) uvádět ve správných (předem zvolených) 

jednotkách. 

Na závěr této kapitoly je nutno dodat, že naměřenou délku hranice 𝐿(𝜂) může 

zčásti ovlivnit i to, z jakého bodu začínáme měřit délku pobřeží. Může se tedy stát, 

že pro jedno pevně zvolené 𝜂 může vyjít vícero 𝐿(𝜂), pokud pokaždé zvolíme jiný 

počáteční bod měření. Naměřené hodnoty by se však od sebe neměly nijak výrazně 

lišit.   

 

  

1.2 Grafické znázornění měření délky pobřeží 

Pro porovnávání různých pobřeží nemůžeme využít jejich délky. Je tedy 

zapotřebí zavést veličinu, která bude pro většinu pobřeží unikátní a dovolí nám jejich 

porovnání.  

Mezi dokumenty, které byly nalezeny po Richardsonově smrti, byly mimo jiné 

i grafy v bilogaritmických souřadnicích, do kterých zakreslil v závislosti na měřítku ℓ 

[v této práci značeno jako 𝜂], délku 𝐿(ℓ) [v této práci značeno jako 𝐿(𝜂)] pobřeží 
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Velké Británie, státní hranice Německa, státní hranice mezi Španělskem a 

Portugalskem, pobřeží Austrálie a Jižní Afriky.
1
 (4, s. 3) 

Budeme-li postupně vynášet na osu x hodnoty log (𝜂) a na osu y hodnoty 

log (𝐿(𝜂)), získáme body, kterými lze za pomoci lineární regrese proložit přímku. 

Různá pobřeží se vyznačují různými sklony těchto přímek, tedy sklon křivky je pro 

dané pobřeží charakteristický. 

 

 

 

Richardson na základě empirických dat odvodil vztah mezi přibližnou délkou 

hranice 𝐿(𝜂) a délkou použité měřidla 𝜂.  

𝐿(𝜂) = 𝐾𝜂−𝛼 (1.1) 

kde 𝐾 je nenulové, konečné číslo. Jinak řečeno, přibližná délka hranice 𝐿(𝜂) je 

úměrná 𝜂𝛼. Richardson exponentu 𝛼 nepřikládal větší význam. Hodnota tohoto 

exponentu závisí na zvoleném pobřeží. Mandelbrot označil součet 

     𝐷 = 1 + 𝛼 (1.2) 

za fraktální dimenzi.  

                                                 
1
 Among the papers found after his death, there are graphs in bilogarithmic coordinates 

where he plotted, as a function of the resolution ℓ, the length 𝐿(ℓ) of the coastline of Great 

Britain, of the land border of Germany, of the Spain-Portugal border, and of the coastlines 

of Australia and South Africa. 

Obr. 1. 0-1  
Obrázek 1.2: Aproximované délky pobřeží podle L. F. Richardsona (3, s. 35) 
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 Z rovnice (1.2) vyjádřeme pomocí algebraických úprav hodnotu 𝛼 : 

𝛼 = 𝐷 − 1 (1.3) 

Dosazením vztahu (1.3) do rovnice (1.1) dostáváme tzv. Richardsonův vzorec: 

𝐿(𝜂) = 𝐾𝜂−𝛼 = 𝐾𝜂−(𝐷−1) = 𝐾𝜂1−𝐷 (1.4) 

kde 𝐾, 𝐷 jsou nenulové, konečné konstanty nezávislé na délce použitého měřidla 𝜂.  

 V případě Richardsonova vzorce (1.4) se nemusí omezovat pouze na pobřeží 

či přírodní hranice států. Vzorec lze uplatnit i pro další křivky, které se vyznačují 

svojí členitostí, např.: linie vodního toku, profily lomů různých materiálů apod. 

 

 

1.3 Využití lineární regrese v praktickém měření   

Při praktickém měření nebudou empiricky získaná data, která zaznamenáme 

do bilogaritmického grafu (zmíněného v předešlé podkapitole), tvořit přesnou 

přímku. Pro získání přesné přímky je třeba využít lineární regrese. Lineární regrese 

je matematická metoda používaná pro proložení souboru bodů v grafu regresivní 

přímkou. 

Protože regresivní přímka nemůže procházet všemi body zároveň, budeme 

volit takové proložení, které nejlépe prokládá naměřená data. Nejpoužívanější je 

metoda nejmenších čtverců (obr. 1.3). Tato metoda určí takovou regresivní přímku, 

která má nejmenší součet druhých mocnin (čtverců) reziduí. Reziduum je rozdíl mezi 

naměřenou a odhadnutou hodnotou, která leží na regresivní přímce. 

Obdobně jako při grafickém znázornění empiricky získaná data nebudou 

tvořit přímku, ani nebudou vyhovovat Richardsonovu vzorci (1.4). Rovnosti jsme 

ovšem schopni docílit za pomoci regresní analýzy. Metodami lineární regrese určíme 

konstanty 𝐾 a 𝐷. Tyto konstanty mají vliv na sklon regresivní přímky.  
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Mandelbrot konstantu  𝐷 interpretoval jako „fraktální dimenzi“. Také 

upozornil na fakt, že neexistuje jedna jediná „fraktální dimenze“, ale celá řada jinak 

definovaných dimenzí. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0-1  Obrázek 1.3: Lineární regrese – metoda nejmenších čtverců 
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2 Za hranicí topologické dimenze  

 

Na Richardsonovu práci o délce pobřeží později navázal francouzský 

matematik Benoît Mandelbrot ve svém článku How long is the coast of Britain? (5) 

(Jak dlouhé jsou britské hranice?) v časopise Science. Mandelbrot se na problematiku 

paradoxu pobřeží díval novým unikátním pohledem. Nesnažil se určit přesnou délku 

členitého pobřeží, naopak ho zajímala podstata jeho tvaru.  

Užitečným nástrojem se mu stala topologie. Ta studuje neměnné vlastnosti 

geometrických útvarů při spojitých deformacích. Dva útvary se v topologii pokládají 

za ekvivalentní, jestliže si můžeme představit, že jsou sestrojeny jejich modely 

z dokonale elastického materiálu a že jeden z nich může být získán z druhého 

deformací bez „roztržení“ a bez „zdvojení“. Nezáleží tedy na tvaru geometrického 

objektu, protože ten se stlačením a otáčením změní, naopak důležitá je spojitost a 

dimenze objektu. 

Obecně se uvádí, že první formální definici topologické dimenze uvedl český 

matematik Eduard Čech (1893–1960) na základě výsledků, které publikoval 

francouzský matematik Henri Léon Lebesgue (1875–1941). (6, s. XXII) 

Topologická dimenze je nezáporné celé číslo určující počet rozměrů objektu. 

Objekt s nulovou topologickou dimenzí je bod. Úsečka, přímka a křivka mají 

topologickou dimenzi rovnu jedné. Rovina (n-úhelník) má topologickou dimenzi 

rovnu dvěma. Tělesa nebo celý běžný (trojrozměrný) prostor kolem nás mají 

topologickou dimenzi rovnu třem. Tyto geometrické útvary se vyznačují tím, že 

známe vzorce a vztahy, díky nimž můžeme spočítat délku křivky, obsah roviny či 

objem tělesa. A tyto výsledky budou nezávislé na zvoleném měřítku.  

Mandelbrotovy úvahy začaly směřovat k určení topologické dimenze 

britského pobřeží. To by mělo být tvořeno křivkou mající topologickou dimenzi 

rovnu jedné. Tato křivka se ale vyznačuje tím, že její délka roste v závislosti na 

měřítku. Pobřeží tedy v rovině zabírá více místa než „klasická“ křivka. Z toho plyne, 

že dimenze pobřeží musí být větší než jedna. Zároveň tato dimenze nesmí přesáhnout 

hranici dvou, protože se nejedná o křivku, která by byla schopna vyplnit rovinu. 
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Jaká je tedy dimenze pobřeží? Z úvah plyne, že číslo určující dimenzi pobřeží 

leží v otevřeném intervalu (1; 2). To je ovšem v rozporu s definicí topologické 

dimenze, neboť dimenzí rozumíme celé číslo a v otevřeném intervalu mezi jednou a 

dvěma žádné celé číslo není.  

V podobných úvahách se nemusíme omezovat pouze na rovinné útvary. 

Členité hory, skály či mraky budou mít dimenzi mezi dvěma a třemi, protože si je 

můžeme přiblížit pomocí systému maličkých destiček, které se však při bližším 

pohledu rozdělí do ještě menších systémů destiček. S rostoucím počet pozorovaných 

detailů tak roste i povrch hory. 

Výsledné neceločíselné číslo nemůže být velikostí topologické dimenze. 

Proto je třeba zavést jinou definici dimenze, která nebude limitována tím, že její 

hodnoty mohou být pouze nezáporná celá čísla. 

 

 

2.1 Minkowského dimenze 

Hermann Minkowski (1864–1909), po němž je tato dimenze pojmenována, 

byl významný matematik německo-polského původu. S jeho jménem se můžeme 

setkat i v souvislosti s Einsteinovou speciální teorií relativity. Minkowského 

čtyřdimenzionální prostor je nejčastější matematickou strukturou, na které je 

speciální teorie relativity formulována. 

Minkowského dimenze je v zahraniční literatuře též označována jako        

box-counting dimension, box dimension, capacity dimension, covering dimension či 

Minkowski–Bouligand dimension. 

Termín box-counting ve volném překladu znamená počítání okének. Tento 

název má souvislost s postupem, jakým se tato dimenze odhaduje. Zadaný útvar, 

jehož dimenzi hledáme, nejprve překryjeme čtvercovou sítí. Následně určíme počet 

čtverců sítě, do kterých útvar zasahuje. Pro jednoduchost nebudeme započítávat ty 

čtverce, které mají s objektem společné pouze strany. Této názornosti je však 

dosaženo na úkor přesnosti. Ukažme si toto měření názorněji na následujících 

příkladech. 
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Uvažujme úsečku, jejíž délka je rovna 1. Překryjme ji čtvercovou sítí, 

skládající se ze čtverců, jejichž délka strany je rovna 1 2⁄  . Je zřejmé, že úsečka 

zasahuje do 4 okének sítě. Použijeme-li dvakrát tak hustší síť, bude úsečka zasahovat 

do 8 okének atd. (obr. 2.1) Obecně překryjeme-li úsečku čtvercovou sítí, skládající se 

ze čtverců, jejichž délka strany je rovna  1 𝑅⁄ , bude úsečka zasahovat do 𝑅 okének 

sítě.  

 

 

Délka strany čtverce 1
2⁄  1

4⁄  1
8⁄  1

𝑅⁄  

Počet čtverců  2 = 21 4 = 41 8 = 81 𝑅 = 𝑅1 

 

Tabulka 2.1: Hodnoty získané při měření Minkowského dimenze úsečky 

 

Uvažujme čtverec, délka jeho strany je rovna 1. Překryjme ho čtvercovou sítí, 

skládající se ze čtverců, jejichž délka strany je rovna 1 2⁄  . Je zřejmé, že čtverec 

zasahuje do 4 okének sítě. Použijeme-li dvakrát tak hustší síť, bude čtverec zasahovat 

do 16 okének atd. (obr. 2.2) Obecně překryjeme-li čtverec čtvercovou sítí, skládající 

se ze čtverců, jejichž délka strany je rovna  1 𝑅⁄ , bude výchozí útvar zasahovat do  

𝑅2 okének sítě. 

Obrázek 2.1: Měření Minkowského dimenze úsečky 

Obrázek 2.2: Měření Minkowského dimenze čtverce 
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Délka strany čtverce 1
2⁄  1

4⁄  1
8⁄  1 𝑅⁄  

Počet čtverců  4 = 22 16 = 42 64 = 82 𝑅2 

 

Tabulka 2.2: Hodnoty získané při měření Minkowského dimenze čtverce 

 

Postup je možno zobecnit z roviny do prostoru s tím rozdílem, že namísto 

čtvercové sítě používáme soustavu shodných krychliček. Uvažujme krychli, délka 

její hrany je rovna 1. Překryjme ji sítí krychliček, majících délky hran rovny 1 2⁄ .    

Je zřejmé, že námi zvolené těleso zasahuje do 8 krychliček sítě, které tvoří síť. 

Použijeme-li dvakrát tak hustší síť, bude zvolené těleso zasahovat do 64 krychliček 

sítě atd. (obr. 2.3) 

 

 

 

Délka hrany krychličky 1
2⁄  1

4⁄  1
8⁄  1

𝑅⁄  

Počet krychliček 8 = 23 64 = 43 512 = 83 𝑅3 

 

Tabulka 2.3: Hodnoty získané při měření Minkowského dimenze krychle 

 

Ve všech případech je důležité zvolit dostatečně velké 𝑅. Neboť čím hustší 

čtvercovou síť použijeme, tím přesněji budeme moci následně odhadnout hledanou 

dimenzi.    

Obrázek 2.3: Měření Minkowského dimenze krychle 
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Nyní si povšimněme zajímavé souvislosti v posledních sloupcích výše 

uvedených tabulek.  Velikost mocnin v jednotlivých příkladech nás vede k hypotéze, 

že zde existuje souvislost s dimenzí vyšetřovaného útvaru.  

 

Vyšetřovaný útvar Úsečka Čtverec Krychle 

Počet zasažených částí sítě 𝑅1 𝑅2 𝑅3 

Dimenze útvaru 1 2 3 

 

Tabulka 2.4: Vztah mezi počtem zasažených částí sítě a dimenzí daného útvaru 

 

Označme 1 𝑅⁄  délku strany čtverce resp. hrany krychle, z níž je sestavená síť,  

𝑁(1 𝑅⁄ ) počet částí sítě, jimiž zkoumaný útvar prochází, pak v našem případě platí 

následující vztah  

                                        𝑁(1 𝑅⁄ )  = (𝑅)𝑑          (2.1) 

 

Z rovnice (2.1) vyjádřeme pomocí algebraických úprav hodnotu 𝑑: 

                           𝑙𝑜𝑔(𝑁(1 𝑅⁄ ) ) = 𝑙𝑜𝑔(𝑅𝑑) 

                              𝑙𝑜𝑔(𝑁(1 𝑅⁄ ) ) = 𝑑 ∙ 𝑙𝑜𝑔(𝑅) 

𝑑 =
𝑙𝑜𝑔(𝑁(1 𝑅⁄ ) )

𝑙𝑜𝑔(𝑅)
 

(2.2) 

 

Zvolíme-li za 𝑅 dostatečně velké číslo, získáme intuitivní vzorec pro výpočet 

Minkowského dimenze 𝑑.  

         𝑑 = lim
𝑅→∞

𝑙𝑜𝑔(𝑁(1 𝑅⁄ ))

𝑙𝑜𝑔(𝑅)
 

(2.3) 
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Vzorec (2.3) platí nejen pro výše uvedené speciální případy. Jedná se o 

obecný vzorec pro výpočet Minkowského dimenze.   

 

Nyní si ukažme měření Minkowského dimenze na příkladech. 

Uvažujme Sierpińského trojúhelník, délka jeho strany je rovna 1. Překryjme 

ho čtvercovou sítí, skládající se ze čtverců, jejichž délka strany je rovna 1 2⁄  . Je 

zřejmé, že čtverec zasahuje do 3 okének sítě. Pokračujme dále se zhušťováním sítě a 

určováním počtu zasažených okének. (obr. 2.4) Zjistíme, že Minkowského dimenze 

tohoto fraktálu je přibližně 1,585. 

 

 

 

Délka strany čtverce 1
2⁄  1

4⁄  1
8⁄  

Počet čtverců 
3 = 2

𝑙𝑜𝑔3
𝑙𝑜𝑔2  

         ≈ 21,585 

9 = 4
𝑙𝑜𝑔9
𝑙𝑜𝑔4 

          ≈ 41,585 

27 = 8
𝑙𝑜𝑔27
𝑙𝑜𝑔8  

           ≈ 81,585 

 

Tabulka 2.5: Odhad Minkowského dimenze Sierpińského trojúhelníku 

  

Obrázek 2.2: Měření Minkowského dimenze Sierpińského trojúhelníku 
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Ukažme si toto měření pro i jeden z přírodních fraktálů, kterým je britské 

pobřeží. (obr. 2.5) Z naměřených hodnot můžeme pak následovně usoudit, že 

Minkowského dimenze britského pobřeží se pohybuje okolo 1,6. 

 

 

Délka strany čtverce 1
2⁄  1

4⁄  1
8⁄  

Počet čtverců 
3 = 2

𝑙𝑜𝑔3
𝑙𝑜𝑔2 

          ≈ 21,585 

10 = 4
𝑙𝑜𝑔10
𝑙𝑜𝑔4  

           ≈ 41,661 

30 = 8
𝑙𝑜𝑔30
𝑙𝑜𝑔8  

          ≈ 81,636 

 

Tabulka 2.5: Odhad Minkowského dimenze hranice britského pobřeží 

 

Máme-li konečně mnoho množin  {𝑋1, … 𝑋𝑛}, pak Minkowského dimenzi 

jejich sjednocení spočteme pomocí následujícího vztahu: 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝑋1 ∪ … ∪ 𝑋𝑛) = max {dim(𝑋1) , … , dim (𝑋𝑛)}. 

 

Tato rovnost ovšem neplatí pro sjednocení nekonečně mnoha množin.  Z toho 

důvodu získáváme při výpočtu Minkowského dimenze některých útvarů poněkud 

bizarní hodnoty. Například Minkowského dimenze izolovaného bodu je rovna nule. 

Naproti tomu Minkowského dimenze množiny izolovaných bodů F={1,1⁄2,1⁄3,…} je 

rovna 1⁄2, ačkoliv bychom opět očekávali nulovou dimenzi.   

Obrázek 2.3: Měření Minkowského dimenze hranice britského pobřeží 
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2.2 Hausdorffova dimenze 

Vedle Minkowského dimenze se ve fraktální geometrii používá i dimenze 

Hausdorffova. Felix Hausdorff (1868–1942) byl německý matematik židovského 

původu, který je považován za jednoho ze zakladatelů moderní topologie. Jeho 

jméno se zapsalo do historie fraktální geometrie díky jeho práci z roku 1919, na které 

postavil definici fraktálu Benoît Mandelbrot.  

Hausdorffova dimenze je založena na pojmu Hausdorffovy míry. Její 

vysvětlení je bohužel nad rámec této práce.  

Hausdorffova a Minkowského dimenze se liší různým způsobem pokrývání 

útvaru, jehož dimenzi se snažíme určit. Hausdorffova dimenze k pokrývání používá 

objekty různých velikostí.  

Jednou z hlavních odlišností Hausdorffovy dimenze je, že pro konečné či 

spočetné sjednocení množin 𝑋 = ⋃ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  platí: 

𝑑𝑖𝑚𝐻(𝑋) = 𝑠𝑢𝑝𝑖∈𝐼𝑑𝑖𝑚𝐻(𝑋𝑖). 

 

Díky tomu je například Hausdorffova dimenze množiny izolovaných bodů  

F={1,1⁄2,1⁄3,…} nulová. 

Hausdorffova a Minkowského dimenze jsou dvě nejznámější dimenze 

fraktální geometrie. V mnohých případech jsou si tyto dvě dimenze rovny. Obecně je 

ale Minkowského dimenze rovna nebo větší než dimenze Hausdorffova. 
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3 (Ne)dokonalé definice  

 

Ottův slovník naučný definuje fraktál jako velmi členěný geometrický útvar, 

jehož základní motiv se opakuje v nekonečně mnoha velikostech (při jakémkoliv 

zvětšení detail). Fraktální obrazce lze generovat matematickými metodami, čehož se 

využívá například pro tvorbu obrazců připomínající přírodní objekty (rostliny, hory, 

sněhové vločky apod.). (7, s. 372) 

Oxfordský výkladový slovník definuje fraktál jako křivku či vzor, která 

obsahuje menší křivky či vzory, které mají přesně tentýž tvar. 
2
 (8) 

Tyto definice fraktálu jsou jedny z mnoha definic, se kterými se můžeme 

setkat. Různé definice se pokoušejí definovat pojem fraktál z různých pohledů.           

I přesto doposud neexistuje žádná exaktní matematická definice, která by dokázala 

zahrnout všechny různorodé typy fraktálů.  

Absence exaktní definice může být dána i tím, že fraktální geometrie je 

poměrné mladé odvětví matematiky. Za jejího zakladatele je považován francouzský 

matematik polského původu Benoît Mandelbrot. Mandelbrot vytvořil pojem fraktál a 

je rovněž autorem jeho první definice.  

Jednou odpoledne v roce 1975, Mandelbrot líně listoval v latinském slovníku 

svého syna, když narazil na adjektivum fractus, od slovesa frangere, zlomit se. 

Anglická příbuzná slova – fracture and fraction [zlomit a zlomek] – ho udeřili do očí, 

jako zvláště výstižná vzhledem k povaze jevu, který popisoval. Nyní Mandelbrot měl 

název tohoto jevu. Nazval ho fraktálem.
3
 (9, s. 223) 

Mandelbrot definoval fraktál jako množinu, jejíž Hausdorffova dimenze je 

ostře větší než její dimenze topologická. (3, s. 148) 

                                                 
2
 Fractal – noun, a curve or pattern that includes a smaller curve or pattern which has 

exactly the same shape 
3
 One afternoon in 1975, Mandelbrot was idly thumbing through his son´s Latin dictionary 

when he came across the adjective fractus, from the verb frangere, to break. The principal 

English cognates – fracture and fraction- struck him as particularly apt given the nature of 

phenomenon he was describing. Now Mandelbrot had name for the phenomenon. He called 

it a fractal. 
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Mandelbrotova definice fraktálu má bohužel tu nevýhodu, že abychom 

zkoumaný útvar mohli zařadit mezi fraktály, musíme nejprve určit jeho 

Hausdorffovu a topologickou dimenzi. Určení topologické dimenze je snadné až 

intuitivní. Naproti tomu výpočet Hausdorffovy dimenze je natolik komplikovaný, že 

se v praktických výpočtech tato dimenze nepoužívá a je nahrazována Minkowského 

dimenzí.  

V souvislosti s dimenzemi se často objevuje následující definice: 

Fraktálem nazveme takovou množinu, jejíž Haussdorffova dimenze je neceločíselná. 

Smysluplnost této definice lze snadno zpochybnit právě pomocí Mandelbrotovy 

množiny. Hranice Mandelbrotovy množiny je fraktál pojmenovaný po samotném 

zakladateli fraktální geometrie. Hausdorffova dimenze této hranice je rovna dvěma.
4
 

Hausdorffovu dimenzi rovnou dvěma mají trajektorie brownova pohybu a plochu 

vyplňující křivky, mezi které patří například Peanova či Hilbertova křivka
5
.  

 Při popisování fraktálů se také často používá vlastnost soběpodobnosti. Další 

neformální definice fraktálu zní následovně Fraktál je soběpodobný geometrický 

objekt, který je generován opakovaným použitím jednoduchých pravidel, ačkoliv 

mívá na první pohled složitý tvar.  

Soběpodobnost (self-similarity) je vlastnost, kdy libovolná část objektu má 

tvar, který je podobný tvaru téhož objektu při jiném rozlišení (zvětšení či zmenšení). 

Tato vlastnost souvisí s konstrukcí fraktálů, která je založena na nekonečných 

transformacích a vnořování elementárních útvarů. Často se soběpodobnost 

demonstruje na kapradině.  Jednotlivé listy kapradiny se skládají z menších lístků, 

které jsou jejich menší kopií.  

Soběpodobnost je spjatá se členitostí útvaru, a proto ji nenajdeme na 

klasických planimetrických a stereometrických útvarech. Vedle soběpodobných 

fraktálů ale existují také fraktály soběafinní (self-affine) či soběkonformní           

(self-conformal). Jako příklad uveďme Mandelbrotovu množinu, kterou řadíme mezi 

fraktály, ale soběpodobná není.   

                                                 
4
 Důkaz tohoto tvrzení je založen na studiu bifurkací parabolických periodických bodů. (25) 

5
 Více informací o Hausdorffově dimenzi plochu vyplňujících křivek viz (26, s. 268) 
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Zajímavý pohled na definici fraktálu nabízí i britský matematik Kenneth 

Falconer, který je autorem řady publikací týkajících se fraktální geometrie.   

Můj osobní pocit je, že na definici „fraktálu“ by měl být pohlíženo stejným 

způsobem, jako se biologové dívají na definici „života“. Neexistuje žádná výstižná a 

současně silná definice života, nýbrž jen seznam vlastností charakteristických pro 

život, jako je schopnost reprodukovat se, pohybovat se či schopnost existovat do jisté 

míry nezávisle na životním prostředí. Až na výjimky většina živých organismů splňuje 

převážnou část charakteristik z tohoto seznamu.  

U fraktálů by se mělo postupovat stejným způsobem. Jako nejoptimálnější se 

jeví pokládat fraktál za množinu s určitými vlastnostmi, spíše než hledat jeho přesnou 

definici, která bude zcela určitě vylučovat některé zajímavé případy.
6
 (10, s. xxv) 

Falconer navrhuje mluvit o množině jako o fraktálu, pokud splňuje některé 

z následujících pěti vlastností:  

I. Množina je definována velice jednoduchým způsobem, např. rekurzivně. 

II. Množina je natolik nepravidelná, že se nedá popsat euklidovskou 

geometrií. 

III. Množina má natolik jemnou strukturu, že lze zobrazit detail množiny na 

libovolně malém měřítku. 

IV. Množina vykazuje nějakou formu soběpodobnosti, může být i jen 

přibližně nebo statisticky soběpodobná. 

V. Její hodnota „fraktální dimenze“ (definovaná nějakým způsobem) je 

obvykle větší než hodnota její topologické dimenze. 

 

 

                                                 
6
 My personal feeling is that the definition of a ‘fractal’ should be regarded in the same way 

as a biologist regards the definition of ‘life’. There is no hard and fast definition, but just a 

list of properties characteristic of a living thing, such as the ability to reproduce or to move 

or to exist to some extent independently of the environment. Most living things have most of 

the characteristics on the list, though there are living objects that are exceptions to each of 

them.  

In the same way, it seems best to regard a fractal as a set that has properties such as those 

listed below, rather than to look for a precise definition which will almost certainly exclude 

some interesting cases. 
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4 Typy fraktálů 

           

Dle způsobu generování rozlišujeme níže uvedené typy fraktálů. Nejedná se 

však o disjunktní dělení. Některé fraktály lze generovat více než jedním algoritmem, 

a proto je nelze jednoznačně zařadit pouze do jednoho typu fraktálů.    

 

 

I. L-SYSTÉMY (LINDENMAYEROVY SYSTÉMY)   

L-systémy jsou generovány pomocí přepisování řetězců dle určitých pravidel. 

Tato pravidla určují čím a za jakých podmínek se má určitá část fraktálů přepsat za 

novou. Klasickými příklady fraktálů, které lze řadit mezi L-systémy jsou Kochovy a 

Sierpińského fraktály, Cantorovo diskontinuum, všechny plochu vyplňující křivky, 

kterým se říká také Peanovy křivky. 

 

 

II. TEA (TIME ESCAPE ALGORITHMS) 

Tato skupina je česky označována také jako polynomické fraktály. Jedná se o 

fraktály vycházející z dynamických systémů v komplexní rovině. Vznikají za pomoci 

opakovaného rekurzivního výpočtu komplexní funkce. Výpočtem vzniká množina 

komplexních čísel, jejíž hranice je tvořena fraktálem.  Mezi tyto fraktály lze zařadit 

Mandelbrotovu množinu, Julianovy množiny či tzv. Burning ship fractal. 

 

 

III. ATRAKTORY 

Atraktor je důležitým pojmem v rámci teorie chaosu, která se zabývá popisem 

složitě předvídatelných systémů. Vysvětlit pojem atraktor je bohužel nad rámec této 

práce.  
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 Mezi nejznámější atraktory patří Lorenzův atraktor (obr. 4.1), který vytvořil 

americký matematik a meteorolog Edward Norton Lorenz (1917–2008). Rovnice, 

které generují Lorenzův atraktor, byly odvozeny E. N. Lorenzem z existujících 

poznatků lorda Rayleigha z roku 1916. Tyto rovnice fyzikálně reprezentují proces 

turbulence v atmosféře způsobené rozdílem teplot mezi dvěma vrstvami atmosféry. 

(1, s. 26) 

 

 

                             Obrázek 4.1: Lorenzův atraktor 

 

 

IV. NÁHODNÉ FRAKTÁLY 

Do této kategorie patří nepravidelné fraktály, do jejichž tvořícího algoritmu je 

vnesena náhoda. Tento typ fraktálů často umožňuje nejlepší popis přírodních 

objektů. Nejznámějšími zástupci této skupiny jsou patrně Brownův pohyb a 

perkolace.     
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5 L-Systémy 

 

Vývoj organismu může být považován za provedení "vývojového programu" 

přítomného v oplodněném vajíčku. Na vyšší mnohobuněčné organismy a jejich 

společnou DNA lze pak pohlížet jako na kolekci příslušně naprogramovaných 

konečných automatů. Hlavním úkolem vývojové biologie je objevit skrytý algoritmus 

pro průběh vývoje.
7
 (11, s. 353) 

 

L-systémy, též známé pod názvem Lindenmayerovy systémy, byly vytvořeny 

jako matematická teorie pro modelování růstu rostlin. (obr. 5.1) Jsou pojmenovány 

po maďarském biologovi Aristidu Lindenmayerovi (1925–1989), který se zasloužil o 

jejich rozvoj.  

 

Obrázek 5.1: Rostliny vygenerované pomocí L-systémů za použití (12) 

 

                                                 
7
 The development of an organism may … be considered as the execution of a 

„developmental program“ present in the fertilized egg. The cellularity of higher organisms 

and their common DNA components force us to consider developing organiss as dynamic 

collection of appropriately programmed finite automata. A central task of developmental 

biology is to discover the underlying algorithm for the course of development. 
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Tato skupina fraktálů je definována pomocí přepisování řetězců dle určitých 

pravidel. Pod pojmem řetězec si můžeme představit řadu symbolů, kde každý z nich 

má přiřazen určitý geometrický význam, například transformaci či nakreslení 

objektu. Rozlišujeme symboly neterminální, které mohou být přepsány, a symboly 

terminální, které jsou nepřepsatelné.  

L-systém bývá označovaný jako bezkontextový L-systém, jestliže je výběr 

použitelného pravidla závislý pouze na právě nahrazovaném symbolu a nikoliv na 

jeho předchůdcích či následnících.  

Takový systém je tvořen následující trojicí tzv. gramatikou: 

 Výchozím řetězcem (axiomem), který obsahuje alespoň jeden symbol. 

 Množinou přepisovacích pravidel, určujících jaký symbol bude 

nahrazen jakým slovem (slovo je řetězec symbolů). 

 Množinou symbolů, které se mohou vyskytnout v řetězci                   

(tzv. abecedou) 

 

L-systémy lze snadno graficky interpretovat za pomocí tzv. želví grafiky, 

která je nedílnou součástí programovacího jazyka Logo. Logo je jednoduchý 

programovací jazyk, který je spojen především s výukou programováním pro děti. Je 

používán pro výuku algoritmizace a podporu konstruktivního učení žáků. 

 Želva (virtuální kurzor) je umístěna v kartézské soustavě souřadnic a uživatel 

ji ovládá pomocí příkazů: Jdi vpřed, Otoč se a Vezmi si jiný štětec. Součástí příkazů 

jsou i konkrétní hodnoty, o kolik se má želva posunout a o jaký úhel otočit a jaké 

vlastnosti má používaný štětec. V našem případě jsou příkazy zakódovány v řetězci 

symbolů. 

 Stopa štětce vytvoří vektorový obrázek, který na rozdíl od rastrového 

obrázku má tu výhodu, že jej můžeme libovolně zmenšovat a zvětšovat bez ztráty 

kvality. 
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5.1 Kochova křivka 

Kochova křivka (obr. 5.2) dostala jméno po švédském matematikovi Nielsovi 

Fabianovi Helge von Kochovi (1870–1924), který ji poprvé popsal v roce 1904 ve 

své práci Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction 

géométrique élémentaire (Spojité křivky nemající tečnu, které vznikly elementárními 

geometrickými konstrukcemi). Kochovi se podařilo najít spojitou křivku, která nemá 

derivaci v žádném svém bodě, tedy nejsme schopni k ní sestrojit tečnu. 

 

 

Kochovu křivku sestrojíme nekonečným opakováním jednoduchého postupu. 

Nejprve sestrojíme úsečku, která je tvořícím útvarem Kochovy křivky. V každém 

kroku provedeme následující konstrukci:  

1. Úsečku rozdělíme na třetiny. 

2. Nad prostřední třetinou sestrojíme rovnostranný trojúhelník. 

3. Odstraníme základnu rovnostranného trojúhelníka (bývalou prostřední 

třetinu úsečky). 

 

Obrázek 5.2: Čtvrtá iterace Kochovy křivky 

Obrázek 5.3: Konstrukce první iterace Kochovy křivky 
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Tutéž konstrukci rekurzivně aplikujeme na každou z nově vzniklých úseček. 

 

 

 

Ukažme si tentýž postup za pomoci želví grafiky. Je třeba zadat trojici, která 

tvoří tzv. gramatiku.  

 

Gramatika Příkazy pro želvu 

Abeceda F  Sestroj úsečku 

+  Otoč se o 60° doleva 

−  Otoč se o 60° doprava 

Axiom F Před uplatněním přepisovacích pravidel 

sestroj úsečku.  

Přepisovací 

pravidla 

F → F+ F − − F + F Každou úsečku nahraď následujícím: 

sestroj úsečku, otoč se o 60° doleva, 

sestroj úsečku, otoč se o 60° doprava, 

otoč se o 60°doprava, sestroj úsečku, 

otoč se o 60°doleva a sestroj úsečku. 

 

 

Obrázek 5.4: Konstrukce druhé a třetí iterace Kochovy křivky 
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Kochova vločka, některými matematiky nazývána také jako Kochův ostrov, 

je další z řady Kochových fraktálů (obr. 5.8). Vznikne spojením tří Kochových 

křivek. Díky jejich nekonečné členitosti má výsledná vločka nekonečně veliký 

obvod.  

Tvořícím útvarem Kochovy vločky je rovnostranný trojúhelník. Jeho strany 

rozdělíme na třetiny a nad každou prostřední třetinou sestrojíme rovnostranný 

trojúhelník. Na závěr odebereme základny těchto tří nově vzniklých menších 

trojúhelníků. (obr. 5.6) Takto jsme z původního trojúhelníku vytvořili šesticípou 

hvězdu. Postup zopakujeme, tedy každou z 12 úseček rozdělíme na tři díly, nad 

prostředním dílem sestrojíme rovnostranný trojúhelník a na závěr odebereme 

podstavy nově vzniklých trojúhelníků. (obr. 5.7) Při opakování postupu bude počet 

úseček, ze kterých se vločka skládá růst geometrickou řadou s koeficientem 4/3. 

Současně se bude délka úseček zkracovat vždy na třetinu.  

 
Obrázek 5.6: Konstrukce první iterace Kochovy vločky 

Obrázek 5.5: Ilustrace pohybu želvy při vytváření Kochovy křivky (13) 
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Obrázek 5.7: Konstrukce druhé iterace Kochovy vločky 

Obrázek 5.8: Čtvrtá iterace Kochovy vločky 
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Na rozdíl od obvodu zůstává obsah vločky konečný, a to díky tomu, že jsme 

schopni vločce opsat šestiúhelník. Obsah tohoto šestiúhelníku je zajisté větší než 

obsah výsledné vločky. Obsah výsledné vločky je roven 8/5 výchozího trojúhelníku. 

Konstrukci Kochovy vločky můžeme libovolně modifikovat a získat tak další 

nové fraktály. Budeme-li rovnostranné trojúhelníky sestrojovat směrem dovnitř 

namísto ven, získáme tzv. Kochovu anti-vločku. (obr. 5.9) Modifikovat můžeme také 

typ výchozího trojúhelníku, a tak získáme například Cesàrův fraktál. Konstrukci 

můžeme také zobecnit pro prostorovou konstrukci Kochových povrchů, kde 

trojúhelníky jsou nahrazeny čtyřstěny.  Zapojíme-li do výpočtu vliv náhody, která 

rozhoduje, do které z dvou polorovin se sestrojí další část křivky, získáme tzv. 

náhodné Kochovy vločky. 

 

 

Obrázek 5.9: Čtvrtá iterace Kochovy anti-vločky 
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5.2 Sierpińského trojúhelník 

 Wacław Sierpiński (1882–1969) patří bezpochyby mezi nejvýznamnější 

osobnosti polské matematické obce a za svoji práci obdržel řadu ocenění.  Výrazně 

přispěl k rozvoji matematiky v Polsku, a to i přes obtížné podmínky, ve kterých 

musel působit. Vešel ve známost především díky svému zájmu o teorii množin a 

hypotézu kontinua, kterou poprvé zformuloval George Cantor. (14, s. 165-174) 

Jeho jméno nese hned několik fraktálů. Tím nejznámějším je Sierpińského 

trojúhelník, který Sierpiński poprvé popsal roku 1916. Tento fraktál lze sestrojit za 

pomoci středních příček trojúhelníku. Střední příčkou rozumíme úsečku spojující 

středy stran trojúhelníku. Sestrojením středních příček rozdělíme výchozí 

rovnostranný trojúhelník na 4 shodné trojúhelníky, jejichž strana má oproti 

původnímu trojúhelníku poloviční délku. Odstraníme prostřední trojúhelník a zbylé 

tři opět rozčtvrtíme pomocí jejich středních příček, následně odebereme prostřední 

nově vzniklé trojúhelníky atd. (obr. 5.10) 

 

 

 

Obrázek 5.10: Konstrukce prvních pěti iterací Sierpińského trojúhelníku 
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Pro konstrukci Sierpińského trojúhelníku pomocí želví grafiky je zapotřebí 

následující gramatiky. 

 

Gramatika Příkazy pro želvu 

Abeceda F Sestroj úsečku 

G (negrafický prvek) Žádná akce, pouze si zapamatuj polohu 

+  Otoč se o 60° doleva 

−  Otoč se o 60° doprava 

Axiom FGF +  + FF + + FF Před uplatněním přepisovacích pravidel 

sestroj rovnoramenný trojúhelník.  

Přepisovací 

pravidla 

F → F F,  

 

G → +  + FGF −  − 

FGF −  − FGF+ + 

Každou úsečku nahraď následujícím: 

sestroj úsečku, sestroj úsečku. 

Negrafický symbol nahraď následujícím: 

otoč se o 60° doleva, otoč se o 60° 

doleva, sestroj úsečku, zapamatuj si 

polohu, sestroj úsečku. 

 

Dalším fraktálem, který nese Sierpińského jméno, je Sierpińského koberec. 

Jeho konstrukce je obdobná konstrukci Sierpińského trojúhelníku. Výchozí čtverec 

rozdělíme na 9 menších, stejně velkých čtverců, prostřední čtverec odstraníme. Tento 

postup následně opakujeme se zbylými osmi čtverci atd. (obr. 5.11) 

Obrázek  5.11: Konstrukce prvních dvou iterací Sierpińského koberce 
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5.3 Cantorovo diskontinuum  

Cantorovo diskontinuum je název jisté množiny bodů na přímce, mající 

pozoruhodné vlastnosti vymykající se naší intuici. Tuto množinu představil v roce 

1883 německý matematik a zakladatel moderní teorie množin Georg Ferdinand 

Ludwig Phillip Cantor (1845–1918).    

Množinou rozumíme určitý soubor prvků. Tyto soubory mohou být buď 

konečné, nebo nekonečné. Konečné množiny mají konečný počet prvků, který se 

nejčastěji zapisuje jejich výčtem. U nekonečných množin je situace poněkud 

komplikovanější, protože obsahují nekonečně mnoho prvků, zadávají se většinou 

pomocí jejich společné vlastnosti. Mezi nekonečné množiny patří například množina 

všech přirozených čísel, všech sudých čísel či všech čísel dělitelných třemi. 

Nekonečné množiny můžeme dále dělit dle počtu prvků, respektive 

mohutnosti na množiny spočetné a nespočetné. Nabízí se otázka, jak určit počet 

prvků, pokud jej nedokážeme přesně spočítat. Pro řešení tohoto problému se používá 

bijekce, pomocí které tvoříme dvojice mezi prvky dvou množin. 

Bijekce se často vysvětluje na příkladu negramotného pasáčka ovcí. Pasáček 

má ve svém stádě černé a bílé ovce. Chtěl by vědět, zda má více černých, nebo 

bílých ovcí, ale bohužel nedokáže počítat. Problém vyřeší tak, že do ohrady nažene 

vždy jeden pár tvořený bílou a černou ovcí. Po dvojicích nažene stádo do ohrady a 

ujistí se, zda-li jsou všechny ovce v ohradě. Pokud tomu tak je, pak černých i bílých 

Obrázek  5.12: Konstrukce třetí a čtvrté iterace Sierpińského koberce 



 

33 

 

ovcí je stejně. Pokud mu však zbyde černá ovce před ohradou, pak je černých ovcí 

více než bílých a naopak. 

Pokud existuje bijekce mezi množinami, pak tyto množiny mají stejnou 

mohutnost. Jestliže mezi nimi bijekce neexistuje, pak tyto množiny mají rozdílné 

mohutnosti. Spočetné množiny jsou ty, které mají stejnou mohutnost jako množina 

přirozených čísel.  

Toto dělení však vede k zdánlivému paradoxu, neboť existují množiny se 

stejnou mohutností jako jejich podmnožiny. Například množina přirozených čísel 

{1, 2, 3, 4, 5, … } má stejnou mohutnost jako množina všech lichých přirozených čísel 

{1, 3, 5, … }. Ačkoliv nám přijde, že lichá čísla tvoří polovinu množiny přirozených 

čísel a měla by tak mít menší mohutnost, snadno se můžeme přesvědčit o opaku.  

Můžeme utvořit dvojice mezi prvky množiny přirozených čísel a lichých čísel 

pomocí předpisu {pořadí lichého čísla, liché číslo} tj. {1,1}, {2,3}, {3,5}, … Protože 

mezi množinami existuje bijekce, musí mít množiny stejnou mohutnost. 

Ne vždy toto přiřazování do dvojic - {pořadí čísla, číslo}  lze uskutečnit, 

například mezi množinou přirozených a reálných čísel bijekce neexistuje, množiny 

tedy nedisponují stejnou mohutností, a proto je množina reálných čísel nespočetná. 

Matematický důkaz tohoto tvrzení patří k řadě Cantorových úspěchů z oblasti teorie 

množin. Cantor dokázal, že mohutnost reálných čísel je větší než mohutnost čísel 

přirozených. 

Po těchto úspěších v oblasti teorie množin si Cantor položil otázku, existuje-li 

množina, která by měla větší mohutnost než přirozená čísla a menší mohutnost než 

čísla reálná. Poprvé tak zformuloval svou hypotézu kontinua, které se věnoval 

následujících 40 let svého života.  

Cantor napsal „… ptáme se, do kolika a do kterých tříd se rozpadají 

(nekonečné) množiny reálných čísel, zařadíme-li do téže třídy množiny stejné 

mohutnosti a do různých tříd dáme množiny různé mohutnosti. Indukčním postupem, 

jehož výkladem se zde nebudeme blíže zabývat, se dostane věta, že počet tříd množin 

získaný při tomto principu dělení, je konečný a že se rovná dvěma Zevrubné 

zkoumání této otázky odložíme na později."  
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Induktivní postup, o kterém se Cantor zmiňuje, se zakládal na tom, že všechny 

nekonečné množiny reálných čísel, které si během svých úvah zvolil, se ukázaly být 

buď spočetné, nebo stejně mohutné jako kontinuum (interval).  

V letech 1879-1884 publikoval G. Cantor volný seriál článků nadepsaný O 

nekonečných množinách bodů na přímce. Celý seriál obsahuje všechny Cantorovy 

výsledky z uvedeného období. (15, s. 8-9) 

 

Cantorovo diskontinuum je množina všech bodů na intervalu [0, 1], v jejichž 

alespoň jednom z (nejvýše dvou možných) trojkových rozvojů se nevyskytuje číslice 

jedna.  

Princip vytvoření Cantorova diskotinua je velice jednoduchý. Uzavřený 

interval nejprve rozdělíme na tři třetiny, tak získáme 3 uzavřené intervaly, tj. 

[0, 1]  =  [0, 1/3]  ∪  [1/3, 2/3]  ∪ [2/3, 1]. Následně odebereme prostřední 

interval. Nově vzniklé intervaly opět rozdělíme na třetiny a prostřední třetiny 

odebereme. (obr. 5.12) Po nekonečně mnoho iteracích (opakování) vytvoříme 

množinu bodů, které zůstanou neodebrány. 

 

 

V prvním odebraném intervalu leží ty body, které mají v alespoň jednom ze 

svých trojkových rozvojů na prvním místě číslici jedna. V intervalech, které byly 

odebrány v druhém kroku, leží ty body, které mají v alespoň jednom ze svých 

trojkových rozvojů na druhém místě číslici jedna atd. 

Obrázek 5.13: Konstrukce prvních pěti iterací Cantorova diskontinua 
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Jak už bylo řečeno tato soběpodobná množina má řadu vlastností, které se 

naprosto vymykají naší intuici. Jedná se o nespočetnou množinu bez vnitřních bodů, 

nemůže tedy obsahovat žádnou úsečku, ale i přesto má mohutnost kontinua. 

 Při reprezentaci Cantorova diskontiuua pomocí želví grafiky se setkáme se 

symbolem f, který odstraňuje část úsečky vzniklé v předchozím kroku konstrukce. 

  

Gramatika Příkazy pro želvu 

Abeceda F Sestroj úsečku 

f Odstraň již sestrojenou úsečku  

Axiom F Před uplatněním přepisovacích pravidel 

sestroj úsečku. 

Přepisovací 

pravidla 

F →  F f F, Každou úsečku rozděl na tři a prostřední 

úsek odeber.  

 

Čtenáře může napadnout, že „gumování“ nebylo zmíněno mezi vlastnostmi, 

které želva ovládá. Gumování se dá reprezentovat i tak, že želva dostane příkaz: 

Vezmi štětec stejné barvy jako je pozadí vykreslovaného obrázku.    

 

 

5.4 Peanovy křivky 

Euklidovská geometrie zjednodušeně definuje křivku jako nekonečně tenkou 

a dlouhou „čáru“. Díky své nekonečné tenkosti by křivka či soustava křivek neměla 

mít plošný obsah, tj. neměla by vyplnit plochu. V roce 1890 však italský matematik 

Giuseppe Peano (1858–1932) uveřejnil křivku, která je i přes svoji nekonečnou 

tenkost schopna vyplnit plochu.  Jednalo se o vůbec první křivku procházející všemi 

body plochy. Konstrukce této křivky je znázorněna na obrázcích 5.13 a 5.14. 
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Reprezentace Peanovy křivky pomocí želví grafiky vypadá následovně: 

 

Gramatika Příkazy pro želvu 

Abeceda F Sestroj úsečku 

+  Otoč se o 90° doleva 

−  Otoč se o 90° doprava 

Axiom F Před uplatněním přepisovacích pravidel 

sestroj úsečku. 

Přepisovací 

pravidla 

F → F+F− F 

−F−F+F+F+F−F 

 

Každou úsečku nahraď následujícím:  

Sestroj úsečku, otoč se o 90° doleva, 

sestroj úsečku, otoč se o 90° doprava … 

Obrázek 5.14: Konstrukce první iterace Peanovy křivky 

Obrázek 5.15: Konstrukce prvních tří iterací Peanovy křivky 
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O rok později publikoval německý matematik David Hilbert (1862–1943) 

další plochu vyplňující křivku. Její konstrukce je znázorněna na obrázku 5.15. 

Následovaly objevy dalších křivek podobných vlastností. Neboť Peano objevil první 

křivku tohoto druhu, všem plochu vyplňujícím křivkám se obecně říká Peanovy 

křivky. 

 

 

Ve skutečnosti takto vniklé množiny nejsou fraktály, ale jejich konstrukce je 

fraktálního typu. Konstrukce těchto rovinných křivek se dají zobecnit, díky čemuž 

lze sestrojit křivky vyplňující n-rozměrnou krychli. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek 5.16: Konstrukce prvních tří iterací Hilbertovy křivky 
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6 IFS 

 

Zkratka pochází z anglického názvu iterated function system, tedy systém 

iterovaných funkcí. Takto vzniklé fraktály jsou sjednocením několika kopií sebe 

sama, z nichž každá je transformovaná jinou funkcí ze systému. Funkce ze systému 

musí splňovat jedinou podmínku, musí být kontrakcemi, tj. pro dva body 𝑥, 𝑦  platí 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑟 ∙ |𝑥 − 𝑦|, kde 0 < 𝑟 < 1. Zjednodušeně řečeno, obraz při této 

funkci je „menší“ než jeho vzor.  

Označme těchto 𝑛 funkcí symbolem 𝑓𝑖, kde index 𝑖 značí pořadí funkce 

v systému. Na prostoru 𝑅𝑛 existuje pro každý takový systém funkcí právě jedna 

v jistém smyslu netriviální (omezená, uzavřená a neprázdná) množina 𝐾, která je 

vůči němu invariantní (neměnná), neboli 

𝐾 = ⋃ 𝑓𝑖(𝐾).  

𝑛

𝑖=1

 
(6.1) 

 

 

Za 𝑓𝑖 se často volí podobnosti, afinní či konformní transformace. 

V počítačové grafice se nejčastěji používají právě afinní transformace, které 

provádějí s daným objektem následující operace: rotaci, zmenšování ve všech 

směrech a posun. Volbou těchto transformací získáme soběpodobné (self-similar), 

soběafinní (self-affine) či soběkonformní (self-conformal) fraktály.  

 

IFS algoritmus v každém kroku provedeme potřebné transformace dané 

množiny 𝐾𝑛 a jejich sjednocení 𝐾𝑛+1 je pak použito v dalším kroku algoritmu. Toto 

sjednocení zachycuje následující vztah  

𝐾𝑛+1 = ⋃ 𝑓𝑖(𝐾𝑛), 𝑛 = 1, 2 …

𝑛

𝑖=1

 
(6.2) 
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Mezi IFS patří mnohé fraktály zmíněné v předešlé kapitole o L-systémech. 

Zde si ukážeme další způsob jejich konstrukce. Jedná se o základní způsob jak 

generovat aproximace fraktálů. Nevýhodou těchto konstrukcí je nutnost generování 

velkého množství bodů pro reprezentaci fraktálu. 

 

 

6.1 Kochova křivka 

Kochova křivka se dá sestrojit jako sjednocení čtyř kopií sebe sama, z nichž 

každá je transformována jednou z funkcí 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4. Existuje více možností jak 

tyto funkce zvolit. Uveďme si jednu z možností. 

 

𝑓1(𝑥) = [
1 3⁄ 0

0 1 3⁄
] 𝑥 

                                                  𝑓2(𝑥) = [
1 6⁄ −√3 6⁄

 √3 6⁄ 1 6⁄
] 𝑥 + [

1 3⁄
0

]  

                                                  𝑓3(𝑥) = [
1 6⁄ √3 6⁄

− √3 6⁄ 1 6⁄
] 𝑥 + [

1 2⁄

√3 6⁄
]  

                                                  𝑓4(𝑥) = [
1 3⁄ 0

0 1 3⁄
] 𝑥 + [

2 3⁄
0

] 

 

Ukažme si roli těchto funkcí při konstrukci první iterace Kochovy křivky. 

První iterace Kochovy křivky je složena ze čtyř menších kopií výchozí úsečky, z 

nichž každá je transformovaná jinou funkcí ze systému.  

Funkce 𝑓1 daný vzor tj. výchozí úsečku zmenší v poměru 1 ∶ 3. Funkce 𝑓2 

daný vzor zmenší v poměru 1 ∶ 3, otočí o 60° proti směru hodinových ručiček a 

následně posune o vektor (1 3⁄ , 0). Funkce 𝑓3 daný vzor zmenší v poměru 1 ∶ 3, 

otočí o 60° ve směru hodinových ručiček a následně posune o vektor (1 2⁄ , √3 6⁄ ). 

Poslední z funkcí výchozí úsečku zmenší v poměru 1 ∶ 3 a posune o vektor (2 3⁄ , 0). 
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Druhá iterace Kochovy křivky je složena ze čtyř menších kopií první iterace 

Kochovy křivky, z nichž každá je transformovaná jednou z funkcí ze systému. 

Obdobně získáme i vyšší iterace Kochovy křivky.   

Obrázek 6.2: Konstrukce druhé iterace Kochovy křivky za pomoci IFS 

 

Obrázek 6.3: Čtvrtá iterace Kochovy křivky pomocí IFS 

Obrázek 6.1: Konstrukce první iterace Kochovy křivky za pomoci IFS 
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6.2 Sierpińského trojúhelník 

Sierpińského trojúhelník je možno sestrojit jako sjednocení tří kopií sebe 

sama, z nichž každá je transformována jednou z funkcí 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3. Existuje více 

možností jak tyto funkce zvolit. Uveďme si jednu z nich. 

 

𝑓1(𝑥) = [
1 2⁄ 0

0 1 2⁄
] 𝑥 

                𝑓2(𝑥) = [
1 2⁄ 0

0 1 2⁄
] 𝑥 + [

1 2⁄
0

] 

                   𝑓3(𝑥) = [
1 2⁄ 0

0 1 2⁄
] 𝑥 + [

1 4⁄

√3 4⁄
] 

 

První z funkcí daný vzor, kterým je v tomto případě trojúhelník, zmenší 

v poměru 1 ∶ 2. Druhá funkce resp. třetí funkce provede totéž zmenšení a následně 

posune o vektor (1 2⁄ , 0) resp. (1 4,⁄  √3 4⁄ ). 

 

 
Obrázek 6.4: Konstrukce čtvrté iterace Sierpińského trojúhelníku za pomoci IFS 
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6.3 Hra chaosu  

Při konstrukci fraktálu lze použít mimo výše uvedeného postupu i tzv. hru 

chaosu. Hrou chaosu nazýváme velice jednoduchý algoritmus, jehož průběh je řízen 

náhodou a i přesto jeho výsledek není chaotický, jak by mohl někdo očekávat.  

Ukažme si sestrojení Sierpińského trojúhelníku právě za pomoci hry chaosu. 

Nejprve je třeba v rovině zvolit tři vrcholy rovnostranného trojúhelníku. Každému 

z bodů přiřadíme jinou barvu, například žlutou, modrou a červenou. Uvnitř 

rovnostranného trojúhelníku zvolíme čtvrtý bod, který označíme písmenem 𝑆.          

V zahraniční literatuře je tento bod často označován jako seed neboli semínko, 

protože z něj „vyroste“ výsledný obraz algoritmu. V dalším kroku je zapotřebí 

upravená hrací kostka – vždy dvě protější strany kostky jsou obarveny stejnými 

barvami jako zvolené vrcholy trojúhelníku. Hoďte hrací kostkou a podle toho, která 

barva padla, sestrojte bod 𝑆1 tak, aby půlil úsečku spojující bod 𝑆 a vrchol dané 

barvy. Opět hoďte kostkou a dle padlé barvy sestrojte bod 𝑆2 tak, aby půlil úsečku 

spojující bod 𝑆1 a vrchol dané barvy. Stejný postup je třeba dostatečně dlouho 

opakovat, vždy se snažíte najít bod 𝑆𝑖+1, který leží ve středu úsečky 𝑆𝑖 a náhodně 

určeného vrcholu.  

 Obrázek 6.5: Schéma hry chaosu 
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Po dostatečném množství opakování se začne objevovat uvnitř 

rovnostranného trojúhelníku obrazec, znázorňující trajektorii bodu S. Tento obrazec 

by měl dle intuice být naprosto chaotický. Výsledkem je ale pravidelný Sierpińského 

trojúhelník.  
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7 TEA 

 

Time Escape Algorithms ke konstrukci využívá komplexní rovinu a jeho 

účelem je vybarvování dané množiny podle toho, zda daný bod překročil uživatelsky 

stanovenou hranici nebo ne. Toto obarvování často vyváří pozoruhodné obrazce, 

které tyto fraktály proslavily. 

Komplexní čísla jsou rozšířením oboru reálných čísel. Skládají se z reálné a 

imaginární složky. Zapisuje se nejčastěji ve tvaru 𝑎 + 𝑏𝑖, kde 𝑎 znázorňuje reálnou 

složku, 𝑏 imaginární složku a písmeno 𝑖 zastupuje tzv. imaginární jednotku, která je 

definována vztahem 𝑖2 = −1. Komplexní čísla lze interpretovat i geometricky, za 

použití kartézské soustavy souřadnic, tvořené reálnou a imaginární osou. Každému 

komplexnímu číslu ve tvaru 𝑎 + 𝑏𝑖 odpovídá v komplexní rovině bod o   

souřadnicích [a, b].  

 

 

7.1 Mandelbrotova množina 

Benoît Mandelbrot (1924–2010) je právem považován za otce fraktální 

geometrie. Hranice Mandelbrotovy množiny patří k nejznámějším a zajisté k 

nejsložitějším fraktálům. Mandelbrot na tuto množinu narazil v 70. letech minulého 

století při zkoumání a třídění Juliových množin. 

Za duchovní otce Mandelbrotovy množiny jsou považování francouzští 

matematici Pierre Fatou (1878–1929) a Gaston Julia (1893–1978), kteří se zabývali 

studiem rekurzivních procesů. V roce 1919, Julia a Fatou nezávisle na sobě 

publikovali své významné práce o iteraci funkcí v rovině, včetně funkcí tvaru 

𝑧 → 𝑧2 + 𝑐. Jejich práce obsahovaly definice toho, co je dnes známo jako Juliovy 

množiny a Mandelbrotova množina. 
8
 (16, s. 83) 

                                                 
8
 Thus in 1919, Julia and Fatou independently published major papers on the iteration of 

functions on the plane, including those of the form 𝑧 → 𝑧2 + 𝑐. These papers contain the 

definitions of what are now known as Julia sets and the Mandelbrot set. 
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Ve své době museli tito matematici všechny náročné výpočty provádět ručně, 

a tak nikdy na vlastní oči nespatřili grafické znázornění těchto množin. Právě 

počítačové vykreslení přineslo těmto množinám jejich popularitu v řadách i mezi 

„nematematiky“. 

 

 

 

 

 

 

Obrázek 7.1: Mandelbrotova množina 
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První publikovaný obraz Mandelbrotovy množiny se objevil v článku 

publikovaném v roce 1978 Robertem Brooksem a Peterem Matelskim. Vytvořili 

hrubý obraz, tvořený písmeny „X“ v 31 svislých linií. 
9
 (16, s. 83) 

Až Mandelbrot publikoval detailnější obraz nejen Mandelbrotovy množiny, 

ale i Juliových množin. Díky své práci ve společnosti IBM měl Mandelbrot 

k dispozici na svou dobu obrovský výpočetní výkon.   

Hranice Mandelbrotovy množiny patří mezi dynamické fraktály. Na rozdíl od 

předešlých fraktálů je konstrukce obtížnější.  

K jejímu vykreslení používáme rekurentní vzorec: 

𝑧𝑛+1 = (𝑧𝑛)2 + 𝑐  ; 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑛 ∈ 

𝑧0 = 0 + 0𝑖 

Do rekurentního vzorce dosadíme zvolené komplexní číslo 𝑐, tak získáme pro 

každé komplexní číslo 𝑐 různé posloupnosti 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑛. Pokud jsou všechny 

prvky posloupnosti pro dané komplexní číslo 𝑐 omezené, tj. existuje reálné číslo 𝑚 

takové, že pro všechna 𝑛 je |𝑧𝑛| ≤ 𝑚 , pak daný bod v rovině komplexních čísel patří 

do Mandelbrotovy množiny. Takový bod obarvíme černě. Jinak daný bod nepatří do 

Mandelbrotovy množiny, proto tento bod obarvíme bíle.  

Pokud bychom chtěli barevný obrázek, můžeme bod nepatřící do 

Mandelbrotovy množiny obarvit například modře a odstín barvy závisí na tom,      

„jak rychle“ posloupnost 𝑧𝑛 diverguje. 

Mandelbrotova množina má těsný vztah k Juliovým množinám. Juliovy 

množiny se od Mandelbrotovy množiny liší pouze počáteční podmínkou.                   

U Juliových rovin je počáteční hodnota 𝑧0 rovná pozici vykreslovaného bodu a 𝑐 je 

libovolná konstanta, která se po dobu výpočtu celé množiny nemění. Juliových 

množin je tedy díky způsobu volby konstanty 𝑐 nekonečný počet. 

                                                 
9
 The first published picture of the Mandelbrot set appeared in a paper published in 1978 by 

Robert Brooks and Peter Matelski. Their image was rather coarse, formed by lines of printed 

„x“s with just 31 lines from top to bottom. 
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Obrázek 7.2: Detail Mandelbrotovy množiny 

Obrázek 7.3: Juliova množina pro c = −0,77 + 0,22𝑖 
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8 Náhodné fraktály  

 

  Zatímco předchozí skupiny fraktálů byly v určitém smyslu pravidelné, do 

tvořícího algoritmu náhodných fraktálů je, jak už název napovídá, vnesena náhoda. 

Právě vliv náhody umožňuje lepší popis přírodních objektů a jejich věrohodnější 

generování pomocí počítače. Například generujeme-li strom pomocí L-systému či 

IFS, získáme perfektně pravidelný strom.  Stromy rostoucí v přírodě však nikdy 

nejsou perfektně symetrické, a proto je vhodno do algoritmu zavést náhodu. Náhoda 

má vliv na výsledný tvar fraktálu, zpravidla však nemá vliv na jeho dimenzi.  

 

 

8.1 Perkolace 

Teorie perkolace je matematická disciplína, která popisuje chování 

izolovaných a spojených shluků v náhodných grafech. Vznikla v minulém století a v 

prvních náznacích se objevila při studiu větvení molekul do větších shluků a 

formování makromolekul. Konkrétnější datum počátků této vědní disciplíny je 

spojené s rokem 1957 a se jmény Broadbent a Hammersley, kteří zavedli jméno 

„teorie perkolace“ a zabývali se tématem z matematického hlediska. (17, s. 21) 

Teorie perkolace se uplatňuje v modelování reálných dějů jako je například 

průchod chemických látek různými filtry, šíření požárů či epidemií.  

Nejklasičtějším příkladem perkolací je následující model. Uvažujme čtverec a 

rozdělme jej na čtyři stejné díly. Nyní pomocí náhody určíme, který ze čtyř menších 

čtverců vynecháme. U každého čtverce si například hodíme mincí.  Padne-li „orel“, 

čtverec odebereme, naopak padne-li „panna“, čtverec ponecháme. V následujícím 

kroku se algoritmus opakuje, tj. každý ze zbylých čtverců rozdělíme a pomocí 

náhody určíme, který ze čtverců vynecháme. (obr. 8.1) V praxi namísto házení mincí 

použijeme generátoru pseudonáhodných čísel.  
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8.2 Brownův pohyb 

Brownův pohyb je termín pro specifický druh pohybu částic vznášejících se v 

kapalině nebo případně v plynu. Původně byl pozorován v podobě neustávajícího 

chaotického pohybu částic rostlinného pylu ve vodě. První důkladné a soustavné 

pozorování jevu se vztahuje k roku 1827 a zasloužil se o ně skotský lékař a později 

významný botanik Robert Brown. (18, s. 178) 

Robert Brown (1773–1858) se původně domníval, že pohyb je projevem 

případného života. Stejný charakter pohybu lze ale pozorovat i u částeček 

anorganické hmoty, například zrnka prachu.   

Příčinu Brownova pohybu objasnil až v roce 1905 německý fyzik Albert 

Einstein (1879–1955) vycházeje z kinetické teorie látek. Vlivem tepelného pohybu se 

molekuly v roztoku neustále srážejí, přičemž směr a síla těchto srážek jsou náhodné, 

díky čemuž je i okamžitá poloha částice náhodná. Rychlost pohybu je úměrná teplotě 

systému. 

Obrázek 8.1: Model perkolace 
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Mandelbrot označil Brownův pohyb jako posloupnost malých přemístění, 

která jsou vzájemně nezávislá a izotropní, tj. všechny směry mají stejnou 

pravděpodobnost. (2, s. 46) 

 

Brownův pohyb P (t) může být popsán následovně. Pro každou dvojici 

časových okamžiků t a t´ > t definujme vektor přemístění bodu, jakožto vektor 

jdoucí od P(t) k P(t´). Tento vektor musí splňovat následující tři podmínky: 

 Směr i délka tohoto vektoru jsou nezávislé na počáteční poloze 

P (t) a na polohách v okamžicích předcházejících t. 

 Tento vektor je izotropní. 

 Jeho délka je taková, že průmět na jakoukoliv osu splňuje gaussovské 

rozdělení s hustotou 
1

√2π|t´−t|
exp (−x2 2|t´ − t|)⁄ . 

 

 

      Obrázek 8.2: Příklad aproximace trajektorie Brownova pohybu 

 

Trajektorii Brownova pohybu řadíme mezi náhodné fraktály. Matematický 

model Brownova pohybu se používá ke generování náhodných čísel či vektorů.  
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9 Fraktály a jejich využití v praxi 

Fraktální geometrie je rychle se rozvíjející odvětví matematiky, a tak se 

s využitím fraktálů setkáváme stále častěji. Své uplatnění fraktály nacházejí nejen 

v matematice a fyzice, kde se uplatňují při studiu chaosu či pohybu tří těles ve 

vesmíru, ale především v technických disciplínách, zejména pak v počítačové 

grafice.  

 

9.1 Lékařské diagnózy 

Najdou se i odvětví, ve kterých byste využití fraktálů vůbec nečekali. 

V medicíně se zkoumají vlastnosti tkáně měřením fraktální dimenze buněk, ze 

kterých je tvořena. Řada studií zabývajících se detekcí rakoviny pomocí měření 

fraktální dimenze tkáně již byla patentována. (19) (20) (21) (22) 

 

 

9.2 Počítačová grafika 

Pravděpodobně největší uplatnění má fraktální geometrie v počítačové 

grafice, kde se využívá k simulaci reálného světa, především v počítačových hrách a 

ve filmech. „Ruční“ modelování přírodních objektů, jako jsou například stromy, 

hory, mraky apod. vyžaduje obrovské vynaložení práce animátora a i přesto výsledek 

nebývá nejvěrohodnější. Oproti tomu tzv. procedurální modelování využívající 

poznatky fraktální geometrie je nejen méně náročné, ale i jeho výsledek je díky užití 

soběpodobnosti věrohodnější. Při procedurálním modelování se uplatňují především 

fraktály ze skupiny L-systémů. Animátor tak nemusí zadávat přímo tvar objektu, ale 

jen způsob jakým bude objekt generován.  

Fraktály lze využít nejen při vytváření statických obrazů, ale i animací 

chaotických jevů, jako je například zobrazení plápolajícího ohně či pohybujících se 

mraků. Jediné, co je třeba, je rozšířit generování fraktálů o jeden rozměr – čas. 
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Fraktální krajiny byly široce využívány v umění a filmu. Průkopníky 

v napodobování planet a krajin za pomocí fraktálů se stali začátkem 80. let minulého 

století filmy Star Trek II: Khanův Hněv a Star Wars: Návrat Jediho. Fraktálů bylo 

použito i v řadě dalších filmů.
10

 (16, s. 105) 

 

 

9.3 Fraktální komprese 

Typickou oblastí využití IFS fraktálů je komprese dat. Na vývoji fraktální 

komprese pracoval britský vědec Michael Barnsley. Tento matematik je též držitelem 

několika technologických patentů, které jsou s touto kompresí dat spojeny.   

Cílem komprimace je vměstnat co nejvíce informací do co nejmenšího 

objemu dat. Myšlenka fraktální komprimace je velice jednoduchá: Dokážeme-li 

jednoduchým popisem vygenerovat složitý fraktální obrazec, jsme schopni zpětně 

najít popis složitého obrazce? Najdeme ho, pokud obrazec rozdělíme do bloků, mezi 

kterými můžeme najít soběpodobnost.  

Fraktální komprimace rozloží obrázek na menší bloky tak, aby jich bylo co 

nejvíc navzájem podobných, podobné bloky reprezentuje jedním vektorem (tj. řadou 

čísel), ve kterém je zakódovaná informace, jak blok vypadá a na kterých pozicích se 

jemu podobné bloky vyskytují.  Při komprimaci obrazu jsou tak odstraněna 

nadbytečná data, neboť například skupina 𝑛 podobných bloků je reprezentována 

pouze jedním vzorem, nikoliv 𝑛 vzory. 

Tuto kompresní metodu používá např. formát FIF. Komprese nabízí řadu 

výhod jako je například možnost zvětšování obrázku bez rozostření (dopočítávají se 

nové podrobnosti a detaily obrázku, předtím neviditelné). Výhody však nepřeváží její 

neuvěřitelnou časovou náročnost a nutnost vysokého výpočetního výkonu. 

 

                                                 
10

 Fractal landscapes have been utilized widely in art and movie, with fractal planet and 

landscape simulations pioneered in the early 1980s films Star Trek II: The Wrath of Khan 

and Star Wars: Return of Jedi and used in many later films. 
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9.4 Fraktální antény 

Fraktální geometrie má své uplatnění i mimo virtuální svět. V technické praxi 

se osvědčily tzv. fraktální antény, jejichž tvar je odvozen například od Kochovy 

křivky. Díky užitému fraktálu mají tyto antény širokopásmový rozsah a zároveň jsou 

kompaktní, díky čemuž se využívají v mobilní technice.  

Vynálezcem a držitelem patentu  na fraktální antény je americký matematik 

Nathan Cohen. Jeho společnost Fractal Antenna Systems, Inc. se zabývá vývojem a 

výrobou těchto antén pro komerční i vojenské účely. (23) 

 

 

9.5 Umění a architektura 

Díky své vizuální zajímavosti získaly fraktály své místo v moderním umění. 

Mandelbrotova množina a Juliovy množiny jsou považovány za ikony fraktálního 

umění. Éra osobních počítačů přispěla ke hledání dalších podob fraktálů. Umělci, 

mezi které nepatří výhradně matematici, vytváří fraktály pomocí generátorů, kterých 

v dnešní době existuje celá řada. Mezi nejznámější umělce patří například William 

Latham, Greg Sams, Vicky Brago-Mitchell či Carl Jones.  

Fraktální umění bývá jen zřídka kdy malováno bez použití počítače. Mezi 

výjimky patří například obraz Salvatora Dalího Tvář války (1940). V obrazu je 

použito soběpodobnosti. Opakující se motiv je tvořen obličejem, jehož zmenšeniny 

jsou umístěný do úst a očních důlků 

Motivy fraktálů lze nalézt i na podlahách italských kostelů v Římě. 

V mozaikách se objevují vzory podobné Sierpińského trojúhelníku. (24) 

 

 

 

 

 



 

54 

 

10 Závěr 

 

Cílem této práce bylo srozumitelnou formou představit základy oboru 

fraktální geometrie. Základní kámen fraktální geometrie byl položen roku 1975 

francouzským matematikem polského původu Benoît Mandelbrotem. První 

konstrukce fraktálů se začaly objevovat již na přelomu 19. a 20. století. Mnohými 

matematiky byly tehdy přijímány s odporem jako matematická monstra.   

V práci jsou vysvětleny důležité pojmy, se kterými se čtenář může při studiu 

fraktální geometrie setkat. Samotné fraktály jsou dle způsobu jejich generování 

rozděleny do jednotlivých kapitol. Tyto kapitoly jsou opatřeny velkým množstvím 

obrázků, které zachycují krokované konstrukce. U každého z fraktálů je rovněž 

uveden stručný medailonek matematika, po kterém je daný fraktál pojmenován.  

Fraktály jsou všudypřítomné geometrické objekty, které nás obklopují, aniž 

bychom si to uvědomovali. Poslední kapitola je proto zaměřena na využití fraktální 

geometrie v každodenním životě. Pravděpodobně největší uplatnění má fraktální 

geometrie v počítačové grafice, kde se využívá k simulaci reálného světa, především 

v počítačových hrách a ve filmech.  

Práci by bylo možné rozšířit o fraktály v trojrozměrném prostoru, mezi které 

řadíme například Mengerovu houbu či Sierpińského čtyřstěn. Doplnit by se daly i 

kapitoly zabývající se hlouběji měřením Hausdorffovy dimenze či atraktory. Tyto 

kapitoly záměrně nebyly zařazeny pro jejich obtížné vysvětlení, které přesahovalo 

rámec této práce. 
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