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Uvod

V prvni kapitole se budeme stru¢né vénovat historii vzniku financ¢nich deri-
vati. Vzhledem k riznorodosti finanénich derivati provedeme jejich vymezeni
z hlediska vlastnosti a znakt, které by mély spliiovat. Dale provedeme klasifikaci
dle riznych kritérii, napt. dle typu podkladového aktiva, kde a za jakym tcelem
jsou obchodovany nebo z hlediska postaveni ii¢astniki.

Déle uvedeme znaceni a zakladni techniky ocenovani finan¢nich derivati. Pro-
kapitole pouze vymezime prostor, ve kterém se miize op¢ni prémie nachéazet.

Ocenovani opci vénujeme treti kapitolu, kde predstavime nékteré modely pro
ocenovani opci, a to binomicky model, Cox-Ross-Rubistein model, Jarrow-Rudd
model a v neposledni fadé Black-Scholestiv model. Diilezitou soucasti bude pod-
kapitola vénovana odhadim parametri, které do modelu vstupuji (implikovana
volatilita).

V posledni kapitole se podivame na nékteré praktické priklady a na investi¢ni
strategie opci, jako straddle, strangle, bullish, bearish a butterfly spread.

V celé praci pouzivame pro vypocty, grafy a implementaci ocenovacich modelt
vypocetni software Wolfram Mathematica Student edition verze 10.3.0.0. Vybrali
jsme tento software, protoze poskytuje Sirokou skalu zabudovanych funkci a je
velmi dobfe pouzitelny jak pro vypocty, tak pro tvorbu grafi.



1. Charakteristika financ¢nich
derivatu

1.1 Vznik finan¢nich derivatu

Financni derivaty maji v obecném povédomi punc novosti a slozitosti. Po-
tfeba zajistit se proti nepiizni pocasi, zajistit si odbyt pro trodu, atd. vSak pro-
vazi lidstvo od nepaméti. O prvnich financ¢nich derivatech se mluvi v souvislosti
s Chammurapiho zdkonikem (Chammurapi), kde § 48 ¥iké, ze pokud Adad (ba-
bylonsky btih boufe a desté) zaplavi pole a odnese tirodu, nebo se neurodi kviili
suchu, nemusi pak zemédélec tento rok splacet zapiujciteli troky v naturaliich.
Tento ptiklad spliuje nékteré charakteristiky opce, nevime vsak, jak presné byl
tento vztah upraven a predevsim postrada soukromopravni charakter. Nesporny
doklad prvni opce nalezneme v Aristotelové dile Politika (Aristotelés, |s. d., ¢ast
XI. - Pokyny pro vydéleénou ¢innost v doméacnosti a obci). Aristoteles zde dava
za vzor piibéh Thaléta z Milétu (6. stol. pf. n.l), ktery byl lidmi vysmivan pro
nevynosnost filozofie. Podle svého hvézdarského pozorovani predpovidal velkou
sklizen oliv a jesté v zimé si za nizkou cenu zaplatil prednostni pravo pouziti
vétSiny lisit na olivy v Milétu a Chiu za stanovenou cenu. V case lisovani pak
pronajimal lisy, ¢imz vydélal velkou sumu penéz. Dokézal tim, Ze pro filozofa je
snadné zbohatnout, kdyz o to usiluje. U tohoto ptikladu jsou jiz popsdny vSechny
nalezitosti opéntho kontraktu. Jednalo se o kupni (call) opci na podkladové akti-
vum pouziti lisu na olivy. Thalés na zacatku zaplatil majiteltiim list op¢ni prémii,
byl tedy v dlouhé (long) pozici a spekuloval na vzestup ceny podkladového aktiva.
V okamziku vyprseni mél pravo koupit podkladové aktivum za predem sjedna-
nou (realiza¢ni) cenu. Skuteénd (poptévkova) cena v ¢ase splatnosti byla vyssi
nez realizaéni (diky vysoce nadprimérné rodé oliv). Thalés tedy opci uplatnil a
rozdil mezi realizacni cenou a aktualni cenou vyinkasoval.

Zisk nebo ztrata

Realiza¢ni
0 cena

Cena v case splatnosti

opcni
prémie

Obrazek 1.1: Zisk nebo ztrata majitele kupni opce.



V obdobi antiky, v ndvaznosti na rozvoj obchodovani (a transportovani zbozi)
na velké vzdalenosti — rfims$ti panovnici napf. opatfovali obili v Egypté — pfrisla
potieba zajistit odbyt zbozi v misté dodani, ¢ehoz bylo dosahovano pomoci for-
wardovych kontraktt. Z forwardu vychazeji futures, jejichz vznik je nedilné spjat
s rozvojem obchodovani na burzach. Swapy jsou nejnovéjSim z financ¢nich deri-
vati. K hlavnimu rozvoji financ¢nich derivati doslo v 70. a 80. letech minulého
stoleti, a to predevsim diky boomu nakupu financnich derivati za tcelem speku-
lace.

1.2 Vymezeni financénich derivata

Definice finan¢nich derivatt obvykle stavi na sémantickém vysvétleni, tedy
ze finan¢ni derivaty jsou nastroje, jejichz hodnota je odvozena od hodnoty pod-
kladového aktiva. Podkladové aktivum je vsak velmi Siroky pojem, protoze se
muze jednat o komoditu, ménu, trokovou miru, ..., ale také jiny derivat. Proto
je vhodnéjsi pouzivat pojem bazicky instrument. V ¢eském prostiedi neexistuje
jednotnd definice finan¢nich derivati. Vymezeni mizeme hledat hned ve tfech
zdrojich:

e v zakoné ¢.256/2004 Sb., o podnikani na kapitalovych trzich,
e v zakoné ¢. 219/1995 Sb., devizovy zakon,

e a nejpodrobnéji v Ceskych tcetnich standardech pro podnikatele ¢.009,
v nichz se dle Jilkovy knihy (Jilek, [2010)) definice p¥ilis nelisi od IFRS (Inter-
netional Financial Reporting Standards, Mezinarodni standardy tcetniho
vykaznictvi).

Uhman (Uhman, 2013) ve svém ¢lanku 1ika, ze dle IFRS je finan¢ni derivat
nastroj nebo jind tmluva v rozsahu ptsobnosti IAS 39, ktery spliuje vSechny tii
nasledujici charakteristiky:

e jeho hodnota se méni reagovanim na zménu specifické irokové sazby, ceny fi-
nan¢niho néastroje, ceny komodity, kurzu cizich mén, indexu cen nebo sazeb,
uvérové bonity nebo tavérového indexu nebo jiné velic¢iny za predpokladu,
7e - v pripadé nefinan¢ni proménlivé veli¢iny - tato veli¢ina neni specificka
pro smluvni stranu,

e nevyzaduje zddnou tivodni ¢istou investici, nebo tvodni ¢istou investici, jejiz
hodnota je nizsi nez pozadovana hodnota pfi jinych typech smluv, které by
reagovali podobné na zmény trznich faktort,

e jeho vyporadani nastane v budoucnosti.

Tato definice je jiz komplexnéjsi a vyzdvihuje smysl derivati, kterym je ob-
chod s rizikem, tj. pfeneseni rizika ze subjekti, které riziko nést nechtéji (za uce-
lem zajisténi) na subjekty, které jsou ochotny riziko prevzit (za tcelem speku-
lace). Dilezity je rovnéZz terminovany charakter ve smyslu ¢asového nesouladu
mezi uzavienim a plnénim obchodu. Narozdil od promptniho trhu, v dobé sjed-
nani kontraktu nemusi mit zadnd ze stran dostatek finan¢nich prostredkil ani
podkladového aktiva.



Poplatek za sjednani derivatu je v poméru k hodnoté bazického instrumentu
velmi maly. Investor tedy za pouziti nizkého vlastniho kapitalu kontroluje vétsi
mnozstvi aktiv a tim maximalizuje sviij zisk, nebo také ztratu. Tento jev se nazyva
finanéni pakovy efekt (financial leverage).

Priklad (Finanéni pakovy efekt). Modelujme finanéni pakovy efekt na piikladu
investora, ktery ma dne 1.1. 2016 k dispozici 1000 USD. Nabizi se mu moznost
investovat do Sestimési¢nich evropskych call opci (pravo koupit) na akcii spo-
le¢nosti Apple s realiza¢ni cenou 102 USD za 5 USD. Cena za akcii spole¢nosti
Apple ¢ini k 1.1.2016 100 USD. Investor se tedy rozhoduje mezi portfoliem sloze-
nym z 10 ks akcii a portfoliem slozenym z 200 ks call opci na akcie. Dne 1.7.2016
¢ini spotova cena 99 USD, resp. 105 USD.

Provedeme vycisleni zisku a ztraty pii zméné spotové ceny na 99 USD, resp.
105 USD, a to jak absolutné, tak relativné viéi vstupni investici (viz tabulka|l.1]).

99 USD 105 USD

zisk/ztrata  absolutné relativné absolutné relativné
akcie -10 USD -1% 50 USD 5%
opce -1000 USD -100 % 600 USD 60 %

Tabulka 1.1: Finan¢ni pakovy efekt.

Z tabulky 1.1. je zfejmé, ze zména spotové ceny akcii mé vétsi vliv na opc¢ni
portfolio. Vzhledem k tomu, Ze opce mé velmi malou pofizovaci cenu, mohl inves-
tor prevzit zisk, resp. ztratu ze zmény spotové ceny radové vétsiho mnozstvi akcii
a tim maximalizovat zisk ¢i ztratu. Pokud spotova cena klesne pod realizacni
cenu, prichazi investor o cely vklad.

1.3 Klasifikace financénich derivata

Clenéni finanénich derivatil je relevantni z vicero kritérif. Vybereme nék-
tera dle Jilkovy knihy (Jilek, 2010). Podle postaveni Gc¢astnikt délime derivaty
na podminéné a nepodminéné. Podminéné kontrakty se vyznacuji nerovnym
postavenim subjekti, kdy icastnik v dlouhé pozici rozhoduje o realizaci kontaktu.
Zastupcem finan¢nich derivat s touto vlastnosti jsou opce. Naopak nepodmi-
néné kontrakty zavazuji obé strany k uskutec¢néni obchodu v dobé splatnosti.
Mluvime také o pevnych terminovanych operacich. Miizeme jmenovat forwardy,
futures, swapy a warranty. Tyto skupiny popiseme ve zvlastnich podkapito-
lach.

Dle typu bazického instrumentu rozliSujeme derivaty finanéni, které délime
na urokové, ménové, akciové, uvérové, dale komoditni a ostatni. Financni deri-
vaty se puvodné tykaly predevsim komodit, dnes vétSinu bazickych instrumentt
tvori mény, akcie, irokové miry a indexy.

Finan¢ni derivaty mohou byt obchodovany nejen na burzach, ale i na mimo-
burzovnich trzich, tzv. OTC (over the counter, neboli obchody pies piepazku).
Na burzach je obchodovano s vysoce standardizovanymi kontrakty co do objemu
obchodu, data splatnosti, apod., ¢imz je dosahovano vyssi likvidity. Jedna se pre-
devsim o futures a burzovni opce. Mezi dalsi prednosti obchodovani na burzach



patii transparentnost obchodt, kdy podminky jsou verejnosti znamé. Nutnym
predpokladem obchodovani na burze je pro kazdého ucastnika otevieni marzo-
vého Gctu a jeho doplhovani na pozadovanou hladinu. Timto spole¢né s garanci
burzy resp. clearingového domu je minimalizovano kreditni riziko (tedy nebez-
pedi, ze protistrana nedostoji svym zavazkim). Naopak vyhodou OTC trhu je
,UuSiti“ derivatd na miru piimo dle potreb klienta a nizsi poplatky nez u deri-
vatovych burz. Na OTC trzich jsou obchodovany predev§im forwardy, swapy a
mimoburzovni opce.

Do derivatového kontraktu vstupuji vzdy dvé strany. O kupujicim fikame, ze
je v dlouhé (long) pozici a ma v dobé splatnosti derivatu povinnost koupit,
resp. u opci pravo koupit ¢i prodat bazicky instrument. Partner, fikime mu také
upisovatel, je pak v kratké (short) pozici a ma povinnost prodat, resp. v pfi-
padé opci povinnost koupit ¢i prodat bazicky instrument v pripadé, ze se ticastnik
v long pozici rozhodne opci uplatnit.

V neposledni fadé mizeme derivaty délit i podle ucelu. Slouzi predev§im k
zajisténi (uzaviend pozice), tedy k imunizaci vii¢i budoucimu vyvoji a spekulaci
(otevienda pozice).

1.3.1 Forwardy

Forwardy jsou pevné terminované kontrakty sjednavané na OTC trzich. Ku-
pujici (v dlouhé pozice) se v okamziku sjednéni zavazuje, Ze k datu splatnosti
koupi od prodavajiciho bazicky instrument, mize se vSak také jednat o vyménu.

1.3.2 Futures

Futures jsou standardizované forwardy obchodované na burzovnich trzich.
Vyhodou futures kontraktti je pfedev§im minimalizace rizika, dale pak vyssi li-
kvidita, kdy je snazsi kontrakt prodat, nebo na trhu zaujmout opac¢nou pozici a
tim jej vynulovat. Naopak negativem je mensi moznost ipravy derivatu dle potieb
ti¢astnika. Recend standardizace tkvi predevéim ve stanoveni objemu podklado-
vého aktiva, data splatnosti a stanoveni minimalni mozné denni zmény futures
(kotovani ceny).

1.3.3 Swapy

Nézev swapy, znamena vyménu (pivodné vsak dle Cipral (2000) pfeprahat).
Jedné se tedy o budouci obvykle periodickou sménu finan¢nich toki nebo jinych
bazickych instrumentii. Jedna strana mize napt. poskytovat plnéni plynouci ze
swapu ctvrtletné, druha roc¢né. Nejsou vsak vyjimecné ani swapy prosté. Jak
jiz bylo feceno, swapy jsou se svym vznikem az v 80. letech minulého stoleti
nejmladsim z derivati. Nejcastéjsimi typy swapi jsou irokové a ménové.



1.3.4 Opce

Opce je derivat, ktery dava kupujicimu opce pravo na uskute¢néni predem do-
hodnuté smény v presné daném budoucim okamziku (evropska opce), nebo v
pritbéhu néjakého obdobi (americka opce). V piipadé, Ze se kupujici rozhodne
opci uplatnit, druhy partner (upisovatel) je povinen se tomu podiidit. Za to ob-
drzi obvykle jiz pii sjednani opce op¢ni prémii. Opce rozlisujeme kupni (call) a
prodejni (put).



2. Jednoduché metody ocenovani
financ¢nich derivatu

V této kapitole uvedeme zakladni ocenovaci techniky a vzorce.

2.1 Ocenovani forwardu

Forwardové kontrakty jsou bezplatné, tedy zisk (nebo ztrita) je dan rozdilem
mezi terminovou a spotovou cenou v ¢ase splatnosti. V. Ciprové knize (Cipra,
2000) musi mit forwardovy kontrakt presné definované tyto parametry:

e datum splatnosti 7' (maturita),
e predmét a objem bazického instrumentu,

e terminovou cenu K.

Hodnota dlouhé pozice f; je v ¢ase sjednani nulové, tedy zfejmé hodnota kratké
pozice (—f;) je rovnéz nulova, jinak by kontrakt nemohl byt bezplatny, protoze by
byl pro jednu stranu nevyhodny. Nulové hodnoty v ¢ase t je dosahovano vhodnym
stanovenim terminové ceny K. Cena forwardu F; neni cenou, kterou by platil ku-
pujici za forward, ale terminova cena, ktera by byla vypoctena v ¢ase t. Specialné
tedy v case sjednani F; = K.

Nyni zavedme znaceni:
y

T datum splatnosti,

K ... terminova cena podkladového aktiva,

fo oo hodnota dlouhé pozice forwardu v case t,

Eoooo cena forwardu v case t,

St spotova (okamzitd) cena bazického instrumentu v Case t,
Vi o hodnota vyplat z cenného papiru diskontovana do casu t,
T, bezrizikova urokova mira.

Forward na cenny papir

Uvazujme forward na cenny papir bez vyplat, napi. na bezkuponovy dluhopis.
Méjme portfolio sloZené z forwardu (dlouhd pozice) a ¢astky ve vysi Ke (1),
Céstku investujeme za bezrizikovou trokovou miru. Budouci hodnota této ¢astky
v ¢ase T ¢ini K. Dlouha pozice ve forwardu zavazuje k nakupu akcie v hodnoté Sy
za terminovou cenu K. Celkové hodnota portfolia v ¢ase T' = Sp. Pokud pridame
predpoklad neexistence arbitraze na trhu, musi byt cena portfolia v c¢ase t < T

shodnd s cenou akcie v ¢ase t < T, tedy plati:

St = ft + KG_T(T_t).



V case sjednéani pak z podminky f; = 0 plyne:
K = Ster(Tit).

V soucasné dobé jsou nejvice obchodovanym typem forwardovych kontrakti
tzv. ,FRA® (forward rate agreement). V Jilkové knize (Jilek, [2010) se uvadi, 7Ze
vznikly ve Svycarsku roku 1984 z forwardovych terminovanych vkladi, avérd ¢
pljcek hotovosti. Jedna se o trokovy derivat, kdy v budoucnu dojde k vymeéné
pevné ¢astky za dosud neznamou castku, kterd je dana presnym vypoctem, a to
v téze méné. Vypocet nezndmé castky miize zaviset napiiklad na sazbach LIBOR
(London InterBank Offered Rate) ¢i PRIBOR (PRague InterBank Offered Rate).

Futures jsou vysoce standardizované forwardy. Ocenovani futures tedy probiha
analogicky.

2.2 Ocenovani opci

Opce musi mit v dobé sjednani presné definované parametry, které zcela urcuji
dany obchod, a to:

e datum splatnosti (maturity date),
e piedmét a objem bazického instrumentu,

e rcalizadni cenu.

Nyni zavedme znaceni:

c; (resp. Cy) ... cena evropské (resp. americké) call opce v Case t,

pe (resp. Py) ... cena evropské (resp. americké) put opce v Case t,

T ... datum expirace (také datum splatnosti ¢i maturita),

T ... datum realizace opce (u evropské 7 =T,

K ... realiza¢ni cena bazického instrumentu,

St ... spotova (okamzitd) cena bazického instrumentu v case ¢,
r ... bezrizikova trokova mira,

o ... volatilita bazického instrumentu,

Dy ... hodnota dividend v case t vyplacenych do maturity opce.

Poznamka. Pokud nebude feceno jinak, budeme mit na mysli bézné evropské
opce (tzv. vanilla) a budeme predpokladat, ze bazickym instrumentem je akcie,
ze které drziteli neplynou dividendy.

Call (resp. put) opce dava kupujicimu (v long pozici) pravo koupit bazicky
instrument za realiza¢ni cenu, upisovatel je pak povinen podkladové aktivum
za tuto cenu prodat (resp. koupit). Cipra ve své knize (Cipral, [2000) pouziva
terminologii, Ze opce je:

pro call opci: pro put opci:
v penézich, kdyz (S; — K) >0, nebo (K —5;) >0,
na penézich, kdyz (St — K) =0, nebo (K —5;) =0,
mimo penize, kdy?7 (S; — K) <0, nebo (K —5;) <0.



Kupujici se rozhodne opci uplatnit v pripadé, Ze je v case splatnosti ,,v pené-
zich“. Ozna¢me vyplatni funkei z call opce V(.S;) = max(S, — K,0) := (S, —K)™.
Zisk (popiipadé ztrata) v zavislosti na S, z call opce poté vypada nasledovné:

e —c+ (S; — K)* 2 pozice kupujiho,
zisk =
+c— (S; — K)*  z porzice upisovatele.

P&L
0 A call long
A S; -eeeee- call short
-
“«

Obrazek 2.1: Zisk kupujiciho a upisovatele call opce v zavislosti na S..

Ziejmé plati, ze zisk kupujiciho je ztrata upisovatele a naopak. Rovnovazny bod,
kde je ztrata kupujiciho i upisovatele nulova je v bodé S, = K + c.

Analogicky ozna¢me vyplatni funkci z put opce V(S;) = max(K — S;,0) :=
(K — S;)*. Zisk (poptipadé ztrita) v zavislosti na S; z put opce poté vypada
nasledovné:

- —p+ (K —S;)" z pozice kupujiho,
zisk =
+p— (K — S;)" z pozice upisovatele.

P&L
K-p
p LT put long
pr < Sy wemeeee- put short
-;? , TNK i
-K+p /"/’/

Obrazek 2.2: Zisk kupujiciho a upisovatele put opce v zavislosti na S..
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Ziejmé plati, ze zisk kupujiciho je ztrata upisovatele a naopak. Rovnovazny bod,
kde je ztrata kupujiciho i upisovatele nulova je v bodé S; = K — c.

Maximalni zisk a ztrata z jednotlivych pozic jsou uvedeny v tabulce nize.
PovSimnéme si, ze ztrata z call opce v kratké pozici neni shora omezena. Tento
typ opci je ¢asto kombinovan s opcemi jinych parametra pro sestaveni portfolia,
které vyhovuje investorovym pozadavkiim a jeho averzi vii¢i riziku.

druh opce CALL PUT
pozice long short long short
maximalni zisk %) c K—»p P
maximalni ztrata —c —o0 - —K+p

Tabulka 2.1: Maximalni zisk a ztata z opce dle typu a pozice

2.2.1 Meze opcéni prémie

vvvvvv

opci uplatnit. V této kapitole ukdzeme prirozené meze pro opc¢ni prémii, v dalsi
kapitole pak modely a postupy, jak cenu opce stanovit presnéji.

Ziejmé plati, ze:
Ct Z 0.

Opce dava pravo, nikoliv povinnost vyporadat bazicky instrument za predem
danou cenu. Upisovatel tedy musi byt za poskytnuti tohoto prava kompenzovan.

Ct S St'
Pokud by byla okamzitd cena akcie na trhu nizsi, nez cena opce, bylo by vyhod-
néjsi koupit piimo akcii.

Tvrzeni 1. Pro opcni préemii plati vztah:

¢ > 8 — Ke 7Tt prot <T.

Dikaz. Uvedu zde obménény diikaz odvozenim zalozeny na préaci Kolare a Kii-
vankové (Kolaf a K¥ivankova) a na knize Garretta (Garrettl 2013).

Necht investor v cCase t uskutecni prodej akcie A nakratko a ze ziskanych
prostfedku ve vysi S; vytvori investi¢ni portfolio nasledujicim zptisobem:

e koupé evropské call opce na akcii A s ¢asem splatnosti T' v realiza¢ni cené
K 7a cenu ¢,
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e investice zbylych prostredki ve vysi Z za bezrizikovou miru r, coz je jisté
mozné, protoze S; > ¢, atedy 32 >0:5, —¢, — Z =0.

V case T ma portfolio hodnotu:

. r(T—t) o +
ST + Je + (ST K) .

vraceni akcie hodnota investice Z v ¢ase T'  zisk z opce

Hodnota portfolia v ¢ase T = —Sy + (S, — ¢;)e" T + (Sp — K)T. VyuZzijme
nyni slabsiho predpokladu neexistence arbitraze na trhu, tedy ze nulova investice
negeneruje jisty nenulovy zisk. Snadno nahlédneme, ze pokud je hodnota portfolia
nekladnd v pripadé Sr > K, bude tomu tak i v ptipadé Sr < K a naopak.

Sr>K  —Sp+ 8T —cer™ 4 8 — K <0
ctev"(T—t) > Ster(T—t) - K
Ct Z St - KG_T(T_t)

Sr <K — S+ ST — "™ 10 < 0
cter(T—t) > Ster(T—t) . ST
Ct Z St — STer(T_t)
Ct Z St - KG_T(T_t).
Stanovili jsme tedy dolni mez pro cenu opce v cCase t.

0

Poznamka. Pokud by vSak drzeni podkladového aktiva generovalo drziteli zisk,
situace by vyzadovala drobnou modifikaci. Jako priklad takového aktiva uvedme
akcii, kterd vyplaci dividendy. Hodnota portfolia by v c¢ase t byla vyssi pravé
o dividendy. V case t je tedy hodnota vyssi o diskontovanou hodnotu dividend
vyplacenych do ¢asu splatnosti opce. Tedy:

¢ > 8, — Ke7T7Y _ D, prot <T.
Omezeni ceny evropské put opce lze odvodit analogicky:
pe > Ke "D g, prot <T.
A pro evropskou put opci na akcii vyplacejici dividendy:
Py > Ke T _ S; + Dy prot <T.
Tvrzeni 2. Cena evropské a americké call opce je v case t <T shodnd.

Ci=c¢ prot <T.

Diikaz. Ziejmé plati, ze C; > ¢;, protoze americkd opce oproti evropské nabizi
navic moznost predc¢asného uplatnéni. Z tvrzeni (1| vime, Ze v Case t < T plati
¢ > S, — Ke "T=9_V pifpadé uplatnéni opce v ¢ase t ziskdme vnitini hodnotu
opce, tedy S, — K. Faktor e "7 < 1, tedy plati S, — Ke "9 > §, — K,
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pri¢emz rovnost nastava pouze v ¢ase t = T. Uplatnénim opce pfed casem splat-
nosti tedy ptichdzime o jeji ¢asovou hodnotu, coz je dle Cipral (2000) cena, kterou
jsou investofi ochotni zaplatit za potencialni moznost, zZe se cena bazického in-
strumentu zméni v jejich prospéch. Pro uzavieni pozice je tedy vyhodnéjsi opci
prodat, nez uplatnit.

O

Poznamka. Zdturaznéme vsak, ze stejny vztah neplati analogicky i pro americkou
a evropskou put opci, a to z diivodu, ze prostiedky ziskané predc¢asnym uplatné-
nim put opce je mozné dale reinvestovat za bezrizikovou trokovou miru. V case
splatnosti opce pak maji prostiedky hodnotu (S, — K)e""=%, kterd miize byt
ostre vétsi nez St — K.

Tvrzeni 3 (Put-call parita). Opcéni prémie z put a call opce jsou ve vzdjemné
jednoznacném vztahu:

S, +pp = Ke' T 4 ¢ prot <T.

Diikaz. Uvedeme dikaz podle [Dupacova a kol.| (2002))
Uvazujme portfolio slozené z akcie, kratké pozice v put opci a dlouhé pozice
v call opci. Ozna¢me 7; hodnotu portfolia v ¢ase t a vycisleme:

=St +pr — G-
Hodnotu portfolia v case T — 1 rozlisime na dva piipady dle polohy St vaci K:

WT:ST—(K—ST)++(ST—K)+
Sr>K mr=8Sr+0—-—Sr— K=K
STSK WT:ST+K—ST—O:K

Portfolio mé tedy v ¢ase T hodnotu pravé K. Pfidanim piredpokladu absence
arbitraznich prilezitosti na trhu plyne, Ze hodnota portfolia v ¢ase t je rovna
diskontované hodnoté bezrizikovym trokovym faktorem, tedy:

Pt = C¢ — St —+ K@ir(T?t) pPro t S T
7 hodnoty call opce, ceny akcie, bezrizikové Girokové miry a doby do splatnosti je

mozné urcit vysi op¢ni prémie evropské put opce.

O

Poznamka. Drobnou modifikaci postupu bychom ziskali vztah pro opce na akcie
s vyplatou dividend:

P =c — Si+ Ke T 4 D, prot <T.

Uvedené vztahy vSak plati pouze pro evropské opce. Z tvrzeni [3| vime, Ze cena
evropské a americké call opce je shodnd, pro put opci to vSak jiz neplati. Cena
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americké put opce je vyssi o hodnotu moznosti predc¢asného uplatnéni, které muze
byt u put opce vyhodné. Pro americkou put opci tedy plati:

Pt Z Ct — St + KG_T(T_t) pro t S T.
A analogicky pro americkou put opci vyplacejici dividendy:

Pt Z Ct — St + K€_T(T_t) + Dt pro t S T.

Stanovili jsme prostor, ve kterém se miize op¢ni prémie nachéazet. Ten je vSak

vvvvvv

jakymi lze blize urcit cenu opce a tedy vysi op¢ni prémie.
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3. Matematické modely pro
ocenovani opci

Ackoliv pocatek obchodovani s opcemi neni zalezitosti posledniho stoleti,
s prvnimi standardizovanymi opc¢nimi kontrakty se zacalo obchodovat az roku
1973, v navaznosti na vznik Chicago Board of Option Exchange (CBOE). Tim
vyvstala potifeba modelt, které by piesné stanovovaly cenu opci. Prvnim mo-
delem byl Black-Scholestiv, publikovany v roce 1973. Binomicky model, kterym
zatneme, byl svymi autory Coxem, Rossem a Rubisteinem piedstaven o néco
pozdéji (v roce 1979), poskytuje vSak prehlednéjsi ivod do problematiky ocerio-
vani opci. Black-Scholesiiv model, ktery je diky své vypocetni jednoduchosti vice

rozsiten, odvodime vzapéti.

3.1 Binomicky model

Pro zjednoduSeni uvazujme opce na akcie. Nejprve se sezndmime se zakladnimi
piedpoklady modelu. Dupacova, Hurt a Stépan (Dupacova a kol., [2002) je uvadéji
takto:

1. cena akcie S; se mlize ménit pouze v ekvidistantnich ¢asovych okamzicich
tt+1, ..

2. cena akcie S;11 = X115, kde X1 je ndhodné velicina takova, ze:

u, s pravdépodobnosti p,
Xt+1 = o ;
d, s pravdépodobnosti 1 — p.
3. X; jsou nezavislé stejné rozdélené,
4. 0 <d < u,
5. absence arbitraznich prilezitosti,
6. investori se chovaji racionalné,

7. rizikové neutralni prostiedi.

Pozndmka. 7 predpokladil plyne, ze cena akcie S, pii dané S; mize nabyvat
pouze dvou hodnot, pri¢emz:

P(St_H = USt | St> =pa P(St+1 = dSt ‘ St> =1 — P.

Obvykle také predpokladame, ze d < 1 < u, tedy cena bazického instrumentu
muze v ¢ase nartistat i klesat.

Rizikové neutralni prostiedi lze chapat jako trh, kde se u investorti nepro-
jevuje averze vuci riziku. V bézném svété jsou rizikové investice troceny vyssi
urokovou mirou nez je bezrizikova, pravé jako ptirazka za riziko. Vysvétleni pro
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lepsi pochopeni Ize nalézt v knize Dupacové a kol. (Dupacova a kol., [2002)): Vy-
nos z kazdé investice sice realné neodpovida bezrizikové trokové mire, vyuzijeme
ji vSak pro vyjadieni soucasné hodnoty stfedni hodnoty budoucich finan¢nich
tokl plynoucich z rizikovych investic. V praxi se vsak ukazuje, ze model rizikoveé
neutralniho prostiedi je pro ocenovani financ¢nich derivati vhodny. Rizikovost in-
vestice se totiz promitne jiz do ceny napf. akcie, ¢i jiného bazického instrumentu.
Pokud bychom piizptisobili tirokovou miru rizikovosti investice, byla by rizikova
prirazka vlastné zapocitana duplicitné.

Tvrzeni 4. Bezrizikova mira vynosnosti je vyssi nez d, zaroven mensi nez u.

d<e <u.

Diikaz.  Dikaz provedeme podobné, jako v knize Dupacové a kol. (Dupacova
a kol 2002)). DokdZeme sporem nejdfive prvni nerovnost. Predpokladejme, Ze
d <u < e". V case t prodame akcii A nakratko a ¢astku ve vysi S; investujeme
za bezrizikovou trokovou miru. V ¢ase t + 1 ma toto portfolio hodnotu:

—uS; +e"S; = Si(e" —u) s pravdépodobnosti p,
i _=
ik —dS; +e"Sy = Si(e" —d) s pravdépodobnosti 1 — p.

Toto portfolio tedy generuje v case t + 1 jisty zisk, coz je spor s neexistenci
arbitraze.

Pro dokazani druhé nerovnosti sporem piredpokladejme " < d < u. V Case t
si ptijéime castku S; za bezrizikovou trokovou miru, za niz nakoupime akcii A.
V case t + 1 ma dané portfolio hodnotu:

=S+ e +uS; = Si(u—¢€") s pravdépodobnosti p,
T =
s —Si+e"+dS; = Si(d—e€") s pravdépodobnosti 1 — p.

Toto portfolio rovnéz generuje v case t + 1 jisty zisk, coz je spor s neexistenci

arbitrize.

O

Ozna¢me uzlem stromu Uij takovy prabéh ceny podkladového aktiva, kdy
vzdélenost od kofene (hloubka stromu) je rovna i a pocet zvySeni ceny o u je
roven j. Uvazujme nyni jednokrokovy binomicky model. Cena akcie se tedy muze
v prithéhu platnosti ménit pouze jedenkrat a obecné znaceni vypada nasledovné:

Ui

U
L'

Obréazek 3.1: Znaceni uzli v jednokrokovém binomickém modelu.
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V¥$i opéni prémie odvodime rekurzivné. Cena call opce v case splatnosti T’
mé nulovou ¢asovou hodnotu a vnitini hodnotu lze snadno vyjadrit vyplatni
funkei. Zafixujeme-li cenu bazického instrumentu v ¢ase T'— 1 (v Case ocefiovani
je zndma), vyvoj ceny je dan predpokladem [2| Na obrazku je schéma vyvoje
ceny bazického instrumentu a obecné znaceni cen opce prislusné k jednotlivym
scénafim vyvoje cen bazického instrumentu v jednokrokovém binomickém mo-

delu.

uST4

U
cr

Cr-1

— dSpq
e

cg
Obréazek 3.2: Vyvoj ceny podkladového aktiva.

Odvozeni cen opci v binomickém modelu je provedeno v knize Dupacové a kol.
(Dupacova a kol., 2002) a také v knize Hulla (Hull, 2009). My jej v8ak provedeme
podrobnéji. Pro rekurzivni odvozeni ceny opce vytvorime portfolio nasledujicim
zplisobem:

e piijcka ve vysi Y za bezrizikovou trokovou miru,
e nakup X kusu akcie A v cené Sp_q,

e upsani call opce na A.

Y =XSr_1+crq. (3.1)

Oznacme c? cenu opce v case T' pfi vyvoji ceny podkladového aktiva od Sp_;
do St = uSr_; a analogicky ¢4, pokud cena bazického instrumentu naopak po-
klesla. Chceme, aby bylo portfolio bezrizikové, tedy najdeme X tak, aby cena
portfolia byla stejna pii obou scénafich. Stanovené mnozstvi X nazveme zajisto-
vacim pomeérem.

XU,ST_l - C% — XdST—l - Cg“v

v G-d
(u—d)ST'

Pro stanoveni ceny opce v case T — 1 vyjdéme z predpokladu tedy ze
mira zisku z bezrizikového portfolia nemize byt vyssi, nez je dana bezrizikovou
urokovou mirou.

s pravdépodobnosti p: Yerl™M=-=0) — xuSp_, — CF,
s pravdépodobnosti 1 —p : YerM-T-U) — XdSy_; — 2. (3.3)

—~
o
[N]
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Nyni z rovnic [3.1] a 3.2 nebo ekvivalentné z rovnic [3.1] a [3.3| ur¢ime cenu opce
v case T'— 1:

e —d u—e’
cro1=¢e " cr + <t |- 3.4
N~ S~——
p L—=p
Soucet faktora p = 61:__; al—p= “u__i; je roven 1, navic z tvrzeni jsou oba

kladné. Cely vyraz je poté interpretovatelny jako stfedni hodnota opce v rizikové
neutralnim prostiedi v ¢ase T diskontovana do ¢asu T — 1.

Cena opce se skladd z asové a vnitini hodnoty (viz tvrzeni [2). Vnitini hod-
nota je dana vyplatni funkei, avsak dle Ciprovy knihy (Cipra, [2000)) je ¢asova
hodnota ovlivihovana mnoha faktory, z nichz nékteré jsou obtizné kvantifikova-
telné. V Case splatnosti je casova hodnota opce jiz nulové, zavisi na realizac¢ni cené,
kterd je predem dana, a na cené bazického instrumentu. Vyvoj ceny bazického
instrumentu je dan binomickym modelem, tudiz mame zptisob, jak odhadovat
cenu opce v Case. Cena opce v ¢ase T' pfi zvySeni ceny bazického instrumentu je
(uSt — K)*™ a pfi poklesu ceny (dS7 — K)T. Mame tedy postup, jakym stanovit
cenu opce v case T — 1.

Nyni piidejme dal$i krok binomického modelu. Cas mezi datem prodeje a
datem splatnosti rozdélime na dva ekvidistantni casové okamziky, mezi nimiz se
cena akcie mize ménit. Jednotlivym uzliim prislusi toto znaceni:

U3
»®
vl
>
U w2
@ >e
Us
o
2
R

Obrazek 3.3: Znaceni uzlu v dvoukrokovém binomickém modelu.

Vyvoj ceny bazického instrumentu z ¢asu T — 2 do ¢asu 1" a obecné znaceni
cen opci prislusnych k jednotlivym scénaiiim vypada nasledovné:
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~e

cd

Obrézek 3.4: Znaceni vyvoje ceny opce v zavislosti na zméné ceny podkladového
aktiva v dvoukrokovém binomickém modelu.

Vyuzijme nyni vzorec pro vyjadieni ceny opce v ¢ase T — 1 zavislosti na
vyvoji ceny podkladového aktiva:

¢y = e "(pcit 4+ (1 — p)ey?), (3.5)
¢ty = e "(pdi + (1 = p)cf). (3.6)

Pouzitim téchto rovnic, druhym pouzitim [3.4] a dosazenim hodnoty opce v ¢ase
T ziskame rovnici pro cy_s:

cr—a = e (PP + p(1 — p)eft + (1 —p)*cf?),

Cr_o =¢€ 2’”( (u?Sy — K)" + p(1 — p)(duSy — K)* + (1 — p)*(d*Sy — K)™).

Logicky vyznam je jiz ziejmy. Opét se jednd o ocekdvanou stiedni hodnotu ceny
opce v case T diskontovanou do ¢asu 7" — 2. Jde o konvexni linedrni kombinaci
s koeficienty p?, p(1 —p) a (1 — p)*.
Pozndmka (Bezrizikova trokova mira). V predchozich vypoctech jsme uvazovali
konstantni bezrizikovou tirokovou miru, jejiz referenéni obdobi se vztahuje k ¢asu
jednoho kroku modelu. Pokud by se vztahovala k celé platnosti opce, bylo by
tfeba vzit tirokovaci faktor ex, kde k € N je pocet krokt modelu.

Trend je jiz patrny, zbyva jen zobecnéni pro vicekrokové binomické modely.
Za pouziti distribu¢ni funkce binomického rozdéleni P[X = j] = (?)]ﬂ(l —p)
dostavame:

k
crp=e"" Z <k)p](1 —p) (WA S - KT

Prot:=T —k kde k € N,

T—t
— e —r(T—t) Z < ) p)Tftfj(udeftijt . K)Jr.

j=0
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Zajimavé je, ze Cinitel vyplatni funkce call opce je sefazen od nejmensi po nej-
vétsi, tedy prvnich a cleni je nulovych, dalsi jsou jiz nenulové. Hledame tedy
nejmensi mozné fixni j, oznacme jej a, takové, ze plati:

wrdt 08, — K > 0,
u'd’ S, > K. (3.7)

Obé strany nerovnice [3.7] zlogaritmujeme, coz je mozné, protoze logaritmus je
prosta rostouci funkce a vyjadiime nejmensi mozné a € N :

In (K/S,d"")
In (u/d)

(3.8)

Celkovou cenu call opce v ¢ase t < T spocteme jako stiedni hodnotu (Sy — K)
suseknutého® binomického rozdéleni, kde a je ddno rovnici a substituce p je
zavedena v rovnici 3.4

T—t

¢ = e—r(T—t) Z (Tj— t)p](l - p)T_t_j(ude_t_jSt _ K)

j=a

Cenu put opce v ¢ase t < T bychom spocitali analogicky. Snazsi je vsak uzit
tvrzeni 3] o put-call parité a vyjadrit vysi opéni prémie z put opce piimo:

T—t
T—t\ . o :
=Ty ( j )p](l —p)" WIS, — K) + Ke T — 5,
j=a

Veskeré vypocty jsme zatim provadéli pouze pro evropské opce. Cena americké
call opce se dle tvrzeni [2| vypocita stejnym zptisobem, protoze jejim predcasnym
uplatnénim by kupujici prisel o jeji ¢asovou hodnotu. Vypocet ceny put opce
by vyzadoval tpravu. V kazdém uzlu Uij bychom museli posuzovat, zdali vnitini
hodnota opce nepievysuje diskontovanou rekurzivné spoc¢itanou hodnotu a opci
v tomto uzlu ocenit maximem téchto hodnot. Tedy v uzlu U/ je cena americké
put opce:

¢, 37 7 =max(pu TS, + (1 — p)ulwd TS )e R W di IS, — K)
Prikladiim pro ocenovani jak evropskych, tak americkych opci v binomickém
modelu, bude vénovana cast ctvrté kapitoly.

3.1.1 Volba parametri v binomickém modelu

Ukazuje se, ze pro dostatecny pocet krokti binomicky model pii vhodné volbé
parametrii dobie aproximuje vyvoj cen opci. Do binomického modelu vstupuji pa-
rametry jako maturita, cena podkladového aktiva v ¢ase t, realiza¢ni cena nebo
bezrizikova trokova mira. Tyto parametry povazujeme za znadmé. Zbyvajici pa-
rametry jako u,d a p je nutné polozit tak, abychom dobfe modelovali volatilitu
bazického instrumentu.
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Chceme, aby stfedni hodnota ceny aktiva dand modelem v dalsim kroku byla
rovna budouci hodnoté ceny podkladového aktiva v rizikové neutralni prostiedi.
Vezméme trokovou miru r, kterd se vztahuje k jednotce ¢asu a e/ je tedy
bezrizikova urokova mira pripadajici na jeden krok modelu. Potom

—1
), tedy

pu+ (1= p)d = exp <7~Tk_t>. (3.9)

puS; + (1 — p)dS; = Syexp (TT

Stejnym zptisobem napiSeme rovnici pro rozptyl, teoreticky podklad je podrobné
zpracovan v knize Dupadové a kol.(Dupacova a kol., [2002):

pu? + (1 —p)d® = exp ((27“ + UQ)Tk_ t) (3.10)

Rovnici pro rozptyl 1ze psat pomoci Maclaurinova rozvoje pro e?’(T=D/k o prv-
niho fadu i v aproximativnim tvaru. Dulezitym predpokladem pouziti Maclauri-
nova rozvoje je velky pocet krokt, tedy velmi malé (7T'—t)/k, aby byla zachovéna
konvergence. Potom miizeme psat:

T—1 T—1
pu2+(1—p)d2—exp<2r - >:1+02T (3.11)

Chceme tedy stanovit tii parametry — u,d a p a mame k dispozici rovnice
a popiipadé a pro aproximativni verzi. Pro vypocet odhadu
parametri tedy potiebujeme dalsi podminku. Podle toho, jak ji formulujeme
dostavame nasledujici modely.

Cox-Ross-Rubinstein model

Model, ktery se dle svych autort nazyva Cox—Ross—Rubinstein model, pridava
podminku u = 1/d. V§imnéme si, Ze pokud cena bazického instrumentu klesne o
u a stoupne o d, vrati se na puvodni hodnotu. Asymetrie ve stromu vyvoje cen
bazického instrumentu tedy spociva pouze v pravdépodobnosti, s jakou se cena
akcie dostane do jednotlivych vétvi, pritbéh cen je vSak symetricky.

Nyni vyfesime soustavu rovnic a s dodate¢nou podminkou u = 1/d
pomoci softwaru Mathematica. Ten poskytne dvé feSeni, kterd jsou shodné az
na prirazeni hodnot u a d. Vybereme tedy feSeni, pro které v souladu s predpo-
klady plati, ze d < u.

_TT—t 5 i
UCRR = - 5 - (\/(eTkt(%‘JrU?) 4 1) —qe T 4 o Tt (2r+0?) I 1) 7
e P .,
dcrr = 5 (—\/(eTﬁ(%w?) + 1) _ge2r 5t + eT_t<2r+J2) 41,
V2e@rto) Tt | p2@rto?) Tt _ g2 4 o(2r+o?) 5t +2e2 T
p = |
. 2v/ 202 ety 2ot Tt o2t 4
(3.12)
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Pro aproximativni verzi Cox-Ross-Rubinstein modelu vyfesime rovnice [3.9| a
s dodate¢nou podminkou u = 1/d. Déle jako v Hullové textu (Hull, |2009),
opét vyuzijeme Maclauriniv rozvoj podle proménné (T —t)/k.

Tt - 5 B
a=" 2k \/(G%T’ct—l—Tk t02—|—1> —462T%+62T%+T t02+1
T—t T —t\*?
=1 t+ o? ol ——)
+ovitol——+ (k )
e T 2
d= 5 _\/(GQTT’“t-i- ’ 02+1) 42 4 2 . o?+1

p= -
2\/<62’”Tkt + %02 + 1> — 4

Vsimnéme si, 7ze u a d ma po upravé stejny rozvoj jako nasledujici rady:

Ve (3.13)

Parametr p jiz jednoduse dopo¢itdme dosazenim do rovnice [3.10}

T—t
aprox. __ =ty aprox. __
ucrr =€V F 7, depr =e€

aprox.
P = . 3.14
CRR Ve T ( )

Binomickému modelu s pouzitim téchto odhadt parametri u, d a p budeme
fikat aproximativni Cox-Ross-Rubinstein model.

Jarrow-Rudd model

Existuji ovsem i jiné vhodné volby dodatec¢né podminky. V modelu Jarrow-
Rudd, ktery je rovnéz pojmenovan po svych autorech, je ji p = 1/2. Opét vyfesime
soustavu rovnic [3.9 a tentokrat s dodate¢nou podminkou p = 1/2. Pomoci
softwaru Mathematica najdeme presné reseni.

ugp=e€"F + (1+\/€Tlc_t02—1>, dyg =€ % + (1—\/@2402—1).
(3.15)

Opét za uziti Maclaurinova rozvoje upravime exponencidly:

a (Tt T T—t\*?
u = 2 r 2 g 0 L s

G (Tt T—t ), T —t\*?
= 2 r L g 0 L .
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Vsimnéme si, ze tyto fady maji stejné rozvoje jako:

U?][}):?OCE. _ erh + T - to-, d?}[gom' — er% — T— to‘, (316)

k

ko

aprox.

Binomicky model s parametry u55"", d75°" a p = 1/2 budeme nazyvat apro-
ximativni Jarrow-Rudd model.

3.2 Black-Scholesuv model

Odvozeni Black-Scholesova modelu pro oceniovani evropskych opci provedeme
pomoci Dupacova a kol (2002)). Nejprve uvedme predpoklady.

1. rizikové neutralni prostredi,

2. rozdéleni St pii zndmém S; méa logaritmicko-normélni rozdéleni s nasledu-
jicimi parametry:

7

L*(St|S;) =LN (lnSt + (r — 1/20%)(T — 1) 7EJQ(T - t)) :

-~~~ ~~

7 o

3. absence arbitraznich prilezitosti,

4. racionalni chovani investorii.

Pro vyjadieni odhadu ceny opce v ¢ase T — t vyjdeme ze stfedni hodnoty
vyplat opce v ¢ase T' a diskontujeme o t casovych obdobi. Chtéli bychom tedy
znét E[(Sr — K)*]. Pro jednoduchost nyni zazna¢me S; = X. Hustota ndhodné
veliciny X je:

el 2) 1 . 1 (lnx—u)Q
i, 0°) = ——+—exp|—=|— .
X xV2mwo? P 2 o

Ve vypoctu budeme transformovat ndhodnou veli¢inu X na normované normélni
rozdéleni timto zpisobem: MT_“ =Y ~ N(0, 1). Hustotu nahodné veli¢iny Y
budeme znacit fy(y). Nyni miizeme pfejit k vypoctu E[(X — K)T]:

[e.9]

E[(X—K)*]:/(x—K)+fX(x,u,02) dx:/ (x — K)fx(z,p,0%) do =

K

Inz—p

Vyuzijme substituce =

Yy a po upravé dostaneme:

E[(X — K)T] = "t /2 /HM Fr@y) dy+ 5[ frly) dy =



kde ® znaci distribu¢ni funkei normovaného normalni rozdéleni. S vyuzitim vlast-
nosti symetrie hustoty kolem nuly, tedy ®(—z) =1 — ®(z) dostavame:

2 _ —
E[(X — K)T] = et/ (—“ o th) ~ K® <—“ mK) .
o g

Po dosazeni za p a 02, kterd jsme oznadili v predpokladu , dostavame slavnou
Black-Scholesovu rovnici, kterd se obvykle uvadi v tomto tvaru:

E*[(Sy — K)*|S] = Sie"TDd(dy) — K& (dy),
_ In(S;/K) + (r +1/20%)(T —t)

dl o1 —1 7
4, — In(S;/K) + (r —1/20%)(T — t).

oI —t
(3.17)

Po diskontovani bezrizikovou tirokovou mirou o obdobi 7" — ¢t dostavame cenu call
opce v Case t:

¢ = S ®(dy) — e "TVK®(dy). (3.18)

Poznamka. Pro ocenéni put opce bychom mohli provézt odvozeni analogicky,
munohem jednodussi je vSak vyuzit put-call paritu (viz tvrzeni [3). Potom cenu
put opce v case t miizeme vyjadrit jako:

= S®(dy) — e "TOKD(dy) + Ke'T=D — 5, (3.19)

Je ziejmé, Ze Black-Scholesiiv model je vypocetné vyrazné jednodussi nez
binomicky model, snad i z tohoto divodu je pouzivany v praxi. VSechny hod-
noty v Black-Scholesové modelu povazujeme za zndmé, kromé volatility o, kterd
je obtizné pozorovatelnd. V nésledujici podkapitole si ukdzeme metody, jakymi
zpusoby lze volatilitu aproximovat.

3.2.1 Volatilita

V praci Kolafe a Kiivankové (Kolar a Kiivankova)) se uvadi, ze bézna volatilita
se pohybuje v rozmezi 0,15 az 0,6. Nejjednodussim pristupem k volatilité je odhad
z historickych dat pres néjaké ¢asové obdobi.

Historicka volatilita

Nestrannym a zaroven konzistentnim odhadem historické volatility je vy-
bérova smérodatna odchylka z konkrétnich realizaci ndhodné veli¢iny y; v casech
1 =t—k+1,...,t — 1, t, kde k£ udava vhodnou délku sledovaného obdobi. Dle
Cipral (2008)) takto:

2
t 1 t
Zi:t—k—i-l (yi “k Zj:t—kﬂ yj>
k—1

o =

Historicka volatilita miize slouzit v kratkém casovém ramci i jako odhad budouci
volatility. Pro prepocet relativni zmény na ¢as T pouzijeme ov/T.
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Implikovana volatilita

V souvislosti s oceniovanim finan¢nich derivatl je vsak lepsich vysledkt dosa-
hovano prostiednictvim implikované volatility. Black-Scholestiv model je funkci
péti parametrii, a to spotové ceny bazického instrumentu, realiza¢ni ceny, doby
do splatnosti a bezrizikové Grokové miry. VSechny tyto parametry povazujeme
za znamé. Zbyva volatilita, ktera je jedinym parametrem, ktery je obtizné pozo-
rovat a je nutné jej odhadnout.

Black-Scholesiiv model predpoklada konstantni volatilitu, tedy by mélo pla-
tit, Ze pro opce se stejnymi parametry, které se lisi pouze v realizacni cené,
by méla byt volatilita shodna. Black-Scholestiv model vsak podhodnocuje opce,
které jsou hluboko mimo penize. Divody jsou jak matematické, tak i psycholo-
gické. Aproximace vyvoje ceny podkladového aktiva logaritmicko-norméalnim roz-
délenim z predpokladi Black-Scholesova modelu je vice leptokurtickd (ma tézsi
»chvosty“) nez skuteéné rozdéleni Sy, a tim dochazi k podhodnocovani opci s re-
aliza¢ni cenou vice vzdalenou od spotové ceny. Dalsim divodem mize byt vzris-
tajici nejistota na trhu, kdy investori oc¢ekavaji nartst volatility a nadhodnocuji
opce, které jsou mimo penize.

Zavadime tedy implikovanou volatilitu (dopoé¢itanou pomoci Black-Scholesova
modelu), kterd zavisi predevsim na realizacni cené a ¢ase do splatnosti. V praxi
jsou bézné dvé poruchy volatility, které podle tvaru grafu zavislosti implikované
volatility na realizacni cené, nazyvame volatility smile (ismév) a volatility skew
(8kleb). Tedy pro opce, které maji realiza¢ni cenu vzdalenéjsi od spotové ceny
bazického instrumentu, odhadneme volatilitu zpravidla vétsi.

Nyni uré¢ime implikovanou volatilitu z dat o cenach opci, které jsme ziskali
na www.saxotrader.com/sim/. Data o put a call opcich na akcie spole¢nosti
Volkswagen AG obsahuji idaj o realiza¢ni cené akcie, cené samotné opce a ¢ase
do splatnosti, ktery maji vSechny shodny, a to 26 dni. Bezrizikovou tirokovou miru
jsme ziskali z tidaji CNB. Data a vypocet jsou uvedeny v kédu na pfilozeném
médiu.

042+
040+
implikovana
. — volatilita
0.38 call opce
0.36

I 1 I I I I 1 I I I I 1 I I I I 1 I I I I 1 I I I I 1
100 110 120 130 140 150

Obrazek 3.5: Volatilita implikovanéd cenou call opci na akcie Volkswagen AG.
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Obrazek 3.6: Volatilita implikovana cenou put opci na akcie Volkswagen AG.

Dle Hulla (Hull, 2009), by mélo platit, ze implikovana volatilita put a call
opce je shodna. 7 tvrzeni |3| o put-call parité zname vztah mezi cenou put a

call opce se stejnymi parametry. Oznac¢me c?, resp. pPS ceny call, resp. put opce

vypoc¢tené pomoci Black-Scholesova modelu. Dale analogicky ci™ a p™” trzni ceny
opci. Put-call parita plati nezavisle na predpokladech Black-Scholesova modelu,
staCi neexistence arbitraze, tedy musi platit jak pro ceny opci vypoctené Black-

Scholesovym modelem, tak pro trzni ceny.

Sy —l—pfs = Ke'T-D 4 cfs prot <T,
S+ = Ke'™ D 4™ prot < T.

Odecétenim obou rovnic ziskavame:
pBS — pirh = BS _ (Irh prot <T.

Zvolme volatilitu pro Black-Scholestiv model takovou, ze plati p?% = pi™*. Po-
tom i prava strana musi byt nulova, coz nastane pravé pro zvolenou volatilitu.
Implikovana volatilita call a put opce musi byt tedy shodna.

7 vyse uvedeného tvrzeni plyne, ze grafy implikované volatility na obréazcich
B.5]a[3.6]by mély byt shodné. Data implikované volatility vykazuji stejny trend pro
put i call opce na intervalu K € (105, 125), pficemz pro vyssi hodnoty parametru
K vykazuje implikovana volatilita put opce rychlejsi nartst. Nepfesnost mize byt
zpusobena transakénimi néklady, neraciondlnim chovanim investori, apod. Oba
grafy pak ukazuji poruchu volatility smile.
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4. Prakticka c¢ast

4.1 Opcni strategie

V této kapitole popiSeme investi¢ni strategie opc¢nich derivati. Kombinacemi
riznych opé¢nich pozic je dosahovidno optimalizace portfolia vzhledem k inves-
torové averzi vidi riziku. Znaceni bylo zavedeno jiz v kapitole 2.2 Kombinace
opci budou vzdy na stejny bazicky instrument a rovnéz doba do splatnosti bude
shodna.

Kombinaci dlouhé pozice v call opci a dlouhé pozice v put opci nazyvame
straddle long. Jedné se o spekulaci na vysokou volatilitu podkladového aktiva.
Z obrazku [1.1]je zfejmé, Ze pokud by realiza¢ni cena v ¢ase splatnosti byla shodna
se spotovou, investor realizuje omezenou ztratu ve vysi —(p + ¢). Cim vétsi je
rozdil mezi realiza¢ni a spotovou cenou bazického instrumentu, tim lepsiho vynosu
portfolio dosahuje.

P&L

----- call long
-------- put long

straddle long

Obréazek 4.1: Straddle long.

Situace v straddle short je opac¢na, viz obrazek Jedna se o kombinaci
kratké pozice v call opci a kratké pozice v put opci. V pripadé, ze realizacni
cena v Case splatnosti bude rovna spotové, realizuje majitel zisk ve vysi (¢ + p).
Spekuluje tedy na nizkou volatilitu.

Investicni strategie straddle jsou velmi podobné strategiim strangle - obrazek
a[d.4d] Lisi se v rozdilné realizacni cené obou opci, kdy provadéci cena call opce
je nizsi, stale vsak souhlasi bazicky instrument a okamzik vyprseni. Vysledkem je
rozsifeni prostoru, ve kterém realizuji ztratu u long, resp. zisk u short, ale zaroven
snizeni maximalni hodnoty této ztraty, resp. zisku.

Strangle short je analogicky kombinace kratké pozice v call opci a kratké
pozice v put opci. Provadéci cena call opce je nizsi.
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----- call short

-------- put short
straddle short

Obréazek 4.2: Straddle short.

P&L

........ call long K4

----- put long K>

strangle long

Obréazek 4.3: Strangle long.

P&L

........ call short K
_____ put short Ky

strangle short

Obrézek 4.4: Strangle short.
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Op¢ni strategie bullish (viz obrazek je typicka spekulace na rist ceny
podkladového aktiva. Jedna se o kombinaci dlouhé a kratké pozice v call opcich,
kde realizacni cena call opce v dlouhé pozici je nizsi. Investorim, ktefi maji
optimistickd oc¢ekavani ohledné ristu trhu se rika ,byci, z ¢ehoz nézev ,bullish®.

P&L
........ Il long K
S S — N call long K
X e call short K>
A s
0 K/ Ko\ T bullish
:" \\
' \
\
\
o *5 5 A - AN
\
\
\
\
\.

Obréazek 4.5: Bullish.

Op¢ni strategie bearish (obrazek je typicka spekulace na pokles ceny pod-
kladového aktiva. Jedna se o kombinaci dlouhé a kratké pozice v put opcich, kde
realizacni cena put opce v kratké pozici je nizsi. Investortim, ktefi maji pesimis-
ticka oc¢ekavani ohledné rustu trhi se rika ,medvédi“, z ¢ehoz nazev ,bearish®.

P&L
K1-pit...

" e put long K

p1 [ put short K,

RN
0 KNK, St bearish
—p2 ’//' .
-Kp+pof

Obrazek 4.6: Bearish.

Velmi zajimavou op¢ni strategii je butterfly spread. Jedna se o kombinaci call
long opce s realizac¢ni cenou K, call long s realiza¢ni cenou K3 a dvou kusi call
short s realizacni cenou Ky, pro které plati K1 < Ky < Kj. Z obrazku [4.7] je
ziejmé, ze investor realizuje omezeny zisk v okoli K5. Pro spotovou cenu v case
splatnosti mensi nez K, realizuje omezenou ztratu ve vysi 2co — ¢y — c¢3. Pro
spotovou cenu vyssi nez K3 realizuje omezenou ztratu ve vysi —K; + 2K, — K3.
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P&L

........ call long K4
_____ 2x call short K,

..... - call long K3

butterfly spread

Obrazek 4.7: Butterfly spread.

Zajimavé je rovnéz srovnani hodnoty tohoto portfolia s hodnotou pred ¢asem
splatnosti. Pomoci zabudované funkce FinancialDerivative softwaru Mathema-
tica jsme vykreslili hodnotu takto sestaveného portfolia v ¢ase 0, T'/2 a T, pro
prehlednost jiz bez poc¢atecnich opcénich prémii. Pied ¢asem vyprseni opci je v in-
tervalech, kde je op¢ni portfolio ,,mimo penize“, patrna ¢asova hodnota opce. Ta
je dle (Cipral, 2008) interpretovatelna jako hodnota, kterou jsou investoii ochotni
zaplatit za eventualitu, Ze se cena podkladového aktiva vyvine v jejich prospéch.
Casovéa hodnota opce se se zkracujicim ¢asem do vypreni snizuje.

Cr

butterfly spread v T
----- butterfly spread v T/2

-------- butterfly spread v 0

Obrézek 4.8: Butterfly spread v ¢asech 0, T/2 a T.
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4.2 Priklady ocenovani opci
Piiklad - ocenovani evropské call opce v binomickém modelu
Méjme evropskou call opci se vstupnimi parametry:
So=050, K =48, 0 =04,r=0,02, T = 1.

Vybereme si pfesnou dvoukrokovou (k = 2) Cox-Ross-Rubinstein metodu. Po-
moci vzorci vypocteme parametry u, d a p.

u=1,33537, d = 0,748859, p = 0,445334.

Sestrojime graf s obecnymi hodnotami podkladového aktiva a s cenami opci, které
prislusi jednotlivym pribéhiim vyvoje ceny bazického instrumentu.

U280

uu
cr

Obrazek 4.9: Evropska call opce v dvoukrokovém binomickém modelu - znaceni

Pro vypocet ceny podkladového aktiva vezmeme hodnoty ze zadani a parametry
u, d a p z presného Cox-Ross-Rubinstein modelu. V koncovych uzlech binomického
stromu mé call opce hodnotu (Sr — K)T. Tedy:

cp' = 89,16 — 48 = 41,16,

=50 — 48 = 2,

c%d = 28,03 — 48 < 0 — opce by nebyla uplatnéna = 0,

Dalsi patro cen opci vypocteme rekurzivné diskontovanim stredni hodnoty moz-

ného dalgiho vyvoje o e~"/2.
¢ty = ((px41,16) + (1 —p) % 2) x e~ "/? = 19,2459,
¢y =(p*2+ (1 —p)*0)xe "/ — 0,8818.

31



Prvni hodnotu v ¢ase t vypocitdme analogicky:

co = ((p*19,24) + (1 — p) * 0,8818) x e™"/? = 8.97.

Cena evropské call opce v case 0 je tedy 8,96.

89.16
»>@
41.16
66.7683
19.2459
50. 50.
)
8.96981 2.
37.4429
0.881806
28.0395
)
0

Obrézek 4.10: Evropska call opce v dvoukrokovém binomickém modelu - hodnoty

Poznamka. Pro evropskou a americkou call opci by vypadal vypocet stejné. Z tvr-
zeni 2] vime, ze hodnota evropské a americké call opce jsou totozné. Pro evropskou
put opci bychom mohli provézt vypocet analogicky, nebo pouze za pomoci tvrzeni
Blo put-call parité dopo¢itat cenu put opce z vzajemné jednoznac¢ného vztahu. Pro
americkou put opci by se postup mirné lisil. Jak si ukdzeme na dalsim ptikladu.

Priklad - ocenovani americké put opce v binomickém modelu

Méjme americkou put opci se vstupnimi parametry:
So =050, K =60,0=0.2,r=0,02, T = 1.

Vybereme si presnou tiikrokovou (k = 3) Cox-Ross-Rubinstein metodu. Pomoci
vzorcl vypocteme parametry u, d a p.

u=1,12341, d = 0,890147, p = 0,499616.

Pro vypocet ceny podkladového aktiva vezmeme hodnoty ze zadani a parametry
u, d a p z presného Cox-Ross-Rubinstein modelu. V koncovych uzlech binomického
stromu mé put opce hodnotu (K — S7)*. Tedy:

uUU

ey =60 — 70,89 < 0 — opce by nebyla uplatnéna = 0,
= 60 — 56,17 = 3,83,

A — 60 — 44,51 = 15,49,

i — 60 — 35.27 = 24,73,
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Dalsi patro cen opci vypocteme rekurzivné diskontovanim stiedni hodnoty moz-
ného daliiho vyvoje o e~"/3. Pribézné kontrolujeme, zdali by nebyla vyssi vnitini
cena opce a nebylo by vyhodné opci uplatnit predcasné.
r=(px0+(1—p)*382)xe/* =19
c§l73T = (p*3,82+ (1 — p) * 15,49) x e /3 = 9,6 — uplatnime pied¢asné = 10,
C3fqr = 60 — 44,51 = 15,49,

Dalsi patra dopocitame analogicky:

¢ jgr = 15,49,
Co = 10,63

70.8899
@
0
63.1024
>
1.9035
56.1705 56.1705

@
5.91529 3.82953

50.
10.6365

44.5074 44.5074
@
15.4926 15.4926
39.6181
'
20.3819
35.266
@
24.734

Obrézek 4.11: Americka put opce v tiikrokovém binomickém modelu - hodnoty

Cena americké put opce v ¢ase 0 je tedy zaokrouhlené 10,64.
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7, aveér

V teoretické ¢asti jsme uvedli stru¢ny prehled historie a vzniku finan¢nich deri-
vati a klasifikovali je dle riznych hledisek. Zaméfili jsme se na problematiku opci,
kdy po vymezeni prostoru, kde se mtize op¢ni prémie nachazet, jsme predstavili
matematické modely pro ocenovani opci. Seznamili jsme se s binomickym mo-
delem, z néhoz jsme vhodnou volbou parametri odvodili Cox-Ross-Rubinstein a
Jarrow- Rudd model a rovnéz jejich aproximativni verze pomoci Maclaurinovych
rozvoju rad.

Neopominuli jsme ani Black-Scholestiv model, ktery je snad i diky své vy-
pocetni jednoduchosti pouzivan v praxi. V souvislosti s Black-Scholesovym mo-
delem jsme zkoumali metody stanoveni odhadu parametri, tedy implikované vo-
latility.

V praktické ¢asti jsme pomoci softwaru Wolfram Mathematica stanovili impli-
kovanou volatilitu z trznich dat, které jsme ziskali na www.saxotrader.com/sim/
a ovérili tzv. volatility smile. Predstavili jsme nékolik investi¢nich strategii opci a
uvedli nékolik prikladi tykajicich se ocenovani opci v binomickém modelu. Na pii-
lozeném médiu je dostupny kdd s vypocty parametri jednotlivych metod, déle
jsme implementovali automaticky generované grafy binomickych stromi véetné
hodnot pro ocenovani jak evropskych, tak americkych opci, Black-Scholestiv mo-
del pro ocenovani evropskych opci a v neposledni fadé jsme pridali pomoci funkce
Manipulate grafy s volitelnymi parametry pro vytvoreni piedstavy o vlivu jed-
notlivych parametri.

34


https://www.saxotrader.com/sim/d

Seznam pouzité literatury

ARISTOTELES (s. d.). Politika. Druhé vydani. Rezek, Praha. ISBN 80-86027-10-4.

CHAMMURAPI. Zakonik. URL http://oll.libertyfund.org/titles/
hammurabi-the-code-of-hammurabi. [Online, cit. 18.6.2016 |.

CiprA, T. (2000). Matematika cenngjch papird. Prvni vydani. HZ Praha, Praha.
ISBN 80-86009-35-1.

CiprA, T. (2008). Financni ekonometrie. Prvni vydani. Ekopress, Praha. ISBN
978-80-86929-43-9.

DupACGOVA, J., Hurt, J. a STEPAN, J. (2002). Stochastic Modeling in Econo-
mics and Finance, volume 75. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht. ISBN
1-4020-0840-6.

GARRETT, S. J. (2013). An Introduction to the Mathematics of Science. Second
Edition. Butterworth-Heinemann, Oxford. ISBN 978-0-08-098240-3.

Hury, J. C. (2009). Options, Futures, and Other Derivatives. Seventh Edition.
Prentice-Hall, Englewood Cliffs. ISBN 0-13-500994-4.

JILEK, J. (2010). Finanéni o komoditni derivaty v prazi. Druhé vydani. GRADA
Publishing, Praha. ISBN 978-80-247-3696-9.

KoLAR, M. a KRIVANKOVA, L. Ocefovani finan¢nich derivati. URL https://
www.math.muni.cz/"vondra/uvm/vystupy/KA2/MF003/MF003.pdf. [Online,
cit. 2.7.2016].

UHMAN, J. (2013). Stru¢na exkurze do definice finan¢nich derivati. URL http:
//www.derivat.sk/files/2013%20casopis/2013_sept_Uhman.pdf. [Online,
cit. 25.6. 2016].

35


http://oll.libertyfund.org/titles/hammurabi-the-code-of-hammurabi
http://oll.libertyfund.org/titles/hammurabi-the-code-of-hammurabi
https://www.math.muni.cz/~vondra/uvm/vystupy/KA2/MF003/MF003.pdf
https://www.math.muni.cz/~vondra/uvm/vystupy/KA2/MF003/MF003.pdf
http://www.derivat.sk/files/2013%20casopis/2013_sept_Uhman.pdf
http://www.derivat.sk/files/2013%20casopis/2013_sept_Uhman.pdf

Seznam obrazku

(1.1~ Zisk nebo ztrata majitele kupniopce. . . . . . . .. . ..o 3
[2.1  Zisk kupujiciho a upisovatele call opce v zavislosti na S;.| . . . . . 10
[2.2  7Zisk kupujiciho a upisovatele put opce v zavislosti na S;.| . . . . . 10
[3.1 Znaceni uzlu v jednokrokovém binomickém modelu.| . . . . . . .. 16
[3.2  Vyvoj ceny podkladového aktiva. . . . . ... ... ... ... .. 17
3.3 Znaceni uzlu v dvoukrokovem binomickém modelu) . . . . .. .. 18
[3.4  Znaceni vyvoje ceny opce v zavislosti na zméné ceny podkladoveho |
L akfiva v dvoukrokovém binomickém modelu . . . . ... ... .. 19
[3.5  Volatilita implikovana cenou call opci na akcie Volkswagen AG.| . 25
[3.6  Volatilita implikovana cenou put opci na akcie Volkswagen AG.| . 26
[4.1 Straddle long.| . . . . .. ..o 27
4.2  Straddle short) . . . ... ... oL 28
[4.3  Strangle long.| . . . . .. ..o 28
[4.4  Strangle short.| . . . .. .. Lo oo 28
E5 Bullish]l . . . . . . 29
M6 Bearishl . . . . . . . o 29
4.7 Butterfly spread.| . . .. ..o 0000000 30
[4.8 Butterfly spread v ¢asech 0, T/2aT|. . .. ... ... ... ... 30

[4.9  kvropska call opce v dvoukrokovem binomickem modelu - znaceni] 31
[4.10 Evropska call opce v dvoukrokovem binomickém modelu - hodnoty| 32
[4.11 Americka put opce v trikrokovém binomickém modelu - hodnoty| . 33

36



Seznam tabulek

[[.1 Finan¢ni pakovy efekt. . . . . . ... ... o000

[2.1 Maximalni zisk a ztata z opce dle typu a pozice| . . . . . .. . ..

37



	Úvod
	Charakteristika finančních derivátů
	Vznik finančních derivátů
	Vymezení finančních derivátů
	Klasifikace finančních derivátů
	Forwardy
	Futures
	Swapy
	Opce


	Jednoduché metody oceňování finančních derivátů
	Oceňování forwardů
	Oceňování opcí
	Meze opční prémie


	Matematické modely pro oceňování opcí
	Binomický model
	Volba parametrů v binomickém modelu

	Black-Scholesův model
	Volatilita


	Praktická část
	Opční strategie
	Příklady oceňování opcí

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Seznam obrázků
	Seznam tabulek

