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Úvod

V první kapitole se budeme struènì vìnovat historii vzniku �nanèních deri-
vátù. Vzhledem k rùznorodosti �nanèních derivátù provedeme jejich vymezení
z hlediska vlastností a znakù, které by mìly splòovat. Dále provedeme klasi�kaci
dle rùzných kritérií, napø. dle typu podkladového aktiva, kde a za jakým úèelem
jsou obchodovány nebo z hlediska postavení úèastníkù.

Dále uvedeme znaèení a základní techniky oceòování �nanèních derivátù. Pro-
to¾e problematika oceòování opcí vy¾aduje slo¾itìj¹í matematický aparát, v této
kapitole pouze vymezíme prostor, ve kterém se mù¾e opèní prémie nacházet.

Oceòování opcí vìnujeme tøetí kapitolu, kde pøedstavíme nìkteré modely pro
oceòování opcí, a to binomický model, Cox-Ross-Rubistein model, Jarrow-Rudd
model a v neposlední øadì Black-Scholesùv model. Dùle¾itou souèástí bude pod-
kapitola vìnovaná odhadùm parametrù, které do modelu vstupují (implikovaná
volatilita).

V poslední kapitole se podíváme na nìkteré praktické pøíklady a na investièní
strategie opcí, jako straddle, strangle, bullish, bearish a butter
y spread.

V celé práci pou¾íváme pro výpoèty, grafy a implementaci oceòovacích modelù
výpoèetní software Wolfram Mathematica Student edition verze 10.3.0.0. Vybrali
jsme tento software, proto¾e poskytuje ¹irokou ¹kálu zabudovaných funkcí a je
velmi dobøe pou¾itelný jak pro výpoèty, tak pro tvorbu grafù.
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1. Charakteristika �nanèních
derivátù

1.1 Vznik �nanèních derivátù

Finanèní deriváty mají v obecném povìdomí punc novosti a slo¾itosti. Po-
tøeba zajistit se proti nepøízni poèasí, zajistit si odbyt pro úrodu, atd. v¹ak pro-
vází lidstvo od nepamìti. O prvních �nanèních derivátech se mluví v souvislosti
s Chammurapiho zákoníkem (Chammurapi), kde § 48 øíká, ¾e pokud Adad (ba-
bylonský bùh bouøe a de¹tì) zaplaví pole a odnese úrodu, nebo se neurodí kvùli
suchu, nemusí pak zemìdìlec tento rok splácet zapùjèiteli úroky v naturáliích.
Tento pøíklad splòuje nìkteré charakteristiky opce, nevíme v¹ak, jak pøesnì byl
tento vztah upraven a pøedev¹ím postrádá soukromoprávní charakter. Nesporný
doklad první opce nalezneme v Aristotelovì díle Politika (Aristotelés, s. d., èást
XI. { Pokyny pro výdìleènou èinnost v domácnosti a obci). Aristoteles zde dává
za vzor pøíbìh Thaléta z Mílétu (6. stol. pø. n.l), který byl lidmi vysmíván pro
nevýnosnost �lozo�e. Podle svého hvìzdáøského pozorování pøedpovídal velkou
sklizeò oliv a je¹tì v zimì si za nízkou cenu zaplatil pøednostní právo pou¾ití
vìt¹iny lisù na olivy v Mílétu a Chiu za stanovenou cenu. V èase lisování pak
pronajímal lisy, èím¾ vydìlal velkou sumu penìz. Dokázal tím, ¾e pro �lozofa je
snadné zbohatnout, kdy¾ o to usiluje. U tohoto pøíkladu jsou ji¾ popsány v¹echny
nále¾itosti opèního kontraktu. Jednalo se o kupní (call) opci na podkladové akti-
vum pou¾ití lisu na olivy. Thalés na zaèátku zaplatil majitelùm lisù opèní prémii,
byl tedy v dlouhé (long) pozici a spekuloval na vzestup ceny podkladového aktiva.
V okam¾iku vypr¹ení mìl právo koupit podkladové aktivum za pøedem sjedna-
nou (realizaèní) cenu. Skuteèná (poptávková) cena v èase splatnosti byla vy¹¹í
ne¾ realizaèní (díky vysoce nadprùmìrné úrodì oliv). Thalés tedy opci uplatnil a
rozdíl mezi realizaèní cenou a aktuální cenou vyinkasoval.

Realizační
cena

opční
prémie

0
Cena v čase splatnosti

Zisk nebo ztráta

Obrázek 1.1: Zisk nebo ztráta majitele kupní opce.
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V období antiky, v návaznosti na rozvoj obchodování (a transportování zbo¾í)
na velké vzdálenosti | øím¹tí panovníci napø. opatøovali obilí v Egyptì | pøi¹la
potøeba zajistit odbyt zbo¾í v místì dodání, èeho¾ bylo dosahováno pomocí for-
wardových kontraktù. Z forwardù vycházejí futures, jejich¾ vznik je nedílnì spjat
s rozvojem obchodování na burzách. Swapy jsou nejnovìj¹ím z �nanèních deri-
vátù. K hlavnímu rozvoji �nanèních derivátù do¹lo v 70. a 80. letech minulého
století, a to pøedev¹ím díky boomu nákupu �nanèních derivátù za úèelem speku-
lace.

1.2 Vymezení �nanèních derivátù

De�nice �nanèních derivátù obvykle staví na sémantickém vysvìtlení, tedy
¾e �nanèní deriváty jsou nástroje, jejich¾ hodnota je odvozena od hodnoty pod-
kladového aktiva. Podkladové aktivum je v¹ak velmi ¹iroký pojem, proto¾e se
mù¾e jednat o komoditu, mìnu, úrokovou míru, . . . , ale také jiný derivát. Proto
je vhodnìj¹í pou¾ívat pojem bazický instrument. V èeském prostøedí neexistuje
jednotná de�nice �nanèních derivátù. Vymezení mù¾eme hledat hned ve tøech
zdrojích:

• v zákonì è.256/2004 Sb., o podnikání na kapitálových trzích,

• v zákonì è. 219/1995 Sb., devizový zákon,

• a nejpodrobnìji v Èeských úèetních standardech pro podnikatele è.009,
v nich¾ se dle Jílkovy knihy (Jílek, 2010) de�nice pøíli¹ neli¹í od IFRS (Inter-
netional Financial Reporting Standards, Mezinárodní standardy úèetního
výkaznictví).

Uhman (Uhman, 2013) ve svém èlánku øíká, ¾e dle IFRS je �nanèní derivát
nástroj nebo jiná úmluva v rozsahu pùsobnosti IAS 39, který splòuje v¹echny tøi
následující charakteristiky:

• jeho hodnota se mìní reagováním na zmìnu speci�cké úrokové sazby, ceny �-
nanèního nástroje, ceny komodity, kurzu cizích mìn, indexu cen nebo sazeb,
úvìrové bonity nebo úvìrového indexu nebo jiné velièiny za pøedpokladu,
¾e - v pøípadì ne�nanèní promìnlivé velièiny - tato velièina není speci�cká
pro smluvní stranu,

• nevy¾aduje ¾ádnou úvodní èistou investici, nebo úvodní èistou investici, její¾
hodnota je ni¾¹í ne¾ po¾adovaná hodnota pøi jiných typech smluv, které by
reagovali podobnì na zmìny tr¾ních faktorù,

• jeho vypoøádání nastane v budoucnosti.

Tato de�nice je ji¾ komplexnìj¹í a vyzdvihuje smysl derivátù, kterým je ob-
chod s rizikem, tj. pøenesení rizika ze subjektù, které riziko nést nechtìjí (za úèe-
lem zaji¹tìní) na subjekty, které jsou ochotny riziko pøevzít (za úèelem speku-
lace). Dùle¾itý je rovnì¾ termínovaný charakter ve smyslu èasového nesouladu
mezi uzavøením a plnìním obchodu. Narozdíl od promptního trhu, v dobì sjed-
nání kontraktu nemusí mít ¾ádná ze stran dostatek �nanèních prostøedkù ani
podkladového aktiva.
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Poplatek za sjednání derivátu je v pomìru k hodnotì bazického instrumentu
velmi malý. Investor tedy za pou¾ití nízkého vlastního kapitálu kontroluje vìt¹í
mno¾ství aktiv a tím maximalizuje svùj zisk, nebo také ztrátu. Tento jev se nazývá
�nanèní pákový efekt (�nancial leverage).

Pøíklad (Finanèní pákový efekt). Modelujme �nanèní pákový efekt na pøíkladu
investora, který má dne 1.1. 2016 k dispozici 1 000 USD. Nabízí se mu mo¾nost
investovat do ¹estimìsíèních evropských call opcí (právo koupit) na akcii spo-
leènosti Apple s realizaèní cenou 102 USD za 5 USD. Cena za akcii spoleènosti
Apple èiní k 1.1.2016 100 USD. Investor se tedy rozhoduje mezi portfoliem slo¾e-
ným z 10 ks akcií a portfoliem slo¾eným z 200 ks call opcí na akcie. Dne 1.7.2016
èiní spotová cena 99 USD, resp. 105 USD.

Provedeme vyèíslení zisku a ztráty pøi zmìnì spotové ceny na 99 USD, resp.
105 USD, a to jak absolutnì, tak relativnì vùèi vstupní investici (viz tabulka 1.1).

99 USD 105 USD

zisk/ztráta absolutnì relativnì absolutnì relativnì
akcie -10 USD -1 % 50 USD 5 %
opce -1000 USD -100 % 600 USD 60 %

Tabulka 1.1: Finanèní pákový efekt.

Z tabulky 1.1. je zøejmé, ¾e zmìna spotové ceny akcií má vìt¹í vliv na opèní
portfolio. Vzhledem k tomu, ¾e opce má velmi malou poøizovací cenu, mohl inves-
tor pøevzít zisk, resp. ztrátu ze zmìny spotové ceny øádovì vìt¹ího mno¾ství akcií
a tím maximalizovat zisk èi ztrátu. Pokud spotová cena klesne pod realizaèní
cenu, pøichází investor o celý vklad.

1.3 Klasi�kace �nanèních derivátù

Èlenìní �nanèních derivátù je relevantní z vícero kritérií. Vybereme nìk-
terá dle Jílkovy knihy (Jílek, 2010). Podle postavení úèastníkù dìlíme deriváty
na podmínìné a nepodmínìné. Podmínìné kontrakty se vyznaèují nerovným
postavením subjektù, kdy úèastník v dlouhé pozici rozhoduje o realizaci kontaktu.
Zástupcem �nanèních derivátù s touto vlastností jsou opce. Naopak nepodmí-
nìné kontrakty zavazují obì strany k uskuteènìní obchodu v dobì splatnosti.
Mluvíme také o pevných termínovaných operacích. Mù¾eme jmenovat forwardy,
futures, swapy a warranty. Tyto skupiny popí¹eme ve zvlá¹tních podkapito-
lách.

Dle typu bazického instrumentu rozli¹ujeme deriváty �nanèní, které dìlíme
na úrokové, mìnové, akciové, úvìrové, dále komoditní a ostatní. Finanèní deri-
váty se pùvodnì týkaly pøedev¹ím komodit, dnes vìt¹inu bazických instrumentù
tvoøí mìny, akcie, úrokové míry a indexy.

Finanèní deriváty mohou být obchodovány nejen na burzách, ale i namimo-
burzovních trzích, tzv. OTC (over the counter, neboli obchody pøes pøepá¾ku).
Na burzách je obchodováno s vysoce standardizovanými kontrakty co do objemu
obchodu, data splatnosti, apod., èím¾ je dosahováno vy¹¹í likvidity. Jedná se pøe-
dev¹ím o futures a burzovní opce. Mezi dal¹í pøednosti obchodování na burzách
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patøí transparentnost obchodù, kdy podmínky jsou veøejnosti známé. Nutným
pøedpokladem obchodování na burze je pro ka¾dého úèastníka otevøení mar¾o-
vého úètu a jeho doplòování na po¾adovanou hladinu. Tímto spoleènì s garancí
burzy resp. clearingového domu je minimalizováno kreditní riziko (tedy nebez-
peèí, ¾e protistrana nedostojí svým závazkùm). Naopak výhodou OTC trhù je
þu¹itíÿ derivátù na míru pøímo dle potøeb klienta a ni¾¹í poplatky ne¾ u deri-
vátových burz. Na OTC trzích jsou obchodovány pøedev¹ím forwardy, swapy a
mimoburzovní opce.

Do derivátového kontraktu vstupují v¾dy dvì strany. O kupujícím øíkáme, ¾e
je v dlouhé (long) pozici a má v dobì splatnosti derivátu povinnost koupit,
resp. u opcí právo koupit èi prodat bazický instrument. Partner, øíkáme mu také
upisovatel, je pak v krátké (short) pozici a má povinnost prodat, resp. v pøí-
padì opcí povinnost koupit èi prodat bazický instrument v pøípadì, ¾e se úèastník
v long pozici rozhodne opci uplatnit.

V neposlední øadì mù¾eme deriváty dìlit i podle úèelu. Slou¾í pøedev¹ím k
zaji¹tìní (uzavøená pozice), tedy k imunizaci vùèi budoucímu vývoji a spekulaci
(otevøená pozice).

1.3.1 Forwardy

Forwardy jsou pevné termínované kontrakty sjednávané na OTC trzích. Ku-
pující (v dlouhé pozice) se v okam¾iku sjednání zavazuje, ¾e k datu splatnosti
koupí od prodávajícího bazický instrument, mù¾e se v¹ak také jednat o výmìnu.

1.3.2 Futures

Futures jsou standardizované forwardy obchodované na burzovních trzích.
Výhodou futures kontraktù je pøedev¹ím minimalizace rizika, dále pak vy¹¹í li-
kvidita, kdy je snaz¹í kontrakt prodat, nebo na trhu zaujmout opaènou pozici a
tím jej vynulovat. Naopak negativem je men¹í mo¾nost úpravy derivátu dle potøeb
úèastníka. Øeèená standardizace tkví pøedev¹ím ve stanovení objemu podklado-
vého aktiva, data splatnosti a stanovení minimální mo¾né denní zmìny futures
(kotování ceny).

1.3.3 Swapy

Název swapy, znamená výmìnu (pùvodnì v¹ak dle Cipra (2000) pøepøahat).
Jedná se tedy o budoucí obvykle periodickou smìnu �nanèních tokù nebo jiných
bazických instrumentù. Jedna strana mù¾e napø. poskytovat plnìní plynoucí ze
swapu ètvrtletnì, druhá roènì. Nejsou v¹ak výjimeèné ani swapy prosté. Jak
ji¾ bylo øeèeno, swapy jsou se svým vznikem a¾ v 80. letech minulého století
nejmlad¹ím z derivátù. Nejèastìj¹ími typy swapù jsou úrokové a mìnové.
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1.3.4 Opce

Opce je derivát, který dává kupujícímu opce právo na uskuteènìní pøedem do-
hodnuté smìny v pøesnì daném budoucím okam¾iku (evropská opce), nebo v
prùbìhu nìjakého období (americká opce). V pøípadì, ¾e se kupující rozhodne
opci uplatnit, druhý partner (upisovatel) je povinen se tomu podøídit. Za to ob-
dr¾í obvykle ji¾ pøi sjednání opce opèní prémii. Opce rozli¹ujeme kupní (call) a
prodejní (put).
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2. Jednoduché metody oceòování
�nanèních derivátù

V této kapitole uvedeme základní oceòovací techniky a vzorce.

2.1 Oceòování forwardù

Forwardové kontrakty jsou bezplatné, tedy zisk (nebo ztráta) je dán rozdílem
mezi termínovou a spotovou cenou v èase splatnosti. V Ciprovì knize (Cipra,
2000) musí mít forwardový kontrakt pøesnì de�nované tyto parametry:

• datum splatnosti T (maturita),

• pøedmìt a objem bazického instrumentu,

• termínovou cenu K.

Hodnota dlouhé pozice ft je v èase sjednání nulová, tedy zøejmì hodnota krátké
pozice (−ft) je rovnì¾ nulová, jinak by kontrakt nemohl být bezplatný, proto¾e by
byl pro jednu stranu nevýhodný. Nulové hodnoty v èase t je dosahováno vhodným
stanovením termínové ceny K. Cena forwardu Ft není cenou, kterou by platil ku-
pující za forward, ale termínová cena, která by byla vypoètena v èase t. Speciálnì
tedy v èase sjednání Ft = K.

Nyní zaveïme znaèení:

T . . . . . . . . . datum splatnosti,
K . . . . . . . . . termínová cena podkladového aktiva,
ft . . . . . . . . . hodnota dlouhé pozice forwardu v èase t,
Ft . . . . . . . . . cena forwardu v èase t,
St . . . . . . . . . spotová (okam¾itá) cena bazického instrumentu v èase t,
Vt . . . . . . . . . hodnota výplat z cenného papíru diskontovaná do èasu t,
r . . . . . . . . . bezriziková úroková míra.

Forward na cenný papír

Uva¾ujme forward na cenný papír bez výplat, napø. na bezkuponový dluhopis.
Mìjme portfolio slo¾ené z forwardu (dlouhá pozice) a èástky ve vý¹i Ke−r(T−t).
Èástku investujeme za bezrizikovou úrokovou míru. Budoucí hodnota této èástky
v èase T èiníK. Dlouhá pozice ve forwardu zavazuje k nákupu akcie v hodnotì ST
za termínovou cenu K. Celkové hodnota portfolia v èase T = ST . Pokud pøidáme
pøedpoklad neexistence arbitrá¾e na trhu, musí být cena portfolia v èase t ≤ T
shodná s cenou akcie v èase t ≤ T , tedy platí:

St = ft +Ke−r(T−t).
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V èase sjednání pak z podmínky ft = 0 plyne:

K = Ste
r(T−t).

V souèasné dobì jsou nejvíce obchodovaným typem forwardových kontraktù
tzv. þFRAÿ (forward rate agreement). V Jílkovì knize (Jílek, 2010) se uvádí, ¾e
vznikly ve ©výcarsku roku 1984 z forwardových termínovaných vkladù, úvìrù èi
pùjèek hotovosti. Jedná se o úrokový derivát, kdy v budoucnu dojde k výmìnì
pevné èástky za dosud neznámou èástku, která je dána pøesným výpoètem, a to
v té¾e mìnì. Výpoèet neznámé èástky mù¾e záviset napøíklad na sazbách LIBOR
(London InterBank O�ered Rate) èi PRIBOR (PRague InterBank O�ered Rate).

Futures jsou vysoce standardizované forwardy. Oceòování futures tedy probíhá
analogicky.

2.2 Oceòování opcí

Opce musí mít v dobì sjednání pøesnì de�nované parametry, které zcela urèují
daný obchod, a to:

• datum splatnosti (maturity date),

• pøedmìt a objem bazického instrumentu,

• realizaèní cenu.

Nyní zaveïme znaèení:

ct (resp. Ct) . . . cena evropské (resp. americké) call opce v èase t,
pt (resp. Pt) . . . cena evropské (resp. americké) put opce v èase t,
T . . . datum expirace (také datum splatnosti èi maturita),
τ . . . datum realizace opce (u evropské τ = T ),
K . . . realizaèní cena bazického instrumentu,
St . . . spotová (okam¾itá) cena bazického instrumentu v èase t,
r . . . bezriziková úroková míra,
σ . . . volatilita bazického instrumentu,
Dt . . . hodnota dividend v èase t vyplacených do maturity opce.

Poznámka. Pokud nebude øeèeno jinak, budeme mít na mysli bì¾né evropské
opce (tzv. vanilla) a budeme pøedpokládat, ¾e bazickým instrumentem je akcie,
ze které dr¾iteli neplynou dividendy.

Call (resp. put) opce dává kupujícímu (v long pozici) právo koupit bazický
instrument za realizaèní cenu, upisovatel je pak povinen podkladové aktivum
za tuto cenu prodat (resp. koupit). Cipra ve své knize (Cipra, 2000) pou¾ívá
terminologii, ¾e opce je:

pro call opci: pro put opci:

v penìzích, kdy¾ (St −K) > 0, nebo (K − St) > 0,

na penìzích, kdy¾ (St −K) = 0, nebo (K − St) = 0,

mimo peníze, kdy¾ (St −K) < 0, nebo (K − St) < 0.
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Kupující se rozhodne opci uplatnit v pøípadì, ¾e je v èase splatnosti þv penì-
zíchÿ. Oznaème výplatní funkci z call opce V (Sτ ) = max(Sτ−K, 0) := (Sτ−K)+.
Zisk (popøípadì ztráta) v závislosti na Sτ z call opce poté vypadá následovnì:

zisk =

{
−c+ (Sτ −K)+ z pozice kupujího,

+c− (Sτ −K)+ z pozice upisovatele.

K

-c

c

0
Sτ

P&L

call long

call short

Obrázek 2.1: Zisk kupujícího a upisovatele call opce v závislosti na Sτ .

Zøejmì platí, ¾e zisk kupujícího je ztráta upisovatele a naopak. Rovnová¾ný bod,
kde je ztráta kupujícího i upisovatele nulová je v bodì Sτ = K + c.

Analogicky oznaème výplatní funkci z put opce V (Sτ ) = max(K − Sτ , 0) :=
(K − Sτ )+. Zisk (popøípadì ztráta) v závislosti na Sτ z put opce poté vypadá
následovnì:

zisk =

{
−p+ (K − Sτ )+ z pozice kupujího,

+p− (K − Sτ )+ z pozice upisovatele.

K

K-p

-K+p

p

-p
0

Sτ

P&L

put long

put short

Obrázek 2.2: Zisk kupujícího a upisovatele put opce v závislosti na Sτ .
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Zøejmì platí, ¾e zisk kupujícího je ztráta upisovatele a naopak. Rovnová¾ný bod,
kde je ztráta kupujícího i upisovatele nulová je v bodì Sτ = K − c.

Maximální zisk a ztráta z jednotlivých pozic jsou uvedeny v tabulce ní¾e.
Pov¹imnìme si, ¾e ztráta z call opce v krátké pozici není shora omezena. Tento
typ opcí je èasto kombinován s opcemi jiných parametrù pro sestavení portfolia,
které vyhovuje investorovým po¾adavkùm a jeho averzi vùèi riziku.

druh opce CALL PUT

pozice long short long short

maximální zisk ∞ c K − p p
maximální ztráta −c −∞ −p −K + p

Tabulka 2.1: Maximální zisk a ztáta z opce dle typu a pozice

2.2.1 Meze opèní prémie

Oceòování opcí je obtí¾nìj¹í pøedev¹ím z dùvodu práva, nikoliv povinnosti
opci uplatnit. V této kapitole uká¾eme pøirozené meze pro opèní prémii, v dal¹í
kapitole pak modely a postupy, jak cenu opce stanovit pøesnìji.

Zøejmì platí, ¾e:

ct ≥ 0.

Opce dává právo, nikoliv povinnost vypoøádat bazický instrument za pøedem
danou cenu. Upisovatel tedy musí být za poskytnutí tohoto práva kompenzován.

ct ≤ St.

Pokud by byla okam¾itá cena akcie na trhu ni¾¹í, ne¾ cena opce, bylo by výhod-
nìj¹í koupit pøímo akcii.

Tvrzení 1. Pro opèní prémii platí vztah:

ct ≥ St −Ke−r(T−t) pro t ≤ T.

Dùkaz. Uvedu zde obmìnìný dùkaz odvozením zalo¾ený na práci Koláøe a Køi-
vánkové (Koláø a Køivánková) a na knize Garretta (Garrett, 2013).

Nech» investor v èase t uskuteèní prodej akcie A nakrátko a ze získaných
prostøedkù ve vý¹i St vytvoøí investièní portfolio následujícím zpùsobem:

• koupì evropské call opce na akcii A s èasem splatnosti T v realizaèní cenì
K za cenu ct,
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• investice zbylých prostøedkù ve vý¹i Z za bezrizikovou míru r, co¾ je jistì
mo¾né, proto¾e St > ct, a tedy ∃ Z > 0 : St − ct − Z = 0.

V èase T má portfolio hodnotu:
−ST︸︷︷︸ + Zer(T−t)︸ ︷︷ ︸ + (ST −K)+︸ ︷︷ ︸ .

vrácení akcie hodnota investice Z v èase T zisk z opce

Hodnota portfolia v èase T = −ST + (St − ct)er(T−t) + (ST −K)+. Vyu¾ijme
nyní slab¹ího pøedpokladu neexistence arbitrá¾e na trhu, tedy ¾e nulová investice
negeneruje jistý nenulový zisk. Snadno nahlédneme, ¾e pokud je hodnota portfolia
nekladná v pøípadì ST > K, bude tomu tak i v pøípadì ST ≤ K a naopak.

ST > K − ST + Ste
r(T−t) − cter(T−t) + ST −K ≤ 0

cte
r(T−t) ≥ Ste

r(T−t) −K
ct ≥ St −Ke−r(T−t)

ST ≤ K − ST + Ste
r(T−t) − cter(T−t) + 0 ≤ 0

cte
r(T−t) ≥ Ste

r(T−t) − ST
ct ≥ St − ST er(T−t)

ct ≥ St −Ke−r(T−t).

Stanovili jsme tedy dolní mez pro cenu opce v èase t.
�

Poznámka. Pokud by v¹ak dr¾ení podkladového aktiva generovalo dr¾iteli zisk,
situace by vy¾adovala drobnou modi�kaci. Jako pøíklad takového aktiva uveïme
akcii, která vyplácí dividendy. Hodnota portfolia by v èase t byla vy¹¹í právì
o dividendy. V èase t je tedy hodnota vy¹¹í o diskontovanou hodnotu dividend
vyplácených do èasu splatnosti opce. Tedy:

ct ≥ St −Ke−r(T−t) −Dt pro t ≤ T.

Omezení ceny evropské put opce lze odvodit analogicky:

pt ≥ Ke−r(T−t) − St pro t ≤ T.

A pro evropskou put opci na akcii vyplácející dividendy:

pt ≥ Ke−r(T−t) − St +Dt pro t ≤ T.

Tvrzení 2. Cena evropské a americké call opce je v èase t ≤ T shodná.

Ct = ct pro t ≤ T.

Dùkaz. Zøejmì platí, ¾e Ct ≥ ct, proto¾e americká opce oproti evropské nabízí
navíc mo¾nost pøedèasného uplatnìní. Z tvrzení 1 víme, ¾e v èase t ≤ T platí
ct ≥ St −Ke−r(T−t). V pøípadì uplatnìní opce v èase t získáme vnitøní hodnotu
opce, tedy St − K. Faktor e−r(T−t) ≤ 1, tedy platí St − Ke−r(T−t) ≥ St − K,
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pøièem¾ rovnost nastává pouze v èase t = T . Uplatnìním opce pøed èasem splat-
nosti tedy pøicházíme o její èasovou hodnotu, co¾ je dle Cipra (2000) cena, kterou
jsou investoøi ochotni zaplatit za potenciální mo¾nost, ¾e se cena bazického in-
strumentu zmìní v jejich prospìch. Pro uzavøení pozice je tedy výhodnìj¹í opci
prodat, ne¾ uplatnit.

�

Poznámka. Zdùraznìme v¹ak, ¾e stejný vztah neplatí analogicky i pro americkou
a evropskou put opci, a to z dùvodu, ¾e prostøedky získané pøedèasným uplatnì-
ním put opce je mo¾né dále reinvestovat za bezrizikovou úrokovou míru. V èase
splatnosti opce pak mají prostøedky hodnotu (St − K)er(T−t), která mù¾e být
ostøe vìt¹í ne¾ ST −K.

Tvrzení 3 (Put-call parita). Opèní prémie z put a call opce jsou ve vzájemnì

jednoznaèném vztahu:

St + pt = Ker(T−t) + ct pro t ≤ T.

Dùkaz. Uvedeme dùkaz podle Dupaèová a kol. (2002)
Uva¾ujme portfolio slo¾ené z akcie, krátké pozice v put opci a dlouhé pozice

v call opci. Oznaème πt hodnotu portfolia v èase t a vyèísleme:

πt = St + pt − ct.

Hodnotu portfolia v èase T − 1 rozli¹íme na dva pøípady dle polohy ST vùèi K:

πT = ST − (K − ST )+ + (ST −K)+

ST > K πT = ST + 0− ST −K = K

ST ≤ K πT = ST +K − ST − 0 = K

Portfolio má tedy v èase T hodnotu právì K. Pøidáním pøedpokladu absence
arbitrá¾ních pøíle¾itostí na trhu plyne, ¾e hodnota portfolia v èase t je rovna
diskontované hodnotì bezrizikovým úrokovým faktorem, tedy:

pt = ct − St +Ke−r(T−t) pro t ≤ T.

Z hodnoty call opce, ceny akcie, bezrizikové úrokové míry a doby do splatnosti je
mo¾né urèit vý¹i opèní prémie evropské put opce.

�

Poznámka. Drobnou modi�kací postupu bychom získali vztah pro opce na akcie
s výplatou dividend:

pt = ct − St +Ke−r(T−t) +Dt pro t ≤ T.

Uvedené vztahy v¹ak platí pouze pro evropské opce. Z tvrzení 3 víme, ¾e cena
evropské a americké call opce je shodná, pro put opci to v¹ak ji¾ neplatí. Cena
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americké put opce je vy¹¹í o hodnotu mo¾nosti pøedèasného uplatnìní, které mù¾e
být u put opce výhodné. Pro americkou put opci tedy platí:

Pt ≥ Ct − St +Ke−r(T−t) pro t ≤ T.

A analogicky pro americkou put opci vyplácející dividendy:

Pt ≥ Ct − St +Ke−r(T−t) +Dt pro t ≤ T.

Stanovili jsme prostor, ve kterém se mù¾e opèní prémie nacházet. Ten je v¹ak
stále je¹tì pomìrnì ¹iroký. Podíváme se tedy na slo¾itìj¹í aproximativní metody,
jakými lze blí¾e urèit cenu opce a tedy vý¹i opèní prémie.
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3. Matematické modely pro
oceòování opcí

Aèkoliv poèátek obchodování s opcemi není zále¾itostí posledního století,
s prvními standardizovanými opèními kontrakty se zaèalo obchodovat a¾ roku
1973, v návaznosti na vznik Chicago Board of Option Exchange (CBOE). Tím
vyvstala potøeba modelù, které by pøesnì stanovovaly cenu opcí. Prvním mo-
delem byl Black-Scholesùv, publikovaný v roce 1973. Binomický model, kterým
zaèneme, byl svými autory Coxem, Rossem a Rubisteinem pøedstaven o nìco
pozdìji (v roce 1979), poskytuje v¹ak pøehlednìj¹í úvod do problematiky oceòo-
vání opcí. Black-Scholesùv model, který je díky své výpoèetní jednoduchosti více
roz¹íøen, odvodíme vzápìtí.

3.1 Binomický model

Pro zjednodu¹ení uva¾ujme opce na akcie. Nejprve se seznámíme se základními
pøedpoklady modelu. Dupaèová, Hurt a ©tìpán (Dupaèová a kol., 2002) je uvádìjí
takto:

1. cena akcie St se mù¾e mìnit pouze v ekvidistantních èasových okam¾icích
t, t+ 1, ...

2. cena akcie St+1 = Xt+1St, kde Xt+1 je náhodná velièina taková, ¾e:

Xt+1 =

{
u, s pravdìpodobností p,

d, s pravdìpodobností 1− p.

3. Xt jsou nezávislé stejnì rozdìlené,

4. 0 < d < u,

5. absence arbitrá¾ních pøíle¾itostí,

6. investoøi se chovají racionálnì,

7. rizikovì neutrální prostøedí.

Poznámka. Z pøedpokladù plyne, ¾e cena akcie St+1 pøi dané St mù¾e nabývat
pouze dvou hodnot, pøièem¾:

P(St+1 = uSt | St) = p a P(St+1 = dSt | St) = 1− p.

Obvykle také pøedpokládáme, ¾e d < 1 < u, tedy cena bazického instrumentu
mù¾e v èase narùstat i klesat.

Rizikovì neutrální prostøedí lze chápat jako trh, kde se u investorù nepro-
jevuje averze vùèi riziku. V bì¾ném svìtì jsou rizikové investice úroèeny vy¹¹í
úrokovou mírou ne¾ je bezriziková, právì jako pøirá¾ka za riziko. Vysvìtlení pro
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lep¹í pochopení lze nalézt v knize Dupaèové a kol. (Dupaèová a kol., 2002): Vý-
nos z ka¾dé investice sice reálnì neodpovídá bezrizikové úrokové míøe, vyu¾ijeme
ji v¹ak pro vyjádøení souèasné hodnoty støední hodnoty budoucích �nanèních
tokù plynoucích z rizikových investic. V praxi se v¹ak ukazuje, ¾e model rizikovì
neutrálního prostøedí je pro oceòování �nanèních derivátù vhodný. Rizikovost in-
vestice se toti¾ promítne ji¾ do ceny napø. akcie, èi jiného bazického instrumentu.
Pokud bychom pøizpùsobili úrokovou míru rizikovosti investice, byla by riziková
pøirá¾ka vlastnì zapoèítána duplicitnì.

Tvrzení 4. Bezriziková míra výnosnosti je vy¹¹í ne¾ d, zároveò men¹í ne¾ u.

d < er < u.

Dùkaz. Dùkaz provedeme podobnì, jako v knize Dupaèové a kol. (Dupaèová
a kol., 2002). Doká¾eme sporem nejdøíve první nerovnost. Pøedpokládejme, ¾e
d < u < er. V èase t prodáme akcii A nakrátko a èástku ve vý¹i St investujeme
za bezrizikovou úrokovou míru. V èase t+ 1 má toto portfolio hodnotu:

πt+1 =

{
−uSt + erSt = St(e

r − u) s pravdìpodobností p,

−dSt + erSt = St(e
r − d) s pravdìpodobností 1− p.

Toto portfolio tedy generuje v èase t + 1 jistý zisk, co¾ je spor s neexistencí
arbitrá¾e.

Pro dokázání druhé nerovnosti sporem pøedpokládejme er < d < u. V èase t
si pùjèíme èástku St za bezrizikovou úrokovou míru, za ní¾ nakoupíme akcii A.
V èase t+ 1 má dané portfolio hodnotu:

πt+1 =

{
−St + er + uSt = St(u− er) s pravdìpodobností p,

−St + er + dSt = St(d− er) s pravdìpodobností 1− p.

Toto portfolio rovnì¾ generuje v èase t + 1 jistý zisk, co¾ je spor s neexistencí
arbitrá¾e.

�

Oznaème uzlem stromu U j
i takový prùbìh ceny podkladového aktiva, kdy

vzdálenost od koøene (hloubka stromu) je rovna i a poèet zvý¹ení ceny o u je
roven j. Uva¾ujme nyní jednokrokový binomický model. Cena akcie se tedy mù¾e
v prùbìhu platnosti mìnit pouze jedenkrát a obecné znaèení vypadá následovnì:

U0
0

U1
1

U0
1

Obrázek 3.1: Znaèení uzlù v jednokrokovém binomickém modelu.
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Vý¹i opèní prémie odvodíme rekurzivnì. Cena call opce v èase splatnosti T
má nulovou èasovou hodnotu a vnitøní hodnotu lze snadno vyjádøit výplatní
funkcí. Za�xujeme-li cenu bazického instrumentu v èase T − 1 (v èase oceòování
je známá), vývoj ceny je dán pøedpokladem 2. Na obrázku 3.2 je schéma vývoje
ceny bazického instrumentu a obecné znaèení cen opce pøíslu¹né k jednotlivým
scénáøùm vývoje cen bazického instrumentu v jednokrokovém binomickém mo-
delu.

ST-1

cT-1

u ST-1

cT
u

d ST-1

cT
d

Obrázek 3.2: Vývoj ceny podkladového aktiva.

Odvození cen opcí v binomickém modelu je provedeno v knize Dupaèové a kol.
(Dupaèová a kol., 2002) a také v knize Hulla (Hull, 2009). My jej v¹ak provedeme
podrobnìji. Pro rekurzivní odvození ceny opce vytvoøíme portfolio následujícím
zpùsobem:

• pùjèka ve vý¹i Y za bezrizikovou úrokovou míru,

• nákup X kusù akcie A v cenì ST−1,

• upsání call opce na A.

Y = XST−1 + cT−1. (3.1)

Oznaème cuT cenu opce v èase T pøi vývoji ceny podkladového aktiva od ST−1
do ST = uST−1 a analogicky cdT , pokud cena bazického instrumentu naopak po-
klesla. Chceme, aby bylo portfolio bezrizikové, tedy najdeme X tak, aby cena
portfolia byla stejná pøi obou scénáøích. Stanovené mno¾ství X nazveme zaji¹»o-
vacím pomìrem.

XuST−1 − cuT = XdST−1 − cdT ,

X =
cuT − cdT

(u− d)ST
.

Pro stanovení ceny opce v èase T − 1 vyjdìme z pøedpokladu 5, tedy ¾e
míra zisku z bezrizikového portfolia nemù¾e být vy¹¹í, ne¾ je dána bezrizikovou
úrokovou mírou.

s pravdìpodobností p : Y er((T )−(T−1)) = XuST−1 − cuT , (3.2)

s pravdìpodobností 1− p : Y er((T )−(T−1)) = XdST−1 − cdT . (3.3)

17



Nyní z rovnic 3.1 a 3.2 nebo ekvivalentnì z rovnic 3.1 a 3.3 urèíme cenu opce
v èase T − 1:

cT−1 = e−r

(
er − d
u− d︸ ︷︷ ︸ cuT +

u− er

u− d︸ ︷︷ ︸ cdT
)
. (3.4)

p 1− p

Souèet faktorù p = er−d
u−d a 1− p = u−er

u−d je roven 1, navíc z tvrzení 4 jsou oba
kladné. Celý výraz je poté interpretovatelný jako støední hodnota opce v rizikovì
neutrálním prostøedí v èase T diskontovaná do èasu T − 1.

Cena opce se skládá z èasové a vnitøní hodnoty (viz tvrzení 2). Vnitøní hod-
nota je dána výplatní funkcí, av¹ak dle Ciprovy knihy (Cipra, 2000) je èasová
hodnota ovlivòována mnoha faktory, z nich¾ nìkteré jsou obtí¾nì kvanti�kova-
telné. V èase splatnosti je èasová hodnota opce ji¾ nulová, závisí na realizaèní cenì,
která je pøedem dána, a na cenì bazického instrumentu. Vývoj ceny bazického
instrumentu je dán binomickým modelem, tudí¾ máme zpùsob, jak odhadovat
cenu opce v èase. Cena opce v èase T pøi zvý¹ení ceny bazického instrumentu je
(uST −K)+ a pøi poklesu ceny (dST −K)+. Máme tedy postup, jakým stanovit
cenu opce v èase T − 1.

Nyní pøidejme dal¹í krok binomického modelu. Èas mezi datem prodeje a
datem splatnosti rozdìlíme na dva ekvidistantní èasové okam¾iky, mezi nimi¾ se
cena akcie mù¾e mìnit. Jednotlivým uzlùm pøíslu¹í toto znaèení:

U0
0

U1
1

U0
1

U2
2

U1
2

U0
2

Obrázek 3.3: Znaèení uzlù v dvoukrokovém binomickém modelu.

Vývoj ceny bazického instrumentu z èasu T − 2 do èasu T a obecné znaèení
cen opcí pøíslu¹ných k jednotlivým scénáøùm vypadá následovnì:

18



ST-2

cT-2

u ST-2

cT-1
u

d ST-2

cT-1
d

u
2
ST-2

cT
uu

d u ST-2

cT
du

d
2
ST-2

cT
dd

Obrázek 3.4: Znaèení vývoje ceny opce v závislosti na zmìnì ceny podkladového
aktiva v dvoukrokovém binomickém modelu.

Vyu¾ijme nyní vzorec 3.4 pro vyjádøení ceny opce v èase T − 1 závislosti na
vývoji ceny podkladového aktiva:

cuT−1 = e−r(pcuuT + (1− p)cudT ), (3.5)

cdT−1 = e−r(pcudT + (1− p)cddT ). (3.6)

Pou¾itím tìchto rovnic, druhým pou¾itím 3.4 a dosazením hodnoty opce v èase
T získáme rovnici pro cT−2:

cT−2 = e−2r(p2cuuT + p(1− p)cduT + (1− p)2cddT ),

cT−2 = e−2r(p2(u2ST −K)+ + p(1− p)(duST −K)+ + (1− p)2(d2ST −K)+).

Logický význam je ji¾ zøejmý. Opìt se jedná o oèekávanou støední hodnotu ceny
opce v èase T diskontovanou do èasu T − 2. Jde o konvexní lineární kombinaci
s koe�cienty p2, p(1− p) a (1− p)2.
Poznámka (Bezriziková úroková míra). V pøedchozích výpoètech jsme uva¾ovali
konstantní bezrizikovou úrokovou míru, její¾ referenèní období se vztahuje k èasu
jednoho kroku modelu. Pokud by se vztahovala k celé platnosti opce, bylo by
tøeba vzít úrokovací faktor e

r
k , kde k ∈ N je poèet krokù modelu.

Trend je ji¾ patrný, zbývá jen zobecnìní pro vícekrokové binomické modely.
Za pou¾ití distribuèní funkce binomického rozdìlení P[X = j] =

(
n
j

)
pj(1 − p)n−j

dostáváme:

cT−k = e−rk
k∑
j=0

(
k

j

)
pj(1− p)k−j(ujdk−jST−k −K)+.

Pro t := T − k, kde k ∈ N :,

ct = e−r(T−t)
T−t∑
j=0

(
T − t
j

)
pj(1− p)T−t−j(ujdT−t−jSt −K)+.
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Zajímavé je, ¾e èinitel výplatní funkce call opce je seøazen od nejmen¹í po nej-
vìt¹í, tedy prvních a èlenù je nulových, dal¹í jsou ji¾ nenulové. Hledáme tedy
nejmen¹í mo¾né �xní j, oznaème jej a, takové, ¾e platí:

uadT−t−aSt −K > 0,

uadT−t−aSt > K. (3.7)

Obì strany nerovnice 3.7 zlogaritmujeme, co¾ je mo¾né, proto¾e logaritmus je
prostá rostoucí funkce a vyjádøíme nejmen¹í mo¾né a ∈ N :

a ≥
ln
(
K/Std

T−t)
ln (u/d)

. (3.8)

Celkovou cenu call opce v èase t ≤ T spoèteme jako støední hodnotu (ST −K)
þuseknutéhoÿ binomického rozdìlení, kde a je dáno rovnicí 3.8 a substituce p je
zavedena v rovnici 3.4.

ct = e−r(T−t)
T−t∑
j=a

(
T − t
j

)
pj(1− p)T−t−j(ujdT−t−jSt −K).

Cenu put opce v èase t ≤ T bychom spoèítali analogicky. Snaz¹í je v¹ak u¾ít
tvrzení 3 o put-call paritì a vyjádøit vý¹i opèní prémie z put opce pøímo:

pt = e−r(T−t)
T−t∑
j=a

(
T − t
j

)
pj(1− p)T−t−j(ujdT−t−jSt −K) +Ke−r(T−t) − St.

Ve¹keré výpoèty jsme zatím provádìli pouze pro evropské opce. Cena americké
call opce se dle tvrzení 2 vypoèítá stejným zpùsobem, proto¾e jejím pøedèasným
uplatnìním by kupující pøi¹el o její èasovou hodnotu. Výpoèet ceny put opce
by vy¾adoval úpravu. V ka¾dém uzlu U j

i bychom museli posuzovat, zdali vnitøní
hodnota opce nepøevy¹uje diskontovanou rekurzivnì spoèítanou hodnotu a opci
v tomto uzlu ocenit maximem tìchto hodnot. Tedy v uzlu U j

i je cena americké
put opce:

c
u...u︸︷︷︸d...d︸︷︷︸
t j j−i = max(puj+1uj−iSt + (1− p)ujuj−i+1St)e

−rt/k, ujdi−jSt −K)

Pøíkladùm pro oceòování jak evropských, tak amerických opcí v binomickém
modelu, bude vìnována èást ètvrté kapitoly.

3.1.1 Volba parametrù v binomickém modelu

Ukazuje se, ¾e pro dostateèný poèet krokù binomický model pøi vhodné volbì
parametrù dobøe aproximuje vývoj cen opcí. Do binomického modelu vstupují pa-
rametry jako maturita, cena podkladového aktiva v èase t, realizaèní cena nebo
bezriziková úroková míra. Tyto parametry pova¾ujeme za známé. Zbývající pa-
rametry jako u, d a p je nutné polo¾it tak, abychom dobøe modelovali volatilitu
bazického instrumentu.
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Chceme, aby støední hodnota ceny aktiva daná modelem v dal¹ím kroku byla
rovna budoucí hodnotì ceny podkladového aktiva v rizikovì neutrální prostøedí.
Vezmìme úrokovou míru r, která se vztahuje k jednotce èasu a e(T−t)/k je tedy
bezriziková úroková míra pøipadající na jeden krok modelu. Potom

puSt + (1− p)dSt = St exp

(
r
T − t
k

)
, tedy

pu+ (1− p)d = exp

(
r
T − t
k

)
. (3.9)

Stejným zpùsobem napí¹eme rovnici pro rozptyl, teoretický podklad je podrobnì
zpracován v knize Dupaèové a kol.(Dupaèová a kol., 2002):

pu2 + (1− p)d2 = exp

(
(2r + σ2)

T − t
k

)
(3.10)

Rovnici pro rozptyl lze psát pomocí Maclaurinova rozvoje pro eσ
2(T−t)/k do prv-

ního øádu i v aproximativním tvaru. Dùle¾itým pøedpokladem pou¾ití Maclauri-
nova rozvoje je velký poèet krokù, tedy velmi malé (T − t)/k, aby byla zachována
konvergence. Potom mù¾eme psát:

pu2 + (1− p)d2 − exp

(
2r
T − t
k

)
= 1 + σ2T − t

k
(3.11)

Chceme tedy stanovit tøi parametry { u, d a p a máme k dispozici rovnice
3.9 a 3.10, popøípadì 3.9 a 3.11 pro aproximativní verzi. Pro výpoèet odhadu
parametrù tedy potøebujeme dal¹í podmínku. Podle toho, jak ji formulujeme
dostáváme následující modely.

Cox-Ross-Rubinstein model

Model, který se dle svých autorù nazývá Cox{Ross{Rubinstein model, pøidává
podmínku u = 1/d. V¹imnìme si, ¾e pokud cena bazického instrumentu klesne o
u a stoupne o d, vrátí se na pùvodní hodnotu. Asymetrie ve stromu vývoje cen
bazického instrumentu tedy spoèívá pouze v pravdìpodobnosti, s jakou se cena
akcie dostane do jednotlivých vìtví, prùbìh cen je v¹ak symetrický.

Nyní vyøe¹íme soustavu rovnic 3.9 a 3.10 s dodateènou podmínkou u = 1/d
pomocí softwaru Mathematica. Ten poskytne dvì øe¹ení, která jsou shodná a¾
na pøiøazení hodnot u a d. Vybereme tedy øe¹ení, pro které v souladu s pøedpo-
klady platí, ¾e d < u.

uCRR =
e−r

T−t
k

2

(√(
e
T−t
k

(2r+σ2) + 1
)2
− 4e2r

T−t
k + e

T−t
k (2r+σ2) + 1

)
,

dCRR =
e−r

T−t
k

2

(
−
√(

e
T−t
k

(2r+σ2) + 1
)2
− 4e2r

T−t
k + e

T−t
k (2r+σ2) + 1

)
,

pCRR =

√
2e(2r+σ

2)T−t
k + e2(2r+σ

2)T−t
k − 4e2r

T−t
k + 1− e(2r+σ2)T−t

k + 2e2r
T−t
k − 1

2
√

2e(2r+σ
2)T−t

k + e2(2r+σ
2)T−t

k − 4e2r
T−t
k + 1

.

(3.12)
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Pro aproximativní verzi Cox-Ross-Rubinstein modelu vyøe¹íme rovnice 3.9 a
3.11 s dodateènou podmínkou u = 1/d. Dále jako v Hullovì textu (Hull, 2009),
opìt vyu¾ijeme Maclaurinùv rozvoj podle promìnné (T − t)/k.

û =
e−r

T−t
k

2

√(e2r T−t
k +

T − t
k

σ2 + 1

)2

− 4e2r
T−t
k + e2r

T−t
k +

T − t
k

σ2 + 1


= 1 + σ

√
t+ σ2T − t

2k
+O

(
T − t
k

)3/2

,

d̂ =
e−r

T−t
k

2

−
√(

e2r
T−t
k +

T − t
k

σ2 + 1

)2

− 4e2r
T−t
k + e2r

T−t
k +

T − t
k

σ2 + 1


= 1− σ

√
t+ σ2T − t

2k
+O

(
T − t
k

)3/2

,

p̂ =

√(
e2r

T−t
k + T−t

k
σ2 + 1

)2
− 4e2r

T−t
k + e2r

T−t
k − T−t

k
σ2 − 1

2

√(
e2r

T−t
k + T−t

k
σ2 + 1

)2
− 4e2r

T−t
k

.

V¹imnìme si, ¾e u a d má po úpravì stejný rozvoj jako následující øady:

uaprox.CRR = e
√

T−t
k
σ, daprox.CRR = e−

√
T−t
k
σ. (3.13)

Parametr p ji¾ jednodu¹e dopoèítáme dosazením do rovnice 3.10:

paprox.CRR =
er

T−t
k − e−

√
T−t
k
σ

e
√

T−t
k
σ − e−

√
T−t
k
σ
. (3.14)

Binomickému modelu s pou¾itím tìchto odhadù parametrù u, d a p budeme
øíkat aproximativní Cox-Ross-Rubinstein model.

Jarrow-Rudd model

Existují ov¹em i jiné vhodné volby dodateèné podmínky. V modelu Jarrow-
Rudd, který je rovnì¾ pojmenován po svých autorech, je jí p = 1/2. Opìt vyøe¹íme
soustavu rovnic 3.9 a 3.10, tentokrát s dodateènou podmínkou p = 1/2. Pomocí
softwaru Mathematica najdeme pøesné øe¹ení.

uJR = er
T−t
k +

(
1 +

√
e
T−t
k
σ2 − 1

)
, dJR = er

T−t
k +

(
1−

√
e
T−t
k
σ2 − 1

)
.

(3.15)

Opìt za u¾ití Maclaurinova rozvoje upravíme exponenciály:

û =

(
T − t
k

r +

√
T − t
k

σ + 1

)
+ o

(
T − t
k

)3/2

,

d̂ =

(
T − t
k

r −
√
T − t
k

σ + 1

)
+ o

(
T − t
k

)3/2

.
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V¹imnìme si, ¾e tyto øady mají stejné rozvoje jako:

uaprox.JR = er
T−t
k +

√
T − t
k

σ, daprox.JR = er
T−t
k −

√
T − t
k

σ. (3.16)

Binomický model s parametry uaprox.JR , daprox.JR a p = 1/2 budeme nazývat apro-
ximativní Jarrow-Rudd model.

3.2 Black-Scholesùv model

Odvození Black-Scholesova modelu pro oceòování evropských opcí provedeme
pomocí Dupaèová a kol. (2002). Nejprve uveïme pøedpoklady.

1. rizikovì neutrální prostøedí,

2. rozdìlení ST pøi známém St má logaritmicko-normální rozdìlení s následu-
jícími parametry:

L∗(ST | St) = LN

(
lnSt + (r − 1/2υ2)(T − t)︸ ︷︷ ︸ , υ2(T − t)︸ ︷︷ ︸

)
,

µ σ2

3. absence arbitrá¾ních pøíle¾itostí,

4. racionální chování investorù.

Pro vyjádøení odhadu ceny opce v èase T − t vyjdeme ze støední hodnoty
výplat opce v èase T a diskontujeme o t èasových období. Chtìli bychom tedy
znát E [(ST −K)+]. Pro jednoduchost nyní zaznaème ST = X. Hustota náhodné
velièiny X je:

fX(x, µ, σ2) =
1

x
√

2πσ2
exp

(
−1

2

(
lnx− µ

σ

)2
)
.

Ve výpoètu budeme transformovat náhodnou velièinu X na normované normální
rozdìlení tímto zpùsobem: lnX−µ

σ
:= Y ∼ N(0, 1). Hustotu náhodné velièiny Y

budeme znaèit fY (y). Nyní mù¾eme pøejít k výpoètu E [(X −K)+]:

E [(X −K)+] =

∫
R

(x−K)+fX(x, µ, σ2) dx =

∫ ∞
K

(x−K)fX(x, µ, σ2) dx =

=

∫ ∞
K

(x−K)
1

x
√

2πσ2
e−

1
2( ln x−µ

σ )
2

dx.

Vyu¾ijme substituce lnx−µ
σ

= y a po úpravì dostaneme:

E [(X −K)+] = eµ+σ
2/2

∫ ∞
lnK−µ

σ
−σ
fY (y) dy +K

∫ ∞
lnK−µ

σ

fY (y) dy =

= eµ+σ
2/2

(
1− Φ

(
lnK − µ

σ
− σ

))
+K

(
1− Φ

(
lnK − µ

σ

))
,
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kde Φ znaèí distribuèní funkci normovaného normální rozdìlení. S vyu¾itím vlast-
nosti symetrie hustoty kolem nuly, tedy Φ(−x) = 1− Φ(x) dostáváme:

E [(X −K)+] = eµ+σ
2/2Φ

(
µ+ σ2 − lnK

σ

)
−KΦ

(
µ− lnK

σ

)
.

Po dosazení za µ a σ2, které jsme oznaèili v pøedpokladu 2, dostáváme slavnou
Black-Scholesovu rovnici, která se obvykle uvádí v tomto tvaru:

E
∗[(ST −K)+|St] = Ste

r(T−t)Φ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln(St/K) + (r + 1/2σ2)(T − t)

σ
√
T − t

,

d2 =
ln(St/K) + (r − 1/2σ2)(T − t)

σ
√
T − t

.

(3.17)

Po diskontování bezrizikovou úrokovou mírou o období T − t dostáváme cenu call
opce v èase t:

ct = StΦ(d1)− e−r(T−t)KΦ(d2). (3.18)

Poznámka. Pro ocenìní put opce bychom mohli provézt odvození analogicky,
mnohem jednodu¹¹í je v¹ak vyu¾ít put-call paritu (viz tvrzení 3). Potom cenu
put opce v èase t mù¾eme vyjádøit jako:

pt = StΦ(d1)− e−r(T−t)KΦ(d2) +Ker(T−t) − St. (3.19)

Je zøejmé, ¾e Black-Scholesùv model je výpoèetnì výraznì jednodu¹¹í ne¾
binomický model, snad i z tohoto dùvodu je pou¾ívaný v praxi. V¹echny hod-
noty v Black-Scholesovì modelu pova¾ujeme za známé, kromì volatility σ, která
je obtí¾nì pozorovatelná. V následující podkapitole si uká¾eme metody, jakými
zpùsoby lze volatilitu aproximovat.

3.2.1 Volatilita

V práci Koláøe a Køivánkové (Koláø a Køivánková) se uvádí, ¾e bì¾ná volatilita
se pohybuje v rozmezí 0,15 a¾ 0,6. Nejjednodu¹¹ím pøístupem k volatilitì je odhad
z historických dat pøes nìjaké èasové období.

Historická volatilita

Nestranným a zároveò konzistentním odhadem historické volatility je vý-
bìrová smìrodatná odchylka z konkrétních realizací náhodné velièiny yi v èasech
i = t − k + 1, ..., t − 1, t, kde k udává vhodnou délku sledovaného období. Dle
Cipra (2008) takto:

σ̂t =

√√√√∑t
i=t−k+1

(
yi − 1

k

∑t
j=t−k+1 yj

)2
k − 1

Historická volatilita mù¾e slou¾it v krátkém èasovém rámci i jako odhad budoucí
volatility. Pro pøepoèet relativní zmìny na èas T pou¾ijeme σ

√
T .
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Implikovaná volatilita

V souvislosti s oceòováním �nanèních derivátù je v¹ak lep¹ích výsledkù dosa-
hováno prostøednictvím implikované volatility. Black-Scholesùv model je funkcí
pìti parametrù, a to spotové ceny bazického instrumentu, realizaèní ceny, doby
do splatnosti a bezrizikové úrokové míry. V¹echny tyto parametry pova¾ujeme
za známé. Zbývá volatilita, která je jediným parametrem, který je obtí¾né pozo-
rovat a je nutné jej odhadnout.

Black-Scholesùv model pøedpokládá konstantní volatilitu, tedy by mìlo pla-
tit, ¾e pro opce se stejnými parametry, které se li¹í pouze v realizaèní cenì,
by mìla být volatilita shodná. Black-Scholesùv model v¹ak podhodnocuje opce,
které jsou hluboko mimo peníze. Dùvody jsou jak matematické, tak i psycholo-
gické. Aproximace vývoje ceny podkladového aktiva logaritmicko-normálním roz-
dìlením z pøedpokladù Black-Scholesova modelu je více leptokurtická (má tì¾¹í
þchvostyÿ) ne¾ skuteèné rozdìlení St, a tím dochází k podhodnocování opcí s re-
alizaèní cenou více vzdálenou od spotové ceny. Dal¹ím dùvodem mù¾e být vzrùs-
tající nejistota na trhu, kdy investoøi oèekávají nárùst volatility a nadhodnocují
opce, které jsou mimo peníze.

Zavádíme tedy implikovanou volatilitu (dopoèítanou pomocí Black-Scholesova
modelu), která závisí pøedev¹ím na realizaèní cenì a èase do splatnosti. V praxi
jsou bì¾né dvì poruchy volatility, které podle tvaru grafu závislosti implikované
volatility na realizaèní cenì, nazýváme volatility smile (úsmìv) a volatility skew
(¹kleb). Tedy pro opce, které mají realizaèní cenu vzdálenìj¹í od spotové ceny
bazického instrumentu, odhadneme volatilitu zpravidla vìt¹í.

Nyní urèíme implikovanou volatilitu z dat o cenách opcí, které jsme získali
na www.saxotrader.com/sim/. Data o put a call opcích na akcie spoleènosti
Volkswagen AG obsahují údaj o realizaèní cenì akcie, cenì samotné opce a èase
do splatnosti, který mají v¹echny shodný, a to 26 dní. Bezrizikovou úrokovou míru
jsme získali z údajù ÈNB. Data a výpoèet jsou uvedeny v kódu na pøilo¾eném
médiu.
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Obrázek 3.5: Volatilita implikovaná cenou call opcí na akcie Volkswagen AG.
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Obrázek 3.6: Volatilita implikovaná cenou put opcí na akcie Volkswagen AG.

Dle Hulla (Hull, 2009), by mìlo platit, ¾e implikovaná volatilita put a call
opce je shodná. Z tvrzení 3 o put-call paritì známe vztah mezi cenou put a
call opce se stejnými parametry. Oznaème cBSt , resp. pBSt ceny call, resp. put opce
vypoètené pomocí Black-Scholesova modelu. Dále analogicky ctrht a ptrht tr¾ní ceny
opcí. Put-call parita platí nezávisle na pøedpokladech Black-Scholesova modelu,
staèí neexistence arbitrá¾e, tedy musí platit jak pro ceny opcí vypoètené Black-
Scholesovým modelem, tak pro tr¾ní ceny.

St + pBSt = Ker(T−t) + cBSt pro t ≤ T,

St + ptrht = Ker(T−t) + ctrht pro t ≤ T.

Odeètením obou rovnic získáváme:

pBSt − ptrht = cBSt − ctrht pro t ≤ T.

Zvolme volatilitu pro Black-Scholesùv model takovou, ¾e platí pBSt = ptrht . Po-
tom i pravá strana musí být nulová, co¾ nastane právì pro zvolenou volatilitu.
Implikovaná volatilita call a put opce musí být tedy shodná.

Z vý¹e uvedeného tvrzení plyne, ¾e grafy implikované volatility na obrázcích
3.5 a 3.6 by mìly být shodné. Data implikované volatility vykazují stejný trend pro
put i call opce na intervalu K ∈ (105, 125), pøièem¾ pro vy¹¹í hodnoty parametru
K vykazuje implikovaná volatilita put opce rychlej¹í nárùst. Nepøesnost mù¾e být
zpùsobena transakèními náklady, neracionálním chováním investorù, apod. Oba
grafy pak ukazují poruchu volatility smile.
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4. Praktická èást

4.1 Opèní strategie

V této kapitole popí¹eme investièní strategie opèních derivátù. Kombinacemi
rùzných opèních pozic je dosahováno optimalizace portfolia vzhledem k inves-
torovì averzi vùèi riziku. Znaèení bylo zavedeno ji¾ v kapitole 2.2. Kombinace
opcí budou v¾dy na stejný bazický instrument a rovnì¾ doba do splatnosti bude
shodná.

Kombinaci dlouhé pozice v call opci a dlouhé pozice v put opci nazýváme
straddle long. Jedná se o spekulaci na vysokou volatilitu podkladového aktiva.
Z obrázku 4.1 je zøejmé, ¾e pokud by realizaèní cena v èase splatnosti byla shodná
se spotovou, investor realizuje omezenou ztrátu ve vý¹i −(p + c). Èím vìt¹í je
rozdíl mezi realizaèní a spotovou cenou bazického instrumentu, tím lep¹ího výnosu
portfolio dosahuje.

K

K-p

-c
-p

0
Sτ

P&L

call long

put long

straddle long

Obrázek 4.1: Straddle long.

Situace v straddle short je opaèná, viz obrázek 4.2. Jedná se o kombinaci
krátké pozice v call opci a krátké pozice v put opci. V pøípadì, ¾e realizaèní
cena v èase splatnosti bude rovna spotové, realizuje majitel zisk ve vý¹i (c + p).
Spekuluje tedy na nízkou volatilitu.

Investièní strategie straddle jsou velmi podobné strategiím strangle - obrázek
4.3 a 4.4. Li¹í se v rozdílné realizaèní cenì obou opcí, kdy provádìcí cena call opce
je ni¾¹í, stále v¹ak souhlasí bazický instrument a okam¾ik vypr¹ení. Výsledkem je
roz¹íøení prostoru, ve kterém realizují ztrátu u long, resp. zisk u short, ale zároveò
sní¾ení maximální hodnoty této ztráty, resp. zisku.

Strangle short je analogicky kombinace krátké pozice v call opci a krátké
pozice v put opci. Provádìcí cena call opce je ni¾¹í.
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Obrázek 4.2: Straddle short.
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Sτ

P&L

call long K1

put long K2

strangle long

Obrázek 4.3: Strangle long.
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0
Sτ

P&L

call short K1

put short K2

strangle short

Obrázek 4.4: Strangle short.
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Opèní strategie bullish (viz obrázek 4.5) je typická spekulace na rùst ceny
podkladového aktiva. Jedná se o kombinaci dlouhé a krátké pozice v call opcích,
kde realizaèní cena call opce v dlouhé pozici je ni¾¹í. Investorùm, kteøí mají
optimistická oèekávání ohlednì rùstu trhù se øíká þbýciÿ, z èeho¾ název þbullishÿ.

K1 K2

-c1

c2

0
Sτ

P&L

call long K1

call short K2

bullish

Obrázek 4.5: Bullish.

Opèní strategie bearish (obrázek 4.6) je typická spekulace na pokles ceny pod-
kladového aktiva. Jedná se o kombinaci dlouhé a krátké pozice v put opcích, kde
realizaèní cena put opce v krátké pozici je ni¾¹í. Investorùm, kteøí mají pesimis-
tická oèekávání ohlednì rùstu trhù se øíká þmedvìdiÿ, z èeho¾ název þbearishÿ.

K1K2

p1

-K2+p2

K1-p1

-p2
0 Sτ

P&L

put long K1

put short K2

bearish

Obrázek 4.6: Bearish.

Velmi zajímavou opèní strategií je butter
y spread. Jedná se o kombinaci call
long opce s realizaèní cenou K1, call long s realizaèní cenou K3 a dvou kusù call
short s realizaèní cenou K2, pro které platí K1 < K2 < K3. Z obrázku 4.7 je
zøejmé, ¾e investor realizuje omezený zisk v okolí K2. Pro spotovou cenu v èase
splatnosti men¹í ne¾ K1 realizuje omezenou ztrátu ve vý¹i 2c2 − c1 − c3. Pro
spotovou cenu vy¹¹í ne¾ K3 realizuje omezenou ztrátu ve vý¹i −K1 + 2K2 −K3.
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K1 K2 K3
-c1

c2

-c3
Sτ

P&L

call long K1

2x call short K2

call long K3

butterfly spread

Obrázek 4.7: Butter
y spread.

Zajímavé je rovnì¾ srovnání hodnoty tohoto portfolia s hodnotou pøed èasem
splatnosti. Pomocí zabudované funkce FinancialDerivative softwaru Mathema-
tica jsme vykreslili hodnotu takto sestaveného portfolia v èase 0, T/2 a T , pro
pøehlednost ji¾ bez poèáteèních opèních prémií. Pøed èasem vypr¹ení opcí je v in-
tervalech, kde je opèní portfolio þmimo penízeÿ, patrná èasová hodnota opce. Ta
je dle (Cipra, 2008) interpretovatelná jako hodnota, kterou jsou investoøi ochotni
zaplatit za eventualitu, ¾e se cena podkladového aktiva vyvine v jejich prospìch.
Èasová hodnota opce se se zkracujícím èasem do vypr¹ení sni¾uje.

K1 K2 K3

Sτ

cτ

butterfly spread v T

butterfly spread v T/2

butterfly spread v 0

Obrázek 4.8: Butter
y spread v èasech 0, T/2 a T .
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4.2 Pøíklady oceòování opcí

Pøíklad - oceòování evropské call opce v binomickém modelu

Mìjme evropskou call opci se vstupními parametry:

S0 = 50, K = 48, σ = 0.4, r = 0,02, T = 1.

Vybereme si pøesnou dvoukrokovou (k = 2) Cox-Ross-Rubinstein metodu. Po-
mocí vzorcù 3.12 vypoèteme parametry u, d a p.

u = 1,33537, d = 0,748859, p = 0,445334.

Sestrojíme graf s obecnými hodnotami podkladového aktiva a s cenami opcí, které
pøíslu¹í jednotlivým prùbìhùm vývoje ceny bazického instrumentu.

S0

c0

uS0

cT/2
u

dS0

cT/2
d

u
2
S0

cT
uu

duS0

cT
d u

d
2
S0

cT
dd

Obrázek 4.9: Evropská call opce v dvoukrokovém binomickém modelu - znaèení

Pro výpoèet ceny podkladového aktiva vezmeme hodnoty ze zadání a parametry
u, d a p z pøesného Cox-Ross-Rubinstein modelu. V koncových uzlech binomického
stromu má call opce hodnotu (ST −K)+. Tedy:

cuuT = 89,16− 48 = 41,16,

cduT = 50− 48 = 2,

cddT = 28,03− 48 < 0→ opce by nebyla uplatnìna = 0,

Dal¹í patro cen opcí vypoèteme rekurzivnì diskontováním støední hodnoty mo¾-
ného dal¹ího vývoje o e−r/2.

cuT/2 = ((p ∗ 41,16) + (1− p) ∗ 2) ∗ e−r/2 = 19,2459,

cdT/2 = (p ∗ 2 + (1− p) ∗ 0) ∗ e−r/2 = 0,8818.
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První hodnotu v èase t vypoèítáme analogicky:

c0 = ((p ∗ 19,24) + (1− p) ∗ 0,8818) ∗ e−r/2 = 8.97.

Cena evropské call opce v èase 0 je tedy 8,96.

50.

8.96981

66.7683

19.2459

37.4429

0.881806

89.16

41.16

50.

2.

28.0395

0

Obrázek 4.10: Evropská call opce v dvoukrokovém binomickém modelu - hodnoty

Poznámka. Pro evropskou a americkou call opci by vypadal výpoèet stejnì. Z tvr-
zení 2 víme, ¾e hodnota evropské a americké call opce jsou toto¾né. Pro evropskou
put opci bychom mohli provézt výpoèet analogicky, nebo pouze za pomocí tvrzení
3 o put-call paritì dopoèítat cenu put opce z vzájemnì jednoznaèného vztahu. Pro
americkou put opci by se postup mírnì li¹il. Jak si uká¾eme na dal¹ím pøíkladu.

Pøíklad - oceòování americké put opce v binomickém modelu

Mìjme americkou put opci se vstupními parametry:

S0 = 50, K = 60, σ = 0.2, r = 0,02, T = 1.

Vybereme si pøesnou tøíkrokovou (k = 3) Cox-Ross-Rubinstein metodu. Pomocí
vzorcù 3.12 vypoèteme parametry u, d a p.

u = 1,12341, d = 0,890147, p = 0,499616.

Pro výpoèet ceny podkladového aktiva vezmeme hodnoty ze zadání a parametry
u, d a p z pøesného Cox-Ross-Rubinstein modelu. V koncových uzlech binomického
stromu má put opce hodnotu (K − ST )+. Tedy:

cuuuT = 60− 70,89 < 0→ opce by nebyla uplatnìna = 0,

cduuT = 60− 56,17 = 3,83,

cdduT = 60− 44,51 = 15,49,

cdddT = 60− 35.27 = 24,73,
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Dal¹í patro cen opcí vypoèteme rekurzivnì diskontováním støední hodnoty mo¾-
ného dal¹ího vývoje o e−r/3. Prùbì¾nì kontrolujeme, zdali by nebyla vy¹¹í vnitøní
cena opce a nebylo by výhodné opci uplatnit pøedèasnì.

cuu2/3T = (p ∗ 0 + (1− p) ∗ 3,82) ∗ e−r/3 = 1,9

cdu2/3T = (p ∗ 3,82 + (1− p) ∗ 15,49) ∗ e−r/3 = 9,6→ uplatníme pøedèasnì = 10,

cdd2/3T = 60− 44,51 = 15,49.

Dal¹í patra dopoèítáme analogicky:

cu1/3T = 5,92,

cd1/3T = 15,49,

c0 = 10,63.

50.

10.6365

56.1705

5.91529

44.5074

15.4926

63.1024

1.9035

50.

10.

39.6181

20.3819

70.8899

0

56.1705

3.82953

44.5074

15.4926

35.266

24.734

Obrázek 4.11: Americká put opce v tøíkrokovém binomickém modelu - hodnoty

Cena americké put opce v èase 0 je tedy zaokrouhlenì 10,64.
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Závìr

V teoretické èásti jsme uvedli struèný pøehled historie a vzniku �nanèních deri-
vátù a klasi�kovali je dle rùzných hledisek. Zamìøili jsme se na problematiku opcí,
kdy po vymezení prostoru, kde se mù¾e opèní prémie nacházet, jsme pøedstavili
matematické modely pro oceòování opcí. Seznámili jsme se s binomickým mo-
delem, z nìho¾ jsme vhodnou volbou parametrù odvodili Cox-Ross-Rubinstein a
Jarrow- Rudd model a rovnì¾ jejich aproximativní verze pomocí Maclaurinových
rozvojù øad.

Neopominuli jsme ani Black-Scholesùv model, který je snad i díky své vý-
poèetní jednoduchosti pou¾íván v praxi. V souvislosti s Black-Scholesovým mo-
delem jsme zkoumali metody stanovení odhadu parametrù, tedy implikované vo-
latility.

V praktické èásti jsme pomocí softwaru Wolfram Mathematica stanovili impli-
kovanou volatilitu z tr¾ních dat, které jsme získali na www.saxotrader.com/sim/
a ovìøili tzv. volatility smile. Pøedstavili jsme nìkolik investièních strategií opcí a
uvedli nìkolik pøíkladù týkajících se oceòování opcí v binomickém modelu. Na pøi-
lo¾eném médiu je dostupný kód s výpoèty parametrù jednotlivých metod, dále
jsme implementovali automaticky generované grafy binomických stromù vèetnì
hodnot pro oceòování jak evropských, tak amerických opcí, Black-Scholesùv mo-
del pro oceòování evropských opcí a v neposlední øadì jsme pøidali pomocí funkce
Manipulate grafy s volitelnými parametry pro vytvoøení pøedstavy o vlivu jed-
notlivých parametrù.
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