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Abstrakt

Nazev prace: Vyuziti goniometrickych funkci ve stfedoskolské a vysokoskolské

matematice
Autor: Lenka Pantuckova
Katedra: Katedra matematiky a didaktiky matematiky

Vedouci prace: Prof. RNDr. Jarmila Novotna, CSc.

Prace se zabyva goniometrii a jejim uplatnéni v riznych stupnich $kol. Cilem
bakalaiské prace bylo vytvorit ptehled vybranych oblasti matematiky, kde se goniometrie
vyskytuje, a uvést aplikacni ptiklady v trigonometrii, komplexnich ¢islech a diferen¢nich

a diferencialnich rovnicich.

Prvni ¢éast prace je zaméfena na goniometrii na stfednich Skolach. Uvadime
vybrané znalosti matematiky, skterymi by studenti jiz méli pfijit na stfedni Skoly.
Definujeme goniometrické funkce a jejich vlastnosti tak, jak jsou zafazeny ve
stfedoskolské latce. Zabyvame se trigonometrii, z které se goniometrie postupné oddélila

do dnesni podoby.
Ve druhé casti prace je popsano pouziti goniometrickych funkci v oblastech
matematiky, ke kterym se student dostane prevazné na vysokych Skolach. PredevSim se

jedna o vyuziti goniometrickych funkci v komplexnich ¢islech, cyklometrické funkce

a aplikace v diferen¢nich a diferencialnich rovnicich.

Kli¢ova slova: goniometrie, trigonometrie, diferen¢ni a diferencialni rovnice



Abstract

Title: Use of trigonometric functions in secondary and tertiary mathematics
Author: Lenka Pantickova
Department: Department of Mathametics and Mathematical Education

Supervisor: Prof. RNDr. Jarmila Novotn4, CSc.

This work is engaged in goniometry and its use in schools of different levels. The
aim of this bachelor thesis was to create an overview of selected fields of mathematics
where goniometry occurs and to state examples of use in trigonometry, complex numbers

and difference and differential equations.

The first part of the work is aimed at goniometry in secondary schools. It states
selected knowledge of mathematics the secondary school students should enter the schools
with. It defines circular functions and their properties as they are implied in the secondary
school curriculum. It deals with trigonometry the current form of goniometry was

gradually derived from.

The second part describes use of circular functions in fields of mathematics
students get acquainted with mostly at universities. It is mainly the use of circular
functions in complex numbers, inverse circular functions as well as the use in difference

and differential equations.

Keywords: goniometry, trigonometry, difference and differential equations
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1 Uvod

Tématem mé bakalatské prace je vyuziti goniometrickych funkci ve sttedoSkolské
a vysokoskolské matematice. Toto téma jsem si vybrala pfedevSim proto, ze mé zajima
problematika goniometrie v riznych typech a stupnich $kol. Propojuji se zde znalosti

a poznatky z riiznych oblasti matematiky a ne vSichni studenti si to uvédomuji.

,Goniometrické funkce je spole¢ny nazev pro funkce sinus (symbol sin), kosinus
(symbol cos), tangens (symbol tg), kotangens (symbol cotg), sekans (symbol sec)
a kosekans (symbol cosec).” (Bartsch, 1996, str. 357)

Ve své praci se budu zabyvat funkcemi sinus, kosinus, tangens a kotangens,
protoze predevs§im tyto funkce se vyuzivaji v aplikacnich tlohach. Goniometrické funkce

sekans a kosekans se v praxi pouzivaji zcela vyjimecné.

Goniometrické funkce uz nejsou zafazeny v Radmcovém vzdélavacim programu
(dale jen RVP) pro zékladni vzd&lani'. Zakladni $koly tudiz nemaji povinnost tuto oblast
matematiky vyufovat. Nckteré Skoly se ale rozhodly, Ze tyto funkce zatfadi do svych
vlastnich Skolnich vzdé&lavacich programi (dale jen SVP). Naptiklad na Zakladni §kole
Kpt. Jarose v Tiebici se uéi goniometrické funkce v 9. ro¢niku. Podle jejich SVP? by Zaci
méli umét uzivat goniometrické funkce ostrého uhlu pii feSeni tloh z praxe a umét

vyhledat hodnoty téchto funkeci v tabulkéch a kalkulackach.

Naproti tomu napiiklad Zakladni Skola BeneSova v Tiebi¢i goniometrické funkce
ve svém SVP nemad, takZe Zaci se piimo s goniometrickymi funkcemi seznami az na

stfedni Skole.

Zalezi tedy konkrétné na jednotlivych zédkladnich Skolach, zda si goniometrické

funkce zatadi do svych SVP a budou je vyudovat.

! viz http://lwww.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2009/12/RVPZV_2007-07.pdf
2 viz http://www.zsjarose.cz/cze/vyuka/ucivo-iist/3/ ve slozce Matematika a jeji aplikace



http://www.zsjarose.cz/cze/vyuka/ucivo-iist/3/

2 Goniometrie na strednich skolach

Studenti na stfedni Skoly ptichdzeji s odlisSnymi znalostmi z goniometrie. Nekteti
74ci studovali na zakladnich $kolach, jejichz SVP goniometrické funkce neobsahovaly. Jini

studenti naopak mohli studovat na §kolach, které si své SVP rozsitily o goniometrii a svym

vvvvvv

Goniometrie se ve stiedoskolském ucivu nevyskytuje pouze pii feSeni Uloh
Vv ostrothlém trojuhelniku. Studenti se postupné nauci, ze goniometrické funkce zasahuji
Ido jinych oblasti matematiky, jako jsou napfiklad rovnice a nerovnice, funkce,

trigonometrie a dalsi.

S vyuzitim goniometrickych funkci se miizeme na stfednich Skoldch setkat i ve
fyzice. Pouzivaji se naptiklad ptfi vypoctech okamzité odchylky mechanického kmitani

a vinéni. Dale se ve fyzice vyuZivaji k vypo&tim stiidavého proudu a napéti v obvodech®.

2.1 Nutné predbézné znalosti pro goniometricke
funkce*

V této podkapitole se zamétime na definice, které by méli studenti znat, nez se
seznami s goniometrickymi funkcemi a za¢nou s nimi na stfednich Skolach pracovat. Tyto
definice by mély slouzit jako zaklad pro porozumeéni aplika¢nim uloham v nésledujicich
kapitolach. Vétsina formulaci je uvadéna z knihy VosSického (2007) Matematika v kostce
pro stfedni Skoly, kterda by méla byt ptrehledem zékladnich znalosti stfedoskolské
matematiky. Text je doplnén citacemi z Bartschovych (1996) Matematickych vzorct, které

jsou urceny pro studenty stfednich i vysokych skol technickych.

® zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanick%C3%A9_vIn%C4%9Bn%C3%AD,
http://cs.wikipedia.org/wiki/St%C5%99%C3%ADdav%C3%BD_proud
* zpracovéno podle (Jirasek & Benda, 2006) , (Vosicky, 2007) a (Bartsch, 1996)
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2.1.1  Uhel

Zavedeni definice thlu je dalezité, protoze jej budeme vyuzivat ve vétsing kapitol.
Slovo goniometrie pochazi z feétiny a v piekladu znamena ,,méfeni thla“. V této kapitole
definujeme rovinny, orientovany a prostorovy uhel. Uvedeme, jak mizeme zapsat velikost

orientovaného tihlu, a definujeme typy uhlu podle jejich velikosti v intervalu (0, 21).

obr. 1

»Rovinnym thlem nazyvdme mnozinu vSech bodid vSech polopiimek VX se
spoleénym pocatkem V, kde bod X patii do daného oblouku AB kruznice kse stiedem
v bodé V. Takto definovany thel oznacujeme jako ,,ahel AVB*.*“ (Bartsch, 1996, str. 286)

Bod V se nazyva vrchol uhlu, poloptimky VA, VB ramena uhlu.

»Orientovanym thlem AVB (stru¢éné AVB) nazyvame uspofadanou dvojici
polopiimek VA,VB se spolecnym pocatkem V, pfi¢emZ polopiimka VA, resp. VB se
nazyva pocatecni, resp. koncové rameno a bod V se nazyva vrchol orientovaného Uhlu

AVB.PiiVA + VB je tedy AVB # BVA.

Prostorovym Uhlem nazyvame mnoZinu vSech bodi vSech polopfimek VX se
spole¢nym pocatkem V, kde bod V patii do daného kulového vrchliku se stiedem v bodé V.

Bod V se nazyva vrchol prostorového uhlu.* (Bartsch, 1996, str. 287)

Velikost orientovaného tihlu se mize zapsat:
e ve stupiiové mife - |[AVB| = a + k-360° A a € (0, 360°),k € Z

e Vv obloukové mife - |AVB| =a+k-2mrad A a € (0, 2m),k €EZ

11



Déleni thlt podle velikosti, a € (0, 2T):

Nulovy Uhel a=0
;o Tt
Ostry Uhel 0<a< >
;o T
Pravy uhel a= 3
. T
Tupy Uhel > <a<m
Piimy thel a=T
Plny thel a=2m
Konvexni thel 0<a<m
Nekonvexni Ghel n<a<?2n

2.1.2  Pythagorova véta

Definice Pythagorovy véty se uvadi uz na zakladnich $kolach. Zaci se ji uéi
vyuzivat pii feSeni riznych aplikacnich uloh. Naptiklad pfi vypoctu objemt a povrchi

téles jim Pythagorova véta slouZi jako nastroj k dopocitani potfebnych délek stran.

,»V pravouhlém trojuhelniku plati Pythagorova véta: Soucet obsahii ¢tverci nad

obéma odvésnami se rovna obsahu ¢tverce nad pieponou.” (Eisler, 2006, str. 35)

obr. 2

C b A

V pravouhlém trojuhelniku na obr. 2 plati:

a?+ b? = ¢

12



2.1.3  Funkce

V této podkapitole se zamétime na definici funkce tak, jak se formuluje na
sttednich Skolach, a fekneme, jak muiZeme zavést funkcni piedpis pro danou funkci.
Jelikoz se v této bakalatské praci zabyvam goniometrickymi funkcemi a jejich aplikacemi,

bude definice funkce jednim ze zakladnich pojmi, ktery budeme potiebovat.

Jako zajimavost mizeme poukazat to, ze prvni definici funkce formuloval Johann
Bernoulli (1667-1748) v roce 1697 a na dal$im rozvoji tohoto pojmu se vyznamné podilel
Leonhard Euler (1707-1783). Myslenky o funkci se vSak objevily mnohem diive a opiraly
se predev§im o sledovani zmén a zavislosti riznych jevi v kazdodennim Zivoté. (viz
Odvérko, 2008)

Vosicky (2007) definuje pro studenty stiednich kol redlnou funkci jako mnozinu
usporadanych dvojic:

»2Mé&me A a B neprdzdné mnoziny redlnych cisel. Piifadime-li kazdému cislu
x € A podle néjakého predpisu pravé jedno Cislo y € B, které oznatime y = f(x), pak
mnozina uspofadanych dvojic [x; f(x)] se nazyva redlnd funkce realné proménné
x (struéné funkce f). Zapisujeme f:y = f(x), resp. f:x = f(x).

Mnozinu A ozna¢ujeme D (f) a nazyvame defini¢nim oborem funkce f: x € D(f)
je nezavisle proménna, ¢ili argument funkce f. Cislo y piifazené &islu x se nazyva funkéni
hodnota funkce f v bodé x. Mnozinu pravé téch prvkt y € R, z nichz ke kazdému existuje
alespot jeden takovy prvek x € 4, Ze [x, y] € f nazyvame oborem hodnot funkce

f aznacime H(f).“ (Vosicky, 2007, str. 52)
Funkce je zadana, zndme-li jeji defini¢ni obor a funkéni predpis, ktery byva uréen:
e analyticky - explicitni nebo implicitni rovnici,
e grafem - z grafu ne vzdy ziskame pfesné hodnoty, kterych funkce nabyva,
e tabulkou — je dana vyctem prvku,

e slovnim pfedpisem.

13



2.1.4  VIastnosti funkci uvadéné na stirednich Skolach

Tyto vlastnosti se vyuZivaji pro popis a charakterizaci matematickych funkci (na
sttednich $kolach to jsou funkce linearni, kvadratické, funkce s absolutni hodnotou,
linearné lomené, mocninné funkce s druhou odmocninou, exponencialni, logaritmicke
a goniometrické)®. Definujeme tedy vlastnosti funkci, protoZe se na n& v daldim textu
budeme odkazovat a vyuzijeme je ke specifikaci goniometrickych funkci v kapitole 2.2

Goniometrické funkce na sttednich $kolach a jejich podkapitolach.
Monoténnost
,Funkce f definovana na mnoziné¢ A € D(f) se nazyva funkce na A:

e rostouci & Vxq,x; € Aixq < xp = f(xq) < f(xp),

Klesajici & Vxi,x; € Aixg < xy3 = f(x1) > f(xy),

HEklesajiCi S VX, Xy EArxy < X9 = f(xl) < f(xz),

nerostoucie= Vxq,x, € A: xq < x; = f(x1) = f(xp). (Vosicky, 2007,
str. 53)

Parita

,Funkce f, jejiz D(f) je soumérny podle pocatku soustavy soufadnic, tj. pro

kterou plati x € D(f) = (—x) € D(f), se nazyva:
e sudafunkce & Vx € D(f): f(—x) = f(x),
e lichafunkce © V x € D(f): f(—x) = —f (x).“ (Vosicky, 2007, str. 54)

Déle je ve Vosického knize (2007) uvedena véta o soumérnosti grafti lichych

a sudych funkci s konkrétnimi ptiklady:

,,Graf sudé funkce (napf. y = cosx) je osové soumérny podle osy y. Graf liché
funkce (napt. y = sin x) je sttedové soumérny podle pocatku soutadnic.” (Vosicky, 2007,

str. 54)

® RVP pro gymnazia, viz www.msmt.cz/file/10427 1 1/

14
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Prosta funkce
,Funkce f definovana na mnozin€ A € D(f) se nazyva funkce na A:

e prosta & Vxy,x; € Aixy # x3 = f(x1) # f(xp).“ (Vosicky, 2007, str.
53)

Omezenost funkce®
,Je-li funkce f definovana na mnoziné¢ A € D(f), pak se nazyva:

e na A zdola omezend (ohranicend), praveé kdyz existuje takové Cislod € R,

ZeproVx € A: f(x) = d,

e na A shora omezena (ohranicend), pravé kdyz existuje takové ¢isloh € R,

ZeproVx € A: f(x) < h,

e na A omezena (ohrani¢end), pravé kdyz je na A omezena shora i zdola.”
(Vosicky, 2007, str. 54)

Periodicita funkce

,Funkce f se nazyva periodickd funkce, existuje-li takové p > 0, ze pro kazdé
k € Z plati:

e je-li funkce definovand vbodé x, pak je také definovana v bodech
(x + kp),

e pro viechna x € D(f) plati: f(x) = f(x + kp).” (VoSicky, 2007, str. 54)
Maximum, minimum funkce
,Je-li funkce f, A < D(f), a € A, b € A, pak funkce méa na A:

e Vvbodé a minimum (nejmensi hodnotu), pravé kdyz pro vSechna x € A je
fx) = f(a),

e Vbod¢ a maximum (nejvétsi hodnotu), pravé kdyz pro vSechna x € A je

f(x) < f(a).” (Vosicky, 2007, str. 54)

® Omezenost funkce se v n&které literatuie uvadi také jako ohranicenost. Vosicky (2007) ve své publikaci
pouziva oba pojmy.
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Inverzni funkce

,Jestlize funkce y = f(x) je prostd v celém definiénim oboru D(f) a mé obor
hodnot H(f), pak Ize na H(f) definovat funkci, ktera kazdému ¢islu y € H(f) pfifazuje
pravé to Cislo x € D(f), pro které je f(x) = y. Tato funkce se nazyvé inverzni funkce

k funkci f a znaéi se f 1.
o PlatiD(f)=H(fDaD(f™")=H().
e Grafy funkci f a f~! jsou vzdjemné soumémé podle osy y = x.

e Je-li pivodni funkce napf. rostouci (klesajici), je také inverzni funkce

rostouci (klesajici).
e Inverzni funkce k prosté funkci je opét prosta.” (Vosicky, 2007, str. 55)
Spojitost funkce

,Necht' f je funkce definovana v jistém okoli bodu a. Rikame, Ze funkce f je
Spojitd v bodé a, jestlize ke kazdému & > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna x, pro ktera
je lx —al <&, plati [f(x) — f(a)]| < €. (Vosicky, 2007, str. 55)

2.2 Goniometrické funkce na stirednich Skolach

V této podkapitole se budeme vénovat goniometrickym funkcim v takové podobg,
jak se definuji na stfednich Skolach. Studentiim jsou tyto znalosti ukazovany bez dikazu.
Jde tedy o piehled definic, vzorcl, vlastnosti goniometrickych funkci, jejich hodnot
a grafl. Nejdiive se vSak podivame, jak se goniometrie vyvijela a kdo se zaslouzil o jeji

oddéleni jako samostatné matematické discipliny.
2.2.1  Historie goniometrie’

Goniometrii, tak jak ji zndme v dne$ni podobé¢, formuloval jako prvni Leonhard
Euler (1707-1783), svycarsky matematik a fyzik. Do té doby se goniometrie vyvijela jako
¢ast trigonometrie. Euler se zaslouzil o skutecny rozvoj goniometrickych funkci, které se

do t¢ doby vyuzivaly pouze jako prostiedky trigonometrickych vypocti. Goniometrie se

7 Zpracovéno podle http://is.muni.cz/th/44284/prif_d/Dizertace_Radka_Smykalova.pdf
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tedy stala samostatnou matematickou védou v 1. poloving¢ 17. stoleti. Toto oddé€leni
goniometrie od trigonometrie piineslo vinu uplatnéni goniometrickych funkei (pfedevsim

pii ur¢ovani poloh a vzdalenosti).

Euler pohlizel na goniometrické funkce z pohledu vznikajici matematické
analyzy. Lid¢ diky tomuto pohledu zacali povazovat goniometrické hodnoty ne jako délky
usecek (coz bylo predevsim ve starovéku a stfedoveku), ale jako cCisla, kterd vyjadiuji
poméry téchto délek. Ve svém dile Uvod do analyzy (1748) vytvofil Euler z trigonometrie
skute¢nou védu o goniometrickych funkcich a odvodil zde fadu goniometrickych vztahi

Z n8kolika zakladnich vzorcu.

Euler také definoval goniometrické funkce pomoci nekone¢nych fad a dokézal

prevést goniometrické funkce do analytické podoby tak, jak je zndme v dnesni dobé.
2.2.2  Definice goniometrickych funkci

Jednim ze zplsob, jak definujeme goniometrické funkce, je pomoci délek stran

v ostrodhlém trojahelniku:

,,V pravouhlém trojahelniku s pieponou AB, |AB|=c, a sodvésnami BC,
|BC| = a,a AC, |AC| = b, plati pro ostry Uhel CAB, |<CAB| = «a:

) a délka protilehlé odvésny
sing = — =

délka piepony

b  délka ptilehlé odvésny
cosa =—= - -
c delka prepony

g = a _ délka protilehle odvésny
8% =) T "délka prilehl¢ odvsny ’

b délka prilehl¢é odvésny
cotga = — = — — —.
a délka protilehlé odvésny

(Novotna a kol., 1997, s. 331, 332)
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Funkce tangens a kotangens jsou definovany pomoci funkci sinus a kosinus takto:

t sina Sech e{ € R ¢(2k+1)nkez}
JSAga = rovsechnaa € ja ;a =,
g cosa p 2
cos a 5 .
cotga = sing PO vSechnaa € {a E R; a # kn, k € Z}

(Novotna a kol.,1997,5.332)

obr. 3

V (Odvérko, 2007) je definice goniometrickych funkci rozsifena na celou

mnozinu realnych ¢isel (viz obr. 3):

,Funkci sinus se nazyva funkce na mnoziné¢ R, kterou je kazdému x € R
ptifazeno Cislo y;. Funkci kosinus se nazyva funkce na mnoziné R, kterou je kazdému

«8

x € R pritazeno ¢islo x;.” (Odvarko, Matematika pro gymnazia Goniometrie, 2007, str.

37)

Dalsim ze zpusobu, jak definujeme goniometrické funkce, je pomoci jednotkové
kruznice’. Na obr. 4 jsou znazornény body A,C a D, jejichz soutfadnice odpovidaji

hodnotam goniometrickych funkci:

A =[cosa, sina], C =11, tgal, D = [cotga, 1].

8 Cisla y, a x; jsou hodnoty y-ové a x-ové soufadnice bodu A, ktery vznikne protnutim jednotkové kruznice
aramene Uhlua - A = [xL, yL] = [cosa, sin a], a € (0, 2m).

% Polomér jednotkové kruznice r = 1. Z Pythagorovy véty aplikované na konkrétni piipad v jednotkové
kruZnici snadno dokaZeme, Ze sin® a + cos? a = 1.
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obr. 4

[0,1]

cos o AAe
IT 1. te a
1 .
sin o
0 o B
[0,0] [1.0]
1il. v,

Z vlastnosti uvedenych v podkapitole 2.1.4 Vlastnosti funkci uvadéné na stfednich

Skolach maji goniometrické funkce nasledujici vlastnosti:

e Sinus (obr. 5) je funkce, ktera je lich4, shora i zdola omezena, spojita na

celém svém defini¢nim oboru®®, s periodou 2km, k € Z.
sinx = sin(x + 2kn) Vk € Z

obr. 5 - graf funkce sinus

o
o |5

©p(sinx) = R
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e Kosinus (obr. 6) je suda funkce, shora i zdola omezena, spojita na celém

svém defini¢nim oboru?, s periodou 2km, k € Z.

cosx = cos(x + 2kn) Vk €Z

obr. 6 - graf funkce kosinus

e Tangens (obr. 7) je lichd funkce, neomezend, s periodou km, spojita na
v 17 Tl.' T
kazdém (=5 +km, 2+ kn), k €,
tgx =tg(x+kn) Vk €Z,

obr. 7 - graf funkce tangens

[

-

.
Bl g

[N |

“D(cosx) =R

20



e Kotangens (obr. 8) je licha funkce, neomezena, s periodou kT, spojita na

kazdém (km, 7 + km), k € Z.

cotgx =cotg(x+kn) VkETL

obr. 8 — graf funkce kotangens

m 2T

I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
:7217
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

X

2.2.3  Hodnoty goniometrickych funkci pro vyzna¢né
Ghly*
i i i1 i - 3T o
0° |6 4 3 2 o
=180° | 2 | =360°
=30° | =45° | =60° |=90° — 270°
1
sin x 0 = V2 V3 1 0 -1 0
2 2 2
1
COS x 1 E E = 0 -1 0 1
2 2 2
tgx 0 ﬁ 1 V3 X 0 X 0
3
cotgx X V3 1 g 0 X 0 X

X...funkce neni v tomto bod¢ definovana

12 7droj: (Mikuléak, 1988)
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2.2.4  Vlastnosti goniometrickych funkci*®

Po uvedeni definic goniometrickych funkci nasleduje souhrn jejich vlastnosti.
Jedna se predevsim o zakladni vlastnosti, které by studenti méli znat po dokonceni stiedni

Skoly.

a) y=sinx

e D(sinx) =R

e H(sinx) =(—-1,1)

e sinx je rostouci na (—g + 2k, g+ 2km), k €Z

e sinx je klesajici na (g + 2k, 37” + 2km), kEZ

e maximum sinx jev kazdém x = g +2km, k€Z f(x)=1

e minimum sinx je v kazdém x = %11 +2kn, k€Z f(x)=—-1
b) y =cosx

e D(cosx) =R

e H(cosx)=(-1,1)

e cosx jerostouci na (m+ 2km, 21 + 2km), k € Z

e cosx jeKklesajici na (2km, T + 2km), k € Z

e maximum cosx jevkazdémx = 2km, k€ Z, f(x) =1

e minimum cosx jevkazdémx =+ 2km, k €Z, f(x) = —1
C) y=tgx

o D(tgx)=(—g+kn, g+kn),kEZ

e H(tgx) =R

13 7droj: (Bartsch, 1996).
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e tgx je rostouci na kazdém intervalu (—g + kT, % + kn), keZ
e tgx nema maximum ani minimum
d) y = cotgx
e D(cotgx) = (k'l'[, m+ kn), keZ
e H(cotgx) =R
e cotgx je klesajici na kazdém intervalu (kn, ™+ kn), kel

e cotgx nema maximum ani minimum

Znaménka hodnot goniometrickych funkci v jednotlivych kvadrantech™

L. IL II1. IV.
sinx + + - _
COS X + - — +
tgx + - + —
cotg x + - + -

2.3 Trigonometrie™

Pythagorovu vétu lze aplikovat pouze u tuloh, v kterych se feSi pravouhlé
trojthelniky. Pokud ale chceme pocitat s obecnymi trojuhelniky, nevystaéime pouze
s Pythagorovou vétou, ale potfebujeme vzorce, které se daji vyuzit u obecnych
trojihelnik®i, at’ uz ostrouhlych nebo tupouhlych. K tomu se hodi véta sinova, kosinova

nebo tangentova.

V této podkapitole se tedy zaméfime predevSim na sinovou, kosinovou
a tangentovou vétu a jejich formulace. Dale vyuzijeme tyto véty a aplikujeme je na

konkreétni ulohy.

14 Zpracovano podle (Bartsch, 1996)
1> Zpracovéno podle (Odvérko, Matematika pro gymnézia Goniometrie, 2007)
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2.3.1  Historie trigonometrie™

Slovo trigonometrie je feckého ptivodu a znamena méteni trojuhelniki.

oy e

poznatky byly zndmé také Babylonanim a Chaldejcim, od kterych ptevzali zakladni
védomosti z trigonometrie starofecti matematici. Ti zavedli d€leni pIného uhlu na 360°

a stupné na 60 minut.

Matematici, ktefi se zaslouzili o rozvoj trigonometrie, byli Hipparchos z Nikaje
(2. stol. pfed n. 1.), Menelaos z Alexandrie (kolem roku 100 n. I.) a Claudius Ptolematios
(100-178 n. l.). Ptolemaios pouzival funkce, které udavaji délku celé tétivy k danému

sttedovému uhlu.

Prace feckych matematikil se vénovala pfedevsim trigonometrii na kulové plose,
tzv. sférické trigonometrii. Rovinnou trigonometrii pouzivali pouze jako nastroj k feSeni

uloh ze sférické geometrie.

Indi¢ti matematici Brahmagupta (7. stol.) a Bhaskara (12. stol.) pfispéli jinym
pohledem na trigonometrii. Na rozdil od feckych matematikli nepouzivali pfi vypoctech

celou délku tétivy, ale pouze jeji polovinu.

Syrsky astronom Al Battani (10. stol. n. 1.) a tadzicky astronom Abu-I-Vafa
(10. stol. n. I) sestavili, pomoci délky stinu vrzeného vertikalni a horizontalni ty¢i, tabulky
hodnot funkce kotangens. Trigonometrii se ve 13 stoleti zabyval azerbajdzansky

matematik NésiruddinTusi.

Do Evropy se poznatky o trigonometrii dostaly prostiednictvim zapadnich Arabi.
Mezi evropské veédce, ktefi se zaslouzili o rozSifeni trigonometrie, patfi bezpochyby
némecky matematik a astronom Johannese Muller (1436-1476), polsky astronom Mikulas
Kopernik (1473-1543) a francouzsky matematik Frangois Viete (1540-1603), ktery

formuloval kosinovou vétu. (viz Odvarko, 2007)

16 Zpracovano podle (Odvérko, Matematika pro gymnézia Goniometrie, 2007)
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2.3.2 Véta sinova

,,Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz vnitini thly maji velikost a, 8,y a strany délky
a, b, c, plati

a b c

sina sinf siny’

(Odvérko, Matematika pro gymnéazia Goniometrie, 2007, str. 104)
Sinovou vétu pouZijeme pii vypoctu, jestlize v trojihelniku zname:
e délky dvou stran a thlu, ktery neni sevieny mezi témito dvéma stranami,

e délku jedné strany a dvou thlu.
2.3.3  Véta kosinova

,,Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a jehoz vnitini uhel

proti strané BC ma velikost a, plati
a’> = b%? + ¢? — 2bccosa."
(Odvérko, Matematika pro gymnazia Goniometrie, 2007, str. 110)

C/’G) Y/>a
N_b N_58

Pouzitim cyklické zamény podle obr. 9, dostaneme vyjadieni kosinové véty také
ve tvaru:
c?> = a®? + b?> — 2abcosy
b? = a® + c?> — 2accos

Kosinovou vétu miZzeme pouzit pii feSeni uloh, kde v trojuhelniku zname:

e délky vSech tfi stran,

25



e délky dvou stran a velikost thlu sevienym mezi témito stranami.

Specidlnim ptipadem kosinové véty, kdy je v téchto rovnicich tfeti ¢len na pravé strané

rovnice roven nule (neboli Ghel je roven 90°), je Pythagorova véta.
2.3.4  Dalsi trigonometrické véty

,,Pro polomér r kruznice opsané trojuhelniku ABC plati

a b c

"= 2sina 2sinf - 2siny’
Pro obsah S kazdého trojuhelniku ABC, jehoz vnitini thly maji velikost @, 5,y
a strany délky a, b, c, plati

1 1
S= Eabsiny = Ebcsina =§acsinﬁ."

(Odvarko, Matematika pro gymnéazia Goniometrie, 2007, stranky 116, 118)

Odvarko (2007) také na zavér uvadi dalsi tf1 vzorce pro obsah trojihelniku:

Heronuv vzorec: S = \/ s(s—a)(s—b)(s—c)
S =ps

abc

4r
a, b, c jsou délky stran trojuhelniku,

a+b+c
§=—
2

p je polomér kruznice trojuhelniku vepsané,

7 je polomér kruZnice trojuhelniku opsané.
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2.3.5  Aplikaéni ulohy z trigonometrie

Nyni uvedeme dva ptiklady vyuziti trigonometrickych vét, konkrétn€ véty sinové
a kosinové. Oba piiklady jsou aplikaci trigonometrie v Ulohach z praxe. Tyto typy uloh fesi
studenti na stfednich Skolach, aby si procviéili praci s trigonometrickymi vzorci a naudili

se je aplikovat pro konkrétni Glohy.
. Priklad:

,Letadlo leti ve vySce 2 500 m k pozorovatelné. V okamziku prvniho méfeni bylo
vidét pod vySkovym thlem 28°, pii druhém méfeni pod vySkovym thlem 50°. Urcete
vzdalenost, kterou proletélo mezi obéma métenimi.* (Odvarko, Matematika pro gymnazia
Goniometrie, 2007, str. 128)

Reseni:

Zadani ptikladu odpovida obr. 10:

obr. 10
Ay dy km \AQ
B 62
vkm v [km

A R S

B, di km By d2 km
d km

Popis obrazku:
A; ... poloha letadla pfi prvnim méfeni

A, ... poloha letadla pfi druhém méfeni
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Bs ... pozorovatelna

aq ... vySkovy thel pfi prvnim méfeni

a;y ... vyskovy thel pii druhém méieni

d; km ... vzdélenost, kterou uletélo letadlo mezi obéma métenimi

d, km ... vzdalenost pozorovatelny od kolmého pramétu letadla (v poloze A,) do zemé
d km ... soucet vzdalenosti d; km a d, km

v km ... vyska, ve kter¢ letadlo leti

Vypocet:

a; = 28° dopocitame B;: f; = 90° — 28° = 62°

a; = 50°, dopocitame S,: [, = 90° — 50° = 40°

Nyni vyuZzijeme sinovou vétu:

v d v d,
sina;  sinpB; sina, sinp,
_vsinp _vsinf,

"~ sinag ?7 sina,

_ 2,5sin (62°) _ 2,5sin (40°)
~ sin (28°) 27 sin (50°)
d=4,7 d, = 2,1
d1 =d-— d2
di=47-21
dy = 2,6

Vzdalenost, kterou letadlo uletélo mezi jednotlivymi métenimi, je 2,6 km.
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Il. Priklad:

Ze stanice vyjedou soucasné dva vlaky po piimych tratich, které sviraji Uhel
@ = 156°30 . Rychlost prvniho vlaku 13 ms™!, rychlost druhého vlaku 14,5 ms™!. Jak
daleko budou od sebe za 5,5 minuty? (viz Odvérko, 2007, s. 129)

Reseni:
55min = 330s
Oznacme Cas ts = 330 s.

Zadani ptikladu odpovida obr. 11:

obr. 11

Popis obréazku:

A ... bod, z kterého oba vlaky vyjizdi

B, ... bod, do kterého dojede prvni vlak za ¢as t S

B, ... bod, do kterého dojede druhy vlak za Cas t S

v; ms~ ! ... rychlost prvniho vlaku

v, ms~ 1 ... rychlost druhého viaku

d m ... vzdalenost, kterou budou vlaky od sebe za ¢as t S
s; m ... vzdalenost, kterou ujede prvni vlak za as t S

s, m ...vzdalenost, kterou ujede druhy vlak za ¢as t s
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Vypocet:
sy =13 -33017
s1 =4290
s, = 14,5-330
s, = 4785
Nyni mizeme pouzit kosinovou vétu:

d? = s} + s2 — 25,5, cos @

d= \/512 + 52 — 2515, COS @

d= \/4 2902 + 4 7852 — 2-4290 - 4 785 cos(156°30")

d = 8885

Za 5,5 min od sebe budou vlaky vzdalené 8 885 m.

1V zorec pro vypocet drahy: sm = (v ms™1) - (¢t s), kde s m je draha, v ms™! je primérna rychlost, t s je
¢as. V nasem piikladus; m = (v; ms™) - (ts)as, m = (v, ms™1) - (ts)

30



3 Goniometrie na vysokych Skolach

Do kapitoly goniometrické funkce na vysokych Skoldch zatadime oblasti
matematiky, které se poji s goniometrii, ale v RVP pro stfedni $koly nejsou obsaZeny.
Jednd se predevsim o komplexni ¢isla, cyklometrické funkce a aplikacni ulohy
v diferencnich a diferencialnich rovnicich. Tato témata uz se na stfednich Skolach neudi,
a proto cast studentl ptichazi na vysoké Skoly bez téchto znalosti. Dal$i ¢ast studentlh ma
moznost se s touto latkou seznamit napiiklad v rozsitujicich seminafich v ramci ptipravy

k maturité.

Cilem této kapitoly je shrnout poznatky z goniometrie na vysokych $kolach a poté

ukézat, jak je lze vyuzit v aplikacnich ulohach.

Zaméfime se na roz$ifeni znalosti, s nimiz by studenti méli pfichazet ze stiednich
Skol. Definujeme vlastnosti funkci, které se na stfednich Skolach nepouzivaji, ale my je
aplikujeme pro dalsi charakterizaci goniometrickych funkci. Formulujeme definice
derivaci, integralti a fad, které pak vyuzijeme pii vypoctech aplikacnich uloh a odvozovani

goniometrickych vzorct.

Déle se budeme zabyvat inverznimi funkcemi ke goniometrickym, tzv. funkcemi

cyklometrickymi. Uvedeme jejich zékladni vlastnosti.

V dalsi ¢asti se budeme vénovat komplexnim ¢islim a ukdZeme, jakou roli zde
maji goniometrické funkce. Nasledné tyto znalosti vyuZijeme pfi feSeni nékolika Uloh.
V posledni Casti se vénujeme diferencnim a diferencialnim rovnicim a ukazujeme,

jak se zde daji vyuzit goniometrické funkce.

3.1 Matematicky aparat na vysokych skolach

Zakladni znalosti o funkcich a jejich vlastnostech jsme uvedli uz v piredchozich
kapitolach. Nyni se budeme zabyvat rozsifenim téchto poznatkd, abychom s nimi mohli

dale pracovat.
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3.1.1 Vlastnosti funkci

Supremum a infimum

,Pro mnozinu M muze nastat piipad, Ze existuje Cislo k tak, ze vSechny prvky
mnoziny M jsou mensi nebo rovny tomuto ¢islu k. Plati tedy v tomto piipadé implikace:

XEM=x<k.

Cislo k této vlastnosti se nazyva horni zavora mnoziny M. Mnozina majici horni

zavoru se nazyva shora omezena.

Nejmensi horni zavora mnoziny M se nazyva supremem této mnoziny. Znaci se

sup M .““ (Horsky, 1973, str. 110)

Pokud existuje nejvétsi prvek mnoziny M, pak se tento prvek rovna supremu
mnoziny M': sup M = max M.
,.Cislo h se nazyva dolni zavora mnoziny M, kdyz plati implikace
XEM =x2=h.
Mnozina majici dolni zavoru se nazyva zdola omezend. Nejvetsi dolni zavora

mnoziny M se nazyva infimum této mnoziny. Zna¢ime ji infM.*“ (Horsky, 1973, stranky
111, 112)

Existuje-li nejmensi prvek mnoziny M, pak se tento prvek rovna infimu mnoziny

M:inf M = min M.
Spojitost funkce

Na sttednich Skolach se uvadi spojitost funkce v bod€. Na vysokych Skolach se
zavadi pojem spojitost funkce v intervalu. Abychom mohli definovat spojitost funkce

V uzavieném intervalu, nejdiive uvedeme definici spojitosti funkce v bod¢ zleva a zprava.
,Rikame, 7e funkce f(x) je spojitd zprava v bodé c, jestlize ke kazdému

kladnému cislu & existuje kladné ¢islo § tak, Ze nerovnost |f(x) — f(c)| < € plati pro

véechna x, jez spliiuji nerovnosti ¢ < x < ¢ + 8. Rikame, Ze funkce f(x) je spojita zleva

v bodé¢ c, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu ¢ existuje kladné Cislo & tak, ze nerovnost
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|f(x) — f(c)| < & plati pro vSechna x, jez splfiuji nerovnosti ¢ — 8§ < x < c¢.*“ (Jarnik,
Diferencidlni pocet (I), 1974, str. 164)

,,O funkci f fekneme, Ze je spojita v otevieném intervalu (a, b), kdyz je spojita

v kazdém bodé tohoto intervalu.

O funkci f fekneme, Ze je spojita v uzavieném intervalu (a, b), kdyz je spojita
Vv otevieném intervalu (a, b), spojita zprava v bodé a a spojité zleva v bodé b.* (Hradilek
a Stehlik, 1990, s. 230)

Limita funkce

,Rikame, Ze funkce f ma v bodé c¢ limitu A8 [piseme lim,_,. f(x) = A], jestlize
ke kazdému ¢islu € > 0 existuje takové ¢islo § > 0, Ze nerovnost |f(x) — A| < € plati pro
vSechny body x pro néz je 0 <|x—c| <. Bod ¢ je ve vSech dalSich uvahach

zZ defini¢niho oboru funkce f.

Rikame, e funkce f ma v bodé ¢ limitu zprava, resp. limitu zleva rovnou &islu
A [pisSeme lim,_,., f(x) = A, resp. lim,_._ f(x) = A], jestlize ke kazdému ¢islu € > 0
existuje takové ¢islo § > 0, Ze nerovnost |f(x) —A| < e plati pro vSechny body

x zintervalu (c, ¢ + &), resp. (¢ — &, c).« (Jirasek a Benda, 2006, s. 190)

,Rikame, 7e funkce y = f(x) ma vbodé a nevlastni limitu +oo, resp. —oo
[pisSeme lim,_, f(x) = +oo, resp. lim,_, f(x) = —oo], pravé kdyz ke kazdému C¢islu
K existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechny body x, pro néz je 0 < |x — a| < 6, plati

f(x) > K, resp. f(x) < K. Obdobné¢ se definuji nevlastni limity funkce zprava a zleva

VvV bod¢ a:
lim+f(x) =400 <= (VK36 >0Vx € (a, a+ ) = f(x) > K),
lim+f(x) =—00 & (VKIS >0Vx € (a, a+d) = f(x) <K),
lim_f(x) =40 = (VKIS >0Vx e (a—6, a) = f(x) > K),
¥4eRr
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lim f(x) =—0 & (VKI§ >0Vx e (a—4, a) = f(x) <K)."

x—-a—

(Bartsch, 1996, str. 487)
3.1.2 Posloupnost

Posloupnost zde definujeme proto, ze ji budeme dale vyuzivat v kapitole

3.4 Diferenc¢ni rovnice a objevi se i v definici fady.

,Nekone¢nou posloupnosti redlnych ¢isel nazyvame kazdé zobrazeni mnoziny
N vsech kladnych celych ¢isel do mnoziny R vSech redlnych cisel. Kone¢nou posloupnosti
realnych ¢isel nazyvame kazdé zobrazeni mnoziny (useku) U, = {1, 2, ...,n} do mnoziny
R vsech redlnych ¢isel (na neprazdnou podmnozinu mnoziny R). Nekone¢na posloupnost,
resp. konecnéd posloupnost realnych Cisel je tedy redlnd funkce jedné realné proménné,
jejimz definiénim oborem je mnozina N, resp. néjaky usek U, mnoziny N.“ (Bartsch, 1996,

str. 165)
Posloupnost zna¢ime riznymi zplsoby, nejéastéj$i oznaceni jsou {a,}n—1

a (a,)y=1 nebo {a,} a (a,). n-ty ¢len posloupnosti budeme znacit a,,. Posloupnost miize

byt zadana:
e rekurentné — je zadan prvni ¢len a ptedpis, jak se vypocita n-ty ¢len na zakladé
znalosti pfedchozich ¢lent;
e analyticky — vzorcem pro n-ty ¢len;
e slovnim vyjadfenim.

3.1.3 Derivace

V této kapitole nejdiive definujeme pojem piiristku (diference), protoze tuto
definici budeme potiebovat k samotné formulaci derivace. Diferenci poté jesté¢ vyuzijeme
v kapitole 3.4 Diferen¢ni rovnice. Definujeme derivace v bodé x,1° vlastni, vlastni zprava,
vlastni zleva, nevlastni, nevlastni zprava, nevlastni zleva. Jako zajimavost se podivame,
jaky ma derivace geometricky vyznam. Uvedeme pravidla pro derivaci souctu, rozdilu,

soucinu a podilu funkci.

19/ této kapitole pouzivame derivaci v bod& x,. (Horsky, 1973) pouziva znageni derivace v bodg x.
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Diference

,»Necht’ funkce f je definovand na n&jakém okoli V,, bodu x, a necht’ x € V.
Rozdil Ax = x — x, nazyvame pfirustkem (diferenci) argumentu v bod¢ x,. Rozdil
Ay = f(x) — f(xp) nazyvame prirastkem (diferenci) zavisle proménné funkce f v bodé¢
xo. Podil
A_)’_f(x)—f(xo) =f(x0+Ax)—f(x0)

Ax X — Xo Ax

se nazyva diferen¢ni podil funkce f v bodé¢ x,.* (Jirdsek a Benda, 2006, s. 213)

Derivace, derivace zprava, zleva

,Existuje-li vlastni limita, resp. vlastni limita zprava, resp. vlastni limita zleva

diferen¢niho podilu

f(xo + Ax) — f(x0)

%) = A,

Ax
resp.
/ o Qe+ Ax) — f(xo)
f+(x0) = A;lcl—r>13+ Ax '
resp.

ooy v SO+ Ax) = fx)
(o) = A;lcl—r>13— Ax '
pak fikame, Ze funkce f ma (vlastni) derivaci v bodé x,, resp. (vlastni) derivaci zprava

v bod¢ x,, resp. (vlastni) derivaci zleva v bodé x,.

Misto ' (x,) také piseme

df

I ! d r
a(xo), y (X0), Yxy» d—z(xo), Y lx=xys D(f(xo))."(]iréseka Benda, 2006, s.213)
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Nevlastni derivace, nevlastni derivace zprava, zleva

,Jestlize

I f Qo+ Ax) — f(xo)
im =

Ax—0 Ax

00,

resp.

I f(xog +Ax) — f(xp)
1m =
Ax—0 Ax

)

fikame, ze funkce f ma v bod¢ x, nevlastni derivaci rovnou +oo, resp. —oo.

Jestlize
o+ Ax) — fxo)
lim = 400,
Ax—0+ Ax
resp.
. [l +Ax) — fxo)
lim = —00,
Ax—0— Ax

fikame, ze funkce f ma vbodé x, nevlastni derivaci zprava rovnou +oo, resp. —co.
Obdobneé se definuje nevlastni derivace zleva.* (Jirasek a Benda, 2006, s. 213, 214)

Véta o derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkei

Nyni bez dtkazu formulujeme vétu o derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu

funkci. Tuto vétu poté vyuzijeme pii odvozovani derivaci funkci tangens a kotangens.

Necht existuji f (x) a g’ (x). Potom funkce f + g, fg apro g(x) # 0 i funkceg
maji v bodé x derivaci a plati:
a) {f) g} =f @) +g ),
b) {(f(X)g(®)} =f (g + f(x)g (x),
c)

f@)  f 009G~ f00g @), ,
{g(x)} B 72(x) ." (Horsky, 1973,5.170)
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Geometrickd interpretace derivace

,M¢&me danu funkci f spojitou v jistém okoli bodu x, (obr. 12). V tomto okoli
zvolme bod x, + Ax a vypodtéme smémici k' =tga piimky AB, A = [xo, f (xo)],
B =[x + Ax, f(xo + Ax)] ve tvaru

f (o + Ax) = f(x0)

Ax # 0.
(XO+AX)—X0 x

Jestlize rozdil Ax hodnot nezéavisle proménné se blizi nule, bod B se blizi bodu

f vbodé A. Smérnice te¢ny k = tga je pak dana ve tvaru limity

. f(xp +Ax) — f(x0)
tga = lim )
Ax—>0 Ax

kterou nazyvame derivaci funkci f v bodé¢ x,.“ (Hradilek a Stehlik, 1990, s. 242)

obr. 12

2y

| dy =F(xo +4x) = f (x)
=
|
|
|
|

Xp xgp + 4x + X

37



3.1.4 Integrély

Integraly vyuzijeme piedevsim v definicich diferencialnich rovnic. Proto zde

uvedeme zakladni definice uré¢itého a neurcitého integralu.
Neurdity integral, pojem primitivni funkce

»Necht F a f jsou funkce proménné x, definované na otevieném intervalu
J (ohrani¢eném nebo neohrani¢eném). Jestlize pro vSechna cisla x € J plati rovnice
F'(x) = f(x), pak fikame, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu J.
Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu J nazyvame neuréitym
integralem funkce f a oznaCujeme ji [ f(x)dx. Funkce f se nazyva integrand

a symbol [ integra¢ni znak. Plati
ff(x)dx =F(x)+C,x€],
kde C je libovolné realné ¢islo zvané integraéni konstanta.* (Jirasek a Benda, 2006, s. 320)
Urdity integral
,Necht’ f je spojita funkce v intervalu J a F libovolna primitivni funkce k funkci
f vintervalu J. Rozdil F(b) — F(a) funk¢nich hodnot funkce F v libovolnych bodech

a,b € ] nazyvame Newtonovym uritym integralem funkce f v mezich od a do

b a piseme Vve tvaru
b
ff(x) dx = F(b) — F(a).
a
Cislo a se nazyva dolni mez, ¢islo b horni mez uréitého integralu. Mize platit

a<bia>b,ptia=bje f:f(x) dx = 0.“ (Hradilek a Stehlik, 1990, s. 300)

Vyuziti ur¢itého integralu se vyskytuje hlavné v geometrii pro vypocet obsahi
ploch a objemu téles. Dalsi uplatnéni integralti je ve vypocétech délky kiivky a obsahu

rotacni plochy. Ve fyzice se integraly vyuzivaji naptiklad pro vypocet tlakové sily kapaliny

v w
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momentu setrvacnosti homogenniho rota¢niho télesa vzhledem k rotacni ose. (viz Jirasek a

Benda, 2006)

3.1.5 Rady

Definici tfady uvadime proto, ze ji budeme poticbovat v nasledujicich

podkapitolach pro definici goniometrickych funkci pomoci rozvoje nekonecné tady.

,Je-li {a; } ¢iselna posloupnost, pak nakone¢nou ¢éiselnou fadou (stru¢né ¢iselnou

fadou nebou fadou) nazyvame vyraz

o
a, +a1 ++an + .- =Zak,
k=1

ktery Casto stru¢néji znacime ).{° a, nebo Y a,. Sc¢itanec a,, Se nazyva m-ty ¢len fady.
Vyraz s, = Yji_1ay = a; +a; + -+ a, Se nazyva n-ty Castecny soucet fady Y.;—q .
Posloupnost

{Sk} = (Sll $2,S53, ) = (all a, + az, aq + a; + as, )

se nazyva posloupnost ¢astecnych souctt fady Y-, a.* (Bartsch, 1996, str. 692)

3.1 Vyuziti goniometrickych funkci v komplexnich
Cislech

Goniometrie se vyuziva i1 v komplexnich ¢islech. Pfedev§im moZnost vyjadrit

komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru usnadiiuje vyieSeni nékterych Uloh.

V této kapitole nejdiive definujeme komplexni ¢islo, jeho argument a komplexné
sdruzené ¢islo. Dale se podivame, v jakém tvaru komplexni ¢isla vyjadiujeme a jaké
operace Snimi muzeme provadét. Bez dikazu vyslovime Moivreovu vétu, kterou poté
vyuzijeme v aplika¢ni Uloze.

,Komplexni ¢islo i =[0,1] se nazyva imaginarni jednotka; plati i-i = —1,
tj.i = v—1. Pomoci i mizeme zapsat komplexni &islo z = [a, b] v algebraickém tvaru

z=a+bi. Cislo a je redlnd cast komplexniho ¢isla z, ¢islo b je imagindrni Cast

39



komplexniho &isla z. Cislo mi, kde m je realné &islo, se nazyva ryze imaginarni.“?

(Novotna & kol., 1997, str. 324)
Realna ¢ast komplexniho ¢isla z = a + ib je obvykle znaci a = Re z, imaginarni
c¢ast b =Imz. Tvar komplexniho ¢islaz = a +ib oznacujeme jako algebraicky tvar

komplexniho ¢isla.

V oboru R nelze urcit odmocninu ze zaporného Cisla, nemuzeme tedy napiiklad
nalézt kofeny kvadratické rovnice se zdpornym diskriminantem. Pokud ale mnozinu
realnych Cisel rozsifime na mnozinu komplexnich Cisel C, jsou tyto typy tloh fesitelné.

Daéle definuje Gaussovu rovinu:

~Mnozinu vSech komplexnich ¢isel lze vzijemné jednoznaéné zobrazit na
mnozinu bodl roviny, ve které je zavedena kartézska soustava soutfadnic. Tato rovina se
nazyva rovina komplexnich ¢isel nebo Gaussova rovina. Osa x se Vv Gaussové roviné
nazyva osa redlnych cCisel (redlnd osa), osa y je osa ryze imaginarnich Cisel (imaginarni

osa).”“ (Vosicky, 2007, str. 28)

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla vyjadiuje vzdalenost obrazu komplexniho

Cisla od pocatku Gaussovy roviny:
2| = Va? + b?
Rovnost dvou komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru takto:
a+ bi = c + di pravé tehdy, kdyZ a = ca b = d. (viz Novotna a kol., 1997)

Déle pro komplexni ¢isla v algebraickém tvaru definujeme nasledujici pocetni

operace — scitani, odcitani, nasobeni, déleni.
(a+ b))+ (c+d)=(@a+c)+ (b+di
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + cb)i

20 Usporadanou dvojici objektii a a b (v tomto pofadi) nazyvame systém [a, b] = {{a}, {a, b}} mnozin, kde
a, resp. b se nazyva prvni, resp. druhy ¢len uspotfadané dvojice [a, b]. [a, b] = [b,a] & a = b* (Bartsch,
1996, str. 76)
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a+bi ac+bd  bc—ad
c+di c?+d?

+1c2+d2 proc+di#0

,,Dve komplexni ¢isla, ktera maji stejné realné Casti a jejichz imaginarni ¢asti jsou
opacna Cisla, tj. ¢isla z = a + bi, z = a — bi, se nazyvaji ¢isla komplexn¢ sdruzena. Cislo

komplexn¢ sdruzené k ¢islu z oznacujeme z.“ (Novotna a kol., 1997, s. 324)

obr. 13

imaginarni osa

’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’ z=a+ bi

|z] = v/ (a® + 1?)

o realna osa

Argument komplexniho ¢isla z = a + bi (viz obr. 13) je velikost orientovaného

uhlu 21, pro ktery plati:

a -
cosa =+, sina = —

|z| |z
,,Argument komplexniho ¢isla neni ur¢en jednozna¢né. Argument a komplexniho
Cisla, pro ktery plati a € (0°,360°), je uren jednoznacné a nazyva se argument

komplexniho ¢isla v zakladnim tvaru.* (Novotna a kol., 1997, s. 325)

2! Orientovany Ghel a, jehoz po&ateénim ramene je orientovana kladna ¢ast osy soufadnic x a koncovym

ramenem je orientovana usecka 04 (kde O je pocatek soustavy soufadnic a 4 je obraz komplexniho ¢isla
z = a + bi). (viz (Hradilek a Stehlik, 1990))
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Komplexni ¢islo miizeme také zapsat v goniometrickém tvaru a to nasledujicim

zpusobem:
z = |z|(cosa + isina).

Stejné jako komplexni Ccisla v algebraickém tvaru, tak i1 komplexni Cdisla

V goniometrickém tvaru mizeme porovnavat, nasobit, d¢lit i umocnovat.

,Jestlize a = |a|(cos@ +ising), b = |b|(cosy +isiny), pak a =b pravé
tehdy, kdyz |a| = |b| a @ = ¢ + k- 360°, kde k je celé ¢islo.“ (Novotna a kol., 1997, s.
325)

ab = |ab|[cos (¢ + ) +isin(p + YP)]
a:b= |%| [cos(p — ) +isin (¢ — P)]
Pro umocnovani komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru plati Moivreova véta:
,,Pro komplexni ¢islo a = |a|(cos a + isin a) a celé ¢islo n plati
a" = |a|*(cosna + isinna);
a" je n-ta mocnina komplexniho ¢isla a.“ (Novotné a kol., 1997, s. 325)
V¢éta o n-té¢ odmocniné komplexniho ¢isla:

,,Pro nenulové komplexni ¢isloa = |a|(cosa + isina), n € N, existuje pravé

n riznych komplexnich &isel, ktera jsou jeho n-tou komplexni odmocninou:

2k
(Va), =z ="la [cos( +—)+|sm(a+—n>]
kde k = 0,1, ..., n — 1. (Vosicky, 2007, str. 30)

Komplexni ¢isla se vyuzivaji i v jinych oblastech nez jen v matematice:

,»B&Zné se komplexni ¢isla uZivaji napf. k vytvofeni matematického modelu
sttidavého proudu v elektrotechnice a funkce komplexni proménné maji znacny vyznam
napf. pfi matematickém vyjadfeni magnetickych poli v uzité geofyzice.“ (Hradilek

a Stehlik, 1990, s. 52)
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3.1.1  Aplikace goniometrie v komplexnich cislech

I11. Priklad:

Vypocitejte:

(viz Calda, 2004, s. 67/2.28/d)
Resent:

Oznacme

1-—1i
z=—
i
Prvnim krokem bude rozsifeni zlomku, v této konkrétni Gloze, imaginarni
jednotkou i:
60

60_(1—i>60_(1—i i) _(1+i)60_
2=\ “\77 Y T\=H) T

=(-1-1D0=(-D1+D° =1+

Déle spocitame absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z, ktera ur¢i, jak daleko od

pocatku soustavy se dané komplexni ¢islo nachazi:

Izl =12+ 12 =2

Dal8im krokem je vyjadieni Ghlu a:

) b 1 2 a
Ssnma =~—=—==— cosqg =— =

1
lzl V2 2 Izl ~ V2

Sinus je kladny v I. a Il. kvadrantu, kosinus je kladny v 1. a IV. kvadrantu, takze

na$e hledané komplexni ¢islo z se bude nachézet v I. kvadrantu:

_T[
=7
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Nyni aplikujeme Moiverovu vétu:
7% = (]z|(cos @ + isin a))60 = 12|%°(cos(60a) + isin(60a)) =
60 T T
=2 (cos (60 Z) + isin (60 Z)) = 23%(cos(15m) + isin(15m)) =
= 23%(cosm + isinm) = 230(—1 + 0i) = =230
Goniometricky tvar komplexniho ¢isla usnadiiuje umociiovani komplexnich ¢isel.

1V. Priklad:

V C teste rovnici a jeji kofeny zndzornéte v Gaussove roving:

x*+1=0
(viz Calda, 2004, s. 84/3.7¢)
Reseni:
Rovnici vyjadiime ve tvaru
x*t=-1
Abychom mohli ¢islo z = —1 zapsat v goniometrickém tvaru, potfebujeme

vypo¢itat absolutni hodnotu z a velikost Ghlu a:

2 = D2 =1

) _b_O_0
sma—lzl—l—
cosg=—=—=—
lz| 1
sina=0Acosa=-1 & a=mn

Komplexni ¢islo z tedy zapiSeme v goniometrickém tvaru takto
z = (cosm + isinm)
Dosadime z do ptavodni rovnice

x* — (cosm+isinm) = 0.
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Kofeny této rovnice jsou zjevné Cisla

n+2kn | m+ 2km
X, = (cosT+1smT) prok =0,1,2,3,

tj. Cisla:
B T[+__T[_ V2 2 _ 5 +__5 _ V2o 2
X =cos +ising =|—-+i- Xz = cos mtising = > 15
3 3 V2 2 7 7 V2 2
x1=COSZ1T+ISIIlZTt= —7+17 x3=coszn+1smzn= - i

Obrazy téchto Cisel xg, x1, x2, x3 V Gaussove roviné tvoii vrcholy ¢tverce a lezi na

kruzZnici s polomérem r = 1 (viz obr. 14).

obr. 14
Y
V2 V2
r=-——+1— fl’g:ﬁ-i-lﬁ
2 2 9 2
‘7TI'
- T
0 1
V22 = Y2 V2
mETy Ty BT T
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3.2 Goniometrické funkce

3.2.1 Goniometrické funkce definované pomoci rozvoje

Ny v 322
nekonec¢nych rad

,Definujeme funkce e?,sin z, cos z, tg z, cotg z pro kazdé komplexni z fadami

4 (2n+1)"cosz= 20!

i 7N i ( 1)n 2n+1 ad (_1)n22n
=Z—, sinz = —_—."
n!
= n=
(Jarnik, Diferencialni pocet (II), 1984, str. 551)

,Dale také definujeme pro komplexni hodnoty z

sinz
tgz =
& cos

cos
( kud 0), =— (pokud sinz # 0)."
pokud cosz # cotgz = sn

(Jarnik, Diferencialni pocet (II), 1984, str. 553)

Z ptedchozich tii rovnic pro kazdé z plyne
iz z2 iz® z* iz° 2% iz7 28

iz _ - - = - - - = - e — P ol
e —1+1! o0 3!+4!+5! ol 7!+8!+ = cosz +1isinz.

Rozvoj funkce sinus

°°( 1)z 2n+1 23 75 ZT 59

sinz = 4 (2n+1)' =Z_3' 5_7+§_

Rozvoj funkce cosinus

d (=1)nz%" 72 z4 Z6 78

n=0

Pro kazdé komplexni z existuji nasledujici derivace:

de? had Zn—l
= — = ¢Z
z Z (n—1)! ’
n=1

22 7pracovano podle (Jarnik, Diferencialni po&et (II), 1984)
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dsinz 2 (—1) 22

Tdz Cn)t %
n=0
dcosz _ i (-prznt
dz L (n—1)p &
n=0

Pokud misto znapiseme (- z) a vyuZijeme toho, Ze cos (-z) = cosz, sin (-z) =

= —sin z, dostaneme dvé& dulezité rovnice

e =cosz+isinz,e™? = cosz —isinz.
Témto rovnicim se také ik Eulerovy vzorce. Secteni a odectenim téchto rovnic ziskame
1, . . 1, . :
cosz = > (e‘Z + e_‘Z), sinz = 5 (e‘Z - e_‘Z),
i

coz plati pro kazd¢ z.

S vyuzitim ptedchozich rovnic ziskdme také vzorce pro tangens a kotangens

tgz = (e?z # 1).

1 e’ —1 e?” +1
i e?iz — 1

; -m(em * —1), COth =i

3.2.2  Odvozeni goniometrickych vzorci
Pro lep$i orientaci v textu jsou kone¢né odvozené vzorce zvyraznény podtrzenim.
Z definice jednotkové kruznice a Pythagorovy véty snadno odvodime vzorec:

1=sin?a+cos?a?3(Va €R)

Z definice funkce tangens a kotangens pomoci sinu a kosinu vypocteme vzorec

pro soucin téchto dvou goniometrickych funkci:

sina cosa

tga - cotga = & sina#0Acosa #0

cosa Ssina

s
=>tga-cotga=1 (Vaiki,keZ)

%sin a a cos a tvoii prepony v pravouhlém trojihelniku, polomér jednotkové kruznice ( = 1) je pfeponou
tomuto trojuhelniku
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Dalsi upravou vzorcu tangens a kotangens definovanych pomoci sinu a kosinu
ziskame nésledujici goniometrické vzorce:

sina cosa

tga = & cosa# 0 cotga = — S sina #0
cosa Sina )
sin 2 cos“a
tg?a = cotg® @ = —
cos?a sin“ a
2 _1—c052a Cot2a_l—sinza
e = e © 8T ina
1
2a = — cotg? a = — —
tg-a cos? a 1 & sin? a
2 n 1+ cotg? a = ! (Va #kmn, k €TZ)
1+tg a=cosza(‘v’a¢(2k+1)§,kez) cotg-a =z v a7 K

Vzorce pro dvojnasobny Ghel

K odvozeni dalSich goniometrickych vzorci pouzijeme Eulerovy vzorce (viz

kapitola 3.2.1, str. 46)

Pro ziskani vzorce dvojnasobného Uhlu provedeme substituci y = 2a a dosazenim

e = cos isiny) ziska
do Eulerova vzorce (e v+ y) ziskdme
e'?% = cos 2a + isin 2a.

Poté upravime

el2® = (el*)” = (cosa + isina)? = cos? a + 2isina cos @ — sin’ «

a porovnavame realnou a imaginarni ¢ast

realna ¢ast: cos 2a = cos? a — sin? a (V a € R)

imaginarni ¢ast: sin 2a = 2sina cosa (V a € R).

Tangens dvojnasobného thlu vyjddiime pomoci sinu a kosinu dvojnasobného
uhlu a pouzijeme vzorce, které jsme pravé odvodili. Naslednou upravou ziskame

poZadovany vzorec.

sin 2« 2sina cosa 2sinacosa cosa

& cos2a cos’a—sin?a cos?a—sin‘a cosa

48



sin a

. 2 sin a
_Sina cos“a _ csa  __“osa _ 2tga
cosa cos?q—sin?q cos’a—sin’a _sin’a  1—tgl2qa

cos?a cos?a

= tg2a = ga (v ¢n(2k+1)kez)
ga_l—tgza *7y '

Vzorce pro soucet a rozdil ahla

Pro odvozeni vzorce pro soucet uhli pouzijeme substituci y = a + [, néasledné

dosadime do Eulerova vzorce (e = cosy + isiny) a upravime:
el@+B) = el@eif = (cosa + isina)(cos B +isinp) =
= cosa cosf —sinasinf + i(sina cos f + cos a sin )

Dale budeme opét porovnévat redlnou a imaginarni ¢ast:

realna &ast: cos(a + B) = cosa cos f — sinasin B (V a, f € R)

imaginarni &ast: sin(a + f) = sina cos  + cosasin (V a, f € R)

Pro nalezeni vzorce pro rozdil ahlt pouzijeme substituci y = a — £ a aplikujeme

vlastnosti lichosti funkce sinus a sudosti funkce kosinus.

el@=F) = glae=iF = (cosa +isina) [cos (—B) +isin (—p)] =
= cosa cosf + sinasinf + i(sina cos f — cos a sin 3)
Na zavér opét porovnavame redlnou a imaginarni ¢ast:

realna cast: cos(a — B) = cosa cos f + sina sin 8 (v a, B € R)

imaginarni ¢ast: sin (¢ — ) = sina cos f — cos a sin § (v a, B € ]R)

Tangens vyjadiime pomoci sinu a kosinu a naslednou Gpravou dostaneme vzorec

pro soucet a rozdil uhlt funkce tangens.
sin(e £ ) sinacospf + cosasinf

tgla+p) = = - =
cos(a+B) cosacosfB +sinasinf

49



_sinacosf tcosasinf cosacosf

" cosacosf Fsinasinf cosacosf

_sinacosf + cosasinf cosacosf _
B cosacosf cosacosf + sinasinf
sin a cos f+cos a sin sin « sin 8
_ cos a cos 8 __cosa " cosf tga +tgf
" cos acos fFsinasin f T 1_T_sina sinf 1T—tgatg,8
cos a cos f§ cosa cosf
tga +tgf T
=tglatpf)=——"——|V(etp)#*=(2k+1), ke
Batf) =g (V@M #5Qk+ D), ke)

Podobny postup aplikujeme na funkci kotangens.

cos(d £ ) cosacosf +sinasinf

+pB) = = -
cotg(a £ §) sin (¢ = ) sinacospf + cosasinf

cosacosf +sinasinfS sinasinf

~ sinacosf +cosasinf sinasinf

cosa cosf + sinasinf sina sin §
sina sin sina cosf £ cosa sinf
cos a cos B +sin a sin B cosa cosf F1 _
_ sin a sin B __sina sinf _ cota COt,B +1
T sinacos ftcos asin B T cos a 4 cos s cotga + cotg B
sin a sin sina = sin

cotgacotg S + 1
= cotg(a + B) = & 8f

+
cotga L cotg (V(axtpB)#kn kel

Vzorce pro soucet goniometrickych funkci
sin(a + B) = sina cos + cos a sin 8
sin (¢ — B) = sina cos f — cosasinf
Seétenim vzorcl pro sinus souétu a rozdilu thla ziskame
sin(a + B) + sin (a — B) =2sina cosf
Nyni provedeme substituci

a+f=y ANa-p=34,
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vyjadiime nové argumenty

a dosazenim zpét do rovnosti sin(a + ) + sin(a — ) = 2sina cos 8 ziskdme

vzorec pro soucet dvou funkci sinus.

+4 -6
siny +siné = ZSiny > cosy 2 (Vy,6 €ER)

Podobny postup aplikujeme pro ziskani vzorce pro soucet dvou funkei kosinus.
cos(a + f) = cosa cos —sina sin 8
cos (@ — ) = cosa cos + sina sin 8
cos(a + B) + cos (¢ — B) =2cosacosf
a+pB=yANa—-=6

_y+6 _y—6

— A
a=—=NF==;

+6 )
= cosy +coséd = 2cosy > cosy > (Vy,6 €ER)

Vzorce pro rozdil goniometrickych funkci
sin(a + B) = sina cos + cos a sin §
sin (¢ — B) = sinacosf — cosasinf
Vzorce pro sinus souctu a rozdilu uhli tentokrat odecteme:
sin(a + ) —sin (¢ — B) =2 cosasinf
Op¢ét provedeme substituci a dosadime zpét do ziskané rovnice.
a+pf=yANa—-F=6

_y+5 _y—(S
a=—— A==

+4 =)
=>sin)/—sin5=2cosy2 siny2 (Vy,6 €R)
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Podobny postup pouzijeme i pro ziskani vzorce pro rozdil dvou funkci kosinus.
cos(a + f) = cosa cos —sina sin 8
cos (@ — B) = cosa cos +sina sin
cos(a + B) —cos (a — B) = —2sinasinf
a+B=yANa—-=6

y+46 y—20
=_/\ = —
a=—m= A==

+6 -6
= COSy — C0S O = —Zsiny > siny > (Vy,6 €R)

Vzorce pro polovicni thel

Nejdtive upravime vzorec pro kosinus dvojndsobného thlu. Nésledné pouzijeme

vzorec cos? f = 1 — sin® .
cos2f3 = cos? B —sin? B = (1 —sin? B) —sin? B = 1 — 2sin® B
Dalsi Gpravou dostaneme nasledujici vzorec, ktery dale upravujeme.

1—cos?2
sin? g = L0528

2
Sin = 2
/1 — cos 2
|sinﬁ| = Tﬁ

a

F=3

Provedeme substituci

a ziskame vzorec pro poloviéni Uhel.

a 1—cosa
=>|sm E|_ /T (Va € R)
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Pro ziskéani vzorce pro kosinus polovi¢niho uhlu tentokrat upravime vzorec pro

kosinus dvojnasobného Ghlu za pouZiti vzorce sin? § = 1 — cos? f3.
cos2f = cos? B —sin®? f = cos? B — (1 —cos?B) = 2cos? B —1

_cos2f+1
2

cos? B

cos2f +1
Jcos? B = Tﬁ

cos2f +1
|cos B| = /Tﬁ

a
substituce: f = 0

a cosa+1
ﬁ|cos E|= T(VaER)

Vzorec pro tangens polovicniho thlu dostaneme prostym vyuzitim pfedchozich

vzorcl pro sinus a kosinus poloviéniho uhlu.

|_ a 1—cos a
g|: sin 2|_\f 2 _jl—cosa_ 2 \/1—cosa
2

= =

|COS E| ’cosza+1

=>|t a|— 1_Cow(v #nm(2k+1), ke€Z)
8217 [T+cosa 57T '

e

2 cosa+1: 1+ cosa
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3.2.3  Odvozeni derivaci goniometrickych funkci
a) odvozeni derivace funkce sinus z definice limity s vyuzitim vzorct pro sinus souctu
thla sin(x + Ax) = sin x cos Ax + cos x sin Ax a zname limity
sinx

lim
x-0 X

o ~ sin(x + Ax) — sinx
(sinx) = Ahm

I sin x cos Ax + cos x sin Ax — sin x
= ]lm =
x—0 Ax Ax—-0 Ax
. cosxsinAx . sinAx
= lim ————— = cosx lim = CcoS X
Ax—-0 Ax

Ax—0

= (sinx) =cosx (Vx € R)

b) odvozeni derivace funkce kosinus z definice limity s vyuzitim vzorct pro kosinus
souctu Ghlt cos(x + Ax) = cos x cos Ax — sinx sin Ax a znamé limity
sin x

lim =1
x-=0 X

( Y = li cos(x + Ax) — cosx
cosx) = lim

cos x cos Ax — sinx sin Ax — cos x

= lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. —sinxsinAx ) . sinAx )
= lim ——— = —sinx lim = —sinx
Ax—0 Ax Ax-0  Ax
= (cosx) = —sinx (Vx € R)

€) odvozeni derivace funkce tangens s vyuzitim pravidla o derivaci podilu, sudosti
funkce kosinus, lichosti funkce sinus a vzorct

) . 5 sinx ) , ) )
cos“x +sin“x =1, tgx = o (sinx) =cosx, (cosx) = —sinx
. sinxy\ (sinx) (cos x) — (sinx)(cos x)’
(tg x) = ( ) = > =
cos x cos? x
(cosx)(cosx) — (sinx)(—sinx) cos?x + sin®x 1
B cos? x B cos? x "~ cos?x
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= (tgx) = ! (v ¢n(2k+1)kez)
8% = 052 x X735 ’

d) odvozeni derivace funkce kotangens s vyuzitim pravidla o derivaci podilu, sudosti

funkce kosinus, lichosti funkce sinus a vzorci

cosx , _
< (sinx) =cosx, (cosx) = —sinx

cos?x +sin?x = 1, cotgx =

(cotgx) (cos x)' (cosx) (sinx) — (cos x)(sinx)’
& sin x sin? x
(—sinx)(sinx) — (cosx)(cosx) —sin? x — cos? x
h sinZ x B sin? x B
—(cos?x +sin’x) -1
B sinZ x  sin?x

= (cotgx) = (Vx#kn, k€TZ)

sin? x

3.24  Prehled dalsich vlastnosti goniometrickych funkci

Tyto vlastnosti plati na defini¢nich oborech jednotlivych funkci a opiraji se 0 jiz
diive uvedené definice derivaci, integralt, limit, suprema, infima a snimi spojené

formulace popsané v kapitole 2.1.4 Vlastnosti funkci uvadéné na stiednich Skolach.
a) sinx
e (sinx) =cosx (Vx €R)
e [sinxdx=-cosx+c (VxER, c ER)
e lim,_ sinx neexistuje
e sup,cr(sinx) =max, cr(sinx)

e inf,cr(sinx) = min,cg(sinx)
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b) y =cosx

d y

(cosx) = —sinx (Vx €R)
[cosxdx =sinx+c (Vx ER,c ER)
lim,_,,, cosx neexistuje

sup,er (cos x) = max, g (cos x)

inf,cr(cos x) = min, g (cos x)

=tgx

(tgx) = (Vx * %(Zk +1), ke Z)

cos 2 x
[tgxdx = —In|cosx| + ¢ (Vx ;tg(Zk +1), kEZ c€ ]R)
limx_>(k_%)wr tgx = —o0, k EZ

limx_)(k%)n_ tgx =+, k €EZ

Sup,e4(tgx) = 400, kde mnozina A = D(tgx)

inf, 4 (tgx) = —oo, kde mnozina A = D(tgx)

= cotgx

-1

sin 2 x

(cotgx) = (Vx#km k€eZ)

[cotgxdx = In|sinx|+c (Vx #kmn, k €Z, c €R)
lim, 4 cotgx = +o0, k € Z

lim, ;,_cotgx = —o0, k € Z

sup,ep(cotgx) = 400, kde mnozina B = D (cotgx)

inf,cp(cotgx) = —oo, kde mnozina B = D (cotgx)
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3.3 Cyklometrické funkce*

Mezi cyklometrické funkce patiéi arkussinus, arkuskosinus, arkustangens

a arkuskotangens.

,»Cyklometrickymi funkcemi nazyvame inverzni funkce ke goniometrickym
funkcim. Protoze goniometrické funkce jsou ryze monotdnni jen na urcitych intervalech,

existuji inverzni funkce jen na téchto intervalech.“ (Bartsch, 1996, s. 376)
3.3.1  Arkussinus

Funkce sinx je spojitd v intervalu (—oo, o), ale neni na tomto intervalu ryze
monotonni. Pokud chceme k funkci sin x sestrojit inverzni funkci, musime obor funkce

sinx omezit na interval, v kterém je funkce sinx ryze monoténni. Zvolime interval
I= (—%, g). Funkce sinx je na intervalu I rostouci, min,¢; sinx = sin—g= -1
. . T
amaXxye Sinx = sin- = 1.
,,Funkce sinx Vv oboru <‘§' g) zobrazuje tento interval na interval (—1, 1).

Funkci inverzni k této funkci ozna¢ime znakem arcsin x.

Vintervalu (—1, 1) je funkce arcsinx rostouci a spojita.“ (Jarnik, Diferencialni
pocet (I), 1974, str. 202)

3.3.2  Arkuskosinus

Funkce cos x je spojita a klesajici v intervalu J = (0, ). Dale min,¢; cos x =
= cosm = —1lamax,e cosx =cos0 = 1.

,,Funkce cosx voboru (0, ) zobrazuje interval (0, ™) na interval (—1, 1).

Funkci inverzni k této funkci zna¢ime znakem arccos x.

V intervalu (—1, 1) je funkce arccos x klesajici a spojita. (Jarnik, Diferencialni
pocet (1), 1974, str. 204)

24 Zpracovano podle (Jarnik, Diferencialni pocet (I), 1974)
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3.3.3  Arkustangens

Funkce tgx je rostouci a spojitd v otevieném intervalu (—g g) Dale

limx_>_%+ tgx = — alimx_%_ tgx = oo.

,.Funkce tgx v oboru (—g g) zobrazuje interval (—g g) na interval (—co, ).
Funkci inverzni k této funkci zna¢ime arctg x.

V intervalu (—oo, o) je funkce arctgx rostouci a spojita.” (Jarnik, Diferencialni
pocet (1), 1974, str. 205)

3.3.4  Arkuskotangens

Funkce cotgx je klesajici a spojitd v otevieném intervalu (0, m). Daéle

lim, _,_y4 cotgx = o alim,_;_ cotgx = —oo.

,,JFunkce cotgx v oboru (0, m) zobrazuje tento interval na interval (—oo, o).

Funkci inverzni k této funkci nazveme arccotg x.

Vintervalu (—oo, ) je funkce arccotgx klesajici a spojita.“ (Jarnik,
Diferencialni pocet (I), 1974, str. 206)

obr. 15 obr. 16
|
\ W 4
N | 0000 e e A
l \+ )'aarffq{;;“"h\
nin N .
| \\ —————— e g N e —_
| .1..” I -1;1 ~
| k -
] 0 1 X 0 X
|
--’—rr | A_‘§\+ =ﬁ|"':1 L
2 | é(. ,
edi A A e e e e o
\ 1 -
v-é-ﬂ'

Grafy cyklometrickych funkci (obr. 15 a obr. 16) lze sestrojit pomoci osové
soumérnosti (s osou I. a Ill. kvadrantu) s grafy goniometrickych funkci na intervalech, kde

jsou tyto funkce ryze monotonni.
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3.4 Diferenc¢ni rovnice

Abychom se mohli zabyvat vyuzitim goniometrickych funkci v diferen¢nich
rovnicich, uvedeme nejdiive definice, které je nutné znat. Nejdiive definujeme diferenci
k-tého tadu, poté rozdélime diferencni rovnice do dvou typt. Dale definujeme linearné
zavislé a nezavislé funkce, linearni diferen¢ni rovnice. Prvni vyuziti goniometrickych
funkci nalezneme pfi vypoctu imaginarnich kotenti charakteristické rovnice. Uvedeme
postupy feseni linearnich diferen¢nich rovnic — metodu odhadu partikularniho feseni (kde
se opét budeme zabyvat aplikaci goniometrickych funkci) a metodu variace konstant. Na

zavér vyreSime vybrané tlohy vyuzivajici goniometrické funkce v diferen¢nich rovnicich.
3.4.1 Diference posloupnosti

Definici diference jsme wuvedli jiz v kapitole 3.1.3 Derivace. Diference

posloupnosti je tedy rozdil hodnot jejich dvou po sobé nasledujicich ¢lent.

Uvedeme vétu o souctu, soucinu, podilu diferenci a nasobeni diference realnou

konstantou:
,Necht' (y,,), (z,) jsou posloupnosti, C je konstanta. Pak plati:
(1) A +2,) = Ay, + Az,
(I A(Cy,) = CAyy,
(1) AQnzy) = YnBzy + 2, AYy + Ay, Az,

(V)

A (y_n) _ B9z — yu(8z)

Zn ZnZn+1

Diikaz: Dokazme napft. (IV):

A (y_n) — Yn+1 _ y_n — Yn+1Zn — YnZn+1 — Yn+1Zn — Ynin — (ynZn+1 - ynzn) _

Zn Zn+1 Zn ZnZn+1 ZnZn+1

_ (Ayn)zn —Yn (Azn) "

ZnZn+1

(Kanka a Henzler, 2000, s. 351)
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3.4.2 Vyssi diference posloupnosti

,,Diference Ay, ¢lent posloupnosti (y,) tvoii posloupnost (Ay,); z ¢lent této
posloupnosti 1ze opét vypocitat diference, tzv. druhé diference posloupnosti (y,).

Oznacime je A%y, ; definujeme tedy
A%y, = A(Ayy).
Zcela analogicky definujeme tieti diferenci
Ny, = AA%y,)
atd. Obecné definujeme k-tou diferenci:
k-tou diferenci posloupnosti (y,) v bodé n € N zna¢ime Ay, a definujeme takto:
(1) Pro k = 0 definujeme A%y, = y,.

(2) Necht jsou definovany diference az do (k — 1)-ni véetné, pak k-t4 diference je

definovana vztahem A*y, = A(A*"1y,).

Misto 7k-ta diference” téz fikame “diference k-tého fédu”.“ZS(Kaﬁka a Henzler, 2000, s.
351, 352)

3.4.3 Diference funkce

,Je dan bod x; a ¢islo h > 0. Necht funkce y = f(x) je definovana v bodech x, a x, + h.
Diference funkce f(x) v bod¢ x, je ¢islo f(xg + h) — f(x). Znacime

Af(x0) = f(xg + h) — f(xo)

a éteme ,,delta f(xq)“.

Cislu h ¥ikame diference argumentu nebo diferenéni krok. Bodu x, se ¥ika nékdy

pocatecni bod diference. (Pragerova, 1971, str. 9)

Déle se budeme zabyvat diferenci funkce.

2N, je mnoZina viech ptirozenych &isel véetns 0.
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3.4.4  Diferenc¢ni rovnice 1. typu

Pragerova (1971) d¢li diferen¢ni rovnice do dvou typu. Mezi rovnice prvniho typu

fadi difere¢ni rovnice k-tého fadu.

,Necht pro viechny x € M je definovana funkce f(x,y,Ay,A%y,...,Aky).

Rovnici tvaru

f(x,y,Ay, A%y, ...,Aky) =0,

ve které je neznamou funkce y = ¢(x), nazyvame diferen¢ni rovnici k-tého fadu a 1. typu

definovanou v M.

Zvlastnim ptipadem difere¢nich rovnic 1. typu jsou rovnice tvaru:

Ay = f(x),

«26

kde funkce f(x) na pravé strané neobsahuje neznamou funkci y.“= (Pragerova, 1971,

stranky 42, 43)

Difereéni rovnice A¥y = f(x) mize mit nekoneéné mnoho Feseni nebo Zadné
feSeni. Definice difereéni rovnice k-tého fadu a 1. typu je analogicka k definici

diferencialni rovnice, pokud nahradime difirence derivacemi odpovidajiciho tadu.
3.45 Diferencni rovnice 2. typu

Mezi rovnice druhého typu fadi Pragerova (1971) tyto difere¢ni rovnice:

,Necht’ je pro vSechna x € M definovana funkce g(x, Vi, Yit1r - Vrk), Kde

Vetj = @(x+j),j=0,1,..., k. Rovnici tvaru

I Yo Vst s Yerk) = 0,
ve které je nezndmou funkce y, = ¢(x), nazyvame diferen¢ni rovnici 2. typu definovanou

v M. Jestlize jsou v této rovnici koeficienty u y, a y,., pro vSechna x € M nenulove,

fikame, Ze rovnice je k-tého fadu.* (Pragerova, 1971, str. 45)

%M je neprazdna mnozina, pro kterou je funkce f(x) definovana ve vSech bodech x.
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Kazdou funkci y, = @(x), kterd splituje danou rovnici V x € M, nazyvame
feSenim rovnice v M. Defini¢ni obor funkce ¢ (x) musi obsahovat vSechna x € M a také

body x +1,x + 2, ..., x + k.
3.4.6 Linerané nezavislé funkce

,Rikame, Ze funkce @(x),@,(x), ..., 0 (x), spoleéné definované pro x € M,
jsou linearné zavislé v M, jestlize existuje aspon jedna konstanta C; # 0, i = 1,2, ..., k,

tak, aby pro vSechna x € M platila rovnice:

Cl¢1(x); +C, ¢2(x) + ..+ Cn¢n(x) = 0.

Neni-li tomu tak, pak fikame, Ze funkce @q(x),@2(x), ..., @, (x) jsou linearné

nezavislé v M .« (Pragerova, 1971, str. 48)
3.4.7 Linerarni diferenéni rovnice

,,Diferen¢ni rovnice tvaru

Qg (x)yx +aq (x)yx+1 + et a (x)yx+k = f(X),
kde f(x),aqg(x),a;(x),..., a;(x) jsou libovolné funkce proménné x definované v M,

pricemz ag(x) # 0 a a,(x) # 0 pro x € M, nazyvame linearnimi diferen¢nimi rovnicemi
k-t¢ho tadu s nekonstatnimi koeficienty s pravou stranou; ag, a4,.., @, hazyvame

koeficienty, f(x) nazyvame pravou stranou.

Jestlize vSechny funkce aq(x), a;(x),..,a,(x) jsou konstanty, fikame, Zze

rovnice ma konstantni koeficienty; pak budeme znacit ay(x) = ay, ..., a; (x) = a;.

Jestlize f(x) = 0 pro x € M, fikame, Ze rovnice je bez pravé strany, nebo Ze je
homogenni. V opa¢ném ptipadé mluvime o nehomogennich rovnicich nebo o rovnicich

S pravou stranou.

V dal$im oznac¢ime

k

Zajyx+,- =0 jako(l.)

j=0
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k

D @ yesy = fjako (IL)."

j=0
(Pragerova, 1971, str. 53)
Déle Pragerova (1971) uvadi obecné vlastnosti linedrnich diferen¢nich rovnic.
a) Existen¢ni véta pro linearni diferen¢ni rovnici
Existen¢ni vétu zde uvedeme bez dikazu.

,Necht' je dano k hodnot: y,, V.41, Vesk—1 Vk po sobé jdoucich bodech

Z defini¢niho oboru M linearni diferencéni rovnice (II.) k-tého fadu.

Potom existuje v M jediné feSeni rovnice (IL.), které nabyva piedepsanych
hodnot y., V.41, -, Vesx—1 Vdanych bodech c¢,c+1,..,c+k — 1. (Pragerova, 1971,
stranky 55, 56)

b) Homogenni rovnice (I.) a fundamentalni systém FeSeni

,Rikame, Ze funkce @q(x),@,(x), ..., @, (x), které jsou partikularnim feSenim
homogenni rovnice (I.) v mnoziné M = {xq + n},—, tvoii fundamentalni systém feSeni,
jestlize jsou funkce ¢@1(x), @,(x), ..., i (x) linerané nezavislé v M.« (Pragerova, 1971,
str. 58)

c) Obecné FeSeni homogenni rovnice (I.)

,»Necht' funkce @q(x),..., o, (x) tvoii fundamentalni systém feSeni homogenni
rovnice (I.) v M. Necht' ¢(x) je libovolné partikularni feSeni rovnice (I.) v M. Potom

existuji konstanty Cy, ..., Cy, tak, ze

k
00 =) Gy ()
i=1

prox € M = {x + n};_,.“ (Prgerova, 1971, str. 59)

Tato véta je opét uvedena bez dikazu.
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d) Sestaveni diferen¢ni rovnice z fundamentélniho systému

V tomto bodé¢ feSime opacnou ulohu — je dan fundamentalni systém feSeni

homogenni diferen¢ni rovnice a my mame tuto rovnici sestavit.
e) Rovnice s pravou stranou (I1.)
,Necht' Y, = Zj’-"‘=1 G ;(x) je obecné feSeni homogenni rovnice (l.); necht

Z, = P (x) je partikularni feSeni nehomogenni rovnice (l1.) s pravou stranou f(x). Potom

obecné feseni rovnice (11.) je funkce
Yo =Y + 27,7
(Pragerova, 1971, stranky 62, 63)

Tuto vétu uvadime bez dikazu, vyuZijeme ji ale v jedné z aplikacnich uloh

v kapitole 3.4.11 Aplika¢ni Glohy v diferenénich rovnicich.
f) Partikularni FeSeni uréené pocate¢nimi podminkami
Ozna¢me k po sob¢ jdoucich boda z oboru rovnice M - x4, x5, ..., xj. Tyto body
nabyvaji hodnot y,, = Y;,y,, =Y, ..., ¥y, = Y — to jsou pocate¢ni podminky a z téch Ize
jednoznac¢né urcit konstanty Cy, ..., Cj.. (viz (Prégerové, 1971))

3.4.8 Postup reSeni homogenni linearni diferecni rovnice

s konstantnimi koeficienty
,,Hledame netrivalni feSeni rovnice:

AQoYx T A1 Yx41 T+ Yk = 0, (IH-)

kde ay, ay, ..., a; jsou dané konstanty, ag # 0,a;, # 0,atoprox =xy,+n,n=20,1,2, ...
Predpokladejme, ze partikularni feseni rovnice (III.) lze psat ve tvaru y, = A1*, kde 1 je

jista konstanta. Tuto konstantu A vypo¢itame dosazenim y, = A* do (l11.):
agA* + ay AT + o 4 @ A¥ TR =0,

Protoze hledame netrivalni feseni, je ¥ # 0 a muzeme rovnici délit funkci 1*. Dostaneme

ap + a; A+ +a, Ak =0.  (IV.)" (Pragerova, 1971, str. 64)
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Kofeny algebraické rovnice (IV.) mohou byt redlné (jednoduché nebo

vicenasobné) nebo imaginarni (jednoduché nebo vicenasobné).

,,Rovnici

GV =0

-

j=0
nazyvame charakteristickou rovnici diferenéni rovnice

k

Za,- Yeij = 0.7

j=0
(Prégerova, 1971, str. 65)

Ve své bakalaiské praci se dale budu zabyvat ptipady, kdy ma charakteristicka

rovnice imaginarnimi koteny. Zde nalezneme dalsi vyuziti goniometrickych funkci.
3.49 Imaginarni koreny charakteristické rovnice

V této kapitole budeme pouzivat nasledujici znaceni:
e algebraicky tvar komplexniho &isla: z = a + i3, kde a je realnou Casti a f je
imaginarni ¢asti komplexniho Cisla;
e goniometricky tvar kompexniho ¢isla: z = r(cos w + isin w), kde

r=ya?+p*=0, a=rcosw, f =rsinw, w je argument komplexniho ¢isla,
B
tga = — & a = arctg —;
& a &

e pro a budeme pouzivat hodnoty z intervalu (—r, ).

,Ma-li polynom

k

P =) a¥

j=0

sredlnymi koeficienty komplexni kofen A; = a +if, pak ma i kofen 1, = a —ip

komplexné sdruzeny s A;.“ (Pragerova, 1971, str. 70)
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Pro libovolna «, B plati
e*+h = e%(cos B +isin )
ajelikoz r = e, pak dostaneme
z=r(cosw +isinw) = eM7el® = gnmHo,
,»,Necht ma charakteristicka rovnice imaginarni kofeny 4; , = r(cosw * isin w).
Pak ma ptislusna homogenni diferen¢ni rovnice tato linearn¢ nezavislé partikularni feseni:
@1 (x) = r* cos wx, @,(x) = r*sinwx,
a jejim feSenim je
@12(x) = r*(Cy cos wx +C; i sin wx),

kde C;, C; jsou libovolné konstanty.“ (Pragerova, 1971, str. 71)

3.4.10 Postup reSeni linearni diferencni rovnice

s konstantnimi koeficienty s pravou stranou

V této kapitole se budeme zabyvat rovnicemi ve tvaru

k

Z G Yeyj = f(X),

j=0
kde ay, ..., a; jsou konstanty, a, # 0 a a;, # 0. Tyto rovnice mizeme fesit bud’ odhadem

partikularniho feSeni, nebo metodou variace konstant.

,Pro oba postupy je tfeba nejprve nalézt obecné feSeni pfisluSné diferencni

rovnice bez pravé strany, které, jak jiz vime, je funkce tvaru

k
Vo= Goy@.

j=1

Pro obecné feseni homogenni rovnice budeme nyni uzivat znaceni Y, na rozdil od
hledaného obecného feseni rovnice s pravou stranou, které budeme znacit y,.“ (Pragerova,

1971, str. 79)
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Metoda odhadu partikularniho reSeni

,»Této metody pouzivame jen pro specialni pravé strany f(x), a to pro funkce

f (x) utvoiené sou¢tem nebo soucinem z funkci k, x™, sin ax, cos ax, jako jsou napf.

f(x) = B (x),

kde B, (x) je polynom stupné n,

f(x) = B.(x)q",

nebo
f(x) = B,(x) sin ax,
nebo
f(x) = B,(x)q™ cos ax
apod.

ProtoZe tyto funkce maji tu vlastnost, Ze jejich diference 1., 2., ... azZ k-tého fadu
ajejich linearni kombinace jsou opét funkce téhoz typu, usuzujeme z toho, ze plati

I obracen¢; zname-li vyslednou funkce f (x), utvotfenou souétem

k

Z q,Zx-l_]’

j=0
(tj. utvofenou linearni kombinaci), pak funkce Z, je stejného typu jako f(x).“
(Pragerova, 1971, str. 80)

Funkci Z, ur¢ime tak, Ze dosadime odhadnuty tvar Z, s neurcitymi koeficienty
(ziskané porovnanim s koeficienty pravé strany f(x)) do zadané diferenéni rovnice.

Funkce
yx = Yx + Zx

je pak obecnym feSenim dané diferen¢ni rovnice s pravou stranou.
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,,Je dana rovnice s konstantnimi koeficienty:

k

Z Qi Yyyj = B (x)q" cos ax,
=0

kde B, (x) je polynom stupné n = 0, pfi¢emz muze byti g = 1 nebo a = 0.
a) Necht ma charakteristicka rovnice kofeny
A # q(cosa + isina).
Pak je partikularnim feSenim dané rovnice funkce tvaru
Z, = [0Q,,(x) sinax + R, (x) cos ax]q”,
kde Q,(x) a R, (x) jsou jisté polynomy stupné n.
b) Necht charakteristicka rovnice ma nektery kofen
A = q(cosa +isina),
a to s-nasobny, s > 1. Pak je partikularnim feSenim dané rovnice funkce tvaru
Z, = x°[Q,,(x) sinax + R, (x) cos ax]q*."
(Prégerova, 1971, str. 84)

Metoda variace konstant
,Necht’ obecné feSeni rovnice Z}‘:O a;x,4; = 0 je funkce
k
Yx = Z C} q)j (X)
j=1

Hledejme feSeni rovnice

-

A Xxtj = f (x)
j=0
spravou stranou f(x), a to ve tvaru, které se lisi od obecného feSeni Y, piislusné

homogenni rovnice jen tim, ze C; nebudou konstanty, ale jisté funkce proménné x, tj.

-
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budeme psat ¢ = G (x); této zméné konstant ve funkce iikdme variace konstant.

(Pragerova, 1971, str. 86)
3.4.11 Aplikaéni Ulohy v diferen¢nich rovnicich

V. Priklad:
»Stanovte diference posloupnosti:
(@ (5n2 - 3n+1)
(b) (n(n + 1))
(©) (n3")

(d) (cos (n3)). "(Kaiika a Henzler, 2000, . 369)

Reseni:
(a) A(5n* —3n+1) = A(5n%) — A(3n) + A(1) =
= 5A(n?) — 3A(n) + A1) =
=5((n+1?*-n?)-3((n+1)—n)+0=
=5((n*+2n+1)—-n?)-3=
=10n +2
(b) A(n(n+1))=(n(n+2) —In(n + 1)) =
= (n59)
(c) A(n3") = ((n+ 1)3"*1 —n3") =

=3"Bn+1)—n) =

=3"(2n + 3)

(d) A (cos (n %)) = (cos ((n +1) g) — cos (n E)) =
(oo ) -mD)

6 6 6

[©))
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= (cos (n g) cosg —sin (n g) sing — COS (n g)) =

- (Freos (1) = gn (1) s (n5) -

= (? - 1) cos (ng) - %sin (ng)

V1. Priklad:
,Rovnici 1. typu A%y — 3Ay = x s krokem h = 1 pfeved’te na rovnici 2. typu.
Reseni:
Dosadime

AY = Yoi1 + V0, 82y = Voio — 2V511 + i
do dané rovnice a dostaneme

(yx+2 - 2yx+1 + yx) - 3(3’x+1 - yx) = X.
Hledany tvar je

Yx+2 = 5Y1 4y, = x.
Je to rovnice 2. fadu pro vSechna x € (—oo, ). (Pragerova, 1971, str. 45)
VII. Priklad:
,Preved’te danou diferencni rovnic na tvar neobsahujici diference:
A%y, — 3Ay, + 5y, = 2™." (Katika a Henzler, 2000, s. 369)

Reseni:

Nejdiiv pouZzijeme vzorec pro vypocet k-té diference Aky, = A(A*1y,) a poté
upravime rovnici.

AWn+1 = Yn) = 3Vnt1 = Yn) + 5y, = 2"
Yn+2 = Yn+1 = Ynt1 + Yo = 3Yn41 = 3Yp + 5y, = 27

Yn+2 — 5.’yn+1 + 9yn =2"
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VIII. Priklad:
., Vypocitejte obecné feSeni rovnice:
Y2 T4y = 0.
Charakteristicka rovnice je

A+4=0,

11'2 == i21

. e rowr - 7 A oM ™ 7o
Ryze imaginarni ¢islo 2i mar = 2, w = - Tedy obecné fesenti je

Ve = 2% (Cl cosgx + G singx)."
(Pragerova, 1971, str. 71)
IX. Priklad:
., Vypocitejte obecné feseni pro x = xo + n, kden =0,1,2, ...:

Veiz + 4y, = 24/3y,1" (viz (Pragerova, 1971, str. 97))

Hleddme obecné feSeni této diferencni rovnice. Nejdiive napiSeme charakteristickou

rovnici:
22 +4=2V31
22 —2V31+4=0
Dostali jsme kvadratickou rovnici s nezndmou A, jejimiz kofeny jsou
Mz =vV3+i

Imaginarni kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni &isla A;, = V3 +i. Pro

vypocet absolutni hodnoty komplexniho ¢&isla dosadimea =+/3 a f =1 do vzorce

r =, a? + B? aziskame
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Pro ziskdni obecného fesSeni této diferencni rovnice jesté potiebujeme spocitat thel w.

Pouzijeme vzorce « = rcosw, f = rsinw.

a=71cosw p =rsinw
\/§=2cosw 1=2sinw
V3 nw=_
Cosw = — smw—z
2

T

= w=-

“~%

Vysledné obecné feseni zapiSeme Ve tvaru

X T T
Ve = 2 (61 smgx + C; cosax).

X. Priklad:

Najdéte obecné a partikularni feSeni linearni diferen¢ni rovnice 2. typu s konstantnimi

koeficienty se specialni pravou stranou:
. 1-[ . 7 7
Vo1 + 2y, = 2% smgx viz (Pragerova, 1971,s.97)

JelikoZ je prava strana ve tvaru P, (x)q" sin ax, budeme ptredpokladat, ze Z, je

funkce t€hoz tvaru, tj. Ze

Z, = in~ b T 2%
x—(asmgx+ COSEX) .

Dosadime do zadané diferenéni rovnice

I I x+1 I T 25| = 2% gin &
[asm6(x+1)+bcos6(x+1)]2 +2[(a51n6x+bcos6x)2 ]—2 sin—x

. . . p , 1 P z p
Rovnici vynasoblme vyrazem o a voprvnl zavorce roznasobime argumenty

u goniometrickych funkci

[asin (gx +g) + b cos (gx +g)] 242 [(asingx + bcosgx)] = singx
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Dale pouzijeme vzorce pro soucet thlu goniometrickych funkci a upravime danou

rovnici

2a (sinEx cosE + cosEx sinE) + 2b (cosEx cosE - sinEx sinE) +
6 6 6 6 6 6 6 6

+2asinsx + 2b cos—x = sin—
asin—x COS—X = SIn—Xx
6 6 6

. . _ V3, . 1
Do rovnice dosadime znamé hodnoty cos% =a sm% =

20 (P sinx 4 Leos T )+ 25 (PeosTx - LeinTx ) 4
a > Sln6x 2COS6x ) COS6x 251n6x

+2asinsx + 2b cos—x = sin—
asin—x COS—X = SIn—Xx
6 6 6

Roznasobime zavorky

V3asinex + N +V3bcos—x — bsinex + 2asin—x + 2b cos—x = sin—
asm6x acos6x COS6X 51n6x a51n6x COS6X—SIH6X

r v . . T TC
Na levé strané rovnice vytkneme sin sXxacosx

(V3a—b + 2a) singx + (a+V3b +2b) cosgx = singx

Nyni porovndme Kkoeficienty u singx a cosgx na obou strandch rovnice

a dostaneme
V3a—b+2a=1Aa+V3b+2b=0
Z prvni rovnice vyjadiime b:
b=+3a+2a-1
Dosadime b do druhé rovnice:
a+V3(V3a+2a—-1)+2(V3a+2a—1)=0

Po tpravé dostaneme

NI
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Nyni dosadime a do vyjadienéhob a ziskdme tim hodnotu b:

:«/§—2

b="3

Obecné feseni zapiSeme ve tvaru

™ i1
y, = 2% (C1 coszx + C; sinix).

Hledané partikularni feSeni je

1 = V3-2 i1
Z, = [—sin—x +< )cos—xl 2%,

4 6 4 6

3.5 Diferencialni rovnice

V této kapitole se sezndmime s diferencialnimi rovnicemi, jejich typy a metodami
feSeni. Ddle se podivame, jaké zastoupeni zde maji goniometrické funkce a jak se jich
vyuziva v konkrétnich Ulohach. Budeme se zabyvat diferencialnimi rovnicemi prvniho
fadu, linearnimi diferencialnimi rovnicemi, rovnicemi se specidlni pravou stranou.
Uvedeme tifi metody feSeni diferencidlnich rovnice — metodu separace proménnych,
metodu variace konstant a metodu neurcitych koeficienti. Na zavér se budeme zabyvat
linearnimi diferencialnimi rovnicemi druhé fadu s konstantnimi koeficienty s nulovou

pravou stranou a se specialni pravou stranou — zde opét vyuzijeme goniometrické funkce.
3.5.1 Obycdejna diferencialni rovnice

,Obycejnou diferencidlni rovnici rozumime takovou rovnici, ktera obsahuje
alespoil jednu derivaci neznamé funkce jedné proménné; krom¢ derivaci nezndmé funkce
muZe obsahovat také nederivovanou nezndmou funkci a zndmé (tj. dané) funkce téze

proménné.” (Hradilek a Stehlik, 1990, s. 335)

Radem diferencialni rovnice je fad nejvyssi derivace. ReSenim takového rovnice
na otevieném intervalu [ je kazda funkce jedné proménné a jeji derivace, pokud po
dosazeni do ptvodni diferencidlni rovnice vyjde rovnost pro vSechna x € . Partikularni

feSeni diferencialni rovnice je takové feSeni, které neobsahuje Zadnou libovolnou
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konstantu. Obecné feSeni diferencialni rovnice obsahuje n libovolnych a vzdjemné

nezavislych konstant, kde n je fad této rovnice (viz Hradilek a Stehlik, 1990).
3.5.2 Diferencialni rovnice prvniho radu

,Budiz dana funkce F tii proménnych, které oznacime x,y, y . NapiSme rovnici

F(x,y,y)=0. 1)

o~

Hledame-li funkci f jedné proménné definovanou pro vSechna x zintervalu J, kterd
splituje implikaci
xESﬁF(x,f(x),f'(x))=0, 2

potom pravime, Ze (1) je diferencidlni rovnice prvniho fadku. Kazdou funkci f spliujici
implikaci (2) nazyvame feSenim diferencialni rovnice (1) v intervalu 3.* (Horsky, 1973,
str. 287)

,,Oznac¢ime-li hledanou funkci y = y(x), ptip. y, mizeme uvést jako jednoduchy

piiklad diferencidlni rovnici
y' —2x =0,
tj. y =2x. Vsechna jeji feSeni jsou viechny primitivni funkce k funkci 2x, tzn.
y=x?>+cx€R,
pro kazdé ¢ € R.

Je-li dana tzv. pocateéni podminka, tzn. pro danou hodnotu x, € R je dana
odpovidajici funkéni hodnota y(x,) = y, funkce y = x? + ¢, miizeme rovnou z rovnice
vypogitat specialni hodnotu konstanty ¢ = y, + x4 a po jejim dosazeni do y = x? + ¢

vyjadfit partikularni feSeni rovnice ve tvaru

y = x% + y, — x2.% (Hradilek a Stehlik, 1990, s. 335, 336)
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3.5.3  Metody reSeni diferencialnich rovnic

Metoda separace proménnych

,Necht ¢ a1y jsou spojité funkce. M&jme dale diferencidlni rovnici tvaru

ey = (). 3)
Je-li y = y(x) feSenim této rovnice, potom podle véty o integraci substituci z rovnice (3)

plyne
Jo)dy = [¢p()dx +C, (4)

kde C je konstanta. Tento postup si lze snadno zapamatovat takto: Zavedeme-li do rovnice

(6) diferencialy, potom z (3) plyne

@(y)dy = P(x) dx. (%)

Integrovanim pak dostaneme (4). Tradi¢né se pouziva slovniho obratu, Ze v rovnici (3)

a (5) jsou proménné separovany.* (Horsky, 1973, stranky 288, 289)
Metoda variace konstant

.Nejprve najdeme obecné feseni y = Ce™P@ P (x) = p(x) (C € R) prisluiné

homogenni line&rni diferencialni rovnice

y +p()y =0.
Konstantu C nahradime neznamou funkci z a vyraz

y = z(x)e "™

dosadime do nehomogenni rovnice

2 e "™ — zp(x)e™P™ + zp(x)e "™ + q(x) = 0
neboli
P(x)

z = —q(x)e

Odtud vypocteme pomocnou funkei:

z= —fq(x) eP™dy;
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pak

y = —eP™ [ q(x) eP®dx." (Bartsch, 1996, str. 656)
3.5.4  Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

,,Rovnice tvaru

y +yp(x) =qx) (6)

nazyvame linearnimi diferencialnimi rovnicemi prvniho fadu. Nahradime-li funkci q, ktera

je prave stran¢ této rovnice, nulovou funkci, dostaneme rovnici
y +ypx) =0. ()
Rovnici (7) nazyvame zkracenou rovnici piislusnou k rovnici (6).

Piedpokladejme, funkce p,q jsou spojité v intervalu J. ProtoZze se ve vypoctu

budou objevovat ¢asto vyrazy typu e, kde u bude slozity vyraz, zavedeme toto oznaceni:
e = exp u.
Odtud plyne, Ze plati:

exp(u +v) = (expu)(expv); explnu=u (u> 0);

Z vlastnosti exponencialni funkce dale plyne: Je-li u funkce majici v intervalu J derivaci,

potom pro derivaci slozené funkce exp[u]?7 plati
{exp[u]} = u'exp[u]." (Horsky, 1973, str. 294)

Proménné z rovnice (7) Ize separovat nasledujicim zpisobem:

1
;dy = —p(x)dx = In|y|dx + C; = —Jp(x) dx+C, =

= |y| = exp (—fp(x) dx + Cl) = exp C; exp [—fp].

%" Obecné je funkce g je vnitini funkce definovana v oboru 9, pro kazdé x € M lezi funkéni hodnota
y = g(x) v mnozing U. Pak ke kazdému x € M lze piitadit ¢islo f (g (x)). Horsky (1973) oznacuje slozenou
funkei f(g(x)) jako f[g]. (viz Horsky, 1973)
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Necht C, = exp C; a C = £C,, pakC je konstanta, ktera muize nabyvat libovolné

redlné nenulové hodnoty. Potom ze vzorce pro |y| plyne

y=Cexp[-[pl (8)

Déle zjistujeme, zda existuji jesté jina feSeni rovnice

|- [ ]

V x € 3 jetedy v(x) > 0. Derivace funkce v je dana
v = —pv.
Pak existuje funkce g (definovand v intervalu 3J) takova, ze plati
Yy =gv.
Pokud dosadime tuto funkci do rovnice (6) ziskdme
(gv) +gvp=gv+gv +gvp=gv—gvp+gvp=q

9
=9 :;:CIGXP[IP]'

o= (o)) +<

kde C je libovolna konstanta. Funkce y je tedy ve tvaru
y=gv=I[(qexp[fp])+Clexp[-[p]. ©)
(viz (Horsky, 1973, stranky 294, 295))
3.5.5 Diferencialni rovnice vyssich radua
,Obecny tvar diferencialni rovnice n-té¢ho fadu je

y(n) _ g(x, y'y” ___’y(n—l)).

Stejné€ jako u rovnic prvniho fadu mluvime i zde o integralu této rovnice® v intervalu 3. Je

to funkce y, které pro kazdé x € J spliuje rovnici

%8 Reseni diferencialni rovnice se &asto nazyva jejim integralem. (viz Horsky, 1973)
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y® () = g (00,5 @), .,y D (@))."
(Horsky, 1973, str. 297)

3.5.6  Linearni diferencialni rovnice druhého radu
s konstantnimi koeficienty a s nulovou pravou

stranou

,»M¢&jme rovnici

y' +by +cy=02 (10)
Ptedpokladejme feSeni ve tvaru

y = e (x je proménna), (11)

kde 2 je komplexni*®. Funkce (11) je komplexni funkei jedné realné proménné, v piipads
realného A je realnou funkci. Podle cviceni 17.4°! je

"

y =2e™,y" = 1%,

Dosadime-li funkce (11) do rovnice (10), dostaneme (po zkraceni &initelem e**)

rovnici
A2+ bl+c=0. (12)

Rovnice (12) se nazyva charakteristicka rovnice piislusna k rovnici (10). Funkce
(11) je integralem rovnice (10), kdyz a jen kdyz konstanta A vyhovuje rovnici (12).
(Horsky, 1973, str. 301)

Podle hodnoty diskriminantu charakteristické rovnice rozliSujeme 3 pﬁpady:32
[1]1D >0

,Kdyz b?> — 4c > 0, potom rovnice (12) ma dva realné od sebe rizné koteny

#p, ¢ jsou konstanty

%02 je komplexni konstanta

31 Cviceni 17.4 Cvigeni binomické rovnice v komplexnim oboru (Horsky, 1973, str. 276)

%2 Pro lepsi prehlednost prace uvedeme konkrétni ulohy piimo u definic jednotlivych piipadii rozd&leni podle
znaménka diskriminantu.
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Rovnice (10) ma integrély

(Horsky, 1973, str. 301)
,,Mame fesit rovnici
y” — 3y’ + 2y = 0.
Reseni: Pislugna charakteristicka rovnice
A>—=31+2=0

ma dva realné od sebe rizné koteny 44 = 2,1, = 1, které vedou ke dvéma partikularnim
linearné nezavislym integralim y; = e?*,y, = e*. Obecnym integralem piedloZené

rovnice je vzorec
y = Cie%* + C,e*."
(Horsky, 1973, str. 302)
[21D=0

,Budiz za druhé b? — 4c = 0. Charakteristicka rovnice (12) ma v tomto piipadé

dvojnasobny koten

Rovnice (10) ma integral y; = e?0*. Dalim integralem rovnice (12) je funkce y, = xe’o*,

Plati totiz

x(b? — 4c)

yy 4 by, + cy = eho¥ <2)10 +b-— 2

>=eAOX-0=0."

(Horsky, 1973, str. 301)
,,Mame feSit rovnici

y” —4y' +4y = 0.
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Resenti: Prislusna charakteristicka rovnice
A —41+4=0

ma jediny dvojndsobny kofen A, =2, kterému odpovidaji dva linedrné nezdvislé
partikularni integraly y; = e%*,y, = xe?*. Obecnym integralem ptedlozené rovnice je

vzorec
y = C;e** + C,xe?*."
(Horsky, 1973, str. 302)
[B]1D <O

,Budiz posléze b? — 4c < 0. V tomto pfipadé ma charakteristicka rovnice (12)
dva imaginarni komplexn¢ sdruzené koteny. Je-li A = a + if jednim z téchto kofent (, B

realnd, B # 0), potom rovnice (10) ma komplexni integrél
el@Hif)x — gax gifx — 0@ (cos Bx + i sin Bx).
Funkce

= e*™ cos Bx,y, = e* sin fx
1 2

jsou realné integraly rovnice (10).“ (Horsky, 1973, str. 302)
Funkce y; a y, jsou linearné nezavislé a obecnym integralem rovnice (10) je tedy vzorec
y =Gy + Gy
,,Mame feSit rovnici
y" —2y +10y = 0.
Reseni: Piislugna charakteristicka rovnice
A2—=21+10=0

mé dva imaginarni komplexné sdruZené koteny A;, = 1= 3i, takZe y; = e* cos3x,
Yy, = e*sin3x jsou dva linedrn€ nezavislé partikularni integraly. Obecnym integralem

ptedloZené rovnice je vzorec

y = C1€* cos 3x + C,e* sin 3x." (Horsky, 1973, stranky 302, 303)
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3.5.7 Linearni diferencialni rovnice druhého radu
s konstantnimi koeficienty a specialni pravou

stranou

,Linearni rovnice druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty, rozfesena podle y
ma tvar
y" +ay +by = R(x), (13)

kde a,b jsou dané konstanty a R = R(x) danad funkce spojita v otevieném intervalu J.
Rovnici (13) Ize fesit elementarnimi metodami tak, ze vyfeSime nejprve rovnici bez pravé

strany, ktera ptislusi rovnici (14), tzn. rovnici
y +ay +by=0 (14

a k jejimu obecnému feSeni pficteme libovolné feSeni rovnice (13). (Hradilek a Stehlik,

1990, s. 353)

Rovnici (13) 1ze fesit metodou neurcitych koeficientu.
Metoda neurc¢itych koeficienti

,Reseni rovnice (13) metodou neurcitych koeficientll je mozné, jestlize prava

strana ma tvar

R(x) = e [P(x) cos fx + Q(x) sinxf], (15)
kde h,B jsou realné konstanty a P, resp. Q@ dané polynomy stupné p, resp. q
(p,q € NU{0}), pfiCemZ jedna nebo ob& konstanty h, 8 mohou byt rovny nule a jeden
z polynomii P, Q muze byt nulovy.” (Hradilek a Stehlik, 1990, s. 357)
Vyuziti goniometrickych funkci se zde vztahuje na ptipad, Ze prava strana rovnice
(13) mé tvar (15) a P, resp. Q jsou polynomy p-tého, resp. g-tého stupné, ¢islo h + i je
k-nasobnym kotfenem charakteristické rovnice. Pak existuje partikularni feSeni rovnice

(13) ve tvaru

y = x*e"*[M(x) cos Bx + N(x) sin fx].33

33? je oznaceni pro partikularni feSeni
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M,N jsou polynomy nejvyse r-tého stupné, kde r = max(p,q). Pokud ¢islo
h +iB neni kofenem charakteristické rovnice, pak k = 0. (viz Hradilek a Stehlik, 1990, s.
357))

Véta o obecném reSeni diferencialni rovnice (13)

,Obecné fteseni diferencidlni rovnice (13) se rovna souctu obecného feSeni
odpovidajici rovnice (14) a libovolného partikularniho feSeni y rovnice (13).” (Hradilek

a Stehlik, 1990, s. 356)
XI. Priklad:
Piiklad je pfevzat z vlastnich pozndmek z prednasek a cviceni Matematicka analyza 3.
Reste diferencialni rovnici
y" - 3y' + 2y =10cosx
metodou neurcitych koeficientt.
Reseni:
Charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice bez pravé strany mé tvar
A% — 31+ 2 = 0 ajeji kofeny jsou 4; = 1,1, = 2. Prava strana dané diferencialni rovnice
ma tvar (15), kde h =0,8 =1,P(x) = 10,Q(x) = 0 pro kazdé x. Protoze ¢islo i neni

kofenem charakteristické rovnice, je k = 0 a’y zvolime ve tvaru
y = Acosx + Bsinx.
Pro uréeni nezndmych koeficientii A, B vypocteme derivace

y = —Asinx + B cosx,

"

y = —Acosx — Bsinx.

Tyto spoéitané derivace dosadime i s funkci y do dané diferenciélni rovnice

a ziskame rovnost
(34 + B)(sinx) + (A—3B)(cosx) = 10cosx (V x € R).

Déale porovnavame koeficienty u sinx a cosx na obou stranach rovnice a tim

zisk&me soustavu rovnic
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3A+B =0,
A—-3B =10,
jejimz feSenim jsou CislaA = 1aB = —3.
Partikularni feSeni y je tedy ve tvaru
y = cosx — 3sinx.

Obecné feSeni dané diferencidlni rovnice je podle Véty o obecné feSeni diferencialni

rovnice (13) ve tvaru

y = c;e* + c,e?* + cosx — 3sinx (cy,c; € R).
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4 Zavér

Ve své préci jsem ukazala vybrané oblasti matematiky, ve kterych se vyuziva
goniometrie. Jelikoz rozsah této prace neumoziiuje plny vycet vSech oblasti, zabyvala jsem

se predevsim trigonometrii, komplexnimi Cisly a diferencnimi a diferencidlnimi rovnicemi.

Bakalaiska prace je vytvorena jako ptfehled vybranych znalosti o goniometrii,
které studenti ziskavaji na raznych stupnich $kol, a je délena do dvou hlavnich &asti -
goniometrie na stfednich a na vysokych Skolach. Uvedeny jsou i historické zajimavosti

0 vzniku goniometrie.

Prace je pfinosna pfedevsim pro studenty stfednich a vysokych Skol, ale i1 pro dalsi
Ctenare, kterym nabizi souhrnny piehled nékterych vybranych oblastni goniometrie a jeji

aplikaci v nékterych konkrétnich tlohéch.
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