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Kapitola 1

Uvod

Ukolem této préce je upravit dva medicinské snimky (konkrétné snimky z CT
angiografie) tak, aby co nejlépe licovaly. Medicinské obrazy jsou obrazy porizené
lékarskymi pristroji jako je pocitacova tomografie, magnetickd rezonance, ultra-
zvuk a dalsi. Obvykle lékat pracuje s nékolika snimky téhoz pacienta, které mohly
byt potizeny v ruznou dobu, ruznymi piistroji nebo pred a po zavedeni kontrastni
latky. V téchto pripadech pomuze slicovani obrazu tim, ze 1ékat zjisti vice infor-
maci o pacientovi. Naptiklad zménu velikosti a tvaru nadoru, rozsiteni poskozeni
mozku pii Alzheimerové chorobé, ¢i sledovani prutoku krve v cévach a na zdklade
téchto informaci muze 1ékar planovat tieba slozité operace mozku. Tedy samotné
slicovani, neboli registrace, je obvykle prvnim krokem k neprebernému mnozstvi
lékarskych postupu a na jejich vysledcich muze ¢asto zaviset i zivot pacienta.

V této praci nelze nalézt zadné nové metody ani prevratné vysledky. Jeji funkei
je seznamit Ctenare s jiz znamym problémem a jeho fesenim, to vSe spravné mate-
maticky popsat a popsany model implementovat. Implementace nésledné ukéaze
nedostatky mezi krasnou teorii a tvrdou realitou. Toto zjisténi donuti clovéka
nejen metodu pouzit, ale hlavné pochopit, diky ¢emuz je schopny takzvané ”vidét
do problému”a provadét nasledné upravy, které vedou k lepsim vysledkum.

V textu se nejprve podivame, jak vznikaji a vypadaji obrazy s nimiz budeme
pracovat. Dale si vysvétlime pojem registrace, uvedeme piiklady transformaci
mezi obrazy a také metody interpolace, které musime pii nékterych transfor-
macich obrazu vyuzit. Poté se podivame, jak pomoci metody fazové korelace
zjistit posun a otoceni mezi jednotlivymi obrazy. Tuto metodu si peclivé od-
vodime, popiseme jeji princip a modifikujeme ji tak, aby co nejlépe fungovala
na nasich snimcich z angiografie. Nakonec jesté vyzkousime dvé metody, které
se z téchto dat urcit posunuti a otoceni presnéji nez samotna fazova korelace.
V téchto dvou metodach vyuzijeme problém nejmensich ¢tvercu a singularni roz-
klad a principy metod samoziejmé matematicky podlozime. Na zavér uvedeme
vysledky nékterych testu a zhodnotime uc¢innost metod.



Kapitola 2

Pocitacova tomografie

Pocitacovda tomografie neboli CT (Computed Tomography) je lékaiska
vySetfovaci metoda, jenz pracuje na principu rentgenovych paprsku. Jak jiz ndzev
napovida, tomos je v ¢eském piekladu fez a graphein je psat, zobrazuje tomogra-
fie objekty pomoci fezti. Hlavnimi souc¢astmi pristroje jsou Gantry, ridici a zob-
razovaci pocita¢ a stul pro pacienta. Gantry se jesté sklada z rentgenky pevné
spojené s detektory. Pti vySetieni z rentgenky vychazi svazek zatreni, ktery pro-
jde télem pacienta a je zachycovan detektory. V detektorech se zaznamenava
mnozstvi dopadajicitho zareni, které je nasledné prevedeno na elektricky signal.
Tento signal se posila k dalsimu zpracovani do pocitace. Pocita¢ ziskana data
prevadi na obraz, kde stupné Sedi reprezentuji stupen absorpce rentgenového
zareni. Stupen absorpce se méri pomoci Hounsfieldovy stupnice, ktera se pohy-
buje v rozsahu plus tisic az minus tisic Hounsfieldovych jednotek. Pro zajimavost
¢ernd barva s hodnotou -1000 je stupen absorpce pro vzduch, bild barva s hodno-
tou 1000 je stupen absorpce pro kost. Béhem procedury se rentgenka otoc¢i kolem
pacienta o 360°.

Dalsi dulezitou vysetiovaci metodou je CT angiografie, kterd nam umoznuje
zobrazeni cévniho systému pomoci pocitacové tomografie po piredchozim
nitrozilnim podani kontrastni latky. Toto invazivni vySetfeni se pouziva u one-
mocnéni jako jsou napifklad cévni malformace. Dale se pouziva pfi zjistovani
zdsoben{ nddoru krvi, nebo pfi zjistovani rozsahu krvaceni do mozku.

Obréazek 2.1: Snimek z CT angiografie



Kapitola 3

Rigidni registrace obrazu

V predchozi kapitole jsme si naznacili s jakymi obrazy budeme pracovat. Nyni
si zavedeme matematickou definici takového obrazu, vysvétlime pojem registrace
a nasledné se pustime do popisu transformaci, které muzeme mezi obrazy pozo-
rovat.

3.1 Obraz

Definice 1. Obraz
Obrazem rozumime funkci f(xy) @ {1,...,N} x {1,...,M} — NU {0}, kde
N,M € N. Funkéni hodnoty této funkce se nazyvaji intenzity.

Pozndmka. Casto se obraz reprezentuje obrazovou matici A typu M x N, jejiz
prvky jsou nezaporna cela ¢isla. Pro nase ucely budeme pouzivat ¢tvercovy obraz
flzy):{1,...,N}* - NuU{0}.

3.2 Registrace

3.2.1 Princip registrace

Registrace je iloha nalezeni transformace mezi dvéma obrazy, aby se v urcitém
smyslu co nejvice podobaly. Méjme dva obrazy I;(x,y) a Is(x,y). Obraz I (z,y)
nazveme fixni a obraz Is(z,y) nazveme plovouci. Pak tlohu registrace obrazu
mizeme popsat jako proces hledéni funkce 7 : R? — R? takové, ze plati

A~

T = arg 5{1612 K(Il <$7y)7 g([2(T($7y))))a

kde K : je kriterialni funkce, ktera urcuje, jak jsou si obrazky v urc¢itém smyslu
podobné. H je mnozina funke! T : R?> — R? a funkce g : R — R realizuje
interpolac¢ni funkci. Funkci 7" budeme nazyvat transformacni funkei.



3.2.2 Rozdéleni
V zavislosti na datech

Podle toho, jaka data (obrazy) mame k dispozici, se registrace déli na mo-
nomodalni a multimodalni. Monomodalni registrace pracuje s daty ziskanymi
stejnou zobrazovaci technikou. U multimodalni registrace pracujeme s obrazy
ziskanymi z ruznych zobrazovacich technik. Napiiklad potfebujeme registrovat
dva obrazy, z nichz jeden je pofrizen z magnetické rezonance a druhy z pocitacové
tomografie.

Dalsi moznosti jak délit registraci v zavislosti na datech, je dle vlastnosti
registrovanych obrazku. Pokud mame obrazy bohaté na vyznamné body (hrany,
téchto vyznamnych bodech. Pokud médme obrazy, kde je takovych vyznamnych
bodu malo, uchylujeme se k registracnim metoddam, které pracuji s obrazem jako
s celkem.

Dle volby transformacni funkce

Jiné déleni registrace je podle toho, jaké pozadujeme vlastnosti transformaécni
funkce 7. Pokud je transformaén{ funkece linedrn{ nebo afinni, mluvime o linedrn{
registraci. Specialné, pokud se dva obrazy odlisuji pouze pozici v prostoru, jsme
schopni pfevést plovouci obraz na fixni pomoci jednoduchych operaci translace
a rotace. V tomto pripadé mluvime o rigidni registraci.

Je-li transformacni funkce nelinedrni, nazveme registraci elastickou.

Shrnuti

V této préci se budeme zabyvat monomodalni rigidni registraci. Registrovat
budeme automaticky, tedy bez zdsahu ¢loveka. Casto se vyuziva techniky, ze
zkuseny clovék z prislusného oboru poskytne takzvané vyznamné body v obou
obrazcich a déle se pouziji registra¢ni metody na takovém vstupu zalozené. Na
snimcich z CT angiografie, se kterymi pracujeme, je ale velmi obtizné takové body
najit, protoze jsou prosté ostrych hran a pti ruénim oznaceni vyznamnych bodu
se muzeme dopustit nemalé chyby.

Protoze je pacient pii ziskavani takovych snimku obvykle upevnén v urcité poloze,
muzeme predpokladat, ze se snimky lisi pouze malou rotaci a posunem.

3.2.3 Transformace

Zde se zaméiime na zakladni afinni transformace ve dvourozmérném prostoru
a to translace, rotace, zkoseni a zménu méritka.

Translace

Definice 2. Necht je ddna orientovand tsecka 1@ a bod X € R?. Translace je
zobrazent, které bodu X pritazuje bod X' tak, Ze |XX'| = |AB| a orientovand

usecka X X' urcuge stejnij smer jako orientovand usecka AB.



Jelikoz translace neni linedrni zobrazeni, nejde v R? reprezentovat pomoci
matic. Pro nasi dalsi praci ale budeme maticovy zapis potifebovat a proto musime
vyuzit homogennich soutradnic.

Definice 3. Homogenni souradnice bodu (z1, ) roviny R? jsou usporddand tro-
gice (X1, Xo,w), pro kterou plati v, = % a Ty = % Souradnici w € R\{0}
nazyvdme vahou bodu.

Dulezité pozorovani je, ze bod je svymi homogennimi soufadnicemi uréen
jednoznac¢né. S vyuzitim homogennich soufadnic lze translaci bodu = = (z1, x2)
o vektor z@ = (a,b),a € R,b € R, vyjadrit ndsledovné:

x 10 a T

xh | = 01 b | | 2

1 0 01 1
Rotace

Definice 4. Necht je ddn bod X € R?, S € R? a orientovany tihel O£>[0,2/€7T],
k € Z. Rotace je zobrazent, které bodu X # S priradi bod X' tak, zZe |SX'| = |S_Xk|

a |£XSX'| = |a|. Bod S se nazyjvd stred otacent.

S pouzitim homogennich souradnic vyjadiime rotaci bodu X = (1, x3) okolo
pocatku S = (0,0) o dhel o maticoveé:

x) cos(a) —sin(a) 0 T

xy | = | sin(a) cos(a) 0 |- | mo

1 0 0 1 1
Zkoseni

Definice 5. Zkoseni je zobrazent, kterd bodu X = (xq,x3) v roviné R? priradi
bod X' = (2}, xh) tak, Ze plati x} = x1 + axy a xl, = bxy + 22, kde a € R,;b € R
jsou koeficienty zkoseni.

Maticové lze reprezentovat operaci zkoseni v homogennich soufadnicich jako:
x) 1 a 0 Ty
y | =1 b 10 | [ 2
1 0 01 1
Zména méritka
Definice 6. Zmeénu meéritka muzeme definovat jako zobrazent, které bodu

X = (21, 13) v roviné R? priradi bod X' = (xy, z%) tak, Ze plati x| = ax,
a xh = bxy, kde a € R;b € R.

Maticovy zapis této operace v homogennich souiadnicich:

x) a 0 0 T
=100 0 To
1 0 0 1 1



3.2.4 Interpolace

Predstavme si, ze mame néjakou transformaci a chceme zjistit, jak zrekon-
struovat transformovany obraz. Obraz si muzeme predstavit jako dvourozmérnou
miizku s celo¢iselnymi souradnicemi, kterd v uzlech obsahuje hodnoty intenzit (pi-
xelu). Pokud transformujeme obraz, dostaneme obecné soufadnice redlné. V ne-
celoc¢iselnych soutadnicich ale nezname jednotlivé intenzity transformovaného ob-
razu. Pak se tedy dostavame do problému, jak v této nové ziskané miizce urcit
pifslusné hodnoty intenzit. Resenfm tohoto problému je interpolace, kterd uréitym
zpusobem vyuzije hodnoty v puvodnim obrézku s celo¢iselnou mtizkou k vypoctu
intenzit v transformovaném obraze.

Problém interpolace

Necht méme uzavieny interval [a,b], a € R, b € R a body 1,...,2,, n € N
takové, ze plati @ < z; < ... < x, < b. Necht dale jsou dany hodnoty v jed-
notlivych bodech f(z1),...,f(x,). Pak problém interpolace spo¢ivd v nalezeni
funkce ¢(x), x € [a,b] daného typu, ze je splnéno q(z;) = f(z;),i=1,...,n

Zpusoby interpolaci

Pro teseni problému interpolace bylo navrzeno nepieberné mnozstvi metod.
My se zaméiime jen na metody Casto pouzivané pii praci s obrazy. Dle ¢lanku [I]
jsou nejbéznéjsi metody interpolace metoda nejblizsitho souseda, bilinearni inter-
polace, bikubicka interpolace, kvadraticky spline, kubicky B-spline a dalsi. Po-
drobnéji se podivame na prvni tii vyjmenované metody. Jelikoz nékteré z nich
Ize interpretovat ruznymi zpusoby, jsou nize uvedené interpolace v takovych tva-
rech, aby co nejlépe odpovidaly nasemu problému urcit hodnotu intenzity uvnitt
jednoho pole pixelové mrizky.

Metoda nejblizsiho souseda. Necht jsou dany étyii body v prostoru R?,
(19), (i + 1), + 1), (i + 1,j + 1),i € N,j € N a bod (n,5) € R® tak, 7
i < o < i+1,5 <y <j+1. Necht déle p(i,5), p(i,j+1), p(i+1,7), p(i+1,7+1),
i € N, 7 € N jsou funkéni hodnoty dané funkce p v jednotlivych bodech. Pak in-
terpolace funkce f v bodé (x,y) metodou nejblizstho souseda je ddna predpisem

p(i,j) pro i—%<$§i+%,j—%<y§j+§
Floy) = p(i,j +1) pro z.—%<x§2.+g,j.+%<y§j.+?
pi+1j) pro i+5;<x<i+5,j—5<y<j+s3
pli+1j+1) pro i+i<z<i+3j+i<y<j+3
Z predpisu je ziejmé, ze nova hodnota intenzity f(z,y) v transformované miizce
je ur¢ena pouhym zkopirovanim nejblizsi hodnoty v ptuvodni mfizce. V praxi se
interpolace metodou nejblizsiho souseda realizuje zaokrouhlovanim soufadnic.



Bilinearni interpolace. Necht jsou ddny ¢tyii body v prostoru R?, (i,7),
(i,7+1), (i+1,7), (i+1,7+1),s € N,j € Nabod (z,y) € R* tak,zei < z < i+ 1,
j <y <j+ 1. Nechi dale p(i,j),p(i.j + 1),p(i + 1j),pli + 1,j + 1),i €N,j € N
jsou funkéni hodnoty dané funkce p v jednotlivych bodech. Pak vypocet hodnoty
polynomu bilinedrni interpolace v bodé (z,y) je dén predpisem

flaey)= (=N +1—2)p(ij+1)+ (x—i)p(i + 1,7 + D]+
+(+ 1=y +1—2)p(i.j) + (x —i)p(i + 1,5)].

Bikubicka interpolace. Necht funkce p(a,3), g—g, g—g, (gapﬁ jsou definovany

ve ¢tyfech bodech prostoru R?, (i,5), (4,5 + 1), (i +1,5), (i +1,j+1),i € N,j € N.
Necht ddle mdme bod (z,y) € R? tak, ze i < z < i+ 1,j <y < j+ 1. Pak
hodnotu bikubického polynomu v bodé (z,y) ur¢ime predpisem

4 4

flzy) = ZZCW(I — i)y — 7)), kde koeficienty ¢;; € R ziskdme
k=1 1=1
nasledujicim zpusobem. Pro derivace polynomu f plati

) = 30D cualh = Dl — 2y — )1,
g_;”@,y) SN el - e — i)y — )
P (o) = 303 exall ~ 10~ 1o — 2y — 2
Oxdy ™ ==

plati:

p(a, B) = f(a, B),

2 (a, 8) = 9L (v, B),

E(a, B) = S(a, ),
aiapﬁ(avﬁ) = 515;(0475),

dostavame soustavu Sestnacti linedrnich rovnic o Sestndcti neznamych cyy,
k=1...4,1=1,...,4 Tim jsou koeficienty cj; jednozna¢né urceny. Pokud

. 2 .o .o . . . . . ,
derivace g—g, g—g, 8‘1—8’% v bodech (i,7), (4,7 4+ 1), (i +1,5), (¢ +1,j + 1) nejsou znamy,
Ize je aproximovat napiiklad pomoci kone¢nych diferenci.

S ¢im budu pracovat a proc

Metoda nejblizsiho souseda je jednou z nejrychlejsich a pocetné nejméné
narocnych metod. Za tyto vlastnosti vSak plati velmi Spatnymi vysledky, co se
kvality interpolovaného obrazu tyce.

Metoda bilinearni interpolace patii stale jesté do kategorie casové méné
naro¢nych metod. Hodnotu nového pixelu poc¢ita pomoci vazeného prumeéru ze ¢tyt
okolnich pixelu a tim dochazi k rozmazani ostrych hran.



Metoda kubické interpolace je z téchto tii nejpresnéjsi, dobte zachovava kva-
litu obrazu. Nicméné jeji podstatnou nevyhodou je rychlost vypoctu.

V této praci budeme vyuzivat interpolaci bilinedrni. V praxi se ukazalo,
ze se kvalita obrazu vyrazné nelisi od kvality obrazu interpolovaného pomoci
jinych metod a tedy je dobrym kompromisem mezi rychlosti a kvalitou vysledného
obrazu. Vice o zpusobech interpolace obrazu, casové naroc¢nosti a technikach
prevzorkovani lze nalézt [2].



Kapitola 4

Fazova korelace

Predtim, nez prejdeme k vysvétleni registrace dvou obrazku pomoci fazové
korelace, je potieba znat nékteré pojmy a vlastnosti uvedené v nasledujici kapi-
tole.

4.1 Matematicky zaklad

Definice 7. (Prostor L(R?))
Prostor L(R?) je prostor vsech funkci f : R* — C takovyjch, Ze [[o. | f(x,y)|dxdy
ezristuje a je konecny.

Definice 8. (Fourierova transformace)
Necht f(z,y) € L(R?). Fourierovou transformaci funkce f rozumime funkci
F(u,v) : R? — C definovanou jako

F{f(@y)} = F(u,v) / / F(g)e 6 dydy

Definice 9. (Inverzni Fourierova transformace)
Necht F(u,v) € L(R?). Inverzni Fourierovou transformaci funkce F rozumime
funkei f(z,y) : R? — C definovanou predpisem

FYF(u,v)} = f(o / / e ) dpudy,

Véta 1. (Shift teorém)

Necht fi(z,y) € L(R?) a Fy(u,v) je Fourierova transformace funkce f. Necht
ddle mdame funkci fo(z,y) € L(R?) takovou, Ze fi(x — xo,y — yo) = fo(x,y), pro
néjaké dané konstanty ro € R, yo € R a Fourierovu tmnsformacz Fy(u, ) funkce
fa. Pak plati

Fy(pup) = e i@ortvor) @y (1 1),

10



Dikaz.

7 Definice Je Fy(p,v / / folx,y)e Wty dady.

Dosazenim vztahu fi(z — o,y — yo) = f2(x,y) dostavame
Fy(p,v) = / / fila = w0y — yo)e~ VeV dudy =

T—Tg=a x=a+zy “dxr=da”’
Yy—yo=p0 y=0+y "dy=dp”

_ / ) / ™ 1 (o etz B o g —

— o—i(zop+yor) / / fila 71(“0‘%}6 dadf = e o x0u+yOV)F1(N: V).

3

Nyni zadefinujeme takzvanou Diracovu d-funkci. Méjme vSak na paméti, ze
tato definice je neformalni a slouzi predevs§im k lepsimu pochopeni nize popsané
metody. Formélné spravnou definici lze zavést pomoci teorie distribuci a je to
podrobné popséno v [3].

Definice 10. (Diracova 0-funkce)
Diracovou delta funkci nazveme funkci §(x,y), kde (z,y) € R?, spliujici ndsle-
dugici dvé vlastnosti:

_Jo pro (z,y) B
5(%@/)—{ too pro (,y / / zy)dedy = 1.

Diky této definici jsme schopni ukazat, ze
. o0 oo . . 1
F—l{ez(acou-i-you)} — ﬁ/ / el(xou+you)ewm€wydludy _ 47T25(x — 2oy — yO)

Tento vztah vyuzijeme pozdéji pti popisu metody fazové korelace.

Definice 11. (Fourierovo a amplitudové spektrum)

Necht f(z,y) € L(R?) a F(u,v) je Fourierova transformace funkce f. Tuto
transformaci nazveme Fourierovym spektrem funkce f.

Ddle funkci A : R* — [0,00) definovanou predpisem A(u,v) = |F(u,v)| na-
zveme amplitudovym spektrem funkce f.

Definice 12. (Cross-power spektrum)

Necht fl(‘ray> S L(R2>7 f2<x7y> < L(RQ) a Fl(llﬂ V): F2(/vbv V) jSOU ]e.]ZCh
Fourierova spektra. Pak funkci C : R*> — C definovanou predpisem C(u,v) =
Fy(u, v)F5 (u, v) nazveme Cross-power spektrem funkci f1 a fo.

Dale funkci N : R? — C definovanou predpisem

Fl(y“v )FQ*(M’V)
| Fy (e, v) B3 (1, v))|

nazveme normovanym Cross-power spektrem funkci fi1 a fo.

N(p,v) =

Pozndmka. Hvézdicka pouzita ve smyslu F* je vyjadienim komplexniho sdruzeni.
Tedy F*(u,v) = F(u,v) pro kazdé (u,v).
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Definice 13. (Fazovd korelace)

Necht fi(z,y) € L(R?), fo(x,y) € L(R?) a Fy(u,v), Fy(u,v) jsou jejich Fou-
rierova spektra. Necht ddle N(u,v) je normované Cross-power spektrum funkci
f1 a fo. Pak funkce p : R* — C definovand jako p(x,y) = F~Y{N(u,v)} je Fdzovd
korelace funkci fi a f.

4.1.1 Princip fazové korelace posunutych funkci

Predpoklddejme, Ze mdme dvé funkce v prostoru L(R?) tak, Ze

filz — 20,y — yo) = fa(z,y).

Neboli funkce fo(x,y) je kopie funkce fi(x,y) posunutd o konstantu z v prvni
proménné a o gy, v druhé proménné. Pouzitim Fourierovy transformace ziskdame
piislusnd Fourierova spektra Fj(u,v) a Fy(u,v). Aplikaci Véty [I| vime, Zze mezi
Fourierovymi spektry plati vztah :

FQ(M:”) = e_i(m0u+yoy)F1(M7V)' (41>

Vyuzitim tohoto vztahu plati, ze Fy (i, v) Fy (p, v) = Fy(p, v)e@ontvor) (1, v).
Za predpokladu, ze Fi(u,v) a Fy(p,v) jsou nenulové v kazdém bodé, vydélime
rovnici ¢lenem |Fy(p, v)Fy(u,v)| a dostavame

Fy(p,)F5(p,v) Tt By (u, v) F (i, v)
’Fl(:uﬂl/)FQ*(/%V)’ ‘FI(M>V>F2*<:“7V)‘

S pouzitim zékladnich vlastnosti komplexnich ¢isel a vzorce (4.1) na Fi(u,v) na
pravé strané rovnice (4.2]) dostavame

(4.2)

Fl(:uv I/)F;(ILL7 V) - ei(xo,u—l—yoy)

|F1(:U’7V)F2*(M7V)| ’

neboli normované Cross-power spektrum N (p, v) = ei@ontyor)  Pak tedy dle De-
finice [13] je fazova korelace

| 1
p(ry) = F YN (u,v)} = F ' {ellrortvon} = 10T = 70,9 = y0).
T

Jinak Teceno, fazova korelace dvou funkci, které se lis{ pouze posunutim, je delta
funkce posunuta do bodu (zg,yo).

Piidani rotace. Pro nasi praci budeme ale potrebovat fizovou korelaci
nejen pro funkce posunuté, ale i otocené. Provedeme tedy jednoduchou modifikaci
s pouzitim pfechodu do polarnich soutadnic.

Méjme tedy funkei fo(z,y), kterd je posunutou a otoc¢enou kopii funkce f(z,y)
tj.

fa(a,y) = fi(cos(an)x — sin(ao)y — mo, sin(an)x + cos(ao)y — yo),  (4.3)

kde a je tthel otoceni a (zo, yo) vektor posunuti. Uzitim Véty[I|na (4.3) dostaneme
vztah mezi Fourierovymi spektry

Fy(p,v) = e @) [y (cos(ag)p — sin(ag)v,sin(ag) i + cos(ag)v).  (4.4)
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Aplikaci absolutni hodnoty na obé strany vzorce (4.4) dostavdme vztah mezi
amplitudovymi spektry

As(p,v) = Ai(cos(ag)p — sin(ag)v, sin(ag)p + cos(ap)v),

ktery nam tika, ze jedno amplitudové spektrum je jen oto¢enou kopii druhého.
Nyni prejdeme od soutadnic (p,v) k poldrnim soutfadnicim (p, «v), ¢imz dostaneme

Al(ﬂ? Oé) = AZ(paa - Oq])'

Nyni uz staci jen aplikovat fazovou korelaci pro obycejné posunuti na funkce A;
a Ag, ziskat thel otoceni g a jeho pomoci funkci fy otocit tak, aby se uz funkce
f1 a fo lisily pouze posunutim. Néasledné znovu pouzijeme postup pro vypocet
fazové korelace pouze pro posunuti na funkce f; a f.

Pokud tedy méame dvé funkce, které splnuji vyse uvedené predpoklady, tento
postup nam umozni velmi elegantné ur¢it parametry otoceni a posunuti danych
funkci.

4.2 Diskrétni formulace

Abychom se od funkei dostali blize k rozeznavani posunu a oto¢eni mezi dvéma
obrazky, je nutné veskeré vyse uvedené pojmy matematického zakladu formulovat
v diskrétni podobeé.

Definice 14. (Diskrétni Fourierova transformace)
Necht f(x,y) je funkce definovand na mnoziné {0,1,--- N —1}*, kde N € N.
Pak funkci F(p,v) :{0,1,--+ N — 1}2 — C, definovanou predpisem

F{f( 7?/)} F ,u I/ = Z Z f 217\;i(5!3u+y1/)’

nazveme diskrétni Fourierovou transformaci funkce f.

Definice 15. (Inverzni diskrétni Fourierova transformace) Necht F(u, v) je funkce
definovand na mnoziné {0,1,--+- N — 1}2, kde N € N. Inverzni Fourierovou
transformaci funkce F rozumime funkei f(x,y) : {0,1,--- N —1}* — C defino-
vanou predpisem

=
=

_1N—
1 s
Fﬁl{F(/%y)} = f(%y) = X2 F(u,y)ezﬁ(xlﬂrlﬂ’)'

I

Il
=)
Il
o

14

Véta 2. (Diskrétni Shift teorém) Necht fi(z,y) a fo(x,y) jsou funkce na mnoZiné
{0,1,--- ,N — 1}2, kde N € N, a necht Fy(p,v) a Fy(u,v) jsou prislusné diskrétni
Fourierovy transformace. Ddle budeme poZadovat, aby funkce fi(x,y) byla perio-
dickd s periodou N a funkce fo(x,y) = fi(x—x0,y —yo) pro néjaké dané konstanty
xo € Z,yo € Z. Pak plati:

Fo(pv) = e 8 @rtw) By pro (p) € {0,1,-+- N — 1}2,

13



Dukaz.
Dukaz probéhne velmi podobné jako ve Veéte[l

—1N-1
Z Definice (14 mame Fy(p,v Z Z fo(zy)e X @tv)  Dosazenfm vztahu
z=0 y=0
N-1N-1
fo(zy) = fi(z—mz0,y—yo) dostédvime Fy(p,v) = fila—ao,y—yo)e™ ¥ @)
z=0 y=0

a provedeme substituci k = —xp al =y — yp.
N—1—z29 N—1—yo

Tedy Fa(p,v) = Z Z fi(k,De L ((k+zo)put(+yo)v)

k=—z0 I=—yo
N—1—29 N—1—yo

= ¢~ & (@ontyov) Z Z fi(k0) e~ (kutln) A d4le vyuzijeme periodicitu

k=—z0 I=—yo
N—1—x¢ N—l—yo

funkce fi(z,y) a snadno vidime, Ze Z Z Fi(k e Gt — By (g 0)
k=—z9 I=—yo
2mi
a konecné tedy Fh(p,v) = e™ & @ortvov) [y (1 1),

H

Definice 16. (Diractiv impulz)
Diracovym impulzem nazveme funkei 8(x,y), kde (zy) € {0,1,--- N — 1},

0 pro (z,y) # (0,0)
splriugici §(z,y) = { 1 zro (x’z) ~ (0.0) °

Definice 17. (Diskrétni Fourierovo a amplitudové spektrum)

Necht f(x.y) je funkce definovand na mnoziné {0,1,--- N —1}* a F(u,v) je
diskrétni Fourierova transformace funkce f. Tuto transformaci F(u,v) nazveme
Fourierovym spektrem funkce f.

Ddle funkci A, definovanou predpisem A(u,v) = |F(u,v)|, nazveme diskrétnim
amplitudovym spektrem funkce f.

Definice 18. (Diskrétni Cross-power spectrum,)

Necht fi(z,y) a fo(x,y) jsou funkce definované na mnoziné {0,1,--- , N — 1}2.
Necht Fi(u,v), Fo(u,v) jsou jejich diskrétni Fourierova spektra. Funkci
C:{0,1,--- ,N =1} = C definovanou predpisem C(u,v) = Fy(u,v)F;(u,v)
nazveme diskrétnim Cross-power spektrem funkci fi a f.

Dile funkci N : {0,1,--- ,N —1}> - C deﬁnovanou predpisem

T R G )Fz*(u, v)|
nazveme diskrétnim normovanym Cross-power spektrem funkci fi a fs.

(4.5)

Definice 19. (Fdzovd korelace v diskrétni podobé)

Necht fi(z.y) a fa(z,y) jsou funkee definované na mnoziné {0,1,--- | N —1}*,
Necht Fy(u,v), Fy(u,v) jsou jejich diskrétni Fourierova spektra. Nechl ddle
N(u,v) je diskrétni normované Cross-power spektrum funkci f1 a fo. Pak funkce
p:{0,1,--- N =1} — Cdefinovand jako p(zy) = F Y{N(u,v)} je fizovd
korelace funkci fi a fs.

Nyni uz tedy vime, jak by méla tato metoda fungovat na idedlnim obrazku
z Definice [T} Pro lepsi piehled uvedeme jesté pseudokéd celé metody.
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4.3 Pseudokdd registrace pomoci fazové kore-
lace

1. Na vstupu dostaneme dva obrazky. Obrazek f; oznacime jako fixni a obrazek
fa, ktery je oproti fixnimu otoceny a posunuty oznacime jako plovouci.
Tedy matematicky zapsano

fa(z,y) = fi(cos(ag)r — sin(ag)y — 2o, sin(ap)x + cos(ao)y — Yo)-

2. Vypocteme Fourierova spektra obou obrazku a uzitim Shift teorému
a nékolika jednoduchych uprav dostaneme vztah mezi amplitudovymi spek-
try
Ai(p, ) = As(p, a — ).

3. Vypocteme fazovou korelaci mezi funkcemi A; a A,. Dostaneme «q, které
udéava velikost hlu otoceni obrazku fy oprotif.

4. Otocime obrézek f; kolem stredu o tihel o a oznacime ho fQ. Déle pracu-
jeme uz jen s problémem posunuti tj. fo = fi(z — 2o,y — yo)-

5. Spocitame fazovou korelaci pro funkce f; a f» a dostaneme posun zg a yo.

4.4 Okénkova funkce

Jelikoz teorie Tik4, Ze vSe dobte funguje a vychazi, uz zbyva udélat jen posledni
krok a vyzkouset registracni metodu na pravych snimecich z CT angiografie. Avsak
po nékolika zkusebnich pokusech zjistime, ze metoda nefunguje ani zdaleka tak
dobfte, jak jsme si predstavovali. Obvykle se stane, ze algoritmus skoné¢i s posunem
i rotaci na nule, tedy vlastné registruje podle okraje obrazku, protoze informace
uvnitt nebyly dostatecné vyrazné. Takova metoda by byla pro praktické pouziti
nepiijatelna a proto musime udélat jesté drobnou upravu ve stavajicim postupu.

Definice 20. (Okénkovd funkce)
Necht (zy) € {0,1,...,N — 1}2. Funkeci o(xy) : {0,1,--- ,N —1}*> = R,
definovanou predpisem

o(z,y) = i {1 — cos (]\?W_xlﬂ {1 — cos (]\?W_yl)} :

nazveme okénkovou funkci.

Definice ukazuje, jak vypada okénkova funkce nazyvana také Hannovo
okno. My od okénkové funkce budeme pozadovat, aby po vynasobeni s obrazkem
dala novy obrazek, ktery ma u okraju hodnoty pixelu zahlazené k nule, neobsahuje
umeéle zanesené hrany a zanechd co mozna nejvice informaci obrazku puvodniho.
To vse Hannovo okno spliiuje. Vice o okénkovych funkeich lze nalézt v [4].
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Proc vlastné potiebujeme okénkovou funkci?

Metoda fézové korelace vyuziva Véty [2) kterd ale vyzaduje periodicnost za-
danych funkci. Vytvorenim periodického obrazku vsak vzniknou umélé hrany,
protoze bézny obrazek ma obvykle okraje ruzné barvy. Pii pocitani diskrétni
Fourierovy transformace tyto uméle vytvorené hrany casto zpusobuji zastinéni
hledané informace a proto je dobré se této situaci vyhnout.

Jak vypada okénkova funce z Definice |20 aplikovand na ukazkovém obrazku
muzeme vidét na Obrazku 4.2

Obrazek 4.1: Ukéazkovy obrazek Obrazek 4.2: Aplikace okénkové funkce

Pii pouziti okénkové funkce vSak musime pocitat s tim, ze se nam Fou-
rierovo spektrum okénkové funkce promitne do spektra obrazku. Matematicky
vzato obrazek f vynasobime okénkovou funkci o. Fourierova transformace to-
hoto soucinu je podle konvolu¢niho teorému konvoluci jednotlivych Fourierovych
spekter. Jsou-li F} a O Fourierova spektra k f a o, pak F{fm} = F * O. Souéin
obrazku a okénkové funkce zptuisobi sice nepatrné rozmazani vysledného spektra,
ale hlavné odstrani "kiiz”, ktery jsme uméle vytvorili periodizaci obrazku. Tento
jev je vidét na obrazcich [4.3] a [4.4]

Vysledny obraz pro testovani registrace bude vynasoben okénkovou funkei,
abychom doséhli periodi¢nosti obrazku bez nezadoucich umélych hran. Po pridani
této upravy se muzeme pustit do testovani.
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Obrazek 4.3: Fourierovo spektrum Obrazek 4.4: Fourierovo spektrum
obrazku bez okénkové funkce s pouzitim okénkové funkce

4.5 Upraveny pseudokaod
1. Na vstupu dostaneme dva obrazky I a I, které splnuji
Ir(z,y) = Li(cos(ag)x — sin(ag)y — o, sin(ag)x + cos(an)y — yo)-
2. Vynésobeni obou obrézku okénkovou funkci. Tedy fi(x,y) = I1(z,y)o(z,y)
a fa(z,y) = L(xy)o(z,y).

3. Vypocteme Fourierova spektra fi(z,y) a fo(z,y) a uzitim Shift teorému
a nékolika jednoduchych tprav dostaneme vztah mezi amplitudovymi spek-
try Ai(p, a) = Az(p, o — ap).

4. Vypocteme fazovou korelaci mezi funkcemi A; a A,. Dostaneme «q, které
udava velikost thlu otoceni obrazku f, oproti f.

5. Otocime obrazek f, kolem stredu o tihel ag a oznac¢ime ho fQ. Déle pracu-
jeme uz jen s problémem posunuti tj. fo = fi(z — 2o,y — yo)-

6. Spocitame fazovou korelaci pro funkce f; a fo a dostaneme posun zg a .
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Kapitola 5

Alternativni metody

Jak jiz vime, registracni metoda vyuzivajici fazovou korelaci je sice velmi

u¢innd, nicméné jedna z jejich nevyhod

je neschopnost pocitat se subpixelovou

presnosti. Jak postupovat v piipadé, ze budeme pozadovat vypocteni posunu
o 1.5 pixelu? Zkusme si predstavit, ze mame dva snimky z CT angiografie. Jelikoz
uhel otoceni by meél byt maly, tak ho zanedbdme a budeme se zabyvat pouze
posunutim. Vyuzijeme metodu fazové korelace pro posunuti na mensich vyiezech

zkoumanych obrazku pro ziskani dvojic

sobé odpovidajicich bodi. Nésledné na

takto namérend data zkusime aplikovat dva ruzné postupy, které se pokusi urcit

puvodni posunuti i otoceni.

obrazku na

Obrazek 5.1: Rozdéleni
vytezy

Ziskani dat Necht mame dva obrazky,
postupné bereme vytezy z prvniho
obrazku a pomoci fazové Kkorelace
pouze pro posunuti se je snazime
najit v obrazku druhém. Nasledné
vezmeme soufadnice stfedu korespon-
dujicich vyfezi v obou obrazcich
a dale pracujeme jen s témito body.
Nésledujici sekce popisuje, jak na
zakladé téchto namérenych mnozin
bodu odhadnout puvodni posunuti
a otoc¢eni mezi obréazky.
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5.1 Vyuziti metody nejmensich ¢tvercu

Na 1vod si uvedeme alespon zékladni definici ilohy nejmensich ¢tvercu. Po-
drobnéjsi vysvétleni této ulohy véetné dukazu tvrzeni, které budeme pouzivat, lze
najit v knize [5].

Definice 21. Problém nejmensich ctverci
Necht A € R™ "™ je matice redlnijch &isel, b € R™. Problémem nejmensich
ctverciu budeme nazyvat ilohu urcend x € R™ tak, aby platilo mifn ||z||2 za podminky
z,

f=Ax —b.

Predpokladejme nyni, ze mame fixni obraz I a obraz I’ oproti nému otoc¢eny
a posunuty. Necht [x;y;,1],7 = 1,...,n, jsou souradnice pixelua v obrazu [
a [xhyl,1],4 = 1,...,n, jsou body v obrazu I’ uré¢ené metodou fézové korelace
pro posun, jak je popsano v odstavci u obrazku . Necht o je tihel otoceni
a Xo,Yo jsou posuny ve sméru jednotlivych os. Pak vztah mezi témito body lze
vyjadrit maticové ve tvaru

cos(a) —sin(a) g T1 Ty - Tn o oal o al
sin(@) cos(a) yo || viove v | = v o wn
0 0 1 1 1 - 1 11 -1

Tuto rovnost muzeme jednoduse prepsat do

rr —y1 1 0 x)
vy 1 cos(a) "
, sin(a) | ,
. . . . Zo - .
Tn —Yo 1 0 o T
Yo T, 0 1 Yn
Oznacéme
xrr —y1 1 0
Y1 T 1
A=+ + | z=(cos(a), sin(a), z0, uo )"
Tn —Yo, 1 O
Yn  Tn 1
a b = (x’l, Yy, e, xh, oyl )T. Rovnost lze nyni zapsat jako Ax = b.

Nyni se tedy dostavame k problému, kdy hledame tfeseni x preurcené ulohy
Ax = b. Je nutné podotknout, ze rovnost je zde pouze symbolicka, jelikoz vektor
b se sklada z namétfenych hodnot a je zatizen chybou. Proto ddle budeme tesit
ulohu Ax = b+ r, tedy budeme hledat co nejmensi zménu r pravé strany b,
aby @ tesilo ulohu Az = b+ r. Budeme tuto tlohu fesit ve smyslu nejmensich
¢tvercu, kde je chybou zatizena pouze prava strana rovnice. Jelikoz jsme si body
v obrazku I; vhodné zvolili, ma matice A plnou sloupcovou hodnost a 1iloha ma
jednozna¢né feseni. V knize [5] je elegantné popséno feseni této uilohy pomoci QR
rozkladu matice A, které pouzijeme i v nasi metodeé.
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5.2 Vyuziti singularniho rozkladu

V této kapitole popiseme, jak vyuzit singularniho rozkladu k urceni transfor-
maci otoCeni a posunuti mezi dvéma mnozinami bodu. Podkladem této metody
je ¢lanek [6]. Nejprve si uvedeme nékolik pojmi, bez kterych bychom se neobesli.

Definice 22. Unitarni matice

Necht U € R™"  Matici U nazveme unitdrni, jestlize spliuje
UUT =UTU =1, kde I je jednotkovd matice.

Jsou-li u; sloupce unitdrni matice U = |uq, ... u,] plati, Ze skaldrni soucin
< upu; >=0proi # 7 a <wu,u; >=1 proi = j. Neboli sloupce matice U jsou
navzdajem ortonormdalni. Analogicky to plati © pro radky.

Véta 3. FExistence singuldarniho rozkladu
Necht A € R™ " je matice s hodnosti k, pak existuji unitdrni matice

U e R™ qV € R q kladna c¢isla o1 > o9 > ... > oy tak, Ze plati
. . op -+ 0
A= USVT, kde ¥ = k kx(n—h) al) = :
Otm—t)xk  O(m—k)x(n—k)
0 Ok

je diagondlni matice.

Dikaz. Viz [7]
4

Definice 23. Singuldarni rozklad
Necht A € R™ ", Rozklad matice A = UXVT popsany ve Vété@ nazveme
singuldrnim rozkladem matice A.

Pozndmka. Zpusob, jak explicitné vypocitat singuldrni rozklad lze najit v [5].

Definice 24. Stopa matice
Necht A € R™" A = (a;;). Stopa matice A je soucet diagondlnich proki matice

A, tedy stopa(A) = Z Qi

=1

Véta 4. Pro libovolné dvé matice A,B plati stopa(AB) = stopa(BA) za podminky,
Ze ma nasobeni matic smysl.

Jelikoz metoda popsand v sekci [5.1] fesend ve smyslu nejmensich ¢tvercu,
nepocitd s dilezitou rovnosti cos?(a) + sin*(a) = 1, zkusfme tlohu fesit ve
smyslu nejmensich ¢tverci, ale nyni trochu jinak. Necht tedy mame dvé mnoZiny
bodit P = {p1,...,.pn} a Q = {q1,...,q,}, kde p; € RF, ¢ e RFi =1,... n.
Ptipomenme, zZe tyto mnoziny jsme ziskali postupem uvedenym na zacatku ka-
pitoly. Vime, ze Q = RP + t, kde R znamend rotaci a t vektor posunuti. Radi
bychom nasli rotaci a translaci, aby euklidovskd norma vyrazu (RP +t— Q) byla
co mozna nejmensi. Tudiz hleddme dvojici (R,t) = arg I%i%lz | Rp: +t — qi|]*.

U=l
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5.2.1 Urceni translace
Zafixujme nyni R a hledejme optimalni translaci t.

Definujme funkei f(t) = Z |Rp; +t — ¢;]|*>. Minimum funkce f nalezneme
i=1

vyTeSenim rovnice ‘3{ = Z 2(Rp; +t—q;) =0.
i=1

Tedy R(pi+. . +pn)+nt—(qi+. . .4¢,) = 0 andsledns ¢ = (@it=tan)  R@ut.fpn)

n n
Oznaéme (j _ (@tetan) p = (p1+.7.1.+pn)

n

ve tvaru t = q — Rp.

. Vypoctenou translaci ¢ zapiSseme

5.2.2 Urceni rotace

Dosadime-li nyni spo¢tenou translaci do f(t), dostaneme

Z!\sz+q Rp - qi|* = ZHR — (@i — )"

=1

Oznacéme z; = p; — p a y; = q; — q, pak hledanou rotaci najdeme jako
R = i Rx; — v;|%. 5.1
argm}%nz;H zi — il (5.1)

Nyni zjednodusime vyraz, ktery se snazime minimalizovat :

|Rx; — yil|* = (Rw; — yi)" (R — yi) = (¢ BT — ) ) (R — ;) =
= xZTRTin - :UZTRTyZ» sz + yl Yi = x T; — 2% Rx; + yZ Yi-
Dosadime zpét do [5.1] :

— i Ty — =
R = arg min Z(xz v; — 2y; Roi +y yi) =

=argmin | Y (of2;) =2 (4 Re)) + ) (w/y) | =
=1 =1 i=1

n

= —2arg mln Z TRx;) = arg max Z TR;).

i=1
Déle vyuzijeme Definici 24] a Vétu [4] a dostaneme

Z(%TR%) = stopa(YTRX) = stopa(RXY™). (5.2)

i=1

Uvédomme si, ze Y7 je matice n X k, R je matice £ x k a X je matice
k xn a jejich soucin je ¢tvercova matice n X n. Jsme tedy opravnéni stopu pouzit.
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Oznaéme S = XY7T a ziskejme singuldrni rozklad S = UXV7T, ktery dosadime
do 5.2 Méme tedy :

stopa(RXYT) = stopa(RS) = stopa(RULVT) = stopa(SVT RU).

Oznaéme M = VTRU. Matice VT, R i U jsou unitdrni matice, jejich soucin
je taktéz unitarni matice a sloupce matice M tedy tvoii ortonormalni vektory
a muzeme tedy odhadnout ze |m; ;| < 1. Dostavame

o1 e O le .. ml,k
stopa(XM) = stopa Lo T =

0 ... O’k mk71 DY mk,k

k k
= E oim;; < E ;.
i=1 =1

Neboli stopa(XM) je maximdlni pravé tehdy, kdyz M je jednotkova matice.
Jakmile ale I = M = VTRU, pak R = VUT a takto dostaneme kyZenou
rotaci R.

5.2.3 Odhaleni reflexe

Matice R ziskand timto postupem vsak muze mimo piedpoklddanou rotaci
obsahovat i reflexi. To je ale v naSem piipadé nezadouci a je potfeba najit
reSeni, které reflexi neobsahuje. K zjisténi, zda matice R obsahuje reflexi, staci
spoc¢itat determinant matice R. Pokud det(R) = —1, pak R obsahuje reflexi. Po-
kud det(R) = 1, pak R reflexi neobsahuje.

Jestlize je det(R) = —1, pak to znamend, Ze maxima vyrazu stopa(XM)

nelze dosdhnout pouze pomoci rotace a musime hledat jinou nejlepsi moznou
k

variantu. Jelikoz stopa(XM) = Zai vidime, Ze maxima bude dosazeno pro
i=1

m;; = 1,4 = 1,..., k. Tuto moznost vSak musime vyloucit, protoze vysledna

matice R pak obsahuje reflexi. Dalsi moznost je m;; = 1,7 = 1,...,k — 1

a myr = —1. Protoze plati, ze oy > oo > ... > 0y, je tato moznost zjevné

druhou nejlepsi. Matici R spocitdme vzorcem

1 -+ 0
R=VvV | : .. = |U"
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5.2.4 Pseudokdd registrace s pouzitim singularniho roz-
kladu

1. Médme dvé mnoziny bodu P a @) a hledame

= ] ) 12
UU)—wg%gZ;Wﬁn+t a1
2. Spoéitame g = @Futan) o 5 — (ifedpn)

3. Spocitame x; = p; —p a y; = q; — ¢. Tyto vektory ulozime do sloupcu matic
X =[z1,...,xn) aY = [y1, ... ,ynl.

4. Spocitame matici S = XY7T a uréime singuldrni rozklad S = UXV7.
5. Ziskdme rotaci R = VUT.
6. Pokud je det(R) < 0, tak prepocitam R:

1 -+ 0
R=V|: . = |U".

7. Ziskame translaci t = ¢ — Rp.
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Kapitola 6
Vysledky

Nez pristoupime k vyhodnoceni vysledkiu, musime zminit nékolik dulezitych
skutecnosti, které tyto vysledky ovliviiuji. Veskeré testy probéhly na pocitaci
HP Pavilion dv7 Notebook, Intel(R) Core(TM)i7, CPU 2.2GHz. Metody byly
implementovany v prostredi Matlab, ktery k pocitani Fourierovy transformace
vyuziva algoritmus zvany Fast Fourier transform. Vsechna testovaci data jsou
vytvorena uméle, abychom mohli simulovat veskera posunuti a otoceni. Tedy
musime pocitat s tim, ze jsme si data predem poskodili, naptiklad interpolaci pri
ziskavani oto¢eného obrazu, nebo jim naopak zlepsili podminky simulaci celého
posunu, ktery ale v realné situaci pravdépodobné nikdy nedostaneme.

Vyroba testovacich dat

Abychom mohli registra¢ni metodu tfadné otestovat, potiebujeme testovaci
data. K dispozici mame 131 dvojic snimku (bez kontrastni latky a s kontrastni
latkou) z CT angiofrafie o velikosti 1141 x 861 pixelu a rozsahu intenzit od 0
do 65536. Déle je dobré zminit, ze u snimku muzeme predpokladat velmi malé
rozdily otoceni i posunu, a proto budeme testovat thel oto¢eni v rozmezi —10°
do +10° a posunuti od —30 pixelu do +30 pixela.

Testovaci obrazky fi; a fo budou mit velikost 701 x 701 pixelt a vytvorime je
nasledovné:

1. Dostaneme dvojici obrazu I; (bez kontrastu) a I (s kontrastem), které se
nelisi posunem ani otoc¢enim.

2. Najdeme stiedy obou obrazku Sy, a S7,.
3. I, otocime o zadany uhel oy kolem stredu Sy,.

4. Stied obrazu [; posuneme o xy ve Sméru osy x a 0 ¥y ve Smeéru osy y.
Tim ziskdme novy stied S7,.

5. f1 ziskdme vyfiznutim ¢tverce z I; o hrané 701 pixela se stiedem v 57 .

6. fo ziskame vytiznutim ¢tverce z I o hrané 701 pixelu se stfedem v Sy,.

Setkame se zde se dvéma druhy testu. Prvni bude testovani metod pouze na
jednodruhovém obrazku, pak v postupu vytvareni testovacich dat zvolime I; = I5.
Druhy bude testovani metod pro registraci obrazku s kontrastem a obrazku bez
kontrastu, pak se ve vyrobé testovacich dat nic nemeéni.
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6.1 Fazova korelace

Pro kazdy obrazek vygenerujeme nahodné patnéct trojic ¢isel [ag, pa, py], kde
ap je uhel otoceni, p, je posun ve sméru osy x a p, je posun ve smeru osy y.
Jak jiz dfive bylo feceno, jsou uhly otoc¢eni v rozmezi od —10° do +10° a po-
sunuti od —30 pixelu do 430 pixelu. Protoze pracujeme s diskrétnim obrazkem,
a tedy pouzivame diskrétni verzi metody fazové korelace, musime pocitat s tim,
ze vypocitany posun bude vzdy celé ¢islo. Uhel vypocteny v kroku V upraveném
pseudokodu musi byt jesté prepocitan na stupné vzorcem %600, kde N je veli-
kost obrazku. Jesté poznamename, Ze vyrobené testovaci obrazky jsme prekryli
okénkovou funkei z Definice 20

Fazova korelace pro obrazky bez kontrastni latky

Registrace jednodruhovych obrazkit metodou fazové korelace se zda byt ve-
lice t¢inna. Metoda urcila s prehledem vSechny predepsané posuny bezchybné.
Registrace pro jednu dvojici obrazku velikosti 701 x 701 pixelu trval v pruméru
25 sekund. Metoda pracovala spravné i pii poskozeni obrazku interpolaci pii si-
mulaci rotace. Rozlozeni chyby vypoécteného tihlu lze vyéist z Obrézku[6.1} Chyba
se soustfeduje kolem nuly a neni vétsi nez 0.2°.

Obrazek 6.1: Histogram chyb vypoéteného tihlu
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Fazova korelace pro obrazky s kontrastni latkou

Nyni byla otestovana metoda fazové korelace k registraci jednoho snimku bez
kontrastni latky s druhym snimkem s kontrastni latkou, abychom se blize dostali
k problému, ktery je v 1ékarstvi potiebny fesit. K testovani mame k dispozici
pouze 51 dvojic obrazku, které jsme vybrali z puvodnich 131 dvojic. Pacient se
béhem vysetieni zfejmé nepatrné pohnul, nebo zakaslal a mnoho dvojic obrazku
tedy nebylo registrovanych. Zjistili jsme pomoci fazové korelace, které dvojice
registrované uz jsou a které ne. Pak jsme tuto skutecnost jesté rucéné oveérili.
Nicméné na vysledcich uz je tato zména v podobé pritomné kontrastni latky znat
a metoda je citlivéjsi na poskozeni interpolaci (lze ovérit treba zménou okénkové
funkce). Maximéalni chyba vypocteného thlu je 2.8° a posunu je 10 pixelu. I pres
tyto hodnoty je ale stéle rozlozeni chyby vypocitaného posunu a otoceni velmi
dobré, jak muzeme vidét na nésledujicich grafech.

Histogram chyb vypocteneho uhlu
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6.2 Metoda s pouzitim nejmensich ¢tvercu

Cilem této metody mélo byt pfesnéjsi urceni otoceni a posunu, nez to urcila
fazova korelace. Zajima nés to hlavné pro malé uhly, protoze pro vétsi, jak jsme
se uz presvedcili, to neni pro fazovou korelaci problém. Dulezité je, ze jsme zde
pouzili jinou okénkovou funkci a logaritmickou tipravu. Pro malé vytezy se Han-
novo okno neosvédcilo a tak jsme experimentalné nasli okno zvané Gaussovo
a obrazek jsme navic zlogaritmovali. Pro tplnost je Gaussovo okno definované
jako:

gauss(x,y) _ 6_% [(5(2211;N))2+(5(2;/]\7]N))2:| '

Pro otestovani této metody jsme vybrali pét obrazku z duvodu velké casové
narocnosti testovani. Testovali jsme obrazky postupné od nulového tihlu s krokem
0.01° az po thel 4°. Pro kazdy thel jsme pro tuto pétici obrazku vzdy vygenero-
vali ndhodny posun. Registrace dvou obrazku timto zptisobem zabrala v pruméru
0.83 sekundy. Metoda vsak nezahrnovala podminku cos?(a) + sin*(a) = 1 a po-
chopitelné vychazely ihly zjisténé z kosinu jinak, nez ze sinu. I ptes tento problém
byly hodnoty pro tyto malé uhly ziskané ze sinu velmi dobré. Na Obrazku
vidime velikost prumérné chyby pro kazdy tihel. Na Obrazku pak vidime, jak
se pohybovala prumeérna chyba vypoc¢teného posunu.

Obrazek 6.2: Graf zavislosti chyby ihlu na velikosti 1thlu
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Prumerna chyba posunu
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Obrazek 6.3: Graf zavislosti chyby posunu na velikosti ihlu
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6.3 Metoda s pouzitim singularniho rozkladu

Zde, stejné jako v predchozi sekci, je cilem metody ptresnéjsi urceni otoceni
a posunu, nez urcila fazova korelace. Znovu pouzijeme upravu obrazku pomoci
zlogaritmovani a aplikace Gaussova okna. Metodu jsme testovali stejnym
zpusobem jako v predchozi metodé s pouzitim nejmensich ¢tvercu. Vypocet pro
jednu dvojici obrazku trva priblizné 0.85 sekundy. Vysledky jsou sice velmi po-
dobné jako v predchozi metodé, nicméné vyhodou oproti metodé vyuzivajici
nejmensi ¢tverce je stabilita a pouziti ve vice rozmérech. Pokud bychom se
podivali na chybu vypocteného ihlu pro vétsi iihel nez je znazornén na obrazcich,
bude tato metoda rozhodné presnéjsi nez metoda vyuzivajici nejmensi ¢tverce.
Rozlozeni chyby pro vypocteny thel lze vidét na Obrazku a pro posun
na Obrazku [6.5
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Obrazek 6.4: Zavislost prumérné chyby thlu na velikosti zadaného thlu

Porovnani s fazovou korelaci

Nyni uz jen zbyva ukazat porovnani metody fazové korelace s metodou
vyuzivajici singularniho rozkladu pro jednodruhové obrazky. Jelikoz metoda
fazové korelace urcila vSechny posuny s nulovou chybou, tak v tomto sméru
nemame co porovnavat. Z Obrazku je krasné vidét, ze metoda fazové ko-
relace nezachyti ithel mensi nez 0.18° a pak chyba vypada az periodicky, coz je
dano diskretizaci ihlu. Metoda se singularnim rozkladem zachyti tithel uz nad
0.1° a az na obcasné vyssi vykyvy, zpusobené Spatnym urcenim bodu pomoci
fazové korelace na malych vyfezech, si metoda drzi celkem nizkou prumeérnou
chybu thlu. Pokud budeme potifebovat stabilni prubéh chyby bez vykyvu, bu-
deme muset zvolit metodu fazové korelace. Pro tthel mensi nez 0.2° by bylo lepsi
zvolit metodu vyuzivajici singularniho rozkladu, jelikoz vypocet bude presnéjsi
pro posunuti i pro otoceni. Jak uz bylo zminéno, na vypocet jedné registrace
si u metody se singularnim rozkladem pockame asi 0.85 sekundy a u fazové ko-
relace prumeérné 25 sekund.
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Obrazek 6.5: Zavislost prumérné chyby posunu na velikosti zadaného uhlu
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Kapitola 7
Zaver

Cilem prace bylo registrovat snimky z CT angiografie. Pouzili jsme metodu
zalozenou na Fourierové transformaci zvanou fazova korelace, dale jsme pouzili
dvé alternativni metody pro registraci obrazku, které se lisi jen v malém uhlu. Al-
ternativni metody pracovaly s mnozinami bodu ziskanymi pomoci fazové korelace
a snazily se co nejpresnéji odhadnout opravdovy posun a otoceni mezi obrazky.
Vsechny metody byly matematicky odvozeny a byly modifikovany tak, aby co
nejlépe fungovaly na danych snimcich z angiografie.Vsechny metody byly imple-
mentovany a otestovany v prostiedi Matlab a nékteré kody a vysledky lze nalézt
v ptilozeném CD.

Vysledky ukézaly, jak je metoda fazové korelace ic¢inna. Nicméné je citliva na
vstupni data, coz jsme si ovérili pii hledani idedlni okénkové funkce. Kdybychom
pouzili jinou okénkovou funkci, nez je uvedena v praci, dockali bychom se vétsich
nebo i mensich nepresnosti v urceném posunu a otoceni.

U ostatnich dvou metod jsme ocekavali presnéjsi vypocet pro posun o necely
pixel a pro malou rotaci, coz se ndm do jisté miry podatilo a pro obrazky s velkym
rozliSenim uz by meélo smysl vysledky téchto metod i pouzit. Jelikoz vypocetni
narocnost je velmi mala, mohla by byt predevsim metoda vyuzivajici singularniho
rozkladu pouZita bud pro zpiesnéni registrace provedené jinym, méné presnym
nastrojem, nebo bychom ji mohli pouzit k odhadu pocatecniho bodu v néjaké
optimalizacni metodé pro registraci.
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