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že Univerzita Karlova v Praze má právo na uzavřeńı licenčńı smlouvy o užit́ı této
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6.2 Metoda s použit́ım nejmenš́ıch čtverc̊u . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Kapitola 1

Úvod

Úkolem této práce je upravit dva medićınské sńımky (konkrétně sńımky z CT
angiografie) tak, aby co nejlépe ĺıcovaly. Medićınské obrazy jsou obrazy poř́ızené
lékařskými př́ıstroji jako je poč́ıtačová tomografie, magnetická rezonance, ultra-
zvuk a daľśı. Obvykle lékař pracuje s několika sńımky téhož pacienta, které mohly
být poř́ızeny v r̊uznou dobu, r̊uznými př́ıstroji nebo před a po zavedeńı kontrastńı
látky. V těchto př́ıpadech pomůže sĺıcováńı obraz̊u t́ım, že lékař zjist́ı v́ıce infor-
maćı o pacientovi. Např́ıklad změnu velikosti a tvaru nádoru, rozš́ı̌reńı poškozeńı
mozku při Alzheimerově chorobě, či sledováńı pr̊utoku krve v cévách a na základě
těchto informaćı může lékař plánovat třeba složité operace mozku. Tedy samotné
sĺıcováńı, neboli registrace, je obvykle prvńım krokem k nepřebernému množstv́ı
lékařských postup̊u a na jej́ıch výsledćıch může často záviset i život pacienta.

V této práci nelze nalézt žádné nové metody ani převratné výsledky. Jej́ı funkćı
je seznámit čtenáře s již známým problémem a jeho řešeńım, to vše správně mate-
maticky popsat a popsaný model implementovat. Implementace následně ukáže
nedostatky mezi krásnou teoríı a tvrdou realitou. Toto zjǐstěńı donut́ı člověka
nejen metodu použ́ıt, ale hlavně pochopit, d́ıky čemuž je schopný takzvaně ”vidět
do problému”a provádět následné úpravy, které vedou k lepš́ım výsledk̊um.

V textu se nejprve pod́ıváme, jak vznikaj́ı a vypadaj́ı obrazy s nimiž budeme
pracovat. Dále si vysvětĺıme pojem registrace, uvedeme př́ıklady transformaćı
mezi obrazy a také metody interpolace, které muśıme při některých transfor-
maćıch obrazu využ́ıt. Poté se pod́ıváme, jak pomoćı metody fázové korelace
zjistit posun a otočeńı mezi jednotlivými obrazy. Tuto metodu si pečlivě od-
vod́ıme, poṕı̌seme jej́ı princip a modifikujeme ji tak, aby co nejlépe fungovala
na našich sńımćıch z angiografie. Nakonec ještě vyzkouš́ıme dvě metody, které
využ́ıvaj́ı již popsanou metodu fázové korelace k naměřeńı určitých dat a snaž́ı
se z těchto dat určit posunut́ı a otočeńı přesněji než samotná fázová korelace.
V těchto dvou metodách využijeme problém nejmenš́ıch čtverc̊u a singulárńı roz-
klad a principy metod samozřejmě matematicky podlož́ıme. Na závěr uvedeme
výsledky některých test̊u a zhodnot́ıme účinnost metod.
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Kapitola 2

Poč́ıtačová tomografie

Poč́ıtačová tomografie neboli CT (Computed Tomography) je lékařská
vyšetřovaćı metoda, jenž pracuje na principu rentgenových paprsk̊u. Jak již název
napov́ıdá, tomos je v českém překladu řez a graphein je psát, zobrazuje tomogra-
fie objekty pomoćı řez̊u. Hlavńımi součástmi př́ıstroje jsou Gantry, ř́ıd́ıćı a zob-
razovaćı poč́ıtač a st̊ul pro pacienta. Gantry se ještě skládá z rentgenky pevně
spojené s detektory. Při vyšetřeńı z rentgenky vycháźı svazek zářeńı, který pro-
jde tělem pacienta a je zachycován detektory. V detektorech se zaznamenává
množstv́ı dopadaj́ıćıho zářeńı, které je následně převedeno na elektrický signál.
Tento signál se pośılá k daľśımu zpracováńı do poč́ıtače. Poč́ıtač źıskaná data
převád́ı na obraz, kde stupně šedi reprezentuj́ı stupeň absorpce rentgenového
zářeńı. Stupeň absorpce se měř́ı pomoćı Hounsfieldovy stupnice, která se pohy-
buje v rozsahu plus tiśıc až mı́nus tiśıc Hounsfieldových jednotek. Pro zaj́ımavost
černá barva s hodnotou -1000 je stupeň absorpce pro vzduch, b́ılá barva s hodno-
tou 1000 je stupeň absorpce pro kost. Během procedury se rentgenka otoč́ı kolem
pacienta o 360◦.

Daľśı d̊uležitou vyšetřovaćı metodou je CT angiografie, která nám umožňuje
zobrazeńı cévńıho systému pomoćı poč́ıtačové tomografie po předchoźım
nitrožilńım podáńı kontrastńı látky. Toto invazivńı vyšetřeńı se použ́ıvá u one-
mocněńı jako jsou např́ıklad cévńı malformace. Dále se použ́ıvá při zjǐst’ováńı
zásobeńı nádoru krv́ı, nebo při zjǐst’ováńı rozsahu krváceńı do mozku.

Obrázek 2.1: Sńımek z CT angiografie
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Kapitola 3

Rigidńı registrace obrazu

V předchoźı kapitole jsme si naznačili s jakými obrazy budeme pracovat. Nyńı
si zavedeme matematickou definici takového obrazu, vysvětĺıme pojem registrace
a následně se pust́ıme do popisu transformaćı, které můžeme mezi obrazy pozo-
rovat.

3.1 Obraz

Definice 1. Obraz
Obrazem rozumı́me funkci f(x,y) : {1, . . . , N} × {1, . . . ,M} → N ∪ {0}, kde
N,M ∈ N. Funkčńı hodnoty této funkce se nazývaj́ı intenzity.

Poznámka. Často se obraz reprezentuje obrazovou matićı A typu M × N , jej́ıž
prvky jsou nezáporná celá č́ısla. Pro naše účely budeme použ́ıvat čtvercový obraz
f(x,y) : {1, . . . , N}2 → N ∪ {0}.

3.2 Registrace

3.2.1 Princip registrace

Registrace je úloha nalezeńı transformace mezi dvěma obrazy, aby se v určitém
smyslu co nejv́ıce podobaly. Mějme dva obrazy I1(x,y) a I2(x,y). Obraz I1(x,y)
nazveme fixńı a obraz I2(x,y) nazveme plovoućı. Pak úlohu registrace obraz̊u
můžeme popsat jako proces hledáńı funkce T̂ : R2 → R2 takové, že plat́ı

T̂ = arg min
T∈H

K(I1(x,y), g(I2(T (x,y)))),

kde K : je kriteriálńı funkce, která určuje, jak jsou si obrázky v určitém smyslu
podobné. H je množina funkćı T : R2 → R2 a funkce g : R → R realizuje
interpolačńı funkci. Funkci T̂ budeme nazývat transformačńı funkćı.
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3.2.2 Rozděleńı

V závislosti na datech

Podle toho, jaká data (obrazy) máme k dispozici, se registrace děĺı na mo-
nomodálńı a multimodálńı. Monomodálńı registrace pracuje s daty źıskanými
stejnou zobrazovaćı technikou. U multimodálńı registrace pracujeme s obrazy
źıskanými z r̊uzných zobrazovaćıch technik. Např́ıklad potřebujeme registrovat
dva obrazy, z nichž jeden je poř́ızen z magnetické rezonance a druhý z poč́ıtačové
tomografie.

Daľśı možnost́ı jak dělit registraci v závislosti na datech, je dle vlastnost́ı
registrovaných obrázk̊u. Pokud máme obrazy bohaté na významné body (hrany,
rohy, těžǐstě uzavřených oblast́ı a daľśı), použ́ıvaj́ı se metody založené právě na
těchto významných bodech. Pokud máme obrazy, kde je takových významných
bod̊u málo, uchylujeme se k registračńım metodám, které pracuj́ı s obrazem jako
s celkem.

Dle volby transformačńı funkce

Jiné děleńı registrace je podle toho, jaké požadujeme vlastnosti transformačńı
funkce T̂ . Pokud je transformačńı funkce lineárńı nebo afinńı, mluv́ıme o lineárńı
registraci. Speciálně, pokud se dva obrazy odlǐsuj́ı pouze pozićı v prostoru, jsme
schopni převést plovoućı obraz na fixńı pomoćı jednoduchých operaćı translace
a rotace. V tomto př́ıpadě mluv́ıme o rigidńı registraci.

Je-li transformačńı funkce nelineárńı, nazveme registraci elastickou.

Shrnut́ı

V této práci se budeme zabývat monomodálńı rigidńı registraćı. Registrovat
budeme automaticky, tedy bez zásahu člověka. Často se využ́ıvá techniky, že
zkušený člověk z př́ıslušného oboru poskytne takzvané významné body v obou
obrázćıch a dále se použij́ı registračńı metody na takovém vstupu založené. Na
sńımćıch z CT angiografie, se kterými pracujeme, je ale velmi obt́ıžné takové body
naj́ıt, protože jsou prosté ostrých hran a při ručńım označeńı významných bod̊u
se můžeme dopustit nemalé chyby.
Protože je pacient při źıskáváńı takových sńımk̊u obvykle upevněn v určité poloze,
můžeme předpokládat, že se sńımky lǐśı pouze malou rotaćı a posunem.

3.2.3 Transformace

Zde se zaměř́ıme na základńı afinńı transformace ve dvourozměrném prostoru
a to translace, rotace, zkoseńı a změnu měř́ıtka.

Translace

Definice 2. Necht’ je dána orientovaná úsečka
−→
AB a bod X ∈ R2. Translace je

zobrazeńı, které bodu X přiřazuje bod X ′ tak, že |XX ′| = |AB| a orientovaná

úsečka
−−→
XX ′ určuje stejný směr jako orientovaná úsečka

−→
AB.
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Jelikož translace neńı lineárńı zobrazeńı, nejde v R2 reprezentovat pomoćı
matic. Pro naš́ı daľśı práci ale budeme maticový zápis potřebovat a proto muśıme
využ́ıt homogenńıch souřadnic.

Definice 3. Homogenńı souřadnice bodu (x1, x2) roviny R2 jsou uspořádaná tro-
jice (X1, X2, ω), pro kterou plat́ı x1 = X1

ω
a x2 = X2

ω
. Souřadnici ω ∈ R\{0}

nazýváme váhou bodu.

Důležité pozorovańı je, že bod je svými homogenńımi souřadnicemi určen
jednoznačně. S využit́ım homogenńıch souřadnic lze translaci bodu x = (x1, x2)

o vektor
−→
AB = (a,b), a ∈ R, b ∈ R, vyjádřit následovně: x′1

x′2
1

 =

 1 0 a
0 1 b
0 0 1

 ·
 x1

x2
1

 .

Rotace

Definice 4. Necht’ je dán bod X ∈ R2, S ∈ R2 a orientovaný úhel α ∈ [0,2kπ],

k ∈ Z. Rotace je zobrazeńı, které bodu X 6= S přiřad́ı bod X ′ tak, že |
−−→
SX ′| = |

−→
SX|

a |]XSX ′| = |α|. Bod S se nazývá střed otáčeńı.

S použit́ım homogenńıch souřadnic vyjádř́ıme rotaci bodu X = (x1, x2) okolo
počátku S = (0,0) o úhel α maticově: x′1

x′2
1

 =

 cos(α) −sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 ·
 x1

x2
1

 .

Zkoseńı

Definice 5. Zkoseńı je zobrazeńı, která bodu X = (x1, x2) v rovině R2 přiřad́ı
bod X ′ = (x′1, x

′
2) tak, že plat́ı x′1 = x1 + ax2 a x′2 = bx1 + x2, kde a ∈ R, b ∈ R

jsou koeficienty zkoseńı.

Maticově lze reprezentovat operaci zkoseńı v homogenńıch souřadnićıch jako: x′1
x′2
1

 =

 1 a 0
b 1 0
0 0 1

 ·
 x1

x2
1

 .

Změna měř́ıtka

Definice 6. Změnu měř́ıtka m̊užeme definovat jako zobrazeńı, které bodu
X = (x1, x2) v rovině R2 přiřad́ı bod X ′ = (x′1, x

′
2) tak, že plat́ı x′1 = ax1

a x′2 = bx2, kde a ∈ R, b ∈ R.

Maticový zápis této operace v homogenńıch souřadnićıch: x′1
x′2
1

 =

 a 0 0
0 b 0
0 0 1

 ·
 x1

x2
1

 .
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3.2.4 Interpolace

Představme si, že máme nějakou transformaci a chceme zjistit, jak zrekon-
struovat transformovaný obraz. Obraz si můžeme představit jako dvourozměrnou
mř́ıžku s celoč́ıselnými souřadnicemi, která v uzlech obsahuje hodnoty intenzit (pi-
xel̊u). Pokud transformujeme obraz, dostaneme obecně souřadnice reálné. V ne-
celoč́ıselných souřadnićıch ale neznáme jednotlivé intenzity transformovaného ob-
razu. Pak se tedy dostáváme do problému, jak v této nově źıskané mř́ıžce určit
př́ıslušné hodnoty intenzit. Řešeńım tohoto problému je interpolace, která určitým
zp̊usobem využije hodnoty v p̊uvodńım obrázku s celoč́ıselnou mř́ıžkou k výpočtu
intenzit v transformovaném obraze.

Problém interpolace

Necht’ máme uzavřený interval [a,b], a ∈ R, b ∈ R a body x1, . . . , xn, n ∈ N
takové, že plat́ı a ≤ x1 < . . . < xn ≤ b. Necht’ dále jsou dány hodnoty v jed-
notlivých bodech f(x1), . . . ,f(xn). Pak problém interpolace spoč́ıvá v nalezeńı
funkce q(x), x ∈ [a,b] daného typu, že je splněno q(xi) = f(xi), i = 1, . . . ,n.

Zp̊usoby interpolaćı

Pro řešeńı problému interpolace bylo navrženo nepřeberné množstv́ı metod.
My se zaměř́ıme jen na metody často použ́ıvané při práci s obrazy. Dle článku [1]
jsou nejběžněǰśı metody interpolace metoda nejbližš́ıho souseda, bilineárńı inter-
polace, bikubická interpolace, kvadratický spline, kubický B-spline a daľśı. Po-
drobněji se pod́ıváme na prvńı tři vyjmenované metody. Jelikož některé z nich
lze interpretovat r̊uznými zp̊usoby, jsou ńıže uvedené interpolace v takových tva-
rech, aby co nejlépe odpov́ıdaly našemu problému určit hodnotu intenzity uvnitř
jednoho pole pixelové mř́ıžky.

Metoda nejbližš́ıho souseda. Necht’ jsou dány čtyři body v prostoru R2,
(i,j), (i,j + 1), (i + 1,j), (i + 1,j + 1), i ∈ N, j ∈ N a bod (x,y) ∈ R2 tak, že
i ≤ x ≤ i+1, j ≤ y ≤ j+1. Necht’ dále p(i,j), p(i,j+1), p(i+1,j), p(i+1,j+1),
i ∈ N, j ∈ N jsou funkčńı hodnoty dané funkce p v jednotlivých bodech. Pak in-
terpolace funkce f v bodě (x,y) metodou nejbližš́ıho souseda je dána předpisem

f(x,y) =


p(i,j) pro i− 1

2
< x ≤ i+ 1

2
, j − 1

2
< y ≤ j + 1

2
,

p(i,j + 1) pro i− 1
2
< x ≤ i+ 1

2
, j + 1

2
< y ≤ j + 3

2
,

p(i+ 1,j) pro i+ 1
2
< x ≤ i+ 3

2
, j − 1

2
< y ≤ j + 1

2
,

p(i+ 1,j + 1) pro i+ 1
2
< x ≤ i+ 3

2
, j + 1

2
< y ≤ j + 3

2

.

Z předpisu je zřejmé, že nová hodnota intenzity f(x,y) v transformované mř́ıžce
je určena pouhým zkoṕırováńım nejbližš́ı hodnoty v p̊uvodńı mř́ıžce. V praxi se
interpolace metodou nejbližš́ıho souseda realizuje zaokrouhlováńım souřadnic.
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Bilineárńı interpolace. Necht’ jsou dány čtyři body v prostoru R2, (i,j),
(i,j+1), (i+1,j), (i+1,j+1), i ∈ N, j ∈ N a bod (x,y) ∈ R2 tak, že i ≤ x ≤ i + 1,
j ≤ y ≤ j + 1. Necht’ dále p(i,j), p(i,j + 1), p(i+ 1,j), p(i+ 1,j + 1), i ∈ N, j ∈ N
jsou funkčńı hodnoty dané funkce p v jednotlivých bodech. Pak výpočet hodnoty
polynomu bilineárńı interpolace v bodě (x,y) je dán předpisem
f(x,y) = (y − j)[(i+ 1− x)p(i,j + 1) + (x− i)p(i+ 1,j + 1)]+

+(j + 1− y)[(i+ 1− x)p(i,j) + (x− i)p(i+ 1,j)].

Bikubická interpolace. Necht’ funkce p(α,β), ∂p
∂α

, ∂p
∂β

, ∂2p
∂α∂β

jsou definovány

ve čtyřech bodech prostoru R2, (i,j), (i,j + 1), (i+ 1,j), (i+ 1,j + 1), i ∈ N, j ∈ N.
Necht’ dále máme bod (x,y) ∈ R2 tak, že i ≤ x ≤ i + 1, j ≤ y ≤ j + 1. Pak
hodnotu bikubického polynomu v bodě (x,y) urč́ıme předpisem

f(x,y) =
4∑

k=1

4∑
l=1

ck,l(x − i)k−1(y − j)l−1 , kde koeficienty ck,l ∈ R źıskáme

následuj́ıćım zp̊usobem. Pro derivace polynomu f plat́ı

∂f

∂x
(x,y) =

4∑
k=2

4∑
l=1

ck,l(k − 1)(x− i)k−2(y − j)l−1,

∂f

∂y
(x,y) =

4∑
k=1

4∑
l=2

ck,l(l − 1)(x− i)k−1(y − j)l−2,

∂2f

∂x∂y
(x,y) =

4∑
k=2

4∑
l=2

ck,l(k − 1)(l − 1)(x− i)k−2(y − j)l−2.

Využijeme-li toho, že pro každé (α, β) ∈ {(i,j), (i,j + 1), (i+ 1,j), (i+ 1,j + 1)}
plat́ı:

p(α, β) = f(α, β),
∂p
∂α

(α, β) = ∂f
∂x

(α, β),
∂p
∂β

(α, β) = ∂f
∂y

(α, β),
∂2p
∂α∂β

(α, β) = ∂2f
∂x∂y

(α, β),

dostáváme soustavu šestnácti lineárńıch rovnic o šestnácti neznámých ck,l,
k = 1 . . . ,4, l = 1, . . . ,4. T́ım jsou koeficienty ck,l jednoznačně určeny. Pokud

derivace ∂p
∂α

, ∂p
∂β

, ∂2p
∂α∂β

v bodech (i,j), (i,j+ 1), (i+ 1,j), (i+ 1,j+ 1) nejsou známy,
lze je aproximovat např́ıklad pomoćı konečných diferenćı.

S č́ım budu pracovat a proč

Metoda nejbližš́ıho souseda je jednou z nejrychleǰśıch a početně nejméně
náročných metod. Za tyto vlastnosti však plat́ı velmi špatnými výsledky, co se
kvality interpolovaného obrazu týče.

Metoda bilineárńı interpolace patř́ı stále ještě do kategorie časově méně
náročných metod. Hodnotu nového pixelu poč́ıtá pomoćı váženého pr̊uměru ze čtyř
okolńıch pixel̊u a t́ım docháźı k rozmazáńı ostrých hran.
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Metoda kubické interpolace je z těchto tř́ı nejpřesněǰśı, dobře zachovává kva-
litu obrazu. Nicméně jej́ı podstatnou nevýhodou je rychlost výpočtu.

V této práci budeme využ́ıvat interpolaci bilineárńı. V praxi se ukázalo,
že se kvalita obrazu výrazně nelǐśı od kvality obrazu interpolovaného pomoćı
jiných metod a tedy je dobrým kompromisem mezi rychlost́ı a kvalitou výsledného
obrazu. Vı́ce o zp̊usobech interpolace obrazu, časové náročnosti a technikách
převzorkováńı lze nalézt [2].
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Kapitola 4

Fázová korelace

Předt́ım, než přejdeme k vysvětleńı registrace dvou obrázk̊u pomoćı fázové
korelace, je potřeba znát některé pojmy a vlastnosti uvedené v následuj́ıćı kapi-
tole.

4.1 Matematický základ

Definice 7. (Prostor L(R2))
Prostor L(R2) je prostor všech funkćı f : R2 → C takových, že

∫∫
R2 |f(x,y)|dxdy

existuje a je konečný.

Definice 8. (Fourierova transformace)
Necht’ f(x,y) ∈ L(R2). Fourierovou transformaćı funkce f rozumı́me funkci

F (µ, ν) : R2 → C definovanou jako

F{f(x,y)} = F (µ, ν) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x,y)e−i(µx+νy)dxdy.

Definice 9. (Inverzńı Fourierova transformace)
Necht’ F (µ, ν) ∈ L(R2). Inverzńı Fourierovou transformaćı funkce F rozumı́me

funkci f(x,y) : R2 → C definovanou předpisem

F−1{F (µ, ν)} = f(x,y) =
1

4π2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

F (µ, ν)ei(µx+νy)dµdν.

Věta 1. (Shift teorém)
Necht’ f1(x,y) ∈ L(R2) a F1(µ, ν) je Fourierova transformace funkce f . Necht’

dále máme funkci f2(x,y) ∈ L(R2) takovou, že f1(x − x0,y − y0) = f2(x,y), pro
nějaké dané konstanty x0 ∈ R, y0 ∈ R a Fourierovu transformaci F2(µ, ν) funkce
f2. Pak plat́ı

F2(µ,ν) = e−i(x0µ+y0ν)F1(µ,ν).
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D̊ukaz.

Z Definice 8 je F2(µ, ν) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f2(x,y)e−i(µx+νy)dxdy.

Dosazeńım vztahu f1(x− x0,y − y0) = f2(x,y) dostáváme

F2(µ, ν) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f1(x− x0,y − y0)e−i(µx+νy)dxdy =

=

∣∣∣∣ x− x0 = α x = α + x0 ”dx = dα”
y − y0 = β y = β + y0 ”dy = dβ”

∣∣∣∣ =

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f1(α, β)e−i[µ(α+x0)+ν(β+y0)]dαdβ =

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f1(α, β)e−i(µα+νβ)e−i(x0µ+y0ν)dαdβ =

= e−i(x0µ+y0ν)
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f1(α, β)e−i(µα+νβ)dαdβ = e−i(x0µ+y0ν)F1(µ, ν).

k

Nyńı zadefinujeme takzvanou Diracovu δ-funkci. Mějme však na paměti, že
tato definice je neformálńı a slouž́ı předevš́ım k lepš́ımu pochopeńı ńıže popsané
metody. Formálně správnou definici lze zavést pomoćı teorie distribućı a je to
podrobně popsáno v [3].

Definice 10. (Diracova δ-funkce)
Diracovou delta funkćı nazveme funkci δ(x,y), kde (x,y) ∈ R2, splňuj́ıćı násle-

duj́ıćı dvě vlastnosti:

δ(x,y) =

{
0 pro (x,y) 6= (0,0)
+∞ pro (x,y) = (0,0)

a

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

δ(x,y)dxdy = 1.

Dı́ky této definici jsme schopni ukázat, že

F−1{ei(x0µ+y0ν)} = 1
4π2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei(x0µ+y0ν)eiµxeiνydµdν =
1

4π2
δ(x − x0,y − y0).

Tento vztah využijeme později při popisu metody fázové korelace.

Definice 11. (Fourierovo a amplitudové spektrum)
Necht’ f(x,y) ∈ L(R2) a F (µ, ν) je Fourierova transformace funkce f . Tuto

transformaci nazveme Fourierovým spektrem funkce f .
Dále funkci A : R2 → [0,∞) definovanou předpisem A(µ, ν) = |F (µ, ν)| na-

zveme amplitudovým spektrem funkce f .

Definice 12. (Cross-power spektrum)
Necht’ f1(x,y) ∈ L(R2), f2(x,y) ∈ L(R2) a F1(µ, ν), F2(µ, ν) jsou jejich

Fourierova spektra. Pak funkci C : R2 → C definovanou předpisem C(µ, ν) =
F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν) nazveme Cross-power spektrem funkćı f1 a f2.
Dále funkci N : R2 → C definovanou předpisem

N(µ, ν) =
F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)

|F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)|

nazveme normovaným Cross-power spektrem funkćı f1 a f2.

Poznámka. Hvězdička použitá ve smyslu F ∗ je vyjádřeńım komplexńıho sdružeńı.
Tedy F ∗(µ, ν) = F (µ, ν) pro každé (µ, ν).
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Definice 13. (Fázová korelace)
Necht’ f1(x,y) ∈ L(R2), f2(x,y) ∈ L(R2) a F1(µ, ν), F2(µ, ν) jsou jejich Fou-

rierova spektra. Necht’ dále N(µ, ν) je normované Cross-power spektrum funkćı
f1 a f2. Pak funkce p : R2 → C definovaná jako p(x,y) = F−1{N(µ, ν)} je Fázová
korelace funkćı f1 a f2.

4.1.1 Princip fázové korelace posunutých funkćı

Předpokládejme, že máme dvě funkce v prostoru L(R2) tak, že

f1(x− x0,y − y0) = f2(x,y).

Neboli funkce f2(x,y) je kopie funkce f1(x,y) posunutá o konstantu x0 v prvńı
proměnné a o y0 v druhé proměnné. Použit́ım Fourierovy transformace źıskáme
př́ıslušná Fourierova spektra F1(µ, ν) a F2(µ, ν). Aplikaćı Věty 1 v́ıme, že mezi
Fourierovými spektry plat́ı vztah :

F2(µ,ν) = e−i(x0µ+y0ν)F1(µ,ν). (4.1)

Využit́ım tohoto vztahu plat́ı, že F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν) = F1(µ, ν)ei(x0µ+y0ν)F ∗1 (µ,ν).
Za předpokladu, že F1(µ, ν) a F2(µ, ν) jsou nenulové v každém bodě, vyděĺıme
rovnici členem |F1(µ, ν)F ∗2 (µ,ν)| a dostáváme

F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)

|F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)|
=
ei(x0µ+y0ν)F1(µ, ν)F ∗1 (µ, ν)

|F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)|
. (4.2)

S použit́ım základńıch vlastnost́ı komplexńıch č́ısel a vzorce (4.1) na F ∗2 (µ, ν) na
pravé straně rovnice (4.2) dostáváme

F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)

|F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)|
= ei(x0µ+y0ν),

neboli normované Cross-power spektrum N(µ, ν) = ei(x0µ+y0ν). Pak tedy dle De-
finice 13 je fázová korelace

p(x,y) = F−1{N(µ, ν)} = F−1{ei(x0µ+y0ν)} =
1

4π2
δ(x− x0,y − y0).

Jinak řečeno, fázová korelace dvou funkćı, které se lǐśı pouze posunut́ım, je delta
funkce posunutá do bodu (x0,y0).

Přidáńı rotace. Pro naši práci budeme ale potřebovat fázovou korelaci
nejen pro funkce posunuté, ale i otočené. Provedeme tedy jednoduchou modifikaci
s použit́ım přechodu do polárńıch souřadnic.
Mějme tedy funkci f2(x,y), která je posunutou a otočenou kopíı funkce f1(x,y)
tj.

f2(x,y) = f1(cos(α0)x− sin(α0)y − x0, sin(α0)x+ cos(α0)y − y0), (4.3)

kde α0 je úhel otočeńı a (x0, y0) vektor posunut́ı. Užit́ım Věty 1 na (4.3) dostaneme
vztah mezi Fourierovými spektry

F2(µ,ν) = e−i(x0µ+y0ν)F1(cos(α0)µ− sin(α0)ν,sin(α0)µ+ cos(α0)ν). (4.4)
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Aplikaćı absolutńı hodnoty na obě strany vzorce (4.4) dostáváme vztah mezi
amplitudovými spektry

A2(µ, ν) = A1(cos(α0)µ− sin(α0)ν, sin(α0)µ+ cos(α0)ν),

který nám ř́ıká, že jedno amplitudové spektrum je jen otočenou kopíı druhého.
Nyńı přejdeme od souřadnic (µ,ν) k polárńım souřadnićım (ρ, α), č́ımž dostaneme

A1(ρ, α) = A2(ρ, α− α0).

Nyńı už stač́ı jen aplikovat fázovou korelaci pro obyčejné posunut́ı na funkce A1

a A2, źıskat úhel otočeńı α0 a jeho pomoćı funkci f2 otočit tak, aby se už funkce
f1 a f2 lǐsily pouze posunut́ım. Následně znovu použijeme postup pro výpočet
fázové korelace pouze pro posunut́ı na funkce f1 a f2.

Pokud tedy máme dvě funkce, které splňuj́ı výše uvedené předpoklady, tento
postup nám umožńı velmi elegantně určit parametry otočeńı a posunut́ı daných
funkćı.

4.2 Diskrétńı formulace

Abychom se od funkćı dostali bĺıže k rozeznáváńı posunu a otočeńı mezi dvěma
obrázky, je nutné veškeré výše uvedené pojmy matematického základu formulovat
v diskrétńı podobě.

Definice 14. (Diskrétńı Fourierova transformace)
Necht’ f(x,y) je funkce definovaná na množině {0, 1, · · · , N − 1}2, kde N ∈ N.

Pak funkci F (µ,ν) : {0, 1, · · · , N − 1}2 → C, definovanou předpisem

F{f(x,y)} = F (µ,ν) =
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x,y)e−
2πi
N

(xµ+yν),

nazveme diskrétńı Fourierovou transformaćı funkce f .

Definice 15. (Inverzńı diskrétńı Fourierova transformace) Necht’ F (µ, ν) je funkce
definovaná na množině {0, 1, · · · , N − 1}2, kde N ∈ N. Inverzńı Fourierovou
transformaćı funkce F rozumı́me funkci f(x,y) : {0, 1, · · · , N − 1}2 → C defino-
vanou předpisem

F−1{F (µ, ν)} = f(x,y) =
1

N2

N−1∑
µ=0

N−1∑
ν=0

F (µ,ν)e
2πi
N

(xµ+yν).

Věta 2. (Diskrétńı Shift teorém) Necht’ f1(x,y) a f2(x,y) jsou funkce na množině
{0, 1, · · · , N − 1}2, kde N ∈ N, a necht’ F1(µ, ν) a F2(µ, ν) jsou př́ıslušné diskrétńı
Fourierovy transformace. Dále budeme požadovat, aby funkce f1(x,y) byla perio-
dická s periodou N a funkce f2(x,y) = f1(x−x0,y−y0) pro nějaké dané konstanty
x0 ∈ Z, y0 ∈ Z. Pak plat́ı:

F2(µ,ν) = e−
2πi
N

(x0µ+y0ν)F1(µ,ν), pro (µ,ν) ∈ {0, 1, · · · , N − 1}2.
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D̊ukaz.
Důkaz proběhne velmi podobně jako ve Větě 1.

Z Definice 14 máme F2(µ, ν) =
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f2(x,y)e−
2πi
N

(xµ+yν). Dosazeńım vztahu

f2(x,y) = f1(x−x0,y−y0) dostáváme F2(µ, ν) =
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f1(x−x0,y−y0)e−
2πi
N

(xµ+yν)

a provedeme substituci k = x− x0 a l = y − y0.

Tedy F2(µ, ν) =

N−1−x0∑
k=−x0

N−1−y0∑
l=−y0

f1(k,l)e
− 2πi

N
((k+x0)µ+(l+y0)ν) =

= e−
2πi
N

(x0µ+y0ν)

N−1−x0∑
k=−x0

N−1−y0∑
l=−y0

f1(k,l)e
− 2πi

N
(kµ+lν). A dále využijeme periodicitu

funkce f1(x,y) a snadno vid́ıme, že

N−1−x0∑
k=−x0

N−1−y0∑
l=−y0

f1(k,l)e
− 2πi

N
(kµ+lν) = F1(µ,ν)

a konečně tedy F2(µ, ν) = e−
2πi
N

(x0µ+y0ν)F1(µ,ν).

k

Definice 16. (Dirac̊uv impulz)
Diracovým impulzem nazveme funkci δ(x,y), kde (x,y) ∈ {0, 1, · · · , N − 1}2,

splňuj́ıćı δ(x,y) =

{
0 pro (x,y) 6= (0,0)
1 pro (x,y) = (0,0)

.

Definice 17. (Diskrétńı Fourierovo a amplitudové spektrum)
Necht’ f(x,y) je funkce definovaná na množině {0, 1, · · · , N − 1}2 a F (µ, ν) je

diskrétńı Fourierova transformace funkce f . Tuto transformaci F (µ, ν) nazveme
Fourierovým spektrem funkce f .

Dále funkci A, definovanou předpisem A(µ, ν) = |F (µ, ν)|, nazveme diskrétńım
amplitudovým spektrem funkce f .

Definice 18. (Diskrétńı Cross-power spectrum)
Necht’ f1(x,y) a f2(x,y) jsou funkce definované na množině {0, 1, · · · , N − 1}2.

Necht’ F1(µ, ν), F2(µ, ν) jsou jejich diskrétńı Fourierova spektra. Funkci
C : {0, 1, · · · , N − 1}2 → C definovanou předpisem C(µ, ν) = F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)
nazveme diskrétńım Cross-power spektrem funkćı f1 a f2.
Dále funkci N : {0, 1, · · · , N − 1}2 → C definovanou předpisem

N(µ, ν) =
F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)

|F1(µ, ν)F ∗2 (µ, ν)|
(4.5)

nazveme diskrétńım normovaným Cross-power spektrem funkćı f1 a f2.

Definice 19. (Fázová korelace v diskrétńı podobě)
Necht’ f1(x,y) a f2(x,y) jsou funkce definované na množině {0, 1, · · · , N − 1}2.

Necht’ F1(µ, ν), F2(µ, ν) jsou jejich diskrétńı Fourierova spektra. Necht’ dále
N(µ, ν) je diskrétńı normované Cross-power spektrum funkćı f1 a f2. Pak funkce
p : {0, 1, · · · , N − 1}2 → Cdefinovaná jako p(x,y) = F−1{N(µ, ν)} je fázová
korelace funkćı f1 a f2.

Nyńı už tedy v́ıme, jak by měla tato metoda fungovat na ideálńım obrázku
z Definice 1. Pro lepš́ı přehled uvedeme ještě pseudokód celé metody.
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4.3 Pseudokód registrace pomoćı fázové kore-

lace

1. Na vstupu dostaneme dva obrázky. Obrázek f1 označ́ıme jako fixńı a obrázek
f2, který je oproti fixńımu otočený a posunutý označ́ıme jako plovoućı.
Tedy matematicky zapsáno
f2(x,y) = f1(cos(α0)x− sin(α0)y − x0, sin(α0)x+ cos(α0)y − y0).

2. Vypočteme Fourierova spektra obou obrázk̊u a užit́ım Shift teorému
a několika jednoduchých úprav dostaneme vztah mezi amplitudovými spek-
try
A1(ρ, α) = A2(ρ, α− α0).

3. Vypočteme fázovou korelaci mezi funkcemi A1 a A2. Dostaneme α0, které
udává velikost úhlu otočeńı obrázkuf2 oprotif1.

4. Otoč́ıme obrázek f2 kolem středu o úhel α0 a označ́ıme ho f̃2. Dále pracu-
jeme už jen s problémem posunut́ı tj. f̃2 = f1(x− x0,y − y0).

5. Spoč́ıtáme fázovou korelaci pro funkce f1 a f̃2 a dostaneme posun x0 a y0.

4.4 Okénková funkce

Jelikož teorie ř́ıká, že vše dobře funguje a vycháźı, už zbývá udělat jen posledńı
krok a vyzkoušet registračńı metodu na pravých sńımćıch z CT angiografie. Avšak
po několika zkušebńıch pokusech zjist́ıme, že metoda nefunguje ani zdaleka tak
dobře, jak jsme si představovali. Obvykle se stane, že algoritmus skonč́ı s posunem
i rotaćı na nule, tedy vlastně registruje podle okraje obrázku, protože informace
uvnitř nebyly dostatečně výrazné. Taková metoda by byla pro praktické použit́ı
nepřijatelná a proto muśıme udělat ještě drobnou úpravu ve stávaj́ıćım postupu.

Definice 20. (Okénková funkce)
Necht’ (x,y) ∈ {0, 1, . . . ,N − 1}2. Funkci o(x,y) : {0, 1, · · · , N − 1}2 → R,

definovanou předpisem

o(x,y) =
1

4

[
1− cos

(
2πx

N − 1

)][
1− cos

(
2πy

N − 1

)]
,

nazveme okénkovou funkćı.

Definice 20 ukazuje, jak vypadá okénková funkce nazývaná také Hannovo
okno. My od okénkové funkce budeme požadovat, aby po vynásobeńı s obrázkem
dala nový obrázek, který má u okraj̊u hodnoty pixel̊u zahlazené k nule, neobsahuje
uměle zanesené hrany a zanechá co možná nejv́ıce informaćı obrázku p̊uvodńıho.
To vše Hannovo okno splňuje. Vı́ce o okénkových funkćıch lze nalézt v [4].
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Proč vlastně potřebujeme okénkovou funkci?

Metoda fázové korelace využ́ıvá Věty 2, která ale vyžaduje periodičnost za-
daných funkćı. Vytvořeńım periodického obrázku však vzniknou umělé hrany,
protože běžný obrázek má obvykle okraje r̊uzné barvy. Při poč́ıtáńı diskrétńı
Fourierovy transformace tyto uměle vytvořené hrany často zp̊usobuj́ı zast́ıněńı
hledané informace a proto je dobré se této situaci vyhnout.

Jak vypadá okénková funce z Definice 20 aplikovaná na ukázkovém obrázku
můžeme vidět na Obrázku 4.2.

Obrázek 4.1: Ukázkový obrázek Obrázek 4.2: Aplikace okénkové funkce

Při použit́ı okénkové funkce však muśıme poč́ıtat s t́ım, že se nám Fou-
rierovo spektrum okénkové funkce promı́tne do spektra obrázku. Matematicky
vzato obrázek f vynásob́ıme okénkovou funkćı o. Fourierova transformace to-
hoto součinu je podle konvolučńıho teorému konvolućı jednotlivých Fourierových
spekter. Jsou-li F1 a O Fourierova spektra k f a o, pak F{fm} = F ∗O. Součin
obrázku a okénkové funkce zp̊usob́ı sice nepatrné rozmazáńı výsledného spektra,
ale hlavně odstrańı ”kř́ıž”, který jsme uměle vytvořili periodizaćı obrázku. Tento
jev je vidět na obrázćıch 4.3 a 4.4.

Výsledný obraz pro testovańı registrace bude vynásoben okénkovou funkćı,
abychom dosáhli periodičnosti obrázku bez nežádoućıch umělých hran. Po přidáńı
této úpravy se můžeme pustit do testováńı.
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Obrázek 4.3: Fourierovo spektrum
obrázku bez okénkové funkce

Obrázek 4.4: Fourierovo spektrum
s použit́ım okénkové funkce

4.5 Upravený pseudokód

1. Na vstupu dostaneme dva obrázky I1 a I2, které splňuj́ı

I2(x,y) = I1(cos(α0)x− sin(α0)y − x0, sin(α0)x+ cos(α0)y − y0).

2. Vynásobeńı obou obrázk̊u okénkovou funkćı. Tedy f1(x,y) = I1(x,y)o(x,y)
a f2(x,y) = I2(x,y)o(x,y).

3. Vypočteme Fourierova spektra f1(x,y) a f2(x,y) a užit́ım Shift teorému
a několika jednoduchých úprav dostaneme vztah mezi amplitudovými spek-
try A1(ρ, α) = A2(ρ, α− α0).

4. Vypočteme fázovou korelaci mezi funkcemi A1 a A2. Dostaneme α0, které
udává velikost úhlu otočeńı obrázkuf2 oproti f1.

5. Otoč́ıme obrázek f2 kolem středu o úhel α0 a označ́ıme ho f̃2. Dále pracu-
jeme už jen s problémem posunut́ı tj. f̃2 = f1(x− x0,y − y0).

6. Spoč́ıtáme fázovou korelaci pro funkce f1 a f̃2 a dostaneme posun x0 a y0.
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Kapitola 5

Alternativńı metody

Jak již v́ıme, registračńı metoda využ́ıvaj́ıćı fázovou korelaci je sice velmi
účinná, nicméně jedna z jej́ıch nevýhod je neschopnost poč́ıtat se subpixelovou
přesnost́ı. Jak postupovat v př́ıpadě, že budeme požadovat vypočteńı posunu
o 1.5 pixelu? Zkusme si představit, že máme dva sńımky z CT angiografie. Jelikož
úhel otočeńı by měl být malý, tak ho zanedbáme a budeme se zabývat pouze
posunut́ım. Využijeme metodu fázové korelace pro posunut́ı na menš́ıch výřezech
zkoumaných obrázk̊u pro źıskáńı dvojic sobě odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u. Následně na
takto naměřená data zkuśıme aplikovat dva r̊uzné postupy, které se pokuśı určit
p̊uvodńı posunut́ı i otočeńı.

Obrázek 5.1: Rozděleńı obrázku na
výřezy

Źıskáńı dat Necht’ máme dva obrázky,
postupně bereme výřezy z prvńıho
obrázku a pomoćı fázové korelace
pouze pro posunut́ı se je snaž́ıme
naj́ıt v obrázku druhém. Následně
vezmeme souřadnice střed̊u korespon-
duj́ıćıch výřez̊u v obou obrázćıch
a dále pracujeme jen s těmito body.
Následuj́ıćı sekce popisuje, jak na
základě těchto naměřených množin
bod̊u odhadnout p̊uvodńı posunut́ı
a otočeńı mezi obrázky.
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5.1 Využit́ı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

Na úvod si uvedeme alespoň základńı definici úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u. Po-
drobněǰśı vysvětleńı této úlohy včetně d̊ukaz̊u tvrzeńı, které budeme použ́ıvat, lze
naj́ıt v knize [5].

Definice 21. Problém nejmenš́ıch čtverc̊u
Necht’ A ∈ Rm×n je matice reálných č́ısel, b ∈ Rm. Problémem nejmenš́ıch

čtverc̊u budeme nazývat úlohu určeńı x ∈ Rn tak, aby platilo min
x,f
‖x‖2 za podmı́nky

f = Ax− b.

Předpokládejme nyńı, že máme fixńı obraz I a obraz I ′ oproti němu otočený
a posunutý. Necht’ [xi,yi,1], i = 1, . . . ,n, jsou souřadnice pixel̊u v obrazu I
a [x′i,y

′
i,1], i = 1, . . . ,n, jsou body v obrazu I ′ určené metodou fázové korelace

pro posun, jak je popsáno v odstavci u obrázku 5.1. Necht’ α je úhel otočeńı
a x0,y0 jsou posuny ve směru jednotlivých os. Pak vztah mezi těmito body lze
vyjádřit maticově ve tvaru cos(α) −sin(α) x0

sin(α) cos(α) y0
0 0 1

 ·
 x1 x2 · · · xn

y1 y2 · · · yn
1 1 · · · 1

 =

 x′1 x′2 · · · x′n
y′1 y′2 · · · y′n
1 1 · · · 1

 .

Tuto rovnost můžeme jednoduše přepsat do
x1 −y1 1 0
y1 x1 0 1
...

...
...

...
xn −yn 1 0
yn xn 0 1

 ·


cos(α)
sin(α)
x0
y0

 =


x′1
y′1
...
x′n
y′n

 .

Označme

A =


x1 −y1 1 0
y1 x1 0 1
...

...
...

...
xn −yn 1 0
yn xn 0 1

 , x =
(

cos(α), sin(α), x0, y0
)T

a b =
(
x′1, y′1, · · · , x′n, y′n

)T
. Rovnost lze nyńı zapsat jako Ax = b.

Nyńı se tedy dostáváme k problému, kdy hledáme řešeńı x přeurčené úlohy
Ax = b. Je nutné podotknout, že rovnost je zde pouze symbolická, jelikož vektor
b se skládá z naměřených hodnot a je zat́ıžen chybou. Proto dále budeme řešit
úlohu Ax = b + r, tedy budeme hledat co nejmenš́ı změnu r pravé strany b,
aby x řešilo úlohu Ax = b + r. Budeme tuto úlohu řešit ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u, kde je chybou zat́ıžena pouze pravá strana rovnice. Jelikož jsme si body
v obrázku I1 vhodně zvolili, má matice A plnou sloupcovou hodnost a úloha má
jednoznačné řešeńı. V knize [5] je elegantně popsáno řešeńı této úlohy pomoćı QR
rozkladu matice A, které použijeme i v naš́ı metodě.
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5.2 Využit́ı singulárńıho rozkladu

V této kapitole poṕı̌seme, jak využ́ıt singulárńıho rozkladu k určeńı transfor-
maćı otočeńı a posunut́ı mezi dvěma množinami bod̊u. Podkladem této metody
je článek [6]. Nejprve si uvedeme několik pojmů, bez kterých bychom se neobešli.

Definice 22. Unitárńı matice
Necht’ U ∈ Rn×n. Matici U nazveme unitárńı, jestlǐze splňuje

UUT = UTU = I, kde I je jednotková matice.
Jsou-li ui sloupce unitárńı matice U = [u1, . . . ,un] plat́ı, že skalárńı součin

< ui,uj >= 0 pro i 6= j a < ui,uj >= 1 pro i = j. Neboli sloupce matice U jsou
navzájem ortonormálńı. Analogicky to plat́ı i pro řádky.

Věta 3. Existence singulárńıho rozkladu
Necht’ A ∈ Rm×n je matice s hodnost́ı k, pak existuj́ı unitárńı matice

U ∈ Rm×m a V ∈ Rn×n a kladná č́ısla σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σk tak, že plat́ı

A = UΣV T , kde Σ =

(
Σk 0k×(n−k)
0(m−k)×k 0(m−k)×(n−k)

)
a Σk =

 σ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · σk


je diagonálńı matice.

D̊ukaz. Viz [7]

k

Definice 23. Singulárńı rozklad
Necht’ A ∈ Rm×n. Rozklad matice A = UΣV T popsaný ve Větě 3 nazveme

singulárńım rozkladem matice A.

Poznámka. Zp̊usob, jak explicitně vypoč́ıtat singulárńı rozklad lze naj́ıt v [5].

Definice 24. Stopa matice
Necht’ A ∈ Rn×n, A = (ai,j). Stopa matice A je součet diagonálńıch prvk̊u matice

A, tedy stopa(A) =
n∑
i=1

ai,i.

Věta 4. Pro libovolné dvě matice A,B plat́ı stopa(AB) = stopa(BA) za podmı́nky,
že má násobeńı matic smysl.

Jelikož metoda popsaná v sekci 5.1, řešená ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u,
nepoč́ıtá s d̊uležitou rovnost́ı cos2(α) + sin2(α) = 1, zkuśıme úlohu řešit ve
smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, ale nyńı trochu jinak. Necht’ tedy máme dvě množiny
bod̊u P = {p1, . . . ,pn} a Q = {q1, . . . ,qn}, kde pi ∈ Rk, qi ∈ Rk, i = 1, . . . , n.
Připomeňme, že tyto množiny jsme źıskali postupem uvedeným na začátku ka-
pitoly. Vı́me, že Q = RP + t, kde R znamená rotaci a t vektor posunut́ı. Rádi
bychom našli rotaci a translaci, aby euklidovská norma výrazu (RP + t−Q) byla

co možná nejmenš́ı. Tud́ıž hledáme dvojici (R,t) = arg min
R,t

n∑
i=1

‖Rpi + t− qi‖2.
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5.2.1 Určeńı translace

Zafixujme nyńı R a hledejme optimálńı translaci t.

Definujme funkci f(t) =
n∑
i=1

‖Rpi + t − qi‖2. Minimum funkce f nalezneme

vyřešeńım rovnice ∂f
∂t

=
n∑
i=1

2(Rpi + t− qi) = 0.

TedyR(p1+. . .+pn)+nt−(q1+. . .+qn) = 0 a následně t = (q1+...+qn)
n

−R(p1+...+pn)
n

.

Označme q̄ = (q1+...+qn)
n

a p̄ = (p1+...+pn)
n

. Vypočtenou translaci t zaṕı̌seme
ve tvaru t = q̄ −Rp̄.

5.2.2 Určeńı rotace

Dosad́ıme-li nyńı spočtenou translaci do f(t), dostaneme

n∑
i=1

‖Rpi + q̄ −Rp̄− qi‖2 =
n∑
i=1

‖R(pi − p̄)− (qi − q̄)‖2.

Označme xi = pi − p̄ a yi = qi − q̄, pak hledanou rotaci najdeme jako

R = arg min
R

n∑
i=1

‖Rxi − yi‖2. (5.1)

Nyńı zjednoduš́ıme výraz, který se snaž́ıme minimalizovat :

‖Rxi − yi‖2 = (Rxi − yi)T (Rxi − yi) = (xTi R
T − yTi )(Rxi − yi) =

= xTi R
TRxi − xTi RTyi − yTi Rxi + yTi yi = xTi xi − 2yTi Rxi + yTi yi.

Dosad́ıme zpět do 5.1 :

R = arg min
R

n∑
i=1

(xTi xi − 2yTi Rxi + yTi yi) =

= arg min
R

[
n∑
i=1

(xTi xi)− 2
n∑
i=1

(yTi Rxi) +
n∑
i=1

(yTi yi)

]
=

= −2 arg min
R

n∑
i=1

(yTi Rxi) = arg max
R

n∑
i=1

(yTi Rxi).

Dále využijeme Definici 24 a Větu 4 a dostaneme

n∑
i=1

(yTi Rxi) = stopa(Y TRX) = stopa(RXY T ). (5.2)

Uvědomme si, že Y T je matice n × k, R je matice k × k a X je matice
k×n a jejich součin je čtvercová matice n×n. Jsme tedy oprávněni stopu použ́ıt.
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Označme S = XY T a źıskejme singulárńı rozklad S = UΣV T , který dosad́ıme
do 5.2. Máme tedy :

stopa(RXY T ) = stopa(RS) = stopa(RUΣV T ) = stopa(ΣV TRU).

Označme M = V TRU . Matice V T , R i U jsou unitárńı matice, jejich součin
je taktéž unitárńı matice a sloupce matice M tedy tvoř́ı ortonormálńı vektory
a můžeme tedy odhadnout že |mi,j| ≤ 1. Dostáváme

stopa(ΣM) = stopa


 σ1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · σk


 m1,1 · · · m1,k

...
. . .

...
mk,1 · · · mk,k


 =

=
k∑
i=1

σimi,i ≤
k∑
i=1

σi.

Neboli stopa(ΣM) je maximálńı právě tehdy, když M je jednotková matice.
Jakmile ale I = M = V TRU , pak R = V UT a takto dostaneme kýženou
rotaci R.

5.2.3 Odhaleńı reflexe

Matice R źıskaná t́ımto postupem však může mimo předpokládanou rotaci
obsahovat i reflexi. To je ale v našem př́ıpadě nežádoućı a je potřeba naj́ıt
řešeńı, které reflexi neobsahuje. K zjǐstěńı, zda matice R obsahuje reflexi, stač́ı
spoč́ıtat determinant matice R. Pokud det(R) = −1, pak R obsahuje reflexi. Po-
kud det(R) = 1, pak R reflexi neobsahuje.

Jestliže je det(R) = −1, pak to znamená, že maxima výrazu stopa(ΣM)
nelze dosáhnout pouze pomoćı rotace a muśıme hledat jinou nejlepš́ı možnou

variantu. Jelikož stopa(ΣM) =
k∑
i=1

σi vid́ıme, že maxima bude dosaženo pro

mi,i = 1, i = 1, . . . , k. Tuto možnost však muśıme vyloučit, protože výsledná
matice R pak obsahuje reflexi. Daľśı možnost je mi,i = 1, i = 1, . . . , k − 1
a mk,k = −1. Protože plat́ı, že σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σk, je tato možnost zjevně
druhou nejlepš́ı. Matici R spoč́ıtáme vzorcem

R = V

 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1

UT

22



5.2.4 Pseudokód registrace s použit́ım singulárńıho roz-
kladu

1. Máme dvě množiny bod̊u P a Q a hledáme

(R,t) = arg min
R,t

n∑
i=1

‖Rpi + t− qi‖2.

2. Spoč́ıtáme q̄ = (q1+...+qn)
n

a p̄ = (p1+...+pn)
n

.

3. Spoč́ıtáme xi = pi− p̄ a yi = qi− q̄. Tyto vektory ulož́ıme do sloupc̊u matic
X = [x1, . . . ,xn] a Y = [y1, . . . ,yn].

4. Spoč́ıtáme matici S = XY T a urč́ıme singulárńı rozklad S = UΣV T .

5. Źıskáme rotaci R = V UT .

6. Pokud je det(R) < 0, tak přepoč́ıtám R:

R = V

 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1

UT .

7. Źıskáme translaci t = q̄ −Rp̄.
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Kapitola 6

Výsledky

Než přistouṕıme k vyhodnoceńı výsledk̊u, muśıme zmı́nit několik d̊uležitých
skutečnost́ı, které tyto výsledky ovlivňuj́ı. Veškeré testy proběhly na poč́ıtači
HP Pavilion dv7 Notebook, Intel(R) Core(TM)i7, CPU 2.2GHz. Metody byly
implementovány v prostřed́ı Matlab, který k poč́ıtáńı Fourierovy transformace
využ́ıvá algoritmus zvaný Fast Fourier transform. Všechna testovaćı data jsou
vytvořena uměle, abychom mohli simulovat veškerá posunut́ı a otočeńı. Tedy
muśıme poč́ıtat s t́ım, že jsme si data předem poškodili, např́ıklad interpolaćı při
źıskáváńı otočeného obrazu, nebo jim naopak zlepšili podmı́nky simulaćı celého
posunu, který ale v reálné situaci pravděpodobně nikdy nedostaneme.

Výroba testovaćıch dat

Abychom mohli registračńı metodu řádně otestovat, potřebujeme testovaćı
data. K dispozici máme 131 dvojic sńımk̊u (bez kontrastńı látky a s kontrastńı
látkou) z CT angiofrafie o velikosti 1141 × 861 pixel̊u a rozsahu intenzit od 0
do 65536. Dále je dobré zmı́nit, že u sńımk̊u můžeme předpokládat velmi malé
rozd́ıly otočeńı i posunu, a proto budeme testovat úhel otočeńı v rozmeźı −10◦

do +10◦ a posunut́ı od −30 pixel̊u do +30 pixel̊u.
Testovaćı obrázky f1 a f2 budou mı́t velikost 701 × 701 pixel̊u a vytvoř́ıme je
následovně:

1. Dostaneme dvojici obraz̊u I1 (bez kontrastu) a I2 (s kontrastem), které se
nelǐśı posunem ani otočeńım.

2. Najdeme středy obou obrázk̊u SI1 a SI2 .

3. I2 otoč́ıme o zadaný úhel α0 kolem středu SI2 .

4. Střed obrazu I1 posuneme o x0 ve směru osy x a o y0 ve směru osy y.
T́ım źıskáme nový střed S ′I1 .

5. f1 źıskáme vyř́ıznut́ım čtverce z I1 o hraně 701 pixel̊u se středem v S ′I1 .

6. f2 źıskáme vyř́ıznut́ım čtverce z I2 o hraně 701 pixel̊u se středem v SI2 .

Setkáme se zde se dvěma druhy test̊u. Prvńı bude testováńı metod pouze na
jednodruhovém obrázku, pak v postupu vytvářeńı testovaćıch dat zvoĺıme I1 = I2.
Druhý bude testováńı metod pro registraci obrázku s kontrastem a obrázku bez
kontrastu, pak se ve výrobě testovaćıch dat nic neměńı.
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6.1 Fázová korelace

Pro každý obrázek vygenerujeme náhodně patnáct trojic č́ısel [α0, px, py], kde
α0 je úhel otočeńı, px je posun ve směru osy x a py je posun ve směru osy y.
Jak již dř́ıve bylo řečeno, jsou úhly otočeńı v rozmeźı od −10◦ do +10◦ a po-
sunut́ı od −30 pixel̊u do +30 pixel̊u. Protože pracujeme s diskrétńım obrázkem,
a tedy použ́ıváme diskrétńı verzi metody fázové korelace, muśıme poč́ıtat s t́ım,
že vypoč́ıtaný posun bude vždy celé č́ıslo. Úhel vypočtený v kroku 4 v upraveném
pseudokódu muśı být ještě přepoč́ıtán na stupně vzorcem α0·360◦

N
, kde N je veli-

kost obrázku. Ještě poznamenáme, že vyrobené testovaćı obrázky jsme překryli
okénkovou funkćı z Definice 20.

Fázová korelace pro obrázky bez kontrastńı látky

Registrace jednodruhových obrázk̊u metodou fázové korelace se zdá být ve-
lice účinná. Metoda určila s přehledem všechny předepsané posuny bezchybně.
Registrace pro jednu dvojici obrázk̊u velikosti 701 × 701 pixel̊u trval v pr̊uměru
25 sekund. Metoda pracovala správně i při poškozeńı obrázku interpolaćı při si-
mulaci rotace. Rozložeńı chyby vypočteného úhlu lze vyč́ıst z Obrázku 6.1. Chyba
se soustřed’uje kolem nuly a neńı větš́ı než 0.2◦.

Obrázek 6.1: Histogram chyb vypočteného úhlu
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Fázová korelace pro obrázky s kontrastńı látkou

Nyńı byla otestována metoda fázové korelace k registraci jednoho sńımku bez
kontrastńı látky s druhým sńımkem s kontrastńı látkou, abychom se bĺıže dostali
k problému, který je v lékařstv́ı potřebný řešit. K testovańı máme k dispozici
pouze 51 dvojic obrázk̊u, které jsme vybrali z p̊uvodńıch 131 dvojic. Pacient se
během vyšetřeńı zřejmě nepatrně pohnul, nebo zakašlal a mnoho dvojic obrázk̊u
tedy nebylo registrovaných. Zjistili jsme pomoćı fázové korelace, které dvojice
registrované už jsou a které ne. Pak jsme tuto skutečnost ještě ručně ověřili.
Nicméně na výsledćıch už je tato změna v podobě př́ıtomné kontrastńı látky znát
a metoda je citlivěǰśı na poškozeńı interpolaćı (lze ověřit třeba změnou okénkové
funkce). Maximálńı chyba vypočteného úhlu je 2.8◦ a posunu je 10 pixel̊u. I přes
tyto hodnoty je ale stále rozložeńı chyby vypoč́ıtaného posunu a otočeńı velmi
dobré, jak můžeme vidět na následuj́ıćıch grafech.
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6.2 Metoda s použit́ım nejmenš́ıch čtverc̊u

Ćılem této metody mělo být přesněǰśı určeńı otočeńı a posunu, než to určila
fázová korelace. Zaj́ımá nás to hlavně pro malé úhly, protože pro větš́ı, jak jsme
se už přesvědčili, to neńı pro fázovou korelaci problém. Důležité je, že jsme zde
použili jinou okénkovou funkci a logaritmickou úpravu. Pro malé výřezy se Han-
novo okno neosvědčilo a tak jsme experimentálně našli okno zvané Gaussovo
a obrázek jsme nav́ıc zlogaritmovali. Pro úplnost je Gaussovo okno definované
jako:

gauss(x,y) = e
− 1

2

[
( 5(2x−N)

2N )
2
+( 5(2y−N)

2N )
2]
.

Pro otestováńı této metody jsme vybrali pět obrázk̊u z d̊uvodu velké časové
náročnosti testováńı. Testovali jsme obrázky postupně od nulového úhlu s krokem
0.01◦ až po úhel 4◦. Pro každý úhel jsme pro tuto pětici obrázk̊u vždy vygenero-
vali náhodný posun. Registrace dvou obrázk̊u t́ımto zp̊usobem zabrala v pr̊uměru
0.83 sekundy. Metoda však nezahrnovala podmı́nku cos2(α) + sin2(α) = 1 a po-
chopitelně vycházely úhly zjǐstěné z kosinu jinak, než ze sinu. I přes tento problém
byly hodnoty pro tyto malé úhly źıskané ze sinu velmi dobré. Na Obrázku 6.2
vid́ıme velikost pr̊uměrné chyby pro každý úhel. Na Obrázku 6.3 pak vid́ıme, jak
se pohybovala pr̊uměrná chyba vypočteného posunu.

Obrázek 6.2: Graf závislosti chyby úhlu na velikosti úhlu
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Obrázek 6.3: Graf závislosti chyby posunu na velikosti úhlu
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6.3 Metoda s použit́ım singulárńıho rozkladu

Zde, stejně jako v předchoźı sekci, je ćılem metody přesněǰśı určeńı otočeńı
a posunu, než určila fázová korelace. Znovu použijeme úpravu obrázk̊u pomoćı
zlogaritmováńı a aplikace Gaussova okna. Metodu jsme testovali stejným
zp̊usobem jako v předchoźı metodě s použit́ım nejmenš́ıch čtverc̊u. Výpočet pro
jednu dvojici obrázk̊u trvá přibližně 0.85 sekundy. Výsledky jsou sice velmi po-
dobné jako v předchoźı metodě, nicméně výhodou oproti metodě využ́ıvaj́ıćı
nejmenš́ı čtverce je stabilita a použit́ı ve v́ıce rozměrech. Pokud bychom se
pod́ıvali na chybu vypočteného úhlu pro větš́ı úhel než je znázorněn na obrázćıch,
bude tato metoda rozhodně přesněǰśı než metoda využ́ıvaj́ıćı nejmenš́ı čtverce.
Rozložeńı chyby pro vypočtený úhel lze vidět na Obrázku 6.4 a pro posun
na Obrázku 6.5.
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Obrázek 6.4: Závislost pr̊uměrné chyby úhlu na velikosti zadaného úhlu

Porovnáńı s fázovou korelaćı

Nyńı už jen zbývá ukázat porovnáńı metody fázové korelace s metodou
využ́ıvaj́ıćı singulárńıho rozkladu pro jednodruhové obrázky. Jelikož metoda
fázové korelace určila všechny posuny s nulovou chybou, tak v tomto směru
nemáme co porovnávat. Z Obrázku 6.6 je krásně vidět, že metoda fázové ko-
relace nezachyt́ı úhel menš́ı než 0.18◦ a pak chyba vypadá až periodicky, což je
dáno diskretizaćı úhlu. Metoda se singulárńım rozkladem zachyt́ı úhel už nad
0.1◦ a až na občasné vyšš́ı výkyvy, zp̊usobené špatným určeńım bod̊u pomoćı
fázové korelace na malých výřezech, si metoda drž́ı celkem ńızkou pr̊uměrnou
chybu úhlu. Pokud budeme potřebovat stabilńı pr̊uběh chyby bez výkyv̊u, bu-
deme muset zvolit metodu fázové korelace. Pro úhel menš́ı než 0.2◦ by bylo lepš́ı
zvolit metodu využ́ıvaj́ıćı singulárńıho rozkladu, jelikož výpočet bude přesněǰśı
pro posunut́ı i pro otočeńı. Jak už bylo zmı́něno, na výpočet jedné registrace
si u metody se singulárńım rozkladem počkáme asi 0.85 sekundy a u fázové ko-
relace pr̊uměrně 25 sekund.
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Obrázek 6.5: Závislost pr̊uměrné chyby posunu na velikosti zadaného úhlu
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Kapitola 7

Závěr

Ćılem práce bylo registrovat sńımky z CT angiografie. Použili jsme metodu
založenou na Fourierově transformaci zvanou fázová korelace, dále jsme použili
dvě alternativńı metody pro registraci obrázk̊u, které se lǐśı jen v malém úhlu. Al-
ternativńı metody pracovaly s množinami bod̊u źıskanými pomoćı fázové korelace
a snažily se co nejpřesněji odhadnout opravdový posun a otočeńı mezi obrázky.
Všechny metody byly matematicky odvozeny a byly modifikovány tak, aby co
nejlépe fungovaly na daných sńımćıch z angiografie.Všechny metody byly imple-
mentovány a otestovány v prostřed́ı Matlab a některé kódy a výsledky lze nalézt
v přiloženém CD.

Výsledky ukázaly, jak je metoda fázové korelace účinná. Nicméně je citlivá na
vstupńı data, což jsme si ověřili při hledáńı ideálńı okénkové funkce. Kdybychom
použili jinou okénkovou funkci, než je uvedena v práci, dočkali bychom se větš́ıch
nebo i menš́ıch nepřesnost́ı v určeném posunu a otočeńı.

U ostatńıch dvou metod jsme očekávali přesněǰśı výpočet pro posun o necelý
pixel a pro malou rotaci, což se nám do jisté mı́ry podařilo a pro obrázky s velkým
rozlǐseńım už by mělo smysl výsledky těchto metod i použ́ıt. Jelikož výpočetńı
náročnost je velmi malá, mohla by být předevš́ım metoda využ́ıvaj́ıćı singulárńıho
rozkladu použita bud’ pro zpřesněńı registrace provedené jiným, méně přesným
nástrojem, nebo bychom ji mohli použ́ıt k odhadu počátečńıho bodu v nějaké
optimalizačńı metodě pro registraci.
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4.1 Ukázkový obrázek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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