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Uvod

Markovské refazce maji vyuzitie ako ndstroj na modelovanie rdznych pro-
cesov, pouzivaju sa na opis fyzikalnych udalosti, modelovanie vo financ¢nej sfére
alebo napriklad aj v medicine. V nasej praci sa zaoberame prevazne homogénnymi
spojitymi Markovskymi retazcami. Spojity Markovsky retazec definujeme podla
skript [1].

Definicia 1. Systém celociselnych ndhodnijch velicin {X;,t > 0} definovanych
na pravdepodobnostnom priestore (Q, A, P) sa nazjva Markovsky retazec so spo-
gitym casom a spoéitatelnou mnoZinou stavov S, ked’

P(Xt :j’XS :i,th - ?:n,...,th = Zl) = P(Xt IJ‘XS == Z) (1)

pre vsetky i,7,i1, ... ,in € S a pre vietky 0 <t; <ty < ...<t, <s <t, pre ktoré
P(Xs=1,Xy, =in,..., Xy, =1i71) > 0.

Spojité markovské retazce podobne ako u diskrétnych retazcoch splituji mar-
kovsk vlastnost, ¢o znamend, Ze to ako sa retazec chové v ¢ase t + 1 zdlezi ¢isto
na stave, v ktorom sa refazec nachddza v ¢ase t a nie na slede udalosti, ktoré
ho predchéadzali. Spojité Markovské refazce si ¢asto definované maticou inten-
zity. Definujme celkovt intenzitu ¢; a intenzity prechodu g;; zo stavu 7 do stavu
J podla Vety 3.3 v [1].

Definicia 2. Nech i,j € S potom

. 1—py(h)
%= hli>r(l)l+ h
pre kazdé i,j € S, 1 # j potom
o Pig(h)
@i = hg& h

a pre kazdé 1 € S plati Zj# ¢i; < qi-

Kde p;;(h) sa z homogenity retazca rovnd p;;(s,s + h) = P(Xsyp = j| X5 = 1),
¢o je pravdepodobnost prechodu zo stavu ¢ v ¢ase s do stavu j v case s + h.
Matica Q = {¢i;}ijes, kde ¢;; = —g;, sa nazyva matica intenzity. Intenzitdm g;;
mozeme rozumiet aj ako mieru, ako rychlo nastane skok zo stavu i do stavu j.

V praxi ¢asto chceme zistif s akou intenzitou nastani skoky z jedného stavu
do druhého. Ale vacsinou nemame k dispozicii iplné pozorovanie a musime si
poradit s pozorovaniami v diskrétnom ¢ase. V tom pripade je jednou z moznosti
pouzit EM algoritmus na zistenie intenzit. V prvej kapitole podrobne odvodime



odhad matice intenzity pri uplnom pozorovani a pri pozorovani v diskrétnych
casoch, kde vypocet preberame z knihy [4]. Pouzijeme na to metédu maximélne;
vierohodnosti. V druhej kapitole strucne opiseme ako funguje EM algoritmus
podla [5] a ukdzeme aplikdciu tohto algoritmu na odhadnutie matice intenzity,
ktori preberdame z [3]. V tretej kapitole sa zameriame na numerické priklady,
ktoré budd ilustrovat vplyv velkosti diskretizaéného kroku na kvalitu odhadu
matice intenzity. Uvedieme celkovo tri priklady, na ktorych prebehne vypocet.
Okrem toho porovndme aj vplyv velkosti kroku na konvergenciu algoritmu.



Kapitola 1

Odhady matice intenzity

1.1 Maximalne vierohodny odhad matice inten-
zity pri iplnom pozorovani

Majme spojity homogénny Markovsky retazec {X;, ¢t > 0}. Pomocou met6dy
maximélnej vierohodnosti (MLE - anglicky maximum likelihood estimation) od-
vodime odhad matice intenzity pri tplnom pozorovani Markovského refazca.
Predpokladdme, ze S = {0,1,...,m} je mnozina stavov Markovského retazca.
Najprv potrebujeme odvodit vierohodnostni funkciu. K tomu ndm pomoézu tvr-
denia z [I] a to konkrétne:

Veta 1. Ak q; = 0, potom p;;(t) = 1 pre vietky t > 0. Ak je 0 < ¢; < oo, md doba,
po ktori refazec zotrvd v stave i, exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou

%, kde i € S.
Veta 2. Nech 0 < ¢; < 00, nech 1; je ¢as prvého vystupu zo stavu i. Potom

P(X,=jlXo=) =" ijesi#j, (1.1)

(2
tj. pravdepodobnost, Ze retazec z pociatocného stavu i prejde najprv do stavu j
je rovné %.

7 Vety (1] vieme, Ze retazec, ktory vstipi do stavu i v urc¢itom c¢ase t5 > 0,
zotrva v ¢ po dobu T, ktora ma exponencialne rozdelenie s parametrom ¢; a hus-
totou ¢; exp{—q;(tx — tx—1)}, kde (tx — tx—1) je doba zotrvania v stave 7. Z homo-
genity retazca vieme, Ze rozdelenie doby zotrvania v stave i nezdvisi na okamihu,
v ktorom retazec vstipi do stavu 7, ale len na ¢;. Doby zotrvania (t; — t;_1)
v danom stave su nezavislé nahodné veliciny. Na odvodenie vierohodnostnej fun-
kcie pouzijeme aj Vetu |2, podla ktorej vieme pravdepodobnost, s ktorou retazec
prejde najprv zo stavu i do stavu j, a ta je rovna %.

Vytvorme funkciu: '

G(t)— 1, akXt#i,
o giexp{—q(ty —tx—1)}, ak X; =1,

kde t;, st oznacené ¢asy jednotlivych prechodov v Markovskom refazci, X; oznacuje
stav Markovského retazca v case t € (ty — t)_1) a ¢; = Z#i ¢;;- Hodnota tx

5



oznacuje ¢as posledného prechodu Markovského refazca pred ¢asom 7. Nesmieme
zabudnit ani na hustotu v ¢ase (7 — tx), t4 je rovna exp{—¢;(7 — tx)}, pretoze
v ¢ase T nastane prechod do iného stavu s pravdepodobnostou 0. Pomocou funkcie
G(t)) odvodime vierohodnostni funkciu s parametrom Q = {g¢;;}:

(©) ﬁﬁ G(tr) exp{—q (T — tx)} HH(("”>N“(T), (1.2)

i=1 k=1 i=1 j#£i

kde N;;(t) je pocet prechodov zo stavu ¢ do stavu j v case [0,t]. Exponent
(¢) oznacuje, Ze sa jednd o Uplné pozorovanie spojitého Markovského retazca.
Ozna¢me R;(t) ako Cas straveny v stave i v ¢asovom intervale [0,t]:

Ri(#) = /tI{XS i} ds. (1.3)

0
Pouzijeme fakt, ze

exp {— > Clz‘ij'(T)} = [[exp{—a;Ri(m)}.

JF J#i

Vierohodnostna funkcia po tuprave:

) Gii Nij (1)
0@ = T[T exp . utr ) (%)
1=1 j7#i 4
{ Zq” )}Hqgij(f)

JFi JFi

i

H 577 exp {—q Ri(7)}.
i

Metodou maximélnej vierohodnosti odhadneme maticu Q. Najprv zlogarit-
mujeme vierohodnostnui funkciu:

log L!9(Q) = log (HHQU exp{ i Ii(T >}>

i=1 j#i
=>_ D log (qfav‘ijm exp {—qinz‘(T)}>
i=1 j#i
= ZZ ij(1)10g (¢55) — qi; Ri(T))
i=1 j#i

Polozime derivaciu log LSC)(Q) rovnd 0, aby sme zistili Q, teda maximum
odhadu.



_ Ni(7)
Q’L] - RZ<T> 9 ? # .]
Cju - (jw

J#

1.2 Maximalne vierohodny odhad matice inten-
zity pri pozorovani v dis-krétnych ¢asovych
bodoch

BeZne avsak nemame kompletni informéciu o Markovskom retfazci. Nevieme
ako sa proces chova medzi dvoma diskrétnymi pozorovaniami a tym padom ne-
pozndme ani hodnoty R;(t) a N;;(t). Pokial mdme k dispozicii diskrétne pozo-
rovania stavov Markovského refazca v jednotlivych casovych bodoch {t1, ... t,},
musime upravit vierohodnostni funkciu. Proces Y; = X, je Markovsky retazec
s diskrétnym ¢asom. Budeme predpokladat, Ze ¢asy, v ktorych pozorujeme stav
Markovského retazca st ekvidistantné, to znamend t, — t,_; = A pre vietky
k=1,2,... n. PretoZe sa jednd o homogénny Markovsky retazec vieme, Ze:

P(Xi, =71 X, =1) =pij(A) pre i,5€5 a k=12,...n (1.4)

Dalej budeme pre jednoduchost pouzivat znacenie pij = Pij(A). Prendsobenim
vSetkych pravdepodobnosti tych prechodov, ktoré nastali, ziskame vierohodnostnt
funkciu pre diskrétne pozorovania:

Lo(P) = ﬁﬁpgim? PcpP (1.5)

i=1j=1

kde P = {p;;}: jes je matica prechodu Markovského retazca s rozmermi m x m, P
oznacuje mnozinu vsetkych matic prechodu s rozmermi m x m a K;;(n) je pozo-
rovany pocet prechodov zo stavu ¢ do stavu 5 do ¢asu n. Podobne ako u spojitého
Markovského retazca odvodime maximélne vierohodny odhad p;;. Uvedomime si,
ze nasa vierohodnostna funkcia je podla [3] rovnaka ako vierohodnostné funkcia
pre m nezdvislych multinomickych rozdeleni, a kedze P = {p;;}i jes je stochas-
tickd matica, tak platf 7", p;; = 1 pre j = 1,2,...,m. Podla [4] vypocitame
maximélne vierohodny odhad p;;.



Mdéme

m

log L (P) = Z ZKZ](TL) log pij.-

=1 j5=1

Kedze ndm ide o maximalizéciu funkcie Y ", 377 | Kyj(n)log py; pri vedlajsej

podmienke 3 7| p;; =
Polozime

m m

Flpig:A) = Z Z Ki;(n)logpi; — A

i=1 j=1

[

Zpij -1

J=1

) |

1, pouzijeme metédu Lagrangeovych multiplikdtorov.

(1.6)

Derivédciou funkcie (|1.6) podla A a jednotlivych p;; pre i,j = 1,2,...,m a poloze-

nim derivacie rovnej nule ziskame stustavu rovnic:

of of
=0 =0
O\ ’ (9ij pre
Mame
Zﬁijzl, —N(n) —A=0 pre
= Dij

z coho vypoctom dostaneme maximalne vierohodny odhad:

By = Sulm) =1
1] KZ(TL) ) 3Ly .
kde
Ki(n) = Z Kij(n)
j=1

Q=12 ...

ij=12...,m.

7m7

7m7

Nech P = {pi;} pre i,j = 1,2,...,m. V pripade, ze mame odhad p;; mozeme
pouzit Vety 3.10 a 3.11 z [I], ktoré ndm ddvaji do stvislosti pravdepodobnosti
prechodu a intenzity prechodu. Vieme tym padom z matice prechodu P zinver-
tovanim vypocitat odhad matice intenzity Q pomocou nasledujiceho vzorca:

P =9

(1.8)

Definujme mnozinu matic prechodu, ktoré sa zhoduju s diskrétnymi pozoro-

vaniami spojitého Markovského procesu:

Po = {exp(Q)|Q € 9},

(1.9)



kde Q je mnoZina vSetkych matic intenzit. Predpokladajme, ze vypocitame P
podla rovnice (|1.7)) zaloZené na diskrétnych pozorovaniach spojitého Markovského
refazca. Ak P € 770 potom existuje Q € Q také, ze spliuje exp(QA) P a vie-
rohodnostna funkcia nadobtda svoju maximalnu hodnotu v Q, ¢o je tym padom
maximéalne vierohodny odhad. Avsak situdcia je zlozitejsia. Jednak mnozina Py je
velmi komplikovand a navyse matica exponen01aly nie Je prosta funkcia na celom
svojom definicnom obore. Vypocet Q pomocou preto nemusi byt jedno-
znacny a teda nemusi sa jednat o maximdlne Vlerohodny odhad. Ak P ¢ Po,
situdcia je nejasnd kvoli komplikovanej struktire P,. Blizsia diskusia ohladom
existencie a jednoznacnosti maximéalneho vierohodného odhadu sa nachadza v ¢lan-
ku [3]. My sa touto cestou nevyddme, namiesto toho pouzijeme EM algoritmus
v d'alSej kapitole na vypocet odhadu matice intenzity Q.



Kapitola 2

EM algoritmus

2.1 O algoritme

V nasledujtcej kapitole struc¢ne opiseme vseobecny EM algoritmus a potom
ho aplikujeme na nas konkrétny problém. EM (anglicky Expectation-Maximiza-
tion) algoritmus je iteracnd metéda na hladanie odhadov parametrov maximdl-
nej vierohodnosti z mnoziny dat, ktora je neiplna alebo m& chybajice hod-
noty. Majme k dispozicii pozorované (netplné) data y, s odpovedajicou hustotou
p(y|6), ktoré ciastoéne opisuju uplné data x s hustotou p(z|6) (vid [5]).

Nasim cielom bude néjst maximalne vierohodny odhad 6.

Orirp = argmaxp(y|6) (2.1)

© oznacuje parametricky priestor. Casto je jednoduchsie vypocitat 6, ktoré ma-
ximalizuje log-vierohodnostni funkciu.

Ovie = argrgleaglogp(yW) (2.2)

KedZe logaritmus je monoténna rastica funkcia, ma rovnaké riesenie
ako (2.2)). Avsak niekedy je tazké vypocitat i (2.1). Vtedy mozeme skusit
EM algoritmus. Na to, aby sme ho mohli pouZit potrebujeme mat nejaké napo-
zorované data y s hustotou p(y|@), urcéity opis kompletnych dat x, ktoré chceme
mat s ich hustotou p(x|f). Predpokladame, Ze kompletné ddta mozu byt mo-
delované ako spojity ndhodny vektor X s hustotou p(z|f), kde 6 € ©. Najprv
spravime odhad kompletnych dat X, nasledne zmaximalizujeme ocakavanu log-
vierohodnostnu funkciu X podla 6 a ziskame novy odhad, vd aka ktorému mozeme
lepsie odhadnit data X. Dalej pokracujeme iterovanim.

Podla [5] moézeme EM algoritmus zhrntt v piatich krokoch:

Krok 1: Nech m = 0 a zvolme prvotny odhad 8™ pre 6.

Krok 2: Mame napozorované data y a predpokladajme, ze odhad 8™ je spravny.
Zformulujme podmienenti pravdepodobnostni hustotu p(x|y,0™)) pre tiplné data
x.

Krok 3: Pomocou podmienenej pravdepodobnostnej hustoty p(x|y,00™) z kroku
2 zformulujeme podmienenti ocakavant log-vierohodnostnu funkciu nazyvanu Q-
funkciou:

10



Q00 = [ logplaly8™) da (2.3)
x(y)
= Exyo0m logp(X | 0), (2.4)

kde x(y) je uzédver mnoziny {x | p(x|y,#) > 0} a predpokladame, ze x(y) nezavisi
na 6.

Krok 4: Ndjdeme 6, ktoré maximalizuje Q-funkciu z (2.3). Vysledkom je novy
odhad §(m+1).

Krok 5: Nech m := m + 1 a pokracujme znova od kroku 2. EM algoritmus po-
kracuje iterovanim, az kym pre nejaké stanovené € > 0 nastane

| 60+ — 9 || < ¢, vid [B]. Zvolenim e uréime kedy sa algoritmus zastavi.

Podla [5], EM algoritmus zarucuje, ze odhad 6(+1 nikdy nebude menej prav-
depodobny ako odhad 8. Algoritmus zvy¢ajne najde maximum, ale nezarucuje,
7e sa bude jednat o globalne maximum. Jednoducho sa d4 EM algoritmus rozlozit
na dve casti E-krok(anglicky expectation), patria sem kroky 2 a 3 a M-krok(an-
glicky maximization, krok 4).

E-krok: Pomocou odhadu 6™ z predoslej iteracie algoritmu spocitame Q(6]6™)

2 @3).

M-krok: Odhad (m + 1) ziskame maximalizdciou Q-funkcie podla parametru 6:

6™t = arg max Q(6|6™). (2.5)
6c6

Kedze E-krok je pocitanie Q-funkcie, ktord sa pouzije v M-kroku, EM algo-
ritmus mozeme charakterizovat ako iteracny proces pocitajici M-krok. Pri im-
plementovani EM algoritmu je dobré vziat na vedomie, Ze nie je treba zakazdym
pocitat casti Q-funkcie, ktoré nezavisia na 6. Urychli sa tym vypoctovy proces.

2.2 Aplikacia algoritmu na hladanie odhadu ma-
tice intenzity

Pre spojity Markovsky retazec {X;,0 <t < 7}, ktory pozorujeme v diskrét-
nych ¢asoch t;,i = 1,...,n, je vhodné pouzit EM algoritmus na hladanie maximélne
vierohodného odhadu matice intenzity. Nech t; = 0, t,, = 7, kde 7 je cas, v ktorom
poslednykrat pozorujeme v akom stave sa retazec nachddza a Qg je dand matica
intenzit. Podla E-kroku treba n4jst

Eq,[log LY(Q)|Y =y] = Zzlog 6i5)EQo [Ny ()Y = y]—

zlj;ﬁz

- Z > 6iEq[Ri(T)|Y =y,

i=1 j#i

(2.6)

kde Y = {Yi|i = 1,...,n} a zlozky vektora Y st pozorované stavy Markovského
retazca v jednotlivych casoch Y; = X,. Jednd sa o ocakdvani hodnotu log-
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vierohodnostnej funkcie, ktort maximalizujeme (M-krok) ako funkciu s paramet-
rom Q. Z markovskej vlastnosti a homogenity retazca ndm staci podla [3] néjst
otakavani hodnotu Ry(t) a ocakdvani hodnotu Ny (t) za podmienky, ze v Case
0 proces zacina v stave ¢ a v ¢ase t je v stave j. Oznacime si ich

M5 (t) = Equ[Ru(t)| X, = j, Xo = 1], (2.7)

T (1) = Eqy[Nu(t)|X; = j, Xo = ], (2.8)

Stacf vypocitat ME(t) a ;’}l(t), pretoze plati

n—1

Eqo[NyMIY =yl =) fyl . (ter1 —ti), (2.9)
k=1
n—1 ~

Eq,[Ru(T)Y =y] = wees (et = 1) (2.10)
k=1

Uvedieme zjednoduseny vypocet (2.7) a (2.8). Detailnejsi postup je popisany
v [B]. Zvolime A\ > max;—1__..(—¢;) a definujme maticu B, ktord pouzijeme
pri vypocte M} (t).

-----

B=1+— Q— (AI+Q)
kde I je jednotkova matica. Takto definovand matica B je stochastickd matica.
Oznaéme M" = {M](t)}; jes, kde
M(t) = Eq, [Ri()I{X, = j} Xo = i, (2.11)

potom

n+1 n
=Y B'(exe[)B", (2.12)

=0

M*(t) = exp(— )\IZ
- 0 n+1

kde ey, je jednotkovy vektor s k-tou suradnicou rovnou 1 a el je jeho transpozicia.
M;(t) vypocitame podla vzorca z [3]:

t) = i) . (2.13)

~rk
M( e;” exp (Qt)e;

)
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Pomocou uniformiza¢nej metédy (vid [6]) mozeme vypocitat maticu expo-
nencialy:

exp (Qt) = exp (=Ml + \tB) = g e_’\t&B”.
n!
n=0

Podobne postupujme aj pri vypocte (2.8). Najprv uvazujme:

5 () = Eqy[Nu(t) [{X, = j}Xo =]. (2.14)

Oznacme f* = {f}(t)}ijes, potom

= (M) & ;
FE(t) = qu exp(—=M)A™ 12 Z I(epel \B" . (2.15)

n= =0

Hodnotu f}(t) dostaneme pomocou vzorca:

i _ 5 (@)
i () = e oxp (Qi) e; (2.16)

EM algoritmus na hladanie maximdlne vierohodného odhadu matice intenzity
Q mozeme zhrnif nasledovne. Nech Qq je ktordkolvek matica intenzity pre Mar-
kovsky refazec s mnozinou stavou S. Na zaciatku zvolme Q := Qg ako nas
prvotny odhad.

Krok 1: Spocitame Miym(tiﬂ —t;) a ~£_l,yi»l(ti+1 - tl-) pre vsetky k,l € S
prislusné modelu s maticou intenzity @ podla ED a .

Krok 2: Spomtame Eq[N;;()|Y = y] a Eg[Ri(7)|Y = y] (E-krok) pomocou
a

Krok 3: Urcnne novy odhad Q;; = Eq[Ny;(1)|Y = y]/Eq[R:(1)|Y = y] pre vietky
i # 7, ¢o je vlastne maximalizdcia (M- krok) matice Q.

Krok 4: S novym odhadom Q := Q pokracujeme iteraéne znova od kroku 1,
az kym |Qry1 — Q| < €, kde € je nami dopredu stanovena tolerancia a Qo,Q1, Qs,...
je postupnost matic intenzit ziskanych EM algoritmom.

Plati, ze L, (Qx+1) > L, (Q) pre k = 0,1,2,.... Podla [3] je vhodné zvolit prvotny
odhad matice Qq tak, aby det{exp (Qx)} bol daleko od 0. Ak zvolime prvotny
odhad tak, ze pre nejaké i,j € S je (Qp);; = 0, potom ocakavany pocet preskokov
z i do j zostane rovny 0 cez vSetky iteracie algoritmu.

2.3 Implementacia

Na naprogramovanie simuldcii Markovskych refazcov a vypoctov odhadu matic
intenz{t sme pouzili program Wolfram Mathematica 9.0. Pocas vypoctu je dolezité
nepocitat zbytoéne vypoctovo ndroéné hodnoty Mzi,ym (tiz1—t;) a jf Yint (tiv1—t;)
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viackrat. Vhodné je si vypocty MFE(t), f*(t) a exp (Qt) ulozit ako maticu a k jed-
notlivym prvkom ndsledne opakovane pristupovat. V opa¢nom pripade budeme
mat algoritmus s neprijatelnou zlozitostou. Pre urychlenie vypoctu sme sumy
(2.12) a pocitali iba do urcitého n, pri ktorom sa ndm hodnota sumy uz
prakticky nemenila. Pri vypocte je takisto vhodné zvolit prvotny odhad Q, tak,
aby matica exponencidly Qg obsahovala iba reédlne ¢isla, inak pravdepodobne nas
algoritmus nezvlddne vypoéitat odhad matice intenzity. Ako prvotny odhad sa
nam osvedé¢ilo pouzit maticu intenzity, ktord ma mimo diagondly samé jednotky.
Vypoctova zlozitost ndsho algoritmu je pre 1 iteraciu podla [7] rovnd O(r - d®),
kde r je pocet vybranych diskrétnych casov t; a d je pocet stavov Markovského
retazca.
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Kapitola 3

Numerické priklady pouzitia EM
algoritmu

V tejto kapitole budeme na troch numerickych prikladoch ilustrovat vplyv
dIZky ¢asu simuldcie spojitého Markovského retazca a zdroven vplyv velkosti dis-
kretizacného kroku na kvalitu odhadu matice intenzity. Pozrieme sa tiez na rych-
lost konvergencie EM algoritmu. Nage ddta budd pochddzat zo simulécii spo-
jitych Markovskych retazcov {X;,0 <t < T} s piatimi, Styrmi a Siestimi stavmi,
ktoré obsahujui kompletnt informaciu o chovani Markovského refazca. Z tychto
retazcov ziskame nekompletné pozorovania Y = {yo = Xy,,...,yn = Xy} tym,
ze na zdklade danych diskretizacnych krokoch ¢4 —t; = A; vyberieme, v ktorom
stave sa v danom case nachddza Markovsky retazec. A; su rozne diskretizacné
kroky pre 7 = 1,2,.... Postupne aplikujeme EM algoritmus na simulované Mar-
kovské refazce s danou maticou intenzity @Q pre ¢asy 7" = 100, 250, 500, 103, 104, 10°
a u jednotlivych casoch pouzijeme rozne diskretiza¢né kroky, konkrétne v prvom
priklade ¢ — tr, = {1, %, }l, %}, v druhom ¢4 — t, = {1, %, ﬁ} a posledného
thyr — tr = {%, i, %, 1—16} Zdovodnime aj preco sme ich takto vybrali. Pre jed-
notlivé priklady zvolime na zaciatku prvotny odhad Q, pre vSetky diskretizacné
kroky. EM algoritmus nechdme bezat dovtedy, kym maximdalna zmena prvkov
matice Q. oproti matici predchadzajicej iterdcie Q) bude viicsia ako € = 1076
alebo pocet iteracii algoritmu dosiahne hodnotu 500. Zvolili sme toto obmedze-
nie, pretoZe sa moze stat, ze EM algoritmus nebude konvergovat alebo pocet
iterdcii nutny na konvergenciu bude neakceptovatelne velky. Obzvlast ocenime
tiito volbu pri pouziti diskretiza¢ného kroku t;.; — t; = 1, kde ndm algoritmus
casto nekonverguje ani po 1000 iteraciach.

3.1 Priklad 1

Uvazujme maticu intenzity L1:

~15 02 08 025 025
05 -2 07 03 05

Li=|01 06 -1 02 01 |. (3.1)
04 02 0.7 —15 0.2
05 09 08 05 —27

Nasimulujeme priebeh spojitého Markovského retazca pre interval [0,100] s ma-
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ticou intenzity Ly, vid Obr[3.1] Pre vicsie ¢asové realizécie st obrazky neprehladné
a preto ich nebudeme zobrazovat.

Obr. 3.1: Simuldcia spojitého Markovského refazca s maticou intenzity L; v case
T = 100.

stavy
6

&~ (&)
L s B B B s B B s |
1
———
]
]

1
,—l
—

| | | | L cas
0 20 40 60 80 100

Nase data st stavy tohto procesu v ekvidistanénych casoch s diskretizacnym
krokom t;1 — tx = 1. Oznacme QEM(T,tkH — ;) maticu, ktord vznikla po ap-
likacii EM algoritmu na data s ¢asovou realizaciou T' a diskretizacnym krokom
tgr1 — tg. EM algoritmus nam nekonvergoval ani po 500 iteracidch, preto sme
vypocet ukoncili a vysledok po 500 iteraciach, ktoré trvali 498 sekind, bol nasle-
dovny:

—0.82289 0.00977 0.30954 3.768 x 10~18 0.50358
0.58449 —1.40824  0.54508 0.27868 1.627 x 10=%
Qe (100,1) = 0.08306 0.55255 —0.983 0.24247 0.10492
4.399 x 10~6 1.15394 0.96177  —2.46576 0.35004
0.60824 5.446 x 10719 0.73691 0.86952 —2.21466

Ked porovndme vyslednii maticu s maticou vidime, ze EM algoritmus
neaproximuje maticu intenzity ani zd aleka. Chyba pocitans cez euklidovu normu
| Ly — Qpa(100,1) || je 1.8064. Hodnoty chyby odhadu, pocitant cez euklidovu
normu pre ¢asy T = 100,250, 500,10%,10%,10° a diskretizaéné kroky 1, 3, 7,3
ndjdeme v Tabulke

7 hodnoét v tabulke vyplyva, Ze pre éas T = 100 sa so zjemiujicim sa dis-
kretizacnym krokom zmensuje chyba odhadu, avsak trend nie je spociatku uplne
jednoznaény. Konkrétne pre diskretiza¢ny krok % a cas T = 100 nam algorit-
mus konverguje po 29 iteraciach, ale chyba oproti povodnej matici je vicsia ako
pri diskretizacnom kroku i, a to 1.04 oproti 0.907. Avsak v dostatoénom pocte
dét, napriklad pre ¢asy T' = 10%, 10°, je trend jasne klesajtci. Matica pre 7' = 100

a tpp — tp = & vysla vid (3.2).
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Tabulka 3.1: Zavislost dizky €asovej realizdcie T’ a velkosti diskretizacnych krokov
na velkost chyby pocitanej cez euklidovu normu || Ly — Qpar(Tteir — tr) ||-

Diskretizacny krok

1 1 1
T| 1 3 1 3

100 | 1.806 1.250 0.907 1.040
250 | 1.040 0.764 0.706 0.575
500 | 2.073 0.733 0.562 0.526
1000 | 2.153 0.523 0.594 0.405
10 000 | 0.337 0.219 0.162 0.108
100 000 | 0.124 0.055 0.050 0.043

—0.91045 0.03815  0.51095  0.05769  0.30367

R 1 0.80226 —2.20197 0.62996  0.48848  0.28127

QE]w(lOO,é) = | 0.09248  0.63594 —1.32178 0.33769  0.25567 | . (3.2)
0.44212  0.45466  1.22981 —2.19496 0.06837
0.22628  1.34485  0.53097  0.81462 —2.91672

Od povodnej matice intenzity ma vsak takisto daleko. MozZe to byt sposobené
tym, ze pocet dat pre T = 100 nie je dostacujici ani pre priblizni aproximaciu,
pretoze dand realizdcia Markovského retazca neobsahuje dostatok informécii v dé-
tach pre presnt aproximéciu pomocou EM algoritmu. Naopak pre 7' = 10° a dis-
kretizacny krok % nam vysla chyba odhadu iba 0.043, ¢o naznacuje, ze nas odhad
bude velmi presny. EM algoritmus konvergoval po 16 iterdciach, ktoré trvali pri-
blizne 110 minut. Matica tohto odhadu vyzerd néasledovne:

—1.50676 0.19823  0.81109  0.24913 0.2483

0.50884 —2.02733 0.71623  0.30367 0.4986
QEA4(105,§)= 0.097155 0.60977 —1.00714 0.20313  0.09708 | . (3.3)

0.3923 0.20153  0.69534 —1.48374 0.19458

0.48135 0.89586  0.79247  0.49463 —2.66431

Ked porovndme maticu s maticou , vidime, Ze naSa matica apro-
ximuje povodni maticu intenzity celkom presne. Grafické znazornenie zavislosti
kvality odhadu, diZky ¢asu a velkosti diskretiza¢ného kroku, v ktorom sme simu-
lovali Markovsky retazec mozeme vidiet na Obr. [3.2]

Z obréazka vidime, ze na kvalitu odhadu matice intenzity ma najvacsi vplyv
pocet empirickych pozorovani. Po par spustenych EM algoritmoch sme zistili,
7e pocet empirickych pozorovani a takisto pocet stavov Markovského retazca
ovplyviiuji rychlost konvergencie. Na porovnanie rychlosti konvergencie sa ndm
bude hodit nasledujica tabulka (Tabulka 3.2), kde pre jednotlivé ¢asy a diskre-
tizacné kroky je pocet iteracii, pri ktorom EM algoritmus konverguje a vedla toho
cas, za ktory sa tak stalo.
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Obr. 3.2: Velkost chyby odhadu matice intenzity v zavislosti na diskretiza¢nom
kroku a dlzke ¢asovej realizdcie Markovského retazca.

10°  25x10° 5x10? 10° 10* 10°

2.0F 120
, , tye1 —
— 15} 15 —1
= i ]
1
| i ] 1
s 10f 1.0 2
L F |
MO ] 1
05} 105 4
i ] 1
0.0L ‘ ‘ ‘ | 100 8
10°  25x10° 5x10? 10° 10* 10°

T

Tabulka 3.2: Zavislost dlzky ¢asovej realizdcie T a velkosti diskretiza¢nych kro-
kov na rychlost konvergercie z hladiska poctu iterdcii a éasu trvania algoritmu
v sekundach.

Diskretiza¢ny krok

1 3 i 5
T | Iteracie Cas Iteracie Cas Iterécie Cas Iterécie Cas
100 500 498s 221 229s 181 216s 29 44s
250 500 541s 115 142s 43 65s 18 40s
500 500 573s 144 206s 82 155s 24 72s
1 000 500 653s 108 208s 31 90s 16 80s
10 000 500 2 092s 101 1 090s 30 651s 16 718s
100 000 500 16 255s 89 & 814s 30 5 781s 16 6 631s

Z Tabulky vyplyva, Ze rychlost konvergencie silno zavisi na pocte dat
a diskretizaénom kroku. Obzvlast je zaujimavé pozorovanie, ako so zjemiiujicim
sa diskretizacnym krokom sa predlzuje dlzka vypoctu jednej iteracie, avsak pocet
iteracii nutny na konvergenciu EM algoritmu sa naopak znizuje. Takisto mozeme
z Tabulky usudzovat, Ze so zvySujicim sa poc¢tom dat klesd pocet iterdcif
nutny na konvergenciu EM algortimu. Celkovy cas vypoctu sa so zjemiujicim
sa diskretiza¢nym krokom zvycajne zmensuje, ale podla dat v tabulke sa tak
deje iba do ur¢itého kroku. Pre ¢asy T = 10*,10° sa od kroku 1 opif zvysuje.
Pri vypoctoch st 11 —tr = 1 ndm algoritmus nekonvergoval ani po 500 iteraciach.
Na ¢o najrychlejsiu konvergenciu algoritmu je z idajov v tabulke vhodné pouzit
mens{ diskretizacny krok. Dalej si moézeme vimnit, ako sa az na ¢as T = 500,
S0 zvysSujicim sa ¢asom zmensuje pocet iteracii nutny na konvergenciu algoritmu.

Mozeme to vidiet aj na Obr.
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Obr. 3.3: Pocet iteracii nutny na konvergenciu algoritmu v zavislosti na diskre-
tizacnom kroku a dlzke ¢asovej realizdcie Markovského retazca.

10°  25x10° 5x10? 10° 10* 10°
500 ‘ ‘ ‘ ‘ 5500
400¢ a00 o1 —
i ] — 1
© 300] 1300
Q [ ] 1
0] I ] 2
i ] 1
100+ — 1100 4
i 1 1
0;\ | | | | \;0 8
10°  25x10° 5x10? 10° 10* 10°
T

3.2 Priklad 2

V tejto sekcii ukazeme, ze EM algoritmus funguje aj v inych prikladov, ktoré
majui intenzity rovné 0 alebo si rovné celym c¢islam. Majme maticu intenzity Lo:

-5 2 0 3
1 -4 2 1
La=109 o -3 3 (3-4)
1 2 0 -3

Podobne ako v Priklade nasimulujeme kompletny priebeh spojitého Mar-
kovského retazca pre interval [0,100], vid Obr. m4 oproti Obr. VACST
pocet skokov z jedného stavu do druhého. Je to sposobené vacsimi intenzitami.
V tomto priklade ndm pre diskretiza¢né kroky tp 1 — t, = {1, %, }1} casto ne-
konvergoval algoritmus ani po 500 iteraciach. Preto sme zvolili nové t;.1 — tx =
{1, %, ﬁ} na porovnanie kvality odhadu matice intenzity. V krokoch %0 a 1—(1)0
uz algoritmus zvyéajne konvergoval. Pre vysSie intenzity odporticame volit jem-
nejsie diskretizacné kroky, pretoze so zvysujicimi sa intenzitami sa zvysi aj frek-
vencia preskokov z jedného stavu do druhého. Pri zvoleni prilis velkého kroku je
mozné, Ze nase data nebudid obsahovat uréité preskoky, ktoré nastali medzi ¢asmi
tr a tpr1, o samozrejme ovplyvni kvalitu odhadu. EM algortimus sme spustili
pre casy T = 100,250,500, 103, 10*. Vypocet pre ¢as T = 10° sme vynechali,
pretoze dizka vypoctu pre krok ﬁ by bola neprimerane dlhé.
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Obr. 3.4: Simuldcia spojitého Markovského refazca s maticou intenzity L, v ¢ase
T = 100.

stavy
5,

I I I | I I I | I I I | I I I | I I I | cas
0 20 40 60 80 100

Pre ¢as T = 100 a krok 1 nam EM algoritmus nekonvergoval ani po 500
iterdciach, vypocet sme ukonéili a vysla ndm matica (3.5)).

—1.4799 0.66269  0.00615  0.81105

R 1.01454  —2.51115 1.25851  0.2381
Qe (100,1) = 3.414 x 10710 0.03081 —2.73825 2.70744
5.487 x 1077 1.88576  0.07915 —1.96491

(3.5)

Tato matica md od povodnej matice intenzity d’aleko. Ukazuje to aj hodnota
chyby poéitanej cez euklidovu normu, ktord sa rovnd 4.54962. Uvedieme Tabulku
B.3] ktord obsahuje chyby odhadu matice, podobne ako v Priklade

Tabulka 3.3: Zavislost dlzky ¢asovej realizdcie T' a velkosti diskretizacnych krokov
na velkost chyby pocitanej cez euklidovu normu || Ly — Qpar(Tteir — tr) ||-

Diskretiza¢ny krok

1 1
T ‘ 1 10 100

100 | 4.549 1.312 1.159
250 | 5.058 0.734 0.746
500 | 4.226 0.369 0.307
1000 | 4.154 0.451 0.467
10 000 | 2.133 0.126 0.110

Znova z Tabulky a Obr. vidime, Ze kvalita odhadu matice intenzity je
priamo imerna poctu dat. Z minulého prikladu sme zistili, Ze s jemnejsim diskre-
tizacnym krokom je nas odhad matice kvalitnejsi. Pre kroky 1 a 1—10 to rozhodne

plati aj v tomto pripade. Pre kroky % a ﬁ to neplati vidy, i ked to moze byt
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Obr. 3.5: Velkost chyby odhadu matice intenzity v zavislosti na diskretiza¢nom
kroku a dlzke ¢asovej realizdcie Markovského retazca.

10° 2.5x107 5x10? 10° 10*
5 j\ T T i 5
4¢ 14
—_— [ tk+l - tk
N
_|| 3 13 — 1
= 1
o 2 2 =1
1: :1 . i
O :,\ | | \\\—: 0
102 2.5x10° 5x10° 10° 10*

T

sposobené nedostatoénym poctom dat. Pre T' = 10°, by sme rozhodne ocakévali,
ze chyba odhadu bude mensia v kroku ako u kroku %. Vo vypocte pre cas
T = 10* a krok Tio nam vysla matica (3.6]).

—5.03957 1.98173 1.006 x 10721 3.05784

. 1 1.01006 —4.05722 2.04218 1.00498
4 ) =
Qrar(10 ’100> 8.672 x 10~% 5427 x 10~7  —2.93541  2.93541 (3.6)
0.98328 1.98586 0.00002  —2.96917

Matica (3.6) sa uz velmi podobd na nasu povodni maticu intenzity o ¢om
svedéf aj velkost chyby, ktord je rovnd 0.11. Porovndme rychlost konvergencie
algoritmu.

Tabulka 3.4: Zavislost dlzky ¢asovej realizécie T’ a velkosti diskretizaénych kro-
kov na rychlost konvergercie z hladiska poctu iterdcii a éasu trvania algoritmu
v sekundéch.

Diskretizacny krok

L R W
T | Iteracie Cas Iterécie Cas Iterdcie Cas
100 500 187s 212 136s 12 42s
250 500 212s 115 121s 42 335s
500 500 239s 78 138s 85 1 362s
1 000 500 284s 134 436s 102 3 200s
10 000 500 1 134s 500 15 921s 120 42 554s

Z Tabulky a Obr. moéZzeme pozorovat, Ze znova ako v Priklade
nam algoritmus pri kroku 1 nekonverguje ani po 500 iteraciach. So zvysujicim
sa poctom dat sa logicky zvySuje aj ¢as potrebny na vypocet. Dalej mozeme
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Obr. 3.6: Pocet iteracii nutny na konvergenciu algoritmu v zavislosti na diskre-
tizacnom kroku a dlzke ¢asovej realizdcie Markovského retazca.

10? 2.5x10° 5x10? 10° 10*
500 ‘ ‘ ‘ 7500
400} 1400
; ; tye1 — Lk
9 300} 1300 — 1
% [ i
2 200/ 1200 — %
100+ l100 L
100
(o] ‘ ‘ ‘ 40
10° 2.5x10° 5x10° 10° 10*
T

) 1 ;o . S v . Ny ’
pozorovat ako sa pre krok Tog S rastucim casom zvysuje pocet 1teracil nutny

na konvergenciu algoritmu a tym padom aj ¢as vypoctu. Oproti Prikladu je
to opacny trend.

3.3 Priklad 3
Majme maticu intenzity Ls:

—-1.8 0 04 06 07 0.1
0.5 —=3.65 0.15 0.9 2 0.1
0 02 =2 0 0.7 1.1
0.7 0.1 0 =27 09 1
0.5 05 05 05 =25 0.5
0.4 0.6 0 06 01 -—-1.7

Zvolili sme mensie intenzity, aby nam vypocet netrval prili§ dlho. Mensie
intenzity vidiet aj na Obr. ktory m& oproti Obr. z minulého prikladu
mensiu hustotu skokov. V predchadzajicom priklade sme pre vyssie intenzity
museli pouZif mensie diskretizacné kroky, aby ndm algoritmus konvergoval v roz-
umnom ¢ase, ¢o zvysovalo aj zloZitost algoritmu. V Sekcif sme spomenuli,
7e zlozitost algoritmu polynomidlne zavisi na pocte stavov Markovského refazca.
V tomto priklade md n4s refazec Sest stavov, ¢im sa vyrazne zvysi zloZitost. Aj
preto sme pocitali odhad matice intenzity maximalne do ¢asu 7' = 10*. Po prvom
spusteny vypoctu pre ¢as 1" = 100 a krok % nam vysla matica:

~
%
I

(3.7)

—1.8193 2.225 x 10746 0.0472 0.68667  1.08544 2.902 x 10~
2.45354  —7.80672 0.05409  4.05 x 1071  3.72478 1.57431
R 1 0.16484  0.20909 —1.68295 0.39374  0.55476 0.36053
QEMUOO@) ~ | 0.28527 0.00011 0.53867 —2.31472  0.50805 0.98261
0.46618  0.00336 0.33287 0.59456  —2.34947  0.95251
0.00469  2.02485  6.566 x 10724 0.78495  0.00026  —2.81472
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Obr. 3.7: Simuldcia spojitého markovského refazca s maticou intenzity Ls v case

T = 100.

o

20

40

60

80

- cas
100

Chyba odhadu bola vysoka, a to 5.514. Znova je nasa matica vyrazne odlisna
od povodnej matice intenzity . Naopak pri T' = 10* a kroku %6 je chyba
odhadu 0.119 a vyslednd matica sa uz celkom podoba na . Ak by sme chceli
viicsiu presnost odhadu, tak musime zvysif pocet dat, teda predeit7 casovu rea-

lizaciu Markovského refazca.

~1.76833  0.00061
0.54262  —3.69797
1 0.00637  0.20659
4 —_— =
Qen(10°96) = | 60157 0.082
0.53044  0.51509
0.39898  0.59705

0.39416
0.17434
—2.06774
3.975 x 1078
0.48226
3.675 x 10~¢

0.56368
0.93032
1.203 x 1076
—2.72876
0.52921
0.58046

0.70035
1.96009
0.72433
0.89603
—2.58897
0.09912

0.10953
0.09059
1.13045
1.05915
0.53197
—1.67562

Na porovnanie zdvislosti poctu dat a diskretiza¢nych krokov mame Tabulku

Tabulka 3.5: Zavislost deky casovej realizacie T a Vel’kostiA diskretizacnych krokov
na velkost chyby pocitanej cez euklidovu normu || Ly — Qgar(Ttkr1 — tr) ||-

Diskretizacny krok

T

1

2

1

4

1

8

L
16

100
250
500

1 000
10 000

5.514
1.599
1.245
0.731
0.211

4.188
0.968
0.905
0.766
0.154

2.010
0.913
0.865
0.529
0.128

2.090
0.876
0.609
0.334
0.119
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Pre rovnaké ¢asové realizdcie Markovského refazca a rovnaké kroky st chyby
v odhade v porovnani s Tabulkou v prvom priklade mensie. Pre vécsie data je
vSak rozdiel chyb mensi. Na Obr. mozeme vidiet, ako sa so zjemnujtcim dis-
kretizacnym krokom znizuje aj chyba odhadu matice intenzity. Avsak na kvalitu
odhadu je dolezitejsia dizka casovej realizdcie Markovského retazca.

Obr. 3.8: Velkost chyby odhadu matice intenzity v zavislosti na diskretizacnom
kroku a dlzke ¢asovej realizdcie Markovského refazca.

102 2.5x10° 5x10° 10° 10*
15
1 — tk

QEM - I—3

A

= Wik Nk N[~
5~ @I | [

Il Il Il Il ’: 0
10° 2.5x107 5x10? 10° 10*
T

V Tabulke vidime, Ze oproti Tabulke v prvom priklade potrebuje al-
goritmus vAcSi pocet iteracii na konvergenciu pri tych istych diskretiza¢nych kro-
koch. So zjemnujicim krokom znova klesa pocet iteracii nutny na konvergenciu.

Toto pozorovanie je vidiet i na Obr. [3.9]

Tabulka 3.6: Zavislost dlzky ¢asovej realizécie T a velkosti diskretizaénych kro-
kov na rychlost konvergercie z hladiska poc¢tu iterdcii a ¢asu trvania algoritmu
v sekundach.

Diskretizacny krok

1 1 1 1

T Iterécie2 Cas Tteracie ! Cas Tteracie i Cas Iteracie . Cas

100 500 955s 327 706s 256 597s 23 81s
250 500 1 071s 419 1 028s 54 172s 37 173s
500 500 1 187s 246 731s 72 320s 29 210s

1 000 419 1 124s 129 576s 135 953s 132 1 726s
10 000 500 7 901s 399 12 825s 229 13 898s 115 14 306s
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Obr. 3.9: Pocet iteracii nutny na konvergenciu algoritmu v zavislosti na diskre-
tizacnom kroku a dlzke ¢asovej realizdcie Markovského retazca.

10? 2.5x10° 5x10? 10° 10*
500 ‘ \/ 500
400¢ 1400 b =
[ ] 1
) g ] 2
9 300} 1300
% i ] 1
= 200f 1200 4
I ] 1
100+ 1100 8
[ i i
(o] ‘ ‘ ‘ 40 16
10° 2.5x10° 5x10° 10° 10*
T

3.4 Zhrnutie a zaver

Zhrnieme nase vysledky a pozorovania z prikladov. V priebehu vypoctov EM
algoritmu sme zistili, ze je dolezité vhodne zvolif velkost diskretizaéného kroku.
Pre prili§ velké kroky algoritmus nemusi konvergovat, respektive bude konver-
govat az po extrémne vela iteracidch. Pre prili§ malé kroky zas vyrazne narastd
zlozitost algoritmu. U Markovskych retazcoch s vys$imi intenzitami prechodu
nastava skok do iného stavu v mensich ¢asovych intervaloch, preto je dobré
prisposobit aj velkost krokov. Zvyéajne pre refazce s vysokymi intenzitami, vid
Priklad , je vhodné zvolit kroky velkosti {%0,1(1)—0}. Pre refazce s mensimi inten-
zitami, vid Priklad , mozeme zvolit kroky velkosti {1,7,3,75}. Diskretizacny
krok t41 — t, = 1 neodporticame volit, pretoze ndm ani pri jednom vypocte
nekonvergoval algoritmus do hranice 500 iteracii.

Vo vsetkych troch prikladoch sme pozorovali narast kvality odhadu matice
intenzity pri zjemiiovani diskretizaénych krokoch. Obzvlast sa zlepsuje kvalita
odhadu pri ¢asovej realizacii 7' < 10*. V druhom priklade, vid Priklad bol
rozdiel medzi krokom % a ﬁ velmi maly. U ¢asoch T' = 250, 1000 bola chyba
kvality odhadu matice vécsia u 55 v porovnani s %. Mobze to byt sposobené
nedostatoénou éasovou realizdciou Markovského refazca.

Najvacsi vplyv na kvalitu odhadu mala dizka casovej realizacie Markovského
procesu. Pre ¢as T = 10* sa chyba odhadu pohybovala okolo 107!, pre 7" = 10°
okolo 1072,

S jemnejSim diskretizacnym krokom sme pozorovali, ako sa zmensuje pocet
iteracii nutnych na konvergenciu EM algoritmu, ale na druhej strane sa zvysuje
¢as vypoctu jednej iteracie, pretoze sme zvysili pocet vybranych diskrétnych po-
zorovani stavov z realizdcie Markovského procesu.
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