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losti. Uvedeme zpiisob, jakym lze nalézt vSechny racionalni plochy s racional-
nimi offsety pomoci dualni reprezentace plochy jako obalky svych te¢nych rovin.
Propojime minimalni plochy s funkcemi komplexni proménné a odvodime zna-
mou Weierstrassovu-Enneperovu reprezentaci a jeji modifikace pro generovani
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Uvod

P1i vyuziti racionalnich ploch v aplikacich casto potfebujeme také jejich off-
sety, mnoziny bodt v dané vzdalenosti od plochy, které ovSem nemusi byt ra-
cionalni a je tedy nutné je aproximovat. Abychom se vyhnuli tomuto procesu
s nejistym vysledkem, bylo by hezké najit plochy, jejichz offsety jsou racionalni.
Ukazuje se, ze existuje prekvapivé jednoduchy zptisob, jak takovéto plochy cha-
rakterizovat, pokud uvazujeme plochy jako obalky svych tecnych rovin. V praci
uvadime kompletni postup, jak vSechny takovéto plochy najit, zalozeny na ¢lanku
Pottmann (1995).

Dalsi zajimavou tfidou ploch jsou plochy, jejichz stfedni kiivost je nulova, tak
zvané minimalni plochy. Tento pojem je motivovan hledanim ploch s nejmensim
obsahem pti dané hranici. Uvedeme vzorec, Weierstrassovu-Enneperovu reprezen-
taci, kterym lze vyjadrit kazdou minimalni plochu, a také jeho odvozeni. V této
Casti prace Cerpame predevsim z knihy [Pressley (2010).

Cilem prace bylo seznamit se s generovanim racionélnich ploch s racionalnimi
offsety a minimalnich ploch a dat tyto dvé skupiny ploch do souvislosti. Ukazeme,
ze vsechny racionalni minimalni plochy ziskané Weierstrassovou-Enneperovou re-
prezentaci maji zaroven racionalni offsety. Tuto reprezentaci dale upravime a od-
vodime jeji dalsi podoby, které vedou na jednoduchy vzorec pro generovani racio-
nalnich minimalnich ploch (s raciondlnimi offsety) a je tedy mozné najit libovolné
mnoho takovych ploch.

V prvni kapitole shrneme potiebné pojmy diferencialni geometrie a komplexni
analyzy. Ve druhé se budeme vénovat racionalnim plocham s racionalnimi offsety.
Treti kapitola pojednava o generovani minimalnich ploch a ve ¢tvrté pak dame
minimalni plochy do souvislosti s racionalnimi plochami s racionalnimi offsety
a ukazeme pro né nékteré konkrétni vlastnosti.

Ma prace spoc¢ivala v nalezeni diilezitych informaci pfedevsim v anglicky psané
literature a jejich propojeni v celek. Pfi konstrukci racionalnich ploch s racio-
nalnimi offsety jsem doplnila chybéjici kroky v odvozeni. Ve tfeti kapitole jsem
upravila jeden dtikaz prevzaty z literatury a nasla spojeni mezi rtiznymi tvary
Weierstrassovy-Enneperovy reprezentace. Ve ¢tvrté kapitole se pak vénuji vlast-
nim vypoc¢tim s modifikovanou Weierstrassovou-Enneperovou reprezentaci, které
vedou k zajimavym vysledkim. Vse jsem samoziejmé doplnila o ptiklady.






Kapitola 1
Zakladni pojmy

Zopakujme nejprve zakladni definice a véty z diferencialni geometrie a kom-
plexni analyzy, které budeme potiebovat.

1.1 Diferencialni geometrie

Definice 1.1 (Parametrizovana kiivka). Necht I C R je otevieny interval. Para-
metrizovand kiivka v R® (resp. v R?) je hladké zobrazeni c : I — R3 (resp. R?).
MnoZinu c(I) oznacime (c) a nazveme obrazem kiivky c.

Parametrizovand krivka je requldarni v bodé ty € I, pokud ¢(to) # 0. Parame-
trizovana krivka je reqularni, jestlize je requldrni v kaZdém bodé I.

Definice 1.2 (Plocha). Rekneme, Ze mnoZina S C R3 je hladkd plocha, pokud
pro kazdy bod s € S existuje W C R?® oteviend, U C R? oteviend a hladké
reqularni zobrazenip : U — S NW, které je homeomorfismem U na SNW.

Zobrazeni p se nazyvd mapou nebo také parametrizaci plochy S.

MnoZinu p(U) oznacime (p) a nazveme obrazem mapy p.

Soubor map, které pokryvaji celou plochu S, se nazyvd atlas plochy S.

Definice 1.3 (Te¢ny prostor). Rekneme, Ze vektor w € R3 je teény vektor
k plose S v bodé s € S, jestliZe existuje kiivka c takovd, Ze (c) C S, c(ty) = s,
¢(tg) = w. MnoZina vSech tecnijch vektori v bodé s € S se nazyvd tecny prostor
k plose S v bodé s a znaci se T,S.

Teény prostor T,S tvoii v libovolném bodé s € S vektorovy podprostor R2.
Jestlize p(u,v) je mapa S a s = p(ug, vy), pak vektory p,(uo, vo), Py (o, vo) tvoii
béazi T,S, viz [Pressley (2010, Proposition 4.4.2)

Definice 1.4 (Jednotkova norméla). Necht p(u,v) je mapa na plose S, pak v kaz-
déem jejim bodé definujeme jednotkovy normalovy vektor predpisem

u >< v
N = PuXPv
1Pu X Pyl

Pokud maji dvé mapy pro tentyZ bod stejnou jednotkovou normdlu, nazyvame je
souhlasné orientované.



Definice 1.5 (1. fundamentalni forma). Necht S je plocha a s € S. Pak ska-
ldrni soucin na TS definujeme jako restrikci kanonického Fukleidovského soucinu
na R3

-[S(Wla WQ) = W1 - Wy,

kde wi, wo € T,S. Tuto symetrickou bilinedrni formu nazveme prvni fundamen-
talni forma plochy S v bodé s.

Tvrzeni 1.1 (1. fundamentalni forma vyjadiena v mapé). Necht p(u,v) je mapa
plochy S, pak pruni fundamentdlni formu plochy S vyjadrime v kaZdém bodé vici
bazi {py,Pv} symetrickou matici

G:<911 912 ) _ < Pu Pu pu-pv)
921 G22 Py Pu Puv - Po

Diikaz koreknosti definice a tvrzeni [[.1] 1ze nalézt v knize [Pressley (2010,
str. 122).

Definice 1.6 (2. fundamentélni forma plochy). Necht S je orientovand plocha,
s €S a Ny je normdla S v bodé s. Pak definujeme druhou fundamentalni formu
plochy jako kvadratickou formu na T,S danou predpisem

[1,(w) = &(to) - N,
kde w € TsS a c(t) je libovolnd krivka spliiugici c(ty) = s, ¢(ty) = w.

Definici druhé fundamentalni formy jsme pievzali z materiali k prednéasce
Diferencialni geometrie [Sit (2013, Definice 3.20). Dtikaz korektnosti této definice
neni prozatim nikde publikovan, proto jej zde uvedeme.

Diikaz. Chceme ukazat, ze I je kvadratickd forma nezavisla na volbé kiivky c.
Necht p je libovolna parametrizace plochy S, pak kiivka na této ploSe je ddna

c(t) = p(u(t), v(t)).
Jeji derivace jsou
¢ = Putl + Pu7,
& = Puu(0)? + Punt0 + Pyl + Poo(0)? + Puntit + Pyt
Normala N plochy § je kolma na p, a p,, tedy

¢ N = (puy - N)(@)? + 2(puy - Nttt +'(pw ‘N () =
“on (p N pN) (1)

Nyni vidime, Ze I je symetrickd bilinearni (tedy kvadratickd) forma na T.S.
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Posledni formule vede k vyjadfeni v mapé.

Tvrzeni 1.2 (2. fundamentalni forma vyjadiena v mapé). Necht p(u,v) je mapa
plochy S, pak druhou fundamentdlni formu plochy S vyjadrime v kaZdém bodé
vici bdzi {pu, Puv} symetrickou matict

H= hll h12 _ Puu - N Puv N
h21 h22 Pou - N Pou - N .



Definice 1.7 (Normaélova kiivost). Necht S je orientovand plocha, s € S
aw € T,S je nenulovy. Normalovou kiivost v bodé s ve sméru w definujeme
predpisem

Definice 1.8 (Hlavni kiivosti). Minimum k1 a maximum ks normdlové kiivosti
se nazyvagi hlavni kiivosti a odpovidajici sméry se nazyvaji hlavni sméry.

Definice 1.9 (Gaussova a stfedni kiivost). V kaZdém bodé definujeme Gaussovu
kiivost K a stfedni kiivost H predpisem

K1+ Ko

K= Ri1K9, H = 9

Tvrzeni 1.3 (Vypocet Gaussovy a stfedni kiivosti v mapé). Necht S je plocha
dand parametrizaci p a G a H jsou prislusné matice proni a druhé fundamentdalni
formy. Pak pro Gaussovu krivost plati:

. hllhgz — h%z . detH
911922 — 9%2 det G

K

Pro stredni krivost plati:

_ hi1g22 — 2h12g12 + haagin _ hi1g22 — 2h12g12 + ho2gi1
2(g11922 — 93) 2det G ’

Pro dikaz tohoto tvrzeni viz Pressley (2010, Corollary 8.1.3).

H

1.2 Komplexni analyza

Definice 1.10 (Holomorfni funkce). Rekneme, Ze funkce f je holomorfni na ote-
viené mnoziné M C C, pokud f md derivaci (podle komplezni proménné) v kaz-
dém bodé mnoZiny M.

Véta 1.4 (Cauchy-Riemannovy podminky). Necht f je komplexni funkce kom-
plexni proménné. Oznacme f = (f1,f2) funkci dvou redlngjch proménnych s hod-
notami v R? odpovidajici f p¥i ztotoinéni C a R?; tj. takovou, Ze

flu+iv) = fi (u,0) + ifg(u,v)

pro u + 1 z definicniho oboru f. Necht ( = a + ib, kde a,b € R. Pak [ md
v bodé ¢ derivaci podle komplezni proménné, pravé kdyz f ma v bodé (a,b) totdlni
diferencidl a plati

8f1 B . 8ng
2@ =G, 00 o Gah=—F e A

Diikaz. Uveden v knize Kopéacek (2010, Véta 17.2).
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Pro jednoduchost budeme v dalsim textu ztotoziovat funkce f a f. Oznacme
= dC’ pak lze Cauchy-Riemannovy podminky psat jako

Pokud funkce f je holomorfni na prstencovém okoli bodu a, pak fikame, ze
ma v bodé a izolovanou singularitu. Tato singularita je podle Casorati- Weier-
strassovy (viz [Kopacek (2010, Véta 17.31)) véty jednoho ze tii typt:

1. Odstranitelnd, pokud existuje vlastni lim._,, f(¢). Dodefinujeme-li funkeci f
spojité v bodé a, dostaneme funkci holomorfni na U(a,r).

2. Pol nasobnosti p, pokud lim_,, f({) = oo a existuje pravé jedno p € N, pro
které existuje vlastni nenulova lim_,,(¢ — a)? f(¢). Navic existuji takova

¢isla a_p,a_(p—1),...,a-1 € C, a_, # 0, ur¢end jednoznacné, ze funkce
L B .
(—a ((-ap (C—ay

ma v bodé a odstranitelnou singularitu.

3. Podstatnd, pokud lim._,, f({) neexistuje.

Definice 1.11 (Meromorfni funkce). Rekneme, Ze funkce f je meromorfni na
mnoziné M C C, jestlize body, ve kterych neni holomorfni, jsou izolované a sin-
gularita v nich je bud odsranitelnd, nebo pdl.

Piikladem meromorfnich funkci jsou vSechny racionalni funkce.

Definice 1.12 (Jednoduse souvisla mnozina). Rekneme, e U C C je jednoduse
souvisla mnozina, pokud v ni lze kaZdou jednoduchou uzavienou krivku spojité
stahnout do bodu.

Jinak Teceno, takovato mnozina neobsahuje zadné ,diry“.

(a) Jednoduse souvisld mnozina. (b) Mnozina, ktera neni jednoduse souvisla.

Véta 1.5 (Cauchyova véta). Necht U C C je oteviend, jednoduse souvisld mno-
zZina, f : U — C je holomorfni funkce x,y € U acy, ¢y jsou libovolné krivky
z bodu = do bodu y takové, Ze (c1), (ca) C U. Pak

Jo=1

Tedy krivkovy integrdl z f nezavisi na zvolené krivce.



Diikaz. Plyne pfimo z vét 17.18a a 17.15 v knize [Kopacek (2010).

3

Véta 1.6 (O jednoznacnosti). Necht U C C je oteviend souvisld mnoZina a f,g
jsou funkce holomorfni na U. Jestlize mnoZina

{zeU:f(2) =9(2)}

ma hromadny bod v U (tj. nent izolovand v U ), pak f = g na U.

Diikaz. Lze nalézt v knize [Kopacek (2010, Véta 17.30).
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Kapitola 2

Konstrukce racionalnich ploch
s racionalnimi offsety

V této kapitole se budeme zabyvat problémem, jak vytvorit plochy paramet-
rizované racionalnimi funkcemi tak, aby také jejich offsety v libovolné vzdalenosti
byly racionalni. V mnoha aplikacich se vyuzivaji racionalni plochy i s jejich off-
sety, které vSsak obecné racionalni byt nemusi, podivejme se tedy blize na zptsob,
jak najit racionalni plochy, které racionalni offsety maji.

2.1 Racionalni plochy s racionalnimi offsety

Nejprve si ujasnéme, co jsou racionalni plochy, offsety a co musi byt splnéno,
aby byly také raciondlni.

Definice 2.1 (Racionélni plocha). Plochu & nazveme raciondlni, pokud existuje
atlas plochy S sloZeny z raciondlnich map, tzn. slozky map jsou raciondlni funkce.

Jako motivaci uvedme, Ze existuji tak zvané PH kiivky (Pythagorean hodo-
graph curves), totiz racionalni kiivky c(t) = (z(t),y(t)), které maji racionalni
velikost hodografu, coz je kfivka prvni derivace

Tedy je splnéna rovnost

PO +PO =), el = o),

pro néjakou racionélni funkei o(t). Jinak feceno, (&(t),y(t), o(t)) tvoii Pythago-
rejskou trojici. Vice o téchto kiivkach se mtizete dozvédét v knize [Farouki (2008).
V analogii s timto pojmem muiizeme definovat Pythagorejskou normalu pro plochy,
kde pozadujeme racionalitu tak zvaného plosného elementu v/det G.

Definice 2.2 (Pythagorejska normadla). Necht S je plocha dand parametrizact
p(u,v) a G(u,v) je matice jeji pruni fundamentdlni formy vyjddrend v bdzi
{Pu,Pv}. Rekneme, Ze plocha S md pythagorejskou normalu, pokud existuje ra-
ciondlni funkce o(u,v) : R? — R tak, Ze

det G(u,v) = (o(u,v))>. (2.1)
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Definice 2.3 (Offsety). Necht S je plocha dand parametrizaci p(u,v), pak
M-offset plochy S je mnozZina bodu, jejichZ vzddlenost od S je \. Oznacme ji

p*(u,v), pak
p*(u,v) = p(u,v) £ AN(u, v),

kde N je jednotkovd normadla plochy S.

Plati nésledujici nasledujici tvrzeni, které dava do souvislosti pythagorejskou
normalu a racionalni offsety.

Tvrzeni 2.1. Necht p je parametrizace a G je prislusnd matice prund fundamen-
talni formy. Pak plati
[Pu X Pull = Vdet G.

Diikaz. Tvrzeni plyne ze vztahu
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c),

kde a, b, ¢, d € R? jsou libovolné vektory. Polozime-lia=c =p, ab =d = p,,
dostavame

||pu X pv” = \/(pu X pv)(pu X pv) = \/911922 - (912)2 = \/det G

3

Nyni z definice jednotkové normaély [I.4] vidime, Ze racionalni plocha ma ra-
cionalni offsety pravé tehdy, kdyz méa pythagorejskou normalu. Jak uvidime ve
¢tvrté kapitole, jednotkova normala plochy mtize byt racionalni i bez podminky
(2.1) v ptipadé, Ze se neraciondlni ¢ast ||p, X p,|| zkrati. To v8ak pro racionélni
plochy neni mozné, jelikoz vektorovy soucin p, X p, je racionalni, a proto pro
racionalni plochy plati ekvivalence mezi témito pojmy.

2.2 Obalkova formule

Abychom mohli pouzit postup konstrukce racionéalnich ploch s racionalnimi
offsety z ¢lanku [Pottmann (1995), musime se nejprve sezndmit s obélkou dvou-
parametrického systému ploch.

Definice 2.4 (Implicitné zadana plocha). Necht F : R® — R je hladkd funkce,
kterd md nenulovy gradient, pokud F' = 0. Rekneme, Ze implicitné zadané plocha
je mnozina bodu splrugich F(z,y,z) = 0.

Z implicitné zadané plochy lze podle véty o implicitnich funkcich ziskat jeji
parametrizaci vhodnou volbou parametru a vyjadfenim jednotlivych souradnic.
Naopak z parametricky zadanych ploch ziskdme implicitné zadané eliminaci pa-
rametru.

12



Priklad 2.1. Méjme kuzel zadany implicitné rovnici
2y’ —22=0,  (z.y,2) € R*\{[0,0,0]}. (2:2)

Zvolime-li jeden parametr v = z, pak dostamene z? + y? = u?, coZ je kruznice
s polomérem wu. Tu lze parametrizovat tfeba volbou x = wcosv, r = wusinw.
Parametrizace kuzele je tedy naptiklad

p(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z2(u,v)) = (ucosv, usinv, u), (2.3)

kde u € R a v € [0,27).

Priklad 2.2. Vyjdeme-li z parametrizace
p(u,v) = (u+ v,u — v, uv),
kde u, v € R, dostaneme soustavu
r=u+v, yYy=u—v, ZZ=uU.
Vidime, ze
rT+y=2u x—y=2.

Tedy
4z =4uwv = (z+y)(xr —y)

a plocha je zadana implicitné rovnici
(z+y)(z—y) —42 =0,

pro x, y, z € R.

Definice 2.5 (Obéalka ploch). Méjme dvou-parametricky systém ploch F*“V za-
dangch pro pevné u a v implicitné rovnici F(u,v,x,y,z) = 0, kde funkce F je
hladkad ve vsech proménngch. Definujeme obalku sytému F*“" jako mnoZinu bodi
[z, y, 2| splnujicich

oF or

F(U‘7U7xayaz) = %(uav7xuy7’z) = %(uav7xuy7z) =0 (24)

pro néjaké v a v.

Obélku dvou-parametrického systému ploch si miizeme predstavit jako mno-
zinu prisecikl tfech ,sousednich® ¢i ,nekonecné blizkych“ ploch. Pro A > 0 je
priisecik rovin F&v, Futhv g Fwvth q4an

F(u,v,z,y,2) = F(u+ hyv,x,y,2) = F(u,v+ h,z,y,2) = 0,

Fu,v,2,y,2) = Flu,v,2,y,2) _}lj(u +hv.zyz)
_ F(u,v,2,y,2) — Fuv +h,1,y,2) _0
— ; =0.

Aplikaci limity A — 0 dostaneme rovnice (2.4)).
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V pripadé, ze za systém ploch F™" vezmeme tecné roviny nerozvinutelné plo-
chy dané parametrizaci p, tedy

F(uavaxayaz): (pu va)x_(pu X pv)'pa

kde x = (z,y, z), dostdvame soustavu linedrnich rovnic

F:(puxpv)'x_(puxpv)'pzoa
oF
%:(puuxpv_'_puxpuv)'x_(puuva+puxpuv)'p+( uxpv) Pu =
:(puuxpv+puxpuv)'x_(puuva+puxpuv)'p:07
oF
%:(pvuva+puxpvv)'x_(pvuva+puxpvv)'p+( uxpv)'pv:
:(pvuxpv+puxpvv)'x_( vuxpv+puxpvv)'p:0-

Resenim téchto rovnic je zjevné x = p.

V ptipadé rozvinutelnych ploch toto nelze udélat, jelikoz jejich técné roviny
zavisi pouze na jednom parametru a dostali bychom tak soustavu rovnic se sin-
gularni matici.

Nyni zformulujeme tyto poznatky jako vétu.

Véta 2.2. KazZda nerozvinutelnd plocha je obdlkou systému svych tecnych rovin.

Ukazme si nyni tuto dudlni reprezentaci ploch na ptikladu rota¢niho parabo-
loidu.

Priklad 2.3 (Rota¢ni paraboloid). Uvazujme rotacni paraboloid dany parametri-
zaci
p(,v) = (v, 4 + 0?).

Abychom mohli uréit, jak vypadaji jeho te¢né roviny, spoc¢itejme nejdiiv parcialni
derivace této parametrizace a jejich vektorovy soucin.
p. = (1,0, 2u),
p, = (0,1,2v),
Pu X Py = (—2u, —2v, 1).

Te¢na rovina 7 je tedy v bodé p(u,v) ddna rovnici

T(u,v) 1  —2ur — 2y + 2 = —u® — 0>

Spolu s derivacemi této roviny tvori soustavu rovnic, jejimz vyfesenim dostaneme
obalku téchto rovin:

T(u,v):  —2ux — 20y + 2z = —u® — v,
Tu(u,v) 0 —2x = —2u,
To(u,v):  —2y=—2v.

Resenim je (z,y,2) = (u,v,u? + v?), coz neni nic jiného, nez rotaéni paraboloid,
tedy ptvodni plocha.
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Obrazek 2.1: Rota¢ni paraboloid, u € (—2;2), v € (—2;2).

2.3 Konstrukce racionalnich ploch s racionalnimi
offsety

V této casti uvedeme postup konstrukce racionalnich ploch s racionalnimi
offsety na zakladé dualni reprezentace ploch pomoci te¢nych rovin, kterou jsme si
odvodili v pfedchozi podkapitole. Tento postup jsme pfevzali z ¢lanku m

(1993).
Uvazujme racionélni plochu S a jeji racionalni parametrizaci p(u,v). Pfipo-
menme, ze offsety této plochy jsou podle definice 2.3

p*(u,v) = p(u,v) = AN(u, v).

Ty jsou raciondlni pro kazdé A € R pouze v pfipadé, ze N(u,v) je racionalni
parametrizace jednotkové sféry S? : % + y? + 22 = 1. Stereografickd projekce 7
z bodu (0,0, 1) na rovinu z = 0 ndm déva souvislost mezi racionalni parametrizaci

roviny a sféry.
o p
(8 —= _
a jejl inverze je urcena predpisem

2 2 24yt —1
o= (g ey B2 t)

w24y 41U a2 241 22 +y2 4 1
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Vsechny raciondlni parametrizace roviny jsou dany jako racionalni funkce z R*

do R?: a(u,v) b(u, v))

c(u,v)’ e(u,v)

plue) =

kde a, b a ¢ jsou nesoudé€lné polynomy. Slozenim téchto dvou zobrazeni ziskdme
racionalni parametrizace sféry, tedy

2ac 2be a® + > — 2
N=7nlop= . 2.5
Toer <a2+b2+02’a2+b2+cz’a2+b2+cz (2.5)

Mohlo by se zdat, ze pouzitim stereografické projekce vynechame parametrizace,
které maji v néjakém bodé (ug,vg) normélovy vektor (0,0,1), nicnéné sloZenim
s racionalnimi parametrizacemi roviny tento problém odstranime. Staci vzit za
¢(u,v) polynom, pro ktery c(ug,vo) = 0.

S jednotkovou norméalou N = (Nj, Ny, N3) danou pfedpisem (2.5) mé pak
tecna rovina k plose S tvar

T(u,v) . Ny(u,v)x + Na(u,v)x + N3(u,v)z = h(u,v).

Funkce h musi byt racionalni, protoze racionalni parametrizace p splituje rovnici
teCné roviny 7.

Pro jednoduchost budeme dale pracovat pouze s plochami, jejichZz tecné ro-
viny jsou zavislé na obou parametrech v a v, a vylou¢ime tedy tzv. rozvinutelné
plochy, protoze jejich te¢né roviny zavisi pouze na jednom parametru. V kon-
textu minimdalnich ploch pro nas nejsou zajimavé, nebot jejich Gaussova k¥ivost
je vSude nulova (viz napf. Do Carmo (1976, str. 194)) a ve tvrzeni 3.2 uvidime,
Ze pro minimalni plochu je Gaussova kiivost nulova pouze v piipadé, ze je tato
plocha otevienou podmnozinou roviny. V pfipadé zajmu lze konstrukci rozvinu-
telnych racionédlnich ploch s raciondlnimi offsety nalézt v ¢lanku [Pottmann (1995,
Section 3.3).

Podle véty dostaneme parametrizaci racionalni plochy s racionalnimi off-
sety vyfeSenim soustavy rovnic

7(u,v) 1 2acx + 2bcy + (a® +b* — )z = (a® + b* + A)h,
Tu(u,v) : 2(ayc+ ac,)r + 2(byc + bey)y + (2aa, + 2bb, — 2ccy,)z =
= (2aa, + 2bb, + 2cc,)h + (a® + b* 4 *)h,
To(u,v) : 2(ayc+ acy)r + 2(bye + bey)y + (2aa, + 20b, — 2cc,)z =
= (2aa, + 2bb, + 2cc,)h + (a* + b* + *)h, (2.6)

vzhledem k proménnym z, y a z. Tyto poznatky shrneme v nésledujicim
dtsledku.

Diisledek. Vsechny nerozvinutelné racionélni plochy s racionalnimi offsety ziskdme
vytesenim soustavy (2.6]) vzhledem k proménnym z, y, z. Vyslednad parametri-
zace je pak p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Offsety ve vzdalenosti \ ziskame
nahrazenim h funkci h £ A.

Explicitni feseni této soustavy rovnic je komplikované, nicméné lze ho nalézt
v ¢lanku [Pottmann (1995, Theorem 3.1).
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Priklad 2.4. Zvolime-li specialné
a(u,v) = u, b(u,v) =, c(u,v) =1,
redukuje se soustava (2.6]) na néasledujici rovnice:

2ur + 2vy + (W+0v?—-1)z = (u2+0*+1)h,
2r + 2uz 2uh +  (u? 4+ v? + 1)h,,
2y + z = 20h +  (u®+v*+ 1)h,.

Jejich vyresenim vzhledem k x, y, z dostaneme

2u 1 9 9
l‘(u,'l}) = mh + 5(—11/ + v + 1)hu — U/Uh/v,

2v 1 9
y(u,v) = Erois 1h — uvh, + i(u —v* 4+ 1)h,,
u? +0v2 -1
— Y T why + . 2.7
2(u,v) P21 +uhy, +v (2.7)

Vsechny racionalni plochy s racionalnimi offsety, jejichz normaéla je

N 2u 20 u? +0? -1
o\ U w2+ 1w 0241
jsou dany parametrizaci p(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), kde h = h(u,v) je
libovolna racionalni funkce proménnych u a v.

Uvedme jeden konkrétni priklad volby funkce h.

Priklad 2.5. Plocha, pro kterou
a(u,v) = u, b(u,v) =wv, c(u,v) =1
a navic
h(u,v) = u® +v* + 1,

mé podle prikladu 2.4] parametrizaci p(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), kde

z(u,v) = u(3 — u? — v?),

y(u,v) = v(3 —u? —v?),

z(u,v) = 3u® + 3v* — 1.
Jeji offsety ve vzdalenosti A jsou opét racionalni plochy, které ziskdme nahrazenim

funkce h = u?+v2+1 funkel h+ X = u?+v*+ 1+ \. Jsou tedy dany parametrizaci
P (u,v) = (2 (u,v), y*(u, v), 2(u, v)), kde

u? + 02 =1

A _ 2 2
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(a) u € (—1,5;1,5), v € (—1,5;1,5).

(b) Offsety ve vzdalenosti 1, v € (—0,7;0,7), v € (—0,7;0,7).

Obrazek 2.2: Racionalni plocha s racionalnimi offsety, pro a = u, b = v, ¢ = 1,
h=u?+v?+1.
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Kapitola 3

Konstrukce minimalnich ploch

Tuto kapitolu vénujme problému minimélnich ploch. Uvedeme postup genero-
vani minimélnich ploch pomoci Weierstrassovy-Enneperovy reprezentace a odvo-
dime jeji modifikace, které budou uzitecné pii blizsim zkoumani této tiidy ploch.

3.1 Minimalni plochy

Definice 3.1 (Minimalni plocha). Plochu S nazveme minimalni, pokud md v kaz-
dém bodé nulovou stredni krivost.

Pojem minimalni plochy je motivovan hledanim ploch s co nejmensim ob-
sahem, kdyz mame danou jejich hrani¢ni kiivku. S odkazem na knihu [Pressley
(2010, Corollary 12.1.3) plati néslednujici véta.

Véta 3.1 (Souvislost miniméalni plochy a minimalniho obsahu). Necht plocha S
md nejmensi obsah mezi vsemi plochami se stejnou hranicni krivkou. Pak S je
mainimalny.

Minimalni plochy vSak sviij obsah minimalizuji pouze lokalné a tedy opacna
implikace neplati, tzn. ne kazdéd minimélni plocha mé nejmensi obsah mezi vSemi
plochami s danou hranici. Pt¥ikladem mize byt katenoid, viz [Pressley (2010,
Example 12.1.4).

Tvrzeni 3.2. Necht S je minimdlni plocha. Gaussova krivost plochy S je ne-
kladnd v kazdém bodé a je nulovd v kaZdém bodé pravé tehdy, kdyZ S je oteviend
podmmnozina roviny.

Dikaz. Jelikoz S je minimalni, z definice stredni k¥ivosti dostavame kq + ko = 0.
Tedy k1 < 0 a ky > 0. Pro Gaussovu kfivost plati K = k1Ko < 0.

Pokud je Gaussova krivost nulova v kazdém bodé a zaroven je plocha mini-
malni, pak k1 = ko = 0 vSude, tedy S je rovina. 0

Zavedme nyni specialni druh parametrizace, konformni. Lze ukazat, Ze tyto
mapy zachovavaji tihly, tedy dvé protinajici se rovinné krivky zobrazené na plochu
konformni mapou se protinaji stale pod stejnym tihlem.
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Definice 3.2 (Konformni parametrizace). Rekneme, Ze parametrizace p(u,v) je
konformni, pokud matice proni fundamentdlni formy md v bdzi {p., p,} tvar

0
G=|("7 —q1,
(0 9) I

Pro minimalni plochy plati nasledujici véta, jejiz diikaz lze nalézt v [Pressley
(2010, Theorem 12.4.1).

kde g(u,v) je kladnd funkce.

Véta 3.3 (Konformni parametrizace minimélnich ploch). Necht S je minimdini
plocha, s € §. Pak existuje U otevrend mnozZina, s € U, a konformni parametri-
zace p : U — R3 plochy S.

Konformné lze parametrizovat i jiné plochy nez minimalni. Konformni pa-
rametrizace minimalnich ploch vsak mtizeme odliSit od parametrizaci ostatnich
takto parametrizovanych ploch néasledovné.

Tvrzeni 3.4. Necht p(u,v) je komformni parametrizace plochy S. Pak S je
minimdlni prave tehdy, kdyZ puy + Pow = 0.

Dikaz. Necht G je matice prvni fundamentélni formy. Parametrizace je kon-
formni, tedy ¢g11 = ¢g22 = ¢ a gi2 = g21 = 0. Necht H je odpovidajici matice
druhé fundamentalni formy. Podle véty [.3] vypocitame stfedni kiivost v mapé p
nasledovné
fus + hay
2g
Stfedni kiivost je nulova, pravé tehdy kdyz hi; + hos = (Puw + Pww) - N = 0.
Predpokladejme, ze pu, + Pow = 0, pak je stfedni kfivost zjevné nulova a tedy
plocha S je minimalni.
Naopak pokud plocha S je minimalni, vektor (py, + Pwv) je kolmy na norma-
lovy vektor N. Ukazeme, Ze je kolmy i na vektory p, a p..

H =

1
Puu " Pu+ Pw - Pu = §(pu : pu)u + (pv : pu)v — Pov - Puw =
1
= 5Py Put Py Po)ut (P Pu)o =0,

kde posledni rovnost plati, protoze parametrizace je konformni. Analogicky se
ukaze také rovnost (puy + Puww) - P = 0.
Protoze {pu, Pv, N} tvoii bazi R?, musi byt vektor (puy + Pup) nulovy.

3
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3.2 Minimalni plochy a funkce komplexni pro-
ménné

V této ¢asti dame do souvislosti minimalni plochy s komplexni analyzou. Necht
U C R? je oteviend, p : U — R? je parametrizace néjaké plochy. Oznac¢me
¢ =u+iv, (u,v) € U, pak zjevné

B S et
U= , v .

2 21

Parametrizaci p pak miZzeme povazovat i za funkci proménnych ¢ a ¢. Definujme
komplexni funkci ¢ : U — C3 piedpisem

@(C) = Pu + iPo- (3.1)

Tedy ¢ = (1, @2, p3) mé tii slozky a kazd4 z nich je komplexni funkce promén-
nych u, v, neboli (.

Ditikazy nésledujicich dvou vét lze nalézt napiiklad v knize Pressley (2010,
Proposition 12.5.1, Theorem 12.5.2), pro tplnost je vSak uvedeme.

Mezi funkci ¢ dané vzorcem (B.I]) a minimalitou plochy existuje souvislost
objasnéna v dalsi véte.

Véta 3.5. Necht p : U — R? je komformni parametrizace plochy S. Pak S je
minimalni, pravé tehdy kdyz funkce @ definovand vzorcem (31l je holomorfni na
U (tzn. vSechny jeji slozky @1, po a w3 jsou holomorfni).

Diikaz. Podle véty [L4] je komplexni funkce holomorfni pravé tehdy, kdyz plati
rovnosti (ILT]). Aplikujeme-li tyto podminky na kazdou slozku ¢, dostdvame

Puu = —Powv, Puv = Pou-

Druhé rovnost je pro hladké zobrazeni diky zameéné parcidlnich derivaci vzdy
splnéna, prvni je pak ekvivalentni s py, + p. = 0. Parametrizace p je podle
predpokladu konformni, proto z tvrzeni [3.4] ziskdme ekvivalenci minimality plo-
chy dané mapou p a holomorfie funkce ¢. 0

Funkce ¢ neni libovolna holomorfni funkce, ale musi spliiovat urc¢ité podminky:.

Véta 3.6. Necht p : U — R? je komformni parametrizace minimdlni plochy S.
Pak funkce ¢ = (@1, p2,¢3) definovand vzorcem ([B.J) splniuje ndsledujici pod-
minky:

(i) %+ ¢3 + 93 = 0.

(i1) @(C) # 0 pro kazdé ¢ = u + v, (u,v) € U.
Naopak pokud U je jednoduSe souvisld mnoZina a @1, @2, @3 jsou holomorfni
funkce na U spliugict podminky (i), (it), pak existuje konformni parametrizace

p : U — R3 néjaké minimdlni plochy S takovd, Ze ¢ = (1, 02, p3) spliuje vzorec
. Tato parametrizace je urcena jednoznacné az na posunuti.
p J J p
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Diikaz. Piedpoklddejme, Ze p = (p', p?, p*) je parametrizace minimaln{ plochy
a g =pt—ipt k=12 3. Pak

3 3
> en = [ = h)* = 2ipkpk] = Pu-Pu—Pu - Py — 2ipy - Py = 0, (3.2)

protoze p je konformni.
Pokud naopak mame danou funkci ¢ spliiujici podminky (7), (i7), zvolme
(uo,v9) € U pevné a definujme

p(u,v) = Re / o(€) de,

kde c je libovolna kiivka v U z bodu (ug, vg) do (u,v) € U. Protoze U je jednoduse
souvisla, nezavisi podle Cauchyovy véty tento integral na volbé kiivky c. Nyni,

®(() = [, ¢(§) d¢ je holomorfni funkce { = u +iv a ®'(¢) = ¢(¢). Podle (L2)

pu = Re(®,) = Re(P') = Re(ep),
pv = Re(®,) = Re(i®’) = —Im(yp) (3.3)

a tedy ¢ = py — ipo.

Zbyva ukazat, ze p je konformni parametrizace miniméalni plochy. Z podminky
(77) arovnic (B.3]) plyne, Ze p,, p, nejsou obé nulové. Podminka (i) spolu s rovnosti
B2) dava:

Pu - Pu = Pv * Po; Pu Py =0,

z ¢ehoz dostavame, ze p je konformni regularni parametrizace. Plocha dana pa-
rametrizaci p je minimalni podle véty B.5 protoze ¢ je holomorfni.

Pokud néjaké jind plocha q pfislusi stejné funkci ¢, pak q, = p. 2 q, = Ps
vsude na U. Z toho plyne, ze q — p je konstanta, feknéme a, pak dostaneme q
posunutim p o vektor a.

d

Definice 3.3. Necht U C C je oteviend, [ je nenulovd holomorfni funkce na
U, g je meromorfni funkce na U. Ddle predpoklddejme, Ze pokud md g v bodé (y
pol ndsobnosti m, pak f md v tomto bodé nulovy bod ndsobnosti 2m a zdroven f
nemd jin€ nulove body. Pak rekneme, Ze funkce f a g jsou kompatibilni na U.

Véta 3.7. Necht U C C je oteviend a funkce f a g jsou kompatibilni na U. Pak
funkce

o= (f(1—9¢°),if(1+4¢%),2fg) (3.4)
spliiuje podminky (i) a (i) z véty a také naopak pro kaZdou funkci ¢ spl-
nugict tyto podminky a navic @3 neni identicky nulovd (vyloucime tedy rovinu
z = konst.), lze na U nalézt kompatibilni funkce f a g tak, aby platila rovnost

B34).
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Dikaz. Meéjme funkce f a g kompatibilni na U. Pokud ¢ ma v bodé (5 pdl
nasobnosti m, pak f ma v bodé (, nulovy bod nasobnosti 2m. Laurentovy rozvoje
f a g maji v okoli bodu (, tvar

b
() .

kde a, b jsou nenulova komplexni ¢isla a ... znaci vyssi mocniny ¢ — (p. Pak

fO=al(=G)™+... a  g(Q)

f(14 g% = %ab® + ... a fg=ab(C—C)™+...

obsahuji pouze nezaporné mocniny ¢ — (g, tedy jsou to holomorfni funkce na okoli
Co. Zaroven je ziejmé, ze ¢ je holomorfni vS§ude tam, kde g je holomorfni. Tedy
¢ je holomorfni na U.

Takto definované ¢ splituje podminku (7):

(FA =) +(if A+ %)) +2f9) = 2 (1 - 29 + g* =1 - 29 — ¢* + 4g%) = 0.

Funkce ¢ je nulova pouze v bodech, kde f a fg? jsou nulové. Z kompatibility
funkei f a g vSak takové body neexistuji, tedy podminka (ii) je splnéna.

Naopak méjme holomorfni funkci ¢ = (1, @2, ¢3) spliujici podmniky (7), (i7)
a 3 neni identicky nulova. Pak z podminky (i) plyne

(p1 4 ipa) (1 — ipa) = —¢3, (3.5)

tedy @1 — 19 neni identicky nulova holomorfni funkce a podle véty jsou jeji
nulové body izolované. Definujme funkce f a g jako inverzi vztahu (3.4

1~ 1pe . ¥3
f_ 2 9 g_ . .
Y1 — P2

Funkce f je holomorfni, g je meromorfni a plati

— f9* = o1 +ipa. (3.6)
Dostéavame
p1 — P2 1+ 1P

fl-g¢*) = 5 T 5 — %
) 101 + 1] —
g =0re e,

2 2

. ©3
2fg = (o1 —ips)——— = 3
Y1 — 192

Vyrazy @1 — i@ a @1 + 19s nemohou byt oba zaroven nulové. Kdyby byly, pak
1 = 2 = 0 a z rovnice ([B.5]) ¢35 = 0, coz je ve sporu s podminkou (7).

Pokud tedy f = p1 — tws = 0 v néjakém bodé, pak @1 + ips # 0, tedy podle
rovnice ([B.6) fg* # 0, coz ndm davé zadanou podminku na nulové body f.
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Obdoba pfedchozi véty je taktéz uvedena v knize Pressley (2010, Proposition
12.5.4), nicnéné neni tam presné specifikovana podminka pro nulové body funkce
f a takto formulovana véta vede k plocham, jez nemusi byt v nékterych bodech
regularni, protoze v diikazu nedostaneme nenulovost funkce ¢ ve vSech bodech,
ktera je pro regularitu plochy nezbytna.

Také je nutné vyloucit plochu, pro kterou je slozka 3 identicky nulova. Pii
bliz§im zkouméni ditkazu uvedeného v citované knize zjistime, Ze postup uve-
deny pro tento piipad nefunguje. Ukazme naptiklad, ze rovinu parametrizovanou
jednoduse

p(u,v) = (u,v,0)
nelze ziskat uvedenym zptsobem. Funkce ¢ ma pro tento piipad jednoduchy tvar

@ = (1, —1i,0). Chceme-li ji vyjadfit ve tvaru (3.4]), musi byt splnény nésledujici
rovnice:

1= f(l - g2)7
—i=1if(1+g°),
0=2fg.

Funkce f nemuze byt nulova, proto ze tieti rovnice dostavame g = 0. Prvni dvé
rovnice pak davaji f = 1, resp. f = —1, ¢imz dostavame spor.

Neni tfeba vyloucit vSechny parametrizace, pro néz p3 = 0, ale staci, kdyz
vyraz @1 — i@o neni identicky nulovy. Nicméné stale se jednd pouze o rovinu,
kterou lze ze vzorce (3.4) ziskat napfiklad volbou f =1, g = 0.

Priklad 3.1 (Katenoid). Zkusme nyni tento proces pouzit na konkrétnim piikladu.
Uvazujme konformni parametrizaci katenoidu:

p(u,v) = (coshu cosv, coshusinv, u), (3.7)
pro (u,v) € R% Pomoci prvnich derivaci této parametrizace,

pu = (sinh wcosv, sinhusinwv, 1),

pv = (— cosh usinv, cosh u cosv, 0),
vypocitame podle vzorce (B.I) piislusnou funkei :

@(¢) = (sinhu cosv + i cosh usin v, sinhusinv — i coshu cosv, 1) =

= (sinh ¢, —icosh (, 1),
kde ¢ = u + iv. Definujme funkce f a g:

;= @1 —ip2  sinh{ —cosh(  e™¢
2 2 - ’
o ¥3 . 1

g = :

Y1 — 12

—GC.

~ sinh¢ — cosh ¢ B
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Parametrizaci (3.7) miizeme zpétné vypocitat

x(u,v) = Re/f(l —g*)d¢ = %Re/—e‘C +efd¢ = %Re(e‘C +ef) =

1 . . 1

= §Re(e_“_“’ + e t) = §Re(6_“(cos v—isinv) + e*(cosv + isinv)) =
e +e

= 5 cosv = cosh u cosv,

y(u,v) = Re/if(l + g% d¢ = —%Im/—e‘C —etd¢ = —%Im(e‘C —e) =

1 . . 1
= —§Im(6_“_“’ — et = —§Im(e_“(cosv —isinv) — e*(cosv + isinv)) =
e +e " .
= 5 sin v = coshusin v,

z(u,v) = 2Re/fgd( = Re/ld{ = Re(z) = Re(u + iv) = u.

Obrazek 3.1: Katenoid, u € (—1,7;1,7), v € (0; 27).
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3.3 Weierstrassova-Enneperova reprezentace

Kombinaci vét a [37 dostavame nésledujici formuli pro generovani mini-
malnich ploch.

Véta 3.8 (Weierstrassova-Enneperova reprezentace 1). Necht U C C je oteviend
a jednoduse souvisld, f a g jsou kompatibilni, ( € U, ( = a + ib. Pak p(a,b) =
(x(a, b)v y(a'a b)v Z(av b))7 kde

sad) =Re [ £1- ).
vad) =Re [ if(1+")dc,
z(a,b) = 2Re/fg d¢, (3.8)

je parametrizace minimdlni plochy. Zaroven kaZdda minimalni plocha muZe byt
parametrizovana timto zpisobem.

Pokud navic funkce g a jeji inverze ¢g—! jsou holomorfni, mizeme zvolit no-
vou proménnou 7 = ¢ a definovat funkci F(7) = f/g¢’. Pak dr = ¢’ d(, tedy
f(¢)d¢ = F(7)dr. Ozna¢me V = g(U), z véty o substituci dostaneme paramet-
rizaci z nasledujici véty.

Véta 3.9 (Weierstrassova-Enneperova reprezentace II). Necht V' C C je ote-
vrend, jednoduse souvisla mnozina, ' je holomorfni funkce na V nenulovd v kaz-
dém bodeé, T € V, T = u+ . Pak p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), kde

x(u,v) = Re/(l — 7?)Fdr,

y(u,v) = Re/z'(l + 7%)Fdr,

2(u,v) = 2Re/TF dr, (3.9)
je parametrizace minimalni plochy.

Diikaz. Oznatme @ = ((1—72)F,i(1+ 7%)F,27F). Tato funkce splituje pod-
minky () a (i) z véty

(1—72F? — (1+7°)*F? +47*°F* =0

a ¢ = 0 pravé tehdy, kdyz F' = 0, coz podle pfedpokladu nemtize nastat. Tedy
podle véty B je (3.9) parametrizace miniméln{ plochy.
d
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Kazda holomorfni funkce ma na jednoduse souvislé mnoziné holomorfni pri-
mitivni funkei. Oznaéme Fy = [F, F, = [F, F = [ F,. Pak s pomoci per
partes miZzeme integraly z rovnosti (3.9) pfepsat jako

/(1 — ) F(r)dr = (1 = 1) Fy (1) + / 27F(1)dr =

= (1 =7 F (1) + 27F(1) — /ZFQ(T) dr =

= (1 = T)F\(7) + 27Fy(1) — 2F (1) =
= (1 —7)F"(1) + 27.F (1) — 2F(7)

/z’(l + ) Fdr =i [(14 7°)F"(1) — 27.F (1) 4+ 2F(7)]
2/7‘F dr =2[rF"(r) = F'(1)].

Dostaneme tak formuli, kterd neobsahuje integraly. Tteti primitivni funkce jsou
stejné az na polynom druhého stupné, nicméné v pribéhu vypoctu se nekon-
stantni ¢asti tohoto polynomu odectou a dostaneme pokazdé stejnou parametri-
zaci az na konstantu, tedy jednotivé plochy se lisi maximalné posunutim.

Véta 3.10 (Weierstrassova-Enneperova reprezentace III). Necht V' C C je ote-
vrend, F je holomorfni funkce na V' s nenulovou treti derivaci, T € V, 7 = u+iv.
Pak p(u,v) = (2(u,v),y(u, v), 2(u, v)), kde

z(u,v) = Re [(1 — OF" (1) 4+ 27 F (1) — 2.7-"(7')} ,
y(u,v) =Im [—(1 + ) F" (1) + 27 F (1) — 2]:(7')} ,
2(u,v) = 2Re [7F"(1) — F'(1)], (3.10)

je parametrizace minimalni plochy.

Dikaz. Pro jednoduse souvislé mnoziny V' plyne tvrzeni této véty z per partes
a vety Dtikaz obecnéjsiho ptipadu, kdy nepozadujeme jednoduchou souvislost
mnoZiny V, nalezneme v nasledujici kapitole. Vyplyva z rovnosti (£38]) a predcho-
zich vypoctu.

d

Pfi odvozovani parametrizace z véty [3.10] jsme se inspirovali podobnou formuli
z knihy Pottmann a koll (2007, str. 649).

Nyni mame k dispozici silny nastroj, jak generovat minimalni plochy. Staci
dosadit naptiklad do formule (B.I0) libovolnou holomorfni funkci (s nenulovou
tieti derivaci) a vypocitat konkrétni parametrizaci. Dosazenim racionédlni funkce
dostaneme raciondlni parametrizaci. Racionalni funkce vSak nejsou holomorfni
na celé komplexni roviné, proto je nutné z oboru hodnot dané parametrizace
vynechat kofeny jmenovatele.
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Priklad 3.2 (Bourova minimélni plocha). Zvolme funkce f a g z[B.8 nasledovné:

f=1 g=+C

Dostaneme
2(a.b) = Re / (1-¢)dC,
y(ab) = Re/i(l +0)de = —Im/(l +0)dC,
z(a,b) = 2Re / V¢de.

Ziskat realné casti téchto integrali neni snadné, proto je prevedeme pomoci sub-
stituce 7 = /¢ na formuli odpovidajici (3.9)) s funkci

1
F(T)—(\/Z),—Q\/Z—2T

a zjednodusime je. Ziskame
x(u,v) = 2Re/(1 — 7%)7rdr,

y(u,v) = —2Im/(1 + 7)1 dr,
z(u,v) = 4Re/7'2 dr.

Tyto integraly bud miZzeme snadno spocitat, nebo pouzit (3.10]) naptiklad s funkci
F = 7'4/12, jejiz tteti derivace je F' = 27:
o, 24 14 , T
z(u,v) =Re |(1 =)+ 27t = 27| =Re |72 — —| =
3 6 2
* v

2 U 2 2.2
=u"— — — v+ 3uv — —,
2 2

2\ 2 2 4 1 4 2 T4
y(u,'U)ZIIH _(1+7')7' +§T —67' =Im|—7"——| =
= —2uv — 2u’v + 2uv?,

1
z(u,v) = 2Re [73 — 573] = —Re[r’] =
= §u3 — 4un?.

Tak zvanou Bourovu minimalni plochu lze tedy vyjadrit explicitné parametrizaci

, u' 2 22 U 3 3 4 3 2
p(u,v) = (u —5 v + 3u“v —5,—2uv—2uv+2uv,gu — 4uv” | .
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(a) Pohled shora. (b) Pohled zdola.

(c) Pohled zepfedu. (d) Pohled zezadu.

(e) Pohled zleva. (f) Pohled zprava.

Obrazek 3.2: Bourova minimélni plocha, u € (—1;1), v € (0;1).
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(a) Pohled zleva. (b) Pohled zprava.

Obrazek 3.3: Bourova minimélni plocha, u € (-0, 5;0,5), v € (—0,5;0,5).
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Kapitola 4

Minimalni plochy s racionalnimi
offsety

Nyni se zaméfime podrobnéji na parametrizaci z véty 3.10 a dame do souvis-
losti minimalni plochy generované touto parametrizaci a racionalni plochy s ra-
cionalnimi offsety. Klicem je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.1. Necht p je raciondlni konformni parametrizace plochy S. Pak plo-
cha § ma pythagorejskou normadlu.

Diikaz. Parametrizace je racionalni a konformni, tudiz ¢ = py - Pu = Pov * Po
je racionalni funkce. Determinant matice prvni fundamentalni formy je g2, tedy
normala takto parametrizované plochy je pythagorejska.

d

Jiz vime, Ze raciondlni plochy generované vzorcem (B.8]), maji racionalni off-
sety, protoze z odvozeni této parametrizace je zfejmé, Ze je konformni. Problémem
vsak je nalézt racionalni parametrizace, protoze integralem racionalni funkce ne-
musi byt racionalni funkce. Proto zvolime pro dalsi postup parametrizaci (3.10),
ktera neobsahuje integraly a tedy dosazenim racionalni funkce za F, dostaneme
racionalni parametrizaci minimalni plochy.

Ovéfime Ze plochy ziskané z parametrizace (BI0) spliuji predpoklady tvr-
zeni LIl Oznacme funkci F z véty B.I0nasledovné F(7) = F(u+iv) = F(u,v) =
(f1(u,v), fo(u,v)). Cauchy-Riemannovy podminky déavaji rovnosti:

ofi  0fs ofi  0fs
u v’ v ou’
Pfi _82f1 O f, Pf _82f2 0% (4.1)
ou? o Oudv’ Oudv ou? ov?’ '
PrHh o PH P Pf P f Ph  Pfa Pfy

oud  Oudv?  Ouov  Ovd’ oo o3 oud  Oudv?
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Parametrizaci (3.10) miZeme pfepsat pomoci funkei f; a fo, pro prehlednost
pouzivame pouze jejich derivace podle wu.

z(u,v) = %2;1 (1—u?+0) + %21‘;2 (2uv) + %(Qu) + %(—21}) T f1(-2),
2 2
) =TI oy + TR 1) gy 1 W20y 4 g9,
o 5?2 o
2(u,v) = 8u];1 (2u) + auf; (—20) + 8—’;1(—2). (4.2)

Abychom mohli spoc¢itat fundamentalni formy a normaélu, zderivujeme tyto vztahy
podle u a v.

Ty = 6;7;1 (1—u?+0?) + 8827;2 (2uv),

T, = 682;1 (2uv) + ?ﬁ?(—l +u? —v?),

Yu = 682;1 (—2uw) + %2]22 (=1 —u? + %),

Yy = g?;i;l (=1 —u? +0?) + ?uéz (2uv),

o= Thon + T2 ),

2y = %2;1 (—20) + 802‘7;2(—2@. (4.3)

Podle tvrzeni [L.1] vypoc¢teme prvni fundamentalni formu, kterda ma po tpravach

tvar
PhH\ ()
AN
ou3 ou3
Oveérili jsme, ze parametrizace je konformni, jak se dalo ocekavat z odvozeni
Weierstrassovy-Enneperovy reprezentace. Predpoklad nenulovosti tfeti derivace
je potieba pro regularitu parametrizace.
Z tvrzeni 4.1] plyne, ze veskeré racionalni minimalni plochy ziskané parame-
trizaci (B10) maji pythagorejskou norméalu. Podivejme se blize, jak jednotkova

normala z parametrizace ([B.I0) vypada. Nejprve spoc¢teme vektorovy soucin p,
a Po:

3 2 3 2
o= [ ()]

ou?
(2u(u® +v* + 1), 20(u® + v* + 1), (v® + 0> — 1)(v® + 0v* + 1)) .

(u® 4+ v* +1)? ( (1) (1) ) : (4.4)

Norma tohoto soucinu je podle tvrzeni 2.1l odmocnina z determinantu matice

(@.4), tedy
(AN (PR
Hpuxva_ [<8u3) +<8u3)
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Z definice jednotkové normaly [L.4] pak

2 2 2 21
N: u y Y ,u +,U 9 (45)
w2424+ 17 w2+ 024+ 1 w2 +0v2+1

coZ je stereografickd projekce z roviny na jednotkovou sféru bez bodu (0,0, 1).
Vidime, ze normaéla libovolné plochy dané parametrizaci (3.10) nezavisi na zvo-
lené funkci F a je tedy pro kazdou takovouto plochu stejnd. Nicméné pouze pro
racionalni plochy je tato normala pythagorejska podle definice

Pro vypocet druhé fundamentalni formy budeme potiebovat druhé derivace
parametrizace p.

— (a3f1 (—2u) + o), (1—u?+v?) + ) (2v) + 84f2(2uv),

Pue =\ 9u? ut o0 u’
882’;1 (—20) + 882} (—2uwv) + %ZJ? (—2u) + 882;2 (=1 —u?® +0v?),
B+ Shen+ G,

Puy = (%ZJ;I (20) + 882} (2uv) + %Z@Z(zu) + %1{2(—1 +u? —1?),
%?’uél (—2u) + %:{1 (-1 —u?+v%) + gg’uff (2v) + 882’} (2uv),
B2+ SR+ S ),

Puy = (%ZJ;I (2u) + ?;ﬁ (2uv) + fuf (—2v) + ?;f (—1+u*—0?),
%?’uél (2v) + ?;f} (-1 —u?+v%) + %?’uf (2u) + 88222 (2uw),
%?’uél (-2)+ 882} (—2v) + ?;f (—2u)) . (4.6)

Podle tvrzeni vynésobime skalarné ptislusné druhé derivace s normalou (4.5

a dostaneme
031 93fe
3 3
H=2 ggqu gg}lfl . (4.7)

ou3 Ou3

Stejné jako ve tvrzeni [3.4] vyuzijeme konformitu parametrizace k vypoctu stfedni

kiivosti: h h
o tuthn (4.8)

29

Stredni kfivost je nulova, dokazali jsme tedy konec¢né vétu [3.101

Vsechny racionéalni minimélni plochy z véty [3.101jsou zaroven racionalni plochy

s racionalnimi offsety, dokonce jejich normala odpovidéa volbé a, b, ¢ z prikladu2.4],

tedy a(u,v) = u, b(u,v) = v, c¢(u,v) = 1. Jak ale vypada funkce h, kdyZ chceme,

aby vysledna funkce byla minimalni? Vynasobime-li skalarné N a p, ziskdme jeji
predpis:

dfr 4u 4v

h =N p=2=L_ -

ou  ur4+0v2+1 Jo-
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Dosazenim miizeme ovérit, ze pro takto zvolené h odpovida parametrizace (2.7))
parametrizaci (£2). Offsety ve vzdalenosti \ ziskdme dosazenim h + A do para-
metrizace (2.7) a dostaneme jejich ptesné vyjadieni

2u
A
= T A——
A, 0) = (u,0) £ A
2v
A _
Yy (uav)_y(uvv)iAu2+v2+1a
2 2
A\ u+v°—1
= T A— 4.9
Auy) = 2(u,0) £ NG (49)

Priklad 4.1 (Enneperova plocha). Zvolime-li F = 73 /6 dostaneme asi nejznamé;jsi

minimalni plochu, Enneperovu plochu. Nejprve ur¢ime readlnou a imaginarni ¢ast
této funkce 5 ) ) ) ) 5
t (u + iv) u? oty wwt i

‘F == - - = — D —
6 6 6 + 2 2 6’
tedy
u? ww? v 03
fl(uvv)_g_Ta fQ(ua'U)_T_E'
Potiebné parcialni derivace jsou
8f1 Uz ’U2 8f2
—_— == — —— =uv
ou 2 2’ ou ’
0*fi 0 fo
= U =
Ou? ’ Ou? ’
83 3
Ly Th_y
ou? ou?

Dosazenam do rovnic (£2) ziskame

x(u,v) =u — % + uv?,
3

y(u,v) = —v v+ =,

2(u,v) = u® — v,

znédmou parametrizaci Enneperovy plochy. Ze vzorct (£3]) mizeme spocitat par-
cialni derivace této mapy, nebo rovnou podle (4.4]) urcit jeji prvni fundamentalni

formu
G = (v +v*+1)° L0
0o1)°

Normala mé opét tvar stereografické projekce (4.5) a druhou fundamentélni formu
uré¢ime pomoci (4.7
-2 0
H-( oy )-

Funkce h vzdalenosti od pocatku je v tomto pripadé



Podle (4.9) jsou offsety Enneperovy plochy ve vzdalenosti A dany

3 2u

w2 +v2+1’

v (u v):—v—u2v+v—3:|:)\271]
’ 3 u2+0v2 41’

w402 -1

w4024+ 1°

x’\(u,v):u—%+uv2:l:)\

Mu,v) =u? —vi £ A

(a) Pohled zeptedu/zezadu. (b) Pohled zleva/zprava.

(c) Pohled shora. (d) Pohled zdola.

Obrazek 4.1: Enneperova minimélni plocha, v € (—1,6;1,6), v € (—1,6;1,6).
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Z.aver

Uvedli jsme jednoduchy postup jak generovat vSechny racionalni plochy s raci-
onalnimi offsety zaloZeny na tvrzeni, Ze kazda (nerozvinutelna) plocha je obalkou
svych tec¢nych rovin, a taktéz elegantni zptiisob jak charakterizovat vsechny mini-
malni plochy Weierstrassovou-Enneperovou reprezentaci. Zjistili jsme, ze vSechny
racionalni miniméalni plochy ziskané Weierstrassovou-Enneperovou reprezentaci
maji racionalni offsety a nalezli tak nekone¢né mnoho racionalnich minimalnich
ploch s racionalnimi offsety.

Nemiizeme vSak prozatim tvrdit, Zze racionalni minimalni plochy jsou podmno-
Zinou racionélnich ploch s racionalnimi offsety. Vime, ze kazdou minimélni plochu
miizeme ziskat z Weierstrassovy-Enneperovy reprezentace, ale ziistava otevienym
problémem, zda racionalni minimalni plochy maji vzdy racionalni Weierstrassovu-
Enneperovu reprezentaci. Konkrétné by stacilo dokazat, ze pro kazdou racionalni
minimalni plochu existuje racionalni konformni parametrizace. Toto tvrzeni se
nepodafilo dokazat ani vyvratit a je nad ramec této bakalaiské prace.
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