
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikální fakulta

BAKALÁ�SKÁ PRÁCE

Tomá² Masák

Analýza strom· spolehlivosti

Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky

Vedoucí bakalá°ské práce: prof. RNDr. Jaromír Antoch, CSc.

Studijní program: Matematika

Studijní obor: Obecná matematika

Praha 2014



Rád bych zde pod¥koval prof. RNDr. Jaromíru Antochovi, CSc., za jeho trp¥livé
vedení p°i p°íprav¥ této bakalá°ské práce, roz²i°ování mých matematických obzor·
a také za poskytnutou literaturu.



Prohla²uji, ºe jsem tuto bakalá°skou práci vypracoval samostatn¥ a výhradn¥
s pouºitím citovaných pramen·, literatury a dal²ích odborných zdroj·.

Beru na v¥domí, ºe se na moji práci vztahují práva a povinnosti vyplývající ze
zákona £. 121/2000 Sb., autorského zákona v platném zn¥ní, zejména skute£nost,
ºe Univerzita Karlova v Praze má právo na uzav°ení licen£ní smlouvy o uºití této
práce jako ²kolního díla podle �60 odst. 1 autorského zákona.

V ........ dne ............ Podpis autora



Název práce: Analýza strom· spolehlivosti

Autor: Tomá² Masák

Katedra: Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky

Vedoucí bakalá°ské práce: prof. RNDr. Jaromír Antoch, CSc.

Abstrakt: V práci jsou popsány vybrané procedury analýzy strom· spolehlivosti
a jejich aplikace na spolehlivostní analýzu systému. D·raz je kladen p°edev²ím
na efektivní nalezení mnoºiny minimálních °ez· za dodate£ného p°edpokladu ko-
herence neboli monotonie studovaných strom· spolehlivosti. Jsou p°edstaveny
jak klasické zp·soby hledání minimálních °ez·, tak moderní p°ístupy vyuºívající
binární rozhodovací diagramy. D·sledné výstavb¥ teorie binárních rozhodovacích
diagram· ze základní teorie Booleových algeber se podrobn¥ v¥nujeme. Algoritmy
hledání mnoºiny minimálních °ez· pomocí binárních rozhodovacích diagram· jsou
popsány nejprve teoreticky a následn¥ jsou implementovány v jazyce C++.

Klí£ová slova: stromy spolehlivosti, minimální °ezy, binární rozhodovací diagramy

Title: Fault tree analysis

Author: Tomá² Masák

Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: prof. RNDr. Jaromír Antoch, CSc.

Abstract: In the thesis, selected procedures of fault tree analysis and their appli-
cations to system reliability analysis are described. Emphasis is placed especially
on e�ective determination of minimal cutsets, provided coherency or monotoni-
city of studied fault trees. Classical ways of identifying minimal cuts and modern
approaches using binary decision diagrams are presented. Precise construction of
the theory of binary decision diagrams from the basic theory of Boolean algebra
is covered in detail. Algorithms for �nding minimal cutsets using binary decision
diagrams are at �rst described theoretically and then they are implemented in
C++ programming language.

Keywords: fault trees, minimal cuts, binary decision diagrams



Obsah

Úvod 2

1 Booleovské funkce 3
1.1 Strukturní funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Alespo¬ k z n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Monotónní a koherentní funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 �e²ení a minimální °e²ení koherentní booleovské funkce . . . . . . 7
1.5 Shannonova dekompozice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Stromy spolehlivosti 10
2.1 Konstrukce stromu spolehlivosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 Zadání stromu soustavou rovnic a vztah ke strukturní funkci . . . 14
2.3 Koherentní stromy spolehlivosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4 Rozd¥lení analýzy strom· spolehlivosti . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4.1 Kvalitativní analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.4.2 Kvantitativní analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.5 Hledání minimálních °ez· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.5.1 P°ístupy shora dol· a zdola nahoru . . . . . . . . . . . . . 18
2.5.2 Algoritmus MOCUS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 Binární rozhodovací diagramy 22
3.1 De�nice BRD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2 Redukované BRD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3 Binární operace na BRD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.4 Konstrukce RBRD podle sloºitosti formule . . . . . . . . . . . . . 27

3.4.1 Uspo°ádání prom¥nných . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.5 Nalezení minimálních °ez· RBRD . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.5.1 Porovnání s MOCUS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 P°íklad � systém t°í motor· 33
4.1 Modi�kované zadání . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Záv¥r 41

Seznam pouºité literatury 42

Seznam pouºitých zkratek a pojm· 43

5 P°ílohy 44
5.1 Implementace ite-table . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.2 Uºití comp-table . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.3 Komentá° k pouºití vlastního programu . . . . . . . . . . . . . . . 48

1



Úvod
Spolehlivost a kvalita výrobk· nabývá v posledních letech op¥t na d·leºitosti
a pravd¥podobn¥ dále nabývat bude. Existují dva základní zp·soby, jak zvý²it
spolehlivost systému. Prvním je zvy²ování spolehlivosti jednotlivých sou£ástek,
druhým je zlep²ování zp·sobu konstrukce systému jako celku. Zvy²ování spoleh-
livosti jednotlivých sou£ástek je výhodné jen do jisté meze, po jejímº p°ekro£ení
se stává p°íli² nákladné. Pak musejí p°ijít na °adu so�stikovan¥j²í zp·soby kon-
strukce.

Prohlubování výsledk· v teorii spolehlivosti je uºite£né zejména z d·vodu zmí-
n¥ného stup¬ování sloºitosti konstrukcí moderních výrobk·. Dal²ím faktorem je
bezesporu trend roz²i°ující se automatizace. �lov¥k se stává stále více závislým na
vlastních produktech, jejichº p°ípadné selhání m·ºe mít fatální následky. Proto se
minimalizace pravd¥podobnosti selhání stává prioritou. Jedna z nejroz²í°en¥j²ích
metod vy²et°ování spolehlivosti daného systému, která úzce souvisí se zp·sobem
jeho konstrukce, se nazývá analýza strom· spolehlivosti.

K popisu funk£nosti systému se ve velké mí°e uºívá metod Booleovy logiky, je-
jíº pot°ebná teorie bude vyloºena v první kapitole. V na²í práci se soust°edíme na
koherentní stromy spolehlivosti, které úzce souvisejí s monotonními booleovskými
funkcemi. Hlavní náplní práce je hledání mnoºiny minimálních °ez· koherentního
stromu spolehlivosti. Minimální °ez si lze p°edstavovat jako mnoºinu sou£ástek,
jejichº selhání je nutné a posta£ující k zp·sobení �selhání� celého systému. Kom-
binací vad sou£ástek, které mohou zp·sobit selhání celého systému m·ºe být
velké mnoºství a efektivní nalezení v²ech takových kombinací je jednou z nejd·-
leºit¥j²ích £ástí analýzy strom· spolehlivosti. Samotným strom·m spolehlivosti
se budeme v¥novat ve druhé kapitole. Vysv¥tlíme, jak stromy spolehlivosti popi-
sují studovaný systém, jakých výsledk· lze dosáhnout jejich následnou analýzou
a p°edstavíme p°ímé metody nalezení mnoºiny minimálních °ez·.

T¥ºi²t¥m na²í práce je kapitola t°etí, v níº popisujeme teorii binárních rozho-
dovacích diagram·. Jedná se o gra�ckou reprezentaci booleovských funkcí, která
byla poprvé p°edstavena Bryantem (1986) a následn¥ uºita Rauzym (1993) k hle-
dání mnoºiny minimálních °ez· koherentních strom· spolehlivosti. A£koliv Bryant
nejprve binární rozhodovací diagramy formáln¥ zavedl za ú£elem programové ma-
nipulace s booleovskými funkcemi, teorie binárních rozhodovacích diagram· se
velmi rychle p°izp·sobila speci�ckému uºití v oblasti spolehlivostní analýzy. Tato
transformace v²ak není p°íli² dob°e zmapována, coº spolu s faktem, ºe Rauzy
ponechal n¥které své výsledky nedokázané, vytvá°í jistou mezeru mezi formální
de�nicí a skute£ným pouºitím binárních rozhodovacích diagram·. Jedním z cí-
l· p°edloºené práce je zmín¥nou mezeru zacelit a p°edstavit moderní algoritmy
hledání minimálních °ez· strom· spolehlivosti zaloºené na reprezentaci systému
pomocí binárních rozhodovacích diagram· spolu s náleºitými d·kazy správnosti.

Sou£ástí práce je také implementace uvedených algoritm· v jazyce C++. Kom-
pletní program lze nalézt na p°iloºeném CD, p°i£emº nejd·leºit¥j²í prvky imple-
mentace, jako uºití techniky dynamického programování, jsou popsány v p°ílo-
hách. Vlastní program uºijeme ve £tvrté kapitole na p°íkladu analýzy spolehlivosti
netriviálního systému.
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1. Booleovské funkce

P°edm¥tem zkoumání spolehlivostní analýzy bývají sloºité systémy sestávající
z mnoha komponent nebo sou£ástek. V celé spolehlivostní analýze £asto, v ana-
lýze strom· spolehlivosti výhradn¥, neexistuje u sou£ástek jiný stav neº funk£ní
nebo nefunk£ní (neporouchaný nebo porouchaný). Proto v této práci nebudeme
uvaºovat £áste£nou funk£nost prvku. Pro charakterizaci stavu prvku nám proto
bude slouºit booleovská prom¥nná xi nabývající jedné ze dvou hodnot:

xi =

{
0, pokud je daná sou£ástka funk£ní,
1, pokud je daná sou£ástka porouchaná.

Upozorn¥me zde, ºe uvedené ozna£ení (1 odpovídá poru²e, 0 funk£nosti) se
m·ºe zdát na první pohled zvlá²tní. Zna£ení by samoz°ejm¥ nebylo obtíºné ob-
rátit. Tak, jak jsme jej uvedli, se v²ak zna£ení v teorii spolehlivosti b¥ºn¥ uºívá
a smysl toho jist¥ doceníme v dal²ích kapitolách.

Mezi booleovskými prom¥nnými (v tabulkách 1.1 a 1.2 to jsou x, y, z) máme
de�nované t°i základní operace, které spolu s konstantami 0 a 1 spl¬ující axiomy
dvouprvkové Booleovy algebry (Booleovy logiky):

• S£ítání (+), které odpovídá logické operaci nebo (∨), p°ípadn¥ mnoºinovému
sjednocení (∪).

• Násobení (·), které odpovídá logické operaci a zárove¬ (∧), p°ípadn¥ mno-
ºinovému pr·niku (∩).

• Inverzi (−1), která odpovídá logické operaci negace (¬), p°ípadn¥ mnoºino-
vému komplementu (c).

x+ y = y + x x · y = y · x komutativní zákony
x+ (y + z) = (x+ y) + z x · (y · z) = (x · y) · z asociativní zákony
x · (y + z) = x · y + x · z (x+ y) · (x+ z) = z · x+ y distributivní zákony

x+ 0 = x x · 1 = x neutralita konstant
x+ x−1 = 1 x · x−1 = 0 komplementace

Tabulka 1.1. Axiomy Booleovy logiky.

x+ 1 = 1 x · 0 = 0 agresivita konstant
x+ x = x x · x = x idempotentní zákony
x+ x · y = x x · (x+ y) = x absorp£ní zákony

Tabulka 1.2. Dal²í vlastnosti Booleovy logiky.

Závorkování výraz· je stejné jako v aritmetice. Pro úplnou de�nici Booleovy
algebry viz nap°. Hurt (1984, str. 103), odtud byl p°ejat obsah tabulek 1.1 a 1.2.
Idempotentním a absorp£ním zákon·m budeme souhrnn¥ °íkat reduk£ní pravidla.

Pozn. 1.1. Uºívání trojice (+, ·,−1 ), tzv. inºenýrské notace, namísto logických
symbol· bývá n¥kdy p°edm¥tem nedorozum¥ní. P°i kvanti�kaci spolehlivosti sys-
tému se m·ºeme setkat s výrazy, které obsahují symbol s£ítání ve dvou r·zných

3



významech. Proto se n¥kdy uºívá zcela jiná forma zápisu booleovských výraz·,
zapisují se jako aritmetické výrazy. Tento zp·sob v²ak rad¥ji nebudeme v·bec
uvád¥t, abychom p°ede²li zmatk·m. Na druhou stranu z uºívání �inºenýrské no-
tace� namísto logických operací (tak to budeme d¥lat my) plyne n¥kolik výhod.
Operace násobení má vy²²í prioritu a podobn¥ jako v aritmetice ji budeme n¥-
kdy vynechávat, £ímº se zápis výraz· stane o mnoho p°ehledn¥j²í. Do problému
se zna£ením se v této práci nedostaneme, trojici operací (+, ·,−1 ) budeme uºí-
vat výhradn¥ jako operace mezi prvky Booleovy logiky, nikdy se nebude jednat
o aritmetické operace.

Def. 1.1. Výrazu obsahujícímu booleovské prom¥nné a vý²e zmín¥né opera-
ce °íkáme booleovská formule. Závislost booleovské formule s na prom¥nných
x1, . . . , xn vyjad°ujeme zápisem s(x1, . . . , xn). i

Booleovská formule úzce souvisí s pojmem booleovské funkce.

Def. 1.2. Booleovská funkce n prom¥nných je funkce f : {0; 1}n → {0; 1}. i
Jsou-li x1, . . . , xn booleovské prom¥nné a s(x1, . . . , xn) booleovská formule, pak

tato formule de�nuje booleovskou funkci s : {0; 1}n → {0; 1}. M·ºeme si také
snadno rozmyslet, ºe formule jednozna£n¥ ur£uje funkci, zatímco opa£né tvrzení
neplatí. Funk£ní p°edpis nicmén¥ bývá £asto zadán pomocí formule, a v tom p°í-
pad¥ nebudeme mezi pojmy booleovská funkce a booleovská formule d¥lat rozdíl.

1.1 Strukturní funkce

M¥jme systém S sestávající z n prvk· x1, . . . , xn. Stejn¥ jako prvky, ze kterých
je sloºen, i celý systém m·ºe být pouze funk£ní nebo nefunk£ní, tedy

S =

{
0, pokud je systém funk£ní,
1, pokud je systém porouchaný.

P°edpokládejme, ºe stav systému je ur£ován pouze hodnotami jeho sou£ástek.
Dále p°edpokládejme, ºe jednotlivé prvky selhávají nezávisle na sob¥. Pak je S ve
skute£nosti booleovskou funkcí prom¥nných x1, . . . , xn. S(x1, . . . , xn) se nazývá
strukturní funkce.

Nezávislost se zdá být rozumným p°edpokladem vzhledem k tomu, ºe za sou-
£ástku se vºdy snaºíme brát co nejdetailn¥j²í £ást systému. Zde v²ak nastává
n¥kolik problém·. Za prvé, ne vºdy se da°í rozebrat systém dostate£n¥ detailn¥,
a za druhé, i kdyº se to poda°í, mohou existovat vlivy p·sobící na mnoho sou£ás-
tek najednou, které jsme p°i teoretickém rozboru systému neuvaºovali. O t¥chto
problémech bude °e£eno více ve druhé kapitole, nyní p°edpokládejme nezávislost.

Def. 1.3. Budiº S = S(x1, . . . , xn) strukturní funkce. Prvek xi, i ∈ {1, . . . , n},
se nazývá relevantní, pokud S{xi=0} 6= S{xi=1} pro n¥jaké hodnoty x1, . . . , xi−1,
xi+1, . . . , xn, kde zápisem S{xi=a} rozumíme S(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn) pro
a = 0, 1. V opa£ném p°ípad¥ se prvek nazývá irelevantní. i
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Jinými slovy, prvek se nazývá relevantní, pokud jeho funk£nost má jistý vliv
na fungování celého systému. Obsahuje-li systém alespo¬ jeden relevantní prvek,
musí existovat stav, ve kterém je systém funk£ní, stejn¥ jako stav, ve kterém
funk£ní není.

1.2 Alespo¬ k z n

V praxi se £asto setkáváme s p°ípadem struktury, která je funk£ní jen tehdy, pokud
je alespo¬ jistý po£et jejích podstruktur funk£ních. P°íkladem m·ºe být chladící
systém n ventilátor·, který selºe (dojde k p°eh°átí), pokud nebude alespo¬ k
ventilátor· dob°e pracovat.

K popisu takového systému si zavedeme speciální booleovskou funkci.

Def. 1.4. Bu¤te k, n ∈ N, k ≤ n, a x1, . . . , xn booleovské prom¥nné. Pak de�nu-
jeme

alespon(k, x1, . . . , xn) =


1, pokud alespo¬ k prom¥nných

nabývá hodnoty 1,
0, pokud alespo¬ n− k + 1 prom¥nných

nabývá hodnoty 0. i
Struktura �alespo¬ k z n� je v systémech £asto p°ítomná, protoºe se jedná

o typický zp·sob zálohy. Obecn¥ máme dv¥ moºnosti, jak zvý²it spolehlivost
daného systému. První moºností je zvy²ování spolehlivosti jednotlivých sou£ástek,
coº v²ak nebývá v na²í moci a £asto je to velice �nan£n¥ náro£né, pokud v·bec
moºné. Druhou moºností je pak zavád¥ní záloh. Podstata metody spo£ívá v tom,
ºe k n¥jaké sou£ástce (mající zpravidla pro fungování systému kritický význam)
p°idáme dal²í sou£ástky, které jsou v p°ípad¥ poruchy p·vodní sou£ástky schopny
zastat její funkci.

Otázkou nyní je, jak vypadá booleovská formule popisující funkci alespon. Tu
pot°ebujeme znát zejména kv·li algoritm·m, které budou p°edstaveny v dal²ích
kapitolách a které pracují se strukturou práv¥ na základ¥ znalosti p°íslu²né boo-
leovské formule.

Postup bude rekurzivní a p°ímo£arý, zaloºený na rovnosti

alespon(k, x1, . . . , xn) =

= x1 · alespon(k − 1, x2, . . . , xn) + alespon(k, x2, . . . , xn).
(1.1)

Funkci alesponm·ºeme rozkládat pouºitím (1.1), aº se sníºí po£et prom¥nných
nebo stupe¬ natolik, ºe z p°edpisu zmizí poslední alespon pouºitím jedné ze
z°ejmých rovností

alespon(k, x1, . . . , xk) = x1 . . . xk, (1.2)

alespon(1, x1, . . . , xk) = x1 + . . .+ xn. (1.3)
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Pro úplnost si postup ukaºme na p°íkladu.

P°. 1.1. Uvaºujme chladící systém £ty°ech ventilátor· ozna£ených a,b,c,d, kte-
rý selhává, pokud alespo¬ dva ventilátory nejsou funk£ní, tj. jsou-li alespo¬ t°i
nefunk£ní. Strukturní funkce takového systému je alespon(3, a, b, c, d). Aplikujme
vý²e uvedený postup k získání booleovské formule.

alespon(3, a, b, c, d) = a · alespon(2, b, c, d) + alespon(3, b, c, d)

= a [b · alespon(1, c, d) + bcd

= a [b(c+ d)] + bcd

P°itom v prvním °ádku jsme vyuºili rovnosti (1.1), v druhém °ádku rovností (1.1)
a (1.2) a ve t°etím °ádku rovnosti (1.3). ∆

Pozn. 1.2. Z p°edchozího p°íkladu a rovností (1.1)�(1.3) je patrné, ºe kaºdou
funkci alespon m·ºeme vyjád°it booleovskou formulí obsahující pouze prom¥nné
a symboly s£ítání a násobení.

1.3 Monotónní a koherentní funkce

Def. 1.5.Nech´ x1, . . . , xn, y1, . . . , yn jsou booleovské prom¥nné, x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn). �ekneme, ºe booleovská funkce f je neklesající, pokud platí
f(x) ≤ f(y), kdykoliv je x ≤ y. i

Jedná se tedy o p°ípad funkce, která je neklesající ve v²ech prom¥nných. V ná-
sledující poznámce a v¥t¥ si popí²eme, jak vypadají n¥které neklesající booleov-
ských funkcí.

Pozn. 1.3. Bu¤ a booleovská prom¥nná. Funkce f(a) = a je z°ejm¥ neklesající.

V¥ta 1.1. Bu¤te x = (x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn) booleovské prom¥nné.
M¥jme dv¥ neklesající booleovské funkce f(x) a g(y). Potom booleovské funkce
u(x,y) = f(x) + g(y) a v(x,y) = f(x) · g(y) jsou také neklesající.

D·kaz.
M¥jme x,x?,y,y? ∈ {0; 1}n a nech´ (x,y) ≤ (x?,y?). Potom je f(x) ≤ f(x?)
a g(y) ≤ g(y?).

V p°ípad¥ funkce u chceme ukázat, ºe nem·ºe být u(x,y) > u(x?,y?), coº by
mohlo nastat pouze tehdy, pokud by bylo u(x,y) = 1 a zárove¬ u(x?,y?) = 0.
Je-li ale u(x,y) = 1, pak bu¤ f(x) = 1 nebo g(y) = 1. Z monotonie f a g pak
bu¤ f(x?) = 1 nebo g(y?) = 1, a tedy musí být u(x?,y?) = 1.

V p°ípad¥ funkce v sta£í ukázat, ºe nenastává situace v(x,y) = 1 a záro-
ve¬ v(x?,y?) = 0. Je-li v(x,y) = 1, musí být f(x) = 1 a zárove¬ g(y) = 1.
Z monotonie funkcí f a g odtud plyne, ºe f(x?) = 1 a g(y?) = 1. Pak ale je
v(x?,y?) = f(x?) · g(y?) = 1. k
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Pomocí pojm· monotonie a relevance prvk· nyní zave¤me pojem koherentní
strukturní funkce.

Def. 1.6. Strukturní funkce S = S(x1, . . . , xn) se nazývá koherentní, jestliºe S je
neklesající a v²echny prvky x1, . . . , xn jsou relevantní. i

Z poznámky 1.2, poznámky 1.3 a v¥ty 1.1 plyne, ºe funkce alespon libovolných
argument· je neklesající. V p°ípad¥ funkce alespon(k, x1, . . . , xn), kde k, n ∈
N, k < n, jsou v²echny prvky relevantní, funkce alespon je tím pádem koherentní.

P°edpoklad relevance prvku pro nás nebude v zásad¥ nijak d·leºitý. Jedná se
pouze o konvenci korespondující se zvyklostí, ºe v matematice vyjad°ujeme zá-
vislost funkce jen na t¥ch prom¥nných, na kterých je skute£n¥ závislá. Naopak
poºadavku monotonie v budoucím n¥kolikrát vyuºijeme. Intuitivn¥ ho lze od·-
vodnit tak, ºe porucha sou£ástky by nem¥la mít za p°ímý následek zlep²ení stavu
celého systému. A£ se s takovými systémy v praxi m·ºeme setkat, na první pohled
se zdá p°edpoklad monotonie naprosto p°irozený.

1.4 �e²ení a minimální °e²ení koherentní boole-
ovské funkce

V této sekci si de�nujeme pojmy °e²ení a minimálního °e²ení koherentní boole-
ovské funkce. Abychom to mohli ud¥lat, pot°ebujeme nejprve £áste£né uspo°á-
dání ≤ na mnoºin¥ {0; 1}n. To si zavedeme tak, jak bývá na kartézském sou£i-
nu zvykem: bu¤te x1, . . . , xn, y1, . . . , yn booleovské prom¥nné, x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn), pak x ≤ y, jestliºe xi ≤ yi pro kaºdé i = 1, . . . , n. Podobn¥ za-
vádíme £áste£né uspo°ádání <. Je x < y, jestliºe xi < yi pro kaºdé i = 1, . . . , n.
�e²ení a minimální °e²ení nyní zavedeme následovn¥.

Def. 1.7. Nech´ δ ∈ {0; 1}n, f : {0; 1}n → {0; 1}. �ekneme, ºe δ je °e²ením
booleovské funkce f , jestliºe f(δ) = 1. i
Def. 1.8. Nech´ δ je °e²ením koherentní booleovské funkce f . �ekneme, ºe δ je
minimální, jestliºe pro kaºdé δ′ ∈ {0; 1}n takové, ºe δ′ < δ platí f(δ′) = 0. i
Pozn. 1.4. Máme-li booleovskou funkci f(x1, . . . , xn) a δ ∈ {0; 1}n je jejím °e-
²ením, zápisem δ = {xi1 , . . . , xik}, kde i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} jsou po dvou r·zné
indexy, rozumíme, ºe °e²ení δ odpovídá následujícímu p°i°azení hodnot prom¥n-
ných:

xj =

{
0, pro j ∈ {i1, . . . , ik},
1, pro j ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}.

�áste£né uspo°ádání ≤ na mnoºin¥ v²ech °e²ení tedy odpovídá uspo°ádání
pomocí inkluze, díváme-li se na °e²ení jako na mnoºiny.

P°. 1.2. Booleovská funkce f(a, b, c) = a(b + c) + bc má 4 r·zná °e²ení: δ1 =
{a, b, c}, δ2 = {a, b}, δ3 = {b, c} a δ4 = {a, c}. �e²ení δ2, δ3, δ4 jsou minimální,
°e²ení δ1 nikoliv, protoºe je nap°íklad δ2 < δ1. ∆
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�e²ení strukturní funkce je tedy soubor takových poºadavk· na stav sou£ás-
tek, jejichº spln¥ní zp·sobuje poruchu systému. Pod pojmem minimální °e²ení
si p°edstavujeme takový soubor poºadavk·, ºe p°i opomenutí libovolného z nich
zbývající poºadavky poruchu nevyvolají. Tyto poºadavky mají p°itom tvar �nech´
xi = 1� , kde xi je systémová sou£ástka. Díky p°edpokladu monotonie poºadavky
tvaru �nech´ xi = 0� nemá ºádný smysl uvád¥t, kaºdý stav zbylých sou£ástek
vyvolávající poruchu systému p°i xi = 0 musí kv·li monotonii vyvolávat poruchu
i p°i xi = 1.

Pokud tedy chceme °íci, jaký stav sou£ástek vyvolá poruchu systému, sta£í
vyjmenovat ty sou£ástky, které mají p°ímo selhat, o ostatních se nemusíme v·bec
zmi¬ovat. Díky tomu m·ºeme jednotlivá °e²ení skute£n¥ popsat tak, jak jsme to
ud¥lali v poznámce 1.4, a na²e de�nice pojmu minimální °e²ení dává dobrý smysl.

Pro nemonotónní booleovskou funkci nelze de�novat °e²ení takto intuitivn¥.
Respektive na²e de�nice by sice pro nemonotónní funkci nebyla formáln¥ závad-
ná, ale p°íli² by nekorespondovala s tím, co si pod pojmem minimální °e²ení
p°edstavujeme. Proto se pro nemonotónní funkce zavádí namísto minimálních °e-
²ení takzvané prosté implikanty (prime implicants, v souvislosti se spolehlivostní
analýzou viz nap°. Rauzy, 2001).

1.5 Shannonova dekompozice

Na záv¥r kapitoly o booleovských funkcích si uvedeme tvrzení známé jako Shan-
nonova dekompozi£ní v¥ta, kterou budeme hojn¥ vyuºívat p°i práci s binárními
rozhodovacími diagramy ve t°etí kapitole, a n¥které její d·sledky. Je²t¥ p°edtím
si zavedeme funkci ite (zkratka anglického if-then-else), coº je zna£ení, v n¥mº
budeme Shannonovu dekompozici uºívat. De�nice a zn¥ní v¥t v této £ásti jsou
p°evzaté od Rauzyho (1993), d·kaz v¥ty 1.2 pochází od Hurta (1984, str. 108).

Def. 1.9. Bu¤te f , g, h booleovské funkce. Potom funkce ite je de�novaná vzta-
hem

ite(f, g, h) = f · g + f−1 · h. i
V¥ta 1.2. (Shannonova dekompozice) Bu¤ f = f(x1, . . . , xn). Potom platí
f = ite(xi, f{xi=1}, f{xi=0}) pro i ∈ {1, . . . , n}.

D·kaz.
Rozebereme dva p°ípady. Nejprve nech´ je xi = 0. Potom platí

f = f{xi=0} = xi
−1 · f{xi=0} = 0 + xi

−1 · f{xi=0} =

= xi + xi
−1 · f{xi=0} = xi · f{xi=1} + xi

−1 · f{xi=0} =

= ite(xi, f{xi=1}, f{xi=0})].

Dále nech´ je xi = 1. Potom platí

f = f{xi=1} = xi · f{xi=1} = 0 + xi · f{xi=1}] =

= xi
−1 + xi · f{xi=1} = xi

−1 · f{xi=0} + xi · f{xi=1} =

= ite(xi, f{xi=1}, f{xi=0}).
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Tím je d·kaz hotov. k

Nyní následuje d·sledek dekompozi£ní v¥ty, kterou budeme uºívat v rekurent-
ním algoritmu konstrukce binárního rozhodovacího diagramu. Symbol � zna£í
libovolnou logickou binární operaci (nap°. ⇒,⇔,...), my v²ak budeme tvrzení
pot°ebovat pouze pro operace s£ítání a násobení.

V¥ta 1.3. Bu¤te x, y booleovské prom¥nné a f1, f2, g1, g2 booleovské funkce ta-
kové, ºe f1, f2 nezávisí na prom¥nné x a g1, g2 nezávisí na prom¥nných x, y. Potom
platí následující rovnosti.

ite(x, f1, f2) � ite(x, g1, g2) = ite(x, f1 � g1, f2 � g2) (1.4)

ite(x, f1, f2) � ite(y, g1, g2) = ite(x, f1 � ite(y, g1, g2), f2 � ite(y, g1, g2)) (1.5)

D·kaz.
Ve zn¥ní Shannonovy dekompozice si místo funkce f p°edstavíme funkci f � g,
£ímº dostáváme

f � g = ite(xi, [f � g]{xi=1}, [f � g]{xi=0}) .

Z°ejm¥ platí [f � g]{xi=a} = f{xi=a} � g{xi=a} pro a = 0, 1, tedy máme

f � g = ite(xi, f{xi=1} � g{xi=1}, f{xi=1} � g{xi=0}) .

Dosadíme-li ite(x, f1, f2) místo f a ite(x, g1, g2) místo g a pouºijeme-li vlastností
[ite(xi, ϕ, ψ)]{xi=1} = ϕ a [ite(xi, ϕ, ψ)]{xi=0} = ψ, které plynou pro libovolné bo-
oleovské funkce ϕ, ψ p°ímo z de�nice funkce ite, dostáváme p°esn¥ rovnost (1.4).
Rovnost (1.5) se dokáºe uºitím t¥ch samých vlastností. k

Opakovaným pouºíváním Shannonovy dekompozice se m·ºeme dostat aº k tva-
ru funkce, který se nazývá Shannon·v a je rekurzivn¥ de�nován takto.

Def. 1.10. Bu¤ f booleovská formule. �ekneme, ºe f je v Shannonov¥ tvaru,
jestliºe f je identicky rovna konstant¥ (0 nebo 1) nebo platí f = ite(x, g, h), kde
x je prom¥nná funkce f , a g, h jsou formule v Shannonov¥ tvaru, ve kterých se
x nevyskytuje. i
V¥ta 1.4. Kaºdou booleovskou funkci lze vyjád°it pomocí formule v Shannonov¥
tvaru.

D·kaz.
Plyne snadno indukcí podle po£tu prom¥nných dané funkce z v¥ty 1.2. k

Shannon·v tvar pro nás bude d·leºitý ve t°etí kapitole, kde si p°edstavíme
binární rozhodovací diagramy. Bude se jednat o gra�cké znázorn¥ní booleovské
funkce, které má �na pohled� nejblíºe práv¥ k Shannonovu tvaru dané funkce,
jak uvidíme v de�nici 3.3 a v p°íkladu 3.1 na stran¥ 24.
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2. Stromy spolehlivosti

Stromy spolehlivosti byly poprvé p°edstaveny roku 1961 H. A. Watsonem a v ná-
sledujícím desetiletí zaznamenaly výrazný rozvoj p°edev²ím v oblasti jaderných
bezpe£nostních systém· (Lee, 1985). Strom spolehlivosti je graf reprezentující
logické vazby a závislosti, jehoº vyhodnocování, ale i samotná konstrukce, nám
umoº¬ují bliº²í náhled do fungování analyzovaného systému. Své popularity stro-
my spolehlivosti nabyly patrn¥ díky tomu, jak p°ehledn¥ vystihují logické vztahy
mezi komponentami systému.

V minulé kapitole jsme si ukázali, jak informaci o funk£nosti daného systé-
mu matematizovat pomocí strukturní funkce. Vyjma triviálních p°ípad· je v²ak
získání této funkce pro daný systém p°íli² sloºitým úkolem, a proto se pouºívají
techniky modelování systému, nap°íklad pomocí strom· spolehlivosti, z nichº lze
následn¥ snadn¥ji získat booleovskou formuli.

2.1 Konstrukce stromu spolehlivosti

Strom spolehlivosti sestává z událostí (events), které mohou a nemusí nastat,
z bran (gates), které symbolizují logické operátory mezi událostmi, a z hran spo-
jujících události s branami. Nejzákladn¥j²í typy bran a událostí lze nalézt v tabulce
2.1, na obrázku 2.1 je pak uveden p°íklad jednoduchého stromu spolehlivosti.

brána KONJUNKCE vnit°ní událost

brána DISJUNKCE základní událost

brána NEGACE nerozvinutá událost

Tabulka 2.1. Základní typy bran a událostí.

Konstrukce stromu spolehlivosti za£íná ur£ením stavu, jehoº výskyt chceme
vy²et°ovat, tj. zjistit, co a jak m·ºe tento stav vyvolat. M·ºeme se ptát na jistou
míru funk£nosti nebo jistou míru selhání systému, v analýze strom· spolehlivosti
se tradi£n¥ ptáme na selhání (Vesely, 1981, str. III-2). K tomu nás vede hned n¥ko-
lik d·vod·. Zaprvé existuje typicky mnohem více cest, jak m·ºe systém fungovat,
neº jak m·ºe selhat (Vesely, 1981, str. III-2), coº souvisí s tím, ºe na moderní
výrobky jsou kladeny vysoké nároky kvality. O£ekáváme, ºe výrobek bude fungo-
vat, na druhou stranu jeho selhání m·ºe £asto vést ke katastrofálním následk·m,
proto moºnosti selhání chceme dob°e pro²et°it. Podle Veselyho (1981, str. III-2)
dal²ím d·vodem pro vy²et°ování, kdy systém selhává, namísto toho, kdy funguje,
je jednodu²²í ur£ení, co p°esn¥ lze povaºovat za selhání, zatímco funk£nost systé-
mu se obvykle váºe na p°íli² velké mnoºství charakteristik jako je efektivita apod.
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A jak jsme °ekli jiº v minulé kapitole, p°i analýze strom· spolehlivosti je nutné
dívat se na systém jako bu¤to funk£ní nebo nefunk£ní, nic mezi tím se tradi£n¥
neuvaºuje. Pokud bychom p°eci jen cht¥li vy²et°ovat více stup¬· selhání, musíme
pro daný systém vytvo°it více strom· spolehlivosti a ty vyhodnocovat nezávisle
na sob¥.

A

G1

a B

G2

C

G3

b c

D

G4

c d

Obrázek 2.1. Strom spolehlivosti.

Konstrukce stromu spolehlivosti tedy za£íná speci�kací události nebo stavu
systému, který pro nás zna£í neschopnost daného systému vykonávat svou funkci.
Tato událost se nazývá °ídící (top event) a je umíst¥na v ko°enu stromu (°ídící
událost je na obrázku 2.1 zna£ená obdélníkem s písmenem A uvnit°).

Dále se ptáme, co m·ºe vyvolat °ídící událost, tzn. hledáme co nejbliº²í ta-
kové události na niº²í hladin¥, které jsou nutné a posta£ující k zp·sobení °ídící
události. Frázemi �co nejbliº²í� a �na niº²í hladin¥� vyjad°ujeme poºadavek, aby
se jednalo o takové události, které mají °ídící událost za p°ímý následek. Tyto
události jsou dohromady spojeny branou, p°i£emº události nad branou °íkejme
výstupní, zatímco událostem pod branou vstupní (na obrázku 2.1 jsou události
a,B vstupními událostmi brány G1). Pokud kaºdá ze vstupních událostí m·ºe
sama zp·sobit výstupní událost, pouºíváme bránu DISJUNKCE, pokud pouze
výskyt v²ech vstupních událostí zárove¬ m·ºe zp·sobit výstupní událost, pou-
ºíváme bránu KONJUNKCE. Brány KONJUNKCE a DISJUNKCE odpovídají
logickým operacím konjunkce a disjunkce (p°ípadn¥ mnoºinovému pr·niku a sjed-
nocení) s tím rozdílem, ºe brány mohou mít vícero vstupních událostí, nemusejí
být nutn¥ binární (odpovídají tedy �velkému pr·niku�

⋂
nebo �velkému sjedno-

cení�
⋃
).

Postup popsaný v p°edchozím odstavci aplikujeme na kaºdou událost, kte-
rou je²t¥ umíme takto rozloºit, tj. zjistit, co ji zp·sobuje. Postupn¥ p°idáváme
brány a události do niº²ích hladin stromu spolehlivosti tak dlouho, aº se dosta-
neme k událostem, které jiº nejsme schopni nijak blíºe vy²et°it. Bu¤ proto, ºe
je uº lze v jistém smyslu povaºovat za nerozloºitelné (takovým událostem °íkáme
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základní), nebo proto, ºe a£ by dal²í rozkládání bylo k uºitku, my jej jiº nejsme
schopni provést (takové události nazýváme nerozvinuté, viz tabulka 2.1). Události
vyskytující se uvnit° stromu (tj. nejsou základní ani nerozvinuté, jsou následovány
branou) nazýváme vnit°ní.

Vedle bran znázorn¥ných v tabulce 2.1 existuje nemalé mnoºství dal²ích, kte-
ré odpovídají mén¥ pouºívaným logickým operacím, nap°. exkluzivní disjunkci
(výstupní událost takové brány je zp·sobena, nastane-li práv¥ jedna z vstupních
událostí), nebo jiným zp·sobem zp°ehled¬ují strukturu stromu, typickým p°íkla-
dem je funkce alespon popsaná v sekci 1.2, mající svou vlastní bránu. Tyto dal²í
brány lze v²ak vyjád°it pomocí bran uvedených v tabulce 2.1, je to dokonce nutné
p°ed vyhodnocováním stromu pomocí r·zných algoritm· (Limnios, 2010, str. 53).

Ukaºme si nyní jednoduchý p°íklad konstrukce stromu spolehlivosti.

P°. 2.1. Na²ím cílem je napustit zahradní jezírko. Vezmeme hadici, jeden její
konec p°ipojíme na ná² léty prov¥°ený závlahový systém, druhý konec umístíme
do jezírka. P°edpokládejme, ºe tato hadice je jediným p°ívodem vody do jezírka.

Zdroje vody pro závlahový systém jsou dva � vodní jímka a ve°ejná vodo-
vodní sí´ (skrze ná² d·m). Z obou t¥chto zdroj· rozhání vodu po zahrad¥ stejné
£erpadlo. O závlahovém systému p°edpokládáme, ºe jeho infrastruktura je bez-
chybná, jediné d·vody jeho nefunk£nosti, které budeme uvaºovat, je nedostatek
vody a nefunk£nost £erpadla.

Na tomto velmi zjednodu²eném p°íkladu je vid¥t, jak £lov¥k vytvá°ející strom
spolehlivosti ovliv¬uje p°esnost modelu je²t¥ d°íve, neº v·bec za£ne s konstrukcí
samotného stromu.

Konstrukce za£íná speci�kací °ídící události. Zde má op¥t konstruktér d·leºi-
tou moºnost volby. Mohli bychom volit za °ídící událost �jezírko se nenapustilo� ,
ale to je p°íli² ob²írné. Lep²í je nap°íklad spo£ítat £as t1 pot°ebný k napu²t¥ní
jezírka (tady uº zanedbáváme potencionální problémy samotného jezírka, jako
nap°. ²patný podklad zp·sobující prosakování vody do p·dy) a °ídící událost
speci�kovat jako �v £ase t < t1 p°estala téct z hadice do jezírka voda� . Vzhle-
dem k tomu, ºe my se nebudeme snaºit kvanti�kovat pravd¥podobnost úsp¥chu
napou²t¥ní, zvolíme °ídící událost prost¥ji jako

A = �voda z hadice do jezírka nete£e�.

Co m·ºe mít °ídící událost A za p°ímý d·sledek? Je to bu¤ událost

a = �hadice neplní svou funkci�,

kterou jiº budeme povaºovat za základní, p°estoºe bychom se mohli dále ptát,
zda je hadice po²kozená nebo ²patn¥ zapojená, nebo událost

B = �v závlahovém systému není voda�.

Proto pod °ídící událost A umístíme bránu DISJUNKCE, jejíº vstupní události
budou a a B (viz obrázek 2.1). Rozvíjejme dále B. V závlahovém systému není vo-
da, pokud C = �nep°ichází voda z jímky� a zárove¬ D = �nep°ichází voda z domu� .
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Pod událost B p°ipojíme tudíº bránu KONJUNKCE a její vstupní události budou
C a D.

Voda z jímky nem·ºe p°icházet, pokud bu¤to b = �voda v jímce není� ne-
bo c = �£erpadlo není funk£ní� . Za C tedy následuje dal²í brána DISJUNKCE.
Událost b je jiº základní. Událost c by jist¥ nebylo na ²kodu blíºe vy²et°it, ale
vodním £erpadl·m nerozumíme, prohlasme tedy c za nerozvinutou událost. V²im-
n¥me si, ºe pokud bychom cht¥li pro²et°it funk£nost £erpadla, m·ºeme vytvo°it
zvlá²´ strom spolehlivosti s °ídící událostí c a tento strom pak �p°ipojit� k na²emu
aktuálnímu.

Nyní zbývá rozebrat událost D. Tu m·ºe také zp·sobit nefunk£nost £erpadla
(událost c) nebo (brána DISJUNKCE) událost d = �nete£e voda z domu� , která
m·ºe být zp·sobena externím problémem s vodovodem nebo interním problémem
s potrubím nebo elekt°inou, nicmén¥ do toho uº nezabíhejme, prohlasme d také
za nerozvinutou událost. Tím je hotový velice jednoduchý strom spolehlivosti
z obrázku 2.1. ∆

Pro netriviální systémy bývá sestavení dostate£n¥ rozvinutého stromu spoleh-
livosti obtíºným a £asov¥ náro£ným úkolem (Vesely, 1981, str. III-2). Jedná se
o proceduru vyºadující hlubokou znalost analyzovaného systému a notnou dávku
zku²eností a intuice. Podle Limniose (2010, str. 57) by konstrukce stromu spoleh-
livosti m¥la být �plodem spolupráce mezi r·znými specialisty, kte°í se podílejí na
realizaci daného systému, od projektanta aº po pracovníka obsluhy� .

Existují obecné rady, jak p°i konstrukci stromu spolehlivosti postupovat. Sou-
bor takových rad má ale k algoritmu velmi daleko. Ve zbytku práce se proto
soust°edíme na vyhodnocování stromu spolehlivosti, nikoliv na jeho konstrukci.
Proceduru konstrukce jsme si p°iblíºili na takové úrovni, abychom chápali, co
strom spolehlivosti je, a uv¥domovali si jeho výhody a omezení:

• Strom spolehlivosti je model, který gra�cky reprezentuje logické vztahy
a vazby mezi jednotlivými komponentami daného systému. Jeho konstrukci
a následnou analýzu provádíme za ú£elem odhalení p°í£in, které mohou vést
k výskytu jedné speci�kované události.

• Strom spolehlivosti nepopisuje v²echny formy selhání analyzovaného systé-
mu, nýbrº jen jednu konkrétní � tu, která je zvolena jako °ídící událost.

• Bez ohledu na to, jak p°esná a úplná analýza (vyhodnocení) stromu spoleh-
livosti m·ºe být, v netriviálních p°ípadech ji nelze povaºovat za dokonale
p°esný popis chování daného systému, protoºe strom spolehlivosti nem·ºe
pokrýt ve²keré mnoºství p°í£in, kv·li nimº m·ºe dojít k selhání systému
(Vesely, 1981, str. IV-1).
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2.2 Zadání stromu soustavou rovnic a vztah ke struk-
turní funkci

Známe-li strom spolehlivosti daného systému a díváme-li se na události jako na
booleovské prom¥nné, není problém výstupní událost libovolné brány G vyjád°it
pomocí booleovské formule obsahující vstupní události G. Takto m·ºeme vyjád°it
kaºdou vnit°ní událost daného stromu a popsat tak strom spolehlivosti systémem
booleovských formulí. Takovému zápisu budeme °íkat zadání stromu spolehlivosti
soustavou rovnic. P°ipomínáme uºívání �inºenýrské notace� , viz poznámka 1.1.

P°. 2.2. Strom spolehlivosti z obrázku 2.1 popisuje následující systém rovnic.

A = a+B

B = CD

C = b+ c

D = c+ d

∆

Provádíme-li postupnou substituci událostí, které jsou ve stromu spolehlivosti
vý²e za ty, které jsou níºe, m·ºeme dostat vyjád°ení °ídící události booleovskou
formulí obsahující pouze základní události (mezi základní události dále berme
i nerozvinuté, pro ú£el vyhodnocování není d·leºité, pro£ událost nebyla dále
rozloºena). S ohledem na volbu °ídící události se m·ºe se jednat o strukturní
funkci systému.

P°. 2.3. Provád¥jme postupnou substituci v soustav¥ rovnic z p°íkladu 2.2. Do-
staneme

A = a+B = a+ CD = a+ (b+ c)D = a+ (b+ c)(c+ d).

∆

Na strom spolehlivosti se tedy m·ºeme dívat jako na gra�cké znázorn¥ní struk-
turní funkce, pokud budeme p°edpokládat, ºe systém nem·ºe selhat jiným zp·so-
bem, neº tím zvoleným za °ídící událost. Ostatn¥ °ídící událost m·ºe být zvolena
dostate£n¥ ob²írn¥ jako �systém selhal� , konstrukce stromu s takto obecnou °ídící
událostí v²ak m·ºe být vy£erpávající, ve sloºit¥j²ích p°ípadech aº neproveditelná
(Vesely, 1981, str. III-3).

Pozn. 2.1. V²imn¥me si je²t¥ jedné podobnosti mezi stromem spolehlivosti a boo-
leovskou formulí. M¥jme strom spolehlivosti postavený pouze z bran KONJUNK-
CE a DISJUNKCE, nech´ jsou v²echny tyto brány binární (mají práv¥ dv¥ vstupní
události) a vypus´me ze stromu spolehlivosti v²echny vnit°ní události. Dostává-
me binární strom (pojem z teorie graf·), jehoº vnit°ní uzly jsou logické operace
a listy jsou booleovské prom¥nné. V praktickém programování je takový binární
strom oblíbenou datovou strukturou k ukládání aritmetických výraz· jakými jsou
nap°íklad booleovské formule v opera£ní pam¥ti.
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2.3 Koherentní stromy spolehlivosti

Stromy spolehlivosti se rozd¥lují na koherentní a nekoherentní, p°itom de�nice ko-
herence jsou v literatu°e zna£n¥ nesourodé. Z°ejm¥ bychom cht¥li, aby koherence
strom· odpovídala koherenci p°íslu²ných booleovských funkcí (vztah mezi boo-
leovskou funkcí a stromem spolehlivosti jsme nastínili v p°edchozí sekci). Moºná
de�nice tedy je:

• strom spolehlivosti se nazývá koherentní, pokud jemu odpovídající struk-
turní funkce (p°esn¥ji booleovská funkce odpovídající °ídící události) je ko-
herentní (de�nice 1.6 v sekci 1.3).

�ast¥ji se pouºívá na první pohled siln¥j²í de�nice:

• strom nazýváme koherentní, pokud jediné brány v n¥m vyskytující se jsou
brány KONJUNKCE a DISJUNKCE.

Druhá z uvedených de�nice je v²ak striktn¥ vzato nedostate£ná, je t°eba dodat
poºadavek, ºe mnoºina základních událostí nesmí obsahovat jev a jeho negaci
zárove¬.

Pozn. 2.2. Kaºdý strom spolehlivosti lze p°euspo°ádat tak, aby jediné v n¥m se
vyskytující brány byly KONJUNKCE a DISJUNKCE (Limnios, 2010, str. 53).
Brány odpovídají booleovským operacím a ty jsou v²echny p°ímo de�novány
pomocí konjunkce, disjunkce a negace. Podobn¥ jako p°i úprav¥ booleovských
formulí m·ºeme strom spolehlivosti ekvivalentn¥ (ve smyslu, ºe znázor¬uje tu-
téº booleovskou funkci) upravit tak, aby se brány NEGACE vyskytovaly pouze
v t¥sné blízkosti základních událostí (tj. kaºdá brána NEGACE je spojena s n¥ja-
kou základní událostí p°ímou hranou). Pak sta£í negovat p°ímo základní události
(p°evrátit hodnoty booleovských prom¥nných) a m·ºeme se bran NEGACE úpl-
n¥ zbavit. Kaºdý strom spolehlivosti tedy lze ekvivalentn¥ p°epsat do tvaru, kte-
rý obsahuje z bran pouze brány KONJUNKCE a DISJUNKCE. Limnios (2010,
str. 53) pí²e, ºe tento tvar je jednozna£ný a nazývá ho umírn¥ný (restrained).
Pokud mnoºina základních událostí stromu v umírn¥ném tvaru neobsahuje jev
a jeho negaci zárove¬, lze na takový strom aplikovat algoritmy p°edpokládající ko-
herenci, které budou p°edstaveny v sekci 2.5 a ve t°etí kapitole. Jenom si musíme
dávat pozor, ºe mohlo dojít k p°evrácení n¥kterých hodnot booleovských prom¥n-
ných reprezentujících základní události. Uº tedy neplatí, ºe hodnota 1 vyjad°uje
jistou formu selhání a naopak 0 jistou formu funk£nosti.

Analýza strom· spolehlivosti se vyvíjela dv¥ma cestami, jejichº odli²né p°í-
stupy se dodnes odráºí v literatu°e. Jeden p°ístup vychází z koherentní teorie
spolehlivosti a je postaven na konceptu minimálních °ez·, jimiº se budeme za-
bývat v p°eváºné £ásti zbytku práce. Pojem minimální °ez splývá s pojmem
minimální °e²ení booleovské formule a jeho formáln¥ správné zade�nování vyºa-
duje koherenci. Koherentním systém·m je tím pádem p°i°azena velká d·leºitost.
Na nekoherentní systémy se teorie dodate£n¥ roz²i°uje (viz nap°. Limnios, 2010,
kap. 8), nebo nebývají zmín¥ny v·bec (nap°. Vesely, 1981). Druhým p°ístupem je
v¥t²í orientace na teorii booleovských funkcí a nahrazení minimálních °e²ení boo-
leovské funkce (a tím i minimálních °ez·) prostými implikanty, které si nebudeme
de�novat. Uve¤me jen, ºe pro koherentní funkce splývají s minimálními °e²eními,
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a navíc jsou dob°e de�novány i pro nekoherentní funkce.

V této práci jsme zvolili první uvedený p°ístup, a zam¥°íme se proto na analýzu
koherentních strom·. Za koherentní budeme pro jednoduchost povaºovat takový
strom spolehlivosti, který sestává pouze z bran KONJUNKCE a DISJUNKCE,
a p°itom mnoºina jeho základních událostí neobsahuje jev a jeho dopln¥k zá-
rove¬. Koherentní strom je tedy gra�ckým znázorn¥ním koherentní booleovské
funkce, £i-li neklesající booleovské funkce, jejíº v²echny prom¥nné jsou relevantní
(p°íslu²né de�nice se nacházejí v sekci 1.3).

Def. 2.1. Bu¤ S koherentní stromu spolehlivosti a f p°íslu²ná koherentní struk-
turní funkce. Mnoºinu Σ základních událostí stromu S nazýváme:

• �ezem, jestliºe mnoºina prom¥nných funkce f p°íslu²ná Σ je °e²ením f .

• Minimálním °ezem, jestliºe mnoºina prom¥nných funkce f p°íslu²ná Σ je
minimálním °e²ením f (ve smyslu de�nice 1.8). i

Jinými slovy, °ez δ stromu spolehlivosti je taková kombinace základních udá-
lostí, jejichº výskyt zp·sobuje výskyt °ídící události. �ez delta je navícminimální,
jestliºe ºádná vlastní podmnoºina δ jiº není °ezem.

2.4 Rozd¥lení analýzy strom· spolehlivosti

�ekn¥me si nyní, co v²echno lze analýzou stromu spolehlivosti zjistit o studo-
vaném systému. Spolehlivostní analýza bývá obecn¥ rozd¥lována na dv¥ £ásti,
kvalitativní a kvantitativní.

2.4.1 Kvalitativní analýza

Worrell (1976) charakterizoval jako kvalitativní takové analytické procedury, kte-
ré nevyºadují p°i°azení hodnot základním událostem, p°ípadn¥ vyºadují p°i°adit
jim pouze hodnoty 0 nebo 1 (funk£nost nebo nefunk£nost, základní událost nena-
stala nebo nastala). Kvalitativní analýza se tedy týká vy²et°ení t¥ch vlastností,
které vyplývají ze zp·sobu konstrukce daného systému. Jedná se o zhodnocení
konstrukce systému jako celku a vy²et°ení vazeb mezi jednotlivými komponentami
systému, to v²e bez bliº²í znalosti vlastností prvk·, ze kterých systém sestává.

V tuto chvíli bychom jiº mohli správn¥ tu²it, ºe klí£ovým krokem kvalitativní
£ásti spolehlivostní analýzy je nalezení minimálních °ez· daného stromu spoleh-
livosti. Navazující kroky jsou pak jemn¥j²í úvahy, které znalost minimálních °ez·
vyuºívají. Nalezením mnoºiny v²ech minimálních °ez· se budeme detailn¥ji za-
bývat v sekci 2.5 a de facto i v celém zbytku této práce. Nyní si uve¤me, jakou
informaci nám minimální °ezy o systému dávají.

Minimální °ezy mohou být analytickým cílem samy o sob¥. Jedná se o v²echny
zp·soby, kterými m·ºe dojít k výskytu °ídící události (v rámci modelu stromu
spolehlivosti). Obecn¥ se dá p°edpokládat, ºe mezi minimálními °ezy jsou d·-
leºit¥j²í �ty malé� (sestávající z malého mnoºství základních událostí), protoºe
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i bez znalosti bliº²ích charakteristik základních událostí bývá rozumné o£ekávat,
ºe men²í °ezy budou mít vy²²í pravd¥podobnost výskytu. Dále lze £ekat, ºe pokud
se nap°íklad jedna základní událost vyskytuje ve velkém mnoºství co do velikos-
ti malých °ez·, jedná se patrn¥ o d·leºitou událost. Existují kvalitativních míry
d·leºitosti, které podobným zp·sobem charakterizují události z hlediska jejich
o£ekávaného p°ispívání k výskytu °ídící události, a to pouze na základ¥ výskytu
událostí v minimálních °ezech (Vesely, 1981, str. XI-1).

Dal²í aplikací znalosti minimálních °ez· je analýza spole£né p°í£iny (common-
cause analysis). Kdyº jsme si v sekci 1.1 de�novali strukturní funkci, p°edpoklá-
dali jsme, ºe jednotlivé sou£ástky systému selhávají nezávisle na sob¥. Zrovna
tak v p°ípad¥ stromu spolehlivosti musíme p°edpokládat, ºe základní události se
vyskytují nezávisle na sob¥ (jinak bychom nemohli mluvit o strukturní funkci
p°íslu²ící danému stromu a nemohli bychom analyzovat strom spolehlivosti me-
todami Booleových algeber).

Jak jsme v²ak ukázali v p°edchozím, strom spolehlivosti nezahrnuje � a de facto
ani nem·ºe zahrnovat � v²echny p°í£iny, které mohou zp·sobit selhání systému,
potaºmo výskyt °ídící události. V praxi mohou existovat vlivy, které p°i kon-
strukci stromu spolehlivosti nebyly uvaºovány, p°estoºe mohou zp·sobit výskyt
více základních událostí (Worrell, 1976). Typickým p°íkladem takových vliv· je
vysoká teplota, tlak, vibrace, apod. Pokud je více základních událostí z jednoho
minimálního °ezu náchylných na n¥kterou z t¥chto p°í£in selhání, patrn¥ bychom
to cht¥li v¥d¥t.

Rozbor takových sekundárních p°í£in selhání se nazývá analýza spole£né p°í£i-
ny. Kaºdé základní události je p°i°azen seznam obecných faktor·, které ji mohou
vyvolat, a pomocí znalosti minimálních °ez· se následn¥ sleduje, zda n¥která
z t¥chto obecných p°í£in nem·ºe vyvolat °ídící událost nebo k ní významn¥ p°i-
sp¥t, nap°íklad vyvoláním velkého po£tu základních událostí v jednom °ezu.

2.4.2 Kvantitativní analýza

Do kategorie kvantitativní analýzy spadají naopak takové procedury, které vyºa-
dují dodate£né informace o chování sou£ástek. Jedná se o výpo£et charakteristik
systému z oblasti teorie spolehlivosti na základ¥ znalostí t¥chto charakteristik pro
jednotlivé sou£ástky. Takovými charakteristikami jsou nap°íklad doba do poruchy
nebo pohotovost (availability).

Jestliºe je sou£ástka x uvedena do provozu v £ase t = 0 a k poru²e dojde po
uplynutí £asu X, kde X je náhodná veli£ina, pak se pravd¥podobnostní rozd¥lení
této veli£iny nazývá rozd¥lení doby do poruchy sou£ástky x. Známe-li rozd¥lení
doby do poruchy v²ech sou£ástek analyzovaného systému, m·ºeme se ptát na
rozd¥lení doby do poruchy systému jako celku. Rozd¥lení doby do poruchy bývá
aº na speciální p°ípady extrémn¥ sloºité ur£it. �ast¥ji tedy ur£ujeme alespo¬
st°ední dobu do poruchy (st°ední hodnota rozd¥lení doby do poruchy) nebo dal²í
statistické charakteristiky této veli£iny.

Pokud je sou£ástka opravitelná (tj. dojde-li k poru²e, jsme schopni ji za jistý
£asový úsek opravit a uvést op¥t do provozu), m·ºeme mluvit o její okamºité po-
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hotovosti v £ase t0 > 0. Jedná se o pravd¥podobnost, ºe se sou£ástka nachází ve
funk£ním stavu v £ase t0, a to bez ohledu na po£et poruch a oprav, které do £asu
t0 prob¥hly (Limnios, 2010, str. 25). Známe-li okamºitou pohotovost v²ech sou-
£ástek v £ase t0, m·ºeme se ptát na okamºitou pohotovost systému v tomto £ase.
V p°ípad¥ stromu spolehlivosti je kaºdé základní události p°i°azena pravd¥podob-
nost jejího výskytu (£íslo z intervalu [0; 1]), a cílem je spo£ítat pravd¥podobnost
výskytu °ídící události.

Existuje zna£né mnoºství dal²ích kvanti�ka£ních charakteristik systému a algo-
ritm· k jejich ur£ování. Lee (1985) pí²e, ºe tyto charakteristiky lze spo£íst p°esn¥
v p°ípad¥ znalosti minimálních °ez·, zatímco bez znalosti minimálních °ez· je
lze po£ítat pouze p°ibliºn¥. Toto tvrzení jiº dnes neplatí, nebo´ byly vyvinuty
algoritmy, které umoº¬ují (p°esnou) kvantitativní analýzu i bez znalosti mnoºiny
minimálních °ez·, stále v²ak platí, ºe tato znalost kvantitativní analýzu zna£-
n¥ usnad¬uje. W. E. Vesely, jehoº KITT algoritmy jsou stále hlavním nástrojem
kvantitativní analýzy (Limnios, 2010, str. 13), dokonce pí²e ve své monogra�i (Ve-
sely, 1981, str. VII-15): �Jakmile známe mnoºinu minimálních °ez·, kvanti�kace
stromu spolehlivosti je jiº vícemén¥ p°ímo£arou záleºitostí.�

2.5 Hledání minimálních °ez·

Procedura nalezení mnoºiny v²ech minimálních °ez·, které jsme de�novali v sek-
ci 2.3, je klí£ovou £ástí kvalitativní analýzy stromu spolehlivosti. Limnios (2010,
str. 12) dokonce pí²e, ºe samotné stromy spolehlivosti byly vyvinuty za ú£elem
získání takových kombinací selhání sou£ástek, které zp·sobují selhání celého sys-
tému. V této sekci si ukáºeme dva základní p°ístupy k hledání minimálních °ez·:

• p°ístup shora dol· (top-down approach) a

• p°ístup zdola nahoru (bottom-up approach).

Následn¥ si p°edstavíme algoritmus MOCUS, který byl dlouhou dobu jedním
z nejpouºívan¥j²ích k vykonání tohoto úkolu (Lee, 1985).

2.5.1 P°ístupy shora dol· a zdola nahoru

P°edpokládejme, ºe máme strom zadaný systémem rovnic, jako v sekci 2.2. V¥t-
²ina algoritm· pro zpracovávání stromu spolehlivosti vyºaduje vstup v práv¥ ta-
kovém formátu.

Zp·sob získání minimálních °ez· metodou shora dol· spo£ívá v postupném
rozvíjení booleovské formule pro °ídící událost a aplikaci distributivních zákon·
a reduk£ních pravidel (tabulka 1.2), kdykoliv je to moºné. Postupuje se následov-
n¥:

• �ídící událost se rozepí²e pomocí události p°ímo pod ní.

• Kaºdou vnit°ní událost (nejprve °ídící) rozepisujeme pomocí niº²ích událostí
a po kaºdém rozepsání aplikujeme distributivní zákony a reduk£ní pravidla,
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je-li to moºné.

• Takto pokra£ujeme, aº získáme vyjád°ení °ídící události pomocí základních
událostí (a logických operátor·) a ºádné z reduk£ních pravidel (ani distri-
butivní zákony) jiº nelze aplikovat.

Tímto zp·sobem dostaneme vyjád°ení °ídící události ve tvaru sou£tu sou£in·
základních událostí. Z teorie booleovských funkcí plyne, ºe jednotlivé sou£iny
jsou minimální °ezy, vzhledem k tomu, ºe jiº nelze aplikovat reduk£ní pravidla
(Limnios, 2010, str. 69).

P°. 2.4. Ukaºme si uvedený postup na stromu spolehlivosti z obrázku 2.1, jehoº
vyjád°ení systémem rovnic je uvedeno v p°íkladu 2.2.

Vyjád°ení °ídící události Nadcházející úpravy (viz tabulky 1.1 a 1.2)
A = a+B rozvineme B = CD
A = a+ CD rozvineme C = b+ c , D = c+ d
A = a+ (b+ c)(c+ d) aplikujeme n¥kolikrát distributivní zákon
A = a+ bc+ cc+ cd+ bd podle idempotentního zákona je cc = c
A = a+ bc+ c+ cd+ bd dle absorp£ního zákona je bc+ c = c
A = a+ c+ cd+ bd op¥t dle absorp£ního zákona je c+ cd = c
A = a+ c+ bd

Na posledním °ádku je °ídící událost vyjád°ena ve tvaru sou£tu minimálních
°ez· {a}, {c} a {bd}. ∆

P°ístup zdola nahoru je velice podobný, spo£ívá pouze v opa£ném zp·sobu
expanze booleovských formulí. Za£ínáme od nejniº²ích událostí a propracovává-
me se stromem nahoru. P°i kaºdém �pr·chodu branou� , tedy p°i kaºdém spojení
dvou booleovských formulí pomocí logického operátoru, op¥t uºíváme distribu£-
ních zákon· a reduk£ních vzorc·. Takto pokra£ujeme, aº získáme vyjád°ení °ídící
události. Hlavní výhodou p°ístupu zdola nahoru je, ºe minimální °ezy jsou nale-
zeny pro v²echny vnit°ní události.

Ukaºme si nyní jednoho typického zástupce p°ístupu shora dol·, algoritmus
MOCUS.

2.5.2 Algoritmus MOCUS

Algoritmus MOCUS spo£ívá v postupném vytvá°ení matice událostí (zna£me
ji Z), jejíº jednotlivé °ádky budou po dokon£ení reprezentovat °ezy stromu spoleh-
livosti � ten bývá zadán typicky systémem rovnic. Základní my²lenkou MOCUS
je fakt, ze brána DISJUNKCE vºdy zvy²uje po£et °ez·, zatímco brána KON-
JUNKCE zvy²uje po£et základních událostí v jednom °ezu. Toto pozorování se
odráºí na manipulaci s maticí Z. Pr·b¥h algoritmu je následující:

1. Matici Z inicializuj jako °ídící událost (Z je tedy jednoprvková).

2. Obsahuje-li Z vnit°ní událost X na pozici (i, j), rozvi¬ tuto událost podle
p°íslu²né rovnice, tzn. zm¥¬ matici Z následujícím zp·sobem:

19



a) Následuje-li za X brána DISJUNKCE, do které vstupují události
B1, . . . , Bn , zkopíruj i-tý °ádek matice Z (n−1)-krát a vloº tyto °ádky
do matice Z za i-tý °ádek. V tu chvíli Z obsahuje n totoºných °ádk· za
sebou, které obsahují událost X. Nahra¤ událost X v t¥chto °ádcích
po °ad¥ událostmi B1, ..., Bn.

b) Následuje-li za X brána KONJUNKCE, do níº vstupují události
B1, ..., Bn , zkopíruj j-tý sloupec matice Z (n− 1)-krát a op¥t nahra¤
událost X po °ad¥ událostmi B1, ..., Bn.

3. Opakuj druhý krok, dokud Z neobsahuje pouze základní události.

Ukaºme si uvedený postup na p°íkladu.

P°. 2.5. Budeme postupn¥ rozvíjet matici Z = (A), kde A je °ídící událost
studovaného stromu spolehlivosti z obrázku 2.1. V kaºdém kroku zna£íme tu£n¥
událost, podle které budeme rozvíjet.

Z =
(
A
)

=

(
a
B

)
=

(
a a
C D

)
=

a a
b D
c D

 =


a a
b c
b d
c D

 =


a a
b c
b d
c c
c d


Nyní je t°eba z �nálního tvaru matice Z odstranit redundance a následovn¥

z jejích °ádk· vybrat ty, které odpovídají minimálním °ez·m, coº odpovídá apli-
kacím idempotentního a absorp£ního zákona. Získali bychom samoz°ejm¥ °ezy
{a}, {c} a {bd}, jako v p°íkladu 2.4. ∆

Jak je vid¥t z p°edchozího p°íkladu, výstupem popsaného algoritmu je jistá
mnoºina °ez·, která obsahuje více neº jen minimální °ezy, a navíc v jednotli-
vých °ezech se mohou vyskytovat opakované události. Zbývá tedy redukovat tuto
mnoºinu, aby obsahovala pouze minimální °ezy, coº je sám o sob¥ problém, ke
kterému lze p°istupovat více zp·soby.

Takto popsaný algoritmus MOCUS uvedený Limniosem (2010, str. 71), má
hned n¥kolik nedostatk·, nap°íklad velikost matice Z. U velkých strom· spo-
lehlivosti m·ºe existovat takové mnoºství minimálních °ez·, ºe jejich uskladn¥ní
v opera£ní pam¥ti bývá problematické. Matice Z zabírá výrazn¥ více místa, pro-
toºe se jedná o nadmnoºinu mnoºiny v²ech minimálních °ez·, navíc kaºdý °ez
zabírá více místa, neº by nutn¥ musel (záleºí p°itom samoz°ejm¥ na implementa-
ci konkrétních struktur). Následná extrakce mnoºiny minimálních °ez· z matice
Z bývá zase £asov¥ náro£ná, jak Limnios (2010, str. 74) popisuje.

Existují v²ak r·zná vylep²ení algoritmu, které tyto problémy do jisté míry °e²í.
Rauzy (2003) ve snaze p°iblíºit efektivitu MOCUS modern¥j²ím technikám, které
budou rozebrány ve 3. kapitole, po£ítá mnoºinu minimálních °ez· jiº v pr·b¥hu
rozvíjení Z a matici p°itom vhodn¥ redukuje. Hlavní výhodou MOCUS je naopak
snadno implementovatelná moºnost volby maximální velikosti °ez·, které chceme
detekovat.

Od ²edesátých let do poloviny osmdesátých let minulého století bylo vyvinuto
velké mnoºství algoritm· hledajících minimální °ezy daného stromu spolehlivosti
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(Lee, 1985). N¥které mají zna£né £asové i pam¥´ové nedostatky, jiné negaran-
tují, ºe mnoºina minimálních °ez· jimi obdrºená je úplná. Tém¥° v²echny v²ak
vyuºívají metody Booleových algeber a jejich efektivita se tudíº odvíjí od efek-
tivity práce s booleovskými funkcemi. Roku 1986 Randall E. Bryant p°edstavil
zcela nový zp·sob reprezentace booleovských funkcí, který velmi rychle na²el své
uplatn¥ní ve spolehlivostní analýze (Rauzy, 1993). Jak si ukáºeme v následující
kapitole, binární rozhodovací diagramy nep°edstavují jen vhodnou reprezentaci
booleovských funkcí v pam¥ti po£íta£e, ale nap°. mnoºinu minimálních °ez· nám
umoº¬uji získat zcela novým zp·sobem.
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3. Binární rozhodovací diagramy

Poprvé p°edstaveny Bryantem (1986) na základ¥ p°edchozích prací Leeho a Aker-
se, v souvislosti s teorií spolehlivosti poprvé studovány Rauzym (1993), binární
rozhodovací diagramy (zkrácen¥ BRD) p°edstavují zajímavou alternativu repre-
zentace r·zných booleovských model·, nap°íklad strom· spolehlivosti.

V této kapitole si nejprve de�nujeme BRD a ukáºeme si, jak znázor¬ují �booleovské
funkce. Dále si ukáºeme, jak provád¥t s analýzou strom· spolehlivosti spojené
booleovské operace p°ímo na BRD. Nakonec zrekapitulujeme algoritmus p°edsta-
vený Rauzym (1993) na hledání mnoºiny minimálních °ez· koherentních strom·
spolehlivosti (nebo-li mnoºiny minimálních °e²ení p°íslu²né booleovské funkce)
pomocí BRD a rozebereme, pro£ je tento p°ístup lep²í neº �klasické� p°ístupy
p°edstavené v minulé kapitole. P°edpoklad koherence vyuºijeme aº v sekci 3.5,
algoritmy, které budou p°edstaveny v sekcích 3.1 aº 3.4 fungují i pro nemonotónní
booleovské funkce s irelevantními prom¥nnými.

3.1 De�nice BRD

Def. 3.1. Binární rozhodovací diagram (BRD) je zako°en¥ný, souvislý, oriento-
vaný graf s mnoºinou vrchol· V , pro který platí:

1. V sestává z koncových vrchol· (stok·) zna£ených 0 nebo 1 (0-stok nebo
1-stok) a vnit°ních vrchol· (uzl·).

2. Z kaºdého uzlu vychází práv¥ dv¥ orientované hrany (0-hrana a 1-hrana).

3. Kaºdý uzel u ∈ V má jednozna£n¥ ur£ený index index(u) ∈ {0, . . . , n},
n ∈ N, a pro kaºdý uzel v a jeho syna w platí, ºe w je bu¤to stok nebo
index(v) < index(w). i

Bryant takto de�nované grafy nazýval funk£ní grafy, nikoliv BRD. Rozdíl mezi
jeho de�nicí a de�nicemi BRD v pracích Leeho a Akerse je poºadavek uspo°ádání
index· vrchol·, coº odpovídá poºadavku uspo°ádání prom¥nných p°i konstruk-
ci BRD z booleovské formule, o kterém je²t¥ bude °e£. Podle Bryanta (1986)
jím de�nované funk£ní grafy tvo°í podmnoºinu �tradi£ních binárních rozhodo-
vacích diagram·�. Hned v navazující práci (Brace, 1991) uº byly funk£ní grafy
p°ejmenovány na uspo°ádané binární rozhodovací diagramy a s postupem £asu
se poºadavek uspo°ádání stal natolik b¥ºným, ºe se slovo �uspo°ádané� z názvu
vytratilo a my op¥t mluvíme jen o BRD, p°estoºe poºadujeme uspo°ádání.

Def. 3.2. Bu¤ F BRD obsahující vrchol v. Poddiagramem Fv nazveme takový
podgraf F , který má za ko°en vrchol v a obsahuje v²echny orientované cesty z F ,
které za£ínají ve v. i

Z de�nice 3.1 plyne, ºe BRD je také acyklický graf. Z de�nic 3.1 a 3.2 je dále
vid¥t, ºe pro BRD F a jeho vrchol v je Fv op¥t BRD (u vrchol· Fv zachováme
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indexy). Fv získáme intuitivn¥ tak, ºe z F odebereme v²echny vrcholy (i s hrana-
mi, které z nich vycházejí), do kterých se nedá dostat z v po n¥jaké orientované
cest¥. Vztah mezi booleovskou funkcí a BRD je popsán následovn¥.

Def. 3.3. BRD F s ko°enem v ∈ V de�nuje booleovskou funkci fv tímto zp·so-
bem:

1. Je-li v 0-stok (tedy mnoºina uzl· V je prázdná), pak fv = 0.

2. Je-li v 1-stok (mnoºina uzl· je také prázdná), pak fv = 1.

3. Je-li v uzel a index(v) = i ∈ N, pak fv = ite(xi, fhigh(v), flow(v)), kde high(v)
je vrchol F dostupný z v po 1-hran¥, low(v) je vrchol F dostupný z v po
0-hran¥ a xi je booleovská prom¥nná. i

Z p°edchozí de�nice mimo jiné plyne, ze cesta z ko°ene BRD do 1-stoku (tako-
vým cestám budeme °íkat prost¥ jen cesty nebo téº °ezy) ur£uje °e²ení δ p°íslu²né
booleovské funkce (viz de�nice 1.7 v sekci 1.4) následujícím zp·sobem. Pro pro-
m¥nnou x platí x ∈ δ, jestliºe cesta vede z n¥jakého vrcholu s indexem index(x)
po 1-hran¥, a naopak x /∈ δ, jestliºe cesta vede z kaºdého vrcholu s indexem
index(x) po 0-hran¥ nebo pokud vrchol s takovým indexem na cest¥ v·bec ne-
ní. Pokud tímto zp·sobem cesta v BRD de�nuje minimální °e²ení booleovské
formule, hovo°íme o minimální cest¥ (nebo téº o minimálním °ezu).

Pozn. 3.1. V²echny cesty v BRD tedy de�nují jistou mnoºinu °e²ení ∆f p°íslu²né
booleovské formule. P°itom se nemusí nutn¥ jednat o mnoºinu v²ech °e²ení (funkce
f z p°íkladu 3.1 má °e²ení δ = {a, b, c}, ale cesta de�nující toto °e²ení není v BRD
F ani F ), na druhou stranu to bohuºel nemusí být ani mnoºina jen minimálních
°e²ení. Rauzy (1993) ukázal, ºe mnoºina v²ech minimálních °e²ení je podmnoºinou
∆f .

Ukaºme si nyní na p°íklad¥ jak p°echázet mezi BRD a booleovskou formulí jím
reprezentovanou.

a

b

c

1 0

b

a

b

1 c

1 0

b

0c

1 0

Obrázek 3.1. BRD F . Obrázek 3.2. BRD F .

P°. 3.1. Uvaºujme BRD F z obrázku 3.1. Dva vrcholy ozna£ené písmenem b od-
povídají jedné booleovské prom¥nné. Obrázkem 3.1 sice nemáme ºádné uspo°á-
dání na prom¥nných p°ímo zadané, ale jediné moºné (spl¬ující t°etí bod de�nice
3.1) je a < b < c.

Nyní získejme z F p°íslu²nou booleovskou formuli f . To bychom mohli ud¥-
lat rekurzivn¥ p°esn¥ podle de�nice 3.3 a získali bychom formuli v Shannonov¥
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tvaru. Snaz²í v²ak bude procházet cesty z ko°ene a do 1-stoku, £ímº podle po-
známky 3.1 získáme n¥jakou mnoºinu °e²ení ∆f funkce f , která obsahuje mnoºinu
minimálních °e²ení funkce f . V p°ípad¥ BRD F je ∆f = {{a, b}, {a, c}, {b, c}}.

Pro monotónní booleovskou funkci g platí, ºe vezmeme-li její mnoºinu mini-
málních °e²ení ∆, prvky kaºdého °e²ení z této mnoºiny spojíme pomocí konjunkce
a získané formule následn¥ spojíme pomocí disjunkce, získáme vyjád°ení g (Wege-
ner, 1987, sekce 2.4). Provedeme-li to samé pro mnoºinu °e²ení, která v²echna
minimální °e²ení obsahuje, získáme také vyjád°ení p°íslu²né booleovské funkce,
protoºe funkce bude stále nabývat hodnoty 1 p°i t¥ch samých ohodnoceních pro-
m¥nných (i kdyº jsou moºná p°idány do disjunkce n¥jaké °ezy navíc). P°idáme-li
totiº n¥jaký nový °ez δ do disjunkce ke v²em minimálním °ez·m, pak tento °ez
nabývá hodnoty 1 jen v p°ípad¥, ºe uº n¥jaký jiný °ez, minimální °ez, nabývá
hodnoty 1. Naopak, pokud ºádný minimální °ez nenabývá hodnoty 1, nem·ºe ji
nabývat ani δ, který není minimální.

Provedením zmín¥ného postupu pro BRD F a nalezenou ∆f získáváme násle-
dující vyjád°ení booleovské funkce f .

f(a, b, c) = ab+ ac+ bc (3.1)

Naopak máme-li funkci (3.1), m·ºeme opakovan¥ aplikovat Shannonovu de-
kompozi£ní v¥tu (postupn¥ rozkládáme formuli podle prom¥nných v daném po-
°adí a, b, c) k získání formule v Shannonov¥ tvaru.

f(a, b, c) = ab+ ac+ bc = ite(a, b+ c+ b.c, bc) = ite(a, ite(b, 1, c), ite(b, c, 0))

= ite(a, ite(b, 1, ite(c, 1, 0)), ite(b, ite(c, 1, 0), 0))

Z této formule uº není problém nakreslit BRD F na obrázku 3.2. Tím máme
dva r·zné BRD, které reprezentují tutéº booleovskou funkci. ∆

Pozn. 3.2. Jak jsme vid¥li v p°edchozím p°íklad¥ a jak lze vid¥t také v mnoha
publikacích (nap°. u Bryanta, 1986), je zvykem ozna£ovat vrcholy BRD pomo-
cí názv· prom¥nných p°íslu²né booleovské funkce. Booleovské prom¥nné se p°i-
tom nej£ast¥ji zna£í x1, . . . , xn p°ípadn¥ a, b, c, . . . Domluvme se nyní, ºe zna£ení
prom¥nných ur£uje automaticky indexy vrchol· BRD následujícím zp·sobem:
index(xi) = i pro i ∈ N, p°ípadn¥ index(a) = 1, index(b) = 2, atd. Index vrcholu
je tedy jednozna£ný, ale není nutn¥ unikátní. Tzn. kaºdý vrchol v má sv·j práv¥
jeden index index(v), ale více vrchol· (zpravidla stejn¥ ozna£ených) m·ºe mít
stejný index.

V p°íkladu 3.1 jsme ukázali, ºe dva r·zné BRD mohou znázor¬ovat tu samou
booleovskou funkci � funkci f z p°edchozího p°íkladu znázor¬uje jak BRD F
z obrázku 3.1, tak BRD F z obrázku 3.2. Pro dal²í práci s funkcí f m·ºeme zvolit
libovolný z nich, ale vhodn¥j²í je z°ejm¥ BRD F , protoºe je men²í a bude zabírat
mén¥ místa v pam¥ti. To nás p°ivádí k pojmu redukovaný binární rozhodovací
diagram.
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3.2 Redukované BRD

Nejprve si de�nujeme izomor�smus zachovávající uspo°ádání mezi dv¥ma BRD.
Jedná se o zohledn¥ní p°edpokladu uspo°ádání, který je kladen na vrcholy BRD,
v klasickém grafovém izomor�smu.

Def. 3.4. M¥jme dva BRD � F s mnoºinou vrchol· V a G s mnoºinou vrcho-
l·W . Nech´ σ je grafový izomor�smus mezi nimi. �ekneme, ºe tento izomor�smus
zachovává uspo°ádání, jestliºe:

1. Pro v²echny uzly v ∈ V a w ∈ W takové, ºe index(v) = index(w), platí
index(σ(v)) = index(σ(w)).

2. σ zobrazuje 1-stok na 1-stok a 0-stok na 0-stok.

O BRD F a G pak °íkáme, ºe jsou izomorfní zachovávající uspo°ádání (i.z.u.).i
Vrcholy BRD mající stejný index zpravidla ozna£ujeme stejn¥, jako jsme to

d¥lali v p°íkladu 3.1, protoºe BRD je pro nás reprezentací booleovské funkce a vr-
choly mající stejný index odpovídají té samé prom¥nné reprezentované funkce.
Kdyº máme v BRD vrcholy ozna£eny takto stejn¥ (a tedy z ozna£ení vrcholu
lze p°ímo vy£íst jeho index), jsou dva BRD i.z.u. práv¥ tehdy, jsou-li v p°iro-
zeném smyslu totoºné. Pomocí takto zahrnutého indexování vrchol· do b¥ºného
grafového izomor�smu m·ºeme zavést redukovaný binární rozhodovací diagram
(zkrácen¥ RBRD).

Def. 3.5. Bu¤ F BRD. �íkáme, ºe F je redukovaný binární rozhodovací diagram
(RBRD), jestliºe platí:

1. F neobsahuje ºádné dva i.z.u. podgrafy.

2. F neobsahuje ºádný vrchol v, jehoº 0-hrana a 1-hrana ukazují na tentýº
podgraf. i

Podmínky 1. a 2. z p°edchozí de�nice souvisí s následujícími reduk£ními pra-
vidly.

(R1) Jestliºe existují takové vrcholy v a w, ºe index(v) = index(w), high(v) =
high(w) a low(v) = low(w) (zna£ení low a high je pouºito stejn¥ jako
v de�nici 3.3), pak vypus´me vrchol w s jeho dv¥ma výstupními hranami
a v²echny jeho vstupní hrany p°esm¥rujme na vrchol v.

(R2) Jestliºe existuje takový vrchol v, ºe high(v) = low(v) = w, pak vypus´me
vrchol v a ob¥ jeho výstupní hrany a v²echny jeho vstupní hrany p°esm¥-
rujme na w.

Vra´me se na okamºik k p°íkladu 3.1, respektive k BRD F na obrázku 3.2.
Budeme-li postupovat odspodu, hned si v²imneme, ºe v²echny 0-stoky m·ºeme
slou£it do jednoho, stejn¥ jako v²echny 1-stoky, coº odpovídá aplikaci pravidla
(R1). Kdyº pak aplikujeme stejné pravidlo je²t¥ jednou na vrcholy ozna£ené pís-
menem c, dostáváme BRD F z obrázku 3.1, na který uº ºádné reduk£ní pravidlo
aplikovat nelze, resp. který vyhovuje de�nici 3.4, tedy je redukovaný.
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Práce s RBRD má význam teoretický i praktický. V praxi se jedná o ²et°e-
ní pam¥ti oproti práci s neredukovanými BRD. Dále Bryant (1986) jako první
ukázal, ºe RBRD je kanonickou reprezentací p°íslu²né booleovské funkce, nebo-li
pro danou funkci a dané uspo°ádání prom¥nných existuje, aº na izomor�smus
zachovávající uspo°ádání, práv¥ jeden RBRD reprezentující danou funkci. Odtud
plyne, ºe známe-li RBRD F p°íslu²ící booleovské fci f , testování f na tautologii
(tj. jestli f ≡ 1) stejn¥ jako testování f na splnitelnost (tj. jestli f ≡ 0) se stává
triviální, nebo´ sta£í porovnat, zda F je tvo°en jediným vrcholem (1-stokem nebo
0-stokem). Jakmile si v následující sekci p°edstavíme algoritmus získání p°íslu²-
ného RBRD z dané booleovské formule, budeme moci také skrze RBRD snadno
testovat ekvivalenci dvou booleovských formulí.

Pozn. 3.3. Pro nás je zmín¥ná kanonicita d·leºitá z toho d·vodu, ºe nás oprav¬u-
je k volnému p°echázení od libovolného RBRD k booleovské funkci, kterou daný
RBRD reprezentuje, a zp¥t. V dal²ím budeme proto automaticky p°edpokládat,
ºe RBRD ozna£ený velkým písmenem reprezentuje booleovskou funkci zna£enou
malým písmenem, typicky F a f apod. Díky tomu m·ºeme mluvit o mnoºin¥ cest
RBRD nebo o mnoºin¥ °e²ení p°íslu²né booleovské funkce, p°i£emº jednozna£ný
vztah mezi t¥mito dv¥ma mnoºinami je evidentní.

Existuje n¥kolik r·zných algoritm·, které z daného BRD vytvo°í RBRD repre-
zentující stejnou funkci. Bryant (1986) ve svém p·vodním balíku funkcí p°edstavil
algoritmus pracující v £ase O(n · log(n)), kde n je po£et vrchol· BRD p°ed re-
dukcí. Jeho algoritmus vyuºíval reduk£ních pravidel (R1) a (R2) spolu s jistou
modi�kací algoritmu na testování, zda jsou dva stromy (jakoºto pojem z teorie
graf·) izomorfní (Sieling, 1993). Sieling (1993) pak p°edstavuje algoritmus, jehoº
rychlost je lineárn¥ úm¥rná po£tu vrchol· BRD p°ed redukcí.

My si tyto algoritmy nebudeme nijak více p°ibliºovat, pro práci s BRD ja-
koºto nástrojem pro analýzu strom· spolehlivosti je vhodn¥j²í p°ístup pr·b¥ºné
redukce, ve kterém je reduk£ních pravidel nep°ímo uºíváno (lépe °e£eno jejich
vyuºitelnosti je p°edcházeno) jiº p°i získávání BRD ze zadané booleovské formu-
le (tzn. obdrºený diagram je automaticky redukovaný). Tento postup nastín¥ný
nap°. Braceem (1991) si v dal²ích sekcích ukáºeme.

3.3 Binární operace na BRD

Hlavním algoritmem p°i práci s BRD je funkce apply, která aplikuje binární
operaci � (v na²em p°ípad¥ op¥t s£ítání nebo násobení) na dva BRD tak, ºe
výsledkem je op¥t BRD.

Bu¤te G,H dva BRD a cht¥jme spo£ítat F = G �H. Nastává jedna ze dvou
moºností.

(I) G je konstanta (tzn. G je BRD s jediným vrcholem) nebo H je konstanta.

(II) G = ite(x,G1, G2), kde G1, G2 jsou poddiagramy G, jejichº ko°eny jsou
následníci vrcholu x, a H = ite(y,H1, H2), kde H1, H2 jsou de�novány ob-
dobn¥.
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ad(I) V tomto p°ípad¥ sta£í aplikovat vlastnosti operace �. BÚNO nech´ G je
konstanta, jinak p°ezna£me G a H.

(I.i) Je-li G = 1 a daná operace je �·� , pak F = G ·H = H.

(I.ii) Je-li G = 1 a daná operace je �+� , pak F = G+H = 1.

(I.iii) Je-li G = 0 a daná operace je �·� , pak F = G ·H = 0.

(I.iv) Je-li G = 0 a daná operace je �+� , pak F = G+H = H.

ad(II) V tomto p°ípad¥ nastává op¥t jedna ze dvou moºností.

(II.i) Jestliºe index(x) = index(y), pak m·ºeme aplikovat vzorec (1.4)
z v¥ty 1.3 a dostáváme F = ite(x,G1 �H1, G2 �H2).

(II.ii) Nech´ index(x) 6= index(y). BÚNO nech´ je index(x) < index(y),
jinak m·ºeme zam¥nit roli G a H, protoºe operace s£ítání a náso-
bení jsou symetrické. Toto uspo°ádání index· poºadujeme proto, aby
výsledný BRD spl¬oval podmínky na uspo°ádání kladené. Potom m·-
ºeme aplikovat vzorec (1.5) z v¥ty 1.3 a dostáváme

F = ite(x,G1 �H,G2 �H).

Tento rozbor nás p°ivádí k následujícímu rekurzivnímu algoritmu: zkontro-
lujme, zda nenastal p°ípad (I), pokud ne, aplikuj p°ípad (II) a rekurzivn¥ se
zavolejme na men²í diagramy.

Uvedený algoritmus je v nejhor²ím p°ípad¥ £asov¥ exponenciáln¥ náro£ný v po-
£tu vrchol· graf· G a H (Bryant, 1986). Vysoká sloºitost je zp·sobena opakova-
ným provád¥ním dané operace na stejných podgrafech. Tomu se ale lze vyhnout,
pokud bychom si byli schopni výsledek operace na dvou podgrafech zapamatovat
a následn¥ ho vyuºívat. Potom by sta£ilo po£ítat operaci na kaºdé dvojici pod-
graf· nejvý²e jednou, tedy £asová sloºitost by rázem klesla na O(|G| · |H|), kde
|G| je po£et vrchol· grafu G a |H| je po£et vrchol· grafu H.

�e²ením je zavést pole comp-table usklad¬ující £tve°ice (�, G,H,R), které zna-
£í, ºe výsledkem operace operace � mezi diagramy F a G je diagram R. Vºdy kdyº
chceme provést G �H, zkontrolujeme nejprve, zda výsledek není jiº v comp-table.

Zavedením nové pam¥´ové struktury samoz°ejm¥ zvy²ujeme pam¥´ovou sloºi-
tost, záleºí na tom, jakou konkrétní strukturu k reprezentaci comp-table zvolíme.
Stru£ný p°ehled moºností lze nalézt v Sieling (1993), na²e volba je popsána v p°í-
loze 5.2. Pokud k reprezentaci comp-table zvolíme he²ovací tabulku, zaplatíme
pouze lineárním zvý²ením pam¥´ové sloºitosti za výrazné sníºení £asové sloºitosti
(v p°ípad¥ dobré he²ovací funkce).

3.4 Konstrukce RBRD podle sloºitosti formule

Zave¤me nyní podle Bracea (1991) je²t¥ jedno pole, ite-table, ve kterém bude-
me ukládat v²echny binární rozhodovací diagramy následujícím zp·sobem. Jedna
bu¬ka pole obsahuje (je-li neprázdná) vrchol (název a index) a dva ukazatele na
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dal²í místa v ite-table, jeden odpovídá 0-hran¥ a druhý 1-hran¥. Kaºdý BRD lze
zapsat jako ite(v, U, V ), kde U ,V jsou jeho poddiagramy (jejich ko°eny jsou ná-
sledníci vrcholu v), tedy popsaným zp·sobem nám m·ºe ite-table reprezentovat
BRD, resp. v²echny na²e BRD sou£asn¥ (pro detailn¥j²í popis ite-table viz p°íloha
5.1).

Zd·razn¥me, ºe zavedení ite-table je klí£ová my²lenka pro práci s RBRD.
Nejen, ºe pomocí ní zna£n¥ sníºíme pam¥´ovou sloºitost, co se tý£e ukládání i v¥t-
²ího po£tu diagram· v pam¥ti, ale navíc m·ºeme díky ite-table provád¥t pr·b¥ºné
redukování za b¥hu funkce apply. Výstupem funkce apply, kterou aplikujeme na
dva RBRD G a H reprezentované pomocí pomocí ite-table, na libovolné hladin¥
rekurze je n¥jaký BRD, který lze zapsat jako ite(v, U, V ), p°i£emº U a V jiº muse-
jí být v ite-table obsaºeny (podrobný rozbor lze nalézt v p°íloze 5.1). Kontrola,
jestli ite(v, U, V ) jiº není v ite-table, odpovídá aplikaci reduk£ního pravidla (R1).
Pravidlo (R2) m·ºeme snadno zahrnout p°ímo do funkce apply � kdykoliv má být
vytvo°en nový uzel (tj. dostali jsme se k ite(v, U, V ), které je²t¥ není v ite-table),
podíváme se, jestli U a V nejsou stejné (coº díky ite-table spo£ívá jen ve zkou²ce,
zda ukazatele U a V ukazují na stejné místo v pam¥ti).

S p°edstavenou úpravou funkce apply a pouºitím ite-table m·ºeme kone£n¥
implementovat algoritmus sestrojení RBRD z booleovské formule podle sloºitosti
formule. Postupujeme p°itom tak, ºe danou formuli rozkládáme rekurentn¥ podle
operací na �podformule� , aº se dostaneme k samotným prom¥nným. Pro prom¥n-
nou se podíváme, nebyl-li p°íslu²ný t°ívrcholový RBRD jiº vytvo°en, tzn. zda není
uloºen v ite-table. Pokud ano, vytvo°íme jen nový ukazatel na p°íslu²nou bu¬ku,
pokud ne, p°idáme nový vstup do ite-table, a také vytvo°íme ukazatel na tento
vstup. P°i pr·chodu rekurzí zp¥t nahoru spojujeme dv¥ formule do jedné pomocí
binární operace �, coº na RBRD provedeme pomocí funkce apply. Jak je popsáno
v p°edchozím odstavci, výstupem této funkce je op¥t RBRD. Takto pokra£ujeme,
aº získáme RBRD pro danou formuli.

Uvedený algoritmus je naprogramován v jazyce C++ na p°iloºeném CD. Nyní
si °ekn¥me n¥co o uspo°ádání prom¥nných booleovské formule a jeho d·leºitosti
pro konstrukci RBRD.

3.4.1 Uspo°ádání prom¥nných

Uspo°ádání prom¥nných booleovské funkce je p°i konstrukci RBRD velmi d·le-
ºitá v¥c, protoºe se od ní odvíjí výsledné velikost RBRD. Bryant (1986) uvádí
následující extrémní p°ípad dopadu nevhodného uspo°ádání. M¥jme booleovskou
funkci f(x1, . . . , xn) = x1·x2+x3·x4+· · ·+x2n−1·x2n. Pomocí algoritm· na p°iloºe-
ném CD se m·ºeme p°esv¥d£it, ºe zvolíme-li �p°irozené� uspo°ádání prom¥nných
x1 < x2 < x3 < · · · < x2n−1 < x2n, výsledný RBRD bude obsahovat 2n+2 vrcho-
l·, zatímco kdyº zvolíme uspo°ádání x1 < xn+1 < x2 < xn+2 < · · · < xn < x2n,
bude RBRD zkonstruovaný za pouºití tohoto uspo°ádání obsahovat 2n+1 vrchol·.

Nalezení optimálního uspo°ádání (tj. takového uspo°ádání, pro které je vý-
sledný RBRD nejmen²í moºný) je podle Bouissoua (1997) �t¥ºko °e²itelným pro-
blémem� (p°esn¥ji, jedná se o problém t°ídy NP), a proto se v praxi £asto uºívá
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nejr·zn¥j²ích heuristik. Uve¤me si jednoho zástupce t¥chto heuristik, pravd¥po-
dobn¥ nejjednodu²²í z nich:

• prom¥nné °adíme podle výskytu p°i rekurentním rozkladu formule podle
operací (stejn¥ jako kdyº rozkládáme formuli pro konstrukci RBRD).

Nap°íklad ve formuli f(a, b, c) = (a + b)c jsou prom¥nné touto heuristikou se°a-
zeny do po°adí c, a, b. Tato heuristika rozhodn¥ dob°e funguje na Bryant·v p°í-
klad z minulého odstavce, ba dokonce moºná trochu p°ekvapiv¥ byla Bouissouem
(1997) statisticky vyhodnocena jako jedna z nejlep²ích.

3.5 Nalezení minimálních °ez· RBRD

Kone£n¥ se dostáváme k d·vodu, pro£ jsme si zavád¥li BRD a RBRD jakoºto
gra�ckou reprezentaci booleovských funkcí � budeme pomocí RBRD hledat mi-
nimální °e²ení booleovské funkce.

Zp·sob nalezení mnoºiny minimálních °e²ení booleovské funkce f reprezen-
tované pomocí RBRD F spo£ívá v konstrukci nového BRD Fmin, jehoº cesty
z ko°ene do 1-stoku de�nují mnoºinu minimálních °ez· (resp. minimálních °e²ení
funkce f). Algoritmus, který byl poprvé p°edstavený Rauzym (1993), se opírá
o následující tvrzení.

V¥ta 3.1. Bu¤ F = ite(x,G,H) RBRD reprezentující koherentní booleovskou
funkci. Potom mnoºina minimálních °ez· F sestává z:

1. Minimálních °ez· H.

2. Minimálních °ez·G roz²í°ených o prom¥nnou x, které nejsou nadmnoºinami
ºádného °ezu H.

D·kaz.
Na °ezy se podle poznámky 1.5 díváme jako na mnoºiny. Je-li δ °ez H, je jist¥
δ °ezem F . Je-li navíc δ minimálním °ezem H, je δ minimálním °ezem F , pro-
toºe kaºdý jiný °ez F bu¤ obsahuje x, ale potom není porovnatelný s δ, nebo
neobsahuje x, ale potom je zárove¬ °ezem H a nem·ºe být men²í neº δ.

Je-li δ °ez G, pak δ∪{x} je °ezem F . Je-li navíc δ minimálním °ezem G a záro-
ve¬ není nadmnoºinou n¥jakého °ezu v H, potom ani δ ∪ {x} není nadmnoºinou
ºádného °ezuH, protoºe prom¥nná x se vH nevyskytuje z de�nice funkce ite. Pro
spor p°edpokládejme, ºe δ ∪ {x} není minimálním °ezem F , tj. existuje σ °ez F
(tím myslíme, ºe existuje °ez σ binárního rozhodovacího diagramu F , obraty ty-
pu �σ °ez F � budeme i dále pouºívat kv·li zkrácení) takový, ºe σ ( δ ∪ {x}.
σ ale nem·ºe být °ezem H (nebo jeho nadmnoºinou) a tedy p°íslu²ná cesta z x
do 1-stoku musí vést p°es G. Pak ale S\x je °ezem G men²ím neº δ, coº je spor
s tím, ºe δ byl minimální °ez G. Tedy δ musí být minimálním °ezem F .

Zbývá ukázat, ºe jiné minimální °ezy F neexistují. Postupujme op¥t sporem
a p°edpokládejme, ºe existuje σ minimální °ez F takový, ºe není minimálním °e-
zem H, a není σ = ν∪{x}, kde ν je minimální °ez G takový, ºe není nadmnoºinou
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ºádného °ezu z H. Jestliºe x /∈ ν, pak je ν °ezem H a z°ejm¥ musí být minimál-
ním, protoºe men²í ω °ez H po°ád neobsahuje x, tedy ω je men²ím °ezem F neº
je ν, coº je spor s minimalitou °ezu ν. Pokud x ∈ ν, je ν\{x} °ezem G a z°ejm¥
musí být minimálním, coº je také spor. k

Pozn. 3.4. P°edpoklad koherence není v p°edchozím d·kazu explicitn¥ vyuºit.
Uv¥domme si v²ak, ºe pro nemonotónní funkce nemáme minimální °e²ení v·bec
de�nována, a ºe p°edpoklad koherence je skryt ve zp·sobu, jakým v tomto d·kazu
na minimální °ezy nahlíºíme (jako na mnoºiny, viz poznámka 1.4).

Zabývejme se nyní úlohou nalezení minimálních °ez· RBRD A = ite(a, F,G).
Toho dosáhneme pomocí konstrukce nového BRD Amin, jehoº cesty z ko°ene do
1-stoku budou jiº reprezentovat jen minimální °ezy. V¥ta 3.1 nás vede k dal²ímu
rekurzivnímu algoritmu (Rauzy, 1993):

• Spo£ti Fmin a Gmin.

• Odeber z Fmin v²echny cesty (cestou rozumíme pr·chod z ko°ene do 1-stoku,
jak jsme jiº pouºili d°íve), které jsou podmnoºinami n¥jaké cesty z G (tuto
operaci zna£íme "\"nebo funk£n¥ odeber(F,G)).

• Poloº Amin = ite(a, Fmin, Gmin).

Klí£ové je nyní popsat, jak provést operaci odeber. Nech´ je F = ite(x, F1, F2)
a G = ite(y,G1, G2). Rozeberme 3 moºnosti.

(I) Je-li x < y, pak se prom¥nná x nevyskytuje v G a tedy v²echny cesty F , které
nemají podcesty v G jsou ty cesty F1, které nemají podcesty v G, roz²í°ené
o x, a ty cesty F2, které nemají podcesty v G. Tudíº platí

F\G = ite(x, F1\G,F2\G) . (3.2)

(II) Je-li x > y, potom cesty G obsahující y nemohou být podcestami F (plyne
z bodu 3 de�nice 3.1) a tedy

F\G = F\G2. (3.3)

(III) Je-li x = y, jsou 2 moºnosti. Ozna£ δ n¥jakou libovolnou cestu v F . Potom:

(i) Jestliºe x ∈ δ (tedy δ vede do 1-stoku p°es F1), potom δ m·ºe být
nadcestou n¥jaké cesty v G (tím myslíme cesty z G1 roz²í°ené o x
nebo cesty z G2).

(ii) Jestliºe x /∈ δ (tedy δ vede do 1-stoku p°es F2), potom δ m·ºe být
nadcestou pouze cesty z G2 (protoºe cesty z ko°ene do 1-stoku vedoucí
p°es G1 obsahují nutn¥ x).

Dáme-li dohromady výsledky (i) a (ii) pomocí funkce ite, dostáváme

F\G = ite(x, (F1\G1)\G2, F2\G2) . (3.4)

Pozn. 3.5. Obecn¥ pro BRD F = ite(x, F1, F2) a G = ite(x,G1, G2) nemusí být
BRD F\G de�novaný rovností (3.4) redukovaný. Op¥t ite-table musí zastávat
reduk£ní pravidlo (R1), aplikovatelnost (R2) je t°eba explicitn¥ ov¥°ovat.
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Rauzy (1993) za p°edpokladu monotonie studovaných funkcí ukázal, ºe rovnost
(3.4) lze zredukovat do jednodu²²ího tvaru.

V¥ta 3.2. Bu¤ G = ite(x,G1, G2) RBRD reprezentující neklesající booleovskou
funkci. Potom pro kaºdý δ2 °ez G2 existuje δ1 °ez G1 takový, ºe δ1 ⊂ δ2.

D·kaz.
Je-li δ2 °ez G2, je i δ2 °ez G. Vzhledem k monotonii musí být také δ = δ2 ∪ {x}
°ezem G. Pak ale musí existovat δ1 °ez G takový, ºe δ1 ⊂ δ. Jelikoº z de�nice
funkce ite nem·ºe G1 obsahovat x, musí být δ1 ⊂ δ2. k

V¥ta 3.3. Bu¤te F = ite(x, F1, F2) a G = ite(x,G1, G2) dva RBRD. Potom platí

F\G = ite(x, F1\G1, F2\G2) (3.5)

D·kaz.
Plyne z rovnosti (3.4) a v¥ty 3.2. Po provedení operace F1\G1 =: A jiº nemá
smysl provád¥t operaci A\G2, protoºe v A jiº nem·ºe být ºádná cesta taková,
ºe její podmnoºina je v G2. V²echny takové cesty uº byly odebrány provedením
operace F1\G1. k

Tímto rozborem je de�novaná operace odeber. Algoritmus odebrání probíhá
op¥t rekurentn¥, na kaºdé hladin¥ nastává p°ípad (I), (II) nebo (III) a tedy je
vyuºita jedna z rovností (3.2), (3.3) nebo (3.5). P°itom správnost pouºití rov-
nosti (3.5) na libovolné hladin¥ rekurze plyne také z toho, ºe pokud RBRD
G = ite(x,G1, G2) reprezentuje neklesající booleovskou funkci, pak také G1 a G2

reprezentují neklesající funkce (to plyne z de�nice funkce ite a ze z°ejmého faktu,
ºe pokud je booleovská funkce f = f(x1, . . . , xn) neklesající ve v²ech prom¥n-
ných, potom funkce f{xi=a} je také neklesající ve v²ech svých prom¥nných pro
a ∈ {0, 1}).

Abychom nemuseli aplikovat funkci odeber na stejnou dvojici graf· vícekrát,
je rozumné ukládat si výsledky této operace v comp-table podobn¥ jako u funkce
apply, pouze si musíme dát pozor, ºe operace odeber není komutativní. Algoritmus
naprogramovaný v jazyce C++ je k práci p°iloºen na CD.

3.5.1 Porovnání s MOCUS

V sekci 2.3 jsme p°edstavili vybrané �klasické� postupy na získání mnoºiny mini-
málních °ez· stromu spolehlivosti. Nejpouºívan¥j²í deterministickou metodou je
p°ístup shora dol·, jehoº typickým zástupcem je zmín¥ný algoritmus MOCUS.
Ten relativn¥ snadno nalezne n¥jakou mnoºinu °ez·, kterou reprezentuje pomocí
matice. V¥t²í stromy spolehlivosti v²ak mohou mít tak obrovskou mnoºinu v²ech
°ez·, ºe pam¥´ová sloºitost MOCUS m·ºe být neúnosná. Navíc teprve potom p°i-
chází druhá, sloºit¥j²í fáze � redukce oné mnoºiny °ez· (Limnios, 2010, str. 74).

Pomocí RBRD jsme také schopni nalézt n¥jakou mnoºinu °ez· (de�nují ji cesty
z ko°ene do 1-stoku, takºe vlastn¥ sta£í RBRD sestrojit), která je také zbyte£n¥
velká. Nutno podotknout, ºe konstrukce RBRD není zdaleka p°ímo£ará záleºitost,
velikost RBRD je totiº závislá na zvoleném uspo°ádání prom¥nných a dop°edu
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není známá. Rauzyho (1993) algoritmus na hledání mnoºiny minimálních °ez·,
p°edstavený v p°edcházející sekci, v²ak natolik umn¥ vyuºívá p°edpokladu ko-
herence a p°edností binárních rozhodovacích diagram·, ºe se prvotní konstrukce
RBRD obvykle vyplácí.

Rauzy (2003) si dal práci zefektivnit algoritmus MOCUS (provád¥ním pr·-
b¥ºné redukce výpo£etní matice a volbou co nejvhodn¥j²ích datových struktur)
a porovnal ho s vlastními metodami nalezení minimálních °ez· pomocí BRD.
Z tohoto srovnání vy²ly vít¥zn¥ BRD. Nicmén¥ v záv¥ru Rauzy (2003) upozor¬u-
je, ºe konstrukce n¥kterých BRD v jeho srovnání vyºadovala �velmi so�stikované
kroky� , zatímco implementace MOCUS byla o mnoho p°ímo£a°ej²í.

Problém nalezení minimálních °e²ení booleovské funkce je t°ídy NP, jelikoº ten-
to problém obsahuje jako podproblém test na splnitelnost, coº je známý NP-úplný
problém (Brace, 1991). Proto v²echny známé algoritmy na hledání minimálních
°e²ení booleovské formule (a tím i minimálních °ez· stromu spolehlivosti) pracují
v nejhor²ím p°ípad¥ v £ase, který je exponenciální vzhledem k po£tu prom¥nných.
Skute£n¥ si m·ºeme rozmyslet, ºe existují booleovské funkce n prom¥nných, n
sudé, pro které po£et jejich minimálních °ez· rovný kombina£nímu £íslu

(
n

n/2

)
,

tedy p°ibliºn¥ exponenciální.

Jak jsme psali v sekci 3.2, testy booleovské funkce na splnitelnost a tautologii
lze provést v konstantním £ase, máme-li funkci reprezentovanou pomocí RBRD.
Odtud plyne, ºe konstrukce RBRD je také problém t°ídy NP. Reprezentaci boole-
ovských funkcí pomocí RBRD bychom rádi podpo°ili tvrzením, ºe postup hledání
minimálních °ez· pomocí RBRD je v pr·m¥rném £ase o n¥co rychlej²í. Teoretický
rozbor pr·m¥rného p°ípadu je v²ak velice sloºitý, a nejsme si v¥domi, ºe by byl
proveden. Proto se musíme spokojit s experimentálními výsledky, které hovo°í
pro algoritmy vyuºívající RBRD, jak jsme jiº n¥kolikrát uvedli.
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4. P°íklad � systém t°í motor·

V této kapitole si ilustrujeme algoritmy a postupy p°edstavené v p°ede²lých sek-
cích na p°íkladu �systému t°í motor·� , který pochází od Veselyho (1981, kap. IX).
Jedná se o rozvodní sí´ elektrické energie od n¥kolika zdroj· k t°em motor·m. Po
uvedení systému do provozu má být motor·m dodávána energie po dobu ²edesáti
sekund. Událost, které se chceme vyvarovat, je chod libovolného motoru po dobu
del²í ²edesáti sekund. Tuto událost volíme jako °ídící (událost R na obrázku 4.1).

Na obrázcích 4.2, 4.3 a 4.4 jsou stromy spolehlivosti pro p°íli² dlouhý chod
prvního, druhého, respektive t°etího motoru. Ty jsou propojeny se stromem spo-
lehlivosti celého systému (obrázek 4.1) pomocí tzv. symbol· p°enosu, coº jsou
trojúhelníky ozna£ené P1, P2 a P3.

Pouºití symbol· p°enosu je intuitivní. P°esto pro úplnost poznamenejme, ºe
dotýká-li se hrana stromu spolehlivosti vrcholu trojúhelníku, má být ke stromu
spolehlivosti místo tohoto trojúhelníku p°ipojen podstrom, jehoº hrana se dotýká
strany stejn¥ ozna£eného trojúhelníku. Nap°íklad na obrázcích 4.1 a 4.2 symbol
p°enosu P1 zna£í, ºe p°ímo do brány DISJUNKCE, která je umíst¥na pod °ídící
událostí R, ve skute£nosti vstupuje událost M1.

Symboly p°enosu pouºíváme bu¤ p°i d¥lení stromu spolehlivosti na více £ástí,
nebo pokud chceme, aby jeden strom spolehlivosti neobsahoval izomorfní pod-
stromy. Nap°íklad na obrázcích 4.2, 4.3 a 4.4 se vyskytuje tentýº podstrom pod
událostí E5. Mohli bychom také v tomto p°ípad¥ uºít symbolu p°enosu, abychom
jeden podstrom nezobrazovali vícekrát. Rozhodli jsme se to v²ak neud¥lat z d·-
vodu zvý²ení p°ehlednosti.

Vesely (1981, kap. IX) de�nuje pro �systém t°í motor·� °ídící událost a provádí
£ást konstrukce stromu spolehlivosti pro tento systém. Stromy spolehlivosti na
obrázcích 4.1 a 4.3 jsou od n¥j p°evzaté. My se op¥t nebudeme soust°edit na
konstrukci strom· spolehlivosti, nýbrº budeme vyhodnocovat strom spolehlivosti
z obrázku 4.1 (s nímº jsou pomocí symbol· p°enosu spojeny stromy na obrázcích
4.2, 4.3 a 4.4). Zájemce o popis procedury konstrukce t¥chto strom· spolehlivosti
nebo o detailní popis systému odkazujeme na Fault Tree Handbook (Vesely 1981,
kap. IX).

V¥nujme se nyní hledání minimálních °ez· uvedeného stromu spolehlivosti.
Nejprve z obrázku 4.2 získáme vyjád°ení událostiM1 pomocí základních událostí,
podobn¥ jako jsme to d¥lali v p°íkladu 2.3.

M1 = D1 ·D2 = (b+D3)(e+D4) = (b+ a · E5)(e+ c+ d)

=
[
b+ a(e+ E6 + c)

]
(e+ c+ d) =

[
a(e+ dhj + c) + b

]
(c+ d+ e) ,

tedy vyjád°ení M1 pomocí základních událostí je

M1 =
[
a(e+ dhj + c) + b

]
(c+ d+ e). (4.1)
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Obrázek 4.1. Strom spolehlivosti pro systém t°í motor·.
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Obrázek 4.2. Podstrom pro první motor.
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Obrázek 4.3. Podstrom pro druhý motor.
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Obrázek 4.4. Podstrom pro t°etí motor.
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Podobn¥ vyjád°eme na základ¥ strom· spolehlivosti z obrázk· 4.3 a 4.4 udá-
losti M2 a M3.

M2 = E1 · E2 = (f + E3)(g + E4) = (f + a · E5)(g + h+ e+ c)

=
[
f + a(e+ E6 + c)

]
(g + h+ e+ c)

=
[
f + a(e+ dhj + c)

]
(g + h+ e+ c)

(4.2)

M3 = F1 · F2 = (i + F3)(g + F4) = (i + a · E5)(g + e+ F5)

=
[
i+ a(e+ E6 + c)

]
(g + e+ c+ j)

=
[
i+ a(e+ dhj + c)

]
(g + e+ c+ j)

(4.3)

Vyjád°ení °ídící události R je podle obrázku 3.1 (s uºitím symbol· p°enosu):

R = M1 +M2 +M3.

Uºitím rovností (4.1),(4.2) a (4.3) tedy dostáváme následující vyjád°ení °ídící
události pomocí booleovské formule obsahující pouze základní události.

R =

{[
a(e+ dhj + c) + b

]
(c+ d+ e)

+
[
f + a(e+ dhj + c)

]
(g + h+ e+ c)

+
[
i+ a(e+ dhj + c)

]
(g + e+ c+ j)

} (4.4)

Nyní chceme vytvo°it RBRD F reprezentující booleovskou formuli (4.4). K to-
mu pot°ebujeme nejprve zvolit uspo°ádání prom¥nných. Podle úmluvy z poznám-
ky 3.2 zvolíme abecední uspo°ádání, na to je ostatn¥ p°ipraven i ná² program,
pomocí kterého budeme RBRD F konstruovat. Samoz°ejm¥ není náhodou, ºe
abecední uspo°ádání prom¥nných v formuli (4.4) je p°esn¥ takové uspo°ádání,
které bychom získali heuristikou p°edstavenou v sekci 3.4.1. Jiº p°i konstrukci
strom· spolehlivosti z obrázk· 4.2 aº 4.4 jsme zvolili takové zna£ení prom¥n-
ných, abychom nyní m¥li v souladu s na²í heuristikou práv¥ abecední uspo°ádání
a nemuseli jsme prom¥nné p°ezna£ovat.

Z booleovské formule (4.4) p°i abecedním uspo°ádání prom¥nných zkonstru-
ujeme pomocí algoritmu, který je uvedený v sekci 3.4, RBRD F znázorn¥ný na
obrázku 4.5. Aplikací algoritmu ze sekce 3.5 pak zkonstruujeme BRD Fmin zná-
zorn¥ný na obrázku 4.6.

Pr·chodem do hloubky diagramu Fmin a vypsáním v²ech jeho cest (p°ipo-
me¬me, ºe cestou rozumíme pr·chod z ko°ene a do 1-stoku) získáme následující
mnoºinu ∆ v²ech minimálních °ez· studovaného stromu spolehlivosti:

∆ =
{
ac, adjh, ae, bc, bd, be, cf, ci, ef, ei, fg, fh, gi, ij

}
Pozn. 4.1. Striktn¥ vzato bychom podle úmluvy z druhé kapitoly m¥li zapisovat
nap°íklad °ez sestávající z událostí a a c jako {a, c}. My místo toho pro v¥t²í
p°ehlednost pí²eme pouze ac. M·ºeme si to dovolit, protoºe jedno malé písmeno
vºdy odpovídá jedné základní události.
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Obrázek 4.5. RBRD F pro systém t°í motor·.
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Obrázek 4.6. BRD Fmin pro systém t°í motor·.
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Nalezením mnoºiny ∆ je p°íklad hotov. Odli²nými metodami jsme se tak
dobrali stejného výsledku jako Vesely (1981, kap. IX), pouze s jiným zna£ením.
Nalezené minimální °ezy bychom dále mohli vyuºít k výpo£tu charakteristik sys-
tému, jako jsou st°ední doba do poruchy nebo pohotovost systému v jistém £ase
(sekce 2.4.2). Tím se v²ak jiº nebudeme zde zabývat, místo toho si interpretujme
nalezené minimální °ezy.

Tak nap°íklad informace, ºe ac ∈ ∆, nám °íká, ºe nastanou-li události a a c,
dojde automaticky k výskytu °ídící události události R. Dále víme, ºe pokud na-
stane pouze n¥jaká vlastní podmnoºina základních událostí z libovolného jednoho
°ezu, nem·ºe dojít k výskytu °ídící události. Nap°. z toho, ºe adjh ∈ ∆, vyplývá,
ºe výskyt událostí a, d a j není dostate£ný k vyvolání R.

Nakonec p°ipome¬me, ºe výskyt událostí a a c neznamená selhání systému.
Znamená pouze výskyt události R, tzn. fakt, ºe do jednoho z motor· proudí
elekt°ina po dobu del²í ²edesáti sekund. Je vysoce pravd¥podobné, ºe existují
i jiné okolnosti, za kterých systém t°í motor· nesplní svou funkci. Pokud by t°eba
ihned po uvedení systému do provozu do²lo k p°eru²ení klí£ové £ásti rozvodné sít¥
a elekt°ina by se do ºádného z motor· v·bec nedostala, systém by tím patrn¥
nesplnil svou funkci, a´ uº je jakákoliv. Nicmén¥ o této hypotetické situaci dané
stromy spolehlivosti v·bec nepojednávají, protoºe tato situace se netýká °ídící
události, která dostate£n¥ konkretizuje typ selhání. Pokud by nás zajímal jiný typ
selhání, bylo by t°eba sestrojit nový strom spolehlivosti s novou °ídící událostí.

4.1 Modi�kované zadání

P°edstavme si nyní, ºe bychom °ídící událost R nezvolili jako p°íli² dlouhý b¥h
libovolného motoru, ale p°íli² dlouhý b¥h dvou nebo t°í motor·. Pokud bychom
konstruovali zcela nový strom spolehlivosti pro daný systém s takovouto volbou
°ídící události, mohli bychom se vydat mírn¥ odli²nou cestou a nový strom spo-
lehlivosti by mohl být nepodobný p°edchozímu. Jak jsme jiº napsali d°íve, na
rozsáhlých stromech spolehlivosti typicky pracují celé týmy specialist· a moºnost
d¥lby práce je v p°ípad¥ strom· spolehlivosti b¥ºná. V praxi se m·ºeme snadno
ocitnout v situaci, kdy budeme mít t°i stromy spolehlivosti pro t°i motory, a nás
místo selhání jednoho z nich bude zajímat situace selhání alespo¬ dvou, nebo
kdy jednodu²e nebudeme mít prost°edky ke konstrukci nového stromu spolehli-
vosti a budeme si muset vysta£it s tím, co jiº máme p°ipraveno.

Nazveme-li novou °ídící událost R̃, získáme pro ni úpravami funkce alespon ze
sekce 1.3 vyjád°ení

R̃ = alespon(2,M1,M2,M3)

= M1 · alespon(1,M2,M3) + alespon(2,M2,M3)

= M1 · (M2 +M3) + (M2 ·M3).

Substitucí z rovnic (4.1), (4.2) a (4.3) za M1, M2 a M3 získáme velmi dlouhé
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vyjád°ení °ídící události R̃ pomocí základních událostí.

R̃ =
[
a(e+ dhj + c) + b

]
(c+ d+ e)

{[
f + a(e+ dhj + c)

]
(g + h+ e+ c)

+
[
i+ a(e+ dhj + c)

]
(g + e+ c+ j)

}
+
[
f + a(e+ dhj + c)

]
(g + h+ e+ c)

[
i+ a(e+ dhj + c)

]
(g + e+ c+ j)

S touto booleovskou formulí dále pracujeme jako u p°edchozího p°íkladu, se-
strojíme RBRD F̃ a následn¥ BRD F̃min, jehoº pr·chodem získáme mnoºinu v²ech
minimálních °ez· ∆̃. F̃ a F̃min jsou v tomto p°ípad¥ p°íli² velké, neº abychom je
ilustrativn¥ ukázali.

Uºitím programu na p°iloºeném CD zjistíme, ºe odpovídající mnoºina mini-
málních °ez· je tvaru

∆̃ =
{
ac, adjh, ae, bcf, bci, bdfg, bdfh, bdgi, bdij, bef, bei, cfi, efi, fgi, fhij

}
.

Na záv¥r se podívejme, co nám mnoºiny ∆ a ∆̃ °íkají o porovnání dvou systém·
s °ídícími událostmi R a R̃. Je rozumné o£ekávat, ºe výskyt °ídící události R̃
bude mén¥ pravd¥podobný neº výskyt °ídící události R z p°edchozí sekce, protoºe
najednou jiº nesta£í �selhání� jednoho motoru, nýbrº je zapot°ebí selhání alespo¬
dvou motor·. Skute£n¥, tento fakt se odráºí na mnoºinách ∆ a ∆̃. Zatímco ∆
obsahuje £trnáct minimálních °ez·, z nichº t°ináct je velikosti dva (tzn. sestávají
z dvou základních událostí), ∆̃ obsahuje patnáct minimálních °ez·, ale vyjma t°í
jsou v²echny velikosti t°i nebo dokonce £ty°i. V p·vodním zadání s °ídící událostí
R jsme na²li nap°íklad °ez ij. Ten z°ejm¥ není °ezem pro °ídící událost R̃ uº jen
proto, ºe v mnoºin¥ ∆̃ minimálních °ez· se nachází °ez fhij.

Abychom mohli i bez znalosti kvantitativních charakteristik systému s jisto-
tou °íct, ºe pravd¥podobnost výskytu události R je niº²í neº pravd¥podobnost
výskytu události R, museli bychom porovnat, zda jsou opravdu v²echny °ezy v ∆
podmnoºinami °ez· v ∆̃ (coº jsou a dává dobrý smysl, ºe jsou). Ale i bez takové-
ho porovnání pouze na základ¥ letmého pohledu na mnoºiny ∆ a ∆̃ je rozumné
o£ekávat, ºe �R nastane spí² neº R̃� .
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Záv¥r

Porozum¥ní pr·myslovým i dal²ím systém·m z hlediska jejich konstrukce se stává
stále d·leºit¥j²ím, jak se vývoj nových materiál· a celkové zlep²ování vlastností
jednotlivých sou£ástek pozvolna zpomaluje. Vhodným vyjád°ením logických va-
zeb ovliv¬ujících funk£nost systému je strukturní funkce, jejíº do zna£né míry
univerzální reprezentací je booleovská formule.

Klí£ovou £ástí spolehlivostní analýzy daného systému, který je reprezentován
pomocí booleovské formule, je nalezení mnoºiny v²ech minimálních °e²ení p°í-
slu²né booleovské funkce, coº je problém t°ídy NP. Tomuto úkolu jsme se za
dodate£ného p°edpokladu koherence v¥novali p°eváºnou £ást práce. P°edstavili
jsme dva r·zné algoritmy k nalezení mnoºiny minimálních °ez·. První z nich,
MOCUS, je zna£n¥ p°ímo£arý a £asov¥ i pam¥´ov¥ náro£ný, nicmén¥ vºdy jsme
pomocí n¥j schopni získat alespo¬ £áste£ný výstup.

Druhým p°edstaveným zp·sobem je konstrukce pomocného modelu systému,
binárního rozhodovacího diagramu, který lze povaºovat za velmi vhodnou repre-
zentaci booleovské funkce v pam¥ti po£íta£e a který nám umoº¬uje efektivn¥j²í
nalezení mnoºiny minimálních °ez·. Problémem tohoto postupu je v²ak prvotní
konstrukce binárního rozhodovacího diagramu, která taktéº náleºí do t°ídy NP
problém·. Jeho velikost je závislá na mnoha faktorech a není dop°edu známa.
Pokud z n¥jakého d·vodu konstrukce binárního rozhodovacího diagramu selºe,
nedá nám takovýto pokus o analýzu systému naprosto ºádnou informaci. P°esto,
binární rozhodovací diagramy p°edstavují natolik vhodný zp·sob reprezentace
booleovských funkcí, ºe se s nimi v teorii spolehlivosti setkáváme a budeme se-
tkávat stále £ast¥ji.

P°edloºená práce má z £ásti kompila£ní charakter. V¥°íme v²ak v její p°ínos
i v této p°eváºn¥ p°evzaté £ásti díky úsilí, které bylo v¥nováno na pe£livou vý-
stavbu teorie a dopln¥ní °ady tvrzení spolu s jejich podrobnými d·kazy, které
od·vod¬ují správnost postup· uºívaných ve t°etí kapitole, tedy algoritm· pro
hledání mnoºiny minimálních °ez· pomocí binárních rozhodovacích diagram·.
Tyto algoritmy jsme také implementovali v jazyce C++ a vyuºili je k °e²ení
konkrétních problém·.

Moºných zp·sob· dal²ího roz²í°ení této práce je n¥kolik. Nejp°irozen¥j²ím by
podle nás byla modi�kace uvedených postup· na nekoherentní systémy.
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Seznam pouºitých zkratek a pojm·

Pouºité zkratky

BRD binární rozhodovací diagram
BÚNO bez újmy na obecnosti
i.z.u. izomor�smus zachovávající uspo°ádání
kap. kapitola
nap°. nap°íklad
RBRD redukovaný binární rozhodovací diagram
resp. respektive
str. strana, strany
tj. to je, to jsou
tzn. to znamená

N¥které uºívané pojmy

0-hrana, 1-hrana str. 23
0-stok, 1-stok str. 23
alespon(k, x1, ..., xn) str. 6
booleovská formule, booleovská funkce str. 5
booleovská prom¥nná str. 3
brána KONJUNKCE, DISJUNKCE, NEGACE str. 11
cesta v binárním rozhodovacím diagramu str. 24
ite(f, g, h) str. 9
ite-table str. 28
koherentní strom spolehlivosti str. 16
koherentní strukturní funkce str. 8
minimální °e²ení booleovské funkce str. 8
minimální °ez stromu spolehlivosti str. 17
minimální °ez binárního rozhodovacího diagramu str. 24
MOCUS str. 20
poddiagram binárního rozhodovacího diagramu str. 23
reduk£ní pravidla pro binární rozhodovací diagramy str. 26
reduk£ní pravidla pro booleovské formule str. 4
°ídící událost str. 12
strukturní funkce str. 5
symboly p°enosu str. 34
událost vnit°ní, základní, nerozvinutá str. 11
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5. P°ílohy

5.1 Implementace ite-table

V²echny algoritmy popsané v t°etí kapitole jsme implementovali v jazyce C++
a lze je nalézt na p°iloºeném CD. Zatímco jednotlivé kroky p°i konstrukci a vyhod-
nocování BRD jsou v na²em programu reprezentovány samostatnými funkcemi,
a v¥°íme, ºe budou dob°e pochopitelné, klí£em k porozum¥ní celému programu
je správné pochopení struktur ite_table a comp_table. Proto si v této p°íloze
detailn¥ji p°iblíºíme jejich funkci a uvedeme si ukázku zdrojového kódu na²eho
programu v jazyce C++. Nejprve se v¥nujme ite_table.

P°ipome¬me, ºe ite_table je datová struktura, pomocí níº ukládáme BRD
v pam¥ti po£íta£e. V na²í implementaci je ite_table vektorem vektor· (viz °á-
dek 11 tabulky 5.1), £tená°i bude moºná bliº²í, bude-li si ite_table p°edstavovat
jako pole spojových seznam· £ili jako dvourozm¥rnou datovou strukturu. Pozice
prvku v ite_table je tedy podobn¥ jako pozice prvku v matici udávána dv¥ma
celo£íselnými prom¥nnými (viz struktura pozice v tabulce 5.1).

Kone£n¥, co je to jeden prvek ite_table? Jedná se o jeden uzel, o n¥mº si
musíme pamatovat £ty°i v¥ci.

(I) Název (jaké prom¥nné odpovídá) a index.

(II) Levého a pravého syna.

ad(I) P°ipome¬me, ºe index (celé £íslo) se váºe k prom¥nné a pomocí index·
máme na prom¥nných de�nované úplné uspo°ádání. V na²em programu
poºadujeme, aby booleovské prom¥nné byly zna£eny malými písmeny a do-
drºujeme úmluvu z poznámky 3.2, tzn. index je jednozna£n¥ ur£en názvem
prom¥nné a naopak (index(a) = 1, index(b) = 2, atd.).

ad(II) Kdo jsou synové vnit°ního uzlu BRD, nám °íkají ukazatelé do ite_table.
Pozice levého syna, neboli syna p°ístupného z uzlu po 1-hran¥, je udávána
prom¥nnou high. Pozici pravého syna, nebo-li syna p°ístupného z uzlu po
0-hran¥, odpovídá prom¥nná low.

V na²em programu pouºíváme k ukládání uzl· strukturu uzel z tabulky 5.1,
ite_table je tedy jakási dvourozm¥rná struktura t¥chto uzl·.

Pomocí ite_table reprezentujeme v pam¥ti po£íta£e v²echny BRD, s nimiº
program pracuje nebo od spu²t¥ní pracoval. Pokud má nap°íklad n¥jaká funkce
pracovat s BRD F , který má ko°en v, sta£í oné funkci sd¥lit pozici p°íslu²ného
uzlu v ite_table, BRD je totiº dán svým ko°enem.

Pokud program (nap°íklad pomocí funkcí apply nebo without z t°etí kapitoly)
vytvo°í nový BRD, uloºíme jej do ite_table pomocí funkce add_or_find_ite

z tabulky 5.1.
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1 struct poz i c e { // uka z a t e l e do i t e_ t a b l e
2 int x , y ;
3 } ;
4
5 struct uze l { // prvky i t e_ t a b l e
6 int index ;
7 poz i c e high , low ;
8 int unique ;
9 } ;
10
11 vec to r < vecto r < uze l > > i t e_tab l e ;
12
13 poz i c e add_or_find_ite ( uze l u){
14 int i~= (u . index
15 + i t e_tab l e [ u . high . x ] [ u . high . y ] . unique
16 + i t e_tab l e [ u . low . x ] [ u . low . y ] . unique )
17 % (2∗n ) ;
18 poz i c e na lezeno = {−1,−1};
19 for ( int j =0; k~< i t e_tab l e [ i ] . s i z e ( ) ; j++){
20 i f (u == i t e_tab l e [ i ] [ j ] ) {
21 na lezeno . x = i ;
22 na lezeno . y = j ;
23 }
24 }
25 i f ( na lezeno . x == −1 && nalezeno . y == −1){
26 na lezeno . x = i ;
27 na lezeno . y = i t e_tab l e [ i ] . s i z e ( ) ;
28 i t e_tab l e [ i ] . push_back (u ) ;
29 }
30 return nalezeno ;
31 }

Tabulka 5.1. Ukázka zdrojového kódu.

Uv¥domme si, ºe funkce apply a without jsou ob¥ rekurzivní, tzn. nový BRD
F je stav¥n vºdy odspodu. Tudíº jediné, £ím m·ºe být £erstv¥ sestavený BRD
F �nový� , je jeho ko°en. Zd·razn¥me, ºe BRD p°íslu²ící jeho levému a pravému
synovi jiº musejí být v ite_table. Tím pádem je F dán jediným uzlem (ko°enem)
a jediné, co musíme ud¥lat, je umístit tento uzel do ite_table.

To bychom mohli ud¥lat zcela náhodn¥, pokud bychom cht¥li pomocí ite-
table pouze reprezentovat BRD. Pro nás má v²ak ite_table naprosto klí£ový
význam v udrºování redukovanosti v²ech na²ich BRD.

Kdykoliv vytvo°íme nový BRD, cht¥li bychom rychle zjistit, zda jiº není ulo-
ºen v ite_table, tzn. zda jsme jiº stejný BRD nevytvo°ili n¥kdy d°íve. Pokud
náhodou ano, nechceme do ite_table p°idávat ºádný nový vstup. Je tedy na²ím
zájmem, aby kaºdý BRD existoval nejvý²e jednou.
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Abychom toho mohli dosáhnout, je t°eba BRD ukládat do ite_table n¥jak
systematicky, abychom byli schopni (pokud moºno v co nejkrat²ím £ase) u£init
rozhodnutí, zda se jistý BRD v ite_table jiº vyskytuje £i nikoliv. K tomu po-
uºíváme techniku he²ování (s he²ování se lze seznámit nap°. v Koubková, 2011,
kap. 2).

Ná² zp·sob he²ování BRD do ite_table není nijak sloºitý, pouze se£teme
indexy v²ech vrchol· v daném BRD, zbytek tohoto sou£tu po celo£íselném d¥lení
x-ovým rozm¥rem ite_table bude x-ová pozice daného BRD v ite_table (hash-
hodnota daného BRD).

P°edpokládejme, ºe jsme nap°íklad aplikací funkce apply získali BRD F s ko-
°enem v. Postupujeme (funkce add_or_find_ite postupuje) následovn¥:

(I) Je spo£tena hash-hodnota F , ozna£me ji i (°ádky 14 aº 17 v tabulce 5.1).

(II) Procházíme celý i-tý °ádek (nebo sloupec, záleºí na £tená°ov¥ p°edstav¥
ite_table) a hledáme, jestli neobsahuje uzel u (cyklus na °ádku 19 v ta-
bulce 5.1).

(II.i) Jestliºe najdeme uzel u, do ite_table nic nep°idáváme, pouze si
zapamatujeme pozici u.

(II.ii) Jestliºe jsme v i-tém °ádku uzel u nena²li (podmínka na °ádku 25
tabulky 5.1), pak bude za konec tohoto °ádku p°ipojena nová bu¬ka,
do níº bude uloºen ko°en uzel v (v tomto p°ípad¥ F je skute£n¥ nový,
program se s ním dosud nesetkal).

ad(I) Abychom p°i po£ítání hash-hodnoty nemuseli vºdy procházet celý BRD F ,
obsahuje struktura uzel pomocnou prom¥nnou unique, ve které je uloºena
hash-hodnota BRD, jehoº je daný uzel ko°enem. Tím pádem jsme schop-
ni spo£ítat hash-hodnotu nov¥ získaného F na základ¥ znalosti u.index,
u.high.unique a u.low.unique tak, jak to d¥láme na °ádcích 14 aº 17
tabulky 5.1.

Díky vý²e popsané funkci add_or_find_ite nemusíme v na²em programu ni-
kdy kontrolovat, zda náhodou nelze aplikovat reduk£ní pravidlo (R1) ze sekce 3.2.
Funkce add_or_find_ite totiº zaji²´uje automatické sdílení i.z.u. poddiagram·
(de�nice 3.4), £ímº nejenºe ²et°í pam¥´, ale p°edchází aplikovatelnosti reduk£ní-
ho pravidla (R1), které bychom jinak t¥ºko explicitn¥ aplikovali (na rozdíl od
reduk£ního pravidla (R2), které v na²em programu explicitn¥ aplikujeme velmi
snadno).
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5.2 Uºití comp-table

Druhou datovou strukturou, na jejíº vlastnosti a zp·sob uºití bychom rádi upo-
zornili, je comp_table, poprvé zmín¥ná v sekci 3.3.

struct comp{ // prvky comp_table
int op ; // operace 0−or , 1−and , 2−odeber
poz i c e G,H,R; //G op H = R, uka z a t e l e do i t e_ t a b l e

} ;

vec to r < vecto r < comp > > comp_table ;

void add_comp( int op , poz i c e G,H,R){
int souradn ice = ( i t e_tab l e [G. x ] [G. y ] . unique +

i t e_tab l e [H. x ] [H. y ] . unique ) % (2∗n ) ;
comp novy = {op ,G,H,R} ;
comp_table [ souradn ice ] . push_back ( novy ) ;

}

Tabulka 5.2. Struktura comp_table spolu s funkcí p°idání prvku.

Jedná se op¥t o dvourozm¥rnou datovou strukturu, jejíº prvky jsou na roz-
díl od ite_table tvo°eny zástupci struktury comp z tabulky 5.2. Jeden prvek
comp_table tak obsahuje operaci op a trojici ukazatel· do ite_table G, H a R.
Jak jsme popsali v p°edchozí sekci, ukazatel do ite_table jednozna£n¥ odpoví-
dá n¥jakému BRD, proto jeden prvek comp_table obsahuje informaci o tom, ºe
výsledkem operace op provedené na BRD G a H je BRD R.

Kdykoliv provedeme n¥jakou operaci na dvojici BRD, uloºíme si ji i s výsled-
kem do comp_table a naopak kdykoliv máme provést n¥jakou operaci na dvojici
BRD, nejprve zkontrolujeme, zda jsme jiº tuto operaci neprovád¥li, a tedy není-li
jiº její výsledek uloºen v comp_table. Tato technika obecn¥ známá jako dyna-
mické programování výrazn¥ sniºuje £asovou náro£nost program· pro manipulaci
s BRD. Jak pí²e Rauzy (1993): �Tímto zp·sobem se algoritmus v jistém smyslu
u£í: £ím více operací jiº vykonal, tím efektivn¥j²í je.�

P°idání nového výsledku do comp_table zaji²´uje funkce add_comp z tabul-
ky 5.2. Jedná se o stejnou he²ovací techniku jako v p°ípad¥ p°idávání uzl· do
ite_table. Prohledávání comp_table za ú£elem zji²t¥ní, jestli poºadovaný výsle-
dek jiº nebyl spo£ítán, funguje na stejném principu. Musíme si v²ak dávat pozor,
ºe operace a zárove¬ a nebo popsané ve t°etí kapitole jsou komutativní, ale ope-
race odeber ze sekce 3.5 nikoliv. Zdrojový kód prohledávání comp_table je proto
trochu sloºit¥j²í a my ho zde nebudeme uvád¥t.

Ú£elem comp_table je tedy sníºení £asové náro£nosti. Je v²ak t°eba nezapomí-
nat, ºe pam¥´ová náro£nost kv·li comp_table naopak roste. Pokud nap°íklad není
dop°edu znám po£et BRD, s nimiº bude muset program pracovat (a tedy nelze
odhadnout mnoºství výsledk·, které budou muset být uloºeny do comp_table),
je t°eba aplikovat opat°ení, která zabrání stavu p°epln¥ní opera£ní pam¥ti (po-
drobn¥j²í informace lze nalézt nap°. v Brace, 1991).
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5.3 Komentá° k pouºití vlastního programu

Na p°iloºeném CD lze nalézt následující soubory:

find_MCs.exe � vlastní program,
find_MCs.cpp � zdrojový kód vlastního programu a
info.txt � textový soubor se zkrácenými instrukcemi.

Vlastní program není koncipován jako knihovna funkcí, pouze nalezne mini-
mální °e²ení zadané booleovské formule metodami, které byly popsány ve t°etí
kapitole. A£koliv by samostatné pouºití jednotlivých funkcí vyºadovalo jen drobné
úpravy, problém by mohl nastat s ite_table, která by p°i odd¥lení jednotlivých
£ástí programu mohla snadno p°estat plnit svou funkci popsanou v p°íloze 5.1.

Program poºaduje na vstupu booleovskou formuli sestávající z prom¥nných
a, b, . . . , z, operátor· ∗ a + pro násobení respektive s£ítání a závorek ( a ) k ur-
£ování priority operátor·. To v²e na jednom °ádku. Upozor¬ujeme, ºe symbol
násobení není moºné vynechávat.

Program o£ekává formáln¥ správný vstup, tj. ºádné nadbyte£né nebo nespá-
rované závorky, jiné neº vyjmenované symboly, a podobn¥. Kontrola vstupu není
nijak o²et°ena.

P°íkladný vstup tedy m·ºe vypadat nap°íklad takto.

(a+ c) ∗ (b+ c)

Naopak vstup nesmí vypadat takto.

(a+ c)(b+ c)

Pro zadání vstup·, na které byl p°íklad uºit v rámci °e²ení p°íklad· ve £tvr-
té kapitole není t°eba opisovat sloºité formule R nebo R̃, sta£í zadat samotné
písmeno A pro formuli R, p°ípadn¥ samotné písmeno B pro formuli R̃.

Postup programu lze shrnout do následujících krok·.

1. Vstupní formule je p°evedena do post�xové notace.

2. Je zkonstruován RBRD odpovídající vstupní formuli a abecednímu uspo-
°ádání prom¥nných. Jeho cesty z ko°ene do 1-stoku jsou po vypsány po
°ádcích.

3. Je zkonstruován BRD reprezentující minimální °ezy. Jeho cesty (tj. mini-
mální °ezy nebo-li minimální °e²ení p°íslu²né formule) jsou taktéº vypsány
po °ádcích.

Vypsáním minimálních °e²ení zadané booleovské formule ve t°etím kroku je
úkol hotov. Vypsání cest v RBRD p°íslu²ícím zadané booleovské formuli v druhém
kroku je pouze ilustrativní. Lze si z tohoto výpisu ud¥lat p°ibliºnou p°edstavu
o RBRD, který reprezentuje zadanou booleovskou formuli p°i daném uspo°ádání
prom¥nných.
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