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Uvod

Spolehlivost a kvalita vyrobkt nabyva v poslednich letech opét na dilezitosti
a pravdépodobné déile nabyvat bude. Existuji dva zakladni zptlisoby, jak zvysit
spolehlivost systému. Prvnim je zvySovani spolehlivosti jednotlivych soucastek,
druhym je zlepSovani zptusobu konstrukce systému jako celku. ZvySovani spoleh-
livosti jednotlivych soucastek je vyhodné jen do jisté meze, po jejimz piekroceni
se stava prilis nakladné. Pak museji pfijit na fadu sofistikovanéjsi zpiisoby kon-
strukce.

Prohlubovani vysledki v teorii spolehlivosti je uzitecné zejména z divodu zmi-
néného stupnovani slozitosti konstrukci modernich vyrobku. Dalsim faktorem je
bezesporu trend rozsitujici se automatizace. Clovék se stava stale vice zavislym na
vlastnich produktech, jejichz pifipadné selhdni mize mit fatalni nasledky. Proto se
minimalizace pravdépodobnosti selhdni stava prioritou. Jedna z nejrozsitenéjsich
metod vySetfovani spolehlivosti daného systému, ktera tizce souvisi se zptusobem
jeho konstrukce, se nazyva analyza stromii spolehlivosti.

K popisu funkénosti systému se ve velké mife uziva metod Booleovy logiky, je-
jiz potfebna teorie bude vylozena v prvni kapitole. V nasi praci se soustiedime na
koherentni stromy spolehlivosti, které tizce souviseji s monotonnimi booleovskymi
funkcemi. Hlavni naplni prace je hledani mnoziny minimalnich fezi koherentniho
stromu spolehlivosti. Minimalni fez si lze pfedstavovat jako mnozinu soucastek,
jejichz selhani je nutné a postacujici k zptisobeni ,,selhani“ celého systému. Kom-
binaci vad soucastek, které mohou zptlisobit selhédni celého systému miize byt
velké mnozstvi a efektivni nalezeni vSech takovych kombinaci je jednou z nejdi-
se budeme vénovat ve druhé kapitole. Vysvétlime, jak stromy spolehlivosti popi-
suji studovany systém, jakych vysledki lze dosdhnout jejich naslednou analyzou
a predstavime pfimé metody nalezeni mnoziny minimélnich fezu.

vy

dovacich diagrami. Jedna se o grafickou reprezentaci booleovskych funkei, ktera
byla poprvé predstavena|Bryantem (1986)|a nasledné uzita Rauzym (1993)k hle-
dani mnoziny minimélnich fezti koherentnich stromu spolehlivosti. A¢koliv Bryant
nejprve binarni rozhodovaci diagramy formalné zavedl za tc¢elem programové ma-
nipulace s booleovskymi funkcemi, teorie binarnich rozhodovacich diagramu se
velmi rychle pfizpusobila specifickému uziti v oblasti spolehlivostni analyzy. Tato
transformace vSak neni piiliS dobie zmapovana, coz spolu s faktem, ze Rauzy
ponechal nékteré své vysledky nedokdzané, vytvari jistou mezeru mezi formalni
definici a skute¢nym pouzitim binarnich rozhodovacich diagrami. Jednim z ci-
It predlozené prace je zminénou mezeru zacelit a predstavit moderni algoritmy
hled4dni minimalnich Fezi stromu spolehlivosti zaloZené na reprezentaci systému
pomoci binarnich rozhodovacich diagrami spolu s nalezitymi dikazy spravnosti.

Soucasti prace je také implementace uvedenych algoritmii v jazyce C++. Kom-
mentace, jako uziti techniky dynamického programovani, jsou popsany v piilo-
hach. Vlastni program uzijeme ve ¢tvrté kapitole na prikladu analyzy spolehlivosti
netrividlniho systému.



1. Booleovské funkce

Predmétem zkoumani spolehlivostni analyzy byvaji slozité systémy sestavajici
z mnoha komponent nebo soucastek. V celé spolehlivostni analyze ¢asto, v ana-
lyze stromu spolehlivosti vyhradné, neexistuje u soucastek jiny stav nez funkéni
nebo nefunkéni (neporouchany nebo porouchany). Proto v této praci nebudeme
uvazovat ¢astec¢nou funkcénost prvku. Pro charakterizaci stavu prvku nam proto
bude slouzit booleovskd proménna x; nabyvajici jedné ze dvou hodnot:

0, pokud je dana soucastka funkéni,
€Tr; = .
1, pokud je dand soucastka porouchané.

Upozornéme zde, ze uvedené oznaceni (1 odpovida poruse, 0 funkénosti) se
miize zdat na prvni pohled zvlastni. Znaceni by samozifejmé nebylo obtizné ob-
ratit. Tak, jak jsme jej uvedli, se vSak znaceni v teorii spolehlivosti bézné uziva
a smysl toho jisté docenime v dalsich kapitolach.

Mezi booleovskymi proménnymi (v tabulkach 1.1 a 1.2 to jsou x,y, z) méame
definované tii zdkladni operace, které spolu s konstantami 0 a 1 spliiujici axiomy
dvouprvkové Booleovy algebry (Booleovy logiky):

e Scitani (4), které odpovida logické operaci nebo (V), pfipadné mnozinovému
sjednoceni (U).
e Nasobeni (-), které odpovida logické operaci a zdroveri (A), piipadné mno-

zinovému praniku (N).

e Inverzi (7!), kterd odpovida logické operaci negace (—), piipadné mnoZzino-
vému komplementu ().

r+y=y+zx T Y=y-x komutativni zdkony
r+(y+z2)=(x+y)+=z r-(y-z)=(x-y)- 2 asociativni zakony
r-(y+z)=z-y+zx-z | (x+y) (r+2) =z -x+y | distributivni zdkony
r+0=z r-l==x neutralita konstant

4+ t=1 R~ komplementace

Tabulka 1.1. Axiomy Booleovy logiky.

r+1=1 x-0=0 agresivita konstant
r+r=x rT-TrT=z idempotentni zdkony
r+x-y=x|x-(x+y)==x| absorpénizikony

Tabulka 1.2. Dalsi vlastnosti Booleovy logiky.

Zavorkovani vyrazi je stejné jako v aritmetice. Pro uplnou definici Booleovy
algebry viz napf. [Hurt (1984, str. 103)} odtud byl piejat obsah tabulek 1.1 a 1.2.
Idempotentnim a absorpénim zdkontim budeme souhrnné tikat redukcni pravidla.

Pozn. 1.1. Uzivani trojice (+,-,7!), tzv. inZenyrské notace, namisto logickych
symboli byva nékdy pfedmétem nedorozuméni. P1i kvantifikaci spolehlivosti sys-
tému se mizeme setkat s vyrazy, které obsahuji symbol sé¢itani ve dvou riiznych



vyznamech. Proto se nékdy uziva zcela jind forma zapisu booleovskych vyrazu,
zapisuji se jako aritmetické vyrazy. Tento zpusob vsak radéji nebudeme viibec
uvadet, abychom predesli zmatkiim. Na druhou stranu z uzivani ,inzenyrské no-
tace* namisto logickych operaci (tak to budeme délat my) plyne nékolik vyhod.
Operace nasobeni mé vyssi prioritu a podobné jako v aritmetice ji budeme né-
kdy vynechavat, ¢imz se zapis vyrazi stane o mnoho pfehlednéjsi. Do problému
se znacenim se v této praci nedostaneme, trojici operaci (+,-,71) budeme uzi-
vat vyhradné jako operace mezi prvky Booleovy logiky, nikdy se nebude jednat
o aritmetické operace.

Def. 1.1. Vyrazu obsahujicimu booleovské proménné a vysSe zminéné opera-
ce fikame booleovskd formule. Zavislost booleovské formule s na proménnych
Ty,..., %, vyjadiujeme zapisem s(z1,...,Z,). O

Booleovska formule tzce souvisi s pojmem booleovské funkce.

Def. 1.2. Booleovskd funkce n proménnych je funkce f: {0;1}" — {0;1}. O

Jsou-li zy, ..., z, booleovské proménné a s(xy, ..., x,) booleovska formule, pak
tato formule definuje booleovskou funkci s : {0;1}" — {0;1}. Muzeme si také
snadno rozmyslet, ze formule jednoznac¢né urcuje funkci, zatimco opac¢né tvrzeni
neplati. Funkéni pfedpis nicméné byva casto zadan pomoci formule, a v tom pii-
padé nebudeme mezi pojmy booleovska funkce a booleovska formule délat rozdil.

1.1 Strukturni funkce

Méjme systém S sestavajici z n prvki xq,...,x,. Stejné jako prvky, ze kterych
je sloZen, i cely systém miize byt pouze funkéni nebo nefunkéni, tedy

g_ 0, pokud je systém funkéni,
11, pokud je systém porouchany.

Predpokladejme, 7ze stav systému je urcovan pouze hodnotami jeho soucéastek.
Dale predpokladejme, ze jednotlivé prvky selhavaji nezavisle na sobé. Pak je S ve
skute¢nosti booleovskou funkci proménnych zy,...,z,. S(xy,...,2,) se nazyva
strukturni funkce.

Nezavislost se zda byt rozumnym piredpokladem vzhledem k tomu, Ze za sou-
c¢astku se vzdy snazime brat co nejdetailnéjsi ¢ast systému. Zde vsak nastava
nékolik problémi. Za prvé, ne vzdy se daii rozebrat systém dostatecné detailné,
a za druhé, i kdyz se to podaii, mohou existovat vlivy ptusobici na mnoho soucés-
tek najednou, které jsme pii teoretickém rozboru systému neuvazovali. O téchto
problémech bude feceno vice ve druhé kapitole, nyni predpokladejme nezavislost.

Def. 1.3. Budiz S = S(x1,...,x,) strukturni funkce. Prvek z;,i € {1,...,n},

se nazyva relevantni, pokud Si;,—oy # S{z,=1} pro né&jaké hodnoty zy,...,z;_1,
Tit1,-..,%n, kde zapisem S{;,—qy rozumime S(z1,...,%-1,a,Tit1,...,Ty,) PrO
a = 0,1. V opa¢ném piipadé se prvek nazyva irelevantni. O



Jinymi slovy, prvek se nazyva relevantni, pokud jeho funk¢nost mé jisty vliv
na fungovani celého systému. Obsahuje-li systém alespon jeden relevantni prvek,
musi existovat stav, ve kterém je systém funkéni, stejné jako stav, ve kterém
funkéni neni.

1.2 Alespon k z n

V praxi se ¢asto setkavame s piipadem struktury, kterd je funkéni jen tehdy, pokud
je alespon jisty pocet jejich podstruktur funkénich. Prikladem muze byt chladici
systém n ventilatort, ktery selze (dojde k piehiati), pokud nebude alespon k
ventilatorti dobfe pracovat.

K popisu takového systému si zavedeme specialni booleovskou funkci.

Def. 1.4. Budte k,n € Nk <n, a xy,...,x, booleovské proménné. Pak definu-
jeme

1, pokud alespoii £ proménnych

; (k ) nabyva hodnoty 1,
alespon(k,xq,...,x,) =
b ! 0, pokud alespon n — k 4+ 1 proménnych

nabyva hodnoty 0.
O

Struktura ,alespon k z n“ je v systémech casto pfitomnd, protoze se jedna
o typicky zptsob zdlohy. Obecné mame dvé moznosti, jak zvysit spolehlivost
daného systému. Prvni moznosti je zvySovani spolehlivosti jednotlivych soucastek,
coz vS8ak nebyva v nasi moci a ¢asto je to velice finan¢né naroc¢né, pokud viibec
mozné. Druhou moznosti je pak zavadéni zaloh. Podstata metody spociva v tom,
ze k néjaké soucastce (majici zpravidla pro fungovani systému kriticky vyznam)
pridame dalsi soucastky, které jsou v piipadé poruchy pivodni souc¢astky schopny
zastat jeji funkci.

Otézkou nyni je, jak vypada booleovska formule popisujici funkei alespon. Tu
potiebujeme znat zejména kviili algoritmim, které budou predstaveny v dalsich
kapitolach a které pracuji se strukturou pravé na zakladé znalosti prislusné boo-
leovské formule.

Postup bude rekurzivni a primocary, zalozeny na rovnosti

alespon(k,x1,...,x,) =

(1.1)

= w1 - alespon(k — 1, xs, ..., x,) + alespon(k, xa, ..., x,).

Funkei alespon muzeme rozkladat pouzitim (1.1), az se snizi pocet proménnych
nebo stupen natolik, Ze z predpisu zmizi posledni alespon pouzitim jedné ze
ziejmych rovnosti

alespon(k,zy,..., o) = o1 ... T, (1.2)

alespon(1l,xy,...,x5) = 1 + ... + T, (1.3)



Pro tplnost si postup ukazme na piikladu.

Pi. 1.1. Uvazujme chladici systém ctyfech ventilatori oznacenych a,b,c,d, kte-
ry selhava, pokud alespon dva ventilatory nejsou funkéni, tj. jsou-li alespon tii
nefunkéni. Strukturni funkce takového systému je alespon(3,a, b, ¢, d). Aplikujme
vySe uvedeny postup k ziskani booleovské formule.

alespon(3,a,b,c,d) = a -alespon(2,b,c,d) + alespon(3,b,c,d)
= a [b-alespon(1,c,d) + bed
= a[b(c+d)] + bed

Pritom v prvnim fadku jsme vyuzili rovnosti (1.1), v druhém tadku rovnosti (1.1)
a (1.2) a ve tfetim Fadku rovnosti (1.3). A

Pozn. 1.2. Z piedchoziho piikladu a rovnosti (1.1)—(1.3) je patrné, Ze kazdou
funkci alespon muzeme vyjadfit booleovskou formuli obsahujici pouze proménné
a symboly sc¢itani a nasobeni.

1.3 Monoténni a koherentni funkce

Def. 1.5. Necht zy, ..., Zn, Y1, . ., yn jsou booleovské proménné, = (z1, ..., z,),
y = (y1,...,Yn). Rekneme, Ze booleovska funkce f je neklesajici, pokud plati
f(x) < f(y), kdykoliv je ¢ < y. O

Jedna4 se tedy o pripad funkce, ktera je neklesajici ve vSech proménnych. V né-
sledujici poznamce a vété si popiSeme, jak vypadaji nékteré neklesajici booleov-
skych funkei.

Pozn. 1.3. Bud a booleovskd proménna. Funkce f(a) = a je ziejmé neklesajici.

Véta 1.1. Budte ¢ = (z1,...,2,) ay = (y1,-..,Yn) booleovské proménné.
Meéjme dvé neklesajici booleovské funkce f(x) a g(y). Potom booleovské funkce
w(x,y) = f(x) +g(y) av(z,y) = f(x) - g(y) jsou také neklesajici.

Dikaz.
Méjme z,z*,y,y* € {0;1}" a necht (z,y) < (z*,y*). Potom je f(z) < f(z*)
a g(y) < g(y*).

V piipadé funkce u chceme ukézat, ze nemuze byt u(x,y) > u(x*, y*), coz by
mohlo nastat pouze tehdy, pokud by bylo u(x,y) = 1 a zaroven u(x*,y*) = 0.
Je-li ale u(x,y) = 1, pak bud f(x) = 1 nebo g(y) = 1. Z monotonie f a g pak
bud f(x*) =1 nebo g(y*) = 1, a tedy musi byt u(xz*,y*) = 1.

V piipadé funkce v staci ukazat, Ze nenastava situace v(x,y) = 1 a zaro-
ven v(x*,y*) = 0. Je-li v(x,y) = 1, musi byt f(x) = 1 a zaroven g(y) = 1.
Z monotonie funkci f a g odtud plyne, 7e f(x*) = 1 a g(y*) = 1. Pak ale je
v(x*, y*) = f(x*) - g(y*) = 1.



Pomoci pojmi monotonie a relevance prvka nyni zavedme pojem koherentni
strukturni funkce.

Def. 1.6. Strukturni funkce S = S(zy,...,x,) se nazyva koherentni, jestlize S je
neklesajici a v8echny prvky zq,...,x, jsou relevantni. O

Z poznamky 1.2, poznamky 1.3 a véty 1.1 plyne, ze funkce alespon libovolnych
argumentt je neklesajici. V piipadé funkce alespon(k,xq,...,z,), kde k,n €
N, k < n, jsou vSechny prvky relevantni, funkce alespon je tim padem koherentni.

Predpoklad relevance prvku pro nas nebude v zasadé nijak dilezity. Jedné se
pouze o konvenci korespondujici se zvyklosti, Ze v matematice vyjadiujeme za-
vislost funkce jen na téch proménnych, na kterych je skuteéné zavisla. Naopak
pozadavku monotonie v budoucim nékolikrat vyuzijeme. Intuitivné ho Ize odi-
vodnit tak, Ze porucha soucastky by neméla mit za piimy nasledek zlepSeni stavu
celého systému. A¢ se s takovymi systémy v praxi muzeme setkat, na prvni pohled
se zda predpoklad monotonie naprosto prirozeny.

1.4 ReSeni a minimalni rfeSeni koherentni boole-
ovské funkce

V této sekci si definujeme pojmy feSeni a minimalniho feSeni koherentni boole-
ovské funkce. Abychom to mohli udélat, potifebujeme nejprve Castecné uspora-
dani < na mnoziné {0;1}". To si zavedeme tak, jak byva na kartézském souci-

nu zvykem: budte z1,...,Zn, Y1, .., Yy, booleovské proménné, x = (r1,...,z,),
y=(y1,...,Yn), pak x < y, jestlize x; < y; pro kazdé ¢ = 1,...,n. Podobné za-
vadime ¢astecné usporadani <. Je x < y, jestlize x; < y; pro kazdé 1 = 1,...,n.

ReSeni a minimalni feSeni nyni zavedeme nasledovné.

Def. 1.7. Necht § € {0;1}", f : {0;1}* — {0;1}. Rekneme, Ze 8 je Fedenim
booleovské funkce f, jestlize f(J) = 1. O

Def. 1.8. Necht ¢ je resenim koherentni booleovské funkce f. f{ekneme, 7e 0 je
minimdlni, jestlize pro kazdé ¢’ € {0;1}" takové, ze &' < 6 plati f(§’) = 0. O

Pozn. 1.4. Mame-li booleovskou funkci f(xq,...,7,) a d € {0;1}" je jejim Te-
Senim, zapisem § = {z;,,...,2; }, kde iy,...,ip € {1,...,n} jsou po dvou ruzné
indexy, rozumime, 7ze feSeni ¢ odpovida néasledujicimu piirfazeni hodnot promén-
nych:
. 0, proj € {i1,... i},
! 1, proje{l,...,n}\{i1, ... i}

Castecné usporadani < na mnoziné vSech FeSeni tedy odpovida usporadani
pomoci inkluze, divame-li se na feSeni jako na mnoziny.

P¥. 1.2. Booleovska funkce f(a,b,c) = a(b+ ¢) + bc m& 4 riznd feSeni: §; =
{a,b,c}, 62 = {a,b}, 65 = {b,c} a 64 = {a,c}. ReSeni dq, 03, d4 jsou minimalni,
reSeni 0 nikoliv, protoze je napiiklad oo < 6. A



Reseni strukturnd funkce je tedy soubor takovych pozadavki na stav soucas-
tek, jejichz splnéni zptsobuje poruchu systému. Pod pojmem minimdlni resend
si pfedstavujeme takovy soubor pozadavki, ze pti opomenuti libovolného z nich
zbyvajici pozadavky poruchu nevyvolaji. Tyto pozadavky maji pfitom tvar ,necht
x; = 1%, kde z; je systémova soucastka. Diky predpokladu monotonie pozadavky
tvaru ,necht x; = 0 nemé zadny smysl uvadét, kazdy stav zbylych soucastek
vyvolavajici poruchu systému pii z; = 0 musi kvili monotonii vyvolavat poruchu
ipiiz; =1.

Pokud tedy chceme fici, jaky stav soucastek vyvola poruchu systému, staci
vyjmenovat ty soucastky, které maji primo selhat, o ostatnich se nemusime viitbec
zminovat. Diky tomu muzeme jednotliva feSeni skuteéné popsat tak, jak jsme to
udélali v poznamce 1.4, a naSe definice pojmu minimdini Fesent dava dobry smysl.

Pro nemonoténni booleovskou funkci nelze definovat feseni takto intuitivneé.
Respektive nase definice by sice pro nemonoténni funkci nebyla formalné zavad-
na, ale prilis by nekorespondovala s tim, co si pod pojmem minimdalni FesSent
predstavujeme. Proto se pro nemonoténni funkce zavidi namisto minimélnich fe-
Seni takzvané prosté implikanty (prime implicants, v souvislosti se spolehlivostni

analyzou viz napi. [Rauzy, 2001)).

1.5 Shannonova dekompozice

Na zavér kapitoly o booleovskych funkcich si uvedeme tvrzeni zndmé jako Shan-
nonova dekompozicni véta, kterou budeme hojné vyuzivat pii praci s bindrnims
rozhodovacimi diagramy ve tieti kapitole, a nékteré jeji disledky. Jesté predtim
si zavedeme funkci ite (zkratka anglického if-then-else), coZ je znafeni, v némz
budeme Shannonovu dekompozici uzivat. Definice a znéni vét v této Casti jsou
prevzaté od [Rauzyho (1993)] ditkaz véty 1.2 pochazi od [Hurta (1984, str. 108)]

Def. 1.9. Budte f, g, h booleovské funkce. Potom funkce ite je definované vzta-
hem

Zt@(f,g,h) :fg—’—fil +h.
O
Véta 1.2. (Shannonova dekompozice) Bud f = f(xy,...,x,). Potom plati
[ =ite(x;, flzi=1}, frzi=0y) Proi € {1,...,n}.
Driikaz.
Rozebereme dva piipady. Nejprve necht je x; = 0. Potom plati
[ = flai=0y = ;- Jiei=0y = 0+ z 7t flei=0y =
— I'Z' + xi_l . f{wi:O} — I'Z' . f{zi:1} —'— I‘i_l . f{CIZZZO} —
= ite(Ti, fei=1}s frai=o})]-
Déle necht je x; = 1. Potom plati
f= f{:ﬁl:l} =T f{:ri:l} =0+ f{xizl}] =
=z '+ Jiei=1) = z; ' Jrwi=0y + i+ fra=1y =
= ite(Ti, fei=1}> f{ai=0})-
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Tim je dukaz hotov. M|

Nyni nasleduje diisledek dekompozi¢ni véty, kterou budeme uzivat v rekurent-
nim algoritmu konstrukce bin&rntho rozhodovaciho diagramu. Symbol ¢ znadci
libovolnou logickou binarni operaci (napf. =,<...), my vSak budeme tvrzeni
potiebovat pouze pro operace séitani a nasobeni.

Véta 1.3. Budte x,y booleovské proménné a fi, fo, g1, g2 booleovské funkce ta-
kové, ze f1, fo nezavisi na proménné x a gy, go nezavisi na promeénnych x, y. Potom
plati nasledujici rovnosti.

ite(z, f1, f2) oite(x, g1, g2) = ite(x, f10 g1, f2© go) (1.4)

it@(xa f1, f2) % ite(ya g1, 92) = it@(% fio ite(y, g1, 92)> fao ite(y, g1, 92)) (1-5)

Diikaz.
Ve znéni Shannonovy dekomporzice si misto funkce f piedstavime funkci f ¢ g,
¢imz dostavame

f<>g - ite(xiv [fog]{wiil}v [fog]{m:o}) .

Ztejmé plati [f © gliz,=a} = frai=a} © G{zi=a} Pro @ = 0,1, tedy mame

[ og=ite(xi, floi=1} © 9{zi=1}> fizi=1} © G{wmi=0}) -

Dosadime-li ite(z, fi, fo) misto f a ite(x, g1, g2) misto g a pouzijeme-li vlastnosti
lite(xi, 0, ) [z=13 = ¢ a [ite(z;, 9, 1)]{z,=0y = ¥, které plynou pro libovolné bo-
oleovské funkce ¢, 1) pfimo z definice funkce ite, dostavame pfesné rovnost (1.4).
Rovnost (1.5) se dokaze uzitim téch samych vlastnosti.

Opakovanym pouzivanim Shannonovy dekompozice se mizeme dostat az k tva-
ru funkce, ktery se nazyva Shannonuv a je rekurzivné definovan takto.

Def. 1.10. Bud f booleovska formule. Rekneme, ze f je v Shannonové tvaru,
jestlize f je identicky rovna konstanté (0 nebo 1) nebo plati f = ite(z, g, h), kde
x je proménné funkce f, a g,h jsou formule v Shannonové tvaru, ve kterych se
x nevyskytuje. O

Véta 1.4. Kazdou booleovskou funkei lze vyjadfit pomoci formule v Shannonové
tvaru.

Driikaz.
Plyne snadno indukci podle po¢tu proménnych dané funkce z véty 1.2. d

Shannoniiv tvar pro nas bude dulezity ve tieti kapitole, kde si predstavime
binarni rozhodovaci diagramy. Bude se jednat o grafické znazornéni booleovské
funkce, které méa ,na pohled“ nejblize pravé k Shannonovu tvaru dané funkce,
jak uvidime v definici 3.3 a v pirikladu 3.1 na strané 24.



2. Stromy spolehlivosti

Stromy spolehlivosti byly poprvé predstaveny roku 1961 H. A. Watsonem a v na-
sledujicim desetileti zaznamenaly vyrazny rozvoj predevsim v oblasti jadernych
bezpetnostnich systémi (Lee, 1985). Strom spolehlivosti je graf reprezentujici
logické vazby a zavislosti, jehoz vyhodnocovani, ale i samotna konstrukce, nam
umoznuji bliz§{ nahled do fungovani analyzovaného systému. Své popularity stro-
my spolehlivosti nabyly patrné diky tomu, jak piehledné vystihuji logické vztahy
mezi komponentami systému.

V minulé kapitole jsme si ukazali, jak informaci o funkénosti daného systé-
mu matematizovat pomoci strukturni funkce. Vyjma trivialnich piipadu je vSak
ziskani této funkce pro dany systém piilis slozitym tkolem, a proto se pouzivaji
techniky modelovani systému, napiiklad pomoci stromu spolehlivosti, z nichz lze
nasledné snadnéji ziskat booleovskou formuli.

2.1 Konstrukce stromu spolehlivosti

Strom spolehlivosti sestava z uddlosti (events), které mohou a nemusi nastat,
z bran (gates), které symbolizuji logické operatory mezi udélostmi, a z hran spo-
jujicich uddlosti s branami. Nejzakladnéjsi typy bran a uddlosti 1ze nalézt v tabulce
2.1, na obrazku 2.1 je pak uveden ptiklad jednoduchého stromu spolehlivosti.

Q brana KONJUNKCE vnitini udalost
I

@ brana DISTUNKCE C) zakladni udalost
ZS brana NEGACE <> nerozvinuta udalost

Tabulka 2.1. Zakladni typy bran a udélosti.

Konstrukce stromu spolehlivosti zac¢ina urcenim stavu, jehoz vyskyt chceme
vySetfovat, tj. zjistit, co a jak muze tento stav vyvolat. Muzeme se ptat na jistou
miru funkénosti nebo jistou miru selhani systému, v analyze stromu spolehlivosti
se tradiéné ptame na selhani (Vesely, 1981, str. ITI-2)). K tomu néas vede hned néko-
lik divodi. Zaprvé existuje typicky mnohem vice cest, jak miize systém fungovat,
nez jak muaze selhat (Vesely, 1981, str. III-2)), coZ souvisi s tim, 7e na moderni
vyrobky jsou kladeny vysoké naroky kvality. Ocekavame, Ze vyrobek bude fungo-
vat, na druhou stranu jeho selhani miize ¢asto vést ke katastrofalnim nasledktim,
proto moznosti selhani chceme dobie progetfit. Podle [Veselyho (1981, str. ITI-2)|
dalsim divodem pro vySetfovani, kdy systém selhava, namisto toho, kdy funguje,
je jednodussi urceni, co presné lze povazovat za selhani, zatimco funkénost systé-
mu se obvykle vaze na piili§ velké mnozstvi charakteristik jako je efektivita apod.
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A jak jsme Fekli jiz v minulé kapitole, pii analyze stromi spolehlivosti je nutné
divat se na systém jako bud'to funkéni nebo nefunkéni, nic mezi tim se tradi¢éné
neuvazuje. Pokud bychom pfeci jen chtéli vySetfovat vice stupnu selhani, musime
pro dany systém vytvofit vice stromu spolehlivosti a ty vyhodnocovat nezéavisle
na sobé.

A

(a) B

G G
L L & D

Obrazek 2.1. Strom spolehlivosti.

Konstrukce stromu spolehlivosti tedy zac¢ina specifikaci udalosti nebo stavu
systému, ktery pro nas znac¢i neschopnost daného systému vykonavat svou funkei.
Tato uddlost se nazyva Fidici (top event) a je umisténa v kofenu stromu (¥idici
udalost je na obrazku 2.1 znacena obdélnikem s pismenem A uvnitf).

Dale se ptame, co muze vyvolat ridici uddlost, tzn. hledame co nejblizsi ta-
kové uddlosti na nizsi hladiné, které jsou nutné a postacujici k zptusobeni 7idici
uddlosti. Frazemi ,,co nejblizsi“ a ,na nizsi hladiné* vyjadiujeme pozadavek, aby
se jednalo o takové udalosti, které maji ridici udalost za pifimy néasledek. Tyto
uddlosti jsou dohromady spojeny branou, pricemz uddlosti nad branou fikejme
vystupni, zatimco udalostem pod branou wvstupni (na obrazku 2.1 jsou udalosti
a, B vstupnimi uddlostmi brany G1). Pokud kazda ze wstupnich uddlosti muze
sama zpusobit vystupni uddlost, pouzivame branu DISJUNKCE, pokud pouze
vyskyt vSech vstupnich udalosti zaroven miize zpusobit vystupni udalost, pou-
zivame branu KONJUNKCE. Brany KONJUNKCE a DISJUNKCE odpovidaji
logickym operacim konjunkce a disjunkce (pfipadné mnozinovému priniku a sjed-
noceni) s tim rozdilem, ze brany mohou mit vicero vstupnich udalosti, nemuseji
byt nutné binarni (odpovidaji tedy ,,velkému priniku* (] nebo ,velkému sjedno-

ceni“ |J).

Postup popsany v predchozim odstavci aplikujeme na kazdou udalost, kte-
rou jesté umime takto rozlozit, tj. zjistit, co ji zpusobuje. Postupné piidavame
brany a udalosti do nizsich hladin stromu spolehlivosti tak dlouho, az se dosta-
neme k udélostem, které jiz nejsme schopni nijak blize vySetfit. Bud proto, Ze
je uz lze v jistém smyslu povazovat za nerozlozitelné (takovym udalostem fikame
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zdkladn?), nebo proto, ze a¢ by dalsi rozkladani bylo k uZitku, my jej jiz nejsme
schopni provést (takové udalosti nazyvame nerozvinuté, viz tabulka 2.1). Udalosti
vyskytujici se uvniti stromu (tj. nejsou zdkladni ani nerozvinuté, jsou nasledovany
branou) nazyvame vnitini.

Vedle bran znazornénych v tabulce 2.1 existuje nemalé mnozstvi dalsich, kte-
ré odpovidaji méné pouzivanym logickym operacim, napt. ezkluzivni disjunkci
(vystupni udalost takové brany je zpiisobena, nastane-li pravé jedna z vstupnich
udalosti), nebo jinym zptsobem zptehlediuji strukturu stromu, typickym piikla-
dem je funkce alespon popsana v sekci 1.2, majici svou vlastni branu. Tyto dalsi
brany lze vSak vyjadrit pomoci bran uvedenych v tabulce 2.1, je to dokonce nutné
pied vyhodnocovanim stromu pomoci riznych algoritmi (Limnios, 2010, str. 53)).

Ukazme si nyni jednoduchy priklad konstrukce stromu spolehlivosti.

Pt. 2.1. Nasim cilem je napustit zahradni jezirko. Vezmeme hadici, jeden jeji
konec ptipojime na nas léty provéreny zavlahovy systém, druhy konec umistime
do jezirka. Predpokladejme, 7e tato hadice je jedinym piivodem vody do jezirka.

Zdroje vody pro zavlahovy systém jsou dva — vodni jimka a vefejn& vodo-
vodni sit (skrze nas diim). Z obou téchto zdroji rozhani vodu po zahradé stejné
¢erpadlo. O zavlahovém systému predpoklddame, Zze jeho infrastruktura je bez-
chybna, jediné divody jeho nefunkénosti, které budeme uvazovat, je nedostatek
vody a nefunkc¢nost cerpadla.

Na tomto velmi zjednoduseném piikladu je vidét, jak ¢lovék vytvarejici strom
spolehlivosti ovliviiuje piresnost modelu jesté diive, nez vubec zacne s konstrukei
samotného stromu.

Konstrukce zac¢ina specifikaci ¥idici udéalosti. Zde ma opét konstruktér dilezi-
tou moznost volby. Mohli bychom volit za fidici udalost ,jezirko se nenapustilo®,
ale to je prilis obsirné. Lepsi je napiiklad spocitat ¢as t; potfebny k napusSténi
jezirka (tady uz zanedbavame potencionalni problémy samotného jezirka, jako
napf. $patny podklad zpisobujici prosakovani vody do pudy) a fidici udélost
specifikovat jako ,v Case t < t; piestala téct z hadice do jezirka voda‘“. Vzhle-
dem k tomu, Ze my se nebudeme snazit kvantifikovat pravdépodobnost tspéchu
napousténi, zvolime fidici udalost prostéji jako

A = ,wvoda z hadice do jezirka netece”.

Co muze mit fidici udéalost A za piimy dusledek? Je to bud udalost
a = ,hadice neplni svou funkci”,

kterou jiz budeme povazovat za zakladni, pfestoze bychom se mohli dale ptat,
zda je hadice poskozena nebo Spatné zapojend, nebo udalost

B = v zdavlahovém systému nent voda“.

Proto pod fidici udalost A umistime branu DISJUNKCE, jejiz vstupni udélosti
budou a a B (viz obrazek 2.1). Rozvijejme dale B. V zavlahovém systému neni vo-
da, pokud C' = , nepfichdzi voda z jimky“ a zdroven D = ,neptichdzi voda z domu*.
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Pod udélost B pripojime tudiz branu KONJUNKCE a jeji vstupni udalosti budou
CalD.

Voda z jimky nemuZe piichazet, pokud budto b = ,voda v jimce neni“ ne-
bo ¢ = ,,cerpadlo neni funkcéni®. Za C tedy nasleduje dalsi brana DISJUNKCE.
Udalost b je jiz zakladni. Udalost ¢ by jisté nebylo na skodu blize vySetftit, ale
vodnim ¢erpadlim nerozumime, prohlasme tedy ¢ za nerozvinutou udalost. VS§im-
néme si, ze pokud bychom chtéli prosettit funkénost ¢erpadla, mizeme vytvorit
zvIast strom spolehlivosti s fidici udalosti ¢ a tento strom pak ,,p¥ipojit* k nasemu
aktuédlnimu.

Nyni zbyva rozebrat udalost D. Tu muze také zpusobit nefunkénost cerpadla
(udalost ¢) nebo (brana DISJUNKCE) udélost d = ,netece voda z domu*, které
miize byt zptisobena externim problémem s vodovodem nebo internim problémem
s potrubim nebo elektfinou, nicméné do toho uz nezabihejme, prohlasme d také
za nerozvinutou udalost. Tim je hotovy velice jednoduchy strom spolehlivosti
z obrazku 2.1. A

Pro netrivialni systémy byva sestaveni dostate¢né rozvinutého stromu spoleh-
livosti obtiznym a ¢asové naro¢nym tukolem (Vesely, 1981, str. ITI-2)). Jedn4 se
o proceduru vyzadujici hlubokou znalost analyzovaného systému a notnou davku
zkuSenosti a intuice. Podle [Limniose (2010, str. 57)| by konstrukce stromu spoleh-
livosti méla byt ,,plodem spolupréice mezi riznymi specialisty, kteri se podileji na
realizaci daného systému, od projektanta az po pracovnika obsluhy*.

Existuji obecné rady, jak pii konstrukei stromu spolehlivosti postupovat. Sou-
bor takovych rad ma ale k algoritmu velmi daleko. Ve zbytku prace se proto
soustiedime na vyhodnocovani stromu spolehlivosti, nikoliv na jeho konstrukci.
Proceduru konstrukce jsme si pfibliZzili na takové trovni, abychom chapali, co
strom spolehlivosti je, a uvédomovali si jeho vyhody a omezeni:

e Strom spolehlivosti je model, ktery graficky reprezentuje logické vztahy
a vazby mezi jednotlivymi komponentami daného systému. Jeho konstrukci
a naslednou analyzu provadime za ticelem odhaleni pficin, které mohou vést
k vyskytu jedné specifikované udalosti.

e Strom spolehlivosti nepopisuje vSechny formy selhani analyzovaného systé-
mu, nybrz jen jednu konkrétni — tu, kterad je zvolena jako 7idici uddlost.

e Bez ohledu na to, jak pfesna a uplna analyza (vyhodnoceni) stromu spoleh-
livosti miize byt, v netrividlnich pfipadech ji nelze povazovat za dokonale
presny popis chovani daného systému, protoze strom spolehlivosti nemiize
pokryt veskeré mnozstvi piicin, kvili nimz muze dojit k selhani systému
(Vesely, 1981, str. TV-1J).
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2.2 Zadani stromu soustavou rovnic a vztah ke struk-
turni funkci

Zname-li strom spolehlivosti daného systému a divame-li se na udalosti jako na
booleovské proménné, neni problém vystupni udalost libovolné brany G vyjadiit
pomoci booleovské formule obsahujici vstupni udélosti G. Takto muzeme vyjadiit
kazdou vnitini udalost daného stromu a popsat tak strom spolehlivosti systémem
booleovskych formuli. Takovému zapisu budeme tikat zaddni stromu spolehlivosti
soustavou rovnic. Piipominame uzivani ,,inZenyrské notace®, viz poznamka 1.1.

P+. 2.2. Strom spolehlivosti z obrazku 2.1 popisuje nésledujici systém rovnic.

A =a+B
B=CD

C=b+c
D=c+d

A

Provadime-li postupnou substituci udalosti, které jsou ve stromu spolehlivosti
vyse za ty, které jsou nize, muzeme dostat vyjadieni fidici udalosti booleovskou
formuli obsahujici pouze zdkladni uddlosti (mezi zdkladni uddlosti dale berme
i nerozvinuté, pro acel vyhodnocovani neni dilezité, pro¢ udalost nebyla dale
rozlozena). S ohledem na volbu 7idici uddlosti se muze se jednat o strukturni
funkci systému.

Pr. 2.3. Provadéjme postupnou substituci v soustavé rovnic z ptikladu 2.2. Do-
staneme

A=a+B=a+CD=a+((b+c)D=a+ (b+c)(c+d).

A

Na strom spolehlivosti se tedy miizeme divat jako na grafické znazornéni struk-
turni funkce, pokud budeme predpokladat, Ze systém nemiize selhat jinym zpiiso-
bem, nez tim zvolenym za Fidici udalost. Ostatné fidici udalost muze byt zvolena
dostatec¢né obsirné jako ,systém selhal®, konstrukce stromu s takto obecnou ridici

vvvvvv

(Vesely, 1981, str. I11-3).

Pozn. 2.1. Viimnéme si jesté jedné podobnosti mezi stromem spolehlivosti a boo-
leovskou formuli. Méjme strom spolehlivosti postaveny pouze z bran KONJUNK-
CE a DISJUNKCE, necht jsou vSechny tyto brany binarni (maji pravé dvé vstupni
udalosti) a vypustme ze stromu spolehlivosti vSechny vnitini udélosti. Dostava-
me bindrni strom (pojem z teorie grafi), jehoZ vnitini uzly jsou logické operace
a listy jsou booleovské proménné. V praktickém programovani je takovy bindrnd
strom oblibenou datovou strukturou k ukladani aritmetickych vyrazu jakymi jsou
napiiklad booleovské formule v opera¢ni paméti.
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2.3 Koherentni stromy spolehlivosti

Stromy spolehlivosti se rozdéluji na koherentni a nekoherentni, pfitom definice ko-
herence jsou v literatufe znacné nesourodé. Ziejmé bychom chtéli, aby koherence
stromu odpovidala koherenci ptislugnych booleovskych funkei (vztah mezi boo-
leovskou funkei a stromem spolehlivosti jsme nastinili v predchozi sekci). Mozna
definice tedy je:

e strom spolehlivosti se nazyva koherentni, pokud jemu odpovidajici struk-
turni funkce (pfesnéji booleovska funkce odpovidajici ¥idici udalosti) je ko-
herentni (definice 1.6 v sekei 1.3).

Castéji se pouziva na prvni pohled silnéjsi definice:

e strom nazyvame koherentni, pokud jediné brany v ném vyskytujici se jsou
brany KONJUNKCE a DISJUNKCE.

Druhéa z uvedenych definice je vSak striktné vzato nedostatecné, je tfeba dodat
pozadavek, ze mnozina zakladnich udalosti nesmi obsahovat jev a jeho negaci
zaroven.

Pozn. 2.2. Kazdy strom spolehlivosti lze pfeusporadat tak, aby jediné v ném se
vyskytujici brany byly KONJUNKCE a DISJUNKCE (Limnios, 2010, str. 53]).
Brany odpovidaji booleovskym operacim a ty jsou vSechny piimo definovany
pomoci konjunkce, disjunkce a negace. Podobné jako pfi tpravé booleovskych
formuli muzeme strom spolehlivosti ekvivalentné (ve smyslu, ze znézoriuje tu-
téZ booleovskou funkci) upravit tak, aby se brany NEGACE vyskytovaly pouze
v t&sné blizkosti zakladnich udalosti (tj. kazda brana NEGACE je spojena s néja-
kou zakladni udalosti pfimou hranou). Pak sta¢i negovat pfimo zakladni udalosti
(prevratit hodnoty booleovskych proménnych) a mizeme se bran NEGACE tpl-
né zbavit. Kazdy strom spolehlivosti tedy lze ekvivalentné piepsat do tvaru, kte-
ry obsahuje z bran pouze brany KONJUNKCE a DISJUNKCE. [Limnios (2010,
piSe, Ze tento tvar je jednoznacény a nazyva ho umirnény (restrained).
Pokud mnozina zékladnich udalosti stromu v umirnéném tvaru neobsahuje jev
a jeho negaci zaroven, lze na takovy strom aplikovat algoritmy predpokladajici ko-
herenci, které budou predstaveny v sekci 2.5 a ve tieti kapitole. Jenom si musime
dévat pozor, ze mohlo dojit k prevraceni nékterych hodnot booleovskych promén-
nych reprezentujicich zdkladni udalosti. Uz tedy neplati, Ze hodnota 1 vyjadiuje
jistou formu selhani a naopak 0 jistou formu funkénosti.

Analyza stromii spolehlivosti se vyvijela dvéma cestami, jejichz odlisné pii-
stupy se dodnes odrazi v literatufe. Jeden ptistup vychazi z koherentni teorie
spolehlivosti a je postaven na konceptu minimdlnich Tezi, jimiz se budeme za-
byvat v prevazné casti zbytku prace. Pojem minimadlni 7ez splyva s pojmem
manimdalni resent booleovské formule a jeho formalné spravné zadefinovani vyza-
duje koherenci. Koherentnim systémtim je tim padem prifazena velka dilezitost.
Na nekoherentni systémy se teorie dodatecné rozsifuje (viz napf. [Limnios, 2010,
[kap. §)), nebo nebyvaji zminény viibec (napf. [Vesely, 1981)). Druhym piistupem je
vétsi orientace na teorii booleovskych funkci a nahrazeni minimalnich feSeni boo-
leovské funkce (a tim i miniméalnich ¥ezi) prostymi implikanty, které si nebudeme
definovat. Uvedme jen, Ze pro koherentni funkce splyvaji s minimalnimi feSenimi,
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a navic jsou dobre definovany i pro nekoherentni funkce.

V této praci jsme zvolili prvni uvedeny piistup, a zaméiime se proto na analyzu
koherentnich stromi. Za koherentni budeme pro jednoduchost povazovat takovy
strom spolehlivosti, ktery sestava pouze z bran KONJUNKCE a DISJUNKCE,
a pfitom mnozina jeho zakladnich udéalosti neobsahuje jev a jeho doplnék za-
roven. Koherentni strom je tedy grafickym znézornénim koherentni booleovské
funkce, ¢i-li neklesajici booleovské funkce, jejiz vSechny proménné jsou relevantni
(piislusné definice se nachazeji v sekci 1.3).

Def. 2.1. Bud S koherentni stromu spolehlivosti a f prislusna koherentni struk-
turni funkce. Mnozinu ¥ zakladnich udalosti stromu S nazyvame:

e Rezem, jestlize mnozina proménnych funkce f piislusna ¥ je feSenim f.

o Minimdlnim rezem, jestlize mnozina proménnych funkce f prislusna X je
minimélnim feSenim f (ve smyslu definice 1.8). O

Jinymi slovy, fez 0 stromu spolehlivosti je takova kombinace zakladnich uda-
losti, jejichz vyskyt zptisobuje vyskyt fidici udalosti. Rez delta je navic minimding,
jestlize zadna vlastni podmnozina J jiz neni fezem.

2.4 Rozdéleni analyzy stromii spolehlivosti

Reknéme si nyni, co vSechno lze analyzou stromu spolehlivosti zjistit o studo-
vaném systému. Spolehlivostni analyza byva obecné rozdélovdna na dvé ¢asti,
kvalitativni a kvantitativni.

2.4.1 Kovalitativni analyza

[Worrell (1976)| charakterizoval jako kvalitativni takové analytické procedury, kte-
ré nevyzaduji pfifazeni hodnot zakladnim udéalostem, pripadné vyzaduji prifadit
jim pouze hodnoty 0 nebo 1 (funkénost nebo nefunkénost, zakladni udéalost nena-
stala nebo nastala). Kvalitativni analyza se tedy tyka vySetieni téch vlastnosti,
které vyplyvaji ze zpisobu konstrukce daného systému. Jedné se o zhodnoceni
konstrukce systému jako celku a vySetfeni vazeb mezi jednotlivymi komponentami
systému, to vSe bez blizsi znalosti vlastnosti prvki, ze kterych systém sestava.

V tuto chvili bychom jiz mohli spravné tusit, ze klicovym krokem kvalitativni
¢asti spolehlivostni analyzy je nalezeni minimalnich fezti daného stromu spoleh-
livosti. Navazujici kroky jsou pak jemnéjsi uvahy, které znalost minimalnich fezu
vyuzivaji. Nalezenim mnoziny vSech minimalnich fezlii se budeme detailnéji za-
byvat v sekci 2.5 a de facto i v celém zbytku této prace. Nyni si uvedme, jakou

informaci ndAm minimalni fezy o systému davaji.

Minimalni fezy mohou byt analytickym cilem samy o sobé. Jedna se o vSechny
zpusoby, kterymi muze dojit k vyskytu #idici udalosti (v ramci modelu stromu
spolehlivosti). Obecné se da predpokladat, ze mezi minimalnimi fezy jsou di-

vvvvvv
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i bez znalosti blizsich charakteristik zakladnich udalosti byva rozumné ocekavat,
ze mensi Fezy budou mit vyssi pravdépodobnost vyskytu. Déle Ize ¢ekat, ze pokud
se napiiklad jedna zakladni udalost vyskytuje ve velkém mnozstvi co do velikos-
ti malych fezi, jedna se patrné o dulezitou udalost. Existuji kvalitativnich miry
duleZitosti, které podobnym zpisobem charakterizuji udalosti z hlediska jejich
oc¢ekavaného prispivani k vyskytu fidici udalosti, a to pouze na zakladé vyskytu
udalosti v minimalnich fezech (Vesely, 1981, str. XI-1]).

Dalsi aplikaci znalosti minimélnich fezi je analyjza spoleéné priciny (common-
cause analysis). Kdyz jsme si v sekci 1.1 definovali strukturni funkei, predpokla-
dali jsme, Ze jednotlivé soucastky systému selhavaji nezavisle na sobé. Zrovna
tak v pripadé stromu spolehlivosti musime predpokladat, ze zakladni udalosti se
vyskytuji nezavisle na sobé (jinak bychom nemohli mluvit o strukturni funkci
prislusici danému stromu a nemohli bychom analyzovat strom spolehlivosti me-
todami Booleovych algeber).

Jak jsme vSak ukéizali v predchozim, strom spolehlivosti nezahrnuje — a de facto
ani nemuze zahrnovat — vSechny pfic¢iny, které mohou zpusobit selhéni systému,
potazmo vyskyt ridici udalosti. V praxi mohou existovat vlivy, které pii kon-
strukci stromu spolehlivosti nebyly uvazovany, piestoze mohou zpiisobit vyskyt
vice zékladnich udalosti (Worrell, 1976). Typickym piikladem takovych vlivi je
vysoka teplota, tlak, vibrace, apod. Pokud je vice zakladnich udalosti z jednoho
minimalniho fezu nachylnych na nékterou z téchto pri¢in selhani, patrné bychom
to chtéli védét.

Rozbor takovych sekundarnich pticin selhani se nazyva analyza spolecné prici-
ny. Kazdé zakladni udalosti je ptifazen seznam obecnych faktori, které ji mohou
vyvolat, a pomoci znalosti minimélnich fezi se nasledné sleduje, zda néktera
z téchto obecnych pficin nemuze vyvolat Fidici udalost nebo k ni vyznamné pii-
spét, naptiklad vyvolanim velkého poctu zakladnich udalosti v jednom tezu.

2.4.2 Kvantitativni analyza

Do kategorie kvantitativni analyzy spadaji naopak takové procedury, které vyza-
duji dodate¢né informace o chovani soucastek. Jedna se o vypocet charakteristik
systému z oblasti teorie spolehlivosti na zdkladé znalosti téchto charakteristik pro
jednotlivé soucastky. Takovymi charakteristikami jsou naptiklad doba do poruchy
nebo pohotovost (availability).

Jestlize je soucastka x uvedena do provozu v Case t = 0 a k poruse dojde po
uplynuti ¢asu X, kde X je ndhodné veli¢ina, pak se pravdépodobnostni rozdéleni
této veli¢iny nazyva rozdéleni doby do poruchy soucastky x. Zname-li rozdeélent
doby do poruchy vSech soucastek analyzovaného systému, muzeme se ptat na
rozdéleni doby do poruchy systému jako celku. Rozdéleni doby do poruchy byva
az na specialni pripady extrémné slozité urcit. éastéji tedy urcujeme alespon
stiedni dobu do poruchy (stfedni hodnota rozdéleni doby do poruchy) nebo dalsi
statistické charakteristiky této veliciny.

Pokud je sou¢astka opravitelna (tj. dojde-li k poruse, jsme schopni ji za jisty
¢asovy usek opravit a uvést opét do provozu), muzeme mluvit o jeji okamzité po-
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hotovosti v Case ty > 0. Jednd se o pravdépodobnost, Ze se souc¢astka nachazi ve
funkénim stavu v Case tp, a to bez ohledu na pocet poruch a oprav, které do ¢asu
to probéhly (Limnios, 2010, str. 25)). Zname-li okamZitou pohotovost vSech sou-
castek v case tg, miuzeme se ptat na okamzitou pohotovost systému v tomto cCase.
V ptipadé stromu spolehlivosti je kazdé zakladni udélosti pfitazena pravdépodob-
nost jejiho vyskytu (¢islo z intervalu [0; 1)), a cilem je spocitat pravdépodobnost
vyskytu fidici udalosti.

Existuje zna¢né mnozstvi dalsich kvantifika¢nich charakteristik systému a algo-
ritmi k jejich uréovani. pise, Ze tyto charakteristiky 1ze spoé¢ist presné
v piipadé znalosti miniméalnich fezu, zatimco bez znalosti minimélnich fezu je
lze pocitat pouze priblizné. Toto tvrzeni jiz dnes neplati, nebot byly vyvinuty
algoritmy, které umoznuji (pfesnou) kvantitativni analyzu i bez znalosti mnoziny
minimalnich fezi, stale vSak plati, Ze tato znalost kvantitativni analyzu znac-
né usnadnuje. W. E. Vesely, jehoz KITT algoritmy jsou stale hlavnim nastrojem
kvantitativni analyzy (Limnios, 2010, str. 13]), dokonce pise ve své monografii (Ve
sely, 1981, str. VII-15)): , Jakmile zndme mnoZinu minimalnich fezt, kvantifikace
stromu spolehlivosti je jiz viceméné pfimocarou zalezitosti.”

2.5 Hledani minimalnich rezu

Procedura nalezeni mnoziny vSech minimélnich fezi, které jsme definovali v sek-
ci 2.3, je klicovou ¢asti kvalitativni analyzy stromu spolehlivosti. [Limnios (2010,
dokonce pie, Ze samotné stromy spolehlivosti byly vyvinuty za tc¢elem
ziskani takovych kombinaci selhani soucastek, které zpusobuji selhani celého sys-
tému. V této sekei si ukdzeme dva zakladni pristupy k hledani minimalnich fezu:

o piistup shora doli (top-down approach) a
e piistup zdola nahoru (bottom-up approach).

Nasledné si predstavime algoritmus MOCUS, ktery byl dlouhou dobu jednim
z nejpouzivanéjSich k vykonéni tohoto tkolu (Lee, 1985)).

2.5.1 Prtistupy shora doli a zdola nahoru

Predpokladejme, Ze mame strom zadany systémem rovnic, jako v sekci 2.2. Vét-
Sina algoritmu pro zpracovavani stromu spolehlivosti vyzaduje vstup v pravé ta-
kovém forméatu.

Zpusob ziskdni minimalnich fezii metodou shora doli spocCiva v postupném
rozvijeni booleovské formule pro ridici udéalost a aplikaci distributivnich zakont
a redukénich pravidel (tabulka 1.2), kdykoliv je to mozné. Postupuje se nasledov-
né:

e Ridici udalost se rozepise pomoci udélosti piimo pod ni.

e Kazdou vnitini udalost (nejprve fidici) rozepisujeme pomoci nizsich udalosti
a po kazdém rozepsani aplikujeme distributivni zakony a redukéni pravidla,
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je-li to mozné.

e Takto pokracujeme, az ziskdme vyjadreni fidici udalosti pomoci zékladnich
udalosti (a logickych operatori) a 7zadné z redukénich pravidel (ani distri-
butivni zékony) jiz nelze aplikovat.

Timto zpusobem dostaneme vyjadieni fidici udéalosti ve tvaru souctu soucint
zakladnich udalosti. Z teorie booleovskych funkci plyne, Ze jednotlivé souciny
jsou minimalni fezy, vzhledem k tomu, Ze jiz nelze aplikovat redukéni pravidla
(Limnios, 2010, str. 69)).

Pt. 2.4. Ukazme si uvedeny postup na stromu spolehlivosti z obrazku 2.1, jehoz
vyjadieni systémem rovnic je uvedeno v prikladu 2.2.

Vyjadieni fidici udalosti ~ Nadchazejici apravy (viz tabulky 1.1 a 1.2)

A=a+ B rozvineme B = C'D
A=a+CD rozvineme C'=b+c, D =c+d
A=a+ (b+c)(c+ad) aplikujeme nékolikrat distributivni zakon

A=a+bc+ cc+ cd+ bd podle idempotentniho zakona je cc = ¢
A=a+bc+c+cd+bd dle absorpéniho zakona je bc+ ¢ = ¢
A=a+c+cd+bd opét dle absorpéniho zédkona je ¢+ cd = ¢
A=a+c+bd

Na poslednim tfadku je ridici udélost vyjadiena ve tvaru sou¢tu miniméalnich

fezt {a}, {c} a {bd}. A

Pristup zdola nahoru je velice podobny, spoc¢ivd pouze v opa¢ném zplsobu
me se stromem nahoru. Pii kazdém ,,priuchodu branou®, tedy pti kazdém spojeni
dvou booleovskych formuli pomoci logického operatoru, opét uzivime distribud-
nich zakont a redukénich vzorci. Takto pokracujeme, az ziskame vyjadieni ridici
udélosti. Hlavni vyhodou pfistupu zdola nahoru je, Ze minimalni fezy jsou nale-
zeny pro vSechny vnitini udalosti.

Ukazme si nyni jednoho typického zastupce piistupu shora doli, algoritmus
MOCUS.

2.5.2 Algoritmus MOCUS

Algoritmus MOCUS spo¢iva v postupném vytvaieni matice udalosti (zna¢me
ji Z), jejiz jednotlivé fadky budou po dokonéeni reprezentovat Fezy stromu spoleh-
livosti — ten byva zadén typicky systémem rovnic. Zakladni myslenkou MOCUS
je fakt, ze brana DISJUNKCE vzdy zvySuje pocet fezu, zatimco brana KON-
JUNKCE zvysuje pocet zakladnich udélosti v jednom fezu. Toto pozorovani se
odrazi na manipulaci s matici Z. Prubéh algoritmu je nésledujici:

1. Matici Z inicializuj jako ¥idici udalost (Z je tedy jednoprvkova).

2. Obsahuje-li Z vnitini udalost X na pozici (7, 5), rozviii tuto udalost podle
piislusné rovnice, tzn. zmén matici Z nasledujicim zptisobem:
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a) Nasleduje-li za X brana DISJUNKCE, do které vstupuji udalosti
By, ..., B, , zkopiruj i-ty fadek matice Z (n—1)-krat a vloz tyto fadky
do matice Z za i-ty tadek. V tu chvili Z obsahuje n totoznych radku za
sebou, které obsahuji udalost X. Nahrad udalost X v téchto fadcich
po fadé udalostmi By, ..., B,,.

b) Nasleduje-li za X brana KONJUNKCE, do niz vstupuji udalosti
By, ..., B, , zkopiruj j-ty sloupec matice Z (n — 1)-krat a opét nahrad
udalost X po radé udalostmi By, ..., B,.

3. Opakuj druhy krok, dokud Z neobsahuje pouze zédkladni udalosti.

Ukazme si uvedeny postup na piikladu.

Pf¥. 2.5. Budeme postupné rozvijet matici Z = (A), kde A je ¥idici udélost
studovaného stromu spolehlivosti z obrazku 2.1. V kazdém kroku znac¢ime tucéné
udélost, podle které budeme rozvijet.

a a
a a @ a b ¢

a a a b ¢
7==(5)=(c 5)= > 2)={s o] =] ¢
¢ D Eccl

Nyni je tieba z findlniho tvaru matice Z odstranit redundance a nésledovné
z jejich fadki vybrat ty, které odpovidaji miniméalnim feztim, coz odpovida apli-
kacim idempotentniho a absorp¢niho zdkona. Ziskali bychom samoziejmé fezy
{a},{c} a {bd}, jako v piikladu 2.4. A

Jak je vidét z predchoziho piikladu, vystupem popsaného algoritmu je jista
mnozina fezl, kterd obsahuje vice nez jen minimalni fezy, a navic v jednotli-
vych fezech se mohou vyskytovat opakované udalosti. Zbyva tedy redukovat tuto
mnozinu, aby obsahovala pouze minimalni fezy, coz je sim o sobé problém, ke
kterému lze pristupovat vice zpiisoby.

Takto popsany algoritmus MOCUS uvedeny [Limniosem (2010, str. 71)| ma
hned nékolik nedostatkl, naptiklad velikost matice Z. U velkych stromt spo-
lehlivosti muze existovat takové mnozstvi minimélnich fezu, Ze jejich uskladnéni
v opera¢ni paméti byva problematické. Matice Z zabira vyrazné vice mista, pro-
toze se jednd o nadmnozinu mnoziny vSech minimalnich fezi, navic kazdy tez
zabira vice mista, nez by nutné musel (zalezi pfitom samoziejmé na implementa-
ci konkrétnich struktur). Nasledna extrakce mnoziny minimalnich fezi z matice
Z byva zase ¢asové naro¢nd, jak |[Limnios (2010, str. 74)| popisuje.

Existuji viak rizné vylepSeni algoritmu, které tyto problémy do jisté miry fesi.
[Rauzy (2003)] ve snaze piiblizit efektivitu MOCUS moderngjsim technikim, které
budou rozebrany ve 3. kapitole, poc¢ita mnozinu minimalnich tfezl jiz v priubéhu
rozvijeni Z a matici pfitom vhodné redukuje. Hlavni vihodou MOCUS je naopak
snadno implementovatelna moznost volby maximalni velikosti fezii, které chceme
detekovat.

Od sedesatych let do poloviny osmdesatych let minulého stoleti bylo vyvinuto
velké mnozstvi algoritmi hledajicich minimalni fezy daného stromu spolehlivosti
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(Cee, 1989)). Nekteré maji znatné ¢asové i pamétové nedostatky, jiné negaran-
tuji, Ze mnozina minimalnich fezu jimi obdrzena je tplna. Témér viechny vsak
vyuzivaji metody Booleovych algeber a jejich efektivita se tudiz odviji od efek-
tivity prace s booleovskymi funkcemi. Roku 1986 Randall E. Bryant piedstavil
zcela novy zpiisob reprezentace booleovskych funkei, ktery velmi rychle nasel své
uplatnéni ve spolehlivostni analyze (Rauzy, 1993). Jak si ukdZeme v nésledujici
kapitole, bindrni rozhodovaci diagramy nepiedstavuji jen vhodnou reprezentaci
booleovskych funkci v paméti pocitace, ale napt. mnozinu minimélnich Fezi nam
umoziuji ziskat zcela novym zptisobem.
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3. Binarni rozhodovaci diagramy

Poprvé piedstaveny [Bryantem (1986)|na zakladé predchozich praci Leeho a Aker-
se, v souvislosti s teorii spolehlivosti poprvé studovany [Rauzym (1993)) bindrni
rozhodovaci diagramy (zkracené BRD) piedstavuji zajimavou alternativu repre-
zentace riznych booleovskych modeli, naptiklad stromu spolehlivosti.

V této kapitole si nejprve definujeme BRD a ukazeme si, jak znazoriuji booleovské
funkce. Dale si ukdZeme, jak provadét s analyzou stromu spolehlivosti spojené
booleovské operace ptimo na BRD. Nakonec zrekapitulujeme algoritmus pfedsta-
veny [Rauzym (1993)| na hledani mnoZziny minimalnich ez koherentnich stromu
spolehlivosti (nebo-li mnoziny minimélnich feSeni piislusné booleovské funkce)
pomoci BRD a rozebereme, proc je tento pfistup lepsi nez ,klasické” piistupy
predstavené v minulé kapitole. Predpoklad koherence vyuzijeme az v sekci 3.5,
algoritmy, které budou predstaveny v sekcich 3.1 az 3.4 funguji i pro nemonoténni
booleovské funkce s irelevantnimi proménnymi.

3.1 Definice BRD

Def. 3.1. Binarni rozhodovaci diagram (BRD) je zakofenény, souvisly, oriento-
vany graf s mnozinou vrcholi V', pro ktery plati:

1. V sestava z koncovych vrcholi (stoki) znafenych 0 nebo 1 (0-stok nebo
1-stok) a vnitinich vrcholi (uzla).

2. 7 kazdého uzlu vychazi pravé dvé orientované hrany (0-hrana a 1-hrana).

3. Kazdy uzel u € V mé jednoznaéné urceny index index(u) € {0,...,n},
n € N, a pro kazdy uzel v a jeho syna w plati, Zze w je budto stok nebo
index(v) < index(w). O

Bryant takto definované grafy nazyval funkcéni grafy, nikoliv BRD. Rozdil mezi
jeho definici a definicemi BRD v pracich Leeho a Akerse je pozadavek usporadani
indexu vrcholi, coz odpovida pozadavku usporadani proménnych pii konstruk-
ci BRD z booleovské formule, o kterém jesté bude fe¢. Podle [Bryanta (1986)|
jim definované funkéni grafy tvofi podmnozinu ,tradi¢nich binarnich rozhodo-
vacich diagrami“. Hned v navazujici praci uz byly funkcéni grafy
prejmenovany na usporddané bindrni rozhodovaci diagramy a s postupem casu
se pozadavek usporadéani stal natolik béznym, Ze se slovo ,,usporadané® z nazvu
vytratilo a my opét mluvime jen o BRD, pfestoze pozadujeme uspofadani.

Def. 3.2. Bud F' BRD obsahujici vrchol v. Poddiagramem F, nazveme takovy
podgraf F', ktery mé za koten vrchol v a obsahuje vSechny orientované cesty z F,
které zac¢inaji ve v. O

Z definice 3.1 plyne, ze BRD je také acyklicky graf. Z definic 3.1 a 3.2 je déle
vidét, ze pro BRD F' a jeho vrchol v je F, opét BRD (u vrcholu F, zachovame
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indexy). F, ziskame intuitivné tak, Ze z F' odebereme v8echny vrcholy (i s hrana-
mi, které z nich vychazeji), do kterych se neda dostat z v po néjaké orientované
cesté. Vztah mezi booleovskou funkei a BRD je popsén nasledovné.

Def. 3.3. BRD F' s kofenem v € V definuje booleovskou funkei f, timto zpiiso-
bem:

1. Je-li v 0-stok (tedy mnozina uzla V je prazdna), pak f, = 0.
2. Je-li v I-stok (mnozina uzli je také prazdna), pak f, = 1.

3. Je-livuzel aindex(v) =i € N, pak f, = ite(xi, frigh(v), fiow(w)), kde high(v)
je vrchol F' dostupny z v po 1-hrané, low(v) je vrchol F' dostupny z v po
0-hrané a x; je booleovska proménna. O

Z predchozi definice mimo jiné plyne, ze cesta z korene BRD do 1-stoku (tako-
vym cestam budeme fikat prosté jen cesty nebo téZ fezy) urcuje feSeni § prislusné
booleovské funkce (viz definice 1.7 v sekei 1.4) nésledujicim zpiusobem. Pro pro-
ménnou x plati z € ¢, jestlize cesta vede z néjakého vrcholu s indexem index(z)
po 1-hrané, a naopak x ¢ 0, jestlize cesta vede z kazdého vrcholu s indexem
index(x) po 0-hrané nebo pokud vrchol s takovym indexem na cesté vibec ne-
ni. Pokud timto zptusobem cesta v BRD definuje miniméalni feSeni booleovské
formule, hovoiime o minimdlni cesté (nebo téz o minimdlnim Fezu).

Pozn. 3.1. Viechny cesty v BRD tedy definuji jistou mnozinu feSeni A, piislusné
booleovské formule. Pfitom se nemusi nutné jednat o mnozinu vsech feseni (funkce
f z piikladu 3.1 ma TeSeni § = {a, b, ¢}, ale cesta definujici toto FeSeni neni v BRD
F ani F'), na druhou stranu to bohuzel nemusi byt ani mnoZina jen minimalnich
feSeni. ukazal, Ze mnozina vSech minimalnich feSeni je podmnozinou
Ay.

Ukazme si nyni na ptikladé jak prechizet mezi BRD a booleovskou formuli jim
reprezentovanou.

A
0 1

~
- B}
1
1
1
I

Obrazek 3.2. BRD F.

Pr. 3.1. Uvazujme BRD F' z obrazku 3.1. Dva vrcholy oznacené pismenem b od-
povidaji jedné booleovské proménné. Obrézkem 3.1 sice nemame 7Zadné uspora-
déani na proménnych piimo zadané, ale jediné mozné (spliujici tfeti bod definice
31)jea<b<ec.

Nyni ziskejme z F' piislusnou booleovskou formuli f. To bychom mohli udé-
lat rekurzivné pfesné podle definice 3.3 a ziskali bychom formuli v Shannonové
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tvaru. Snazsi vSak bude prochéazet cesty z kofene a do I-stoku, ¢imz podle po-
znamky 3.1 ziskdme néjakou mnozinu feSeni A funkce f, kterd obsahuje mnozinu
minimalnich FeSeni funkce f. V piipadé BRD F je Ay = {{a, b}, {a,c},{b,c}}.

Pro monoténni booleovskou funkci g plati, ze vezmeme-li jeji mnozinu mini-
malnich feSeni A, prvky kazdého FeSeni z této mnoziny spojime pomoci konjunkce
a ziskané formule nasledné spojime pomoci disjunkce, ziskdme vyjadieni ¢
ner, 1987, sekce 2.4). Provedeme-li to samé pro mnozinu feSeni, ktera vsechna
minimalni FeSeni obsahuje, ziskime také vyjadieni piislusné booleovské funkce,
protoze funkce bude stale nabyvat hodnoty 1 pfi téch samych ohodnocenich pro-
ménnych (i kdyz jsou mozné pridany do disjunkce néjaké fezy navic). Piidame-li
totiz néjaky novy fez o do disjunkce ke v§em minimalnim Fezim, pak tento fez
nabyva hodnoty 1 jen v pfipadé, Ze uz néjaky jiny fez, minimélni fez, nabyva
hodnoty 1. Naopak, pokud zZaddny minimalni fez nenabyva hodnoty 1, nemtze ji
nabyvat ani §, ktery neni minimalni.

Provedenim zminéného postupu pro BRD F' a nalezenou A ziskdvame nésle-
dujici vyjadieni booleovské funkce f.

f(a,b,¢) = ab+ ac+ be (3.1)

Naopak méame-li funkci (3.1), miZzeme opakované aplikovat Shannonovu de-
kompozi¢ni vétu (postupné rozkladame formuli podle proménnych v daném po-
fadi a,b, ¢) k ziskani formule v Shannonové tvaru.

fla,b,¢) = ab+ ac + bec = ite(a, b+ c + b.c,be) = ite(a, ite(b, 1, c),ite(b, c,0))
= ite(a, ite(b, 1,ite(c, 1,0)), ite(b, ite(c, 1,0),0))

7 této formule uz neni problém nakreslit BRD F na obrazku 3.2. Tim mame
dva riuzné BRD, které reprezentuji tutéz booleovskou funkci. A

Pozn. 3.2. Jak jsme vidéli v predchozim prikladé a jak lze vidét také v mnoha
publikacich (napf. u [Bryanta, 1986)), je zvykem oznacovat vrcholy BRD pomo-
ci ndzvi proménnych piislusné booleovské funkce. Booleovské proménné se pii-
tom nejcastéji znaci xq, ..., x, pripadné a,b,c,... Domluvme se nyni, Ze znaceni
proménnych urcuje automaticky indexy vrcholi BRD nasledujicim zptsobem:
index(x;) =i pro i € N, piipadné index(a) = 1, index(b) = 2, atd. Index vrcholu
je tedy jednoznacny, ale neni nutné unikatni. Tzn. kazdy vrchol v mé svij prave
jeden index index(v), ale vice vrcholu (zpravidla stejné oznacenych) miize mit
stejny index.

V prikladu 3.1 jsme ukazali, ze dva rizné BRD mohou znazornovat tu samou
booleovskou funkci — funkci f z predchoziho piikladu znazoriiuje jak BRD F
z obrazku 3.1, tak BRD F z obrazku 3.2. Pro dalsi praci s funkci f mtizeme zvolit
libovolny z nich, ale vhodnéjsi je ziejmé BRD F', protoze je mensi a bude zabirat
méné mista v paméti. To nas privadi k pojmu redukovany bindrni rozhodovaci
diagram.
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3.2 Redukované BRD

Nejprve si definujeme izomorfismus zachovdvajici uspordddni mezi dvéma BRD.
Jedna se o zohlednéni predpokladu uspotradani, ktery je kladen na vrcholy BRD,
v klasickém grafovém izomorfismu.

Def. 3.4. Mé&jme dva BRD — F' s mnozinou vrcholi V' a G s mnozinou vrcho-
la W. Necht o je grafovy izomorfismus mezi nimi. Rekneme, Ze tento izomorfismus
zachovava uspotradani, jestlize:

1. Pro v8echny uzly v € V a w € W takové, ze index(v) = index(w), plati
index(o(v)) = index(o(w)).

2. o zobrazuje 1-stok na 1-stok a 0-stok na 0-stok.

O BRD F a G pak fikame, Ze jsou izomorfni zachovéavajici usporadani (i.z.u.).

Vrcholy BRD majici stejny index zpravidla oznacujeme stejné, jako jsme to
délali v prikladu 3.1, protoze BRD je pro nés reprezentaci booleovské funkce a vr-
choly majici stejny index odpovidaji té samé proménné reprezentované funkce.
Kdyz mame v BRD vrcholy oznaceny takto stejné (a tedy z oznaceni vrcholu
lze pfimo vy¢ist jeho index), jsou dva BRD i.z.u. pravé tehdy, jsou-li v pfiro-
zeném smyslu totozné. Pomoci takto zahrnutého indexovani vrcholi do bézného
grafového izomorfismu miizeme zavést redukovany bindrni rozhodovaci diagram
(zkracené RBRD).

Def. 3.5. Bud F BRD. f{ikéme, ze F' je redukovany bindrni rozhodovaci diagram
(RBRD), jestlize plati:

1. F neobsahuje zadné dva i.z.u. podgrafy.

2. F neobsahuje zadny vrchol v, jehoz 0-hrana a 1-hrana ukazuji na tentyz
podgraf. O

Podminky 1. a 2. z ptfedchozi definice souvisi s nasledujicimi redukénimi pra-
vidly.

(R1) Jestlize existuji takové vrcholy v a w, Ze index(v) = index(w), high(v) =
high(w) a low(v) = low(w) (znaceni low a high je pouzito stejné jako
v definici 3.3), pak vypustme vrchol w s jeho dvéma vystupnimi hranami
a v8echny jeho vstupni hrany piresmérujme na vrchol v.

(R2) Jestlize existuje takovy vrchol v, Ze high(v) = low(v) = w, pak vypustme
vrchol v a obé jeho vystupni hrany a vSechny jeho vstupni hrany piesmé-
rujme na w.

Vratme se na okamzik k piikladu 3.1, respektive k BRD F na obrazku 3.2.
Budeme-li postupovat odspodu, hned si v§imneme, Ze vSechny 0-stoky muzeme
sloucit do jednoho, stejné jako vSechny I-stoky, coz odpovida aplikaci pravidla
(R1). Kdyz pak aplikujeme stejné pravidlo jesté jednou na vrcholy oznacené pis-
menem c¢, dostdvame BRD F' z obrazku 3.1, na ktery uz zadné redukéni pravidlo
aplikovat nelze, resp. ktery vyhovuje definici 3.4, tedy je redukovany.
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Prace s RBRD méa vyznam teoreticky i prakticky. V praxi se jedna o Setfe-
ni paméti oproti praci s neredukovanymi BRD. Dale Bryant (1986)| jako prvni
ukézal, ze RBRD je kanonickou reprezentaci piislusné booleovské funkce, nebo-li
pro danou funkci a dané uspoiradani proménnych existuje, az na izomorfismus
zachovavagjici uspordddni, pravé jeden RBRD reprezentujici danou funkci. Odtud
plyne, Ze zndme-li RBRD F' ptislusici booleovské fci f, testovani f na tautologii
(tj. jestli f = 1) stejné jako testovani f na splnitelnost (tj. jestli f = 0) se stava
trivialni, nebot sta¢i porovnat, zda F je tvofen jedinym vrcholem (1-stokem nebo
0-stokem ). Jakmile si v nasledujici sekci predstavime algoritmus ziskani piislus-
ného RBRD z dané booleovské formule, budeme moci také skrze RBRD snadno
testovat ekvivalenci dvou booleovskych formuli.

Pozn. 3.3. Pro nés je zminéna kanonicita dilezita z toho duvodu, Ze nas opraviu-
je k volnému pfechézeni od libovolného RBRD k booleovské funkci, kterou dany
RBRD reprezentuje, a zpét. V dalsim budeme proto automaticky predpokladat,
ze RBRD oznaceny velkym pismenem reprezentuje booleovskou funkci znac¢enou
malym pismenem, typicky F' a f apod. Diky tomu miZzeme mluvit o mnoziné cest
RBRD nebo o mnoziné feSeni piislusné booleovské funkce, pricemz jednoznacny
vztah mezi témito dvéma mnozinami je evidentni.

Existuje nékolik riznych algoritmi, které z daného BRD vytvori RBRD repre-
zentujici stejnou funkei. Bryant (1986)| ve svém ptuvodnim baliku funkei pfedstavil
algoritmus pracujici v ¢ase O(n - log(n)), kde n je pocet vrcholi BRD pied re-
dukei. Jeho algoritmus vyuzival redukénich pravidel (R1) a (R2) spolu s jistou
modifikaci algoritmu na testovéani, zda jsou dva stromy (jakoZto pojem z teorie
grafii) izomorfni (Sieling, 1993)). [Sieling (1993)| pak predstavuje algoritmus, jehoz
rychlost je linedrné tmérna poctu vrcholi BRD pred redukei.

My si tyto algoritmy nebudeme nijak vice priblizovat, pro praci s BRD ja-
kozto nastrojem pro analyzu stromii spolehlivosti je vhodné&jsi pfistup pribézné
redukce, ve kterém je redukénich pravidel nepfimo uzivano (lépe Feceno jejich
vyuZzitelnosti je predchazeno) jiz pii ziskavani BRD ze zadané booleovské formu-
le (tzn. obdrzeny diagram je automaticky redukovany). Tento postup nastinény
napf. [Braceem (1991)[si v dalsich sekcich ukazeme.

3.3 Binarni operace na BRD

Hlavnim algoritmem pi#i praci s BRD je funkce apply, ktera aplikuje binarni
operaci ¢ (v naSem piipadé opét s¢itani nebo nasobeni) na dva BRD tak, ze
vysledkem je opét BRD.

Budte G, H dva BRD a chtéjme spocitat F' = G o H. Nastava jedna ze dvou
moznosti.

(I) G je konstanta (tzn. G je BRD s jedinym vrcholem) nebo H je konstanta.

(I1) G = ite(x,Gy,Ge), kde G1,Gs jsou poddiagramy G, jejichz kofeny jsou
néslednici vrcholu x, a H = ite(y, Hy, Hy), kde Hy, Hy jsou definovany ob-
dobné.

26



ad(I) V tomto pifpadé staci aplikovat vlastnosti operace o. BUNO necht G je
konstanta, jinak prezna¢me G a H.

(I.i) Je-li G =1 a dan4 operace je ,,-“, pak ' =G-H = H.
(Lii) Je-li G =1 a dana operace je ,+“, pak FF =G+ H = 1.
(L.iii) Je-li G = 0 a dana operace je -, pak F =G - H = 0.
(Liv) Je-li G = 0 a dana operace je ,+“, pak FF =G+ H = H.
ad(IT) V tomto piipadé nastava opét jedna ze dvou moznosti.

(I1.i) Jestlize index(x) = index(y), pak muzeme aplikovat vzorec (1.4)
z véty 1.3 a dostavame F = ite(x, Gy o Hy, Gy ¢ Hs).

(T1.ii) Necht index(z) # index(y). BUNO necht je index(x) < index(y),
jinak muzeme zaménit roli G a H, protoze operace s¢itani a naso-
beni jsou symetrické. Toto usporadani indexi pozadujeme proto, aby
vysledny BRD spliioval podminky na usporadani kladené. Potom mii-
zeme aplikovat vzorec (1.5) z véty 1.3 a dostavame

F =ite(x,Gy o H,Gyo H).

Tento rozbor nas privadi k nasledujicimu rekurzivnimu algoritmu: zkontro-
lujme, zda nenastal piipad (I), pokud ne, aplikuj piipad (II) a rekurzivné se
zavolejme na mensi diagramy.

Uvedeny algoritmus je v nejhor$im pfipadé ¢asové exponencialné ndro¢ny v po-
¢tu vrchola grafu G a H . Vysoka slozitost je zptisobena opakova-
nym provadénim dané operace na stejnych podgrafech. Tomu se ale 1ze vyhnout,
pokud bychom si byli schopni vysledek operace na dvou podgrafech zapamatovat
a nasledné ho vyuzivat. Potom by stacilo pocitat operaci na kazdé dvojici pod-
grafti nejvyse jednou, tedy Casova slozitost by razem klesla na O(|G| - |H|), kde
|G| je pocet vrchola grafu G a |H| je pocet vrcholu grafu H.

Resenim je zavést pole comp-table uskladiiujici ¢tverice (0, G, H, R), které zna-
¢i, ze vysledkem operace operace ¢ mezi diagramy F' a G je diagram R. Vzdy kdyz
chceme provést Go H, zkontrolujeme nejprve, zda vysledek neni jiz v comp-table.

Zavedenim nové pamétové struktury samoziejmé zvySujeme pamétovou slozi-
tost, zalezi na tom, jakou konkrétni strukturu k reprezentaci comp-table zvolime.
Stru¢ny prehled moznosti lze nalézt v [Sieling (1993)] nase volba je popséna v pii-
loze 5.2. Pokud k reprezentaci comp-table zvolime heSovaci tabulku, zaplatime
pouze linedrnim zvySenim pamétové slozitosti za vyrazné snizeni ¢asové slozitosti
(v pripadé dobré hesovaci funkce).

3.4 Konstrukce RBRD podle slozitosti formule

Zavedme nyni podle [Bracea (1991)| jesté jedno pole, ite-table, ve kterém bude-
me ukladat vSechny binarni rozhodovaci diagramy nasledujicim zptisobem. Jedna
buiika pole obsahuje (je-li neprazdna) vrchol (nézev a index) a dva ukazatele na
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dalsi mista v ite-table, jeden odpovida 0-hrané a druhy 1-hrané. Kazdy BRD lze
zapsat jako ite(v, U, V), kde U,V jsou jeho poddiagramy (jejich kofeny jsou na-
slednici vrcholu v), tedy popsanym zpusobem nam muze ite-table reprezentovat
BRD, resp. viechny nase BRD soucasné (pro detailnéjsi popis ite-table viz piiloha
5.1).

Zduraznéme, ze zavedeni ite-table je klicova mysSlenka pro praci s RBRD.
Nejen, ze pomoci ni zna¢né snizime pamétovou slozitost, co se tyce ukladéani i vét-
stho poc¢tu diagramii v paméti, ale navic mizeme diky ite-table provadét pribézné
redukovani za béhu funkce apply. Vystupem funkce apply, kterou aplikujeme na
dva RBRD G a H reprezentované pomoci pomoci ite-table, na libovolné hladiné
rekurze je néjaky BRD, ktery lze zapsat jako ite(v, U, V), pficemz U a V' jiz muse-
ji byt v ite-table obsaZeny (podrobny rozbor lze nalézt v piiloze 5.1). Kontrola,
jestli ite(v, U, V) jiz neni v ite-table, odpovida aplikaci redukéniho pravidla (R1).
Pravidlo (R2) muzeme snadno zahrnout piimo do funkce apply — kdykoliv ma byt
vytvoren novy uzel (tj. dostali jsme se k ite(v, U, V'), které jesté neni v ite-table),
podivame se, jestli U a V nejsou stejné (coz diky ite-table spo¢iva jen ve zkousce,
zda ukazatele U a V ukazuji na stejné misto v paméti).

S predstavenou tpravou funkce apply a pouzitim ite-table mizeme koneCné
implementovat algoritmus sestrojeni RBRD z booleovské formule podle slozitosti
formule. Postupujeme pfitom tak, Zze danou formuli rozkladame rekurentné podle
operaci na ,podformule®, az se dostaneme k samotnym proménnym. Pro promén-
nou se podivame, nebyl-li ptislusny tfivrcholovy RBRD jiz vytvoten, tzn. zda neni
ulozen v ite-table. Pokud ano, vytvoiime jen novy ukazatel na piislusnou bunku,
pokud ne, pfidame novy vstup do ite-table, a také vytvoiime ukazatel na tento
vstup. Pii prichodu rekurzi zpét nahoru spojujeme dvé formule do jedné pomoci
binérni operace ¢, coz na RBRD provedeme pomoci funkce apply. Jak je popsano
v predchozim odstavci, vystupem této funkce je opét RBRD. Takto pokracujeme,
az ziskdime RBRD pro danou formuli.

Uvedeny algoritmus je naprogramovan v jazyce C++ na prilozeném CD. Nyni
si feknéme néco o usporadani proménnych booleovské formule a jeho dilezitosti
pro konstrukci RBRD.

3.4.1 Usporadani proménnych

Uspotfadani proménnych booleovské funkce je pii konstrukci RBRD velmi diile-
zita véc, protoze se od ni odviji vysledné velikost RBRD. [Bryant (1986 )| uvadi
nasledujici extrémni piipad dopadu nevhodného uspotadani. Mé&jme booleovskou
funkei f(xq,...,2,) = 21 wo+x3- 24+ - -+ T _1-Ta,. Pomoci algoritmi na piiloze-
ném CD se miizeme piesvédcit, ze zvolime-li , prirozené* usporadani proménnych
T <Xy <x3< - < Top_1 < Tay,, vysledny RBRD bude obsahovat 2n + 2 vrcho-
i, zatimco kdyz zvolime uspofadani z; < x,11 < To < Tpyo < -+ < T, < Top,
bude RBRD zkonstruovany za pouZiti tohoto usporadani obsahovat 2" vrchold.

Nalezeni optimélniho uspotradani (tj. takového uspoiadani, pro které je vy-
sledny RBRD nejmensi mozny) je podle [Bouissoua (1997)| ,,tézko TeSitelnym pro-
blémem* (piesnéji, jedna se o problém t¥idy NP), a proto se v praxi ¢asto uziva

28



nejruznéjsich heuristik. Uvedme si jednoho zastupce téchto heuristik, pravdépo-
dobné nejjednodussi z nich:

e proménné fadime podle vyskytu pii rekurentnim rozkladu formule podle
operaci (stejné jako kdyz rozkladame formuli pro konstrukci RBRD).

Napitiklad ve formuli f(a,b,c¢) = (a + b)c jsou proménné touto heuristikou sefa-
zeny do poradi ¢, a,b. Tato heuristika rozhodné dobfe funguje na Bryantuv pii-
klad z minulého odstavce, ba dokonce mozné trochu prekvapivé byla
statisticky vyhodnocena jako jedna z nejlepsich.

3.5 Nalezeni minimalnich ezt RBRD

Konec¢né se dostavame k diuvodu, pro¢ jsme si zavadéli BRD a RBRD jakozto
grafickou reprezentaci booleovskych funkei — budeme pomoci RBRD hledat mi-
niméalni feSeni booleovské funkce.

Zpusob nalezeni mnoziny minimélnich feSeni booleovské funkce f reprezen-
tované pomoci RBRD F' spoc¢iva v konstrukci nového BRD F},;,, jehoz cesty
z kotene do I-stoku definuji mnozinu minimalnich ezt (resp. minimélnich Feseni
funkce f). Algoritmus, ktery byl poprvé predstaveny [Rauzym (1993)) se opird
o nésledujici tvrzeni.

Véta 3.1. Bud F = ite(x, G, H) RBRD reprezentujici koherentni booleovskou
funkci. Potom mnoZina minimélnich feza F' sestava z:

1. Minimélnich fezu H.

2. Minimalnich fezu G rozsitenych o proménnou z, které nejsou nadmnozinami
zadného tezu H.

Diikaz.

Na fezy se podle poznamky 1.5 divame jako na mmnoziny. Je-li § fez H, je jisté
0 fezem F'. Je-li navic 0 minimélnim fezem H, je  minimalnim fezem F'| pro-
toze kazdy jiny fez F bud obsahuje x, ale potom neni porovnatelny s §, nebo
neobsahuje z, ale potom je zaroven fezem H a nemuze byt mensi nez .

Je-li § fez G, pak dU{x} je fezem F. Je-li navic § miniméalnim fezem G a zéro-
vefl neni nadmnozinou néjakého fezu v H, potom ani 6 U {z} neni nadmnozinou
zadného tfezu H, protoze proménné x se v H nevyskytuje z definice funkce ite. Pro
spor piedpokladejme, ze 0 U {x} neni minimélnim fezem F, tj. existuje o fez F
(tim myslime, Ze existuje ¥ez o binarniho rozhodovaciho diagramu F', obraty ty-
pu ,o fez F* budeme i déale pouzivat kvili zkraceni) takovy, ze o C § U {z}.
o ale nemuze byt fezem H (nebo jeho nadmnozinou) a tedy piislusna cesta z z
do 1-stoku musi vést pies G. Pak ale S\z je fezem G menSim nez §, coz je spor
s tim, 7ze 0 byl minimalni fez G. Tedy 0 musi byt minimalnim fezem F'.

Zbyva ukazat, Ze jiné minimalni fezy F' neexistuji. Postupujme opét sporem
a predpokladejme, 7Ze existuje o miniméalni fez F' takovy, Ze neni minimélnim fe-
zem H, aneni 0 = vU{z}, kde v je minimélni fez G takovy, Ze neni nadmnozinou
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zadného fezu z H. Jestlize © ¢ v, pak je v fezem H a ziejmé musi byt minimal-
nim, protoze mensi w ez H pofad neobsahuje z, tedy w je mensim fezem F nez
je v, coz je spor s minimalitou fezu v. Pokud z € v, je v\{z} fezem G a zfejmé

musi byt minimalnim, coz je také spor.
Pozn. 3.4. Predpoklad koherence neni v predchozim diikazu explicitné vyuzit.
Uvédomme si vSak, zZe pro nemonotonni funkce neméme minimélni feseni viibec
definovana, a 7ze piredpoklad koherence je skryt ve zpiisobu, jakym v tomto dikazu
na minimdlni fezy nahlizime (jako na mnoziny, viz poznamka 1.4).

Zabyvejme se nyni tlohou nalezeni minimélnich fezi RBRD A = ite(a, F, G).
Toho dosdhneme pomoci konstrukce nového BRD A,,;,, jehoz cesty z kotfene do
1-stoku budou jiz reprezentovat jen minimalni fezy. Véta 3.1 nas vede k dalsimu

rekurzivnimu algoritmu (Rauzy, 1993)):
o SpOétl Fmin a Gmin~

e Odeber z F,,;, v8echny cesty (cestou rozumime prichod z kotene do 1-stoku,
jak jsme jiz pouzili dfive), které jsou podmnozinami néjaké cesty z G (tuto
operaci znac¢ime "\ "nebo funkéné odeber(F,G)).

e Poloz Amin = ite(a7 Fmin; szn)

Kli¢ové je nyni popsat, jak provést operaci odeber. Necht je F' = ite(x, Iy, F3)
a G = ite(y, Gy, Gy). Rozeberme 3 moznosti.

(I) Je-li z < y, pak se proménné x nevyskytuje v G a tedy vSechny cesty F', které
nemaji podcesty v G jsou ty cesty Fi, které nemaji podcesty v G, rozsitené
o x, a ty cesty Fj, které nemaji podcesty v G. Tudiz plati

F\G = ite(z, F;\G, F;\G) . (3.2)

(IT1) Je-li z > y, potom cesty G obsahujici y nemohou byt podcestami F (plyne
z bodu 3 definice 3.1) a tedy

F\G = F\Gb. (3.3)

(III) Je-li x = y, jsou 2 moznosti. Ozna¢ ¢ n&jakou libovolnou cestu v F. Potom:

(1) Jestlize x € 0 (tedy ¢ vede do 1-stoku pies F}), potom 0 muze byt
nadcestou né&jaké cesty v G (tim myslime cesty z G rozsitené o z
nebo cesty z Gs).

ii) Jestlize v ¢ 0 (tedy 0 vede do 1-stoku pres F5), potom § muze byt
y y
nadcestou pouze cesty z Go (protoze cesty z korene do 1-stoku vedouci

ptes Gy obsahuji nutné z).

Déame-li dohromady vysledky (i) a (ii) pomoci funkce ite, dostavame
F\G = Zfe(l', (Fl\Gl)\GQ, FQ\GQ) . (34)
Pozn. 3.5. Obecné pro BRD F = ite(z, Fy, F3) a G = ite(x, G, G5) nemusi byt

BRD F\G definovany rovnosti (3.4) redukovany. Opét ite-table musi zastavat
redukéni pravidlo (R1), aplikovatelnost (R2) je tieba explicitné ovérovat.
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Rauzy (1993)|za predpokladu monotonie studovanych funkei ukazal, Ze rovnost
(3.4) 1ze zredukovat do jednodussiho tvaru.

Véta 3.2. Bud G = ite(x, Gy, Gy) RBRD reprezentujici neklesajici booleovskou
funkci. Potom pro kazdy d, ez G4 existuje 0, fez G takovy, Ze d; C ds.

Diikaz.

Je-li 0y Fez Go, je i 09 Fez G. Vzhledem k monotonii musi byt také 6 = d, U {x}
fezem G. Pak ale musi existovat 0; fez G takovy, ze §; C . Jelikoz z definice
funkce ite nemuze (G; obsahovat z, musi byt &; C ds.

Véta 3.3. Budte F = ite(x, F1, Fy) a G = ite(z, G1, G5) dva RBRD. Potom plati

F\G = Zf@(l’, Fl\Gl, FQ\GQ) (35)

Diikaz.

Plyne z rovnosti (3.4) a véty 3.2. Po provedeni operace Fi\G; =: A jiZ nema
smysl provadét operaci A\G», protoze v A jiz nemuze byt 7adna cesta takova,
7e jeji podmnozina je v Go. VSechny takové cesty uz byly odebrany provedenim
operace F1\Gj.

Timto rozborem je definovana operace odeber. Algoritmus odebrani probihéa
opét rekurentné, na kazdé hladiné nastava piipad (I), (II) nebo (III) a tedy je
vyuzita jedna z rovnosti (3.2), (3.3) nebo (3.5). Pfitom spravnost pouziti rov-
nosti (3.5) na libovolné hladiné rekurze plyne také z toho, 7ze pokud RBRD
G = ite(x, G1, Gs) reprezentuje neklesajici booleovskou funkei, pak také G a G
reprezentuji neklesajici funkce (to plyne z definice funkce ite a ze zfejmého faktu,
ze pokud je booleovskd funkce f = f(xq,...,x,) neklesajici ve v8ech promén-
nych, potom funkce fi,,—q) je také neklesajici ve vSech svych proménnych pro
a€{0,1}).

Abychom nemuseli aplikovat funkci odeber na stejnou dvojici grafu vicekrat,
je rozumné ukladat si vysledky této operace v comp-table podobné jako u funkce
apply, pouze si musime dat pozor, Ze operace odeber neni komutativni. Algoritmus
naprogramovany v jazyce C+- je k praci pfilozen na CD.

3.5.1 Porovnani s MOCUS

V sekci 2.3 jsme predstavili vybrané , klasické” postupy na ziskani mnoziny mini-
malnich fezi stromu spolehlivosti. Nejpouzivanéjsi deterministickou metodou je
pristup shora dold, jehoz typickym zastupcem je zminény algoritmus MOCUS.
Ten relativné snadno nalezne néjakou mnozinu fezu, kterou reprezentuje pomoci
matice. Vétsi stromy spolehlivosti vS8ak mohou mit tak obrovskou mnozinu vsech
ez, ze pamétova slozitost MOCUS miize byt netinosné. Navic teprve potom pfi-

vvvvvv

chéazi druha, slozitéjsi faze — redukce oné mnoziny fezi (Limnios, 2010, str. 74)).

Pomoci RBRD jsme také schopni nalézt néjakou mnozinu ezt (definuji ji cesty
z kotene do 1-stoku, takze vlastné sta¢i RBRD sestrojit), ktera je také zbytecné
velka. Nutno podotknout, zZe konstrukce RBRD neni zdaleka pfimocara zalezitost,
velikost RBRD je totiz zavisla na zvoleném usporadéni proménnych a doptredu
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neni znama. [Rauzyho (1993)| algoritmus na hleddni mnoziny minimélnich fez,
predstaveny v predchéazejici sekci, v8ak natolik umné vyuziva predpokladu ko-
herence a pfednosti bindrnich rozhodovacich diagrami, Ze se prvotni konstrukce
RBRD obvykle vyplaci.

Rauzy (2003)|si dal praci zefektivnit algoritmus MOCUS (provadénim pri-

bézné redukce vypocetni matice a volbou co nejvhodnéjsich datovych struktur)
a porovnal ho s vlastnimi metodami nalezeni miniméalnich fezi pomoci BRD.
Z tohoto srovnani vysly vitézné BRD. Nicméné v zavéru upozorinu-
je, 7ze konstrukce nékterych BRD v jeho srovnani vyzadovala ,,velmi sofistikované
kroky“, zatimco implementace MOCUS byla o mnoho pifimocatejsi.

Problém nalezeni miniméalnich feSeni booleovské funkce je tiidy NP, jelikoz ten-
to problém obsahuje jako podproblém test na splnitelnost, coz je znamy NP-tuplny
problém . Proto vSechny znamé algoritmy na hledani miniméalnich
feSeni booleovské formule (a tim i minimalnich Fezi stromu spolehlivosti) pracuji
v nejhorsim piipadé v case, ktery je exponencialni vzhledem k poc¢tu proménnych.
Skutecné si mizeme rozmyslet, Ze existuji booleovské funkce n proménnych, n
sudé, pro které pocet jejich minimalnich fezii rovny kombina¢nimu ¢islu (nT/LQ),
tedy priblizné exponencialni.

Jak jsme psali v sekci 3.2, testy booleovské funkce na splnitelnost a tautologii
lze provést v konstantnim case, mame-li funkci reprezentovanou pomoci RBRD.
Odtud plyne, Ze konstrukce RBRD je také problém tiidy NP. Reprezentaci boole-
ovskych funkei pomoci RBRD bychom radi podpotili tvrzenim, ze postup hledani
minimalnich fezii pomoci RBRD je v primérném c¢ase o néco rychlejsi. Teoreticky
rozbor prumérného piipadu je vSak velice slozity, a nejsme si védomi, 7e by byl
proveden. Proto se musime spokojit s experimentalnimi vysledky, které hovori
pro algoritmy vyuzivajici RBRD, jak jsme jiz nékolikrat uvedli.
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4. Priklad — systém tri motori

V této kapitole si ilustrujeme algoritmy a postupy piedstavené v predeslych sek-
cich na pfikladu ,systému ti{ motoru®, ktery pochazi od [Veselyho (1981, kap. IX)]
Jednd se o rozvodni sit elektrické energie od nékolika zdroju k tfem motorim. Po
uvedeni systému do provozu ma byt motortim dodavana energie po dobu Sedesati
sekund. Udéalost, které se chceme vyvarovat, je chod libovolného motoru po dobu
delsi Sedesati sekund. Tuto udalost volime jako 7idici (udalost R na obrazku 4.1).

Na obrazcich 4.2, 4.3 a 4.4 jsou stromy spolehlivosti pro prili§ dlouhy chod
prvniho, druhého, respektive tfetiho motoru. Ty jsou propojeny se stromem spo-
lehlivosti celého systému (obrazek 4.1) pomoci tzv. symboli pFenosu, coz jsou
trojuhelniky oznacené P1, P2 a P3.

Pouziti symbolu pfenosu je intuitivni. Pfesto pro dplnost poznamenejme, Ze
dotyka-li se hrana stromu spolehlivosti vrcholu trojihelniku, mé byt ke stromu
spolehlivosti misto tohoto trojihelniku ptfipojen podstrom, jehoz hrana se dotyka
strany stejné oznaceného trojuhelniku. Naptiklad na obréazcich 4.1 a 4.2 symbol
prenosu P1 znadi, ze pfimo do brany DISJUNKCE, ktera je umisténa pod tidici
udélosti R, ve skute¢nosti vstupuje udalost M1.

Symboly pienosu pouzivame bud pii déleni stromu spolehlivosti na vice ¢asti,
nebo pokud chceme, aby jeden strom spolehlivosti neobsahoval izomorfni pod-
stromy. Naptiklad na obrazcich 4.2, 4.3 a 4.4 se vyskytuje tentyz podstrom pod
udélosti £5. Mohli bychom také v tomto piipadé uzit symbolu pfenosu, abychom
jeden podstrom nezobrazovali vicekrat. Rozhodli jsme se to vSak neudélat z du-
vodu zvyseni prehlednosti.

Vesely (1981, kap. IX)|definuje pro ,systém ti{ motort® fidici udalost a provadi
¢ast konstrukce stromu spolehlivosti pro tento systém. Stromy spolehlivosti na
obrazcich 4.1 a 4.3 jsou od néj prevzaté. My se opét nebudeme soustiedit na
konstrukei stromi spolehlivosti, nybrz budeme vyhodnocovat strom spolehlivosti
z obrazku 4.1 (s nimz jsou pomoci symboli pFenosu spojeny stromy na obrazcich
4.2, 4.3 a 4.4). Zajemce o popis procedury konstrukce téchto stroma spolehlivosti

nebo o detailni popis systému odkazujeme na Fault Tree Handbook |(Vesely 1981,
kap. IX)|

Vénujme se nyni hleddni minimalnich fezii uvedeného stromu spolehlivosti.
Nejprve z obrazku 4.2 ziskame vyjadieni udélosti M1 pomoci zakladnich udalosti,
podobné jako jsme to délali v ptrikladu 2.3.

M1 = D1-D2=(b+ D3)(e+ D4) = (b+a-E5)(e +c+d)
[b+ale+ E6+c)](e+c+d)= [ale+dhj+c)+b](c+d+e),

tedy vyjadieni M1 pomoci zédkladnich udélosti je

M1 = [a(e+dhj + c) + b](c+ d+e). (4.1)
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Obrazek 4.1. Strom spolehlivosti pro systém t¥{ motort.
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Obrazek 4.2. Podstrom pro prvni motor.
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Obrazek 4.3. Podstrom pro druhy motor.
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Podobné vyjadieme na zakladé stromiu spolehlivosti z obrazki 4.3 a 4.4 uda-
losti M2 a M3.
M2=FE1-E2=(f+E3)(g+F4)=(f+a-E5(g+h+e+c)
=[f+ale+E6+c)](g+h+e+c) (4.2)
= [f+ale+dhj+)](g+h+e+c)

M3=F1-F2=(i +F3)(g+F4) = (i +a -E5)(g+e+ F5)
=[i+ale+E6+c)|(g+e+c+7]) (4.3)
= [i+ale+dhj+c)](g+e+c+))

Vyjadieni Fidici udalosti R je podle obrazku 3.1 (s uzitim symbolu pienosu):
R=M1+ M2+ MS3.

Uzitim rovnosti (4.1),(4.2) a (4.3) tedy dostavame nasledujici vyjadieni tidici
udélosti pomoci booleovské formule obsahujici pouze zakladni udalosti.

_R:{P@+dm+my+4@+d+@
+[f+a(e+dhj+c)](g+h+e+c) (4.4)

+P+a&+dm+mﬂ@+e+c+ﬁ}

Nyni chceme vytvorit RBRD F reprezentujici booleovskou formuli (4.4). K to-
mu potiebujeme nejprve zvolit usporadani proménnych. Podle tmluvy z poznam-
ky 3.2 zvolime abecedni uspofadani, na to je ostatné piipraven i nas program,
pomoci kterého budeme RBRD F' konstruovat. Samoziejmé neni ndhodou, Ze
abecedni uspofadani proménnych v formuli (4.4) je piesné takové uspofadani,
které bychom ziskali heuristikou predstavenou v sekci 3.4.1. Jiz pii konstrukci
stromi spolehlivosti z obrazka 4.2 az 4.4 jsme zvolili takové znaceni promén-
nych, abychom nyni méli v souladu s nasi heuristikou préavé abecedni usporaddani
a nemuseli jsme proménné preznacovat.

Z booleovské formule (4.4) pii abecednim usporadani proménnych zkonstru-
ujeme pomoci algoritmu, ktery je uvedeny v sekci 3.4, RBRD F' znazornény na
obrazku 4.5. Aplikaci algoritmu ze sekce 3.5 pak zkonstruujeme BRD F},;, zna-
zornény na obrazku 4.6.

Prichodem do hloubky diagramu F,,;, a vypsanim vSech jeho cest (pfipo-
mefime, Ze cestou rozumime prichod z kofene a do 1-stoku) ziskdme nésledujici
mnozinu A vSech minimélnich fezti studovaného stromu spolehlivosti:

A= {ac, adjh, ae, be,bd, be, cf, ci,ef, ei,fg,fh,gi,z’j}
Pozn. 4.1. Striktné vzato bychom podle tmluvy z druhé kapitoly méli zapisovat
naptiklad fez sestavajici z udalosti a a ¢ jako {a,c}. My misto toho pro vétsi

prehlednost piSeme pouze ac. Mizeme si to dovolit, protoze jedno malé pismeno
vzdy odpovidé jedné zakladni udalosti.
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Obrazek 4.5. RBRD F' pro systém tfi motorti.
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Obrazek 4.6. BRD F,,;, pro systém t¥i motoru.
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Nalezenim mnoziny A je piiklad hotov. Odlisnymi metodami jsme se tak
dobrali stejného vysledku jako [Vesely (1981, kap. IX)| pouze s jinym znacenim.
Nalezené miniméalni fezy bychom dale mohli vyuzit k vypoctu charakteristik sys-
tému, jako jsou stiFedni doba do poruchy nebo pohotovost systému v jistém cCase
(sekce 2.4.2). Tim se vSak jiz nebudeme zde zabyvat, misto toho si interpretujme
nalezené minimalni fezy.

Tak naptiklad informace, 7e ac € A, nam tika, zZe nastanou-li udalosti a a c,
dojde automaticky k vyskytu fidici udalosti udalosti R. Dale vime, ze pokud na-
stane pouze néjaka vlastni podmnozina zakladnich udalosti z libovolného jednoho
fezu, nemuze dojit k vyskytu ridici udalosti. Napf. z toho, ze adjh € A, vyplyva,
ze vyskyt udalosti a, d a 7 neni dostatecny k vyvolani R.

Nakonec pfipomenme, ze vyskyt udalosti a a ¢ neznamena selhani systému.
Znamena pouze vyskyt udalosti R, tzn. fakt, Zze do jednoho z motort proudi
elektfina po dobu delsi Sedesati sekund. Je vysoce pravdépodobné, 7e existuji
i jiné okolnosti, za kterych systém t¥i motoru nesplni svou funkci. Pokud by tieba
ihned po uvedeni systému do provozu doslo k pferuseni kli¢ové ¢asti rozvodné sité
a elekttina by se do zadného z motorti viibec nedostala, systém by tim patrné
nesplnil svou funkci, at uz je jakdkoliv. Nicméné o této hypotetické situaci dané
stromy spolehlivosti viibec nepojednavaji, protoze tato situace se netyka ridici
udélosti, ktera dostate¢né konkretizuje typ selhani. Pokud by nas zajimal jiny typ
selhani, bylo by tfeba sestrojit novy strom spolehlivosti s novou fidici udélosti.

4.1 Modifikované zadani

Predstavme si nyni, ze bychom ftidici udalost R nezvolili jako ptili§ dlouhy béh
libovolného motoru, ale prilis dlouhy béh dvou nebo t¥i motori. Pokud bychom
konstruovali zcela novy strom spolehlivosti pro dany systém s takovouto volbou
fidici udalosti, mohli bychom se vydat mirné odlisnou cestou a novy strom spo-
lehlivosti by mohl byt nepodobny pfedchozimu. Jak jsme jiz napsali diive, na
rozsahlych stromech spolehlivosti typicky pracuji celé tymy specialisti a moznost
délby prace je v pripadé stromu spolehlivosti béznéa. V praxi se mizeme snadno
ocitnout v situaci, kdy budeme mit tii stromy spolehlivosti pro tfi motory, a nés
misto selhani jednoho z nich bude zajimat situace selhani alespon dvou, nebo
kdy jednoduse nebudeme mit prostiedky ke konstrukci nového stromu spolehli-
vosti a budeme si muset vystacit s tim, co jiz mame piipraveno.

Nazveme-li novou Fidici udéalost R, ziskame pro ni dpravami funkce alespon ze
sekce 1.3 vyjadieni

R = alespon(2, M1, M2, M3)
M1 - alespon(1, M2, M3) + alespon(2, M2, M3)
= M1 -(M2+ M3)+ (M2 M3).

Substituci z rovnic (4.1), (4.2) a (4.3) za M1, M2 a M3 ziskame velmi dlouhé
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vyjadreni fidici udalosti R pomoci zakladnich udalosti.
R= [a(e+dhj+c)+b](c+d+e){[f+a(e+dhj—i—c)}(g—kh—i—e—kc)

+[i+ale+dhj+0)](g+e+c+ )}
+[f+ale+dhj+o)|(g+h+e+c)[i+ale+dhj+c)](g+e+c+))

S touto booleovskou formuli déale pracujeme jako u predchoziho piikladu, se-
strojime RBRD F anasledné BRD me, jehoz pruchodem ziskdme mnozinu vSech
minimalnich fezit A. F a me jsou v tomto pripadé prilis velké, nez abychom je
ilustrativné ukézali.

Uzitim programu na piilozeném CD zjistime, Ze odpovidajici mnozina mini-
maélnich fezi je tvaru

A= {ac, adjh, ae,bef, bei, bdf g, bdf h, bdgi, bdig, be f, bei,cfi,efi,fgi,fhij}.

Na zavér se podivejme, co nAm mnoZiny A a A fikaji o porovnani dvou systému
s fidicimi udalostmi R a R. Je rozumné ocCekavat, ze vyskyt fidici udalosti R
bude méné pravdépodobny nez vyskyt fidici udalosti R z predchozi sekce, protoze
najednou jiz nestaci ,selhani* jednoho motoru, nybrz je zapotfebi selhani alespon
dvou motori. Skuteéné, tento fakt se odrazi na mnozinich A a A. Zatimco A
obsahuje ¢trnact minimalnich Fezti, z nichZ t¥inact je velikosti dva (tzn. sestavaji
z dvou zakladnich udalosti), A obsahuje patnact minimalnich fezi, ale vyjma ti
jsou vSechny velikosti tii nebo dokonce ¢tyfi. V puvodnim zadani s fidici udalosti
R jsme nasli naptiklad ez ij. Ten zfejmé neni fezem pro ridici udalost R uz jen
proto, ze v mnoziné A minimalnich fezu se nachazi fez fhij.

Abychom mohli i bez znalosti kvantitativnich charakteristik systému s jisto-
tou Fict, ze pravdépodobnost vyskytu udalosti R je niz&i nez pravdépodobnost
vyskytu udélosti R, museli bychom porovnat, zda jsou opravdu vSechny fezy v A
podmnozinami ez v A (coz jsou a dava dobry smysl, 7e jsou). Ale i bez takové-
ho porovnani pouze na zakladé letmého pohledu na mnoziny A a A je rozumné
ocekavat, Ze ,, R nastane spis nez R“.
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Zaver

Porozuméni primyslovym i dalsim systémiim z hlediska jejich konstrukce se stava
jednotlivych soucastek pozvolna zpomaluje. Vhodnym vyjadienim logickych va-
zeb ovlivijicich funkénost systému je strukturni funkce, jejiz do zna¢né miry
univerzalni reprezentaci je booleovskéa formule.

Klicovou ¢asti spolehlivostni analyzy daného systému, ktery je reprezentovan
pomoci booleovské formule, je nalezeni mnoziny vSech minimalnich feSeni pii-
slusné booleovské funkce, coz je problém tiidy NP. Tomuto tkolu jsme se za
dodatecného predpokladu koherence vénovali prevaznou cCast prace. Predstavili
jsme dva rizné algoritmy k nalezeni mnoziny minimélnich fezli. Prvni z nich,
MOCUS, je zna¢né piimocary a ¢asové i pamétové narocny, nicméné vzdy jsme
pomoci néj schopni ziskat alespon ¢astecny vystup.

Druhym predstavenym zptisobem je konstrukce pomocného modelu systému,
bindrniho rozhodovaciho diagramu, ktery lze povazovat za velmi vhodnou repre-
zentaci booleovské funkce v paméti pocitace a ktery nam umoziuje efektivnéjsi
nalezeni mnoziny minimalnich fezi. Problémem tohoto postupu je vSak prvotni
konstrukce binadrniho rozhodovaciho diagramu, ktera taktéz nalezi do t¥idy NP
problému. Jeho velikost je zavisla na mnoha faktorech a neni dopfedu znéma.
Pokud z néjakého divodu konstrukce binarniho rozhodovaciho diagramu selze,
nedd nam takovyto pokus o analyzu systému naprosto zadnou informaci. Presto,
binarni rozhodovaci diagramy predstavuji natolik vhodny zptusob reprezentace
booleovskych funkci, Ze se s nimi v teorii spolehlivosti setkavime a budeme se-
tkavat stéle castéji.

Predlozena prace mé z casti kompila¢ni charakter. Véirime vsak v jeji piinos
i v této prevazné prevzaté c¢asti diky usili, které bylo vénovano na peclivou vy-
stavbu teorie a doplnéni fady tvrzeni spolu s jejich podrobnymi dukazy, které
oduvodiuji spravnost postupi uzivanych ve tieti kapitole, tedy algoritmi pro
hleddni mnoziny minimdalnich fezi pomoci binarnich rozhodovacich diagrami.
Tyto algoritmy jsme také implementovali v jazyce C++ a vyuzili je k FeSeni
konkrétnich problémii.

Moznych zpusobu dalsiho rozsifeni této prace je nékolik. Nejpfirozenéjsim by
podle nés byla modifikace uvedenych postupii na nekoherentni systémy.

41



Seznam pouZzité literatury

e BOUISSOU, M.; BRUYERE, F.; RAUZY, A. (1997) BDD based fault-tree
processing: A comparison of variable ordering heuristics. In: Proceedings of
European Safety and Reliability Association Conference, ESREL’97.

e BRACE, Karl S.; RUDELL, Richard L.; BRYANT, Randal E. (1991) Effici-
ent implementation of a BDD package. In: Proceedings of the 27th ACM /IE-
EFE design automation conference, ACM, p. 40-45.

e BRYANT, Randal E. (1986) Graph-based algorithms for boolean function
manipulation. Computers, IEEE Transactions on, 100.8: 677-691.

e HURT, Jan. (1984) Teorie spolehlivosti. 1. vyd. Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 202 s.

e KOUBKOVA, Alena a Vaclav KOUBEK. (2011) Datové struktury I. Vyd.
1. Praha: Matfyzpress, 314 s. ISBN 9788073781668.

e LEE, Wen-Shing, et al. (1985) Fault Tree Analysis, Methods, and Appli-
cations - A Review. Reliability, IEEE Transactions on, 34.3: 194-203.

e LIMNIOS, Nikolaos. (2010) Fault trees. John Wiley & Sons.

e RAUZY, A. (1993) New algorithms for fault trees analysis. Reliability En-
gineering € System Safety, 40.3: 203-211.

e RAUZY, A. (2001) Mathematical foundations of minimal cutsets. Reliabi-
lity, IEEE Transactions on, 50.4: 389-396.

e RAUZY, A. (2003) Toward an efficient implementation of the MOCUS al-
gorithm. Reliability, IEEE Transactions on, 52.2: 175-180.

e SIELING, D.; WEGENER, 1. (1993) Reduction of OBDDs in linear time.
Information Processing Letters, 48.3: 139-144.

e VESELY, William E., et al. (1981) Fault tree handbook. Nuclear Regulatory
Commission Washington, D.C.

e WEGENER, Ingo, et al. (1987) The complezity of Boolean functions.

e WORRELL, R. B.; BURDICK, G. R. (1976) Qualitative Analysis in Reli-
ability & Safety Studies. Reliability, IEEE Transactions on, 25.3: 164-170.

42



Seznam pouzitych zkratek a pojmii

Pouzité zkratky

BRD binérni rozhodovaci diagram
BUNO bez tjmy na obecnosti

i.z.u. izomorfismus zachovavajici usporadani
kap. kapitola

napr. napiiklad

RBRD redukovany binarni rozhodovaci diagram
resp. respektive

str. strana, strany

tj. to je, to jsou

tzn. to znamena

Neékteré uzivané pojmy

O-hrana, 1-hrana str. 23
0-stok, 1-stok str. 23
alespon(k,xq, ..., x,) str. 6
booleovské formule, booleovska funkce str. 5
booleovski proménna str. 3
brana KONJUNKCE, DISJUNKCE, NEGACE str. 11
cesta v binarnim rozhodovacim diagramu str. 24
ite(f,qg,h) str. 9
ite-table str. 28
koherentni strom spolehlivosti str. 16
koherentni strukturni funkce str. 8
minimalni feSeni booleovské funkce str. 8
minimalni fez stromu spolehlivosti str. 17
minimalni fez binadrniho rozhodovaciho diagramu str. 24
MOCUS str. 20
poddiagram binarniho rozhodovaciho diagramu str. 23
redukéni pravidla pro binarni rozhodovaci diagramy  str. 26
redukéni pravidla pro booleovské formule str. 4
fidici udalost str. 12
strukturni funkce str. 5
symboly pfenosu str. 34
udalost vnitini, zakladni, nerozvinuta str. 11
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5. Piflohy

5.1 Implementace ite-table

V8echny algoritmy popsané v tieti kapitole jsme implementovali v jazyce C++
a lze je nalézt na ptilozeném CD. Zatimco jednotlivé kroky pii konstrukei a vyhod-
nocovani BRD jsou v naSem programu reprezentovany samostatnymi funkcemi,
a vérime, zZe budou dobfe pochopitelné, klicem k porozuméni celému programu
je spravné pochopeni struktur ite_table a comp_table. Proto si v této piiloze
detailngji priblizime jejich funkci a uvedeme si ukazku zdrojového kdédu naseho
programu v jazyce C++. Nejprve se vénujme ite_table.

Ptipomenme, Ze ite_table je datova struktura, pomoci niz ukladdme BRD
v paméti poc¢itace. V nasi implementaci je ite_table vektorem vektori (viz Fa-
dek 11 tabulky 5.1), ¢tenafi bude mozna blizsi, bude-li si ite_table piedstavovat
jako pole spojovych seznamu ¢ili jako dvourozmérnou datovou strukturu. Pozice
prvku v ite_table je tedy podobné jako pozice prvku v matici udavana dvéma
celo¢iselnymi proménnymi (viz struktura pozice v tabulce 5.1).

Konec¢né, co je to jeden prvek ite_table? Jedna se o jeden uzel, o némz si
musime pamatovat ¢tyfi véci.

(I) Nézev (jaké proménné odpovida) a inde.
(IT) Levého a pravého syna.

ad(I) Pfipomenime, 7e index (celé ¢islo) se vaze k proménné a pomoci indexd
mame na proménnych definované tplné uspoifddani. V naSem programu
pozadujeme, aby booleovské proménné byly znac¢eny malymi pismeny a do-
drzujeme Gimluvu z poznamky 3.2, tzn. inder je jednozna¢né urcen nazvem
proménné a naopak (index(a) = 1,index(b) = 2, atd.).

ad(IT) Kdo jsou synové vnitiniho uzlu BRD, nam fikaji ukazatelé do ite_table.
Pozice levého syna, neboli syna piistupného z uzlu po 1-hrane, je udavana
proménnou high. Pozici pravého syna, nebo-li syna pristupného 7z uzlu po
0-hrane, odpovida proménné low.

V nasSem programu pouzivame k ukladani uzlia strukturu uzel z tabulky 5.1,
ite_table je tedy jakasi dvourozmérna struktura téchto uzld.

Pomoci ite_table reprezentujeme v paméti pocitace vsechny BRD, s nimiz
program pracuje nebo od spusSténi pracoval. Pokud mé napiiklad néjaka funkce
pracovat s BRD F'| ktery ma kofen v, stac¢i oné funkci sdélit pozici piislusného
uzlu v ite_table, BRD je totiz dan svym kofenem.

Pokud program (naptiklad pomoci funkei apply nebo without z tieti kapitoly)
vytvoii novy BRD, ulozime jej do ite_table pomoci funkce add_or_find_ite
z tabulky 5.1.
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struct pozice{ J//ukazatele do ite table
int x,y;
}s

struct uzel { //proky ite table
int index;
pozice high  low;
int unique;

}s
vector < vector < uzel > > ite table;

pozice add_ or find ite(uzel u){
int i"= (u.index
+ ite_table[u.high.x|[u.high.y]|. unique
+ ite_table[u.low.x]|[u.low.y]|. unique)
% (2#n);
pozice nalezeno = {—1,—1};
for (int j=0; k™< ite table|i].size (); j++){
if(u = ite_ table[i][j]){
nalezeno.x = i;
nalezeno.y = j;

1
1

if (nalezeno.x — —1 && nalezeno.y — —1){
nalezeno.x = 1i;
nalezeno.y = ite table[i].size ();

ite table|[i]|.push back(u);

}

return nalezeno;

Tabulka 5.1. Ukéazka zdrojového kodu.

Uvédomme si, ze funkce apply a without jsou obé rekurzivni, tzn. novy BRD
I je stavén vzdy odspodu. Tudiz jediné, ¢im miize byt Cerstvé sestaveny BRD
F ,novy“, je jeho kofen. Zdiraznéme, ze BRD piislusici jeho levému a pravému
synovi jiz museji byt v ite_table. Tim padem je F dan jedinym uzlem (kofenem)
a jediné, co musime udélat, je umistit tento uzel do ite_table.

To bychom mohli udélat zcela nahodné, pokud bychom chtéli pomoci ite-
table pouze reprezentovat BRD. Pro nds ma vSak ite_table naprosto klicovy
vyznam v udrzovani redukovanosti vSech nasich BRD.

Kdykoliv vytvoifime novy BRD, chtéli bychom rychle zjistit, zda jiz neni ulo-
zen v ite_table, tzn. zda jsme jiz stejny BRD nevytvorili nékdy diive. Pokud
nidhodou ano, nechceme do ite_table pridavat zadny novy vstup. Je tedy nasim
zadjmem, aby kazdy BRD existoval nejvySe jednou.
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Abychom toho mohli dosdhnout, je tfeba BRD ukladat do ite_table néjak
systematicky, abychom byli schopni (pokud mo7no v co nejkrat§im ¢ase) ucinit
rozhodnuti, zda se jisty BRD v ite_table jiz vyskytuje ¢i nikoliv. K tomu po-
uzivame techniku hesovdni (s heSovani se lze seznamit napf. v [Koubkova, 2011,

Ep- ).

N&s zpusob hesovani BRD do ite_table neni nijak slozity, pouze secteme
indexy vSech vrcholi v daném BRD, zbytek tohoto souctu po celo¢iselném déleni
x-ovym rozmérem ite_table bude x-ova pozice daného BRD v ite_table (hash-
hodnota daného BRD).

Predpokladejme, Ze jsme napiiklad aplikaci funkce apply ziskali BRD F' s ko-
fenem v. Postupujeme (funkce add_or_find_ite postupuje) nasledovné:

(I) Je spoctena hash-hodnota F', oznaéme ji ¢ (fadky 14 az 17 v tabulce 5.1).

(II) Prochazime cely i-ty fadek (nebo sloupec, zale7i na ¢tendfové predstave
ite_table) a hledame, jestli neobsahuje uzel u (cyklus na fadku 19 v ta-
bulce 5.1).

(IL.i) Jestlize najdeme uzel u, do ite_table nic nepiidavame, pouze si
zapamatujeme pozici u.

(IL.ii) Jestlize jsme v i-tém Fadku uzel u nenasli (podminka na fadku 25
tabulky 5.1), pak bude za konec tohoto fadku pfipojena nova buiika,
do niz bude ulozen kofen uzel v (v tomto piipadé F' je skute¢né novy,
program se s nim dosud nesetkal).

ad(I) Abychom pii pocitani hash-hodnoty nemuseli vzdy prochézet cely BRD F
obsahuje struktura uzel pomocnou proménnou unique, ve které je ulozena
hash-hodnota BRD, jehoz je dany uzel kofenem. Tim paddem jsme schop-
ni spocitat hash-hodnotu nové ziskaného F' na zékladé znalosti u.index,
u.high.unique a u.low.unique tak, jak to délame na radcich 14 az 17
tabulky 5.1.

Diky vyse popsané funkci add_or_find_ite nemusime v naSem programu ni-
kdy kontrolovat, zda ndhodou nelze aplikovat redukéni pravidlo (R1) ze sekce 3.2.
Funkce add_or_find_ite totiz zajistuje automatické sdileni i.z.u. poddiagramu
(definice 3.4), ¢imz nejenze Setii pamét, ale predchazi aplikovatelnosti redukéni-
ho pravidla (R1), které bychom jinak tézko explicitné aplikovali (na rozdil od
redukéniho pravidla (R2), které v naSem programu explicitné aplikujeme velmi
snadno).
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5.2 Uziti comp-table

Druhou datovou strukturou, na jejiz vlastnosti a zptisob uziti bychom radi upo-
zornili, je comp_table, poprvé zminéné v sekci 3.3.

struct comp{ //proky comp table
int op; //operace O—or, 1—and, 2—odeber
pozice G,H,R; //G op H =R, ukazatele do ite table
1

vector < vector < comp > > comp table;

void add comp(int op, pozice G,H,R){
int souradnice = (ite table|G.x|[G.y].unique +
ite table|[H.x|[H.y].unique) % (2%n);
comp novy = {op,G,H,R};
comp table[souradnice |.push back(novy);

Tabulka 5.2. Struktura comp_table spolu s funkei pfidani prvku.

Jedné se opét o dvourozmérnou datovou strukturu, jejiz prvky jsou na roz-
dil od ite_table tvofeny zastupci struktury comp z tabulky 5.2. Jeden prvek
comp_table tak obsahuje operaci op a trojici ukazateli do ite_table G, H a R.
Jak jsme popsali v piedchozi sekci, ukazatel do ite table jednoznacné odpovi-
da ngjakému BRD, proto jeden prvek comp_table obsahuje informaci o tom, ze
vysledkem operace op provedené na BRD G a H je BRD R.

Kdykoliv provedeme néjakou operaci na dvojici BRD, ulozime si ji i s vysled-
kem do comp_table a naopak kdykoliv mame provést néjakou operaci na dvojici
BRD, nejprve zkontrolujeme, zda jsme jiz tuto operaci neprovadéli, a tedy neni-li
jiz jeji vysledek uloZen v comp_table. Tato technika obecné znamé jako dyna-
mické programovdni vyrazné snizuje ¢asovou naroc¢nost programil pro manipulaci

s BRD. Jak piSe |Rauzy (1993)} ,, Timto zptusobem se algoritmus v jistém smyslu

v

udi: ¢im vice operaci jiz vykonal, tim efektivnéjsi je.“

Ptidani nového vysledku do comp_table zajistuje funkce add_comp z tabul-
ky 5.2. Jedna se o stejnou hesovaci techniku jako v ptipadé piidavani uzld do
ite_table. Prohledavani comp_table za tcelem zjisténi, jestli pozadovany vysle-
dek jiz nebyl spocitan, funguje na stejném principu. Musime si vSak davat pozor,
ze operace a zdroven a nebo popsané ve tieti kapitole jsou komutativni, ale ope-
race odeber ze sekce 3.5 nikoliv. Zdrojovy kod prohledavani comp_table je proto

vvvvvv

Uéelem comp_table je tedy snizeni ¢asové narocnosti. Je viak tfeba nezapomi-
nat, ze pamétova naroc¢nost kvili comp_table naopak roste. Pokud napiiklad neni
dopfedu znam pocet BRD, s nimiz bude muset program pracovat (a tedy nelze
odhadnout mnozstvi vysledki, které budou muset byt ulozeny do comp_table),
je tieba aplikovat opatfeni, ktera zabrani stavu pfeplnéni operatni paméti (po-

drobnéjsi informace lze nalézt napi. v |[Brace, 1991])).
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5.3 Komentar k pouziti vlastniho programu

Na pfilozeném CD lze nalézt nasledujici soubory:

find_MCs.exe — vlastni program,
find_MCs.cpp - zdrojovy kod vlastniho programu a
info.txt — textovy soubor se zkracenymi instrukcemi.

Vlastni program neni koncipovan jako knihovna funkci, pouze nalezne mini-
malni feSeni zadané booleovské formule metodami, které byly popsany ve tieti
kapitole. Ackoliv by samostatné pouziti jednotlivych funkci vyzadovalo jen drobné
upravy, problém by mohl nastat s ite_table, kterd by pti oddéleni jednotlivych
¢asti programu mohla snadno pfestat plnit svou funkci popsanou v piiloze 5.1.

Program pozaduje na vstupu booleovskou formuli sestavajici z proménnych
a,b, ..., z, operatori * a + pro nasobeni respektive s¢itani a zavorek ((a ) k ur-
¢ovani priority operatoru. To vSe na jednom tadku. Upozorhujeme, Ze symbol
nasobeni neni mozné vynechéavat.

Program ocekava formalné spravny vstup, tj. zadné nadbytecné nebo nespa-
rované zavorky, jiné nez vyjmenované symboly, a podobné. Kontrola vstupu neni
nijak oSetfena.

Prikladny vstup tedy miize vypadat naptiklad takto.
(a+c¢)*(b+c)
Naopak vstup nesmi vypadat takto.

(a+c)(b+c)

Pro zadani vstupi, na které byl priklad uzit v ramci feSeni piikladi ve ¢tvr-
té kapitole neni tfeba opisovat slozité formule R nebo R, staci zadat samotné
pismeno A pro formuli R, pfipadné samotné pismeno B pro formuli R.

Postup programu lze shrnout do nasledujicich kroki.
1. Vstupni formule je pfevedena do postfixové notace.

2. Je zkonstruovain RBRD odpovidajici vstupni formuli a abecednimu uspo-
radani proménnych. Jeho cesty z kofene do I-stoku jsou po vypsany po
radcich.

3. Je zkonstruovan BRD reprezentujici minimalni fezy. Jeho cesty (tj. mini-
malni fezy nebo-li minimalni ¥eSeni ptislusné formule) jsou taktéz vypsany
po Tadcich.

Vypsdnim minimalnich feSeni zadané booleovské formule ve tietim kroku je
tkol hotov. Vypséni cest v RBRD pfislusicim zadané booleovské formuli v druhém
kroku je pouze ilustrativni. Lze si z tohoto vypisu udélat pfibliznou predstavu
o RBRD, ktery reprezentuje zadanou booleovskou formuli pfi daném usporadani
proménnych.
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