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Uvod

Cilem této prace je zmapovat existujici diikazy regularity minimizéru eliptickych
varia¢nich funkcionalti, a tuto problematiku priblizit Sirsimu publiku: naptiklad i
studenttim, kteri se seznamili se zakladni teorii parcialnich diferencidlnich rovnic
a zaklady variacniho poctu. Prostfedkem bude rozebrani konkrétniho, vhodné
vybraného diikazu existence a regularity, za podrobnéjsiho popsani jednotlivych
krokti.

Historie zkoumani regularity minimizéri varia¢nich funkcionali je velmi pou-
tavé popsana v [3.

V aplikacich na fyzikalni problémy se nékdy ukazuje vyhodnéjsi nepracovat
s tlohami diferencidlnich rovnic, ale s tlohami hledani minimizujici funkce u
(z néjaké tiidy) eliptického funkcionédlu typu

G(u) :/g(x,u, Vu)

kde funkce g byva spojita a direfencovatelna, zato minimizér je a priori jen v né-
jakém Sobolevové prostoru a jeho lepsi regularitu (vlastné i existenci) je potieba
dokazat. K tomu je potieba dalsich informaci o tloze, které ze zadani obdrzime:
konvexitu, ¢i néjaky typ kvazikonvexity pro g ve treti slozce; ristové podminky
pro g, které mohou byt bud izotropni (rtst zdola i shora je odhadnut stejnou
mocninou, ale riznou konstantou), nebo anizotropni (rtst shora je odhadnut vét-
$i mocninou (zpravidla ne libovolné vétsi, ale jen "o néco”) nez dolni i nez s jakou
je integrovatelny Vu).

Typickym postupem dikazu regularity je nejprve si definovat exces (konkrétni
definice se lisi v zavislosti na konkrétni tiloze), coz je veli¢ina znacici, jak moc se
lokalné lisi Vu od svého primeéru, a pak dokdzat Main lemma, které zajisti, ze
kromé singularnich bodi, kde chovani v mtzeme stézi kontrolovat (viz dale), se
exces vhodnym zptisobem zmensuje pfi zmensovani koule, na némz ho pocitame.
Z tohoto chovani lze vyvodit Campanatova podminka Holderovské regularity,
takze ve vysledku ziskdme, Ze minimizér je Holderovsky spojity az na malou
mnozinu singularnich bodt.

Jednotlivé dikazy regularity se pak lisi zejména tim, jakjym zptisobem doka-
zuji Main lemma. Mozné pristupy se daji rozdeélit do trech zakladnich strategii:

Prvni z nich je pfimé metoda. Je popsana v knize [2]. Minimizér ”testujeme”
vhodnou funkei, z ¢ehoz spolu s dostatecnou diferencovatelnosti a konvexitou g
primo odvodime odhad excesu. Pouzivame pfi tom techniku reverzni Holderovy
nerovnosti.

Druhou strategii je nepfima metoda. Odkazeme napiiklad na [I0]. Pro spor
mame posloupnost zmensujicich se kouli, na nichz exces vyhovuje zadanym pod-
minkam, ale nezmensuje se jak je pozadovano. Skdlovanim téchto kouli (a odpovi-
dajicim Skdlovani minimizéru) na stejny polomér ziskame konvergentni posloup-
nost funkei, o niz (a jeji limité) zjistime dodatec¢nou informaci a ta ndm pomuze
zpétné vyvodit spor.

Nejmodernéjsi strategii je A-harmonicka aproximace. Predstavena byla v ¢lan-
ku [6] a dalsi zajimavé vysledky jsou v [14]. A-harmonicita je obecnéjsi vlastnost k
harmonicité s tim, ze misto standardniho skalarniho soucinu bereme jiny — v na-
Sem pripadé dany matici druhého gradientu g v bodé priméru Vu (na kouli).



O minimizéru nepfimou metodou ukazeme, zZe je v jistém smyslu aproximovany
A-harmonickou funkci, a z jejich specialnich vlastnosti uz pfimo ziskdme odhad
excesu.

Vyse jsme zminili problém singularnich bodi. Je mozné dokazat za dostatecné
obecnych podminek Hélderovskou regularitu na celé zadané oblasti? Negativni
vysledky najdeme jako souc¢ast pfibéhu v [3], pfehledné jsou rovnéz popsany v [1
str. 54-63]. Z nedavnych vysledki v oblasti protiptikladu na regularitu na celé
oblasti bych zminil [I2], kde konstruuji ne-Lipschitzovsky minimizér funkcionalu
U — fQ f(Vu), kde f je hladkd a uniformné konvexni (tj. uniformni odhad na
druhou derivaci).

V této praci rozebereme dikaz existence a ¢astecné (tj. aZz na mnozinu nu-
lové miry) Holderovské regularity minimizéru eliptického funkcionédlu ve velmi
typickém pripadé

Flu) = / F(vu)

ve ti1dé funkei WHr(Q) (p € (£,0)), za izotropnich ristovych podminek

“JeP < 1(©)] < (1 + [eP)

Jde sice o ne praveé nejobecnéjsi pripad, ale cilem je jednoduchost, pochopitelnost
hlavnich myslenek a detailni popis vSech kroki.

Hlavni ideje ditkazu jsou v pripadé existence prevzaty z [4] a v piipadé re-
gularity z [5] (dikaz véty o A-harmonické aproximaci je zkompilovan z [6] a [7],
néktera obecnéji znama tvrzeni z dalsich zdrojt). Nékteré kroky diikazu jsou vsak
vedené vlastni cestou. Protoze je ve [5] diikaz pro anizotropni riistové podminky,
bude mozné srovnat a popsat, jaké tézkosti prinaseji a jak je mozné se s nimi
vyrovnat.

Na druhou stranu pro piipad funkcionalu zavislého i na (z,u) odkdzeme na
I15, 3.

Na zavér tvodu bych rad zminil [8], kde je veden dtikaz rovnéz pro anizotropni
podminky a rovnéz A-harmonickou aproximaci, ale cely je uzavien v teorii L#®)
prostort, ktera se jevi byt mocnym nastrojem i v této problematice.



1. Definice a lemmata

1.1 Umluvy

Umluva. Proménné p bude dale piedstavovat obecné zvolenou avsak stéle stejnou
hodnotu vétsi nez Sest pétin. Proménné n, N jsou predem zafixovana prirozena
¢isla a znak 2 znaéi libovolnou predem zafixovanou Lipschitzovskou (C%') oblast
v R™. Pojem ” funkce”, nebude-li néjak upfesnén, znaéi funkci z Q2 do RY. Vechny
nasledujici definice a tvrzeni plati pro vSechna p € (g, n), pokud v predpokladech
neni uvedeno, zZe plati jen pro p v urc¢itém rozsahu.

Symbol ¢ nema roli proménné, ale oznacuje vzdy néjakou (tvrdime Ze existuji-
ci) kladnou konstantu, zavisejici jen na veli¢inach v daném kontextu zafixovanych.
Pro kratsi zapis definujeme jesté par relaci:

A<B&s A<cB

A~B& A<B<A

MiiZe se stat, Ze u Lebesgueovskych funkci (z LP & WP prostortl) pouZzijeme
supremum (pfes mnozinu M). V takovém pfipadé méme na mysli samoziejmé
esencialni supremum, to jest infimum pro M’ C M : |M’'| = |M| ze suprem pres
M’'. To samé plati pro infima.

Kouli se stfedem xy a polomérem R zna¢ime B(zq, R) nebo Bpr(xg). Tento
zapis z praktickych divodt nékdy zkracujeme, nedojde-li tim k mozné nejedno-
znacnosti: na Bg, pokud je zfejmy (nebo na ném nezalezi) stfed koule; na B,
pokud je jasny i polomér. Zvlastni znak B/2 znaci Bg/s.

Nakonec, zna¢me R™ realny interval (0, 00), resp. R%" interval [0, c0).

1.2 Kvazikonvexita a minimizér

Definice. Funkce f : R™ — R je W'P-kvazikonvezni, pokud plati pro kazdou
AeRF o e W, P(Q)

f(4) < ]{2 f(A+ V)

Definice. Funkciondl F : W'(Q) — R je W'P-slabé sekvencidlné zdola po-
lospojity, kdyZ kazdd slabé konvergentni posloupnost u; — u funkci z WiP(Q)
splniuje

F(u) < liminf F'(u;)

1—00

Definice. Rekneme, Ze funkce f z R™ do R je na oblasti Qy C R" striktné
Wr_kvazikonvezni, kdyZ pro kazdé M > 0 existuje \yy > 0, Ze pro viechny koule
B C Qq, viechny body A € RN |A| < M + 1 a vsechny funkce ¢ € Wy"(Bg)
platy
fA+99) 2 F) 4+ M f V(TP

Br Br

Definice. Funkce u € WY(Q) je WYP-minimizér funkciondlu F na 2, je-li
F(u) < F(u+ ¢) Vo € WHP(Q).



1.3 Rustovy odhad

Lemma 1. Je-li u € LP (), plati pro skoro vSechna x € Qy pri R — 0

f = ()P — 0
B(z,R)

Diikaz. Zafixujeme € > 0. Na )y aproximujeme funkci v spojitymi funkcemi wu;,

ze ||u; — u||ip(go) < —=—:. (c(e) upfesnime s definici pozdéji, nebude zaviset na

— c¢(e)n2?
][ [u — (u)Be,r)|" <
B(z,R)

u;) Odhadneme
<f ueuPaffu- @senl + @een - @aenl
B(z,R) B(z,R)

zde treti integral je mensi nebo roven prvnimu. Zasadni problém spociva v tom,
ze kdybychom nyni chtéli nejprve ¢ — oo, druhy integral se vrati do stavu ze
zadani, naopak kdyz posleme jako prvni R — 0, neumime odhadnout prvni z
integralti 1épe nez nekonecnem.

Proto vstupuje do hry Hardy-Littlewoodova maximalni funkce

Mww:méww

r>0
0 niz je vime
{z € Qo : M(w)(z) > n}| < c(n)n i |wi
0
Znacime M; mnoziny {z € Qo : M(Ju; —ulP)(x) > $}. Pro x € Q\ |J;, M; jsou
u; pii malych R na B(x, R) stejnomérné spojité, takze nezavisle na X odhadneme

e 13 E
lu—(Wpenl"<3+5+3
]i(x,R) @RI =3T373

Na druhou stranu vidime, Ze mira sjednoceni | J; M; je mensi nez ¢, které nakonec
"posleme” k nule. O

Lemma 2. Pro [ € LP(R™) N C*R™Y) kvazikonvezni, f(v) < c(1 + |[¢P),
&,m € Q) plati:
VA =<1+ ¢

[F(€) = f)| < (X + [P~ + [P~ —n|

Dikaz. Pro j € {1,...,n} je funkce jedné slozky O;¢(t) := f({ + te;) (kde e; je
j-ty kanonicky vektor) diky kvazikonvexité f konvexni funkce realné proménné,
takze

of ©,£(t) — ©,¢(0)

3] t
Volbou ¢ := |£] + 1 a dosazenim dostaneme \é%_(&)\ < 1+ [¢P7, 2z ¢eho# plyne
prvni tvrzeni. Druhé se uz odvodi jednoduse z véty o stiedni hodnoté.

(§) = ©](0) <

O



1.4 Funkce V

Pouziti funkce V' v ditkazech regularity neni nutné [10, [T} . .. ], ale pomérné casté
[9, B ...]. V nasi praci s funkei V' pracujeme, i proto, abychom ilustrovali jeji
pouziti.

Definice. Definujeme funkci V : RN — RN predpisem

p—2
V() =1+ "¢
Tvrzeni 1. (Viastnosti V) Pro funkci V' plati:

1. je v normé neklesajict

V|« je konvexni pro a > 2

V(A+ B)[ < [V(A)| +[V(B)]

[V (t)[? € [min {Jt]?, [t} [V(E)[?, maz {[t]?, [t} V()]
specidlné |V (§)|* < [€]* + €]

pro p > 2 plati max([¢]?, [£[7) < [V(§)[* < e(p) max(|¢[, [€]7)
pro p < 2 plati 5 min([]%, 1€]7) < [V(§)]* < min([€]%, [€]7)
tudi pro &€ < 1 shrneme |€|? < [V (&) < |¢|™@r) <1

a podobné takeé [V ()] < (1+ [¢[7), [P < [VI(§) +1

© % NS oA e e

10. funkciondl & — [|V(VE)|? je slabé sekvencidlné zdola polospojity

Diikaz. [ ukéZeme zderivovénim realné funkee ¢ — (1 + ¢2)"1 ¢
pro o = 2 se ovéii dvojim zderivovanim realné funkce ¢t — (1 + t2)p772t2 -
druhé derivace vyjde pro t > 0 nezaporné (véetné degenerovanych pripadi p = 2
yjae p p g yci prip p
ap=06). Pro vyssi a pak mame sloZeni jiz konvexni funkce s funkci z — 2%/2, jez
p y p J 5 J
je rovnéz konvexni.

Bt BUNO je |A| > |B|, pak z[M a@
V(A+B)| < [V(24)] < [V(A4)]
@ pro p > 2&|t|> < 1 a p < 2&|t|> > 1 odhadneme takto:
VEOP < (1 + €7 T e < [tIVE))
aprop > 2&|t|> > 1 a p < 2&|t]* < 1 takto:
V() < (7 + ) T < [PV (€

dolni odhady analogicky.
[0, [T} se snadno ovéri pfi rozebrani pripadi p < 2ap >2pro [{| <1lalf] > 2.
diky 2 a @ splituje |V'|? pfedpoklady véty [ (viz déle). O

Pozndamka. Dtikaz bodu 2] tohoto tvrzeni je pravé to jediné misto, kde potiebu-
jeme pfredpoklad p > g (jinak bychom si vystacili s p > 1). Zvidavy ¢tendr si po
prostudovani jeho pouziti rozmysli, jestli by bylo mozné pouzit nasledujici trik:
funkce W (&) := (1 + |£])P72¢ je v absolutni hodnoté konvexni i s exponentem
rovnym jedné (¢i vySSim) a to pro libovolné p > 1. Na druhou stranu je ale s V'
ekvivalentni: W ~ V.



2. K existenci

2.1 Slaba zdola polospojitost
Véta 1. Necht je f WP-kvazikonvexni splriujici

0< /(&) < (T+]¢)

pak je funkciondl v € W1P(Q) = [o [(Vu) W'P-slabé sekvencidlné
zdola polospoyity.

Diikaz. Méme u; — u slabé ve W1P(Q), chceme F(u) < liminf; ,o, F(u;). Bude-
me postupovat od jednodussich ptfipadi k obecnéjsim. Nejprve je Vu = £ na
konstantni, a navic u; — u € Wy (Q) pro kazdé i.

V nerovnosti z definice kvazikonvexity f(Vu) < f, f(Vu + Vi) si zvolime
@ = u; —u a obé strany preintegrujeme pies §2. Nakonec vpravo pfipiseme lim inf
a je to.

Nyni méame stale konstantni gradient u, uz se vSak u u; mohou lisit hodnoty
na hranici.

Zafixujeme Qp CC Q, K € N, ; = {x € Q, dist(z, Q) < %dist((’?Q,Qo)},
n; € C3°(2) sefezavaci funkce rovna nule mimo €, a jedni¢ce na Q;_; majici
|Vn;| < Cq, K. Definujeme w;; := u + n;(u; — ).

Pomoci definice W 1P- kvazikonvexity odhadneme volbou ¢ := u;; —u a pfein-
tegrovanim ptes €2 pro libovolné j = 1.

/fVu /fVuw

pak roziezanim na piipady (zvétSime integracni obory vpravo)

IRLCE SELCE / RAOR | 1%

V prostfednim ze ti1 vznikljch integralt integrand rozvineme (dosazenim za w;;
pii [V < K)

f(VuU) <1+ |Vuij|p <1+ |VU|p + |Vul|p + Kp|ul — u|p

abychom po secteni celé nerovnosti pres 7 =1... K a vydéleni K ziskali

f(Vu) < /Qf(Vu,) + % /Q(l + |Vul? + |V, [P + KP|u; — ulP)

Qo

Trik je nakonec v tom, zZe nejprve aplikujeme na obé strany lim inf;, ¢imz se diky
kompaktnosti vnoteni L? do WP zbavime ¢lenu KP|u; — ulP a aZ poté limg .,
procez posledni integral zmizi k nule. Protoze jsme € volili libovolné, mizeme ho
nakonec supremovym prechodem vlevo nahradit za 2. Tim jsme vyTtesili pripad
konstantniho Vu.

Pro dﬁkaz nejobecnéjsiho pripadu nejprve opét volime 2y CC 2, dale, fixu-
jice ¢ > 0, S-aproximujeme (v LP-normé) Vu pomoci spojité (pozor U zde

7



7odpovidd” Vu a ne u), a v této situaci pokryjeme €y krychlickami 2; tak, ze
definujeme-li (konstantni) matice U; := fﬂj i, vyjde ndm ) fﬂj la — UsP <
mame tak fQj [Vu —UjP < [, [Vu — 1| + 5 < e. Nyni definujeme v;(x) :
ui(z) — u(z) + Uz pro z € Q;. Mame slab& ve W'? : v;(x) — v(z) := Ujz. Na
jednotlivych krychlickach tedy mtizeme pouzit predchozi krok s konstantnim gra-
dientem v a po sesumenti je ). fQj f(v) < liminf} fQj f(Vu,) (zaménili jsme

£
2

liminf a koneénou sumu). Zbyva zjistit, ze prechodem od w,, k v,, resp. od u k v,
jsme se dopustili malé chyby. Odhadneme | fQ f(Vu,) fQ f(Vv;)], druhy ptipad
je podobny.

Po aplikaci lemmatu [2 pouzijeme Holderovu nerovnost:

/(1 + |V [P 4 | Vo [P Y [V — V| <
Q

'EM—'

(/(1+\Vul\+wvz ) Z/ Vu — U;P)r <

diky Vu;, Vv; € LP. Nakonec piejdeme od €2 k 2 jako v minulém kroku a jsme
hotovi.
O

2.2 Existence
Véta 2. Necht je f WP-kvazikonvexni splriujici

S < (&) < (1 +€7)
a ug € WHP(Q) je dand (okrajovd podminka). Pak F nabyvd na mnoZiné funkci
{ve WP(Q) v —uy € WyP(Q)}
mInima.

Diikaz. Je zndam jako zékladni véta variacniho poctu.

Protoze je f a tedy i F' zdola omezeny nulou, ma nezaporné infimum, a tedy
nezapornou minimizujici posloupnost u, € WP(Q2) (to znamena liminf F'(uy,) =
inf,cpwip) F(v)).

Protoze je od urcitého k vyse [, |Vurl? < [, f(Vug) < infoepino) F(v) + 1
a tedy up ve WHP(Q) omezend (diky odhadu na gradient a fixované okrajové
podmince), lze vybrat (stale minimizujici) slabé konvergentni podposloupnost,
a diky sekvencialni zdola polospojitosti F' z véty [l bude jeji limita hledanym
minimizérem. U

Pozndmka. Obecnéjsi vétu o existenci pro f = f(z,u, Vu) lze najit naptiklad
v [4, Theorem 1.2].



3. A-harmonicka aproximace

3.1 Definice a regularita A-harmonické funkce

Umluva. V nésledujicim bude A (A, A) vidy oznacovat bilinearni formu tako-
vou, ze pro od nynéjska zafixovana kladna A, A plati

Al < Ay A€, €2) > Ma?[¢f?
Normou bilinearni formy dale znacime jeji normu jakozto zobrazeni, to zna-

mena A
ZL‘,
A ap @)
z,yeR?*N\{0} |l‘||y|

Konvergenci bilinearnich forem dale minime konvergenci v této normé.

Definice. Funkce h je na oblasti Qo A-harmonickd, pokud je W'(Qy) a pro
vsechna ¢ € C3°() plati

/ A(Vh, V) =0

Tvrzeni 2. (Viastnosti A-harmonickych funkci)
Je-li h € WYY(Bg) A-harmonickd na kouli B, je C* a pro k € (0,1), za
definice Ry := kR plati

sup [Vh| + Ry sup | V?h| < c(k)(|V )z,

Br, Br,

Diikaz. Tento ditkaz zasahuje do jiného tématu a neni pravé kratky, proto uve-
deme pouze jeho hlavni myslenky. Detaily jsou k pfecteni v [7, Lemma 5 str 436]
a [9, Prop 2.10 str 10].

Pokud je h € WY%(Bg), je z teorie paricélnich diferencidlnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty hladka. Pokud neni, nasadime na ni techniku zhlazovaci,
na hladké aproximujici funkce aplikujeme nasledujici dikaz a nakonec zjistime,
ze h je hladka.

V prvnim kroku pomoci testovani rovnice funkci nV*h (kde 7 je vhodn4 hladké
sefezdavaci funkce) a A\-A odhadid na A odvodime Cacciopoliho nerovnost pro
linearni eliptické rovnice:

1
/ VAP < ﬁ/ [V*h|?
Bo—s B,

Druhy krok: zfetézenim téchto odhadi pro (libovolné malo) zmensujici se
o dostaneme odhad W™? normy h pomoci L? normy h na malicko vétsi kouli.
Vlevo pak zaméstndme vnoteni W™? do L> a vpravo Holderovu nerovnost pro
jednicku a nekonecno. Zapojenim itera¢niho lemmatu (podobného jako v kapitole

4) nakonec ziskame
sup [ <][ 1
B, s

Zévéreénym krokem je provést stejnou tvahu pro Vh a V2h a za pouziti
podobného triku s Holderovou nerovnosti ziskat pozadované. O



3.2 Véta o A-harmonické aproximaci

Véta 3. Pro kazdée > 0 existuje & > 0 Ze pro vsechna A, s € (0,1], u € W'?(Bg)
splnugict

][ V(Vo)P < 82
Br

A(Vu, Vgo)’ < sdsup |Vl Vo € Cg°

Br

existuje funkce h, A-harmonickd na Bsy, takova, Ze
4

. 1vh et

3R
7{%
2

—sh\ |7
V(uRS )) < s’

Pozndmka. Idea dikazu je prevzata z [0, kde se autor s jistymi korekcemi odka-
zuje na [0] (v piipadé p > 2) a [7] (v pfipadé p < 2), jez nesou hlavni ¢ast dikazu.
V této praci je uveden ditkaz vznikly kompilaci téchto zdroji, znacné upraveny a
pokud mozno zjednoduseny.

Diikaz. Nejprve si definujeme

ph 1= min(2, p)

Hy:={ fEW": fjena Bsp A—harmonické,][ IV <7
1 By,
4
kde 7 > 2 je konstanta zavisejici jen na n a p upfesnéna pozdéji.
BUNO B := B = B(0,1), jinak misto funkce u pouZijeme pieskdlovanou

u'(z) :== Ru (*52), majici

Vi (z) = Vu (x ;;’J’O) L V(W)Y (x ;f“) = Vu(z)

BUNO fB = 0 (jinak ji posuneme tak, aby uvedené platilo, a nakonec ade-
kvatné posuneme aproximujici h).

Pro spor mé&jme ¢ > 0 zafixované, A bilinearni formy, s, € (0, 1] a funkce
up € WH(Q): £, u, = 0 a predpokladejme Ze plati:

F VTP <5 (3.1)
B
1
]iAk(Vuk,ch))’ < skzsup|ch| Vo e Ci° (3.2)
][ |V (uy, — sph)|? > sic Vh € Hy, (3.3)
B/2

Jak je spor vlastné veden? Ve znéni tvrdime existenci .A-harmonické funkce h
splnujici dva odhady. Mnozina H 4 je mnozinou funkci, které jsou A-harmonické
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a spliuji prvni odhad — chceme tedy dojit k tomu, Ze nespliiuji odhad druhy (jak
je vySe napsano). Celd situace sporu je jesté zesloziténa tim, Ze véta je typu ”pro
kazdé e existuje 0”7, takze musime prejit k zafixovanému ¢ a posloupnosti situaci
takovych, Ze § se zmensuje s néjakou posloupnosti (zde ) k nule.

Pro p < 2 tvrzenim [I] body [ a ] zaridime

][ \V |p < ][ max( = \V(Vuk)|2+ 1<2
Sk

a pro p > 2 zfejmé f \V;‘—:P < 1, takze (prechodem k vybrané podposloupnosti)
méme £ — U € WP2(B) (konvergence je silna v LP(B) a slaba ve W2 (B)),
dalsim ptrechodem k podposloupnosti (diky |Ax| < A) konverguje i Ay — A.

7 vyse uvedeného rovnéz:

][ |V71|p/2 < liminf][
B k B

Pii ¢ € C§°(B) rozepiSeme

75

Vuk SQST

Sk

]i A(Vi, V) = ]i fl(Vu—Vuk,Vgo)+]é (A—Ak)(vuk,w)+]i (Vg Vo)

zde jdou vSechny sc¢itance s rostoucim £ k nule: prvni diky slabé konvergenci
uy, — 1, druhy diky konvergenci A (a omezenosti posloupnosti |Vuy| v LP2(B)),
a tieti diky ([B2). Zjistili jsme tedy, Ze @ je A-harmonicka, a tudiz hladka (viz
tvrzeni [2).

Chtéli bychom ted, aby u byla Ajg-harmonicka, tudiz v H 4, a mohli jsme
s ni "testovat” ([B.3]). Obecné neni, ale pomizeme si definici — pro jednotliva k
nezavisle si funkci u ” Ag-harmonizujeme”, budeme vsak potiebovat ukazat, ze
vysledné funkce aproximuji .

hk si ozna¢ime TeSeni tlohy Ay(Vhy, Vi) = 0 Vi € C°(B’) (kde znacime
B’ := B(0,2)) s okrajovou podminkou h; = @ na 9B'. To lze, protoze je Ay
ehptlcka a u € C®(B'). Poznamenejme, ze diky aproximaci Ci°(B’) funkcemi
muizeme A, harmonicénost hy, ”testovat” i funkcemi z W, *(B’). Samoziejmé je hy,
v B’ hladka.

Silnou konvergenci hy, — @ ve W1?(B’) normé odvodime odhadem

A |Vhe—=Va]? < | Ag(Vhy—Va,Vh,—Va) = — | AV, Vh, —Va) =
B’ B’

B/

1/2
/ (A — Ap)(Va, Vh, — Va) < |A, — Al Sup |Vl </ |Vhy, — Vil )

kde prvni nerovnost plati z elipticity .4 (plynouci z Legendre-Hadamardovy pod-
minky pomoci teorie Fourierovy transformace — dikaz viz [I7, Theorem 4.4.1]),
nasledujici rovnost z Aj-harmonicity h; a dalsi z A-harmonicity @ (zavorkou na
konci nakonec vydélime).

Dostali jsme Aj-harmonické funkce, ale porad nejsou obecné hy € H 4,. Po-
muizeme si tedy opét definici

~1
hy = min{l,r < \th\pé) }hk
B/

11



kterou si nepokazime A;-harmoni¢nost ani W'%-konvergenci k :

=1

= , = B
. < |th\p’2) 2 (][ |a‘pg> . (][ W;) Ry S
B’ B’ B

Zde na konci jsme volili predtim tajemné 7 tak, aby odhad platil. Ziskali jsme
tak f,, |hy| < 7, tudiz hy € Ha,, konvergujici hy, — @ silné ve W'?(B’). Navic
mame na polovi¢ni kouli diky tvrzeni 2] zajisténo

7 - -, 1/py
HVh’k”LOO(B/Q) <][ |Vhg| < (][ |th|p2) < 7T
B’ B

Jesté nés zajimaji praméry (k — 0):

][ o<~ 4wt e — G+ — 2| =0
B/2 Sk JB/2 B’ Sk
Nakonec chceme ukazat odhad JCB/Q [V (uy, — sphy)|? < s2e, coz bude spor s
33). Odhad provedeme zvlast pro p > 2 a p < 2, ale zdkladni (végni) idea bude
stejna: Holderovou interpolac¢ni nerovnosti interpolujeme na malou mocninu a
zbytek. V malé mocniné pouzijeme blizkost Z—: ahya zbytek odhadneme vnorenim
pomoci norem gradienti zucastnénych funkci, na néz mame rovnéz omezeni.
Nejprve tedy piipad p > 2: pii oznaceni p* := n"—_’;, zatim libovolném 6 > 0

(zvoleném Pozdéji) a definici ¢ : i = % + z% (odhad plati pro dost velkd k aby
fry |55 — ]2 < 0):
/2 Sk

~ u ~ ~
][ |V(uk—skhk)|2§sz][ |—k—u+u—hk|2+][ |uk—skhk|p—<
B/2 B/2 Sk B/2

P

_ o\ (-t)p/2 . . = 3 !
< 570+ (][ |uy, — Skhk|2) ((][ \up — sphi + sk(he) By2l” ) + |3k(hk)B/2|p> <
B/2

< 530 + (s30) P2 < ][
B/2

< 520 + (520)17P/2 (2 4 sh)t < 529(1”)”/2

t
Vgl + sz][ Vil + sz) y
B/2

2
Pozadovanou veli¢inu jsme odhadli pomoci C'sfP/2 a volbou 0 := (&) @07
dokonc¢ime dtikaz véty pro p > 2.
2n

Pro odhad v pfipadé p < 2 ozna¢ime p* := nop> Opét predikujeme 6 > 0 a

Qlo

v odhadu pouzijeme nerovnost Sobolev-Poincarého typu ve tvaru (viz [7, Theorem

2)) 1 1
(7{9(10,9) v <%) p#> ! ) <]i(mo,g) |V(VU)|2> 5

Zminény odhad pro p < 2 provedeme za definice ¢ : 1 = 2t + 2(1—?) (zfejmé

t < 1/2): !

][ ‘V(Uk - Skilk)‘Q < ][ |V(uk _ Skﬁk)‘2t|v(uk _ Skﬁk)‘2(17t) <
B/2

B/2

12



2(1-1)

B 2t B 7
S (][ |V(uk — Skhk)|) <][ |V(uk — Skhk)|p#) =<
B/2 B/2
we - \Z . S 1/p# . 2(1-1)
< <5k7[ | —hk|) <<][ V(g — sihi + e ()P ) + |V(sk(hk))\> <
B/2 Sk B/2

2(1—t)

N 1/2 N
< 530 ((7[ |V (V (ug — skhk))|2) + ‘Sk(hk)B/2‘> =
B/2
12 2(1—1)
=< Szte <Sk + (][ |V(Skvhk)|2) + 5k> <
B/2
1/2\ 201-1)
< Szte (Sk + Sk (][ ‘th|2) ) < 829
B/2

A nastavenim 6 na ¢ vydélené konstantami z odhadt dokon¢ime i ditkaz v pripadé

p <2
O

3.3 Definice excesu

Definice. Definujeme exces ® zavisejici na p, funkci u, bodu xq leZicim v €,
poloméru p a prvku A € RY vztahem

O (p, u, g, p, A) 1= ][ |V(Vu — A)|*dx

BP(‘TO)

Jsou-li nékteré parametry ® vynechdny, rozumi se jimi ty predstavujici stejné
symboly, a jsou v daném kontextu zafizovdny. Je-li vynechdn parametr A, rozumi
se A= (Vu)y,,

3.4 Lemma o priblizné A-harmonicité

Pozorovani. Pokud f € C*,M > 0, pak ezistuje redind funkce vy, takovd Ze
v () N\ 0(t — 04) spliiugici pro vsechna A, B > 0,|A|,|B] < M + 1 podminku
IV2f(A) —V2f(B)| < vm(|A— BJ?), jsa neklesajici, v3; konkdvni a vy (t) >t na
RO+,

Pozndamka. [5] toto pozorovani uvadi bez ditkazu. My alespon naznacime: hleda-
nou funkci bychom zkouseli definovat jako

A,BEB(0,M+1):|A—B|2<z

2 > max (2, sup V2 f(A) — V2f(3)|>

zacez by splnovala vSechny predpoklady kromé konkavity. To se da opravit pou-
zitim jeji konkavni obalky (konstruované nad v2,, tedy infima ze v§ech majorizu-
jicich linearnich funkci (funguje diky omezenosti).
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Véta 4. [5, str. 19] Necht je f € C? kvazikonveznd, ¢ < p+=222) £ < (14 |ul),

2n

u € WHP(Bg) bud WhP-minimizér F', pak pro vSechna A takovd, Ze |A| < M +1
a vdechna ¢ € C°(Bgr) plati

| . V2f(A)(Vu — A, V)| < /®(u, R, A)var(®(u, R, A))sup|V|

Diikaz. BUNO x4 = 0, sup|Vy| = 1, def v(x) := u(z) — Az. Z Euler-Lagrangeovy
rovnice pro minimizér F' vyplyva JCBR Vf(Vu)Vy = 0, navic diky ¢ € C3°(Bg)
plati f, V/f(A)Vy =0, takze

I, VA (T0.V) < ][ V2 F(A)(V0, V) + V(A — V(i) Vgl

Pravou stranu ted odhadneme zvlast na mnozinadch P := {x € Bg : |[Vu| < 1} a
Q :={z € Br: |Vv| > 1} — nejprve na P (za pouziti pozorovani vyse):

<13 |// V2 F(A) = V(A + V0)|dt|Volde <
R

S]i var(| Vo)Vl <]€3 vu(|V (V) )V (V)| <

<(f R uM<|v<w>|2>2)1/2 (f R V) "
<oulf, WP (f R vwor) "

kde jsme vyuzili Cauchy-Schwartze, Jensena a konkavitu v,,.
Ted onu pravou stranu nahote na () odhadujeme pomoci lemmatu [Tk

c(M) g1
=< W/QVM(M+1)|VU| + (1 +[Vol'™) < ][

Br

Volrestad < f V(o)

Br

O

3.5 Shrnuti této kapitoly

Dusledek 1. Necht je f € C? kvazikonvexnt, f < (1 + |ul?), w € WP(B,) bud
WP-minimizér F, |A| < M + 1, pak pro viechna € > 0 existuje § > 0, Ze je-li R
dost malé, aby vy (P(u, R, A)) < 0, za podminky (znacime s :== \/®(u, R, A))

f V(Vo)P < 82
Br

][ V(u—sh) 2

sup |Vh| + Rsup |[V?h| < 1

Bro Bro

existuge h, splnujici

< s%e

kde konstanta posledniho odhadu nezdvisi na R.
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Diikaz. Ozna¢me A := V?f(A). Predpoklad kvazikonvexity implikuje imluvou
vyse pozadovanou Legendre-Hadamarovu podminku — ditkaz viz [?, Theorem 1.2].
Z véty [ obdrzime pro vsechna ¢ € C3°(Bg)

| A(Vu— A, V)| < sésup |V
Br

diky ¢emuz muzeme aplikovat vétu[3la na obdrzené h jesté nasadit tvrzeni2l [
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4. Odhad excesu metodou
A-harmonické aproximace

4.1 Cacciopoliho nerovnost

Lemma 3. (Iteracnilemma) Méjme r < s kladnd redlnd c¢isla, f omezenou funkci
z[r,s] doR", A, B,C, D nezdpornd redlnd ¢isla Ze D < 1. Pak plati-li pro kaZdd
a < [z intervalu [r, s] vztah

fla) <AB—a)“+B+Df(B)

dostaneme

f(ry<A(s—r)°+B
Diikaz. [Il, chapter V, Lemma 3.1 str. 161] O

Pozndmka. Pro pochopeni vyznamu tohoto lemmatu je vhodné uvést, ze pii jeho
aplikaci bereme za funkci f typicky prifazeni typu o — [ B(ro.0) G(x)dz, tedy
proménny je polomér koule, pres kterou integrujeme.

Lemma 4. f € C3(R™), f(z) < (1 + |z"), A, B € R": |A| < M + 1. Pak
[f(A+B) = f(A) = VF(A)B| < [V(B)*

1

IVf(A+ B) = Vf(A)] < [V'(B)] = Bl

V(B)[*
a |V'(&)| je rostouci funkce |£|.

Diikaz. Dukaz zjednodusen z [I1, Lemma II.3 str 264].
Definujme Ky := maxjy<p42|V2f(2)|. Prvni odhad nejprve pro |B| < 1
odhadneme pomoci véty o stfedni hodnoté jako

F(A+ B) ~ (A) ~ VF(A)B| < J[V*f(A+ EB)(B, B)| < s KulBP < [V(B)

kde £ je blize neznamé ¢islo v [0, 1], a tudiz |[A+ {B| < M + 2 a odhad plati. Pro
|B| > 1 uzijeme prosté rustového odhadu na f a na Vf (z lemmatu [2):

[f(A+ B) = f(A) = VF(A)B| < 1+ B + |B| < |BI” < [V(B)|*
Druhy z pozadovanych odhadt zvladneme naprosto stejnou technologii. O
Véta 5. Plati-li predpoklady:
1. feC*(RY)
2. f(u) < (14 |uf)
3. f je striktné WP -kvazikonverni

4. u € WYP(Bg) je WYP-minimizér F na Bpg
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pak pro vsechna € € RN a A € RN sphiugici |A| < M + 1 plati

D(u, /2, A) =7é VvolF < ]é V(%)

kde v(z) :== u(x) — £ — Az — o).

2

Poznamka. Dtikaz této véty odpovida v hlavnich rysech znamym dikaztm jed-
nodussich Cacciopoliho nerovnosti. Nejprve "testujeme” pomoci feseni vynaso-
beného sefezavaci funkci, pak provedeme prechod od rozdilu k fol tam a zpét, a
nakonec nasadime iterac¢ni lemma. Musime vsak davat pozor na technické zalezi-
tosti.

Diikaz. Definujeme sefezévaci funkci n € C§°(Bg,) nulovou mimo Bg a jednic-
kovou na Bpg/s, jejiz gradient v absolutni hodnoté nepiekracuje R. Definujeme
déle funkce ¢ := (1 — n)v a ¢ := v — 1, takze Vu — A = Vi + V). Ze striktni
kvazikonvexity f plyne

Mot f VVOP< [ 1(Tu=V0)= (4

Br

AM][ VVOE < [ F(Vu—V)— f(Va)det | f(Vu)— f(Vu—V)dot
Br/2 Br

J(A+ V) = f(A)

Br
Zde druhy integral je < 0 jelikoz w je minimizér F'. Prvni integral rozepiseme
trikem, takze odhad pokracuje:

< /B /0 (Vf(A) =V f(Vu—tV))dtVipda+ i FA+VY)— f(A) =V f(A) Vipda

Po pokracovani odhadu pouzijeme oba odhady lemmatu 4l

1
/ . 2
< / R / V(Yo — t99)|dt V| + V(TP <

< [ [ weopZa s [ veop

kde P jsme oznacili mezikruzi Br \ Bg/» a odhad plati, nebot 1 je na Bg/,
konstantné nulova. Pro dalsi odhad si rozepiseme:

Vi < [9(1 = n)llo] +[9l(1 —n) < 12 4 vl

Vol <|v (5 ))2+\v<w>\2

vvvvv

2l

V(Vo)l? < Vi RV () < V(g )|2+|V(Vv)|

Vv

17



kde o := m protaz € P, kde |v(z)| > R|Vv(z)| aa:= m pro zbyvajici

x € P, a pouzili jsme Youngovu nerovnost. Dostaneme tak nakonec:

</P|V(Vv)|2+/P|V<%> k

Nyni cely Fetézec nerovnosti shrneme (konstanty shrneme do C}):

/Bm V(Vo)]* < Cl/P|V(VU)|2+Cl /BRW (%> :

Po pii¢teni Cy fBR/2 |V (Vv)|? k obéma stranam a vydéleni Cy + 1:

Cl v
V (Vo) < /VW2+/V—2
[, wwors gy v v ()

mizeme pouzit iteracni lemma 3] a dostaneme pozadované. O

Poznamka. Kostra tohoto dikazu je prevzata z [5], kde je vSak obecnéjsi véta —
predpoklad 2 tam je oslaben na g-rist (¢ < p + %) Na druhou stranu je
obecnéjsi ditkaz velice technicky a Spatné Citelny, i kdyz nepouziva zadnou hlubsi
(zde nepredstavenou) teorii. Proto je zde uveden dikaz zjednoduseny, kdy diky
"zkrocenému” rustu staci pracovat s poloviéni kouli a jednim druhem mezikruzi,

a nekombinuji se integraly pfes proménné pramery.

4.2 Main lemma - odhad excesu

Véta 6. Méjme M > 0, a € (0,1), f € C*(R"™Y) WhP-strikiné kvazikonverni
odhadnutou f(&) < T(1 + [£]P), u € WHP(Q) WhP-minimizér F. Pak existuji
g0 >0, 0 € (0,1) takové, Ze podminky pro kouli B(xg, R) C Q

(I)(U, Zo, R) S €0

[(Vu)p,, ol <M
implikugi
(I)(ua Lo, HR) S 0204(1)(,“’ Zo, R)

Diikaz. Mtuzeme brat (az na posunuti) xo = 0. Oznacme A := (Vu)g, < M,
w(r) = u(r) — Az a definujme s> := ®(R) = ®(p,u,0, R, A) = f, [V(Vw)f?,
kde muzeme ptedpokladat s < /gy < 1. Zvolme A := V?f(A) a aplikujeme
dusledek [11

Ziskame tak hladkou .4-harmonickou A spliujici

sup |Vh| + Rsup |[V?h| < 1
Bry2 Bry2

][ V(w—sh)
oyl R
1

Nyni zafixujeme — a pozdéji upfesnime — malé 0 € (0, 7).

2
< 5%
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Hlavnim krokem je pouziti Cacciopoliho nerovnosti (véta [B) na funkci u, kde
za & bereme sh(0) a za A bereme A + sVh(0) (z vlastnosti 2 mame |sVh(0)|? <
c¢®(R) <1 pro dost malé ¢, takze splnime |A 4+ sVA(0)| < M + 1).

- ; (w(x) - sh(QOQ)R— sVh(0)z )

2
=< enmax(Z,p)][ 174 (w - Sh)
Bry2 R

+ (4.1)
L ]i - v (Sh(:c) — h(0) — Vh(O):c)

20R
Trik je nyni pouzit odhad zbytku v Taylorové rozvoji (a poté tvrzeni [2)):

2

B(u, 6R, A + sVh(0)) < ][

2

82191}1%) |h(z) — h(0) — VA(0)z| <

(20R)? sup |V2h| < 0°R

Br/2
w— sh\|”
O(u, OR, A + sVA(0)) < g~"—mawp) ][ v( — )' 4V (6s)]? <
Bry2

< e—n—mal‘(lp) 5250 + 0252 < 02(1)('“7 R)

DO |

kde posledni nerovnost miizeme ptedpokladat nastavime-li g, := gn+2+maez(p),
Mame tedy

®(u, 00, A+ sVh(0)) < CO*®(u, R)
a z konstanty zde oznacené C zpétné urcime, jak jsme zafixovali 6, aby platilo

C6? < §** a tudiz i pozadované tvrzeni. O

Pozndamka. Idea tohoto dikazu je opét prevzata z [5], kde je vSak opét obecnéjsi
pifpad g-ritstu (g < p+ 2nE2)

—5.). V tomto pfipadé neni Schmidtiv ditkaz o mnoho

Cacciopoliho nerovnosti), které vSak neni tézké ”zkrotit”.

4.3 Iterace main lemmatu

Tvrzeni 3. Mé&me M >0, a € (0,1), f € CHR™) W'P-strikiné kvazikonverni
odhadnutou f(&) < (1+[£|P), u € WHP(Q) WYP-minimizér F. Pak existuji &g > 0,
0 € (0,1) takové, Ze podminky pro kouli B(xgy, R) € §2

(I)(uv Zo, R) S é:0

M
(V)] < 5

implikugi
(I)(uv Lo, GICR) < 92ak(1)(u7 Lo, R)

pro vsechna k =1,2, ...
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Diikaz. Dikaz je upraven z [13, section 6]
Pro k£ =1 je stejné tvrzeni dokdzané vétou [6l Budeme chtit v indukénim kroku

od k ke k + 1 splnit pfedpoklady véty [ (bez vlivu na 6 zvolené vétou [@ v kroku
k = 1). Koule B(zg,0"R) je ziejmé v Q a ®(u,zg,0*R) < 6%F&, < &, takze
jediny problém je odhad [(Vu)p , [ < M.
zQ,
k-1

|(Vu)grr| < [(Vu)r| + Z (V)i = (Vu)gin

<

M k—1 M k—1
<o +0T Z][ [V — (Vu)or| < o +07" > a(0'R)? <
i=0 Y Boig i=0

M Sl
< — 1L Hh "D 1/2 G2 1+ 0=
<5 + (R) ;:0 +

kde v prostiednim odhadu jsme mohli predpokladat £y < 1 a tudiz pouzit bod
tvrzeni [Il. Suma na konci konverguje, takze volime-li &y v zavislosti na M dost
malé, odhadli jsme cely vyraz pomoci M (nezévisle na k). O
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5. Holderovska regularita

5.1 Holderovsky spojita funkce

Definice. Funkce u je a-Holderovsky spojitd (znacime v € C%%(R2)), je-li

ulxr) —u
lullcoe@y = sup u] + sup LA =4
Q TH£YEN |l‘—y|

Je-li Vu € C%*(Q), piseme u € CH*(Q).
Véta 7. Je-li Q Lipschitzovskd oblast a pro kaZdou kouli B(z, R) v ni obsaZenou

spliiuje funkce u pro néjaké p odhad

][ U — (u) pa,r)|" < cRP”
B(z,R)

pak je u € CO(Q).
Diikaz. Viz [1l, Theorem 1.2, page 70| O

5.2 Singularni mnozZina

Definice. Singuldrni mnozina oblasti 2 zdvisi na fizovaniych p a u, a je defino-
vana:

Yo = {x € Q: liminf ®(p,u, z,7) > 0} U {x € Q:limsup [(Vu),,| = oo}
™0 r\,0

Tvrzeni 4. Pokud je u € WH(Q), pak singuldrni mnoZina 3, o oblasti Q md
Lebesgueovu miru 0.

Pozndmka. O mnoziné ¥, o singularnich bodi je znadmo, zZe je dokonce jesté mensi
— mé& Hausdorffovu dimenzi mensi nez n — 2. Detaily a dikazy lze najit v [I]
Chapter IV, section 2-3, page 98].

Diikaz. Diky lemmatu [[l ndm skoro vSude pti R — 0 konverguje
][ IV — (V) oy "7 5 0
B(z,R)

Mame tak pro tato x specialné odhad

Folu- @l <1
B(z.e

diky ¢emuz pouzijeme bod [ tvrzeni [I] k ziskani odhadu
fZ'ntB(x’R)q)(.T, R) =< ][ |VU — (VU)B(J:,R) ‘min(Q,p)
B(z,R)

takze prvni ”c¢ast” mnoziny singularnich bod ma nulovou miru.
A protoze je u skoro viude konecnd as R — 0 konverguje [(Vu)p(z,r)| k Vu(x)
bodové skoro vsude, musi byt limsup,~ o |(Vu),,,| skoro v8ude konecna. O
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5.3 Céastecna regularita

Tvrzeni 5. Plati-li na oteviené mnoziné Qg pro funkci u € WP(Qq) pro viechny
koule Br(x¢) C Qo podminka

p 2c
O (u, xg, p) < <E> & (u,xz9, R) Vp € (0, R)

je na Qy funkce u Hoélderovskd: u € Cllo’c?(Qo).

Diikaz. Campanatova podminka Holderovskosti nam staci splnit lokalné, zafixu-
jeme tedy kouli B(x1, R1) C B(x1,2R;) C €y, diky ¢emuz jsou odted velic¢iny R,
a ®(u, xq,2R;) konstantami. Pro B(z, R) C B(z1, R;) méame

R 2a
][ IVu — (Vu)|P < &(u,z, R) < (—) O(u,x, Ry) <
B(z,R) R1
R\™ 20
< <ﬁ) (I)(U,IL'l,QRl) < Rp2p
U
Dusledek 2. Je-liu € WHP(Q) WP -minimizérem funkciondlu F(u) := [, f(Vu),

kde f € C™N je WYP-striktné kvazikonvexni s ristovou podminkou f(€) < 1+[£|P,

2a

je 2\ X, q oteviend a u € Cllo’f (Q\ Xuq)

Diikaz. Pro kazdy bod zo € Q\ ¥, o najdeme R > 0, ze ®(u, o, R) < &y (&
z tvrzeni B) a |(Vu)pw,,r| < M'. Diky spojitosti integralu mizeme to samé
predpokladat i na koulich B(zy, R), kde x; € B(xo,d,,) pro jista d,,. Mizeme
pak na vSech zminénych koulich aplikovat tvrzeni Bl Sjednocenim téchto kouli
dostaneme otevienou mnozinu, na niz muzeme pouzit tvrzeni [§ (pro pfechod
od zé&véru tvrzeni B k predpokladu tvrzeni [ viz [I8, Proof of Theorem 2.1, str.
14]), a dostaneme Hélderovskou regularitu pro u na této mnoziné. Zpétné z této
regularity vidime, Ze zadny bod ze ¥, o v této mnoziné neni, takze regularitu
mame presné na Q\ X, q. O
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Z.aver

Vidéli jsme, ze predpoklady striktni W 'P-kvazikonvexity a izotropni rtistové od-
hady spolu s pfedpokladem f € C? zarucuji existenci a ¢astecnou (tj. aZ na mno#i-
nu miry nula) Holderovskou C1® regularitu pro minimizér funkcionalu fQ f(Vu).
Navic jsme si fekli, Ze zobecnéni ristovych podminek na anizotropni (s omezenim
na to jak se exponenty ristovych bariér lisi) je mozné, za cenu slozitéjsiho dikazu
hlavné Cacciopoliho nerovnosti.

Nas dikaz regularity se sestaval jen ze dvou specifi¢téjsich ingredienci: vét
tykajicich se A-harmonické aproximace (shrnutych do disledku []) a specidlni
Cacciopoliho nerovnosti. Obé jsou smichany (a kréatce orestovany) v diikazu main
lemmatu. Zbytek tvrzeni je pomérné standardni a znamy, pro tplnost jsme vsSak
u vétsiny z nich uvedli rovnéz dikazy.

Po pozorném precteni této prace a jejimu porozumeéni by jiz ¢tenafi nic nemeélo
schazet k tomu, aby se mohl pustit do studia védeckych c¢lankid zabyvajicich se
regularitou minimizéra eliptickych funkcionalt.
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