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Dana Křepinská
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Monte Carlo Markov Chain

Title: Statistical interference for Markov processes with continuous time

Author: Dana Křepinská
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Seznam symbol̊u a zkratek

N, N0, R, . . . obory č́ısel,
Bn borelovská σ-algebra nad Rn,
P, Q, B, . . . matice,
0 nulová matice,
det(P) determinant matice P,
diag(P) diagonála matice P,
Pab prvek matice P na souřadnićıch (a,b),
I jednotková matice,
1ab matice s jediným nenulovým prvkem na souřadnićıch (a,b),

který je roven 1,
1·k matice s jediným nenulovým k-tým sloupcem, ve kterém jsou

samé 1,
A ∗B Hadamard̊uv součin,
‖Q‖ maticová norma,
Q, P, . . . množiny matic,
Int(Q) vnitřek množiny Q,
δQ hranice množiny Q,
s, y, α, . . . vektory,
ei i-tý kanonický vektor, tj. jediný jeho nenulový prvek je jednička

na i-té pozici,
eTi transpozice vektoru,
diag(s) matice s vektorem s na diagonále a nulami mimo diagonálu,
Xt Markovský řetězec s diskrétńım časem,
X(t) Markovský řetězec se spojitým časem,
P (A) pravděpodobnost jevu A,
P (A|B) pravděpodobnost jevu A za podmı́nky jevu B,
E X středńı hodnota náhodné veličiny X ,
E [X|Y ] středńı hodnota náhodné veličiny X za podmı́nky Y ,
EQ [X|Y ] středńı hodnota veličiny X za podmı́nky Y s předem zvolenou

matićı Q,
varX rozptyl náhodné veličiny X ,
I(A) identifikátorová funkce jevu A,
δij Kroneckerovo delta,

Q̂, q̂ij , . . . odhady př́ıslušných veličin,
B(α,β) Beta rozděleńı s parametry α, β,
Exp(λ) exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ, tj. se středńı hodnotou

1
λ
,

Dir(α) Dirichletovo rozděleńı s vektorovým parametrem α,
Γ(a,p) Gamma rozděleńı s parametry a, p, tj. se středńı hodnotou a

p
,
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N (µ,Σ) mnohorozměrné normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ a
rozptylovou matićı Σ,

∝ rovnost dvou výraz̊u až na konstantu.
s.j. skoro jistě,
s.v. skoro všude.
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Kapitola 1

Úvod

Při studováńı Markovových řetězc̊u se spojitým časem bývá silným teoretickým
nástrojem znalost matice intenzit přechodu. S jej́ı pomoćı je možné poč́ıtat např́ı-
klad pravděpodobnosti přechodu, stacionárńı a limitńı rozděleńı nebo simulovat
jednotlivé trajektorie.

V praxi ale takovou matici většinou k dispozici nemáme, mı́sto ńı pozoru-
jeme jednotlivé hodnoty, které za rozumných podmı́nek považujeme za realizace
nějakého Markovova řetězce se spojitým časem. Z tohoto souboru č́ısel bychom
chtěli vhodnými metodami vypoč́ıtat takový odhad matice intenzit, který bude
co nejlépe popisovat chováńı řetězce.

U spojitého pozorováńı, jak zjist́ıme v následuj́ıćı kapitole, tento úkol př́ılǐs
složitý neńı, stač́ı nám źıskat dostatečně dlouhou trajektorii a využ́ıt pro výpočet
odhadu metodu maximálńı věrohodnosti. Ovšem také existence spojitého pozo-
rováńı se pohybuje sṕı̌se na teoretické hladině, nebot’ měřeńı máme zpravidla
k dispozici v nějakých diskrétńıch okamžićıch, často ekvidistantńıch. Tato práce
se tedy hlavně zabývá odhadem matice intenzit z napozorované diskrétńı trajek-
torie.

Konkrétně si můžeme vše představit na př́ıkladu ratingového hodnoceńı spo-
lečnost́ı, kde v předem určeném časovém okamžiku źıskáváme pro danou společ-
nost jej́ı aktuálńı ratingovou kategorii. Situaci modelujeme Markovským řetězcem
se spojitým časem mı́sto času diskrétńıho, nebot’ je rozumné předpokládat, že
k přechodu mezi stavy docháźı v nějakém okamžiku mezi sousedńımi pozorová-
ńımi. Z ekvidistantńıch pozorováńı pak s využit́ım metod popsaných v tomto
textu budeme schopni nalézt pro společnost odhad matice intenzit přechodu mezi
ratingovými kategoriemi.

Tato práce je rozčleněna do sedmi kapitol a jedné př́ılohy. Prvńı kapitola
obsahuje kromě úvodńıch slov také shrnut́ı nejd̊uležitěǰśıch poznatk̊u z teorie
pravděpodobnosti a náhodných proces̊u, na které se dále v textu budeme odka-
zovat.

Ve druhé kapitole nalezneme popis odhadu matice intenzit z pozorované spo-
jité trajektorie pomoćı metody maximálńı věrohodnosti a také rozš́ı̌reńı pro dis-
krétńı data, kde se využ́ıvá výpočtu z odhadu matice pravděpodobnost́ı přechodu
Markovského řetězce pomoćı maticového logaritmu. Odhad ze spojité trajektorie
je zde uveden hlavně pro následné porovnáńı a zhodnoceńı přesnosti ostatńıch
odhad̊u, nebot’ se při něm využ́ıvá kompletńı informace o pr̊uběhu trajektorie,
odhad by tedy měl být nejlepš́ı možný.
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Třet́ı kapitola se věnuje tzv. EM algoritmu. Nalezneme v ńı základńı myšlenku
a podrobné odvozeńı výpočtu jednotlivých veličin a funkćı, které jsou potřebné
pro pr̊uběh každé iterace. Dále je zde krok po kroku sepsán celý algoritmus.
V závěru kapitoly se rozeb́ırá otázka konvergence źıskaných odhad̊u z jednotlivých
iteraćı a také využit́ı informačńı matice pro odhad rozptylu.

Čtvrtá kapitola rozeb́ırá daľśı algoritmus, který je možné použ́ıt pro odha-
dováńı matice intenzit přechodu na základě diskrétńıho pozorováńı. Jedná se
o Monte Carlo Markov Chain založený na bayesovském př́ıstupu, ve kterém
na základě velkého množstv́ı simulaćı z apriorńı hustoty źıskáváme mnoho od-
had̊u matice intenzit a s jejich pomoćı tvoř́ıme aposteriorńı hustoty, které vzápět́ı
znovu vstupuj́ı do daľśıch iteraćı. Výsledný odhad je pr̊uměr všech výsledk̊u, které
takovým postupem źıskáme.

V páté kapitole následuje stručná poznámka o možném rozš́ı̌reńı dosud roze-
brané teorie při současném pozorováńı v́ıce než jedné diskrétńı trajektorie.

V šesté kapitole pak nalezneme podrobně zdokumentovanou simulačńı stu-
dii, ve které jsou aplikované všechny předešlé postupy. Algoritmy jsou napro-
gramovány v softwaru Wolfram Mathematica 9.0 Student Edition a jako vhodná
simulačńı matice byla vybrána matice intenzit z modelu telefonńı ústředny. V této
kapitole jsou popsány jednotlivé výsledky a také porovnány odhady ze spojité tra-
jektorie s odhady z diskrétńı trajektorie, a to při denńı, měśıčńı i ročńı frekvenci.
Můžeme si tedy udělat představu o tom, jak velký vliv na výsledný odhad má
mezera mezi sousedńımi pozorovanými hodnotami. Také je zde popsán vliv délky
pozorováńı, kde porovnáváme denńı odhady z pětiletého intervalu s denńımi od-
hady z desetiletého intervalu.

Sedmá závěrečná kapitola shrnuje veškeré d̊uležité závěry této práce a také
navrhuje daľśı možné rozš́ı̌reńı zadaného tématu, pro které již nezbyl prostor.

V dodatečné př́ıloze si můžeme prohlédnout d̊ukaz pomocného tvrzeńı využi-
tého ve druhé kapitole. Z tvrzeńı lze odvodit vzorce pro výpočet veličiny, která je
kĺıčová pro EM algoritmus. Důkaz byl odsunut z hlavńıho textu pro svou délku
a technickou náročnost.

Nyńı již následuje soupis nejd̊uležitěǰśıch vět, definic a poznámek, které pozdě-
ji budeme využ́ıvat v daľśıch kapitolách. Jejich zněńı a d̊ukazy můžeme nalézt
např́ıklad ve skriptech [1], [11] a [16].

1.1 Základńı věty a definice z teorie pravděpo-

dobnosti a statistiky

Definice 1.1. Necht’ (Ω,A,P ) je pravděpodobnostńı prostor a (E,E) je měřitelný
prostor. Budeme ř́ıkat, že zobrazeńı X : Ω → E je náhodná veličina s hodnotami
v (E,E), jestlǐze je měřitelná, tj. pro každé B ∈ E je

[X ∈ B] :=
{
ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B

}
= X−1(B) ∈ A.

Definice 1.2. Necht’ X je náhodná veličina na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A,P ), pak jej́ı středńı hodnotu definujeme jako

E X =

∫

Ω

X dP,
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pokud tento integrál existuje. Jinak ř́ıkáme, že X nemá středńı hodnotu. Množinu
všech náhodných veličin X, pro které je E |X| <∞, znač́ıme L1(Ω,A,P ).

Definice 1.3. Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)
T je náhodný vektor o n ≥ 2 složkách,

uvažujme dále náhodné vektory Y = (X1, . . . ,Xr)
T a Z = (Xr+1, . . . ,Xn)

T , kde
1 ≤ r < n. Necht’ X má hustotu vzhledem k součinové mı́ře µ = λ× ν, kde λ je
σ-konečná mı́ra na (Rr,Br) a ν je σ-konečná mı́ra na (Rn−r,Bn−r). Podmı́něnou
hustotou náhodného vektoru Z při daném Y nazveme takovou nezápornou mě-
řitelnou funkci r(z|y), která pro libovolné množiny B ∈ Br a C ∈ Bn−r splňuje
vztah

P (Y ∈ B,Z ∈ C) =

∫

B

[∫

C

r(z|y) dν(z)
]
q(y) dλ(y),

kde q(y) je marginálńı hustota vektoru Y.

Věta 1.1. Necht’ λ a ν jsou σ-konečné mı́ry a necht’ sdružená hustota náhodných
vektor̊u Y a Z vzhledem k µ = λ × ν je p(y,z). Necht’ q(y) =

∫
Rn−r p(y,z) dν(z)

je marginálńı hustota vektoru Y. Pak podmı́něná hustota vektoru Z při daném
Y = y je rovna

r(z|y) =
{

p(y,z)
q(y)

, q(y) 6= 0,

0, q(y) = 0.

Věta 1.2. Pro podmı́něnou hustotu r(z|y) plat́ı

p(y,z) = r(z|y)q(y),

s.v. vzhledem k mı́ře λ× ν.

Definice 1.4. Necht’ X, Y a Z jsou definované jako výše. Necht’ S(x) je měřitelná
funkce n proměnných taková, že S := S(X) = S(Y,Z) je náhodná veličina. Necht’

S ∈ L1(Ω,A,P ). Podmı́něnou středńı hodnotu náhodné veličiny S za podmı́nky,
že vektor Y nabyl hodnoty y, definujeme vztahem

E [S|Y = y] =

∫

Rn−r

S(y,z)r(z|y) dν(z),

pokud integrál na pravé straně existuje.

Poznámka. Položme E [S|Y = y] = f(y) a definujme symbol E [S|Y] = f(Y).
Náhodnou veličinu E [S|Y] nazýváme podmı́něnou středńı hodnotou S při daném,
ale neurčeném Y.

Věta 1.3. Pro X,Y ∈ L1(Ω,A,P ) a náhodný vektor Z plat́ı

(i) pro a,b,c ∈ R je E [aX + bY + c|Z] = aE [X|Z] + bE [Y |Z] + c, s.j.,

(ii) pokud X ≤ Y s.j., pak také E [X|Z] ≤ E [Y |Z], s.j.,

(iii) E [E [X|Z]] = E X.

Věta 1.4. Necht’ X ∈ L1(Ω,A,P ) a B ∈ A takové, že P (B) > 0. Pak plat́ı

E [X|B] =
E
[
X I(B)

]

P (B)
.
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Věta 1.5. (Jensenova nerovnost) Necht’ (X1, . . . ,Xn)
T je reálný náhodný vektor

s hodnotami v uzavřené konvexńı množině D ⊂ Rn, necht’ Y je náhodný vektor a
g : D → R je spojitá konvexńı funkce. Pokud plat́ı, že X1, . . . ,Xn ∈ L1(Ω,A,P ) a
g (X1, . . . ,Xn) ∈ L1(Ω,A,P ), potom

(
E [X1|Y] , . . . ,E [Xn|Y]

)T ∈ D, s.j.,

E
[
g (X1, . . . ,Xn) |Y

]
≥ g
(
E [X1|Y] , . . . ,E [Xn|Y]

)
.

Věta 1.6. (Věta o transformaci) Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . ,Xn)
T má

hustotu f vzhledem k Lebesgueově mı́ře v Rn, necht’ g : Rn → Rn je regulárńı a
prosté na otevřené množině G, pro ńı̌z plat́ı

∫
G
f(x) dx = 1. Označme inverzńı

zobrazeńı ke g jako g−1 : g(G) → G. Pak náhodný vektor Y = g(X) má hustotu
vzhledem k Lebesgueově mı́ře a tato hustota je rovna

h(y) =

{
f
(
g−1 (y)

)
|Jg−1(y)|, y ∈ g(G),

0, y /∈ g(G),

kde Jg−1 znač́ı jakobián zobrazeńı g−1.

Věta 1.7. (Lindebergova CLV) Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné vek-
tory, které maj́ı stejné rozděleńı se středńı hodnotou µ a s konečnou variančńı
matićı Σ. Pak pro n→ ∞ plat́ı

√
n

(
1

n

n∑

i=1

Xi − µ
)

d−→ N (0,Σ) .

Poznámka. Necht’ X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı se středńı hod-
notou µ ∈ R a konečným rozptylem σ2 > 0, který neńı známý. Pak asymptotický
interval spolehlivosti pro µ na hladině významnosti α je

(
Xn −

√
S2
n

n
tn−1

(
1− α

2

)
, Xn +

√
S2
n

n
tn−1

(
1− α

2

))
, (1.1)

kde tn−1

(
1− α

2

)
je
(
1− α

2

)
tý kvantil Studentova t-rozděleńı o n − 1 stupńıch

volnosti aXn a S
2
n jsou výběrový pr̊uměr, resp. výběrový rozptyl, které definujeme

jako

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi, S2
n =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2.

1.2 Základńı věty a definice z teorie náhodných

proces̊u

Definice 1.5. Necht’ {X(t), t ∈ T}, T ⊂ R je rodina náhodných veličin na prav-
děpodobnostńım prostoru (Ω,A,P ). Potom {X(t), t ∈ T} se nazývá náhodný
(stochastický) proces.

Poznámka. Pokud je množina T konečná nebo spočetná, pak se jedná o proces
s diskrétńım časem. Pokud je množina T intervalem, jde o proces se spojitým
časem.
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Definice 1.6. Čtvercovou matici reálných č́ısel nazýváme stochastickou, pokud
jsou jej́ı prvky nezáporné, nejvýše rovné 1 a pokud součet prvk̊u v každém jej́ım
řádku je roven 1.

Definice 1.7. Řekneme, že proces {Xt, t ∈ T} je striktně stacionárńı, jestlǐze
pro libovolné n ∈ N, pro libovolná reálná x1, x2, . . . , xn a konečně pro libovolná
t1, t2, . . . , tn a h taková, že tk ∈ T , tk + h ∈ T , 1 ≤ k ≤ n, plat́ı

Ft1,...,tn(x1, . . . ,xn) = Ft1+h,...,tn+h(x1, . . . ,xn),

kde Ft1,...,tn, resp. Ft1+h,...,tn+h, znač́ı distribučńı funkci vektoru (Xt1 , . . . ,Xtn)
T ,

resp. (Xt1+h, . . . ,Xtn+h)
T .

1.2.1 Markov̊uv řetězec s diskrétńım časem

Definice 1.8. Necht’ T = {0,1, . . . } a necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodná posloupnost
nezáporných celoč́ıselných veličin s hodnotami v množině S ⊆ N0, kde S je taková,
že

i ∈ S ⇔ ∃t : P (Xt = i) > 0.

Řekneme, že {Xt, t ∈ T} je Markov̊uv řetězec s diskrétńım časem a množinou
stav̊u S, jestlǐze pro každé t ∈ T a i,j, it−1, . . . ,i0 ∈ S taková, že

P (Xt = i,Xt−1 = it−1, . . . ,X0 = i0) > 0,

plat́ı

P (Xt+1 = j|Xt = i,Xt−1 = it−1, . . . ,X0 = i0) = P (Xt+1 = j|Xt = i) .

Definice 1.9. V Markovově řetězci s diskrétńım časem definujeme pravděpo-
dobnosti přechodu

pij(n,m) = P (Xm = j|Xn = i), i,j ∈ S, n,m ∈ T, n ≤ m.

Pokud je pij(n,m) pro každé i,j ∈ S funkćı rozd́ılu m − n, pak takový řetězec
nazýváme homogenńı. V homogenńım řetězci znač́ıme pravděpodobnosti přechodu
o jeden krok pij(n,n+ 1) = pij. Matici P = (pij)i,j∈S nazýváme matićı pravděpo-
dobnost́ı přechodu.

Poznámka. Matice pravděpodobnost́ı přechodu řetězce s diskrétńım časem a mno-
žinou stav̊u S je stochastická, nebot’ jej́ı prvky jsou nezáporné a nejvýše rovné 1
z definice pravděpodobnosti, a také plat́ı

∑

j∈S

pij =
∑

j∈S

P (X1 = j|X0 = i) = 1.

1.2.2 Markov̊uv řetězec se spojitým časem

Definice 1.10. Náhodný proces {X(t), t ≥ 0} celoč́ıselných nezáporných náhod-
ných veličin s množinou stav̊u S ⊆ N0 se nazývá Markov̊uv řetězec se spojitým
časem, jestlǐze pro všechna i,j,i0, . . . ,in ∈ S a 0 < t0 < t1 < · · · < tn < t < s plat́ı

P
(
X(s) = j |X(t) = i,X(tn) = in, . . . ,X(t0) = i0

)
= P

(
X(s) = j|X(t) = i

)
.

Tento vztah nazýváme markovskou vlastnost́ı.
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Definice 1.11. V Markovově řetězci se spojitým časem definujeme pravděpo-
dobnosti přechodu

pij(s,t) = P (X(t) = j|X(s) = i), i,j ∈ S, 0 ≤ s ≤ t.

Pokud je pij(s,t) pro každé i,j ∈ S funkćı rozd́ılu t−s, pak takový řetězec nazýváme
homogenńı. Matici P vytvořenou z prvk̊u pij(t), kde i,j ∈ S, nazýváme matićı
pravděpodobnost́ı přechodu řetězce v čase t.

Poznámka. Matice pravděpodobnost́ı přechodu řetězce se spojitým časem je sto-
chastická, což lze odvodit analogicky diskrétńımu př́ıpadu.

Věta 1.8. Necht’ {X(t), t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u
S ⊆ N0 a maticemi pravděpodobnost́ı přechodu P(t) pro t ≥ 0. Potom existuj́ı
limity

lim
h→0+

pij(h)

h
= qij , 0 ≤ qij <∞, i,j ∈ S, i 6= j,

lim
h→0+

1− pii(h)

h
= qi, 0 ≤ qi ≤ ∞, i ∈ S.

Definice 1.12. Prvky qij z Věty 1.8 nazýváme intenzitami přechodu ze stavu i
do stavu j, qi pak označujeme jako celková intenzita výstupu ze stavu i. Pokud
dodefinujeme prvek

qii = −qi = lim
h→0+

pii(h)− 1

h
, i ∈ S,

pak matici Q = (qij)i,j∈S nazýváme matićı intenzit přechodu.

Věta 1.9. Necht’ {X(t), t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u
S = {0,1, . . . } a matićı intenzit přechodu Q. Potom plat́ı

P
(
X(t) = i, s ≤ t ≤ s+ τ |X(s) = i

)
= e−qiτ , qi <∞,

= 0, qi = ∞.

Věta 1.10. Necht’ {X(t), t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s matićı intenzit
přechodu Q. Necht’ celková intenzita qi = 0 pro nějaké i ∈ S. Potom pii(t) = 1
pro každé t ≥ 0. Necht’ pro celkovou intenzitu plat́ı 0 < qi < ∞, potom doba
setrváńı ve stavu i je náhodná veličina, která má exponenciálńı rozděleńı s para-
metrem qi, tj. s hustotou

f(x) = qi e
−qix, x ≥ 0.

Věta 1.11. Necht’ {X(t), t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s matićı intenzit
přechodu Q. Necht’ i ∈ S, 0 < qi <∞ a τi je čas výstupu ze stavu i. Potom

P
(
X(τi) = j|X(0) = i

)
=
qij
qi
, j ∈ S, i 6= j.
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Věta 1.12. Necht’ m ∈ N a Q je matice m×m s nezápornými prvky qij, i 6= j,
jej́ı̌z součty v jednotlivých řádćıch jsou rovné nule. Potom existuje jediné společné
řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic

P ′(t) = Q P(t), P ′(t) = P(t) Q,

které je při počátečńı podmı́nce P(0) = I rovno

P(t) = exp(tQ) =
∞∑

k=0

tkQk

k!
.

Nav́ıc P(t) je matice pravděpodobnost́ı přechodu nějakého homogenńıho Marko-
vova řetězce se spojitým časem a s množinou stav̊u S = {1,2, . . . ,m}.
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Kapitola 2

Odhad metodou maximálńı
věrohodnosti

2.1 Spojité pozorováńı

Necht’ X(t) je homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem, který může na-
bývat stav̊u {1, . . . ,m}, s matićı intenzit přechodu Q. Předpokládejme nejprve,
že máme k dispozici spojité pozorováńı tohoto řetězce v určitém časovém inter-
valu. Tedy známe jednu konkrétńı trajektorii {Xω(t), t ∈ [0,τ ]}. Naš́ım ćılem je
z pozorováńı odhadnout matici intenzit přechodu Q v modelu Markovova řetězce.

Označ́ıme symboly i1, . . . , in posloupnost stav̊u, kterými řetězec postupně
prošel, a τ1, . . . , τn doby setrváńı řetězce v jednotlivých stavech. Celou situaci
můžeme znázornit schématem

i1(τ1) → i2(τ2) → · · · → in(τn).

Označ́ıme d̊uležité charakteristiky pro pozorovanou trajektorii.

• Nij(σ,τ) pro i,j = 1, . . . ,m, i 6= j znač́ı počet přeskok̊u řetězce ze stavu i
do stavu j v časovém intervalu [σ,τ ], kde σ ≤ τ . Zkráceně budeme značit
Nij(τ) = Nij(0,τ) pro τ ≥ 0.

• Ri(σ,τ) pro i = 1, . . . ,m znač́ı celkový čas strávený řetězcem ve stavu i
v časovém intervalu [σ,τ ], kde σ ≤ τ . Analogicky předchoźımu budeme
značit Ri(τ) = Ri(0,τ) pro τ ≥ 0.

Intenzity přechodu odhadneme metodou maximálńı věrohodnosti. Věrohodnostńı
funkci spoč́ıtáme s použit́ım Vět 1.9, 1.10 a 1.11, str. 10, následovně

L(c)
τ (Q) = qi1 e

−τ1qi1
qi1i2
qi1

qi2 e
−τ2qi2

qi2i3
qi2

. . . qin−1 e
−τn−1qin−1

qin−1in

qin−1

e−τnqin =

= qi1i2 qi2i3 . . . qin−1in e
−τ1qi1−τ2qi2−...−τnqin =

m∏

i=1

∏

j 6=i

q
Nij(τ)
ij

m∏

l=1

e−qlRl(τ) =

=

m∏

i=1

∏

j 6=i

q
Nij(τ)
ij e−qijRi(τ). (2.1)

12



Logaritmickou věrohodnostńı funkci źıskáme zlogaritmováńım funkce (2.1).

l(c)τ (Q) = logL(c)
τ (Q) =

m∑

i=1

∑

j 6=i

(
Nij (τ) log qij − qijRi (τ)

)
. (2.2)

Maximálně věrohodný odhad je definován jako maximum funkce l
(c)
τ (Q) vzhledem

k proměnným qij , i,j = 1, . . . ,m, i 6= j. Pro jeho nalezeńı polož́ıme jednotlivé
parciálńı derivace rovné nule.

0 =
∂l

(c)
τ (Q)

∂qij
= Nij(τ)

1

qij
−Ri(τ),

q̂ij =
Nij(τ)

Ri(τ)
. (2.3)

Ze vztahu (2.3) vid́ıme, že q̂ij existuje pouze v př́ıpadě, že Ri(τ) > 0. V opačném
př́ıpadě nemáme o stavu i žádnou informaci, a tedy nemůžeme na základě pozo-
rováńı o tomto stavu nic odhadovat.

2.2 Diskrétńı pozorováńı

Nyńı se na vše pod́ıváme z v́ıce reálného úhlu. Model z̊ustane stejný, stále zkou-
máme homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem {X(t), t ∈ [0,τ ]}, který
může nabývat stav̊u {1, . . . ,m}, s matićı intenzit přechodu Q. Mı́sto spojitého
pozorováńı ale budeme mı́t k dispozici jen údaje v daných časových okamžićıch
t1, . . . , tn, tedy jednu realizaci {Xω(t1), . . . , Xω(tn)}. Předpokládáme, že t1 = 0
a tn = τ . Následuj́ıćı úvahy jsou převzaté z textu [4].

Proces Yi = X(ti), i = 1, . . . ,n, je obecně nehomogenńı Markov̊uv řetězec
s diskrétńım časem, matićı pravděpodobnost́ı přechodu P(∆i) v čase i, kde ∆i

znač́ı velikost kroku, tedy ∆i = ti+1 − ti. Dále v́ıme, že matici pravděpodobnost́ı
přechodu lze spoč́ıtat z matice intenzit přechodu pomoćı Věty 1.12, str. 11.

Věrohodnostńı funkce pro diskrétńı data je tedy dána vztahem

Ln(Q) =
n−1∏

i=1

pxixi+1
(∆i), Q ∈ Q, (2.4)

kde x1, . . . , xn jsou jednotlivá pozorováńı, pxixi+1
(∆i) je prvek matice P(∆i)

se souřadnicemi xi a xi+1 a konečně Q znač́ı množinu všech možných matic in-
tenzit přechodu, tedy matic s reálnými č́ısly, jejichž prvky mimo diagonálu jsou
nezáporné a součet v jednotlivých řádćıch je roven 0.

V př́ıpadě ekvidistantńıch časových okamžik̊u pozorováńı (tzn. ∆i = ∆ > 0)
je řetězec {Y1, . . . ,Yn} homogenńı s matićı pravděpodobnost́ı přechodu P(∆) a
celou funkci (2.4) můžeme zjednodušit na

Ln(Q) =
m∏

i=1

m∏

j=1

pij(∆)Kij(n), Q ∈ Q,

kde Kij(n) je počet přeskok̊u ze stavu i do stavu j v řetězci {Y1, . . . ,Yn}.
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Pokud tedy předpokládáme, že pozorováńı tvoř́ı homogenńı Markov̊uv řetězec
s diskrétńım časem, stavy {1, . . . ,m} a matićı pravděpodobnost́ı přechodu P,
pak můžeme položit pij = pij(∆) a vztah pro věrohodnostńı funkci přeṕı̌seme
následovně

Ln(P) =
m∏

i=1

m∏

j=1

p
Kij(n)
ij , P ∈ P.

Zde P znač́ı množinu všech matic pravděpodobnost́ı přechodu o rozměrech m×m
podle Definice 1.11, str. 10.

Nyńı najdeme, podobně jako ve spojitém př́ıpadě, maximálně věrohodný od-
had p̂ij . Hledáme extrém logaritmické věrohodnostńı funkce

ln(P) = logLn(P) =

m∑

i=1

m∑

j=1

Kij(n) log pij ,

vzhledem k pij , i,j = 1, . . . ,m, který je nav́ıc vázaný na podmı́nky
∑m

j=1 pij = 1,
i = 1, . . . ,m. Využijeme větu o Lagrangeových multiplikátorech, viz např. [18],
Theorem 1. Předpokládejme, že v {p̂ij, i,j = 1, . . . ,m} je extrém funkce ln, pak
existuj́ı λ1, . . . ,λm ∈ R takové, že

Kij

p̂ij
− λi = 0 ⇒ p̂ij =

Kij

λi
, i,j = 1, . . . ,m.

Nav́ıc pro každé i = 1, . . . ,m plat́ı

1 =

m∑

j=1

p̂ij =

m∑

j=1

Kij

λi
=

1

λi

m∑

j=1

Kij ⇒ λi =

m∑

j=1

Kij .

Dohromady dostáváme

p̂ij =
Kij∑m
j=1Kij

. (2.5)

Nyńı definujeme množinu matic

P0 = {exp(∆Q), Q ∈ Q}.

Pak zřejmě plat́ı, že P0 ⊂ P, nebot’ pro P ∈ P0 existuje Q ∈ Q taková, že
P = exp(∆Q), a protože Q je matice intenzit, pak exp(∆Q) je podle Věty 1.12,
str. 11, stochastická matice, a tedy P ∈ P.

Předpokládejme, že jsem již spoč́ıtali matici P̂ podle vztahu (2.5). Může nastat
několik situaćı, které dále shrnuje Věta 2.1.

• Pokud P̂ ∈ P0, pak existuje Q̂ ∈ Q taková, že P̂ = exp(∆Q̂), nav́ıc

věrohodnostńı funkce Ln(Q) nabývá svého maxima právě v Q̂, tedy Q̂ je
maximálně věrohodný odhad. Zde ale může nastat problém v tom, že ma-
ticová exponenciála neńı prostá funkce, a tedy pro jeden konkrétńı odhad
P̂ může existovat v́ıce matic Q̂.

• Pokud P̂ /∈ P0, pak je situace obecně nejasná, hlavně z d̊uvodu kompliko-
vané struktury P0.
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Označme pro potřeby následuj́ıćıho tvrzeńı množinu

P+ =
{
P ∈ P, det(P) > 0

}
,

pak plat́ı, že P+ ⊇ P0. Dále necht’ δP0 znač́ı hranici P0 vzhledem k P+ a konečně
necht’ P00 znač́ı množinu všech matic přechodu P ∈ P0, pro které je Q jedno-
značně určena vztahem P = exp(∆Q).

Věta 2.1. ([4], Theorem 1)Necht’ pro P̂ nalezenou pomoćı vztahu (2.5) plat́ı, že

P̂ ∈ P0. Pak maximálně věrohodný odhad matice intenzit Q̂ existuje a je řešeńım
rovnice

P̂ = exp(∆Q̂).

Pokud P̂ /∈ P0, pak bud’ maximálně věrohodný odhad Q̂ existuje a splňuje pod-
mı́nku exp(∆Q̂) ∈ δP0, nebo věrohodnostńı funkce nemá maximum v Q.

Pokud skutečná matice intenzit Q0 splňuje podmı́nku exp(∆Q0) ∈ Int(P0) a
pokud je Markov̊uv proces ergodický, pak pravděpodobnost, že maximálně věrohod-
ný odhad existuje, jde k 1 pro n→ ∞ a

exp(∆Q̂)
n→∞−−−→ exp(∆Q0), s.j.

Pokud nav́ıc Q0 splňuje podmı́nku exp(∆Q0) ∈ P00, pak pravděpodobnost, že
maximálně věrohodný odhad je jednoznačně určený, jde k 1 pro n→ ∞ a

Q̂
n→∞−−−→ Q0, s.j.,

pro ∆ dostatečně malé.
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Kapitola 3

EM algoritmus

V této kapitole budeme i nadále odhadovat matici intenzit z diskrétńıho pozo-
rováńı. Připomeňme, že se zabýváme modelem homogenńıho Markovova řetězce
{X(t), t ∈ [0,τ ]} a máme k dispozici jen pozorováńı v určitých okamžićıch
Yi = X(ti), i = 1, . . . , n kde t1 = 0 a tn = τ . Předpokládejme, že tyto časové
okamžiky jsou ekvidistantńı, tzn. tk+1−tk = ∆ > 0 pro k = 1, . . . ,n−1. Využijeme
věrohodnostńı funkci (2.2), str. 13, z podkapitoly o spojitém pozorováńı, tentokrát
ji však maximalizujeme pomoćı tzv. EM algoritmu.

Obecně lze ř́ıci, že EM algoritmus je iterativńı metoda, která hledá maximálně
věrohodný odhad parametru v parametrickém pravděpodobnostńım rozděleńı.
V každém iteračńım kroku vyjdeme z dosud nejlepš́ıho odhadu daného para-
metru, s jeho pomoćı spočteme tzv. Q-funkci, což je středńı hodnota logarit-
mické věrohodnostńı funkce podmı́něná parametrem na vstupu a diskrétńım po-
zorováńım. Tuto Q-funkci následně maximalizujeme a t́ım źıskáme nový odhad
hledaného parametru, se kterým zač́ıná daľśı iterace.

Název algoritmu vznikl zkráceńım anglického termı́nu the Expectation-Maxi-
mization algorithm a v tomto názvu jsou schovány dva výše zmı́něné základńı
kroky, a to poč́ıtáńı Q-funkce (E-krok) a jej́ı maximalizace (M-krok). V literatuře
lze podrobný popis nalézt např. v [6].

3.1 E-krok

Ćılem E-kroku je napoč́ıtat Q-funkci, která je v našem př́ıpadě definovaná násle-
duj́ıćım zp̊usobem

EQ0

[
l(c)τ (Q)|Y = y

]
,

kde l
(c)
τ (Q) je logaritmická věrohodnostńı funkce z (2.2), str. 13, Y = {Y1, . . . ,Yn}

jsou pozorované náhodné veličiny, y = {y1, . . . ,yn} jsou konkrétńı napozorované
hodnoty a Q0 je daná matice intenzit.

Výraz můžeme d́ıky linearitě podmı́něné středńı hodnoty (Věta 1.3, str.7)
rozepsat

EQ0

[
l(c)τ (Q)|Y = y

]
=

=
m∑

i=1

∑

j 6=i

log qij EQ0

[
Nij(τ)|Y = y

]
−

m∑

i=1

∑

j 6=i

qij EQ0

[
Ri(τ)|Y = y

]
.

16



Nejtěžš́ı úlohou v tomto kroku je napoč́ıtáńı

EQ0

[
Nij(τ)|Y = y

]
, EQ0

[
Ri(τ)|Y = y

]
.

Využijeme postup výpočtu, který je převzatý z článku [4]. Pro i,j = 1, . . . ,m a
t ≥ 0 nejprve označ́ıme

M̃k
ij(t) = EQ0

[
Rk(t)|X(t) = j,X(0) = i

]
, k = 1, . . . ,m, (3.1)

f̃kl
ij (t) = EQ0

[
Nkl(t)|X(t) = j,X(0) = i

]
, k,l = 1, . . . ,m, k 6= l. (3.2)

Pak (3.1) vyjadřuje pr̊uměrnou dobu setrváńı ve stavu k v časovém intervalu [0,t]
v Markovově řetězci, který vycháźı ze stavu i a konč́ı ve stavu j. Podobně (3.2)
vyjadřuje pr̊uměrný počet přeskok̊u ze stavu k do stavu l v časovém intervalu
[0,t] v Markovově řetězci, který vycháźı ze stavu i a konč́ı ve stavu j.

Věta 3.1. Podmı́něné středńı hodnoty EQ0
[Nij(τ)|Y = y] a EQ0

[Ri(τ)|Y = y]
lze pro i,j = 1, . . . ,m, i 6= j, vyjádřit pomoćı vztah̊u

EQ0

[
Ri(τ)|Y = y

]
=

n−1∑

k=1

M̃ i
ykyk+1

(tk+1 − tk) =

n−1∑

k=1

M̃ i
ykyk+1

(∆), (3.3)

EQ0

[
Nij(τ)|Y = y

]
=

n−1∑

k=1

f̃ ij
ykyk+1

(tk+1 − tk) =

n−1∑

k=1

f̃ ij
ykyk+1

(∆). (3.4)

D̊ukaz. Necht’ A(α,β) souhrnně označuje Ri(α,β) i Nij(α,β) pro libovolně zvolená
i,j = 1, . . . ,m, i 6= j a 0 ≤ α ≤ β. Z aditivity A(α,β) a z linearity podmı́něné
středńı hodnoty plyne

A(0,τ) =

n−1∑

k=1

A(tk,tk+1),

EQ0

[
A(0,τ)|Y = y

]
=

n−1∑

k=1

EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y = y

]
.

Necht’ k ∈ {1, . . . ,n − 1} je pevně zvolené. Protože A(tk,tk+1) nezáviśı na hod-
notách řetězce v časech tk+2, . . . , tn, dostáváme

EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y = y

]
= EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y1 = y1,Y2 = y2, . . . , Yn = yn

]
=

= EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y1 = y1, . . . , Yk+1 = yk+1

]
.

Z Markovské vlastnosti řetězce dále odvod́ıme, že hodnota statistik v intervalu
[tk,tk+1] nezáviśı na chováńı řetězce v časech t1, . . . , tk−1. Dı́ky homogenitě
Markovova řetězce můžeme ještě přesunout zkoumaný časový interval [tk,tk+1]
do počátku, tzn. do intervalu [0,tk+1 − tk] = [0,∆].

EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y = y

]
= EQ0

[
A(tk,tk+1)|Yk = yk,Yk+1 = yk+1

]
=

= EQ0

[
A(0,tk+1 − tk)|Y1 = yk,Y2 = yk+1

]
=

= EQ0

[
A(0,∆)|Y1 = yk,Y2 = yk+1

]
.
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Celkem tedy pro středńı dobu setrváńı ve stavu i ∈ {1, . . . ,m} máme

EQ0

[
Ri(τ)|Y = y

]
= EQ0

[
A(0,τ)|Y = y

]
=

n−1∑

k=1

EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y = y

]
=

=

n−1∑

k=1

EQ0

[
A(0,∆)|Y1 = yk,Y2 = yk+1

]
=

n−1∑

k=1

EQ0

[
Ri(∆)|Y1 = yk,Y2 = yk+1

]
=

=

n−1∑

k=1

M̃ i
ykyk+1

(∆),

Analogicky pro středńı počet přeskok̊u mezi stavy i,j ∈ {,1 . . . ,m}, i 6= j, od-
vod́ıme

EQ0

[
Nij(τ)|Y = y

]
= EQ0

[
A(0,τ)|Y = y

]
=

n−1∑

k=1

EQ0

[
A(tk,tk+1)|Y = y

]
=

=
n−1∑

k=1

EQ0

[
A(0,∆)|Y1 = yk,Y2 = yk+1

]
=

n−1∑

k=1

EQ0

[
Nij(∆)|Y1 = yk,Y2 = yk+1

]
=

=
n−1∑

k=1

f̃ ij
ykyk+1

(∆).

k

Pro výpočet M̃k
ij(t) nám stač́ı naj́ıt upravenou veličinu Mk

ij(t) definovanou jako

Mk
ij(t) = EQ0

[
Rk(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
,

nebot’ podle Věty 1.4 plat́ı

M̃k
ij(t) = EQ0

[
Rk(t)|X(t) = j,X(0) = i

]
=

EQ0
[Rk(t)I(X(t) = j)|X(0) = i]

P (X(t) = j|X(0) = i)
=

=
Mk

ij(t)

pij(t)
=

Mk
ij(t)

(exp(tQ))ij
=

Mk
ij(t)

eTi exp(tQ)ej
. (3.5)

Analogicky také stač́ı spoč́ıtat veličinu fkl
ij (t) definovanou jako

fkl
ij (t) = EQ0

[
Nkl(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
,

nebot’ můžeme provést následuj́ıćı úpravu

f̃kl
ij (t) = EQ0

[
Nkl(t)|X(t) = j,X(0) = i

]
=

EQ0
[Nkl(t)I(X(t) = j)|X(0) = i]

P (X(t) = j|X(0) = i)
=

=
fkl
ij (t)

pij(t)
=

fkl
ij (t)

(exp(tQ))ij
=

fkl
ij (t)

eTi exp(tQ)ej
. (3.6)
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3.1.1 Výpočet pomoćı diferenciálńıch rovnic

Nejprve uvedeme pomocné tvrzeńı, které následně využijeme při hledáńı vyjád-
řeńı funkćı Mk

ij a f
kl
ij .

Lemma 3.2. ([2], Theorem 2.1) Necht’ s = (s1, . . . ,sm)
T je vektor reálných č́ısel

a Z = (zab)
m

a,b=1 je reálná m × m matice s jedničkami na diagonále. Označme
následuj́ıćı podmı́něnou středńı hodnotu

V ∗
ij(s,Z,t) = E

[
exp

(
−

m∑

l=1

slRl(t)

)
m∏

a,b=1

z
Nab(t)
ab I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
, t ≥ 0.

Pak plat́ı, že

V ∗(s,Z,t) = exp
([

Q ∗ Z− diag(s)
]
t
)
, (3.7)

kde ∗ znač́ı Hadamard̊uv součin, tedy (Q ∗ Z)ab = (Q)ab (Z)ab.

D̊ukaz. Důkaz lemmatu je kv̊uli své délce a náročnosti zařazen na konec práce,
do Př́ılohy 1, str. 64.

k

Věta 3.3. ([4], Theorem 2)Funkce Mk
ij je řešeńım diferenciálńı rovnice

d

dt
Mk

ij(t) =
m∑

l=1

Mk
il(t)qlj + exp(tQ)ijδjk

s počátečńı podmı́nkou Mk
ij(0) = 0.

D̊ukaz. Necht’ i,j,k ∈ {1, . . . ,m} a t ≥ 0. Využijeme Lemmatu 3.2 se speciálńı
volbou jednotlivých proměnných, kde

• sk = s,

• sh = 0, h 6= k,

• zab = 1, pro všechna a,b = 1, . . . ,m.

Vztah (3.7) pak můžeme upravit následuj́ıćım zp̊usobem

V ∗
ij(s,Z,t) = E

[
e−sRk(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
=
(
e(Q−S)t

)
ij
,

kde S znač́ı matici s jediným nenulovým prvkem s na souřadnićıch k × k. Obě
strany rovnice zderivujeme vzhledem k s a dosad́ıme s = 0.

E

[
− Rk(t)e

−sRk(t)I
(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
=
(
−e(Q−S)t(1kkt)

)
ij
,

E

[
− Rk(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
=
(
−eQt(1kkt)

)
ij
,
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Přenásobeńım rovnice hodnotou (−1), pak na levé straně dostáváme vyjádřeńı
veličiny Mk

ij(t).

Mk
ij(t) = E

[
Rk(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
=
(
eQt(1kkt)

)
ij
.

Celou rovnici nyńı zderivujeme vzhledem k t a dostáváme

d

dt
Mk

ij(t) =
(
eQt(1kktQ)

)
ij
+
(
eQt1kk

)
ij
=

m∑

h=1

Mk
ih(t)qhj +

(
exp(tQ)

)
ij
δjk.

Nav́ıc plat́ı
Mk

ij(0) =
(
eQ0 (1kk0)

)
ij
= 0.

k

Věta 3.4. ([4], Theorem 3)Funkce fkl
ij je řešeńım diferenciálńı rovnice

d

dt
fkl
ij (t) =

m∑

h=1

fkl
ih(t)qhj + qkl exp(tQ)ikδjl

s počátečńı podmı́nkou fkl
ij (0) = 0.

D̊ukaz. Necht’ i,j,k,l ∈ {1, . . . ,m}, kde k 6= l a necht’ t ≥ 0. Opět využijeme
Lemmatu 3.2 se speciálńı volbou jednotlivých proměnných, kde

• s = (0, . . . ,0)T ,

• zab = 1 pro a,b = 1, . . . ,m, (a,b) 6= (k,l)

• zab = z pro (a,b) = (k,l).

Vztah (3.7) tedy uprav́ıme

V ∗
ij(s,Z,t) = E

[
zNkl(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
=
(
e(Q∗Z)t

)
ij
.

Obě strany rovnice zderivujeme vzhledem k z a dosad́ıme z = 1, t́ım na levé
straně źıskáme vyjádřeńı veličiny fkl

ij (t).

E

[
Nkl(t)z

Nkl(t)−1I
(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
=
(
e(Q∗Z)t (Q ∗ 1kl) t

)
ij
,

E

[
Nkl(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
= fkl

ij (t) =
(
eQt (Q ∗ 1kl) t

)
ij
.

Nakonec rovnici zderivujeme vzhledem k t a máme

d

dt
fkl
ij (t) =

(
eQt
(
(Q ∗ 1kl) t

)
Q
)
ij
+
(
eQt (Q ∗ 1kl)

)
ij
=

=
m∑

h=1

fkl
ih(t)qhj + qkl exp(tQ)ikδjl.
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Počátečńı podmı́nka pro diferenciálńı rovnici je

fkl
ij (0) =

(
eQ0 (Q1kl) 0

)
ij
= 0.

k

Pro nalezeńı Mk
ij(t) a fkl

ij (t) můžeme tedy řešit soustavu diferenciálńıch rovnic
z Vět 3.3 a 3.4, a to např. numerickou Runge-Kuttovou metodou. V následuj́ıćı
kapitole uvedeme ale ještě druhou možnost výpočtu, tzv. uniformizačńı metodu.

3.1.2 Uniformizačńı metoda

Než přistouṕıme k popisu metody samotné, uvedeme zde dvě pomocná tvr-
zeńı, týkaj́ıćı se Dirichletova a beta rozděleńı. Ta následně využijeme k d̊ukazu
kĺıčových vztah̊u z uniformizačńı metody.

Lemma 3.5. ([5], Section 2.3) Necht’ W1, W2, . . . , Wn+1 jsou nezávislé náhodné
veličiny, takové, že Wi ∼ Γ(λ,αi), αi > 0, i = 1, . . . ,n + 1, λ > 0. Označme dále

Sn+1 =

n+1∑

i=1

Wi, α =




αi

...
αn+1


 .

Pak (
W1

Sn+1
,
W2

Sn+1
, . . . ,

Wn+1

Sn+1

)T

∼ Dir(α),

kde Dir(α) znač́ı Dirichletovo rozděleńı s vektorovým parametrem α.

D̊ukaz. Náhodná veličina Sn+1 je součtem nezávislých náhodných veličin Wi

s rozděleńım Γ(λ,αi), tedy Sn+1 ∼ Γ
(
λ,
∑n+1

i=1 αi

)
a jej́ı hustota je

fS(z) =
λα1+···+αn+1

Γ
(∑n+1

i=1 αi

)zα1+...αn+1−1 e−λz, z ≥ 0. (3.8)

K d̊ukazu dále využijeme Větu 1.6 str. 8, o transformaci náhodných vektor̊u,
s následuj́ıćı volbou transformačńı funkce g




Z
U1
...
Un


 := g







W1

W2
...

Wn+1





 =




Sn+1
W1

Sn+1

...
Wn

Sn+1


 ,

kde Z ≥ 0 s.j., Ui ∈ (0,1) s.j. a
∑n

i=1 Ui < 1 s.j. Vyjádř́ıme odpov́ıdaj́ıćı inverzńı
transformaci




W1

W2
...

Wn+1


 = g−1







Z
U1
...
Un





 =




U1Z
...

UnZ
(1−∑n

i=1 Ui)Z


 .
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Spoč́ıtáme jakobián inverzńı transformace pomoćı rozvoje podle prvńıho řádku,
resp. prvńıho sloupce.

Jg−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 z 0 . . . 0
u2 0 z . . . 0
...
un 0 0 . . . z

1−∑n

i=1 ui −z −z . . . −z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= u1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 z . . . 0
...
0 0 . . . z
−z −z . . . −z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u2 z . . . 0
...
un 0 . . . z

1−∑n
i=1 ui −z . . . −z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= u1(−1)n+1(−z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z 0 . . . 0
0 z . . . 0
...
0 0 . . . z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u2 z . . . 0
...
un 0 . . . z

1−∑n
i=1 ui −z . . . −z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= u1(−1)nzn − z
(
u2(−1)n−1zn−1 − z

(
u3(−1)n−2zn−2 − . . . =

= u1(−1)nzn + u2(−1)nzn + · · ·+ un(−1)nzn +

(
1−

n∑

i=1

ui

)
(−1)nzn =

= (−1)nzn.

Tedy v absolutńı hodnotě je |Jg−1 | = zn, nebot’ náhodná veličina Z nabývá skoro
jistě nezáporných hodnot. Hustota náhodného vektoru (W1, . . . ,Wn+1)

T je d́ıky
nezávislosti jednotlivých marginál součinem n + 1 hustot gamma rozděleńı.

f(w1, . . . ,wn+1) =
λα1

Γ(α1)
wα1−1

1 e−λw1 . . .
λαn+1

Γ(αn+1)
w

αn+1−1
n+1 e−λwn+1 =

=
λα1+...αn+1

∏n+1
i=1 Γ(αi)

wα1−1
1 . . . w

αn+1−1
n+1 e−λ(w1+···+wn+1),

wi ≥ 0, i = 1, . . . ,n + 1.

Po transformaci tedy dostáváme hustotu

f(z,u1, . . . ,un) =

=
λα1+...αn+1

∏n+1
i=1 Γ(αi)

(u1z)
α1−1 . . . (unz)

αn−1

(
z

(
1−

n∑

i=1

ui

))αn+1−1

e−λz zn =

=
λα1+...αn+1

∏n+1
i=1 Γ(αi)

uα1−1
1 . . . uαn−1

n

(
1−

n∑

i=1

ui

)αn+1−1

e−λz zα1+···+αn−1,

z ≥ 0, ui ∈ (0,1), i = 1, . . . ,n,
n∑

i=1

ui < 1. (3.9)
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Ze znalosti hustoty (3.8) pro Z = Sn+1 můžeme funkci (3.9) rozložit na součin
dvou hustot, z nichž jedna odpov́ıdá náhodné veličině Z a druhá náhodnému
vektoru (U1, . . . ,Un)

T .

f(z,u1, . . . ,un) =

=
λα1+...αn+1

Γ
(∑n+1

i=1 αi

)zα1+···+αn−1e−λz
Γ
(∑n+1

i=1 αi

)
∏n+1

i=1 Γ(αi)
uα1−1
1 . . . uαn−1

n

(
1−

n∑

i=1

ui

)αn+1−1

,

z ≥ 0, ui ∈ (0,1), i = 1, . . . ,n,
n∑

i=1

ui < 1.

Tedy Z a (U1, . . . ,Un)
T jsou tedy navzájem nezávislé a hustota tohoto náhodného

vektoru je

f(u1, . . . ,un) =
Γ
(∑n+1

i=1 αi

)
∏n+1

i=1 Γ(αi)

n∏

i=1

uαi−1
i

(
1−

n∑

i=1

ui

)αn+1−1

,

ui ∈ (0,1), i = 1, . . . ,n,

n∑

i=1

ui < 1.

Nav́ıc plat́ı, že Un+1 =
Wn+1

Sn+1
= 1−∑n

i=1 Un, takže

f(u1, . . . ,un+1) =
Γ
(∑n+1

i=1 αi

)
∏n+1

i=1 Γ(αi)

n+1∏

i=1

uαi−1
i ,

ui ∈ (0,1), i = 1, . . . ,n+ 1,

n+1∑

i=1

ui = 1,

což je hustota rozděleńı Dir(α).

k

Lemma 3.6. ([5], Section 2.2) Necht’ (U1, . . . ,Un)
T je náhodný vektor s rozděle-

ńım Dir(α), kde α = (α1, . . . ,αn+1)
T . Součet prvk̊u vektoru α označme A. Pak

marginálńı rozděleńı náhodné veličiny Ui pro i = 1, . . . ,n je B (αi,A− αi), kde
B(α,β) znač́ı beta rozděleńı s parametry α a β.

D̊ukaz. Sdružená hustota náhodného vektoru s Dirichletovým rozděleńım urče-
ným parametrem α je

f(u1, . . . ,un) =
Γ(A)∏n+1

i=1 Γ (αi)

n∏

i=1

uαi−1
i

(
1−

n∑

i=1

ui

)αn+1−1

,

ui ∈ (0,1), i = 1, . . . ,n,

n∑

i=1

ui < 1.
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Pro náhodnou veličinu U1 je tedy marginálńı hustota

f(u1) =

=

∫ 1−u1

0

. . .

∫ 1−
∑n−1

i=1 ui

0

Γ(A)∏n+1
i=1 Γ (αi)

n∏

i=1

uαi−1
i

(
1−

n∑

i=1

ui

)αn+1−1

dun . . . du2,

u1 ∈ (0,1).

Provedeme substituci un = vn(1− u1 − . . .− un−1) a dostáváme

f(u1) =

∫ 1−u1

0

. . .

∫ 1−u1−...−un−2

0

∫ 1

0

Γ(A)∏n+1
i=1 Γ (αi)

n−1∏

i=1

uαi−1
i ·

·
(
1−

n−1∑

i=1

ui

)αn+1+αn−1

vαn−1
n (1− vn)

αn+1−1 dvn dun−1 . . . du2, u1 ∈ (0,1).

Využijeme znalost tvaru hustoty rozděleńı B(αn,αn+1), jej́ıž integrováńı přes in-
terval (0,1) dává 1, a odstrańıme t́ım vnitřńı integrál podle proměnné vn.

f(u1) =

∫ 1−u1

0

. . .

∫ 1−u1−...−un−2

0

Γ(A)∏n−1
i=1 Γ (αi) Γ (αn + αn+1)

n−1∏

i=1

uαi−1
i ·

·
(
1−

n−1∑

i=1

ui

)αn+1+αn−1

dun−1 . . . du2, u1 ∈ (0,1).

Analogický postup aplikujeme i na zbylé integrály. Dostáváme výsledek

f(u1) =
Γ(A)

Γ (α1) Γ (A− α1)
uα1−1
1 (1− u1)

A−α1−1 , u1 ∈ (0,1),

což je hustota rozděleńı B (α1,A− α1). Ze symetrie hustoty f(u1, . . . ,un) vzhle-
dem k jednotlivým proměnným pak vyplývá, že Ui ∼ B (αi,A− αi), i = 1, . . . ,n.

k

Nyńı již přistouṕıme k samotné uniformizačńı metodě. Podrobný popis této me-
tody lze nalézt v textu [7]. Prvotńım ćılem při utvářeńı metody bylo nalézt vhodný
vzorec pro výpočet matice pravděpodobnost́ı přechodu P(t). Necht’ Q = (qij)

m

i,j=1

je matice intenzit, λ ≥ max{−qii, i = 1, . . . ,m} a B = (bij)
m

i,j=1 je matice defino-
vaná vztahem

B = I+
1

λ
Q.

Zde vid́ıme, že omezeńı pro λ bylo voleno tak, aby matice B splňovala definici
matice pravděpodobnost́ı přechodu. Pak můžeme vyjádřit

P(t) = exp(Qt) = exp (λ(B− I)t) =
∞∑

n=0

Bn (λt)
n

n!
e−λt.

V praxi se tedy pro aproximaci může využ́ıt konečné sumy s dostatečně velkým
počtem sč́ıtanc̊u K

P(t) ≈
K∑

n=0

Bn (λt)
n

n!
e−λt.

24



Kromě tohoto závěru ale źıskáváme zcela jiný postup konstrukce Markovova pro-
cesu se spojitým časem, pomoćı kterého budeme právě moci explicitně vyjádřit
funkceMk

ij(t) i f
kl
ij (t). Necht’ T0 = 0, T1, T2, . . . jsou časy událost́ı Poissonova pro-

cesu s parametrem λ > 0. Necht’ {z0,z1,z2, . . . } je Markov̊uv řetězec s diskrétńım
časem a s matićı pravděpodobnost́ı přechodu B, nezávislý na časech Tk, k ∈ N0.
Nyńı definujeme proces se spojitým časem {v(t), t ≥ 0} následovně

v(t) = zk, Tk ≤ t < Tk+1.

Pak zřejmě jde o Markov̊uv řetězec se spojitým časem a intenzitami přechodu
qij = λ bij , pro i,j = 1, . . . ,m, i 6= j, tedy proces, ke kterému jsme se chtěli
dopracovat. Necht’ T > 0, najdeme největš́ı J ∈ N takové, že TJ < T . Celkovou
dobu setrváńı v jednotlivých stavech a počty přeskok̊u mezi stavy můžeme přepsat
takto

Rk(T ) =

J∑

i=0

I(zi = k)(Ti+1 − Ti), k = 1, . . . ,m, (3.10)

Nkl(T ) =
J∑

i=1

I
(
(zi−1,zi) = (k,l)

)
, k,l = 1, . . . ,m, k 6= l, (3.11)

kde TJ+1 = T . Vztahy (3.10) a (3.11) pak lze shrnout do jediného

H = ψ(z0)f(T1) +

J∑

i=1

Φ(zi−1,zi)f(Ti+1 − Ti), (3.12)

s následuj́ıćımi volbami funkćı

• f(t) = t a Φ(z1,z2) = ψ(z2) = I(z2 = k) pro Rk(T ),

• f ≡ 1, ψ(z) ≡ 0 a Φ(z1,z2) = I ((z1,z2) = (k,l)) pro Nkl(T ).

Naš́ım ćılem je spoč́ıtat podmı́něnou středńı hodnotu E [H I(v(T ) = b)|v(0) = a],
nebot’ t́ım źıskáme zároveň vyjádřeńı pro veličinu E [Rk(T )I(v(T ) = b)|v(0) = a]
i E [Nkl(T )I(v(T ) = b)|v(0) = a].

Definujeme pomocnou matici M(n) = (Mab(n))
m

a,b=1 vztahem

Mab(n) = E

[
I(zn = b)

(
ψ(z0) +

m∑

i=1

Φ(zi−1,zi)

)
|z0 = a

]

Označ́ıme matici Φ = (Φ(a,b))ma,b=1 a dále diag(ψ) pro nás bude značit diagonálńı

matici s vektorem (ψ(1), . . . ,ψ(m))T na diagonále. Dále necht’

δ(n,T,f) = E
(
f(TU)

)
,

kde U je náhodná veličina s beta rozděleńım B(1,n).

Lemma 3.7. ([7], Theorem 1)Necht’ H je veličina definovaná vztahem (3.12).
Potom plat́ı

E

[
H I

(
v(T ) = b

)
|v(0) = a

]
=

∞∑

n=0

δ(n,T,f) Mab(n) e
−λT (λT )

n

n!
.
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Matice M(n) je dána rekurźı

M(n) = M(n− 1)B+Bn−1(Φ ∗B), n ≥ 1. (3.13)

S počátečńı podmı́nkou M(0) = diag(ψ). Jej́ı řešeńı je

M(n) = diag(ψ)Bn +

n−1∑

h=0

Bl(Φ ∗B)Bn−1−h. (3.14)

D̊ukaz. Pro dané J = n, časy událost́ı Poissonova procesu T0 = 0, T1, . . . , Tn
a Tn+1 = T definujme náhodné veličiny Wi = Ti − Ti−1, i = 1, . . . ,n + 1. Pak
W1, W2, . . . , Wn+1 jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım Exp(λ) a jejich
součet Sn+1 má rozděleńı Γ(λ,n+ 1). Podle Lemmatu 3.5 je

(
W1

Sn+1

,
W2

Sn+1

, . . . ,
Wn+1

Sn+1

)T

∼ Dir
(
(1, . . . ,1)T

)
.

Marginálńı rozděleńı složek vektoru, tedy rozděleńı náhodných veličin Wi

Sn+1
, kde

i = 1, . . . ,n + 1, jsou B(1,n) podle Lemmatu 3.6. Nav́ıc podmı́něné rozděleńı
vektoru (T1,T2 − T1, . . . ,Tn+1 − Tn)

T při daném J = n je stejné jako podmı́něné
rozděleńı vektoru (W1,W2, . . . ,Wn+1)

T při daném Sn+1 = T . Dohromady dostá-
váme

(
W1

T
,
W2

T
, . . . ,

Wn+1

T

)T

|Sn+1 = T ∼ Dir
(
(1, . . . ,1)T

)
,

Wi

Sn+1
∼ Wi

T
|Sn+1 = T ∼ B(1,n).

Nyńı aplikujeme uniformizačńı metodu.

E [H I(v(T ) = b)|v(0) = a,J = n] =

= E

[(
ψ(z0)f(T1) +

J∑

i=1

Φ(zi−1,zi)f(Ti+1 − Ti)

)
·

· I(v(T ) = b)|v(0) = a,J = n

]
=

= E

[(
ψ(z0)f(W1) +

n∑

i=1

Φ(zi−1,zi)f(Wi+1)

)
I(zn = b)|z0 = a,Sn+1 = T

]
=

= δ(n,T,f)E

[
I(zn = b)

(
ψ(z0) +

n∑

i=1

Φ(zi−1,zi)

)
|z0 = a

]
=

= δ(n,T,f) Mab(n). (3.15)

S využit́ım vztahu (3.15) tedy dostáváme

E

[
H I

(
v(T ) = b

)
|v(0) = a

]
= E

[
E

[
H I

(
v(T ) = b

)
|v(0) = a,J

]]
=

=
∞∑

n=0

E

[
H I

(
v(T ) = b

)
|v(0) = a,J = n

]
P (J = n) =

=
∞∑

n=0

δ(n,T,f) Mab(n) e
−λT (λT )

n

n!
.
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Zřejmě plat́ı

Mab(0) = E
[
ψ(z0)I(z0 = b)|z0 = a

]
= ψ(a)I(a = b).

Pro n ≥ 1 odvod́ıme rekurentńı vztah

Mab(n) = E

[
I(zn = b)

(
ψ(z0) +

n∑

i=1

Φ(zi−1,zi)

)
|z0 = a

]
=

=
m∑

c=1

E

[
I(zn = b)I(zn−1 = c)

(
ψ(z0) +

n−1∑

i=1

Φ(zi−1,zi) + Φ(zn−1,zn)

)
|z0 = a

]
=

=

m∑

c=1

Mac(n− 1)Bcb +

m∑

c=1

(Bn−1)acΦ(c,b)Bcb.

Pak maticový zápis této rekurze je (3.13) a jej́ım řešeńım je (3.14).

k

Nyńı uvedený postup využijeme při hledáńı Mk
ij(t) a fkl

ij (t) v našem p̊uvodńım
modelu. Zvoĺıme tedy λ ≥ max{−qii, i = 1, . . . ,m} a matici

B = I+
1

λ
Q,

pak v́ıme z principu uniformizačńı metody, že Lemma 3.7 můžeme aplikovat i
na náš pozorovaný proces X(t).

Věta 3.8. ([7], Corollary 2)Veličinu Mk
ij(t) m̊užeme spoč́ıtat následovně

Mk
ij(t) = e−λt 1

λ

∞∑

n=0

(λt)n+1

(n+ 1)!

n∑

h=0

(
Bh
)
ik

(
Bn−h

)
kj
.

D̊ukaz. Připomeňme, že funkce Mk
ij(t) je definována jako

Mk
ij(t) = E

[
Rk(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
,

využijeme Lemma 3.7 s takovou volbou jednotlivých funkćı, aby H = Rk(t), tedy
T = t, f(t) = t a

Φ =
(
Φ(a,b)

)m
a,b=1

=
(
I (b = k)

)m
a,b=1

= 1·k,

diag(ψ) = diag
((
ψ(1), . . . ,ψ(m)

)T)
= diag

((
I(1 = k), . . . ,I(m = k)

)T)
= 1kk,

δ(n,T,f) = E
(
f(TU)

)
= E

[
f

(
T
W1

T

)
|Sn+1 = T

]
= T E

[
W1

T
|Sn+1 = T

]
=

=
T

n + 1
,

kde 1·k znač́ı matici s jediným nenulovým k-tým sloupcem, ve kterém jsou všechny
prvky rovné 1.
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Po dosazeńı dostáváme

Mk
ij(t) = E

[
H I

(
v(t) = j

)
|v(0) = i

]
=

∞∑

n=0

t

n + 1
Mij(n)

(λt)n

n!
e−λt =

=

∞∑

n=0

t

n+ 1

(
1kk Bn +

n−1∑

h=0

Bh (1·k ∗B)Bn−1−h

)

ij

(λt)n

n!
e−λt =

=
∞∑

n=0

t

n+ 1

(
n∑

h=0

(Bh)ik(B
n−h)kj

)
(λt)n

n!
e−λt =

= e−λt 1

λ

∞∑

n=0

(λt)n+1

(n + 1)!

n∑

h=0

(
Bh
)
ik

(
Bn−h

)
kj
.

k

Věta 3.9. ([7], Corollary 3)Veličinu fkl
ij (t) m̊užeme spoč́ıtat následovně

fkl
ij (t) = qkl e

−λt 1

λ

∞∑

n=0

(λt)n+1

(n + 1)!

n∑

h=0

(
Bh
)
ik

(
Bn−h

)
lj
.

D̊ukaz. Při d̊ukazu budeme postupovat naprosto analogicky jako u Věty 3.8.
Připomeňme, že funkce fkl

ij (t) je definována jako

fkl
ij (t) = E

[
Nkl(t)I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
,

využijeme Lemma 3.7 s takovou volbou jednotlivých funkćı, aby H = Nkl(t), tedy
T = t, f ≡ 1 a

Φ =
(
Φ(a,b)

)m
a,b=1

=
(
I
(
(a,b) = (k,l)

))m
a,b=1

= 1kl,

diag(ψ) = diag
((
ψ(1), . . . ,ψ(m)

)T)
= diag

(
(0, . . . ,0)T

)
= 0,

δ(n,T,f) = E
(
f(TU)

)
= E

[
f

(
T
W1

T

)
|Sn+1 = T

]
= E [1|Sn+1 = T ] = 1.

Po dosazeńı dostáváme

fkl
ij (t) = E

[
H I

(
v(t) = j

)
|v(0) = i

]
=

∞∑

n=0

Mij(n)
(λt)n

n!
e−λt =

=
∞∑

n=1

(
n−1∑

h=0

BhBklB
n−1−h

)

ij

(λt)n

n!
e−λt =

= e−λt qkl
1

λ

∞∑

n=1

(
n−1∑

h=0

(Bh)ik(B
n−1−h)lj

)
(λt)n

n!
=

= e−λt qkl
1

λ

∞∑

n=0

(λt)n+1

(n + 1)!

n∑

h=0

(
Bh
)
ik

(
Bn−h

)
lj
.

k
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3.2 M-krok

V tomto kroku docháźı k maximalizaci Q-funkce EQ0

[
l
(c)
τ (Q)|Y = y

]
vzhledem

ke Q, což prob́ıhá podle vztahu (2.3), str. 13. Dostáváme tedy odhady

q̂ij =
EQ0

[Nij(τ)|Y = y]

EQ0
[Ri(τ)|Y = y]

, i,j = 1, . . . ,m, i 6= j.

3.3 Souhrn krok̊u algoritmu a konvergence

Samotný postup při odhadu matice intenzit Q̂ pomoćı EM algoritmu lze nalézt
např́ıklad v textu [4] a vypadá následovně.

Necht’ Q0 je libovolně zvolená matice intenzit Markovova procesu se stavovým
prostorem {1,2, . . . ,m}. Necht’ Q := Q0.

1. V modelu s matićı intenzit Q spoč́ıtáme pro všechna i,j = 1, . . . ,m, i 6= j
veličiny

M i
ykyk+1

(∆), f ij
ykyk+1

(∆), k = 1, . . . ,n− 1,

pomoćı Vět 3.3 a 3.4, pokud chceme numericky řešit diferenciálńı rovnice,
nebo pomoćı Vět 3.8 a 3.9, pokud chceme využ́ıt uniformizačńı metodu.
Tyto veličiny následně uprav́ıme na

M̃ i
yk,yk+1

(∆), f̃ ij
yk,yk+1

(∆),

s využit́ım vztah̊u (3.5) a (3.6).

2. Spoč́ıtáme EQ [Ri(τ)|Y = y], EQ [Nij(τ)|Y = y] pro i,j = 1, . . . ,m, i 6= j
pomoćı rovnic (3.3) a (3.4).

3. Spoč́ıtáme pro všechna i,j = 1, . . . ,m, i 6= j

q̂ij =
EQ [Nij(τ)|Y = y]

EQ [Ri(τ)|Y = y]
, q̂ii = −

∑

j 6=i

q̂ij

a dostáváme daľśı odhad matice intenzit Q̂.

4. Necht’ Q := Q̂, přejdeme zpět na krok 1.

Jedná se o iterativńı algoritmus, kde výstup z k-té iterace označ́ıme jako Qk,
k ∈ N. Je třeba dále uvést podmı́nky, za kterých dojde k zastaveńı výpočtu.
Běžně se kroky opakuj́ı, dokud pro malé ǫ > 0 nenastane jedna z následuj́ıćıch
podmı́nek.

• Odhadnutá matice se dále př́ılǐs neměńı ve smyslu maticové normy, tedy
plat́ı

‖Qk+1 −Qk‖ < ǫ, k ∈ N0.

• Logaritmická věrohodnostńı funkce pro diskrétńı pozorováńı se dále př́ılǐs
neměńı, tedy plat́ı

|Ln(Qk+1)− Ln(Qk)| < ǫ, k ∈ N0.
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Nyńı je třeba rozebrat otázku konvergence odhadu źıskaného pomoćı EM algo-
ritmu. Tuto teorii nalezneme podrobně rozebranou např. v [6] nebo [13]. Dokáže-
me nejprve větu o monotonii, která ř́ıká, že pro posloupnost odhad̊u {Qk} a
logaritmickou věrohodnostńı funkci ln plat́ı následuj́ıćı nerovnost

ln
(
Qk+1

)
≥ ln (Qk) .

Věta 3.10. ([6], Theorem 2.1) Necht’ X, Y jsou náhodné vektory a X , Y jsou
jejich nosiče, kde X reprezentuje kompletńı pozorovatelná data a Y reprezentuje
měřeńı. Necht’ maj́ı oba vektory hustoty závislé na parametru θ ∈ Θ. Předpoklá-
dejme, že nosič X nezáviśı na θ a plat́ı

p (y|x,θ) = p (y|x) , θ ∈ Θ, y ∈ Y , x ∈ X .

Pak pro θ ∈ Θ a jakékoliv y ∈ Y takové, že X (y) = {x, p (x|y) > 0} 6= ∅ plat́ı

Q
(
θ|θ(k)

)
≥ Q

(
θ(k)|θ(k)

)
⇒ l (θ) ≥ l

(
θ(k)
)
,

kde l (θ) = log p (y|θ), Q je Q-funkce a θ(k) ∈ Θ je odhad parametru θ źıskaný
z k-té iterace EM algoritmu.

D̊ukaz. Princip d̊ukazu spoč́ıvá v tom, že postupnými úpravami funkce l(θ) na-
lezneme jej́ı odhad zdola, vyjádřený pomoćı Q-funkce.

l(θ) =

= log p(y|θ) = log

∫

X (y)

p(x,y|θ) dx = log

∫

X (y)

p(x,y|θ)
p (x|y,θ(k)) p

(
x|y,θ(k)

)
dx =

= log E θ(k)

[
p(X,y|θ)
p (X|y,θ(k)) |y

]
≥ E θ(k)

[
log

p(X,y|θ)
p (X|y,θ(k)) |y

]
= (3.16)

= E θ(k)

[
log

p(y|X,θ) p(X|θ) p
(
y|θ(k)

)

p (y|X,θ(k)) p (X|θ(k)) |y
]
=

= E θ(k)

[
log

p(X|θ) p
(
y|θ(k)

)

p (X|θ(k)) |y
]
=

= E θ(k)

[
log p(X|θ)|y

]
+ E θ(k)

[
log p

(
y|θ(k)

)
|y
]
− E θ(k)

[
log p

(
X|θ(k)

)
|y
]
=

= Q
(
θ|θ(k)

)
+ l
(
θ(k)
)
−Q

(
θ(k)|θ(k)

)
.

V řádku (3.16) jsme využili Jensenovu nerovnost (Věta 1.5, str. 8). Tedy

l(θ) ≥ l
(
θ(k)
)
+Q

(
θ|θ(k)

)
−Q

(
θ(k)|θ(k)

)
≥ l
(
θ(k)
)
.

k
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Protože M-krok algoritmu hledá θ(k+1) = argmax Q
(
θ|θ(k)

)
, pak určitě také plat́ı

Q
(
θ(k+1)|θ(k)

)
≥ Q

(
θ(k)|θ(k)

)
⇒ l

(
θ(k+1)

)
≥ l
(
θ(k)
)
.

Větu 3.10 aplikujeme na naši konkrétńı situaci, tedy parametr θ je pro nás matice
intenzit Q a

l(θ) = ln(Q), Q
(
θ|θ(k)

)
= EQk

[
l(c)τ (Q)|Y = y

]
.

Dostáváme, že ln(Qk+1) ≥ ln(Qk), stejná nerovnost pak plat́ı také pro funkci
Ln, což vyplývá z monotonie logaritmu. Takže odhad vystupuj́ıćı z iterace EM
algoritmu nikdy nebude méně věrohodný, než ten vstupńı. EM algoritmus najde
vrchol věrohodnostńı funkce Ln, ale nezaručuje, že se bude jednat o globálńı
maximum. Proto je lepš́ı provést několik počátečńıch voleb Q0 a ze źıskaných
odhad̊u pak vybrat ten s nejvyšš́ı věrohodnost́ı.

Monotonie posloupnosti {Ln (Qk)} ale nezaručuje konvergenci posloupnosti
{Qk}. Podmı́nky pro tuto konvergenci nalezneme např. v [13] pod č́ıselným
označeńım (3.18) - (3.21) a (3.23). Ověř́ıme jejich platnost.

(3.18) Prostor Q je d-rozměrný Eukleidovský podprostor Rd. Toto je splněno
v našem př́ıpadě pro d = m(m− 1).

(3.19) Množina {Q ∈ Q : Ln(Q) ≥ Ln (Q0)} je kompaktńı pro každouQ0 takovou,
že Ln (Q0) > −∞. Problém zde nastává na hranici Q, kde plat́ı

det
(
exp (Qk)

) k→∞−−−→ 0.

Toto můžeme obej́ıt zúžeńım parametrického prostoru na

Qǫ =
{
Q ∈ Q : det

(
exp(Q)

)
≥ ǫ
}
,

kde ǫ > 0 voĺıme malé.

(3.20) Funkce Q 7→ Ln(Q) je spojitá a diferencovatelná na IntQ. Podmı́nka je
splněna, nebot’ funkce Q 7→ exp(Q) je spojitá na Q a diferencovatelná
na IntQ, tedy tam, kde qij > 0,∀i 6= j.

(3.21) Odhad Qk+1 řeš́ı rovnici

∂

∂Q
EQk

[
l(c)τ (Q)|Y = y

]
= 0.

Pokud Q0 ∈ IntQ, pak toto plat́ı pro celé Q, nebot’ pro takové Q0 jsou
všechny očekávané časy strávené ve stavech a všechny očekávané počty
přeskok̊u kladné, tedy Q1 má mimo diagonálu kladné prvky, Q1 ∈ IntQ.
Daľśımi iteracemi dostaneme Qk ∈ IntQ pro každé k. Může se ale stát, že
pro zúžený parametrický prostor Qǫ bude posloupnost {Qk} konvergovat
k hranici, kde det (exp(Q)) = ǫ, pak nebude podmı́nka (3.21) splněna.

(3.23) Funkce (Q,Q0) 7→ EQ0

[
l
(c)
τ (Q)|Y = y

]
je spojitá. To plat́ı z vyjádřeńı

M̃ij(t) a f̃
kl
ij (t), které jsme odvodili v předchoźım textu.
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Celkově lze tedy z předchoźıch podmı́nek formulovat následuj́ıćı větu o konver-
genci odhadu źıskaného pomoćı EM algoritmu.

Věta 3.11. ([4], Theorem 4) Necht’ Q0 ∈ IntQ, tedy (Q0)ij > 0, ∀i 6= j. Pak
posloupnost {Qk} bud’ konverguje ke stacionárńımu bodu věrohodnostńı funkce
Ln, nebo plat́ı, že det (exp (Qk)) → 0 pro k → ∞.

Pokud nastane druhá možnost, pak zřejmě maximálně věrohodný odhad neexis-
tuje. Rozumná volba počátečńı matice Q0 je tedy taková, aby det (exp (Q0)) byl
dostatečně vzdálený od 0.

Pokud v počátečńı matici Q0 je jeden z prvk̊u nulový, pak očekávaný počet
přeskok̊u mezi danými stavy z̊ustává nulový i v daľśıch iteraćıch algoritmu, a tedy
Qk lež́ı na hranici Q, kde některé z předchoźıch podmı́nek konvergence nemuśı
být splněné. Pokud je tedy potřeba mı́t v počátečńı matici nulový prvek, je lepš́ı
zúžit o tento prvek parametrický prostor Q. Lepš́ı variantou je ale použit́ı MCMC
metody, která bude rozebrána v daľśı kapitole.

3.4 Rozptyl odhad̊u

Odhad rozptyl̊u a kovarianćı maximálně věrohodných odhad̊u můžeme źıskat po-
stupem z [14], tedy využit́ım informačńı matice, která vypadá pro diagonálńı
prvky následovně

J(Q)ij,ij = − ∂2

∂q2ij
EQ

[
l(c)τ (Q)|Y = y

]

a pro prvky mimo diagonálu je

J(Q)ij,i′j′ = − ∂2

∂qi′j′∂qij
EQ

[
l(c)τ (Q)|Y = y

]
,

Z podmı́nek regularity pro věrohodnostńı funkci L
(c)
τ (viz [1], Definice 7.8) plat́ı

EQ

[
∂

∂qij
logL(c)

τ (Q)|Y = y

]
= EQ

[
∂

∂qij
l(c)τ (Q)|Y = y

]
= 0,

tedy s využit́ım vztahu (2.3), str. 13, máme

EQ

[
∂

∂qij

m∑

k=1

∑

l 6=k

(
log qklNkl(τ)− qklRk(τ)

)
|Y = y

]
=

= EQ

[
1

qij
Nij(τ)− Ri(τ)+

+

m∑

k=1

∑

l 6=k

(
log qkl

∂

∂qij
Nkl(τ)− qkl

∂

∂qij
Rk(τ)

)
|Y = y

]
=

=
m∑

k=1

∑

l 6=k

(
log qkl

∂

∂qij
EQ

[
Nkl(τ)|Y = y

]
− qkl

∂

∂qij
EQ

[
Rk(τ)|Y = y

])
= 0.
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Pro diagonálńı prvky informačńı matice dostáváme

J(Q)ij,ij =

= − ∂2

∂q2ij

(
m∑

i=1

∑

j 6=i

log qij EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
−

m∑

i=1

∑

j 6=i

qij EQ

[
Ri(τ)|Y = y

]
)

=

= − ∂

∂qij

(
1

qij
EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
− EQ

[
Ri(τ)|Y = y

]
+

+
m∑

k=1

∑

l 6=k

(
log qkl

∂

∂qij
EQ

[
Nkl(τ)|Y = y

]
− qkl

∂

∂qij
EQ

[
Rk(τ)|Y = y

])
)

=

=
1

q2ij
EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
− 1

qij

∂

∂qij
EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
+

+
∂

∂qij
EQ

[
Ri(τ)|Y = y

]
.

Pro prvky mimo diagonálu máme

J(Q)i′j′,ij =

= − ∂2

∂qi′j′∂qij

(
m∑

i=1

∑

j 6=i

log qij EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
−

−
m∑

i=1

∑

j 6=i

qij EQ

[
Ri(τ)|Y = y

]
)

=

= − ∂

∂qi′j′

(
1

qij
EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
− EQ

[
Ri(τ)|Y = y

]
+

+
m∑

k=1

∑

l 6=k

(
log qkl

∂

∂qi′j′
EQ

[
Nkl(τ)|Y = y

]
− qkl

∂

∂qi′j′
EQ

[
Rk(τ)|Y = y

])
)

=

= − 1

qij

∂

∂qi′j′
EQ

[
Nij(τ)|Y = y

]
+

∂

∂qi′j′
EQ

[
Ri(τ)|Y = y

]
.

Odhad variančńı matice vektoru (q̂12,q̂13, . . . ,q̂m,m−1)
T pak źıskáme jako inverzi

informačńı matice v bodě maximálně věrohodného odhadu J(Q̂)−1. Tedy prvky(
J(Q̂)−1

)
ij,i′j′

jsou odhady kovarianćı q̂ij a q̂i′j′ a prvky
(
J(Q̂)−1

)
ij,ij

jsou odhady

rozptyl̊u q̂ij .
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Kapitola 4

Markov Chain Monte Carlo

V této kapitole nalezneme odhad matice intenzit metodou zvanou Markov Chain
Monte Carlo (MCMC).

Nejprve si znovu připomeneme situaci, ze které vycháźıme. Pozorujeme Mar-
kov̊uv řetězec se spojitým časem {X(t), t ∈ [0,τ ]}, přičemž k dispozici máme
jen napozorované hodnoty pro Yi = Xti , i = 1, . . . ,n, z jedné realizace tohoto
procesu v časech t1 = 0, t2, . . . , tn = τ , označené y = {y1, . . . yn}. Naš́ım ćılem je
z pozorovaných hodnot odhadnout matici intenzit Q Markovova řetězce.

MCMC př́ıstup zjednodušeně řečeno spoč́ıvá v tom, že opakujeme simulaci
matice intenzit Q za pomoci spojité trajektorie uměle vytvořené z pozorovaných
hodnot a výchoźı matice Q0 a výsledek následně použijeme jako daľśı výchoźı
matici Q0. K pochopeńı celého problému je nutné nejprve rozebrat teoretickou
stránku tohoto př́ıstupu.

4.1 Bayesovský př́ıstup

Nyńı uvedeme Bayesovu větu, na které jsou postaveny základy této metody od-
hadováńı.

Věta 4.1. (Bayes, [8], Věta 1.1) Necht’ X je náhodný vektor s pravděpodobnost-
ńım rozděleńım daným hustotou f(x|θ), kde θ je náhodný vektorový parametr.
Rozděleńı parametru θ je určeno hustotou g(θ). Pak pro podmı́něnou hustotu
h(θ|x) parametru θ při daném X = x plat́ı

h(θ|x) = f(x|θ)g(θ)∫
f(x|θ)g(θ) dθ ,

je-li jmenovatel r̊uzný od nuly. V opačném př́ıpadě polož́ıme tuto hustotu rovnu
nule.

D̊ukaz. Z Věty 1.2, str. 7, vyplývá, že f(x|θ)g(θ) je hustota vektoru (θ,X)T , pak
∫
f(x|θ)g(θ) dθ

je marginálńı hustota vektoru X. Bayes̊uv vztah následně plyne z Věty 1.1, str.
7.

k

34



Poznámka. Hustota g(θ) z předchoźı věty se nazývá apriorńı hustota, což vy-
jadřuje, že se jedná o rozděleńı vstupuj́ıćı do výpočtu. Naproti tomu hustota
h(θ|x) se nazývá aposteriorńı hustota, nebot’ vystupuje z výpočtu. Aposteriorńı
hustota v sobě kombinuje informace z apriorńı hustoty a pozorovaných hodnot
X = x.

Definice 4.1. ([8], Kapitola 2.2) Necht’ X = (X1, . . . ,Xn)
T je náhodný výběr

s hustotou f(x|θ) vzhledem k σ-konečné mı́ře λ, necht’ θ ∈ Θ 6= ∅ je náhodný
vektorový parametr. Systém G apriorńıch hustot g(θ) je konjugovaný s hustotami
{f(x|θ), θ ∈ Θ}, jestlǐze při velkém rozsahu náhodného výběru n a při libovolných
X = x, pro které

0 <

∫

Θ

f(x|θ)g(θ) dλ(θ) <∞,

patř́ı aposteriorńı hustota h(θ|x) do systému G.
V Bayesově větě 4.1 si můžeme povšimnout, že pro aposteriorńı hustotu plat́ı
vztah

h(θ|x) = c f(x|θ)g(θ),
kde c je konstanta nezávislá na θ. Jedná se tedy pouze o normuj́ıćı konstantu,
která zaručuje, že se bude jednat o hustotu. Znalost této konstanty neńı při vý-
počtech podstatná. Proto budeme dále použ́ıvat značeńı

h(θ|x) ∝ f(x|θ)g(θ),
které lze vyjádřit slovy rovno až na konstantu. Pokud tuto teorii aplikujeme na
naši situaci, můžeme vše zapsat následovně

Φ(Q|x) = f(x|Q)Φ(Q)∫
f(x|Q)Φ(Q) dQ

∝ f(x|Q)Φ(Q),

kde Φ(Q) je apriorńı hustota a Φ(Q|x) je aposteriorńı hustota.

4.2 Algoritmus

Algoritmus popisovaný v této podkapitole můžeme nalézt např. v článku [3].
Nejprve zvoĺıme systém apriorńıch hustot. Ten je podle zkušenost́ı vhodné volit

Φ(Q) ∝
m∏

i=1

∏

j 6=i

q
αij−1
ij e−qijβi, (4.1)

kde αij ,βi > 0, pro všechna i,j = 1, . . . ,m, jsou volitelné parametry. Vid́ıme,

že tento systém hodnot je podobný věrohodnostńı funkci L
(c)
τ , (2.1), str. 12,

kterou jsme definovali ve druhé kapitole při odhadováńı metodou maximálńı
věrohodnosti pro spojité pozorováńı.

Dále si můžeme povšimnout, že tvar Φ(Q), (4.1), odpov́ıdá situaci, kde jed-
notlivá navzájem nezávislá qij maj́ı rozděleńı Γ (βi,αij). Systém těchto apriorńıch
rozděleńı je konjugovaný pro model spojitých pozorováńı na intervalu [0,τ ], nebot’

plat́ı

Φ(Q|x) ∝ L(c)
τ (Q) Φ(Q) ∝

m∏

i=1

∏

j 6=i

q
(Nij(τ)+αij )−1
ij e−qij(Ri(τ)+βi). (4.2)
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Samotný algoritmus lze shrnout do několika krok̊u.

1. Vybereme počátečńı matici intenzit Q0 z apriorńıho rozděleńı (4.1), polo-
ž́ıme Q := Q0.

2. S využit́ım matice intenzit Q nasimulujeme trajektorii Markovova řetězce
{X(t), t ∈ [0,τ ]} takovou, že X(ti) = yi, pro i = 1, . . . ,n.

3. Spoč́ıtáme pro vygenerovanou trajektorii veličiny Nij(τ) a Ri(τ), pro všech-
na i,j = 1, . . . ,m, i 6= j.

4. Spoč́ıtáme aposteriorńı rozděleńı pomoćı (4.2) a provedeme výběr daľśı ma-
tice intenzit Q.

5. Přejdeme zpět na krok 2.

Výběr trajektorie ve druhém kroku budeme provádět pomoćı tzv. zamı́taćı me-
tody. Pro každé i = 1, . . . ,n−1 budeme simulovat Markov̊uv řetězec na intervalu
[ti,ti+1] s počátečńı hodnotouX(ti) = yi a matićı intenzit Q, přičemž požadujeme,
aby pro tuto nasimulovanou trajektorii zároveň platilo, že X(ti+1) = yi+1. Pokud
trajektorie nebude toto splňovat, simulaci zopakujeme.

Celý postup je variantou metody, která se nazývá Gibbs̊uv výběrový plán. Al-
goritmem źıskáme posloupnost (Qk,X

(k))k∈N, kde k znač́ı pořadové č́ıslo iterace.
Takovou posloupnost pak můžeme po odstraněńı prvńıch K iteraćı (tzv. burn-in
period) považovat za striktně stacionárńı a také ergodickou v tom smyslu, že plat́ı

1

M

K+M∑

i=K+1

Qi

M→∞−−−−→ E [Q|x] ,

Výsledný odhad źıskaný metodou MCMC tedy dostaneme jako pr̊uměr hodnot
v posloupnosti

(
Qk,X

(k)
)
k>K

, źıskané Gibbsovým výběrovým plánem, tedy

Q̂
MC

=
1

M

K+M∑

i=K+1

Qi.

Při velkémM plat́ı asymptotická normalita pro aposteriorńı rozděleńı, kde středńı

hodnotou je výběrový pr̊uměr matic v posloupnosti Q̂
MC

nebo maximálně věro-

hodný odhad Q̂
EM

, źıskaný pomoćı EM algoritmu (Sekce 3.3, str. 29), a rozptylem

pak inverze pozorované informačńı matice J(Q̂)−1 (Sekce 3.4, str. 32). Odhad
rozptylu lze tedy také provést následuj́ıćım vztahem

J(Q̂)−1 ∼ 1

M − 1

K+M∑

i=K+1

v(Qi − Q̂
MC

)v(Qi − Q̂
MC

)T , (4.3)

kde funkce v(·) vytvoř́ı z matice sloupcový vektor o rozměrech m(m − 1) × 1.
Při nahrazeńı odhadu pro středńı hodnotu odhadem źıskaným z EM algoritmu
Q̂ dostáváme vztah

J(Q̂)−1 ∼ 1

M − 1

K+M∑

i=K+1

v(Qi − Q̂
EM

)v(Qi − Q̂
EM

)T . (4.4)
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Tedy J(Q̂)−1 je matice o rozměrech m(m − 1) × m(m − 1), jej́ıž diagonálńı
prvky vyjadřuj́ı rozptyl odhad̊u intenzit q̂ij , i 6= j. Daľśı možnost, jak zhodnotit
přesnost vypoč́ıtaných odhad̊u intenzit přechodu, je určit intervaly spolehlivosti
založené na asymptoticky normálńım rozděleńı posloupnosti (Qk,X

(k))k>K . Ty
jsou na asymptotické hladině spolehlivosti 0,95 určeny podle vztahu (1.1), str. 8
následovně

(bl,bu) =

(
Q̂

MC −
√

1

M
S2 tM−1(0,975) , Q̂

MC
+

√
1

M
S2 tM−1(0,975)

)
, (4.5)

kde bl znač́ı dolńı mez, bu horńı mez intervalu spolehlivosti, S2 je nestranný odhad
rozptylu posloupnosti a tM−1(0,975) je 0,975tý kvantil Studentova t-rozděleńı
o M − 1 stupńıch volnosti.
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Kapitola 5

Zobecněńı pro v́ıce pozorováńı

Až doted’ jsme se zabývali situaćı, kdy máme k dispozici jen jediné pozorováńı
procesu {X(t), t ∈ [0,τ ]}, at’ už se jednalo o př́ıpad spojitý nebo diskrétńı. Ce-
lou dosud rozebranou teorii lze ale poměrně jednoduchým zp̊usobem aplikovat
na obecněǰśı pohled, kde máme k dispozici celkem N pozorovaných trajektoríı
náhodných proces̊u {Xi(t), t ∈ [0,τ ]}, i = 1, . . . ,N , které jsou navzájem nezávislé
Markovovy řetězce se spojitým časem, společnou stavovou množinou {1, . . . ,m} a
společnou matićı intenzit Q. Uvedeme si zde jen př́ıklad některých změn, kterými
se toto zobecněńı projev́ı.

Při spojitém pozorováńı se věrohodnostńı funkce změńı následovně

L(c)
τ (Q) =

N∏

k=1

m∏

i=1

∏

j 6=i

q
Nk

ij(τ)

ij e−qijR
k
i (τ) =

m∏

i=1

∏

j 6=i

q
Nij(τ)
ij e−qijRi(τ),

kde veličiny Nk
ij(τ) a R

k
i (τ) odpov́ıdaj́ı jednotlivým trajektoríım a

Nij(τ) =

N∑

k=1

Nk
ij(τ), Ri(τ) =

N∑

k=1

Rk
i (τ).

Pro odhadováńı z diskrétńıho pozorováńı pak máme k dispozici hodnoty i-tého
řetězce Xi(t

i
k) = yik, k = 1, . . . ,ni, v časech 0 ≤ ti1 ≤ · · · ≤ tini

≤ τ , můžeme
tedy každý řetězec {Xi(t), t ∈ [0,τ ]}, i = 1, . . . ,N , pozorovat s jinou frekvenćı a
v jiných časech. Pod́ıvejme se nyńı např́ıklad na to, jak se změńı Q-funkce v EM
algoritmu.

EQ0

[
l(c)τ (Q)|Y1 = y1, . . . ,YN = yN

]
,

kde Yi = {Y i
1 , . . . ,Y

i
ni
}, i = 1, . . . ,N , jsou pozorované náhodné veličiny, konkrétně

Y i
k = Xi(t

i
k), k = 1, . . . ,ni, a yi = {yi1, . . . ,yini

} jsou pozorované hodnoty. Celý
EM algoritmus pak prob́ıhá analogicky jednorozměrnému př́ıpadu.

Při použit́ı MCMC postupu muśıme ve druhém kroku algoritmu simulovat
všech N trajektoríı nezávisle na sobě, tak, aby platilo, že Xi(t

i
k) = yik, pro všechna

k = 1, . . . ,ni a i = 1, . . . ,N . Zbytek opět prob́ıhá analogicky jako v situaci s jednou
pozorovanou trajektoríı.
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Kapitola 6

Simulačńı studie

Nyńı přistouṕıme k implementaci postup̊u popsaných v předchoźıch kapitolách.
Výpočty jsou naprogramované v systému Wolfram Mathematica 9.0 Student Edi-
tion.

Prvńım d̊uležitým krokem je volba matice intenzit přechodu, kterou pak bu-
deme zpětně odhadovat. Vybereme pro naš́ı simulaci klasický model telefonńı
ústředny, tedy model Markovova řetězce se spojitým časem, ve kterém obecně
matice intenzit přechodu vypadá následovně

Q =




−λ λ 0 . . . 0 0
µ −(λ+ µ) λ . . . 0 0
0 2µ −(λ+ 2µ) . . . 0 0
...
0 0 0 . . . −

(
λ+ (N − 1)µ

)
λ

0 0 0 . . . Nµ −Nµ




,

kde µ a λ jsou kladné intenzity a N ∈ N vyjadřuje celkový počet linek. Jako
vhodný rozměr matice, resp. počet stav̊u, zvoĺıme 5, což je dostatečně vysoké
č́ıslo pro zaj́ımavěǰśı trajektorie řetězce a zároveň neńı tak vysoké, aby algoritmy
běžely př́ılǐs dlouho. V obecném tvaru matice bude parametr N roven 4, zbylé
parametry stanov́ıme jako µ = 1

10
a λ = 1

4
. Mějme tedy matici

Q =




−0,25 0,25 0 0 0
0,1 −0,35 0,25 0 0
0 0,2 −0,45 0,25 0
0 0 0,3 −0,55 0,25
0 0 0 0,4 −0,4



.

V modelu telefonńı ústředny jednotlivé stavy vyjadřuj́ı počet telefonńıch linek,
které jsou v daném okamžiku obsazené, jsou tedy označeny {0,1, . . . }. V této
práci ovšem č́ısla přǐrazená jednotlivých stav̊um vyjadřuj́ı pouze jejich pořad́ı.
I v simulaci tedy budeme uvažovat množinu stav̊u {1, . . . ,5}, přičemž pro návrat
k interpretaci modelu telefonńı ústředny je potřeba u každého stavu sńıžit jeho
pořadové č́ıslo o jedničku.

Pro simulaci trajektorie je dále nutné zvolit počátečńı stav. Ten vybereme
pomoćı funkce RandomChoice[], která provede pseudonáhodný výběr ze zadaného
pravděpodobnostńıho rozděleńı. V našem př́ıpadě bude vyb́ırat ze spočteného
stacionárńıho rozděleńı, jehož odvozeńı můžeme nalézt např. ve skriptech [16].
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πj =

(
λ
µ

)j−1

(j − 1)!




5∑

k=1

(
λ
µ

)k−1

(k − 1)!




−1

, j = 1, . . . ,5.

Nyńı již nasimulujeme trajektorii Markovova řetězce se spojitým časem, jehož
matice intenzit přechodu je Q. Toto provedeme pomoćı funkćı ContinuousMar-
kovProcess[] a RandomFunction[]. Budeme simulovat chováńı řetězce na pětiletém
intervalu, přičemž pro zjednodušeńı uvažujme kalendářńı konvenci s 30 dny v mě-
śıci a 360 dny v roce. Pro představu o chováńı řetězce se můžeme pod́ıvat na pr̊u-
běh trajektorie v rámci prvńıho měśıce (viz Obrázek 6.1).

0 5 10 15 20 25 30
dny

1

2

3

4

5

stav

spojita trajektorie

Obrázek 6.1: Trajektorie zadaného Markovova řetězce v prvńım měśıci.

6.1 Odhad ze spojitého pozorováńı

Prvńı odhad matice intenzit provedeme ze spojitého pozorováńı. Napoč́ıtáme
veličiny Ri(τ) a Nij(τ), i,j = 1, . . . ,5, tedy doby strávené v jednotlivých stavech
a četnosti přeskok̊u mezi stavy, kde τ je rovno 1800 (viz Tabulky 6.1 a 6.2).

1 2 3 4 5

Ri(τ) 108,65 354,39 572,75 501,75 262,46

Tabulka 6.1: Doby setrváńı ve stavech ve spojité trajektorii.

Z těchto veličin vyjádř́ıme maximálně věrohodné odhady pro jednotlivé intenzity
přechodu podle vztahu (2.3), str. 13. Zlomek bude definován pro všechny prvky
mimo diagonálu, nebot’ všechny doby setrváńı ve stavech jsou nenulové. Máme
tedy dostatečnou informaci o každém stavu, abychom na jej́ım základě mohli
stanovit odhad intenzity přechodu. Diagonálńı prvky dopoč́ıtáme podle definice
matice intenzit.
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Nij(τ) 1 2 3 4 5

1 - 33 0 0 0
2 32 - 95 0 0
3 0 94 - 129 0
4 0 0 128 - 125
5 0 0 0 125 -

Tabulka 6.2: Četnosti přeskok̊u ve spojité trajektorii.

Źıskáváme odhad matice

Q̂
S
=




−0,30372 0,30372 0 0 0
0,09030 −0,35837 0,26807 0 0
0 0,16412 −0,38935 0,22523 0
0 0 0,25511 −0,50424 0,24913
0 0 0 0,47627 −0,47627



.

Postup tohoto odhadu je jednoduchý a prob́ıhá př́ımým výpočtem. Využ́ıváme
ale kompletńı trajektorii, kterou v praxi k dispozici sṕı̌se nemáme. Odhad jsme
provedli pro následné porovnáváńı s výsledky źıskanými z diskrétńı trajektorie.

6.2 Odhad z diskrétńıho pozorováńı

Diskrétńı trajektorii vytvoř́ıme tak, že ze spojité vybereme soubor denńıch pozo-
rováńı v okamžićıch 0, 1, . . . , 1800 (viz Obrázek 6.2), tedy celkový počet napo-
zorovaných hodnot je n = 1801.
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Obrázek 6.2: Denńı pozorováńı v rámci prvńıho měśıce.

Vid́ıme, že při vyb́ıráńı diskrétńıch hodnot ze spojité trajektorie se občas některá
informace o pohybu řetězce ztrat́ı, proto tento odhad nikdy nebude tak přesný

jako Q̂
S
.
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6.2.1 Výpočet z matice pravděpodobnost́ı přechodu

Nejdř́ıve napoč́ıtáme pro nasimulovanou diskrétńı trajektorii veličiny Kij(n) a
Ki·(n) pro i, j = 1, . . . , 5, které vyjadřuj́ı počty přeskok̊u mezi stavy a jejich
souhrny (viz Tabulka 6.3).

Kij(n) 1 2 3 4 5 Ki·(n)

1 75 26 5 0 0 106
2 25 264 66 10 0 365
3 4 68 399 87 9 567
4 1 7 88 325 76 497
5 0 0 9 76 180 265

Tabulka 6.3: Četnosti přeskok̊u při denńım pozorováńı.

Nyńı vyjádř́ıme odhady jednotlivých pravděpodobnost́ı přechodu mezi stavy, a
to pomoćı vztahu (2.5), str. 14. Odhad matice pravděpodobnost́ı přechodu pak
vypadá takto

P̂ =




0,70755 0,24528 0,04717 0 0
0,06849 0,72329 0,18082 0,02740 0
0,00705 0,11993 0,70370 0,15344 0,01587
0,00201 0,01408 0,17706 0,65392 0,15292
0 0 0,03396 0,28679 0,67925



.

Zbývá už jen vyjádřit ze vztahu P = exp (∆Q) odhad matice intenzity přechodu,
∆ je v tomto př́ıpadě rovno jedné. K tomu využijeme funkci MatrixLog[].

Q̂ =




−0,36279 0,34593 0,02437 −0,00857 0,00106
0,09692 −0,36221 0,25648 0,01210 −0,00329
0,00159 0,17183 −0,40374 0,23342 −0,00310
0,00221 −0,00225 0,27087 −0,51007 0,23924

−0,00044 −0,00217 −0,00772 0,44880 −0,43846



.

Na výsledku odhadu vid́ıme hlavńı nedokonalost v tom, že mimo diagonálu se na-
cházej́ı i záporná č́ısla, což odporuje definici matice intenzit přechodu. Provedeme
tedy ještě úpravu, kterou můžeme v literatuře nalézt popsanou např. v [10]. Prvky
mimo diagonálu, které jsou záporné, nahrad́ıme nulou a diagonálńı prvky pak
přepočteme, aby součet v řádku byl nulový.

Q̂
D
=




−0,37136 0,34593 0,02437 0 0,00106
0,09692 −0,36550 0,25648 0,01210 0
0,00159 0,17183 −0,40684 0,23342 0
0,00221 0 0,27087 −0,51232 0,23924
0 0 0 0,44880 −0,44880



.

Při poč́ıtáńı odhadu velmi zálež́ı na tom, zda jsme schopni v rozumném čase
dopoč́ıtat maticový logaritmus z odhadnuté matice pravděpodobnost́ı přechodu,
což pro naše zadáńı proběhlo bez problému. Ostatńı kroky a výpočty jsou pro po-
č́ıtačový software jednoduché.
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6.2.2 EM algoritmus

Nyńı budeme odhadovat matici intenzit pomoćı EM algoritmu. Jako počátečńı

matici použijeme odhad z diskrétńıho pozorováńı, Q0 = Q̂
D
. Pro tuto matici je

det(∆Q0) = 0,121869, je tedy dostatečně vzdálen od nuly. EM algoritmus by měl
tento hrubý odhad zpřesnit. Kritérium pro ukončeńı algoritmu pro nás bude malá
odchylka dvou po sobě jdoućıch odhad̊u

‖Qk+1 −Qk‖ < ǫ = 0.00001, k ∈ N0.

Nejprve se podrobněji pod́ıváme na prvńı iteraci a některé pr̊uběžné výsledky,
abychom si udělali konkrétńı představu o celém pr̊uběhu výpočtu.

Iterace zač́ıná E-krokem, který budeme řešit pomoćı soustav diferenciálńıch
rovnic z Věty 3.3, str. 19, a Věty 3.4, str. 20. Funkce Mk

ij(1) a fkl
ij (1) budeme

hledat pomoćı funkce NDSolve[]. Argument obou těchto funkćı odpov́ıdá kroku
mezi pozorováńımi. Nav́ıc si můžeme všimnout, že vstupńı matice obsahuje nuly,
které chceme zachovat i pro výstupy z daľśıch iteraćı. Můžeme proto položit
fkl
ij (1) = 0, pokud (Q0)kl = 0. Dále vyjádř́ıme M̃k

ij(1) a f̃
kl
ij (1) podle vztah̊u (3.5)

a (3.6), str. 18.
Napoč́ıtáme středńı doby setrváńı ve stavech a také středńı počty přeskok̊u

mezi stavy. Výsledky zároveň porovnáme s hodnotami źıskanými z trajektorie
simulované ze zadáńı (viz Tabulky 6.4 a 6.5).

1 2 3 4 5

EQ[Ri(τ)|Y = y] 105,59 365,44 566,64 496,54 265,80

Ri(τ) 108,65 354,39 572,75 501,75 262,46

Tabulka 6.4: Doby setrváńı ve stavech v EM algoritmu při denńım pozorováńı.

EQ[Nij(τ)|Y = y] 1 2 3 4 5

1 − 36,05 2,33 0 0,01
2 35,54 − 92,82 3,83 0
3 0,89 96,14 − 129,88 0
4 0,95 0 131,76 − 117,22
5 0 0 0 117,23 −

Nij(τ) 1 2 3 4 5

1 − 33 0 0 0
2 32 − 95 0 0
3 0 94 − 129 0
4 0 0 128 − 125
5 0 0 0 125 −

Tabulka 6.5: Četnost́ı přeskok̊u v EM algoritmu při denńım pozorováńı.

Vid́ıme, že již prvńı krok EM algoritmu dává ve středńıch hodnotách těchto
veličin podobné výsledky. To je zp̊usobeno hlavně t́ım, že matice intenzit vstu-
puj́ıćı do EM algoritmu je již sama o sobě odhadem.
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Nyńı už zbývá jen napoč́ıtat odhad matice intenzit, který bude z iterace vystu-
povat. Mimodiagonálńı prvky spoč́ıtáme z veličin ve výše uvedených tabulkách,
diagonálńı prvky pak doplńıme tak, aby součet v řádćıch byl nulový. Dostáváme
odhad matice intenzit

Q1 =




−0,36349 0,34142 0,02202 0 0,00005
0,09724 −0,36174 0,25401 0,01049 0
0,00158 0,16967 −0,40045 0,22921 0
0,00192 0 0,26536 −0,50336 0,23608
0 0 0 0,44104 −0,44104



.

S touto matićı na vstupu pak zač́ıná druhá iterace. V prvńım iteračńım kroku byla
norma rozd́ılu vstupńı a výstupńı matice ‖Q1 −Q0‖ = 0,0157193. Po doběhnut́ı
algoritmu jsme źıskali odhad matice

Q̂
EM

=




−0,36247 0,34725 0,01522 0 0
0,09680 −0,36215 0,26044 0,00491 0
0,00187 0,16864 −0,40041 0,22990 0
0,00167 0 0,26249 −0,49640 0,23224
0 0 0 0,43417 −0,43417



.

Celkem proběhlo 47 iteraćı, výpočet trval 1 hodinu, 26 minut a 14,51 vteřin.

6.2.3 MCMC algoritmus

Posledńı metodou odhadu matice intenzit, kterou nyńı vyzkouš́ıme, je Monte
Carlo Markov Chain. Nejprve muśıme vybrat vhodné apriorńı rozděleńı. Toto
rozděleńı bude mı́t tvar

Φ(Q) ∝
5∏

i=1

∏

i 6=j

q
αij−1
ij e−qijβi,

kde αij a βi, i,j = 1, . . . ,5, budou námi zvolené kladné parametry. Jednou
z možnost́ı je určit tyto parametry jako nějaké jednoduché konstanty, např.
všechny rovné jedné. My ale provedeme takovou volbu, která v sobě již nese
základńı informaci o hledané matici intenzit. Stejně jako v EM algoritmu k tomu

využijeme odhad matice intenzit Q̂
D
. Z apriorńıho rozděleńı vid́ıme, že jednotlivá

qij ∼ Γ(βi,αij), i 6= j, budeme proto na okamžik předpokládat, že toto rozděleńı
je pro všechny prvky matice intenzit totožné, tedy neznámé parametry jsou α a β.

Předpokládejme dále, že prvky matice Q̂
D
lež́ıćı mimo diagonálu tvoř́ı náhodný

výběr z rozděleńı Γ(β,α). Pomoćı momentové metody nyńı můžeme oba parame-
try odhadnout. Z obecného gamma rozděleńı vyjádř́ıme středńı hodnotu i rozptyl.

E qij =
α

β
, var qij =

α

β2
.

Jako odhad středńı hodnoty Ê qij vezmeme výběrový pr̊uměr, za odhad rozptylu
v̂ar qij dosad́ıme výběrový rozptyl. Z obou rovnic pak vyjádř́ıme vztahy pro od-
hady obou parametr̊u
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β̂ =
Ê qij
v̂arqij

, α̂ =
(Ê qij)

2

v̂arqij
.

Dopočtené hodnoty odhad̊u parametr̊u jsou: α̂ = 0,539423, β̂ = 5,12562.
Nyńı pomoćı funkce RandomVariate[] vybereme z apriorńıho rozděleńı po-

čátečńı matici intenzit pro algoritmus, diagonálńı prvky opět dopoč́ıtáváme ze
součtu v řádćıch.

Q0 =




−0,72627 0,08340 0,03923 0,02594 0,57770
0,00023 −0,06664 0,01014 0,04085 0,01543
0,00034 0,07319 −0,08110 0,00730 0,00027
0,01065 0,03826 0,00709 −0,11286 0,05686
0,31003 0,13587 0,42323 0,48552 −1,35465



.

Stejně jako u EM algoritmu, i v této sekci se nejprve podrobně pod́ıváme na pr̊u-
běh prvńı iterace algoritmu. Máme již vybranou matici z apriorńıho rozděleńı,
nyńı tedy pomoćı této matice nasimulujeme spojitou trajektorii Markovova ře-
tězce, takovou, která v časech pozorováńı procháźı odpozorovanou diskrétńı tra-
jektoríı. K tomu opět využijeme zabudované funkce RandomFunction[] a Conti-
nuousMarkovProcess[]. Simulujeme jednotlivé části trajektorie mezi sousedńımi
pozorováńımi a výsledky nakonec napoj́ıme na sebe.

Je zaj́ımavé takto poskládanou trajektorii porovnat s trajektoríı nasimulova-
nou př́ımo ze zadáńı (viz Obrázek 6.3).
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Obrázek 6.3: MCMC trajektorie a trajektorie ze zadáńı při denńım pozorováńı.

Obě trajektorie se od sebe př́ılǐs nelǐśı, to je zp̊usobené hlavně výběrem počátečńı
matice a také denńı frekvenćı, kde vzdálenost od sousedńıch pozorováńı neńı tak
velká, aby se řetězec př́ılǐs odchýlil.

Nyńı na vytvořené trajektorii napoč́ıtáme doby setrváńı ve stavech a četnosti
přeskok̊u mezi stavy. Tyto hodnoty porovnáme s hodnotami źıskanými z trajek-
torie simulované ze zadáńı (viz Tabulky 6.6 a 6.7).
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1 2 3 4 5

Ri(τ) z MCMC 105,61 369,72 553,72 494,99 275,96

Ri(τ) 108,65 354,39 572,75 501,75 262,58

Tabulka 6.6: Doby setrváńı ve stavech v MCMC algoritmu při denńım pozorováńı.

Nij(τ) z MCMC 1 2 3 4 5

1 - 21 3 1 41
2 2 - 52 30 39
3 5 84 - 75 5
4 12 11 35 - 130
5 46 7 79 83 -

Nij(τ) 1 2 3 4 5

1 - 33 0 0 0
2 32 - 95 0 0
3 0 94 - 129 0
4 0 0 128 - 125
5 0 0 0 125 -

Tabulka 6.7: Četnosti přeskok̊u v MCMC algoritmu při denńım pozorováńı.

Jednotlivé doby setrváńı ve stavech přibližně odpov́ıdaj́ı, ovšem počty přeskok̊u
jsou v nově nasimulované trajektorii mnohem v́ıce rozvrstvené, řetězec zde neská-
če jen mezi sousedńımi stavy. Důvod je takový, že naše zvolené apriorńı rozděleńı
je tvořené náhodným výběrem prvk̊u qij, i 6= j ze společného gamma rozděleńı.
Daľśımi iteracemi MCMC procesu by se tyto nepřesnosti měly částečně elimino-
vat.

Posledńım krokem v prvńı iteraci je vytvořeńı aposteriorńıho rozděleńı a výběr
daľśı matice intenzit pomoćı funkce RandomVariate[]. Takto vybraná matice
na konci prvńı iterace má tvar

Q1 =




−0,54653 0,18052 0,02955 0,00820 0,32826
0,00356 −0,35439 0,15857 0,07062 0,12165
0,00322 0,12988 −0,26838 0,13234 0,00294
0,02735 0,01931 0,06722 −0,34524 0,23136
0,19337 0,03349 0,28366 0,37099 −0,88151



.

V této matici již prvky mimo diagonálu nepocházej́ı ze stejného gamma rozděleńı,
vyšš́ı hodnoty intenzit přechodu bychom měli źıskat nad a pod hlavńı diagonálou,
ostatńı členy by se měly postupně zmenšovat. Některé prvky matice Q1 ta-
kové chováńı zat́ım nevykazuj́ı, proto ale v této metodě odhadu provád́ıme velké
množstv́ı iteraćı.

Nyńı již spust́ıme celý MCMC algoritmus. Celkem necháme proběhnout 1000
iteraćı. Je potřeba také určit, jak velkou počátečńı část z posloupnosti odhad̊u
vyřad́ıme, tedy tzv. burn-in period. K tomu by nám mohl posloužit graf, který
zobrazuje vývoj hodnot celkových intenzit přechodu v pr̊uběhu prvńıch 200 iteraćı
(viz Obrázek 6.4).
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Obrázek 6.4: Vývoj celkových intenzit při denńım pozorováńı.

Protože celková intenzita přechodu vyjadřuje součet všech intenzit v řádku ma-
tice, můžeme ji považovat za souhrnný ukazatel vývoje tohoto řádku. Pokud
by v nějaké počátečńı sekvenci algoritmu celková intenzita rostla nebo klesala
k nějaké hodnotě, u které by následně setrvala, vyřadili bychom tuto počátečńı
sekvenci a výsledný odhad poč́ıtali bez ńı.

Odhady celkových intenzit se v pr̊uběhu algoritmu pohybuj́ı okolo přibližně
stejných hodnot, výjimku tvoř́ı jen několik iteraćı na začátku. Neńı tedy potřeba
odhadnutou posloupnost př́ılǐs měnit, odstrańıme pouze prvńıch 5 matic, které
eliminuj́ı vliv volby koeficient̊u v apriorńım rozděleńı. Tato vyřazená sekvence
by měla být deľśı, kdybychom pro apriorńı rozděleńı vybrali koeficienty α a β
bez jakéhokoliv ohledu na výsledky předchoźıch odhad̊u.

Výsledný odhad matice intenzit pomoćı MCMC algoritmu nyńı źıskáme zpr̊u-
měrováńım posloupnosti odhad̊u, bez prvńıch pěti člen̊u. Dostáváme odhad

Q̂
MC

=




−0,36499 0,32965 0,02412 0,00593 0,00529
0,09531 −0,35819 0,25225 0,00855 0,00208
0,00417 0,16264 −0,39434 0,22409 0,00344
0,00264 0,00503 0,25370 −0,48705 0,22569
0,00233 0,00248 0,00724 0,41953 −0,43158



.

Výpočet 1000 iteraćı algoritmu celkem trval 2 hodiny, 11 minut a 44,87 vteřin.

6.2.4 Rozptyl odhad̊u a intervaly spolehlivosti

K źıskaným odhad̊um matice intenzit přechodu je vhodné připojit také odhad
jejich rozptylu. V teoretické části tohoto textu jsme rozeb́ırali zp̊usob, jakým lze
napoč́ıtat odhad rozptylu přes inverzi Fisherovy informačńı matice.

Tento postup je ale výpočetně velmi náročný, nebot’ je v něm potřeba vyjádřit
veličiny EQ [Ri(τ)|Y = y] a EQ [Nij(τ)|Y = y] obecně vzhledem ke Q, abychom
je dále mohli parciálně derivovat. Využijeme proto sṕı̌se posloupnost odhad̊u
z MCMC algoritmu, a vztah (4.3), str. 36 (viz Tabulka 6.8).
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1 2 3 4 5

1 − 0,0041563 0,0005437 0,0000622 0,0000472
2 0,0003471 − 0,0009577 0,0000724 0,0000079
3 0,0000174 0,0004251 − 0,0005277 0,0000166
4 0,0000095 0,0000283 0,0007296 − 0,0007926
5 0,0000085 0,0000111 0,0000793 0,0025676 −

Tabulka 6.8: Rozptyl MCMC odhadu při denńım pozorováńı.

Nejvyšš́ı rozptyl vycháźı u prvk̊u nad a pod hlavńı diagonálou, nebot’ na těchto
pozićıch docháźı k nejvyšš́ımu počtu přeskok̊u. Odhady rozptyl̊u pro diagonálu
neuvád́ıme, protože tyto prvky neodhadujeme, ale odvozujeme z ostatńıch.

Drobnou modifikaćı výpočtu odhadu rozptylu pak je využit́ı Q̂
EM

jako odhadu
středńı hodnoty matice intenzit, jak je uvedeno ve vztahu (4.4), str. 36. T́ımto
zp̊usobem pak kombinujeme výsledky z obou algoritmů (viz Tabulka 6.9).

1 2 3 4 5

1 − 0,0044662 0,0006228 0,0000974 0,0000752
2 0,0003493 − 0,0010248 0,0000856 0,0000123
3 0,0000227 0,0004612 − 0,0005615 0,0000284
4 0,0000105 0,0000536 0,0008068 − 0,0008356
5 0,0000139 0,0000172 0,0001317 0,0027823 −

Tabulka 6.9: Rozptyl s využit́ım EM odhadu při denńım pozorováńı.

Hodnoty nyńı vycházej́ı o trochu větš́ı, ale celkově lze ř́ıci, že obě metody dávaj́ı
přibližně stejný odhad rozptylu. Pro každou odhadnutou intenzitu ještě můžeme
napoč́ıtat 95procentńı interval spolehlivosti (bl,bu) podle vztahu (4.5), str. 26 (viz
Tabulka 6.10).

1 2 3 4 5

1 bl − 0,32564 0,02267 0,00544 0,00486
bu − 0,33366 0,02557 0,00642 0,00572

2 bl 0,09416 − 0,25032 0,00802 0,00191
bu 0,09647 − 0,25417 0,00908 0,00226

3 bl 0,00391 0,16136 − 0,22266 0,00319
bu 0,00443 0,16392 − 0,22552 0,00369

4 bl 0,00244 0,00470 0,25202 − 0,22393
bu 0,00283 0,00536 0,25539 − 0,22744

5 bl 0,00215 0,00228 0,00668 0,41638 −
bu 0,00251 0,00269 0,00779 0,42268 −

Tabulka 6.10: Intervaly spolehlivosti při denńım pozorováńı.
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6.3 Porovnáńı odhad̊u

Celkem jsme napoč́ıtali čtyři r̊uzné odhady, nyńı je porovnáme se zadanou Q.
Porovnáńı provedeme na základě normy rozd́ılu ‖Q̂−Q‖ (viz Tabulka 6.11).

odchylka

odhad výpočtem ze spojité trajektorie 0,120115
odhad výpočtem z diskrétńı trajektorie 0,157336
EM algoritmus 0,150683
MCMC algoritmus 0,143376

Tabulka 6.11: Porovnáńı odhad̊u z denńıho pozorováńı.

Odchylky od zadané matice odpov́ıdaj́ı našemu očekáváńı v tom, že odhad ze spo-
jité trajektorie vycháźı jako nejpřesněǰśı, zat́ımco odhad z diskrétńı trajektorie
jako nejméně přesný. Oba iteračńı algoritmy pak výchoźı matici přibližuj́ı té za-
dané, přičemž MCMC algoritmus v tomto porovnáńı vycháźı jako přesněǰśı.

6.4 Týdenńı pozorováńı

V daľśı části této simulačńı studie budeme výše uvedené metody odhadováńı
aplikovat na diskrétńı pozorováńı, jejichž frekvence je týdenńı. V rámci prvńıho
měśıce pak źıskáme jen 5 pozorováńı (viz Obrázek 6.5).
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spojita trajektorie tydenni pozorovani

Obrázek 6.5: Týdenńı pozorováńı v rámci prvńıho měśıce.

S velkými mezerami mezi pozorováńımi se hodně informaćı o pr̊uběhu trajektorie
ztráćı, proto očekáváme, že vypočtené odhady budou méně přesné. Algoritmy
již nebudeme rozeb́ırat tak podrobně, zaměř́ıme se hlavně na jejich výsledky.
Prvńı odhad je pomoćı výpočtu přes matici pravděpodobnost́ı přechodu. Během
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okamžiku dostáváme výsledek

Q̂
D
=




−0,58338 0,09326 0,14133 0,34878 0
0,02642 −0,37309 0,14284 0 0,20384
0 0,00559 −0,29428 0,28869 0
0,02620 0,16147 0 −0,45648 0,26881
0 0 0,25561 0,13812 −0,39373



.

Oproti denńım pozorováńım si můžeme povšimnout rozd́ılu v tom, že odhad-
nutá matice obsahuje poměrně vysoké hodnoty intenzit i na prvćıch, které nelež́ı
nad nebo pod hlavńı diagonálou a správně by měly být nulové. V týdenńı trajek-
torii totiž řetězec vlivem vynecháńı deľśıch úsek̊u často skáče i dále než jen mezi
sousedńımi stavy.

EM algoritmus odhadl matici intenzit přechodu po 242 iteraćıch a výpočet
trval 5 hodin, 22 minut a 12,10 vteřin, tedy mnohonásobně déle než u denńıho
pozorováńı. Odhad matice intenzit vypadá takto

Q̂
EM

=




−0,22048 0,18600 0 0,03448 0
0,01688 −0,25636 0,23947 0 0
0 0,08110 −0,25081 0,16970 0
0,02464 0,07175 0 −0,28769 0,19130
0 0 0,16057 0,14339 −0,30396



.

MCMC algoritmus znovu provedl 1000 iteraćı v celkovém čase 24 minut a 25,68
vteřin, což je o hodně kratš́ı doba než při denńımu odhadu. Pod́ıvejme se nyńı, jak
se v prvńı iteraci bude lǐsit poskládaná trajektorie, vytvořená zamı́taćı metodou,
od té originálńı (viz Obrázek 6.6). Trajektorie jsou již velmi odlǐsné, protože mezi
pozorováńımi jsou velké mezery, kdy o vývoji trajektorie nev́ıme nic.
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Obrázek 6.6: MCMC trajektorie a trajektorie ze zadáńı při týdenńım pozorováńı.

Pro určeńı délky počátečńı sekvence, kterou z posloupnosti odhad̊u vyřad́ıme,
použijeme stejnou metodu jako u denńıho pozorováńı, tedy bude pozorovat vývoj
hodnot prvk̊u na diagonále (viz Obrázek 6.7).
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Obrázek 6.7: Vývoj celkových intenzit při týdenńım pozorováńı.

Ani nyńı nelze vypozorovat nějaký úsek, jehož vyřazeńı by výrazně zpřesnilo
výsledný odhad, odstrańıme tedy pro výpočet výsledného odhadu prvńıch 50
prvk̊u posloupnosti, nebot’ již odhad vstupuj́ıćı do MCMC algoritmu je při tý-
denńım pozorováńı méně přesný.

Můžeme si ale povšimnout, že oproti vývoji při denńım pozorováńı se od sebe
hodnoty celkových intenzit v jednotlivých iteraćıch v́ıce lǐśı. To je zp̊usobené
hlavně krokem v algoritmu, který simuluje části trajektoríı mezi body pozorováńı.
Simulace týdenńı trajektorie přináš́ı daleko větš́ı volnost při pohybu řetězce,
než pouhý přechod mezi dny.

Odhad metodou MCMC algoritmu je

Q̂
MC

=




−0,52654 0,14489 0,12043 0,16621 0,09502
0,03428 −0,27372 0,18829 0,03204 0,01911
0,02676 0,06761 −0,28602 0,14194 0,04972
0,02912 0,07941 0,05721 −0,32261 0,15686
0,03315 0,04130 0,14360 0,16352 −0,38158



.

Dále spoč́ıtáme odhad rozptylu, tentokrát pouze s využit́ım posloupnosti źıskané
Gibbsovým výběrovým plánem v MCMC algoritmu (viz Tabulka 6.12) a 95pro-
centńı intervaly spolehlivosti (viz Tabulka 6.13).

1 2 3 4 5

1 − 0,0177639 0,0381327 0,0310566 0,0142512
2 0,0019703 − 0,0038657 0,0010007 0,0003792
3 0,0010689 0,0023785 − 0,0037629 0,0020136
4 0,0009069 0,0029080 0,0023409 − 0,0031063
5 0,0012686 0,0015343 0,0076426 0,0111217 −

Tabulka 6.12: Rozptyl MCMC odhadu při týdenńım pozorováńı.
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1 2 3 4 5

1 bl − 0,13640 0,10800 0,15499 0,08742
bu − 0,15338 0,13287 0,17743 0,10262

2 bl 0,03145 − 0,18433 0,03002 0,01787
bu 0,03710 − 0,19225 0,03405 0,02035

3 bl 0,02468 0,06450 − 0,13803 0,04866
bu 0,02884 0,07071 − 0,14584 0,05258

4 bl 0,02721 0,07598 0,05413 − 0,15331
bu 0,03104 0,08285 0,06029 − 0,16041

5 bl 0,03088 0,03881 0,13804 0,15681 −
bu 0,03542 0,04379 0,14917 0,17024 −

Tabulka 6.13: Intervaly spolehlivosti při týdenńım pozorováńı.

Rozptyly odhad̊u pro týdenńı pozorováńı vycházej́ı o poznáńı vyšš́ı než při denńı
frekvenci, což odpov́ıdá našemu očekáváńı. Na závěr rozboru už jen porovnáme
odhady pomoćı normy rozd́ılu od zadané matice (viz Tabulka 6.14).

odchylka

odhad výpočtem ze spojité trajektorie 0,120115
odhad výpočtem z diskrétńı trajektorie 0,564106
EM algoritmus 0,551701
MCMC algoritmus 0,493868

Tabulka 6.14: Porovnáńı odhad̊u z týdenńıho pozorováńı.

Odchylka při odhadu ze spojité trajektorie samozřejmě z̊ustává stejná, vid́ıme
ale velký nár̊ust v daľśıch řádćıch tabulky. To potvrzuje naše prvotńı očekáváńı,
že při méně frekventovaném pozorováńı docháźı ke větš́ı nepřesnosti odhad̊u.
I nadále ale plat́ı, že z diskrétńıch odhad̊u dopadl nejh̊uře výpočet z matice
pravděpodobnosti přechodu a nejlépe pak odhad z MCMC algoritmu.

6.5 Měśıčńı pozorováńı

Posledńı výběr diskrétńıch pozorováńı bude prob́ıhat na měśıčńı bázi. Z pětiletého
obdob́ı źıskáváme pouze 61 hodnot, odhady tedy zřejmě budou nepřesné.

Odhad výpočtem přes matici pravděpodobnost́ı přechodu i tentokrát proběhl
bez problémů a dostáváme výsledek

Q̂
D
=




−0,15506 0,09523 0 0 0,05984
0 −0,03896 0,00309 0,01485 0,02101
0,00536 0,00868 −0,04669 0,03265 0
0,01283 0,00015 0,00090 −0,02439 0,01051
0 0 0,05767 0 −0,05767



.

EM algoritmus běžel tentokrát přes 182 iteraćı v celkové době 3 hodiny, 41 minut
a 17,95 vteřin. Výsledný odhad vypadá následovně
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Q̂
EM

=




−0,15849 0,09093 0 0 0,06757
0 −0,03667 0,00859 0,00756 0,02052
0 0,00713 −0,03628 0,02914 0
0,01641 0,00032 0,00333 −0,02806 0,00801
0 0 0,04362 0 −0,04362



.

Stejně jako u týdenńıho pozorováńı proběhl MCMC algoritmus velmi rychle, 1000
iteraćı skončilo po 6 minutách a 28,46 vteřinách. Znovu si prohlédneme vývoj
celkových intenzit (viz Obrázek 6.8). Zvoĺıme opět burn-in period rovnou 50.
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Obrázek 6.8: Vývoj celkových intenzit při měśıčńım pozorováńı.

Výsledný odhad matice intenzit pomoćı MCMC algoritmu je

Q̂
MC

=




−0,12328 0,03099 0,03387 0,01607 0,04235
0,00902 −0,06253 0,01659 0,01325 0,02368
0,00447 0,00780 −0,04946 0,03107 0,00612
0,00751 0,01205 0,00906 −0,03972 0,01110
0,00714 0,01036 0,03831 0,00706 −0,06283



.

Napoč́ıtáme rozptyl odhadu posloupnosti z MCMC algoritmu (viz Tabulka 6.15)
a 95procentńı intervaly spolehlivosti (viz Tabulka 6.16).

1 2 3 4 5

1 − 0,0010230 0,0020688 0,0006199 0,0019741
2 0,0002318 − 0,0003863 0,0002557 0,0005464
3 0,0000328 0,0000924 − 0,0002483 0,0000721
4 0,0000663 0,0001380 0,0001395 − 0,0001157
5 0,0001049 0,0002591 0,0003749 0,0001048 −

Tabulka 6.15: Rozptyl MCMC odhadu při měśıčńım pozorováńı.
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1 2 3 4 5

1 bl − 0,32461 0,02129 0,00443 0,00259
bu − 0,33058 0,02346 0,00511 0,00304

2 bl 0,10094 − 0,25400 0,00756 0,00100
bu 0,10269 − 0,25666 0,00839 0,00118

3 bl 0,00321 0,17447 − 0,23363 0,00208
bu 0,00359 0,17622 − 0,23568 0,00237

4 bl 0,00120 0,00245 0,30049 − 0,23318
bu 0,00139 0,00284 0,30329 − 0,23567

5 bl 0,00111 0,00174 0,01107 0,34232 −
bu 0,00131 0,00202 0,01235 0,34603 −

Tabulka 6.16: Intervaly spolehlivosti při měśıčńım pozorováńı.

Závěrem už jen porovnáme odhady, znovu na základě normy rozd́ılu (viz Ta-
bulka 6.17). Zde vid́ıme změnu oproti předchoźım srovnáńım, odhad z EM al-
goritmu vycháźı méně přesný než odhad výpočtem z matice pravděpodobnost́ı
přechodu. Důvod můžeme hledat v tom, že jsme algoritmus nenechali doběhnout
k zadanému ǫ, a to hlavně z d̊uvodu velké časové náročnosti výpočt̊u.

odchylka

odhad výpočtem ze spojité trajektorie 0,120115
odhad výpočtem z diskrétńı trajektorie 0,904573
EM algoritmus 0,903793
MCMC algoritmus 0,884495

Tabulka 6.17: Porovnáńı odhad̊u z měśıčńıho pozorováńı.

6.6 Vliv frekvence pozorováńı

Doted’ jsme porovnávali metody odhadováńı jen v rámci jednotlivých podka-
pitol, tedy v rámci jedné frekvence. Nyńı seṕı̌seme všechny předchoźı výsledky
dohromady, abychom si mohli udělat představu o tom, jak frekvence pozorováńı
ovlivňuje přesnost odhadu a také délku výpočtu (viz Tabulky 6.18 a 6.19).

denńı týdenńı měśıčńı

Výpočet ze spojité trajektorie 0,120115 0,120115 0,120115
Výpočet z diskrétńı trajektorie 0,157336 0,564106 0,904573
EM algoritmus 0,150683 0,551701 0,903793
MCMC algoritmus 0,143376 0,493868 0,884495

Tabulka 6.18: Vliv frekvence pozorováńı na přesnost odhadu.
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EM algoritmus MCMC algoritmus

denńı 1 h 26 min 14,51 s 2 h 11 min 44,87 s
týdenńı 5 h 22 min 12,15 s 24 min 25,68 s
měśıčńı 3 h 41 min 17,95 s 6 min 28,46 s

Tabulka 6.19: Vliv frekvence pozorováńı na dobu výpočtu.

Z odhad̊u pro diskrétńı trajektorii ve všech př́ıpadech vycháźı nejlépe MCMC
algoritmus a nejh̊uře odhad výpočtem přes matici pravděpodobnost́ı přechodu.

Zat́ımco časová náročnost u EM algoritmu při sńıžeńı frekvence pozorováńı
roste, u MCMC algoritmu je tento vývoj přesně opačný. Náročnost v EM algorit-
mu zp̊usobuje hlavně řešeńı dvou soustav diferenciálńıch rovnic. Mathematica
tyto soustavy řeš́ı na intervalu odpov́ıdaj́ıćımu rozestupu jednotlivých pozorováńı.
Pro nižš́ı frekvenci pozorováńı, a tedy i deľśı interval, pak roste doba výpočtu.
Naproti tomu zkracováńı času výpočtu u MCMC algoritmu zp̊usobuje sńıžeńı
počtu úsek̊u, na kterých simulujeme trajektorie.

6.7 Vliv délky pozorováńı

Posledńı část této simulačńı studie se bude zabývat vlivem délky pozorováńı.
Pod́ıváme se, jak ovlivňuje přesnost odhadu matice intenzit volba časového inter-
valu, na němž data pozorujeme. Nasimulujeme znovu s matićı intenzit Q spojitou
trajektorii, tentokrát ale bude jej́ı délka dvojnásobná, tedy 10 let. Odpov́ıdaj́ıćı
časový interval ve dnech je [0,3600]. Źıskáváme následuj́ıćı odhady matic.

• Odhad ze spojité trajektorie:

Q̂
S
=




−0,31303 0,31303 0 0 0
0,09806 −0,36708 0,26902 0 0
0 0,17627 −0,40752 0,23125 0
0 0 0,29586 −0,54688 0,25103
0 0 0 0,39471 −0,39471



.

• Odhad z diskrétńı trajektorie výpočtem:

Q̂
D
=




−0,35636 0,33078 0,02529 0 0,00029
0,10337 −0,37275 0,25854 0,01084 0
0,00173 0,18598 −0,43417 0,24646 0
0,00083 0 0,31615 −0,56725 0,25027
0 0 0,01013 0,35196 −0,36209



.

• Odhad z diskrétńı trajektorie pomoćı EM algoritmu (43 iteraćı za 1 hodinu,
24 minut a 19,35 vteřin):

Q̂
EM

=




−0,35437 0,33105 0,02332 0 0
0,10319 −0,36903 0,25987 0,00597 0
0,00213 0,18011 −0,42076 0,23851 0
0,00021 0 0,30847 −0,54609 0,23741
0 0 0,00896 0,34929 −0,35825



.
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• Odhad z diskrétńı trajektorie pomoćı MCMC algoritmu (1000 iteraćı za 4
hodiny, 29 minut a 27 vteřin, burn-in 5):

Q̂
MC

=




−0,35756 0,32760 0,02238 0,00477 0,00282
0,10182 −0,36621 0,25533 0,00798 0,00109
0,00340 0,17534 −0,41561 0,23465 0,00222
0,00130 0,00264 0,30189 −0,54025 0,23442
0,00121 0,00188 0,01171 0,34418 −0,35898



.

Z výsledk̊u je patrné, že odhady se při použit́ı větš́ıho vstupńıho datového souboru
v́ıce přibĺıžily zadané matici intenzit přechodu Q, což je vývoj, který bychom
předpokládali.

Objektivńı porovnáńı provedeme opět na základně maticové normy rozd́ılu
(viz Tabulka 6.20).

pětileté pozorováńı desetileté pozorováńı

Výpočet ze spojité trajektorie 0,120115 0,092412
Výpočet z diskrétńı trajektorie 0,157336 0,136961
EM algoritmus 0,150683 0,135085
MCMC algoritmus 0,143376 0,135553

Tabulka 6.20: Vliv délky pozorováńı na přesnost odhadu.

U všech odhad̊u došlo ke zpřesněńı, největš́ı skok pozorujeme u výpočtu ze spojité
trajektorie. Pro diskrétńı trajektorii vycháźı tentokrát nejpřesněji odhad z EM al-
goritmu. To je zřejmě zp̊usobeno simulacemi deľśıch trajektoríı v jednotlivých ite-
raćıch MCMC algoritmu. Výpočet přes matici pravděpodobnosti nadále z̊ustává
nejhorš́ı variantou odhadu.

Porovnejme nyńı ještě doby výpočt̊u (viz Tabulka 6.21).

EM algoritmus MCMC algoritmus

pětileté pozorováńı 1 h 26 min 14,51 s 2 h 11 min 44,87 s
desetileté pozorováńı 1 h 24 min 19,35 s 4 h 29 min 27,30 s

Tabulka 6.21: Vliv délky pozorováńı na dobu výpočtu.

Výpočet přes EM algoritmus trvá přibližně stejně dlouhou dobu, protože délka po-
zorováńı nemá žádný vliv na řešeńı diferenciálńıch rovnic, které jsou výpočetně
nejnáročněǰśı část́ı algoritmu. Projev́ı se až při poč́ıtáńı středńıch dob setrváńı
ve stavech a středńıch počtech přeskok̊u, a to ve formě deľśı sumy, což pro pro-
gram nepředstavuje složitěǰśı problém. Oproti tomu MCMC algoritmus trval zna-
telně déle než pro pětileté pozorováńı, nebot’ v každé iteraci je potřeba zamı́taćı
metodou poskládat novou desetiletou trajektorii.

Na závěr se ještě pod́ıvejme na změnu rozptylu pro odhad z MCMC algoritmu
(viz Tabulka 6.22), vid́ıme, že větš́ı rozsah pozorováńı podle očekáváńı zmenšil
rozptyl odhad̊u.
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1 2 3 4 5

1 − 0,0022982 0,0003060 0,0000300 0,0000129
2 0,0001959 − 0,0004584 0,0000440 0,0000022
3 0,0000092 0,0001978 − 0,0002711 0,0000056
4 0,0000023 0,0000101 0,0005053 − 0,0004001
5 0,0000026 0,0000052 0,0001046 0,0008912 −

Tabulka 6.22: Rozptyl MCMC odhadu při desetiletém denńım pozorováńı.
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Kapitola 7

Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo odhadnout co nejlépe matici intenzit Marko-
vova řetězce se spojitým časem na základně diskrétně pozorovaných hodnot, dále
veškeré postupy naprogramovat ve zvoleném softwaru a s jejich pomoćı demon-
strovat efektivitu algoritmů pro vhodně vybranou matici intenzit.

Teoretický rozbor začal s jednoduchým př́ıstupem ke spojitému pozorováńı,
pro které snadno napoč́ıtáme dobu strávenou v jednotlivých stavech a také čet-
nosti přeskok̊u mezi stavy. Pomoćı metody maximálńı věrohodnosti pak źıskáme
odhad matice. V simulačńı studii tento odhad podle očekáváńı vycházel nepřesněji
a nebyl problém jej dopoč́ıtat. V praxi ale takovou trajektorii zpravidla k dispozici
mı́t nebudeme, odhad tedy sloužil hlavně pro porovnáváńı.

Při diskrétńı trajektorii byla nejprve popsána myšlenkově jednoduchá, ale
technicky obt́ıžněǰśı aplikace předchoźıho postupu, u které se využ́ıvalo maticové-
ho logaritmu. Tato metoda nemuśı dávat jednoznačný výsledek, protože potřebná
funkce neńı prostá, metoda dokonce nemuśı být ani řešitelná. Při simulačńı studii
žádný problém s výpočtem nenastal, zlogaritmovanou matici jsme vždy v závěru
výpočtu upravili tak, aby splňovala předpoklady definice matice intenzit přechodu
Markovova řetězce. Výsledek jsme tedy dostali ve všech př́ıpadech okamžitě, ale
tento odhad pro diskrétńı pozorováńı byl podle očekáváńı nejméně přesný.

Náročněǰśı postup odhadu pak následoval v daľśı kapitole v podobě EM algo-
ritmu. V textu byly popsané dva odlǐsné postupy, kterými můžeme źıskat výsledky
pro E-krok, a to bud’ vyřešeńım soustavy diferenciálńıch rovnic, nebo přes uni-
formizačńı metodu. Pro konvergenci źıskané posloupnosti odhad̊u pak muśı být
splněné určité podmı́nky pro vybranou počátečńı matici intenzit. V simulačńı
studii jsme zvolili výpočet přes soustavu diferenciálńıch rovnic a využili jsme
předchoźı odhad jako vstupńı matici. Ověřili jsme také, že algoritmus dával lepš́ı
výsledky než předchoźı postup. Z výsledk̊u dále vyplývá, že EM algoritmus je
vhodněǰśı sṕı̌se pro vyšš́ı frekvence pozorováńı, délka pozorováńı pak již vliv
na čas výpočtu nemá.

Posledńım postupem pro odhad matice intenzit přechodu byl MCMC algorit-
mus, u kterého docháźı k velkému množstv́ı simulaćı, z nich se vytvář́ı odhady,
které se na závěr zpr̊uměruj́ı. V simulačńı studii jsme prováděli vždy 1000 iteraćı
a prvńıch 5 výsledk̊u jsme vyřadili v rámci tzv. burn-in period, abychom odstra-
nili vliv volby vstupńıch parametr̊u. Ty jsme vybrali opět na základě prvńıho
odhadu. Z výsledk̊u je patrné, že MCMC algoritmus je vhodněǰśı pro menš́ı frek-
vence pozorováńı a také pro kratš́ı trajektorie.
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Přiložená simulačńı studie byla prováděna na uměle vytvořené matici intenzit
z modelu telefonńı ústředny. V př́ıpadném rozš́ı̌reńı této práce by bylo např́ıklad
možné postupy testovat na reálných datech od vybrané ratingové agentury, kde
bychom zkoumali přechody konkrétńı společnosti mezi jednotlivými ratingovými
kategoriemi. Zároveň by bylo možné testovat odhady pro v́ıce pozorovaných tra-
jektoríı, jak bylo naznačeno v páté kapitole.
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Př́ıloha 1

V této části se vrát́ıme k Lemmatu 3.2, str. 19, a doplńıme d̊ukaz, který jsme
z d̊uvodu technické náročnosti neuváděli v př́ıslušné části práce. Připomeňme ale
nejprve některá d̊uležitá označeńı.

• X(t) je homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem, který může nabý-
vat stav̊u {1, . . . ,m}, s matićı intenzit přechodu Q.

• Nij(σ,τ) pro i,j = 1, . . . ,m, i 6= j znač́ı počet přeskok̊u řetězce ze stavu i
do stavu j v časovém intervalu [σ,τ ], kde σ ≤ τ . Zkráceně budeme značit
Nij(τ) = Nij(0,τ) pro τ ≥ 0.

• Ri(σ,τ) pro i = 1, . . . ,m znač́ı celkový čas strávený řetězcem ve stavu i
v časovém intervalu [σ,τ ], kde σ ≤ τ . Analogicky předchoźımu budeme
značit Ri(τ) = Ri(0,τ) pro τ ≥ 0.

Lemma 3.2. ([2], Theorem 2.1) Necht’ s = (s1, . . . ,sm)
T je vektor reálných č́ısel

a Z = (zab)
m

a,b=1 je reálná m × m matice s jedničkami na diagonále. Označme
následuj́ıćı podmı́něnou středńı hodnotu

V ∗
ij(s,Z,t) = E

[
exp

(
−

m∑

l=1

slRl(t)

)
m∏

a,b=1

z
Nab(t)
ab I

(
X(t) = j

)
|X(0) = i

]
, t ≥ 0.

Pak plat́ı, že

V ∗(s,Z,t) = exp
([

Q ∗ Z− diag(s)
]
t
)
,

kde ∗ znač́ı Hadamard̊uv součin, tedy (Q ∗ Z)ab = (Q)ab (Z)ab.

D̊ukaz. Necht’ x je vektor s nezápornými reálnými prvky xi, i = 1, . . . ,m, a
necht’ K je matice o rozměrech m × m s nezápornými celoč́ıselnými prvky Khk

pro h,k = 1, . . . ,m a jedničkami na diagonále.
Označme dále pro t ≥ 0 následuj́ıćı podmı́něnou pravděpodobnost

Vij(x,K,t) =P
(
Rl(t) = xl, 1 ≤ l ≤ m; Nhk(t) = Khk, 1 ≤ h,k ≤ m, h 6= k;

X(t) = j|X(0) = i
)
.

Veličina Vij(x,K,t) tedy vyjadřuje pravděpodobnost, že Markov̊uv řetězec se spo-
jitým časem X(t) vycházej́ıćı v čase 0 ze stavu i bude v okamžiku t ve stavu
j, stráv́ı v jednotlivých stavech doby odpov́ıdaj́ıćı prvk̊um vektoru x a počty
přeskok̊u mezi navzájem r̊uznými stavy se budou ř́ıdit prvky matice K s př́ısluš-
nými indexy.
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Chováńı řetězce na časovém intervalu [0,t] můžeme rozložit na dvě situace.

• Na daném intervalu nedojde k žádnému přeskoku, to nastává podle Věty
1.9, str. 10, s pravděpodobnost́ı

P
(
X(τ) = i, 0 ≤ τ ≤ t|X(0) = i

)
= e−qit.

Protože nedošlo k žádnému přeskoku, muśı také ve vyjádřeńı Vij(x,K,t)
platit, že i = j, K = I a x = t ei.

• K prvńımu přeskoku dojde v čase u ∈ (0,t) a řetězec přeskoč́ı do nějakého
stavu r ∈ {1, . . . ,m} \ {i}. Doba strávená ve stavu i má podle Věty 1.10,
str. 10, rozděleńı Exp(qi) s hustotou f(u) = qi e

−qiu a pravděpodobnost, že
při přeskoku řetězec skonč́ı ve stavu r je qir

qi
.

S využit́ım těchto znalost́ı můžeme sestavit rekurentńı rovnici

Vij (x,K,t) =

= δij e
qiitI(K = I)I(x = t ei)+ (1)

+
∑

r 6=i

∫ t

0

eqiiuqirVrj (x− u ei,K− 1ir,t− u) du. (2)

Veličinu Vij (x,K,t) transformujeme podle následuj́ıćıho vztahu

V 0
ij(s,Z,t) =

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

∑

Khk

m∏

h,k=1

zKhk

hk exp

(
−

m∑

l=1

slxl

)
Vij(x,K,t) dx1 . . . dxm.

Protože rekurentńı vyjádřeńı veličiny Vij (x,K,t) je tvořeno součtem člen̊u (1) a
(2), můžeme transformovat každý sč́ıtanec zvlášt’ a výsledky seč́ıst. Nejprve tedy
budeme transformovat sč́ıtanec (1).

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

∑

Khk

m∏

h,k=1

zKhk

hk exp

(
−

m∑

l=1

slxl

)
δij e

qiit·

· I(K = I)I(x = tei) dx1 . . . dxm =

=

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

t

. . .

∫ ∞

0

δij e
qiit exp

(
−

m∑

l=1

slxl

)
dx1 . . . dxi . . . dxm =

= δij e
qiit

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

t

. . .

∫ ∞

0

exp

(
−

m∑

l=1

slxl

)
dx1 . . . dxi . . . dxm =

= δij e
qiite−sit

1

s1 . . . sm
.
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Druhý sč́ıtanec (2) transformujeme takto:

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

∑

Khk

m∏

h,k=1

zKhk

hk exp

(
−

m∑

l=1

slxl

)
·

·
∑

r 6=i

∫ t

0

eqiiuqirVrj (x− u ei,K− 1ir,t− u) du dx1 . . . dxm =

=
∑

r 6=i

∫ t

0

eqiiuqir

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

u

. . .

∫ ∞

0

∑

Khk

m∏

h,k=1

zKhk

hk exp

(
−

m∑

l=1

slxl

)
·

· Vrj (x− u ei,K− 1ir,t− u) dx1 . . . dxi . . . dxm du =

=
∑

r 6=i

∫ t

0

e(qii−si)uqir zirV
0
rj(s,Z,t− u) du =

=
∑

r 6=i

∫ t

0

e(qii−si)(t−u)qir zirV
0
rj(s,Z,u) du.

Dohromady máme

V 0
ij(s,Z,t) = δij e

(qii−si)t
1

s1 . . . sm
+
∑

r 6=i

∫ t

0

e(qii−si)(t−u)qir zirV
0
rj(s,Z,u) du.

V 0
ij(s,Z,t)e

(si−qii)t = δij
1

s1 . . . sm
+
∑

r 6=i

∫ t

0

e(si−qii)uqir zirV
0
rj(s,Z,u) du.

Nyńı celou rovnici zderivujeme podle t. Pro přehlednost budeme derivovat každou
stranu rovnice zvlášt’. Dostáváme

(LS) :
d

dt

(
V 0
ij(s,Z,t)e

(si−qii)t
)
=

=
d

dt

(
V 0
ij(s,Z,t)

)
e(si−qii)t + V 0

ij(s,Z,t)e
(si−qii)t(si − qii),

(PS) :
d

dt

(
δij

1

s1 . . . sm
+
∑

r 6=i

∫ t

0

e(si−qii)uqir zirV
0
rj(s,Z,u) du

)
=

=
∑

r 6=i

e(si−qii)tqir zirV
0
rj(s,Z,t).

Oba výrazy dáme znovu do rovnosti.

d

dt

(
V 0
ij(s,Z,t)

)
e(si−qii)t + V 0

ij(s,Z,t)e
(si−qii)t(si − qii) =

∑

r 6=i

e(si−qii)tqirzirV
0
rj(s,Z,t),

d

dt

(
V 0
ij(s,Z,t)

)
= −siV 0

ij(s,Z,t) + qiiV
0
ij(s,Z,t) +

∑

r 6=i

qirzirV
0
rj(s,Z,t),

d

dt

(
V 0
ij(s,Z,t)

)
= −siV 0

ij(s,Z,t) +
(
(Q ∗ Z)V 0(s,Z,t)

)
ij
. (3)

Vyjádř́ıme počátečńı podmı́nku

V 0
ij(s,Z,0) = δij

1

s1 . . . sm
.
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Hledané V ∗
ij(s,Z,t) pak źıskáme pomoćı daľśı transformace

V ∗
ij(s,Z,t) = s1 . . . sm V 0

ij(s,Z,t),

pak plat́ı stejná diferenciálńı rovnice (3), jen s jinou počátečńı podmı́nkou.

d

dt

(
V ∗
ij(s,Z,t)

)
= −siV ∗

ij(s,Z,t) +
(
(Q ∗ Z)V ∗(s,Z,t)

)
ij
,

d

dt

(
V ∗(s,Z,t)

)
= −diag(s) V ∗(s,Z,t) + (Q ∗ Z) V ∗(s,Z,t) , (4)

V ∗(s,Z,0) = I.

Na závěr nalezneme řešeńı této diferenciálńı rovnice (4), které vypadá následovně

V ∗(s,Z,t) = exp
([

Q ∗ Z− diag(s)
]
t
)
.

k
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