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s použit́ım citovaných pramen̊u, literatury a daľśıch odborných zdroj̊u.
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Abstrakt: Bakalářská práce se zabývá základy bodových proces̊u v prostoru a
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5.4 Neparametrický odhad párové korelačńı funkce g . . . . . . . . 18
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Literatura 26

Seznam obrázk̊u 27
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Úvod

Práce se věnuje bodovým proces̊um v prostoru, jejich charakteristikám a jejich
neparametrickým odhad̊um.

Práce je rozdělena do 6 kapitol. V prvńı kapitole se seznámı́me se základńımi
definicemi bodových proces̊u.

V druhé kapitole si zadefinujeme Poisson̊uv bodový proces, který hraje referenčńı
roli mezi bodovými procesy. Jde o proces, který se využ́ıvá jako základńı pro stu-
dium bodových proces̊u, protože v něm neexistuj́ı žádné interakce mezi jednot-
livými body. Dokážeme si jeho existenci a ukážeme některé jeho vlastnosti.

Ve třet́ı a čtvrté kapitole se věnujeme základńım charakteristikám bodových pro-
ces̊u a zavedeme sumárńı statistiky, kterými lze indikovat vzájemné interakce mezi
body zkoumaného bodového procesu. Neparametrické odhady bodových proces̊u
uvedeme v páté kapitole, přičemž se zabýváme jejich korekćı na okrajové efekty
a jejich nestrannost́ı respektive pod́ılovou nestrannost́ı.
V 6. kapitole si ukážeme aplikaci vybraných odhad̊u sumárńıch statistik na reál-
ných datech. Ze źıskaných výsledk̊u se pokuśıme odhadnout, zda se jedná o Po-
isson̊uv bodový proces, regulárńı bodový proces nebo o shlukový bodový proces.
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Kapitola 1

Úvod do bodových proces̊u

Obecné bodové procesy se definuj́ı na úplných separabilńıch lokálně omezených
kompaktńıch metrických prostorech. V této práci se omeźıme na bodové procesy
definované na n-rozměrném Eukleidovském prostoru Rn nebo na jeho podmnožině
S ⊆ Rn.

Definice 1. Necht’ X ⊆ S a card(X) znač́ı počet bod̊u množiny X. Necht’

XB = X∩B pro B ⊆ S. Řekneme, že X je lokálně konečná, pokud card(XB) <∞,
pro každou omezenou množinu B ⊆ S.

Definice 2. Necht’ Bn je systém všech borelovských podmnožin Rn a Bn0 ⊆ Bn
je systém všech omezených borelovských podmnožin. Prostor lokálně konečných
podmnožin Rn definujeme jako N = {X ⊆ Rn : card(XB) < ∞;∀B ∈ Bn0} a
prvky N budeme nazývat lokálně konečné bodové konfigurace.

Předt́ım, než uvedeme definici bodového procesu, si uvědomı́me, že S ⊆ Rn je
úplný separabilńı metrický prostor s metrikou d, definovanou jako klasická Euk-
leidovská vzdálenost, tedy d(x,y) = ‖x−y‖ pro x,y ∈ S. Na prostoruN zavedeme
σ-algebru

N = σ({X ∈ N : card(XB) = m} : B ∈ Bn0 ,m ∈ N0).

Definice 3. Bodový proces X je měřitelné zobrazeńı X : (Ω,A,P)→ (N ,N), kde
(Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor s pravděpodobnostńı mı́rou P. Rozděleńı
bodového procesu X je dáno mı́rou PX(A) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A}), kde A ∈ N.

V daľśım textu budeme prvky N značit ṕısmeny x, y, . . ., zat́ımco prvky S ⊆ Rn

ṕısmeny ξ, η, . . .. Prázdnou bodovou konfiguraci budeme značit ∅.

Definice 4. Necht’ X je bodový proces na N . Množiny FB = {X ∈ N :
card(XB) = 0} se nazývaj́ı prázdné události a prázdné pravděpodobnosti defi-
nujeme jako v(B) = P(card(XB) = 0), B ∈ B0.

Věta 1. Rozděleńı bodového procesu X je jednoznačně určeno prázdnými pravdě-
podobnostmi.
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D̊ukaz. Viz [1, věta 2]

k

Definice 5. Necht’ S ⊆ Rn, p : S → [0,1] je měřitelná funkce a X je bodový
proces. Bodový proces Xthin = {ξ ∈ X : R(ξ) ≤ p(ξ)}, kde R(ξ) jsou vzájemně
nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım na (0,1) (R(ξ) ∼ R(0,1))
a nezávislé s X, se nazývá nezávislý ztenčený bodový proces bodového procesu X
(zkráceně nezávislé ztenčeńı X) a p(ξ) se nazývaj́ı retenčńı pravděpodobnosti.
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Kapitola 2

Poisson̊uv bodový proces

Poisson̊uv bodový proces hraje referenčńı roli v bodových procesech, protože
jde o model, ve kterém jsou body úplně nezávislé a neexistuj́ı mezi nimi žádné
interakce. Je často využ́ıván pro studium sumárńıch statistik a při konstrukci
pokročilých bodových proces̊u. V této kapitole si ukážeme nejd̊uležitěǰśı vlastnosti
Poissonova bodového procesu a zaměř́ıme se na základńı definice, zejména pokud
jde o existenci procesu.

Definice 6. Necht’ S ⊆ Rn. Funkce ρ : S → [0,∞), která je lokálně integrovatelná
(
∫
B
ρ(ξ)dξ <∞ pro každou omezenou B ⊆ S), se nazývá funkce intenzity a mı́ra

daná vztahem

µ(B) =

∫
B

ρ(ξ)dξ, B ⊆ S

se nazývá mı́ra intenzity. Tato mı́ra je nav́ıc lokálně konečná (µ(B) < ∞ pro
omezenou B ⊆ S) a difuzńı (µ({ξ}) = 0 pro ξ ∈ S).

Předt́ım, než uvedeme definici Poissonova bodového procesu, zadefinujeme po-
mocný Binomický proces.

Definice 7. Necht’ f je hustota na množině B ⊆ S a n ∈ N. Bodový proces X
obsahuj́ıćı n nezávislých stejně rozdělených bod̊u s hustotou f se nazývá Binomický
bodový proces o n bodech.

Poznámka. V daľśım textu budeme Binomický bodový proces X o n bodech
s hustotou f na množině B označovat X ∼ binomial(B, n, f).

Definice 8. Bodový proces X na množině S ⊆ Rn se nazývá Poisson̊uv bo-
dový proces s funkćı intenzity ρ a př́ıslušnou mı́rou intenzity µ, pokud následuj́ıćı
podmı́nky jsou splněny:

(i) pro každou množinu B ⊆ S s vlastnost́ı µ(B) < ∞ plat́ı card(XB) ∼
Po(µ(B)) (Poissonovo rozděleńı se středńı hodnotou µ(B));

(ii) pro každé n ∈ N a B ⊆ S, kde 0 < µ(B) < ∞ a card(XB) = n plat́ı, že
XB ∼ binomial(B,n,f) s hustotou f(ξ) = ρ(ξ)/µ(B).
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Poisson̊uv bodový proces X budeme značit X ∼ Poisson(S,ρ).

Pro každou omezenou množinu B ⊆ S nám µ určuje očekávaný počet bod̊u
na množině B,

E[card(XB)] = µ(B).

Heuristicky ρ(ξ)dξ je pravděpodobnost výskytu bodu v nekonečně malé kouli
o středu ξ a objemu dξ.

Definice 9. Necht’ X ∼ Poisson(S,ρ). Řekneme, že X je:

(i) homogenńı právě tehdy, když ρ je konstantńı;

(ii) nehomogenńı právě tehdy, když ρ neńı konstantńı.

Př́ıklad realizace homogenńıho a nehomogenńıho Poissonova bodového procesu
můžeme vidět ńıže na obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Simulace homogenńıho Poissonova bodového procesu (vlevo) s funkćı
intenzity ρ = 30 a nehomogenńıho Poissonova bodového procesu (vpravo) s funkćı
intenzity ρ(x,y) = 50 ∗ exp{−3 ∗ x} na jednotkovém čtverci.

Definice 10. Řekneme, že bodový proces X na Rn je

(i) stacionárńı, pokud jeho rozděleńı je invariantńı v̊uči posunut́ı;

(ii) izotropńı, pokud jeho rozděleńı je invariantńı v̊uči rotaćım kolem počátku
Rn.

Věta 2. (i) X ∼ Poisson(S,ρ) právě tehdy, když pro každou množinu B ⊆ S
s mı́rou intenzity µ(B) =

∫
B
ρ(ξ)dξ <∞ a každou množinu F ⊆ N plat́ı

P(XB ∈ F ) =

=
∞∑
n=0

exp(−µ(B))

n!

∫
B

· · ·
∫
B

1[{x1, . . . , xn} ∈ F ]
n∏
i=1

ρ(xi)dx1 · · · dxn,

kde integrál vpravo pro n = 0 bereme jako 1[∅ ∈ F ].
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(ii) Jestlǐze X ∼ Poisson(S,ρ), pak pro funkci h : N→ [0,∞) a množinu B ⊆ S
s mı́rou intenzity µ(B) <∞ plat́ı

E[h(XB)] =
∞∑
n=0

exp(−µ(B))

n!

∫
B

· · ·
∫
B

h({x1, . . . , xn})
n∏
i=1

ρ(xi)dx1 · · · dxn.

D̊ukaz. Viz [2, tvrzeńı 3.1]

k

Tvrzeńı 3. Poisson̊uv bodový proces X existuje a je jednoznačně určen prázdnými
pravděpodobnostmi

v(B) = exp(−µ(B)), pro omezenou B ⊆ S.

D̊ukaz. Necht’ ξ ∈ S je libovolný bod a množiny Bi = {η ∈ S : i−1 ≤ ‖η−ξ‖ < i}
pro i ∈ N. Tedy S lze napsat jako disjunktńı sjednoceńı omezených množin Bi.

Necht’ X =
∞⋃
i=1

Xi, kde Xi ∼ Poisson(Bi, ρi), i = 1,2, . . . jsou nezávislé a ρi je

restrikce ρ na množinu Bi. Pak pro každou omezenou množinu B ⊆ S plat́ı

P(X ∩B = ∅) =
∞∏
i=1

exp(−µ(B ∩Bi)) = exp(−
∞∑
i=1

µ(B ∩Bi)) = exp(−µ(B)).

To je prázdná pravděpodobnost Poissonova bodového procesu s mı́rou intenzity
µ. Tedy existence Poissonova bodového procesu plyne z věty 1.

k

D̊usledek. Necht’ X1 a X2 jsou nezávislé Poissonovy bodové procesy na S s mı́rou
intenzity µ1 a µ2. Pak rozděleńı (X1, X2) je jednoznačně určeno prázdnými
pravděpodobnostmi

P(X1 ∩ A = ∅, X2 ∩B = ∅) = exp(−µ1(A)− µ2(B)),

pro omezené A,B ⊆ S.

Věta 4. Necht’ X je Poisson̊uv bodový proces. Pak XB1 , XB2 , . . . jsou nezávislé
pro každé disjunktńı množiny B1 ⊆ S,B2 ⊆ S, . . . .

D̊ukaz. Viz [2, tvrzeńı 3.2].

k

Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že Poisson̊uv bodový proces je uzavřený v̊uči ztenčeńı.
Tedy že ztenčený bodový proces, který vznikl z Poissonova bodového procesu, je
opět Poisson̊uv bodový proces.
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Věta 5. Necht’ X ∼ Poisson(S,ρ) a Xthin je jeho ztenčeńı s retenčńımi pravděpo-
dobnostmi p(ξ), ξ ∈ S a ρthin(ξ) = p(ξ)ρ(ξ), ξ ∈ S. Pak Xthin a X\Xthin jsou
nezávislé Poissonovy procesy s funkćı intenzity ρthin, respektive ρ− ρthin.

D̊ukaz. Necht’ µthin je dána vztahem µthin(B) =
∫
B
ρthin(ξ)dξ. Dle d̊usledku

tvrzeńı 3 stač́ı ověřit

P(Xthin ∩ A = ∅, (X\Xthin) ∩ A = ∅) = exp(−µthin(A)− µ(B) + µthin(B)),
(2.1)

pro omezené množiny A,B ⊆ S. Z věty 2 a definice 5 pro každou omezenou
množinu C ⊆ S vyplývá, že

P(Xthin ∩ C = ∅) =
∞∑
n=0

1

n!
e−µ(C)

(∫
C

(1− p(ξ))ρ(ξ)dξ

)
= exp(−µthin(C)).

Ze symetrie také máme

P((X\Xthin)∩ = ∅) = exp(−(µ− µthin)(C)).

Dı́ky větě 4 pro omezené A,B ⊆ S plat́ı

P(Xthin ∩ A = ∅, (X\Xthin) ∩B = ∅) =

= P(X ∩ A ∩B = ∅)P(Xthin ∩ (A\B) = ∅)P((X\Xthin) ∩ (B\A) = ∅) =

= exp(−µ(A ∩B)− µthin(A\B)− (µ− µthin)(B\A)),

č́ımž źıskáváme (2.1).

k
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Kapitola 3

Charakteristiky bodových
proces̊u

3.1 Vlastnosti prvńıho a druhého řádu bodových

proces̊u

Vlastnost prvńıho řádu bodového procesu je dána mı́rou intenzity, zat́ımco vlast-
nost druhého řádu bodového procesu je popsána pomoćı faktoriálńı momentové
mı́ry druhého řádu. V této kapitole bude X představovat bodový proces na Rn,
pokud nebude řečeno jinak.

Definice 11. Mı́ra intenzity µ na Rn je dána vztahem

µ(B) = E[card(XB)], B ⊆ Rn.

Faktoriálńı momentová mı́ra druhého řádu α(2) na Rn × Rn je definována jako

α(2)(C) = E

[ 6=∑
ξ,η∈X

1[(ξ,η) ∈ C]

]
, C ⊆ Rn × Rn.

V [2, appendix C] je ukázáno, že plat́ı

E[card(XA)card(XB)] = α(2)(A×B) + µ(A ∩B), A,B ⊆ Rn.

Tedy α(2) a µ určuje momenty druhého řádu náhodné veličiny card(XA),
A ⊆ Rn.

Definice 12. Jestlǐze mı́ra intenzity µ m̊uže být zapsána ve tvaru

µ(B) =

∫
B

ρ(ξ)dξ, B ⊆ Rn,

kde ρ je nezáporná funkce, pak ρ se nazývá funkce intenzity. Pokud ρ je konstantńı,
pak ř́ıkáme, že X je homogenńı. V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že X je nehomogenńı.
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Poznámka. Definice 12 je v souladu s definićı 9.

Definice 13. Pokud faktoriálńı momentová mı́ra α(2) lze napsat ve tvaru

α(2) =

∫∫
1[(ξ,η) ∈ C]ρ(2)(ξ,η)dξdη, C ⊆ Rn × Rn,

kde ρ(2) je nezáporná funkce, pak ρ(2) se nazývá součinová hustota druhého řádu.

Věta 6. Necht’ X má funkci intenzity ρ a součinovou hustotu druhého řádu ρ(2).
Pak pro každé funkce h1 : Rn → [0;∞) a h2 : Rn × Rn → [0;∞) plat́ı

E

[∑
ξ∈X

h1(ξ)

]
=

∫
h1(ξ)ρ(ξ)dξ (3.1)

a

E

[ 6=∑
ξ,η∈X

h2(ξ,η)

]
=

∫∫
h2(ξ,η)ρ(2)(ξ,η)dξdη. (3.2)

D̊ukaz. Viz [2, věta 4.1]

k

3.2 Redukovaná momentová mı́ra druhého řádu

Definice 14. Necht’ bodový proces X má funkci intenzity ρ a

K(B) =
1

|A|
E

6=∑
ξ,η∈X

1[ξ ∈ A,η − ξ ∈ B]

ρ(ξ)ρ(η)
, B ⊆ Rn, (3.3)

kde a/0 := 0, a ≥ 0, nezáviśı na výběru množiny A ⊆ Rn, 0 < |A| < ∞. Pak
ř́ıkáme, že bodový proces X je po převážeńı funkćı intenzity slabě stacionárńı a K
se nazývá redukovaná momentová mı́ra druhého řádu.

Stacionarita X nám implikuje slabou stacionaritu po převážeńı funkćı inten-
zity. V [2, definice 4.5] můžeme nahlédnout, že opačná implikace neplat́ı. Pokud
pro nějaký bodový proces X existuje párová korelačńı funkce g (Definice 15),
která je invariantńı v̊uči posunut́ı, pak existuje i redukovaná momentová mı́ra
druhého řádu a plat́ı

K(B) =

∫
B

g(ξ)dξ, B ⊆ Rn. (3.4)

To źıskáme, pokud použijeme (3.2) na pravou stranu rovnice (3.3). Muśıme si
ale uvědomit, že K neńı obecně invariantńı v̊uči posunut́ı, i v př́ıpadě, že X je
stacionárńı.
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Kapitola 4

Sumárńı statistiky

U bodových proces̊u můžeme pozorovat r̊uzné závislosti mezi jednotlivými body.
U Poissonova bodového procesu se jedná o úplnou prostorovou nahodilost. To
znamená, že body jsou rozmı́stěné bez vzájemných interakćı. V jiném př́ıpadě
může docházet k regularitě, kdy se body vzájemně odpuzuj́ı. Opačný efekt je
shlukováńı, kdy se body vzájemně přitahuj́ı. Př́ıklad těchto vlastnost́ı můžeme
vidět na obrázku 4.1.

Obrázek 4.1: Ukázka Poissonova bodového procesu (vlevo), shlukového bodového
procesu (uprostřed) a regulárńıho bodového procesu (vpravo).

4.1 Charakteristiky druhého řádu

Definice 15. Necht’ X je bodový proces s funkćı intenzity ρ a součinovou hustotou
druhého řádu ρ(2). Párovou korelačńı funkci definujeme předpisem

g(ξ,η) =
ρ(2)(ξ,η)

ρ(ξ)ρ(η)
, ξ, η ∈ X,

kde a/0 := 0 pro libovolné kladné a.

Snadno se dá ukázat, že pro Poisson̊uv bodový proces plat́ı ρ(2)(ξ,η) = ρ(ξ)ρ(η),
tedy g(ξ,η) = 1. Důkaz tohoto tvrzeńı můžeme naj́ıt v [1, věta 14]. Tedy
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g(ξ,η) > 1 nám indikuje regularitu a g(ξ,η) < 1 shlukováńı bod̊u bodového
procesu.

Věta 7. Necht’ X je bodový proces a g je párová korelačńı funkce. Pokud X je
stacionárńı, pak g je invariantńı v̊uči posunut́ı, tedy g(ξ,η) = g(ξ− η). Jestlǐze X
je nav́ıc izotropńı, pak g je izotropńı, tedy g(ξ,η) = g(‖ξ − η‖).

D̊ukaz. X je stacionárńı, tedy ρ(2)(ξ,η) = ρ(2)(ξ − η,0) = ρ(2)(ξ − η) a ρ(2)(ξ−η)
ρ2

=

g(ξ − η).
X je nav́ıc izotropńı, tedy ρ(2)(ξ,η) = ρ(2)(‖ξ − η‖) a g(ξ,η) = g(‖ξ − η‖).

k

Věta 8. Předpokládejme, že X má funkci intenzity ρ a součinovou hustotu druhého
řádu ρ(2) a Xthin je nezávislé ztenčeńı X s retenčńımi pravděpodobnostmi
p(ξ), ξ ∈ Rn. Pak funkce intenzity a součinová hustota druhého řádu bodového
procesu Xthin jsou

ρthin(ξ) = p(ξ)ρ(ξ)

ρ
(2)
thin(ξ, η) = p(ξ)p(η)ρ(2)(ξ, η)

a párová korelačńı funkce je invariantńı v̊uči nezávislému ztenčeńı, tedy g = gthin.

D̊ukaz. Z definice 5 v́ıme, že náhodné veličiny R(ξ) ∼ R(0,1), ξ ∈ Rn, jsou
vzájemně nezávislé a nezávislé s X. Tak pro B ⊆ Rn

E[card(Xthin ∩B)] = E

[
E

[∑
ξ∈X

1[ξ ∈ B,R(ξ) ≤ p(ξ)]

∣∣∣∣∣X
]]

=

= E

[∑
ξ∈X

p(ξ)1[ξ ∈ B]

]
=

∫
B

p(ξ)ρ(ξ)dξ,

kde posledńı rovnost plyne z (3.1). Tedy jsme dokázali, že ρthin = p(ξ)ρ(ξ).

Stejným zp̊usobem můžeme dokázat, že ρ
(2)
thin(ξ, η) = p(ξ)p(η)ρ(2)(ξ, η).

Nyńı ukážeme, že párová korelačńı funkce je invariantńı v̊uči nezávislému ztenčeńı.

gthin(ξ,η) =
ρ

(2)
thin(ξ,η)

ρthin(ξ)ρthin(η)
=
p(ξ)p(η)ρ(2)(ξ,η)

p(ξ)ρ(ξ)p(η)ρ(η)
=
ρ(2)(ξ, η)

ρ(ξ)ρ(η)
=

= g(ξ,η)

k

Věta 9. Necht’ Xthin je nezávislé ztenčeńı bodového procesu X, který je po převá-
žeńı funkćı intenzity slabě stacionárńı. Pak Xthin je také po převážeńı funkćı
intenzity slabě stacionárńı a Kthin = K.

12



D̊ukaz. Důkaz této věty se provede podobným postupem jako d̊ukaz věty 8.
k

Definice 16. Necht’ bodový proces X je po převážeńı funkćı intenzity slabě sta-
cionárńı. K a L-funkce definujeme předpisy

K(r) = K(b(0,r)), r > 0,

L(r) = (K(r)/ωn)1/n, r > 0,

kde ωn je objem n-rozměrné jednotkové koule, tedy ωn = πn/2

Γ(1+n/2)
.

V př́ıpadě, že X je stacionárńı, pak ρK(r) znač́ı očekávaný počet bod̊u do vzdále-
nosti r od počátku za podmı́nky, že v počátku je bod procesu. L-funkce je trans-
formace K-funkce. Jej́ı výhoda je zejména pro Poisson̊uv bodový proces, protože
v tomto př́ıpadě jde o identitu, tedy L(r) = r. V obecném př́ıpadě pro malé hod-
noty r, L(r)− r > 0 indikuje shlukováńı a L(r)− r < 0 indikuje regularitu.
Pokud K je invariantńı v̊uči rotaćım, pak K je určena pomoćı g. To je v př́ıpadě,
kdy X je izotropńı nebo pokud g(ξ,η) = g(‖ξ − η‖) je izotropńı.
Pokud g je izotropńı, pak

K(r) = σn

∫ r

0

tn−1g(t)dt. (4.1)

a

K ′(r) = σnr
n−1g(r), (4.2)

kde σn = 2πn/2

Γ(n/2)
je povrch (n−1)-rozměrné sféry v Rn aK ′(r) je derivaceK-funkce.

Tyto vztahy ukazuj́ı bĺızký vztah K a g. Důkaz vzorc̊u (4.1) a (4.2) najdeme v [1,
věta 15].

4.2 Distribučńı funkce vzdálenosti

Definice 17. Necht’ X je stacionárńı bodový proces. Kontaktńı distribučńı funkce
(F-funkce) je definovaná předpisem

F (r) = P(X ∩ b(0,r) 6= ∅), r > 0.

Distribučńı funkci nejblǐzš́ıho souseda (G-funkci) definujeme jako

G(r) =
1

ρ|A|
E

[ ∑
ξ∈X∩A

1[(X\ξ) ∩ b(ξ,r) 6= ∅]

]
, r > 0,

kde A, 0 < |A| <∞, je libovolná množina.
J-funkce je definovaná předpisem

J(r) =
1−G(r)

1− F (r)
, F (r) < 1.

13



G-funkce je distribučńı funkce vzdálenosti nejbližš́ıho bodu procesu k jinému bodu
procesu,
zat́ımco F -funkce je distribučńı funkce vzdálenosti libovolného bodu v prostoru
k bodu procesu.

Věta 10. Necht’ X je stacionárńı Poisson̊uv bodový proces na Rn s funkćı intenzity
ρ <∞. Pak

F (r) = G(r) = 1− exp(−ρωnrn),

J(r) = 1.

D̊ukaz. Viz [3, věta 19]

k

V [2, část 4.2.3] ř́ıkaj́ı, že pro malé hodnoty r > 0 plat́ı, pokud pro nějaký bodový
proces je F (r) < G(r) (J(r) < 1), pak jde o shlukový bodový proces. V opačném
př́ıpadě, pokud F (r) > G(r) (J(r) > 1), plat́ı, že jde o regulárńı bodový proces.
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Kapitola 5

Neparametrické odhady

V teorii se většinou zabýváme bodovými procesy definovanými na Rn. V praxi
jsme vždy omezeni provádět pozorováńı realizace procesu na nějaké omezené
množině W ∈ Rn, tzv. pozorovaćım okně. Přesto se pokuśıme udělat nepara-
metrické odhady ρ, g,K, K-funkce, L-funkce, F -funkce, G-funkce a J-funkce bo-
dového procesu na základě dané realizace. V této sekci budeme předpokládat, že
X je bodový proces na Rn s funkćı intenzity ρ. Pokud X je stacionárńı, pak ρ je
konstanta, pro kterou plat́ı 0 < ρ <∞.

5.1 Okrajové efekty

Protože odhady charakteristik bodových proces̊u se prováděj́ı ze vzorku źıskaném
v omezeném pozorovaćım okně, může doj́ıt k takzvaným okrajovým efekt̊um. Jde
o situaci, kdy se nacháźıme bĺızko hranice pozorovaćıho okna.
Např́ıklad při odhadu F -funkce hledáme nejbližš́ıho souseda k libovolnému bodu
v prostoru. Jak je vidět na obrázku 5.1 vpravo, nejbližš́ı bod lež́ı mimo pozorovaćı
okno.
Při odhadu K-funkce zjǐst’ujeme počet bod̊u procesu do vzdálenosti r > 0 od urči-
tého bodu procesu. Na obrázku 5.1 vlevo vid́ıme, že reálně jsou tyto body 3, ale
v našem pozorovaćım okně je pouze jeden bod.
Pokud bychom tedy zanedbávali okrajové efekty, může se velmi často stát, že
źıskáme zkreslené výsledky odhad̊u. Různé možnosti korekce okrajových efekt̊u
si ukážeme během odhad̊u jednotlivých charakteristik.
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Obrázek 5.1: Okrajové efekty pro K-funkci (vlevo) a F -funkci (vpravo).

5.2 Neparametrický odhad funkce intenzity

Pro homogenńı bodový proces máme nestranný odhad funkce intensity

ρ̂ =
card(XW )

|W |
. (5.1)

Pro homogenńı Poisson̊uv bodový proces to je dokonce maximálně věrohodný
odhad, jak je dokázáno v [1, strana 25].
V př́ıpadě, že X neńı homogenńı, pak jádrový neparametrický odhad funkce in-
tenzity je

ρ̂b(ξ) =
∑
η∈XW

kb(ξ − η)

cW,b(η)
, ξ ∈ W, (5.2)

kde kb(ξ) = k(ξ)/bn je jádro s š́ı̌rkou pásma b > 0, k je nějaká pravděpodobnostńı
hustota a

cW,b(η) =

∫
W

kb(ξ − η)dξ (5.3)

je korekce na okrajové efekty. Tento odhad je velice citlivý na volbu š́ı̌rky pásma
b, zat́ımco výběr k neńı tolik d̊uležitý. Většinou se za k voĺı hustota rovnoměrného
rozděleńı na jednotkové kouli. Je možné také vźıt součin jednorozměrných hustot
k(ξ) = e(ξ1) · · · e(ξn), kde ξ = (ξ1, . . . ,ξn). Často se za e(ξi) voĺı Epanečnikovovo
jádro

e(u) = (3/4)(1− |u|)1[|u| ≤ 1], u ∈ R.

Lemma 11.
∫
W
ρ̂b(ξ)dξ je nestranný odhad µ(W ).

D̊ukaz.

E

[∫
W

∑
η∈XW

kb(ξ − η)/cW,b(η)dξ

]
=

∫
W

E

[ ∑
η∈XW

kb(ξ − η)/cW,b(η)

]
dξ =

=

∫
W

∫
W

(kb(ξ − η)/cW,b(η))ρ(η)dηdξ =

∫
W

ρ(η)dη = µ(W )
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V druhé rovnosti jsme využili vzorec (3.1) a ve třet́ı rovnosti (5.3).

k

5.3 Neparametrický odhad K a L-funkce

Protože K a L-funkce jsou založeny na redukované momentové mı́̌re druhého
řádu K, budeme provádět odhad K. Zavedeme označeńı Wξ = {η + ξ : η ∈ W}
pro posunut́ı W o ξ ∈ Rn.

Lemma 12. Necht’ X je po převážeńı funkćı intenzity slabě stacionárńı a předpo-
kládejme, že |W ∩Wξ| > 0 pro každé ξ ∈ B. Pak

K̂(B) =

6=∑
ξ,η∈XW

1[η − ξ ∈ B]

ρ(ξ)ρ(η)|W ∩Wη−ξ|
(5.4)

je nestranný odhad K(B).

D̊ukaz. Protože X je po převážeńı funkćı intenzity slabě stacionárńı, tak párová
korelačńı funkce g je invariantńı v̊uči posunut́ı, tedy plat́ı ρ(2) = ρ(η)ρ(ξ)g(η− ξ).
Pak pro h(ξ,η) = 1[η−ξ∈B]

ρ(ξ)ρ(η)|W∩Wη−ξ|
ve vzorci (3.2) dostaneme

E

[ 6=∑
ξ,η∈XW

1[η − ξ ∈ B]

ρ(ξ)ρ(η)|W ∩Wη−ξ|

]
=

∫∫
1[ξ ∈ W, η ∈ W, η − ξ ∈ B]

|W ∩Wη−ξ|
g(η − ξ)dηdξ =

=

∫∫
1[ξ ∈ W ∩W−η̃, η̃ ∈ B]

|W ∩Wη̃|
g(η̃)dξdη̃ = K(B).

k

Pro B = b(0,r), r > 0 a pozorovaćı okno W , které je obdélńık, je potřeba volit r
menš́ı, než čtvrtina kratš́ı strany obdélńıku W .
Lemma 12 nám dává nestranný odhad K(B) za předpokladu, kdy ρ je známé.
Ve většině př́ıpad̊u je ρ neznámé. Muśıme tedy v (5.4) nahradit ρ(ξ)ρ(η) odhadem
̂ρ(ξ)ρ(η). Pak ale

K̂(B) =

6=∑
ξ,η∈XW

1[η − ξ ∈ B]

̂ρ(ξ)ρ(η)|W ∩Wη−ξ|
(5.5)

neńı nestranný odhadK(B). Zároveň také odhad L(r), źıskaný transformaćıK(r),
neńı nestranný.
V prostorové statistice neńı často možné źıskat nestranné odhady, přesto některé
z nich jsou pod́ılově nestranné (θ̂ = X

Y
, pak θ = EX

EY ). V homogenńım př́ıpadě plat́ı,

pokud ̂ρ(ξ)ρ(η) = ρ̂2 je nestranný, pak (5.5) je pod́ılově nestranný. Máme několik
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možnost́ı, jak tento odhad udělat. V [4] je napsáno, že stač́ı transformovat (5.1)

a t́ım źıskáme odhad ρ̂2 = card(XW )2/|W |2. Alternativně pro Poisson̊uv bodový
proces máme nestranný odhad

ρ̂2 =
card(XW )(card(XW )− 1)

|W |2
.

V nehomogenńım př́ıpadě v [5] navrhuj́ı použ́ıt ̂ρ(ξ)ρ(η) = ρ̄b(ξ)ρ̄b(η), kde

ρ̄b(ξ) =
∑

η∈XW \ξ

kb(ξ − η)/cW,b(η), ξ ∈ W,

je nepatrná modifikace (5.2).
Ve vzorćıch (5.4) a (5.5) jsme použili korekci na okrajové efekty ve tvaru
1/|W ∩Wη−ξ|. Jde o takzvaný translačně korigovaný odhad. Jako alternativu
můžeme použ́ıt minusový odhad. Ten je založen na minusovém výběru

W	r = {ξ ∈ W : b(ξ,r) ⊆ W}, r > 0.

Jde o podmnožinu bod̊u okna pozorováńı W , které jsou od hranice vzdálené
alespoň r. Pak

K̂(B) =

6=∑
ξ∈XW ,η∈XW∩W	r

1[η − ξ ∈ B]

ρ(ξ)ρ(η)
(5.6)

je nestranný odhad. V př́ıpadě, že opět nahrad́ıme ρ(ξ)ρ(η) odhadem ̂ρ(ξ)ρ(η),

pak odhad K̂(B) v (5.6) opět nebude nestranný. Tato metoda je vhodná v př́ıpadě,
kdy máme velké množstv́ı bod̊u procesu, protože zmenšeńım okna pozorováńı
přijdeme o některé dvojice bod̊u, které nebudou započ́ıtány v odhadu (5.6).
Daľśı alternativou odhadu redukované momentové mı́ry druhého řádu je izotro-
picky korigovaný odhad

K̂(B) =

6=∑
ξ,η∈XW

1[ξ − η ∈ B]|∂b(ξ,‖ξ − η‖)|
ρ(ξ)ρ(η)|W ||∂b(0,‖ξ − η‖) ∩W |

, (5.7)

kde ∂A znač́ı hranici množiny A.

5.4 Neparametrický odhad párové korelačńı

funkce g

V př́ıpadě, kdy g(ξ,η) = g(‖ξ − η‖) je izotropńı, můžeme g vyjádřit pomoćı

derivace K ′ funkce K. Protože K̂ je většinou po částech spojitá funkce, nelze
jednoduše vyjádřit K ′ z K̂.
Alternativně můžeme použ́ıt jádrový odhad s translačńım korekčńım faktorem

ĝ(r) =
1

σnrn−1|W |

6=∑
ξ,η∈XW

kb(r − ‖η − ξ‖)
̂ρ(ξ)ρ(η)|W ∩Wξ−η|

, (5.8)
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kde kb(u) = k(u/b)/b, u ∈ R, pro hustotu k(·) a š́ı̌rku pásma b > 0. Nejmenš́ı roz-
ptyl odhadu ĝ pak źıskáme, pokud použijeme hustotu rovnoměrného rozděleńı.
Stejně, jako u odhadu K, je odhad ĝ velmi citlivý na volbu š́ı̌rky pásma b a neńı
nestranný i v př́ıpadě volby malého r. Pro źıskáńı lepš́ıho odhadu, v ohledu na ne-
strannost, [6] doporučuje použ́ıt adaptivńı š́ı̌rku pásma nahrazeńım
kb(r − ‖η − ξ‖) v (5.8) pomoćı

k∗b (r,‖η − ξ‖) = kmin(b,r)(r − ‖η − ξ‖).

5.5 Neparametrický odhad F, G a J-funkce

Nejkratš́ı vzdálenost bodu ξ ∈ Rn od množiny B ⊆ Rn definujeme jako

d(ξ,B) = inf{‖ξ − η‖ : η ∈ B}.

Necht’ I ⊆ W je konečná śıt’ bod̊u a Ir = I ∩W	r, r > 0. Potom minusový odhad
F -funkce

F̂MO(r) =
∑
ξ∈Ir

1[d(ξ,XW ) ≤ r]

card(Ir)
,

pro card(Ir) > 0, je nestranný a minusový odhad G-funkce

ĜMO =
∑

ξ∈XW∩W	r

1[d(ξ,XW\ξ) ≤ r]

ρ̂|W	r|
,

pro |W	r| > 0, je pod́ılově nestranný.
Vı́ce eficientńı jsou Kaplan-Maierovy odhady

F̂KM(r) = 1−
∏
s≤r

(
1− card(ξ ∈ I : d(ξ,XW ) = s,d(ξ,XW ) ≤ d(ξ,∂W ))

card(ξ ∈ I : d(ξ,XW ) ≥ s, d(ξ,∂W ) ≥ s)

)
(5.9)

a

ĜKM(r) = 1−
∏
s≤r

(
1− card(ξ ∈ XW : d(ξ,XW\ξ) = s,d(ξ,XW\ξ) ≤ d(ξ,∂W ))

card(ξ ∈ XW : d(ξ,XW\ξ) ≥ s, d(ξ,∂W ) ≥ s)

)
,

(5.10)

kde ∂W je hranice množiny W a 0/0 := 0.

Pomoćı odhad̊u F̂ (r) a Ĝ(r) dostaneme odhad J-funkce

Ĵ(r) =
1− Ĝ(r)

1− F̂ (r)

pro F̂ (r) < 1. V [2, př́ıklad 4.9] je ukázáno, že s rostoućım r výrazně roste také
jeho rozptyl.
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Kapitola 6

Aplikace odhad̊u sumárńıch
statistik

V této kapitole provedeme odhady sumárńıch statistik na reálných datech, které
představuj́ı středy globulárńıch pór̊u v keramickém nástřiku (viz obrázek 6.1).
Zp̊usob źıskáńı těchto dat můžeme naj́ıt v [7].
Celkem máme 2116 bod̊u v pozorovaćım okně ve tvaru kvádru o velikosti
450× 350× 240µm.

Obrázek 6.1: Středy globulárńıch pór̊u v pozorovaćım okně.

Pro lepš́ı představu rozmı́stěńı bod̊u v prostoru můžeme udělat projekce do rovin
XY, XZ a YZ. Výsledek vid́ıme na obrázku 6.2.
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Obrázek 6.2: Projekce bod̊u do roviny XY (vlevo), XZ (uprostřed) a YZ (vpravo).

Ukážeme si odhady několika vybraných charakteristik bodového procesu. Každý
budeme porovnávat s teoretickou charakteristikou Poissonova bodového procesu
a vypoč́ıtáme simultánńı obálky pomoćı metody Monte Carlo. Jejich výpočet je
popsán v [8]. Vytvoř́ıme 19 nezávislých realizaćı Poissonova procesu s konstantńı
funkćı intenzity rovnou odhadu intenzity našich dat. Použit́ım vzorce (5.1) do-
staneme

ρ̂ =
2116

450× 350× 240
.

Poznámka. Pro vytvářeńı odhad̊u a obálek použijeme knihovnu spatstat [9] v R

[10]. Celý zdrojový kód můžeme naj́ıt v př́ıloze na konci práce.

Jako prvńı provedeme odhad K-funkce (v R funkce K3est) pomoćı izometricky
korigovaného odhadu (5.7). Výsledek je zobrazen na v grafu obrázku 6.3.

L-funkce je pouze transformace K-funkce. Jde o jej́ı normovanou verzi. V našem
př́ıpadě máme

L̂(r) =

(
3K̂(r)

4π

)1/3

,

kde K̂(r) je izometricky korigovaný odhad K-funkce. Odhad L-funkce je znázor-
něn v grafu na obrázku 6.4. Můžeme si všimnout, že pro r > 7 plat́ı L̂(r) > r. Jak
jsme již dř́ıve podotkli, tento výsledek nám indikuje shlukováńı. To znamená, že
body procesu maj́ı tendenci se shlukovat do skupin.

Pro odhady G-funkce (v R funkce G3est) a F -funkce (v R funkce F3est) jsme
využili Kaplan-Maierovy odhady (5.10) a (5.9). Ĝ(r) je znázorněn v grafu
na obrázku 6.5 a F̂ (r) v grafu na obrázku 6.6. Protože Ĝ(r) se dostává nad
obálku a F̂ (r) pod obálku, můžeme v obou př́ıpadech opět předpokládat, že se
jedná o shlukový bodový proces.

Nakonec jsme spoč́ıtali odhad J-funkce podle vzorce (5.5), kde jsme za odhady
G a F -funkce použili Kaplan-Maierovy odhady, které jsme źıskali v předcho-
źım výpočtu. Tento odhad je znázorněn v grafu na obrázku 6.7. Jak můžeme
vidět, pro r > 7 plat́ı Ĵ(r) < 1. Dı́ky tomu můžeme opět předpokládat tendenci
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ke shlukováńı.

Obrázek 6.3: Odhad K-funkce.

22



Obrázek 6.4: Odhad L-funkce.

Obrázek 6.5: Odhad G-funkce.
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Obrázek 6.6: Odhad F-funkce.

Obrázek 6.7: Odhad J-funkce.
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Závěr

Na př́ıkladu jsme si ukázali, jak je možné pomoćı aplikace R źıskat odhady
některých sumárńıch statistik.

Na grafech odhad̊u funkćı sumárńıch statistik můžeme vidět, že bodový proces
představuj́ıćı středy globulárńıch póru v keramickém nástřiku se chová podobně
jako Poisson̊uv bodový proces. Přesto z odhad̊u L-funkce a J-funkce můžeme
předpokládat, že póry v keramickém nástřiku maj́ı tendenci se shlukovat do sku-
pin. Nejsou tedy nezávisle rozmı́stěné v prostoru.
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structure in plasma-sprayed coating. [online] http://www.ias-
iss.org/ojs/IAS/article/viewFile/752/655, citace 7. 4. 2014.
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Př́ılohy

# načtenı́ potřebných knihoven

library(spatstat)

library(scatterplot3d)

# načtenı́ tabulky středů pórů

data = read.table("StredyPoru.txt")

# přı́prava dat bodů procesu

data = data[,-1]

dataxy = data[,-3]

dataxz = data[,-2]

datayz = data[,-1]

# vytvořenı́ objektů procesů

proces <- pp3(data[,-c(2,3)], data[,-c(1,3)], data[,-c(1,2)],

box3(c(0,450), c(0,350), c(0,240)))

procesxy <- ppp(dataxy[,-2], dataxy[,-1], c(0,450), c(0,350))

procesxz <- ppp(dataxz[,-2], dataxz[,-1], c(0,450), c(0,240))

procesyz <- ppp(datayz[,-2], datayz[,-1], c(0,350), c(0,240))

unitname(proces) <- "um"

summary(proces)

# vykreslenı́ 3D pohledu procesu

plot(proces, main="", xlab="", ylab="", zlab="", pch=20,

cex.symbols=0.1)

# projekce bodů procesu do roviny

par(mfrow=c(1,3))

plot(dataxy, main="", pch=20, cex=0.1, xlab="")

plot(dataxz, main="", pch=20, cex=0.1, xlab="")

plot(datayz, main="", pch=20, cex=0.1, xlab="")

# odhad K-funkce

plot(envelope(proces, fun=K3est, nsim=19, rmax=70, correction="iso",

global=TRUE), main="", legend=FALSE, ylab="")

legend("topleft", c("K-funkce pozorovaných dat", "K-funkce teoretického

Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

lty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),

bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad L-funkce

plot(envelope(proces, fun=K3est, nsim=19, rmax=70, correction="iso",
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global=TRUE, transform=expression(((3*.)/(4*pi))^(1/3))),

main="", legend=FALSE, ylab="")

legend("topleft", c("L-funkce pozorovaných dat", "L-funkce teoretického

Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

lty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),

bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad F-funkce

plot(envelope(proces, fun=F3est, nsim=19, rmax=70, correction="km",

global=TRUE), main="", legend=FALSE, ylab="")

legend("topleft", c("F-funkce pozorovaných dat", "F-funkce teoretického

Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

lty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),

bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad G-funkce

plot(envelope(proces, fun=G3est, nsim=19, rmax=70, correction="km",

global=TRUE), main="", legend=FALSE, ylab="")

legend("topleft", c("G-funkce pozorovaných dat", "G-funkce teoretického

Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

lty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),

bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad J-funkce

f <- F3est(proces, rmax=70, correction="km")

g <- G3est(proces, rmax=70, correction="km")

plot(f\$r, {(1-g\$km)/(1-f\$km)}, xlab="r", ylab="", xlim=c(0,35),

type="l")

lines(x=c(0,45),y=c(1,1), type="l", col="red", lty=2)

legend("bottomleft", c("J-funkce pozorovaných dat", "J-funkce

teoretického Poissonova procesu"), lty=c(1,2), lwd=c(1,1),

col=c("black", "red"), bty="n", cex=1.05, box.col="black")
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