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Uvod

Prace se vénuje bodovym procesum v prostoru, jejich charakteristikam a jejich
neparametrickym odhadum.

Prace je rozdélena do 6 kapitol. V prvni kapitole se sezndmime se zdkladnimi
definicemi bodovych procesu.

V druhé kapitole si zadefinujeme Poissonuv bodovy proces, ktery hraje referenéni
roli mezi bodovymi procesy. Jde o proces, ktery se vyuziva jako zakladni pro stu-
dium bodovych procesu, protoze v ném neexistuji zadné interakce mezi jednot-
livymi body. Dokazeme si jeho existenci a ukazeme nékteré jeho vlastnosti.

Ve treti a ¢tvrté kapitole se vénujeme zédkladnim charakteristikdm bodovych pro-
cesu a zavedeme sumarni statistiky, kterymi lze indikovat vzajemné interakce mezi
body zkoumaného bodového procesu. Neparametrické odhady bodovych procesu
uvedeme v paté kapitole, piicemz se zabyvame jejich korekci na okrajové efekty
a jejich nestrannosti respektive podilovou nestrannosti.

V 6. kapitole si ukdzeme aplikaci vybranych odhadu sumarnich statistik na real-
nych datech. Ze ziskanych vysledki se pokusime odhadnout, zda se jedna o Po-
issonuv bodovy proces, regularni bodovy proces nebo o shlukovy bodovy proces.



Kapitola 1

Uvod do bodovych procesu

Obecné bodové procesy se definuji na uplnych separabilnich lokalné omezenych
kompaktnich metrickych prostorech. V této préaci se omezime na bodové procesy
definované na n-rozmérném Eukleidovském prostoru R™ nebo na jeho podmnoziné
S CR™

Definice 1. Necht X C S a card(X) znaéi pocet bodi mnoziny X. Necht
Xp = XNB pro B C S. Rekneme, Ze X je lokdlné konecénd, pokud card(Xpg) < oo,
pro kazZdou omezenou mnoZinu B C S.

Definice 2. Necht B" je systém vsech borelovskyjch podmnozin R" a By C B"
je systém vsech omezengch borelovskych podmmnozin. Prostor lokdlné konecnijch
podmnozin R™ definujeme jako N = {X C R" : card(Xp) < oo;VB € B} a
prvky N budeme nazijvat lokdlné konecné bodové konfigurace.

Predtim, nez uvedeme definici bodového procesu, si uvéedomime, ze S C R” je
uplny separabilni metricky prostor s metrikou d, definovanou jako klasicka Euk-
leidovskd vzdalenost, tedy d(z,y) = ||x—y]|| pro 2,y € S. Na prostoru N zavedeme
o-algebru

N=0c{X €N :card(Xg) =m}: B € B},m € Ny).

Definice 3. Bodovy proces X je méritelné zobrazeni X : (Q2LP) — (N,N), kde
(Q2AP) je pravdépodobnostni prostor s pravdépodobnostni mirou P. Rozdéleni
bodového procesu X je ddno mirou Px(A) =P({w € Q: X(w) € A}), kde A € N.

V dalsim textu budeme prvky 9 znacit pismeny x,y, ..., zatimco prvky S C R"”
pismeny &, 7, .. .. Prdzdnou bodovou konfiguraci budeme znacit ().

Definice 4. Necht X je bodovy proces na N. MnoZiny Fp = {X € N :
card(Xg) = 0} se nazgvaji prazdné uddlosti a prazdné pravdépodobnosti defi-
nujeme jako v(B) = P(card(Xg) =0), B € By.

Véta 1. Rozdéleni bodového procesu X je jednoznacné urceno prdzdnymi pravdé-
podobnostmi.



Dikaz. Viz [1l, véta 2]
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Definice 5. Necht S C R", p : S — [0,1] je méritelnd funkce a X je bodovy
proces. Bodovy proces Xy, = {€ € X : R(§) < p(§)}, kde R(&) jsou vzdjemné
nezdvislé ndahodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim na (0,1) (R(§) ~ R(0,1))
a nezdavislé s X, se nazyva nezavisly ztenceny bodovy proces bodového procesu X
(zkrdcené nezdvislé ztenceni X) a p(§) se nazyvaji retencéni pravdépodobnosti.



Kapitola 2

Poissonuv bodovy proces

Poissonuv bodovy proces hraje referencni roli v bodovych procesech, protoze
jde o model, ve kterém jsou body uplné nezavislé a neexistuji mezi nimi zadné
interakce. Je ¢asto vyuzivan pro studium sumaéarnich statistik a pii konstrukci
pokrocilych bodovych procesu. V této kapitole si ukazeme nejdulezitéjsi vlastnosti
Poissonova bodového procesu a zamérime se na zékladni definice, zejména pokud
jde o existenci procesu.

Definice 6. Necht S C R™. Funkce p : S — [0,00), kterd je lokdlné integrovatelnd
([ p(§)dE < 0o pro kaZdou omezenou B C S), se nazyjud funkce intenzity a mira
dand vztahem

u(B) = /B p()de, BCS

se nazyvd mira intenzity. Tato mira je navic lokdlné konecnd (u(B) < oo pro
omezenou B C S) a difuzni (u({{}) =0 pro £ € 5).

Predtim, nez uvedeme definici Poissonova bodového procesu, zadefinujeme po-
mocny Binomicky proces.

Definice 7. Necht f je hustota na mnoziné B C S a n € N. Bodovy proces X
obsahujici n nezdvislijch stejné rozdélengch bodu s hustotou f se nazjvd Binomicky
bodovy proces o n bodech.

Pozndmka. V dalsim textu budeme Binomicky bodovy proces X o n bodech
s hustotou f na mnoziné B oznacovat X ~ binomial(B,n, f).

Definice 8. Bodovy proces X na mnoziné S C R"™ se nazyvd Poissonuv bo-
dovy proces s funkci intenzity p a prislusnou mirou intenzity p, pokud ndsledujici
podminky jsou splnény:

(1) pro kazdou mnozinu B C S s vlastnosti u(B) < oo plati card(Xp) ~
Po(u(B)) (Poissonovo rozdéleni se stredni hodnotou p(B));

(ii) pro kazdé n € N a B C S, kde 0 < p(B) < o0 a card(Xp) = n plati, Ze
Xp ~ binomial(B,n,f) s hustotou f(§) = p(&)/u(B).
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Poissoniv bodovyj proces X budeme znacit X ~ Poisson(S,p).
Pro kazdou omezenou mnozinu B C S nam p urcuje ocekdvany pocet bodu
na mnoziné B,

Elcard(Xg)] = u(B).

Heuristicky p(§)d¢ je pravdépodobnost vyskytu bodu v nekoneéné malé kouli
o sttedu & a objemu d§.

Definice 9. Necht X ~ Poisson(S,p). Rekneme, Ze X je:

(i) homogenni prdavé tehdy, kdyz p je konstantni;

(i1) nehomogenni pravé tehdy, kdyz p neni konstantni.

Piiklad realizace homogenniho a nehomogenniho Poissonova bodového procesu
muzeme vidét nize na obrazku 2.1l

Obrazek 2.1: Simulace homogenntho Poissonova bodového procesu (vlevo) s funket
intenzity p = 30 a nehomogenniho Poissonova bodového procesu (vpravo) s funkei
intenzity p(z,y) = 50 * exp{—3 * x} na jednotkovém ¢tverci.

Definice 10. Rekneme, Ze bodovy proces X na R™ je

(i) staciondrni, pokud jeho rozdéleni je invariantni vuci posunuti;

(i1) izotropni, pokud jeho rozdéleni je invariantni vici rotacim kolem pocatku
R™.

Véta 2. (i) X ~ Poisson(S,p) prdvé tehdy, kdyz pro kazdou mnozZinu B C S
s mirou intenzity p(B) = [ p(§)dé < oo a kazdou mnozinu F C N plati

P(Xp e F)=
— N M/.../1[{x17”,,xn}eF]ﬁp(mi)dxl...dxn,

n!
n=0 =1

kde integrdl vpravo pro n =0 bereme jako 1[) € F).
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(11) Jestlize X ~ Poisson(S,p), pak pro funkci h : M — [0,00) a mnozinu B C S
s mirou intenzity p(B) < oo plati

E[h(X5)] :Zw/B---/Bh({xl,...,xn})Hp(xi)dxl---dxn.

Dikaz. Viz [2, tvrzeni 3.1]

3

Tvrzeni 3. Poissonuv bodovy proces X existuje a je jednoznacné urcen prdazdnymi
pravdépodobnostmi

v(B) = exp(—u(B)), pro omezenou B C S.

Diikaz. Necht & € S je libovolny bod a mnoziny B; = {n € S :i—1 < ||[n—¢|| < i}
pro i € N. Tedy S lze napsat jako disjunktni sjednoceni omezenych mnozin B;.

Necht X = |J X;, kde X; ~ Poisson(B;, p;),i = 1,2,... jsou nezavislé a p; je
i=1
restrikce p na mnozinu B;. Pak pro kazdou omezenou mnozinu B C S plati

o0

P(X B = 0) = [ exp(—u(B N B) = eon(— > ul(B N By) = exp(—p(B).

i=1 =1

To je prazdna pravdépodobnost Poissonova bodového procesu s mirou intenzity
. Tedy existence Poissonova bodového procesu plyne z véty [1]
d

Dusledek. Necht X; a X, jsou nezavislé Poissonovy bodové procesy na S s mirou
intenzity p; a pe. Pak rozdéleni (Xi,X3) je jednoznacné uréeno prazdnymi
pravdépodobnostmi

P(X; NA=0,XoNB=0)=exp(—m(A) - p2(B)),
pro omezené A,B C §S.

Véta 4. Necht X je Poissoniv bodovy proces. Pak Xp,,Xp,,... jsou nezdvislé
pro kazdé disjunktni mnoziny By C S, B, C S, . ...

Dikaz. Viz [2, tvrzeni 3.2].

3

Nasledujici véta nam tika, ze Poissonuv bodovy proces je uzavieny vuci ztenceni.
Tedy ze ztenceny bodovy proces, ktery vznikl z Poissonova bodového procesu, je
opét Poissontv bodovy proces.



Véta 5. Necht X ~ Poisson(S,p) a Xinin je jeho ztenceni s retenénimi pravdépo-

dobnostmi p(§),&§ € S a puin(§) = p(§)p(§).§ € S. Pak Xipin a X\ Xepin jsou
nezdvislé Poissonovy procesy s funkci intenzity pinin, respektive p — pipin.-

Dikaz. Necht jup, je ddna vztahem piin(B) = |, 5 Pthin(§)d€. Dle dusledku
tvrzeni [l staci ovérit

P(Xthin N A = @, (X\Xthm) N A = Q)) = 6.Tp(—/£thm(A) - /J(B) -+ ,thhm(B)(), )
2.1

pro omezené mnoziny A,B C S. Z véty [2| a definice [5] pro kazdou omezenou
mnozinu C' C S vyplyva, ze

1
n!

P(Xthin ne = Q)) = Z _,6_“(0) (/c(l - p(ﬁ))ﬂ(f)%) = €9UP(_Mthm(C>)-

Ze symetrie také mame
P(X\Xthin)N = 0) = exp(— (0 = tienin) (C))-
Diky véte 4] pro omezené A,B C S plati

P(Xipin N A =0, (X\Xupin) N B =0) =
=P(X NANB = 0)P(Xyn N (A\B) = 0) P((X\Xuin) N (B\A) = 0) =
= exp(—p(A N B) — pighin(A\B) — (1 — pienin) (B\A)),

¢imz ziskavame ((2.1)).



Kapitola 3

Charakteristiky bodovych
procesu

3.1 Vlastnosti prvniho a druhého radu bodovych
procesu

Vlastnost prvniho radu bodového procesu je dana mirou intenzity, zatimco vlast-
nost druhého rfadu bodového procesu je popsana pomoci faktoridlni momentové
miry druhého tadu. V této kapitole bude X predstavovat bodovy proces na R",
pokud nebude Teceno jinak.

Definice 11. Mira intenzity u na R™ je ddna vztahem
w(B) = Elcard(Xp)], B C R™

Faktoridlni momentovd mira druhého fddu of? na R™ x R™ je definovdna jako

#

> 1(Em) eC]

EneX

a?(C)=E C CR™ x R™.

9

V [2, appendix C] je ukazéno, ze plati
Elcard(X 4)card(Xp)] = P (A x B)+ un(AnB), A BCR"

Tedy o® a p uréuje momenty druhého Fadu ndhodné veliciny card(X,),
A CR"™,

Definice 12. Jestlize mira intenzity p muze byt zapsina ve tvaru

u(B) = /B p()de, BCR,

kde p je nezdpornd funkce, pak p se nazyvd funkce intenzity. Pokud p je konstantni,
pak Tikame, Ze X je homogenni. V opacném pripade rikime, Ze X je nehomogenni.



Pozndamka. Definice [12] je v souladu s definici [9]

Definice 13. Pokud faktoridini momentovd mira a® lze napsat ve tvaru
o = [[ 1€ € YPcmdgan,  ccr xR,

kde p® je nezdpornd funkce, pak p® se nazjvd soucinovd hustota druhého rddu.

Véta 6. Necht X md funkci intenzity p a soucinovou hustotu druhého vddu p® .
Pak pro kazdé funkce hy : R™ — [0;00) a hy : R" X R™ — [0; 00) plati

E

Zhl(f)] Z/hl(f)p(é)dé (3.1)

fex

E

#
> hz(ﬁm)] = / / ha(€:m)p'® (€.m)dédn. (32)

EmeX

Dikaz. Viz [2, véta 4.1]

3.2 Redukovana momentova mira druhého radu

Definice 14. Necht bodovy proces X md funkci intenzity p a

B = IA!EMEE:X s@e 0 DR (33)

kde a/0 := 0,a > 0, nezdvisi na vgbéru mnoziny A C R",0 < |A| < co. Pak
rikdme, Ze bodovy proces X je po prevdZeni funkci intenzity slabé staciondrni a IC
se nazyvd redukovand momentovda mira druhého radu.

Stacionarita X nam implikuje slabou stacionaritu po prevazeni funkci inten-
zity. V [2, definice 4.5] muzeme nahlédnout, ze opaéna implikace neplati. Pokud
pro néjaky bodovy proces X existuje parova korela¢ni funkce g (Definice ,
ktera je invariantni vuci posunuti, pak existuje i redukovand momentova mira
druhého radu a plati

K(B) = / J(€)de,  BCR (3.4)

B
To ziskdme, pokud pouzijeme (3.2) na pravou stranu rovnice ([3.3)). Musime si
ale uvédomit, ze K neni obecné invariantni vuéi posunuti, i v piipadé, ze X je

stacionarni.
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Kapitola 4

Sumarni statistiky

U bodovych procesu muzeme pozorovat riuzné zavislosti mezi jednotlivymi body.
U Poissonova bodového procesu se jedna o tuplnou prostorovou nahodilost. To
znamena, ze body jsou rozmisténé bez vzajemnych interakci. V jiném piripadé
muze dochazet k regularité, kdy se body vzajemné odpuzuji. Opacny efekt je
shlukovani, kdy se body vzajemné pritahuji. Piiklad téchto vlastnosti muzeme
vidét na obrazku 4.1l

Obréazek 4.1: Ukazka Poissonova bodového procesu (vlevo), shlukového bodového
procesu (uprostied) a reguldrniho bodového procesu (vpravo).

4.1 Charakteristiky druhého radu

Definice 15. Necht X je bodovij proces s funkci intenzity p a soucinovou hustotou
druhého Fddu p®. Pdrovou korelacni funkci definujeme predpisem

PP (Em)
9&m =@y STk

kde a/0 := 0 pro libovolné kladné a.

Snadno se da ukézat, ze pro Poissoniitv bodovy proces plati p(&,n7) = p(&)p(n),
tedy ¢(&,m) = 1. Dukaz tohoto tvrzeni muzeme najit v [I, véta 14]. Tedy
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g(&m) > 1 nam indikuje regularitu a g(&,n) < 1 shlukovani bodu bodového
procesu.

Véta 7. Necht X je bodovy proces a ¢ je pdrovd korelacni funkce. Pokud X je
staciondrni, pak g je invariantni viéi posunuti, tedy g(&,m) = g(§ —n). Jestlize X
je navic izotropni, pak g je izotropni, tedy g(&,n) = g(||€ — nl|)-

Diikaz. X je staciondrni, tedy p®(£,n) = p@ (& —n,0) = p& (£ —n) a 2 () (E=n) —

P
9§ —mn).
X je navic izotropni, tedy p®(&,n) = p®([[€ —nl)) a g(&n) = g((I€ —nl).

Véta 8. Predpokladejme, Ze X ma funkci intenzity p a souc¢inovou hustotu druhého
radu ,0(2) a Xinin je nezavislé ztenceni X s retencénimi pravdépodobnostmi
p(£),€ € R™. Pak funkce intenzity a soucinovd hustota druhého tddu bodového
procest, Xipin JSOU

Penin(§) = p(€)p(§)

i (&) = p(&)p(n)p™ (&, )

a parovd korelacni funkce je invariantni vici nezdvislému ztencent, tedy g = Ginin-

Dikaz. 7 definice [5| vime, ze ndhodné veliciny R() ~ R(0,1),£ € R™, jsou
vzajemné nezavislé a nezavislé s X. Tak pro B C R"

E[card(Xinin N B)] =E |E

—E Zp 1[¢ € B

LEeX

> 1 € BR(¢) < p(&)J‘X” =

feX

/B P(E)p()de.

kde posledni rovnost plyne z (3.1). Tedy jsme dokazali, ze piin = p(§)p(§).
Stejnym zpusobem muzeme dokézat, ze p%n(f, n) = p(&)pn)p@ (&, n).
Nyni ukazeme, ze parova korelaéni funkce je invariantni viici nezavislému ztenceni.

dinin(E:m) = Pn(&m) PP (Em) _ pP(Em)
i) = ©)pmin ) PEP PP pE)p()
=g(&n)

3

Véta 9. Necht Xy, je nezdvislé ztencéend bodového procesu X, kteryj je po prevd-
zeni funkci intenzity slabé staciondrni. Pak Xipin je také po prevazZeni funkci
intenzity slabé staciondrni a Kipin = K.

12



Diikaz. Dukaz této véty se provede podobnym postupem jako dukaz veéty [8]

Definice 16. Necht bodovij proces X je po prevdzZeni funkci intenzity slabé sta-
cionarni. K a L-funkce definujeme predpisy

K(r)=K(b(0,r)), r >0,

L(r) = (K(r)/w)"", 1 >0,

kde w, je objem n-rozmeérné jednotkové koule, tedy w, = F(%f/z)

V piipadé, ze X je stacionarni, pak pK (r) zna¢i ocekavany pocet bodu do vzdéle-
nosti r od poc¢atku za podminky, ze v pocatku je bod procesu. L-funkce je trans-
formace K-funkce. Jeji vyhoda je zejména pro Poissontuv bodovy proces, protoze
v tomto piipadé jde o identitu, tedy L(r) = r. V obecném piipadé pro malé hod-
noty 7, L(r) —r > 0 indikuje shlukovani a L(r) —r < 0 indikuje regularitu.
Pokud K je invariantni vuci rotacim, pak K je urcena pomoci ¢g. To je v pripade,
kdy X je izotropni nebo pokud g(&,n) = g(||§ — nl|) je izotropni.

Pokud g je izotropni, pak

K(r) =0, /07" t"g(t)dt. (4.1)

K'(r) = o,r" g(r), (4.2)

kde o,, = g?n—% je povrch (n—1)-rozmérné sféry v R™ a K'(r) je derivace K-funkce.
Tyto vztahy ukazuji blizky vztah K a g. Dukaz vzorcu (4.1)) a (4.2)) najdeme v [I}

véta 15].

4.2 Distribuéni funkce vzdalenosti

Definice 17. Necht X je staciondrni bodovyj proces. Kontaktni distribuéni funkce
(F-funkce) je definovand predpisem

F(r)=P(XNb0,r) #0), r>0.
Distribucni funkci nejblizsiho souseda (G-funkci) definujeme jako

B S U nben 0|, >0,

A [ S

G(r) =

kde A, 0 < |A| < o0, je libovolnd mnoZina.
J-funkce je definovand predpisem

1-G(r)

J<T)_1——F(r)’

F(r) <1

13



G-funkce je distribuc¢ni funkce vzdalenosti nejblizsiho bodu procesu k jinému bodu
procesu,

zatimco F-funkce je distribu¢ni funkce vzdalenosti libovolného bodu v prostoru
k bodu procesu.

Véta 10. Necht X je staciondrni Poissoniiv bodovy proces na R™ s funkei intenzity
p < oo. Pak

F(r)=G(r) =1— exp(—pw,r"),

J(r)=1.

Dikaz. Viz [3, véta 19]
4

V 2, ¢ést 4.2.3] tikaji, ze pro malé hodnoty r > 0 plati, pokud pro néjaky bodovy
proces je F'(r) < G(r) (J(r) < 1), pak jde o shlukovy bodovy proces. V opaéném
piipadé, pokud F(r) > G(r) (J(r) > 1), plati, ze jde o reguldrni bodovy proces.
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Kapitola 5

Neparametrické odhady

V teorii se vétsinou zabyvame bodovymi procesy definovanymi na R™. V praxi
jsme vzdy omezeni provadét pozorovani realizace procesu na néjaké omezené
mnozine W € R", tzv. pozorovacim okné. Presto se pokusime udélat nepara-
metrické odhady p, g, K, K-funkce, L-funkce, F-funkce, G-funkce a .J-funkce bo-
dového procesu na zakladé dané realizace. V této sekci budeme predpokladat, ze
X je bodovy proces na R” s funkei intenzity p. Pokud X je stacionarni, pak p je
konstanta, pro kterou plati 0 < p < oc.

5.1 Okrajové efekty

Protoze odhady charakteristik bodovych procesu se provadéji ze vzorku ziskaném
v omezeném pozorovacim okné, muze dojit k takzvanym okrajovym efektium. Jde
o situaci, kdy se nachazime blizko hranice pozorovaciho okna.

Napftiklad pti odhadu F-funkce hledame nejblizstho souseda k libovolnému bodu
v prostoru. Jak je vidét na obrézku[5.I] vpravo, nejblizsi bod lezi mimo pozorovaci
okno.

Pii odhadu K-funkce zjistujeme pocet bodi procesu do vzdalenosti r > 0 od uréi-
tého bodu procesu. Na obrazku vlevo vidime, Ze redlné jsou tyto body 3, ale
v nasem pozorovacim okné je pouze jeden bod.

Pokud bychom tedy zanedbavali okrajové efekty, muze se velmi casto stat, ze
ziskdme zkreslené vysledky odhadu. Ruzné moznosti korekce okrajovych efektu
si ukdazeme béhem odhadu jednotlivych charakteristik.

15



Obréazek 5.1: Okrajové efekty pro K-funkei (vlevo) a F-funkei (vpravo).

5.2 Neparametricky odhad funkce intenzity

Pro homogenni bodovy proces méame nestranny odhad funkce intensity
card(Xw)

wi
Pro homogenni Poissonuv bodovy proces to je dokonce maximalné vérohodny
odhad, jak je dokdzano v [1I, strana 25].

V pripadé, ze X neni homogenni, pak jadrovy neparametricky odhad funkce in-
tenzity je

~

p= (5.1)

e = S B ey (5.2)

nexy Wb (n)

kde ky(¢) =

hustota a

k(€)/b™ je jadro s sitkou pdsma b > 0, k je néjakd pravdépodobnostni

cwalm) = [ k(€ -~ m) (53)
w

je korekce na okrajové efekty. Tento odhad je velice citlivy na volbu §itky pasma

b, zatimco vybér k neni tolik dulezity. Vétsinou se za k voli hustota rovnomérného

rozdéleni na jednotkové kouli. Je mozné také vzit soucin jednorozmérnych hustot

k(&) =e(&) --e(&), kde £ = (&1, ...,&,). Casto se za e(§;) voli Epanecnikovovo

jadro

u € R.

e(u) = (3/4)(1 — |ul)1f[u] < 1],

)d¢ je nestranny odhad pu(W).
3 kb@—n)/cw,b(n)] ¢ =

A

Lemma 11. [, ps(§

Dikaz.

B[ 3 he /e

neXw

:/W/W(/fb(f—ﬁ)/cw,b(

n)dnd¢ = /

16
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V druhé rovnosti jsme vyuzili vzorec (3.1)) a ve teti rovnosti (5.3)).

5.3 Neparametricky odhad K a L-funkce

Protoze K a L-funkce jsou zalozeny na redukované momentové mite druhého
fadu K, budeme provadét odhad K. Zavedeme oznaceni Wy = {n+¢& :n e W}
pro posunuti W o £ € R™.

Lemma 12. Necht X je po prevdzent funket intenzity slabé staciondrni a predpo-
kladejme, zZe |W N We| > 0 pro kaZdé § € B. Pak

T U 1F:)
KB = 2, @i, (54)

je nestranny odhad KC(B).

Dukaz. Protoze X je po prevazeni funkci intenzity slabé staciondrni, tak parova
korelaéni funkce ¢ je invariantni viéi posunuti, tedy plati p® = p(n)p(€)g(n —&).

Pak pro h(¢,n) = p(g)pl(%‘_‘ffaﬁnid ve vzorci 1} dostaneme

#
[77 fEB fGWUEWn fEB]
: — &)dnd§ =
5%; p(&)p(n)|W N Wy _| / W AW, g(n — &)dndg
EeWnW_,neB] , _ o
// |WQVVZ| g(n)dédn = K(B).

3

Pro B = b(0,r),r > 0 a pozorovaci okno W, které je obdélnik, je potieba volit r
mensi, nez ¢tvrtina kratsi strany obdélniku W.

Lemma (12] ndm dava nestranny odhad KC(B) za predpokladu, kdy p je zndmé.
Ve vétsineé piipadi je p neznamé. Musime tedy v (5.4)) nahradit p(&)p(n) odhadem

pmﬁ Pak ale

+
R(B) = -t B (5.5)

emexy PE)PMW NV, ¢l

neni nestranny odhad KC(B). Zaroven také odhad L(r), ziskany transformaci K (r),
neni nestranny.

V prostorové statistice neni ¢asto moZné ziskat nestranné odhady, presto nékteré
z nich jsou podilové nestranné (é = pak 0= ) V homogennim piipadé plati,

pokud p@p\(n) = pA2 je nestranny, pak o)) je podllove nestranny. Mame nékolik

17



moznosti, jak tento odhad udélat. V [4] je napsano, ze staci transformovat (/5.1))
a tim ziskdme odhad p? = card(Xy)?/|W|?. Alternativné pro Poissonuv bodovy
proces mame nestranny odhad

~  card(Xw)(card(Xw) — 1)
a WP

—

V nehomogennim piipadé v [5] navrhuji pouzit p(§)p(n) = pp(€)ps(n), kde
(&)= D k(&—n)/ewsln), €W,

neEXw\§

je nepatrnd modifikace (5.2).

Ve vzorcich a jsme pouzili korekci na okrajové efekty ve tvaru
1/|W NW,_¢|. Jde o takzvany translacné korigovany odhad. Jako alternativu
muzeme pouzit minusovy odhad. Ten je zalozen na minusovém vybéru

We, ={£ €W :b(&r) CW}, r > 0.

Jde o podmnozinu bodu okna pozorovani W, které jsou od hranice vzdélené
alespon r. Pak

cm_ v ln-¢eB
K(B) = > TOR (5.6)

EeXw meXwNWeor

je nestranny odhad. V piipadé, ze opét nahradime p(£)p(n) odhadem p@p\(n),
pak odhad l%(B ) v (5.6)) opét nebude nestranny. Tato metoda je vhodné v piipadé,
kdy mame velké mnozstvi bodu procesu, protoze zmensenim okna pozorovani
prijdeme o nékteré dvojice bodu, které nebudou zapocitany v odhadu (/5.6)).
Dalsi alternativou odhadu redukované momentové miry druhého fadu je izotro-
picky korigovany odhad

i 1[¢ —n € BJ|Ob(E, )€ — n])]

p(&)pmIWI10b(0,[1€ = nll) "W

(5.7)

EneEXw

kde OA znaéi hranici mnoziny A.

5.4 Neparametricky odhad parové korelacni
funkce g

V piipadé, kdy ¢g(&,m) = g(||¢ — n||) je izotropni, muzeme ¢ vyjadfit pomoci
derivace K’ funkce K. Protoze K je vétsinou po céastech spojita funkce, nelze
jednoduse vyjadrit K’ z K.

Alternativné muzeme pouzit jadrovy odhad s translacnim korekénim faktorem

e 1t hir—l-g)
Ot W a S p(©)p()[W AWy

g (5.8)
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kde ky(u) = k(u/b)/b,u € R, pro hustotu k(-) a sitku pasma b > 0. Nejmensi roz-
ptyl odhadu ¢ pak ziskdme, pokud pouzijeme hustotu rovnomérného rozdéleni.

Stejné, jako u odhadu K, je odhad g velmi citlivy na volbu $itky pasma b a neni
nestranny i v piipadé volby malého r. Pro ziskani leps§iho odhadu, v ohledu na ne-
strannost, [06] doporucuje pouzit adaptivni S§ifku pdsma nahrazenim

ko(r — [ln = €l1) v (5.8) pomoci

ki (rilln =&l = kmin(b,r)(r — [ln = &l]).

5.5 Neparametricky odhad F, G a J-funkce

Nejkratsi vzdélenost bodu € € R™ od mnoziny B C R" definujeme jako

d(¢,B) = inf{|[¢ —nl| : n € B}.

Necht I C W je konecn4 sit bodt a I, = I N W, r > 0. Potom minusovy odhad
F-funkce

Fa 1|d ,XW <r
Furolr) = 2 [(fard([)r) .

pro card(I,) > 0, je nestranny a minusovy odhad G-funkce

A 1d(, Xw\§) <r
Guo- 3 MK <r)
feXwnWe, P er

pro |We,| > 0, je podilové nestranny.

Vice eficientni jsou Kaplan-Maierovy odhady

~ B card(€ € T : d(€,Xw) = s,d(€,Xw) < d(£,0W))
Fren(r) =1 -] (1  card(€ €1 d(EXw) = s, d(EOW) > s) ) (5.9)

N B card(§ € Xy : d(§,Xw\§) = s,d(€,Xw\§) < d(§,0W))
Cru(r) =1-]] (1 T card(€ € Xy d(EXu\E) = 5, d(EOW) > 5) ) |

(5.10)

kde OW je hranice mnoziny W a 0/0 := 0.
Pomoci odhadu F(r) a G(r) dostaneme odhad J-funkce

~ . 1-=G(r)
=50

pro F (r) < 1. V [2], priklad 4.9] je ukdzano, ze s rostoucim r vyrazné roste také
jeho rozptyl.

19



Kapitola 6

Aplikace odhadu sumarnich
statistik

V této kapitole provedeme odhady sumarnich statistik na realnych datech, které
predstavuji stredy globuldrnich péru v keramickém néstiiku (viz obrézek .
Zpusob ziskani téchto dat muzeme najit v [7].

Celkem méame 2116 bodu v pozorovacim okné ve tvaru kvadru o velikosti
450 x 350 x 240um.

250

200

350 >

150

300
250

100

200

50

50

Obrazek 6.1: Stredy globularnich péru v pozorovacim okné.

Pro lepsi predstavu rozmisténi bodu v prostoru muzeme udélat projekce do rovin
XY, XZ a YZ. Vysledek vidime na obrézku [6.2]
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Obrazek 6.2: Projekce bodu do roviny XY (vlevo), XZ (uprostied) a YZ (vpravo).

Ukéazeme si odhady nékolika vybranych charakteristik bodového procesu. Kazdy
budeme porovnavat s teoretickou charakteristikou Poissonova bodového procesu
a vypocitame simultanni obalky pomoci metody Monte Carlo. Jejich vypocet je
popséan v [§]. Vytvorime 19 nezdvislych realizaci Poissonova procesu s konstantni
funkci intenzity rovnou odhadu intenzity nasich dat. Pouzitim vzorce do-
staneme

2116
450 x 350 x 240

p=

Pozndmka. Pro vytvéareni odhadu a obdlek pouzijeme knihovnu spatstat [9] v R
[10]. Cely zdrojovy kéd muzeme najit v pifloze na konci prace.

Jako prvni provedeme odhad K-funkce (v R funkce K3est) pomoci izometricky
korigovaného odhadu (5.7)). Vysledek je zobrazen na v grafu obrazku

L-funkce je pouze transformace K-funkce. Jde o jeji normovanou verzi. V nasem

piipadé mame
sk
i<r>:(—<r>) ,
47

kde K (r) je izometricky korigovany odhad K-funkce. Odhad L-funkce je znézor-
nén v grafu na obrazku . Mtuzeme si v§imnout, ze pro r > 7 plati f/(r) > r. Jak
jsme jiz diive podotkli, tento vysledek nam indikuje shlukovani. To znamena, ze
body procesu maji tendenci se shlukovat do skupin.

Pro odhady G-funkce (v R funkce G3est a F funkce (v R funkce F3est) jsme
vyuzili Kaplan-Maierovy odhady G(r) je zndzornén v grafu
na obrazku a F(r) v grafu na obrazku Protoze G(r) se dostava nad
obdlku a F (7“) pod obdlku, muzeme v obou prlpadech opét predpokladat, ze se
jednd o shlukovy bodovy proces.

Nakonec jsme spocitali odhad J-funkce podle vzorce , kde jsme za odhady
G a F-funkce pouzili Kaplan-Maierovy odhady, které jsme ziskali v pfedcho-
zim vypoctu. Tento odhad je zndzornén v grafu na obrdzku [6.7] Jak muzeme
vidét, pro r > 7 plati J(r) < 1. Diky tomu muzeme opét predpokladat tendenci
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ke shlukovani.

o
o
=
o
o
™
—_— K-funkce pozorovanych dat
o
8
2] K-funkce teoretického Poissonova procesu
o oblast vymezena
o
S |
o
(=]
o
o
g
(=]
w
o 4

Obrazek 6.3: Odhad K-funkce.

22

35




30

20

10

1.0

08

0.6

04

02

0.0

L-funkce pozorovanych dat

ffffffffff L-funkce teoretického Poissonova procesu
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Obrédzek 6.4: Odhad L-funkce.
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G-funkce pozorovanych dat

---------- G-funkce teoretického Poissonova procesu

Obrazek 6.5: Odhad G-funkece.
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Obréazek 6.6: Odhad F-funkce.
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Obréazek 6.7: Odhad J-funkece.
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Na prikladu jsme si ukazali, jak je mozné pomoci aplikace R ziskat odhady
nékterych sumérnich statistik.

Na grafech odhadu funkci sumarnich statistik muzeme vidét, ze bodovy proces
predstavujici stfedy globularnich péru v keramickém nastiiku se chova podobné
jako Poissonuv bodovy proces. Presto z odhadu L-funkce a J-funkce muzeme
predpokladat, ze péry v keramickém nastiiku maji tendenci se shlukovat do sku-
pin. Nejsou tedy nezavisle rozmisténé v prostoru.
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Prilohy

# nacteni potfebnjch knihoven
library(spatstat)
library(scatterplot3d)

# nacteni tabulky stfedd péru

data = read.table("StredyPoru.txt")
# priprava dat bodu procesu

data = datal,-1]

dataxy = datal,-3]
dataxz = datal,-2]
datayz = datal,-1]

# vytvoreni objektd procesi

proces <- pp3(datal,-c(2,3)], datal,-c(1,3)], datal,-c(1,2)],
box3(c(0,450), c(0,350), c(0,240)))

procesxy <- ppp(dataxyl[,-2], dataxy[,-1], c(0,450), c(0,350))

procesxz <- ppp(dataxz[,-2], dataxz[,-1], c(0,450), c(0,240))

procesyz <- ppp(datayzl[,-2], datayz[,-1], <(0,350), c(0,240))

unitname (proces) <- "um"

summary (proces)

# vykresleni 3D pohledu procesu
plot(proces, main="", xlab="", ylab="", zlab="", pch=20,
cex.symbols=0.1)

# projekce bodud procesu do roviny
par (mfrow=c(1,3))

plot(dataxy, main="", pch=20, cex=0.1, xlab="")
plot(dataxz, main="", pch=20, cex=0.1, xlab="")
plot(datayz, main="", pch=20, cex=0.1, xlab="")

# odhad K-funkce
plot(envelope(proces, fun=K3est, nsim=19, rmax=70, correction="iso",

global=TRUE), main="", legend=FALSE, ylab="")
legend("topleft", c("K-funkce pozorovanych dat", "K-funkce teoretického
Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

1ty=c(1,2,1), 1lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),
bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad L-funkce
plot(envelope(proces, fun=K3est, nsim=19, rmax=70, correction="iso",
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global=TRUE, transform=expression(((3x.)/(4*pi))~(1/3))),
main="", legend=FALSE, ylab="")

legend("topleft", c("L-funkce pozorovanych dat", "L-funkce teoretického
Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),
1ty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),
bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad F-funkce
plot (envelope(proces, fun=F3est, nsim=19, rmax=70, correction="km",

global=TRUE), main="", legend=FALSE, ylab="")
legend("topleft", c("F-funkce pozorovanyjch dat", "F-funkce teoretického
Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

1ty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),
bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad G-funkce
plot (envelope(proces, fun=G3est, nsim=19, rmax=70, correction="km",

global=TRUE), main="", legend=FALSE, ylab="")
legend("topleft", c("G-funkce pozorovanych dat", "G-funkce teoretického
Poissonova procesu", "oblast vymezena maximem a minimem"),

1ty=c(1,2,1), lwd=c(1,1,3), col=c("black", "red", "darkgray"),
bty="n", cex=1.05, box.col="black")

# odhad J-funkce
f <- F3est(proces, rmax=70, correction="km")
g <- G3est(proces, rmax=70, correction="km")

plot (£\$r, {(1-g\$km)/(1-£f\$km)}, xlab="r", ylab="", x1im=c(0,35),
type="l“)

lines(x=c(0,45),y=c(1,1), type="1", col="red", lty=2)

legend("bottomleft", c("J-funkce pozorovanych dat", "J-funkce

teoretického Poissonova procesu"), lty=c(1,2), lwd=c(1,1),
col=c("black", "red"), bty="n", cex=1.05, box.col="black")
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