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Uvod

Bakalaiska prace Sbirka tloh na obvody a obsahy rovinnych utvari je urcena
pro vyucujici a predevsim pro zaky strednich $kol. Pro vyucujici mize slouzit
jako zdroj uloh, pro Zaky jako dopliiujici ucebni text. Tato prace je pro lepsi

porozuméni doplnéna nazornymi obrazky vytvorenymi v programu GeoGebra.

V prvni kapitole prace je pripomenuta definice obsahu a obvodu tak, jak se
zavadi na stredni Skole. V této kapitole jsou zminény dilezité vlastnosti obsahu,

které budou vyuzZivany zejména ve Ctvrté kapitole.

Vdruhé kapitole se zabyvame mnohouhelniky. Tato kapitola je pomérné
rozsahld a ztoho divodu je rozdélena na tfi podkapitoly - c¢tyituhelniky,
trojuhelniky a pravidelné konvexni mnohouhelniky. Stejné jako na zakladni
Skole zaCiname nejdiive ¢tvercem a postupné vSemi Ctyruhelniky. V této casti je
uvodem pripomenuta klasifikace ¢tyiihelnikd a nasledné jsou feseny zajimavé
priklady. V podkapitole vénované trojihelnikiim je rovnéz pripomenuta jejich
Klasifikace. Vramci jednoho z prikladi je odvozen Héréniiv vzorec, vjiném
piikladu je ukazan dikaz véty o prickovém trojihelniku. V ¢asti vénované
pravidelnym konvexnim mnohouhelnikiim je odvozen vztah pro jejich obvod,

pro jejich obsah je odvozeni vztahu jen nacrtnuto.

Treti kapitola zahrnuje kruh a jeho ¢asti, kruhovou vyse¢ a kruhovou usec.
Castem kruhu je vénovana zvy$ena pozornost, nebot’ tyto rovinné dtvary byvaji
Casto na stiednich Skolach probirany jen okrajové. Na jednom z kol je mozné

zaktm priblizit exhaustivni metodu, pomoci nizZ byla odvozena hodnota cisla 7.

Ctvrta kapitola obsahuje piriklady a tdlohy na sloZené obrazce. Tyto tlohy
pomahaji zakim rozvijet logické mysSleni a mnohdy je mozZné poukazat na
nékolik zplisobt feseni jednoho problému. Z tohoto divodu obsahuje uvedena
kapitola nejvice uloh a prikladii a je jadrem této bakalarské prace.

Jednodussi ukoly z této sbirky mohou byt vyuZity i na niZ$im stupni gymnazia ¢i
na druhém stupni zakladni skoly. Vysledky ukolli uvedeny za c¢tvrtou kapitolou

této prace.



1. Obvod a obsah rovinnych utvara

Nez se zacneme zabyvat obsahy a obvody obrazcli, musime si byt jisti, Ze ovladame
terminy ze zakladni a stredni Skoly. V ptfipadé nejasnosti je moZné definice vétSiny
pojmu pouzitych v této praci dohledat napt. v Prehledu matematiky pro zdakladni skoly
a nizsi rocniky viceletych gymndzii od 0. Odvarka a . Kadlecka (2004), pripadné v jiné

ucebnici pro stiredni $koly. Nékolik pojm je pro lepsi pochopeni piipomenuto.

Obvodem obrazce rozumime délku cdry, kterd ho ohranicuje. Obvod znacime obvykle

pismenem o.

UKOL 1.1
Pro lep$i pochopeni pojmu obvod o si nyni nacrtnéte zahradu libovolného tvaru.
Predstavte si, Ze se chcete projit po hranici své zahrady a naméfit, kolik metrt plotu

bude potieba pro oploceni. Délka, kterou jste namérili, odpovida obvodu zahrady.

Obsahem S geometrického obrazce je kladné cislo, prirazené obrazci tak, Ze plati:

1. Shodné obrazce maji sobé rovné obsahy.

2. Skldda - li se obrazec z nékolika obrazct, které se navzdjem neprekryvaji, rovnd se
jeho obsah souctu jejich obsahti.

3. Obsah ctverce, jehoZ strana md délku 1 (mm, cm, ... ) je 1 (mm?, cni?, ... ).

V nasledujicich kapitolach si uvedeme vztahy pro vypocet obvodu o a obsahu § fady
rovinnych utvarti. Ve druhé kapitole se budeme zabyvat mnohouhelniky, zejména
trojuhelniky, Ctyftuhelniky a Sestithelniky. Ve tieti kapitole si procvi¢ime vypocty
ulohy. Ve jednotlivych kapitolach je diraz kladen zejména na vzorové reSené priklady
adalsi ukoly k procviceni. Vysledky nereSenych uloh jsou uvedeny vzavéru této

publikace.

UMLUVA

Pri feSeni prikladli a uloh pracujeme s ¢iselnymi hodnotami danych veli¢in. V takovém
pripadé jsou jednotky doplnény az v odpovédi. Pii uvadéni podminek vztahu mezi
obvody, nebo mezi obsahy se predpoklada, Ze vztahy jsou uvedeny ve stejnych
jednotkach. Pri teSeni uloh predpokladame znalost Pythagorovy véty, sinové

a kosinové véty.



2. Mnohouhelniky

V této kapitole se budeme zabyvat vypocty obvodu a obsahu rtznych mnohouhelnikii.
Zatneme stejné jako na zakladni Skole, tedy Ctyituhelniky. V celé této kapitole se

budeme zabyvat pouze konvexnimi mnohothelniky.

2.1 Cty¥thelniky
Ctyttihelnikem rozumime mnohotihelnik se ¢tyfmi vrcholy a étyfmi stranami. Nyni si

uvedeme jejich klasifikaci.

Na obr. 2.1 je pripomenuta klasifikace konvexnich ¢tyruhelnikd. Prvnim kritériem této
klasifikace je pocet dvojic rovnobéznych stran a v pripadé klasifikace rovnobézniki je
kritériem velikost jejich vnitinich thli. Pomoci druhého kritéria mizeme Kklasifikovat
ilichobézniky, ale vnaSich tvahach jejich klasifikaci dale nebudeme potrebovat a

z toho diivodu si ji nebudeme ani uvadeét.

OBECNE
CTYRUHELNIKY

PRAVOUHELNIKY
KOSOUHELNIKY

Obr. 2.1

Prvnim rovinnym ttvarem, pro néjz si uvedeme vztahy pro vypocet obvodu a obsahu,

je Ctverec.



2.1.1 Ctverec D C

o
Pro Ctverec o strané délky a plati tyto vztahy:
o0=4-a
€
S=a-a a
PRIKLAD 2.1 |
Je dan Ctverec ABCD. V zavislosti na délce jeho strany a A a B
vypocitejte obvod a obsah c¢tverce ACEF, ktery je Obr. 2.2
sestrojen nad jeho thlopftickou.
E
Reseni
Abychom mohli vypocitat obsah ¢i obvod Ctverce ACEF,
musime znat délku jeho strany. Nyni si délku strany AC D C
vyjadrime v zavislosti na délce strany ctverce ABCD F
pomoci trojuhelnika ABC. Kvypoctu vyuZijeme vétu € a
Pythagorovu a obr. 2.3.
2 2 _ 2
|AB|* + |BC|* = |AC| A a B
Obr. 2.3

Nyni dosadime délky stran dle obr. 2.3. Ziskame nasledujici vztah, ktery upravime:
2 2 _ 2
a“+a“=e

\/Eaze

Nyni zname délku strany Ctverce sestrojeného nad dhloprickou AC. Pro vypocet jeho
obsahu a obvodu mtzeme vyuzit nasledujici vztahy:
0=4-e

S=e-e

Nyni dosadime za nezndmou e a ziskame vysledné vztahy:
0=4V2-a
S=2-a-a

Obvod ¢tverce ACEF je 4+/2a, jeho obsah je 2a?.

UKOL 2.1
Je dan ctverec ABCD. Pojmenujte stied strany AB jako bod £ a stred strany BC jako F.
V zavislosti na délce strany a Ctverce ABCD vypocitejte obvod a obsah ctverce

sestrojeného nad tuseckou EF.

UKOL 2.2
Je dan ctverec KLMN. Oznacte stied strany LM jako S. V zavislosti na délce strany k&

Ctverce KLMN vypocitejte obvod a obsah ¢tverce sestrojeného nad tiseckou K.
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2.1.2 Obdélnik o c

Pro obdélnik s délkami stran a, b plati nasledujici vztahy: ;
o=2-(a+b)
A B
S=a-b “

PRIKLAD 2.2 Obr. 2.4

Dokazte nasledujici tvrzeni: ,Ze vSech pravoihlych rovnobézZnikii o shodném obsahu S

md ctverec nejmensi ciselny pomér mezi svym obvodem a obsahem.”

Reseni
Mezi pravouhlé rovnobézniky radime ¢étverec a obdélnik. Pomér mezi obvodem o,
" . .o 4a s . .
a obsahem S; Ctverce s délkou strany a je 5_1 = U obdélnika s délkami stran b a ¢
) :

, O 2c+2b . ; v . s .
plati S—Z =0 Dale vime, Ze oba obrazce maji stejny obsah, proto plati rovnost
3 .

a-a = c - b.Pro délky stran obdélnika predpokladejme, Ze plati nerovnost b > c.

Nyni zapiSeme nerovnost, kterou chceme dokazat:
4-a 2c+2b

<
a-a c'b

Obsahy obrazct se rovnaji, miizeme v nerovnosti nahradit soucin c - b sou¢inem a - a,
kterym nerovnost ihned vyndsobime. Ziskanou nerovnost upravime pomoci
ekvivalentnich tprav:
4-a<2c+?2b
2a<b+c

Protoze délky stran jsou vzdy kladné (a > 0,b > 0,c > 0), jsou kladné i vyrazy na obou
stranach nerovnice. Za téchto podminek je umocnéni ekvivalentni pravou. Po umocné-
ni ziskdme nerovnost, kterou vyuzitim ekvivalentnich tprav dale upravime:

4-a% < b?+ 2bc + c?

Nyni vyuZijeme rovnosti a - a = ¢ - b a dosadime za a?. Upravime:
4bc < b? + 2bc + ¢?
0 < b? — 2bc + c?
0< (b—rc)?

Vzhledem k predpokladu b > c je vyraz b — ¢ nenulovy, tedy vyraz (b — c¢)? je kladny,

a proto nerovnost 0 < (b — ¢)? plati. Vzhledem k pouzitym ekvivalentnim upravam

. . 4a _ 2c+2b
plyne znerovnosti 0 < (b —c)? platnost nerovnosti TZ< Cc_b

dokazano. [ ]

a tim je tvrzeni
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UKOL 2.3

Je dan obdélnik, jehoz délky stran a, b jsou v poméru 2:1. V zavislosti na délce strany a
vypocitejte obvod a obsah obdélnika.(Ndpovéda: Mezi délkami stran plati vztah
a = 2b. Postup, ktery Ize pouZit v této iiloze, je podobny postuptim z tiloh 2.1 a 2.2.)

UKOL 2.4

Je dan obdélnik s délkami stran a, b. V zavislosti na délkach jeho stran vypocitejte
obvod a obsah obdélnika sestrojeného nad jeho dhloptickou A je-li pomér délek stran
obdélnika zachovan. (Ndpovéda: Postup, kterym Ize vyresit tento tikol, je analogicky

k reseni prikladu 2.1. TéZ Vam miiZe pomoci obr. 2.4.)

UKOL 2.5

Kolikrat se zméni obsah .S obdélnika, pokud jeho rozméry zménime tak, Ze:

a) VSechny jeho strany budou polovi¢ni délky.

b) Délka jedné dvojice protéjsich stran bude dvakrat vétSi a délka druhé dvojice
protéjsich stran trikrat mensi.

c) Délka jedné dvojice protéjSich stran bude pétkrat vétsi a délka druhé dvojice
protéjsich stran o tietinu mensi.

d) Délka jedné dvojice protéjSich stran bude o Ctvrtinu vétsi a délka druhé dvojice

protéjsich stran o pétinu mensi.

2.1.3 Kosoctverec

Pro kosoctverec o strané délky a plati nasledujici vztahy: D a .
o0=4-a
S=a- vy, a Ya
kde v, je vyska kosoctverce, jak je vyznaceno na obr. 2.5. ’
Bod F'je patou vysky kosoctverce. _: K y
A E a B
PRIKLAD 2.3

Urcete délku strany, vySku a velikosti vSech wvnitinich dhli kosoctverce, jehoz
trojnasobek obsahu S je Ciselné roven pétinasobku jeho obvodu o. Zaroven plati, ze
vySka daného kosoctverce v, ma vici délce strany a polovi¢ni délku. Vypocitejte

velikost vSech vnitinich uhld.

Reseni

Uloha se zd4 na prvni pohled byt pomérné sloZita, jeji feseni je vsak snadné. Staci

podminky zadani prepsat do soustavy rovnic. Nejprve je zadano, Ze cCiselné je

trojnasobek obsahu pétindsobkem jeho obvodu, coz Ize zapsat nasledujicim vztahem:
3-S=5-0

Dosadime ze znamych vztaht pro vypocet obvodu a obsahu kosoctverce:

12



3ra'v,=20-a

Upravami ziskame vztah:
3-v, =20

P v 7Nz s Lo , rooz a ‘ 7 1.4
Nyni vyuZijeme druhé ¢asti zadani, kterd udava vztah v, = > Dosadime a ziskame:
a

3:-==20
2

40
a=—

3

Nyni Ize vypocitat vysku kosoctverce:

a

Vg ==

* 2
v _— 2
a3

Pro vypocet velikosti vnitfnich ahli @, 8 vyznacenych na obr. 2.6 plati @ < . Tuto

nerovnost je mozné predpokladat diky nasledujicim vlastnostem kosoctverce:

i) VKkosoctverci je vZdy dvojice protéjsich vnitinich hli stejné velikosti, ale vSechny
nejsou stejné velikosti.

ii) Vpripadé nutnosti lze vrcholy kosoctverce vhodné prejmenovat tak, aby

predpoklad a < 8 byl splnén.

Dale vime, Ze soucet velikosti vnitfnich Ghla D a c

v libovolném kosoctverci je 360°. Z téchto vlastnosti
plyne vztah a + f = 180°. Staci, pokud vypocitame a

velikost jednoho z dhli - napft. a.

A a B
Pomoci pravouhlého trojuhelnika AED (obr. 2.6)

a funkce sinus lze vypocitat velikost thlu a.

. va
sina = —
a

S vyuZzitim vztahu v, = - ziskame:

Ne

sina =

w N~

a= 30°

Ze vztahu a + = 180° je ziejmé, Ze velikost thlu § = 150°.

Délka strany kosoctverce je 43—0j. Vyska kosoctverce je ? j. Velikost ahlu DAB a BCD je

30°, velikost zbyvajicich vnitinich ahli kosoctverce je 150°.

13



UKOL 2.6

Naleznéte takovy kosoctverec, jehoZ obsah zvétSeny o 4 cm? je &iselné roven jeho
obvodu zvétSenému o jednu tietinu. Zaroven plati, Ze vySka daného kosoctverce je vici
délce jeho strany a ve stejném pomeéru jako délka strany ku délce uhlopricky

v libovolném c¢tverci. Vypocitejte velikost vnitinich uhlda.

PRIKLAD 2.4

Predstavte si, Ze bychom povaZovali ¢tverec za specidlni piipad kosoctverce, protoze
pro oba plati, Ze vSechny jejich strany jsou shodné délky. Za tohoto predpokladu
dokazte tvrzeni: ,Ze vSech kosoctvercii s délkou strany a md ctverec nejvétsi ciselny

pomér mezi svym obsahem a obvodem.”

Reseni

Je-li délka strany Ctverce i kosoctverce rovna a, pak i jejich obvody jsou si rovny -

" . y ;S -
v obou pripadech o = 4 - a. Pro pomér obvodu 0; a obsahu Ctverce S; plati 0—1 = i—:,
1
- y v . S : P I .
pro stejny pomér u kosoctverce plati vztah 0—2 = v:aa. Nyni mame zjistit, zda plati:
2
aa v;-a
4a 4a
Ptredchozi vztah lze ekvivalentnimi Upravami prepsat na:
a>vy,
D a .C

Pokud dokazeme posledni nerovnost, dokdazeme tim
i dané tvrzeni. Pro nazornéjsi vysvétleni si predstavme a Va
kosoctverec ABCD, ktery je spolu svySkou v, a jeji

patou £ vyznalen na obr. 2.7. VyuZijeme nyni a

pravouhlého trojuhelnika AED. Je zfejmé, Ze plati A E a B
nerovnost a > v, protoZze a je délka prepony

trojuhelnika AED. Analogicky mlzeme postupovat pri

volbé jiné strany a piislu$né vysky.[ |

PRIKLAD 2.5
Je dan kosoctverec ABCDs délkami Uhlopricek |[AC| = e a |BD| = f. Ovérte, zda pomoci

vztahu § = % lze vypocitat obsah kosoctverce.

Reseni
Predpokladejme, Ze vztah § = ez—f plati pro vypocet obsahu kosoctverce. Tento vztah se

avg

nyni pokusime upravit na tvar § =

14



Diky vyuziti kosinové véty v trojuhelnicich ABCa ABD lze s pouzitim znaceni z obr. 2.6
dosadit do vztahu S = % za délky uhlopricek z nasledujicich vztahti:
e?=2a%—2a-a-cosp

f?=12a%?-2a-a-cosa

Ziskame:

_ yJ2a%?—2a-a-cosp-V2a? —2a-a- cosa
B 2

Oznadme a ostry vnitini thel kosocCtverce a £ thel jeho vnitini tupy thel. Pro vnitini
uhly kosoctverce a, £ plati:
- Velikost protéjsich thli je shodna.

- Soucet libovolnych dvou sousednich uhli je 180°.

K dalsi tpravé vztahu nyni vyuZijeme vlastnosti funkce kosinus. Vyjadiime si cosf
pomoci cosa nasledujicim zplisobem:

cosf = cos(180° — a) = —cosa

Podrobnéjsi vysvétleni predchozi Upravy je mozné dohledat v uc¢ebnici Matematika

progymndzia od 0. Odvarka (1999). Za vyraz cosf nyni dosadime do vztahu

S = J2a?-2a-a-cosp2a?-2a-a-cosa
- 2

. Ziskame:

_\/2a2+2a-a-cosa-\/2a2—2a-a-cosa
B 2

Postupné upravujeme:

2a% -1+ cosa -1 — cosa
2

S=a?-y1-cos?a
S = a? -+/sina

Nyni je nutné si uvédomit, Ze thel « je ostry a tudiz hodnota sina je kladna. Proto plati

Vsin?a =| sina | = sina.

Rovnici S = a? - Vsin?a lze proto upravit na tvar:

S =a?-sina

Vyska v, kosoctverce je kolma na jeho stranu a lze ji pomoci vhodné zvoleného
pravouhlého trojihelnika (obr. 2.7) vyjadrit nasledujicim vztahem v, = a - sina. Po
dosazeni do vztahu S = a? - sina ziskdme nasledujici znAmy vztah:

S=a-vy,
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Ekvivalentnimi Upravami vztahu S = % jsme ziskali vztah § = a- v, .Vztah § = % lze

pouzivat jako vztah pro vypocet obsahu kosoc¢tverce.[ |

UKOL 2.7
Je dan ctverec ABCD s délkami uhlopticek |AC| =e a |BD| = f. Ovéite, zda pomoci

vztahu § = % lze vypocitat obsah ctverce.

UKOL 2.8
V kosoc¢tverci KLMN je dana velikost uhlopticek |KM|=e,|LN| = f. Vime, Zze
e: f =15:8. Vypocitejte velikost vnitfnich uhldi, obsah a obvod kosoctverce

v zavislosti na délce uhlopricky e. (Ndvod: VyuZijte podobnost.)

2.1.4 Kosodélnik

Pro kosodélnik s délkami stran a, b plati nasledujici

vztahy: 5 = —»C
o=2" (a + b) b o .
S=a- vy,
a B
Symbol v, zna¢i vysku kosodélnika, jak je vyznaceno A E a B
Obr. 2.8

na obr. 2.8. Bod Eje patou vysky.

PRIKLAD 2.6
Vypocitejte obvod a obsah kosodélnika ABCD, pokud pro délky stran a,b a vysku
v, plati a: b: v, = 4:3:2.

Reseni
Ze zadani plati nasledujici rovnosti:a =4 k,b =3k av, =2k, k € (0; o). Vzhledem
k tomu, Ze az na k-nasobek zname délku vSech stran kosodélnika, je mozné dopocitat

jeho obvod.
o=2(a+b)
o = 2(4k + 3k)
o=14k

Pro vypocet obsahu Splati:
S=a-vy,
S=4k-2k
S=8k?

V zavéru bychom si méli uvédomit, Ze obdélniki, které splnuji zadani této ulohy je

nekonecné mnoho - konkrétni feSeni vzdy zavisi na parametru k.

16



UKOL 2.9

Vypocitejte délky stran a, b a velikost uhlu a pro kosodélnik z prikladu 2.6, pokud vite,

Ze:

a) Obsah daného kosodélnika je 200 cm?.

b) Obvod daného kosodélnika je 91 cm.

c) Ciselné se obvod daného kosodélnika rovna jeho obsahu.

d) Ciselné se pétinasobek obvodu daného kosodélnika rovna trojnasobku jeho
obsahu.

e) Ciselné se obvod daného kosodélnika rovna jeho obsahu zvét§enému o 3 cm?.

2.1.5 LichobéZnik b

Pro lichobézZnik s délkami stran a, b, ¢, d

plati nasledujici vztahy: ¢

o=a+b+c+d

g = vg (a+c) A
2
Symbol v, znaci vysSku lichobéznika, jak je Obr. 2.9

uvedeno na obr. 2.9. Bod £ je patou vysky.

PRIKLAD 2.7

Je dan ctyruhelnik, jehoZ dvé protilehlé navzajem rovnobéZné strany maji pomér délek
1:3 a jehoZ obsah je 250 m?. Nejdel$i strana ¢tyrthelnika je rovnobéZna s protéjsi
stranou a je o 6 metri delsi neZ jeho nejdelsi sousedni strana. Vzdalenost rovnobéznych
stran ctyruhelnika je 11 metrd. Urcete typ ctyruhelnika. Vypocitejte obvod daného

Ctyiuhelnika s presnosti na 2 desetinna mista metru.

Reseni

Ctyithelnik ma pravé jednu dvojici rovnobéznych stran (druha dvojice stran nebude
rovnobéznda, protoze dvé navzajem rovnobézné strany cCtyituhelnika nejsou stejné
velikosti, a tudiz zbylé dvé strany nemohou byt navzajem rovnobézné). Jedna se o

lichobéznik a jeho vrcholy nyni oznacme postupné 4, B, G, D.

Zname obsah lichobéZnika a nyni si jej nacrtneme. Predpokladejme, Ze strana a je
nejdel$i. Pokud téZ predpoklddame, Ze b je zminénd, o 6 m kratsi, sousedni strana,
potom je ze zadanych ddaji mozZné urcit nasledujici zavislosti mezi stranami
b=a-6,c= g Dale zname vysku lichobéZznika v, = 11. MizZeme vypocitat délku
strany a ze vztahu pro obsah lichobéznika:

_(a+c)-v,

S
2
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Po dosazenizac, v, a § ziskdme:

(@+3)-11
¥ 50
2
4 500
3T 11
a= 31—715ﬁ34,09

Nyni je mozné vypocitat i velikosti dalSich stran pomoci vztahib = a — 6,¢ = g

b=a—6=234,09 -6 = 28,09
a 34,09

22 L4136
€=3 3

Pred vypoctem délky posledni strany lichobéznika je nutné si uvédomit, Ze lichobéznik
neni zadan jednoznacné. Dand tloha ma 2 feseni, coZ je ilustrovano na obr. 2.10. Resenf
pro lichobéznik ABC;D; je znaCeno indexem 1, feSeni pro lichobéZnik ABC,D, je

znaceno indexem 2.

Uréeme velikost tisecky BF; (obr. 2.10) pomoci pravouhlého trojihelnika F; BC;, kterou
nasledné budeme potiebovat pri vypoctu délky strany d;. V pravouhlém trojuhelniku
F,BC; plati véta Pythagorova, tedy:

|BF1|2 = |BC1|2 - |FC1|2

|BF;|? = (28,09)% — 112

|BF;| = 25,85

Obr. 2.10

Dale vypocteme délku usecky AF;. Z obrazku je patrny nasledujici vztah:
|AF1| = |AB| + |BF,|
|AF;| = 34,09 + 25,85
|AF;| = 59,94

S pomoci obr. 2.10 je mozné zjistit i velikost usecky AE;. Vime, Ze C; D, E; F; je obdélnik,
a proto plati |E; F;| = |C,D,| = 11,36. Velikost usecky AE; lze vypocitat z nasledujiciho
vztahu:

|AE;| = |AF;| — |E1F;]

|AE,| = 59,94 — 11,36
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|AE,| = 48,58

Pomoci trojihelnika AE; D, 1ze vypocist délku posledni strany lichobéZnika, tedy:
|AD;|? = |AE;|? + |D;E; |?
|AD;|? = 48,58 + 121
|AD;| = 49,81

Nyni jiz miizeme vypocitat obvod ze vztahu:
oo=a+b+c+d;
0, = 34,09 + 28,09 + 11,36 + 49,81
0, = 123,35

Nyni vypocitdme obvod lichobéZnika ABC,D,. Vzhledem k tomu, Ze trojuhelniky F; BC;
a F,BC, jsou shodné, je i délka strany F,B shodna s délkou strany F; B, tedy ptiblizné
25,85 m. Dale ur¢ime délku usecky AF,, jejiz délku budeme potiebovat pro vypocet
délky strany d,. Z obrazku 2.10 je patrny nasledujic{ vztah:

|AF,| = |AB| — |BF;]|

|AF,| = 34,09 — 25,85

|AF,| = 8,24

Z obrazku lze dale vycist i velikost usecky AE,. Vime, Ze C,D,E,F, je obdélnik, a proto
plati |E,F,| = |C,D,| = 11,36. Velikost usecky AE, lze vypocitat z nasledujiciho vztahu:
|AE,| = |E3F,| — |AF,|
|AE,| = 11,36 — 8,24

|AE,| = 3,12

Pomoci trojihelnika AE, D, uré¢ime délku posledni strany lichobéznika, tedy:
|AD,|* = |AE,|* + | D, E, |?
|AD,|? = 3,122 + 121
|AD,| = 11,43

Obvod 0, miiZzeme vypocitat ze vztahu:
o,=a+b+c+d,
0, = 34,09 + 28,09 + 11,36 + 11,43
0, = 84,97

Obvod lichobéznika je priblizné roven bud’' 84,97 metrd, nebo 123,35 metrd.
UKOL 2.10

V zavislosti na délce strany k vyjadrete vztah pro obsah lichobéznika KLMN, pro jehoz
délky stran plati: k = 2m al = 2n a dale vime, Ze |[XLKN| = 60°.
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UKOL 2.11

Vypocitejte obvod a obsah lichobéznika S7UV, pokud pomér délek stran t,u, v a vySky
vskestrané sjet:u:v:v, =10:26: 17 : 8 a pozadujeme-li, aby:

a) Jeho obsah byl maximalni.

b) Jeho obsah byl minimalni.

(Ndpovéda: Vobou pripadech nejprve lichobézZnik sestrojte ve vhodném méritku.

Ndsledné tilohu reste obecné.)

2.1.6 Deltoid
Deltoid patii mezi obecné ctyruhelniky. Pro

deltoid s délkami stran a,a,b,b plati

nasledujici vztahy:

0 = 2a + Zb Obr. 2.11
s= ¢
2

V predesSlém vztahu symboly e, f znaci délky ahlopricek deltoidu, které je mozné
z trojuhelnikt ACDa BCD pomoci kosinové véty (obr. 2.11) takto vypocitat:
e?=a?+b?>—2a-b-cosp
f2=b%>+b?>—-2b-b"cosa

Zajimavé je, ze vztah pro vypocet obsahu S deltoidu je stejny jako pro obsah

libovolného ¢tverce Ci kosoctverce, jak bylo ukazano v prikladu 2.5 a tikolu 2.7.

PRIKLAD 2.8

Vypoctéte obsah deltoidu ABCD o obvodu 42 m, je- li pomér jeho stran a:b = 7:5.
Velikost thlopticky e je shodna s délkou strany a, velikost uhlopricky f je shodna
s délkou strany b.

Reseni
Mame zadany obvod a pomér dvou stran deltoidu. Nejprve si délku strany a vyjadiime
v zavislosti na délce strany b pomoci vztahu:

a_7
b 5

7
a=-=>b

Nasledné si napiSeme vztah pro obvod a dosadime za délku strany a a obvod.

o=2a+2b
14
42:?b+2b
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i 5 .y .
Ziskame b = %. Ze vztahu a = gb vypocitame délku strany a.

a=-=>b

5
7 105 49
5 12 4

Pro vypolet obsahu deltoidu vyuZijeme rovnosti a =e,b = f. Nyni ur¢ime obsah

pomoci vztahu:

e-f
S=
2
49 105
4 12
§=2 12
2
S =53,59

Obsah zadaného deltoidu je priblizné roven 53,59 m?2.

UKOL 2.12

Vypocitejte pomér délek stran a: b deltoidu, pokud vite, Ze dle znaceni na obr. 2.11 plati
pro pomér jeho uhlopti¢ek vztah e: f =4:7 a pro pomér délky strany aa délky
Uhlopricky e platia : e = 5 : 6. Vypocty provadéjte s presnosti na 2 desetinna mista.

UKOL 2.13

Jak se zméni obsah daného deltoidu, pokud:

a) Jednu dhlopricku prodlouzime na dvojnasobek ptivodni délky.

b) Jednu thlopricku zkratime na tretinu ptivodni délky a druhou prodlouzime
o tretinu.

c) Jednu uhlopticku zkratime o pétinu a druhou pétkrat zvétsime.

2.1.7 Obecny ¢tyitihelnik

Pro obecny c¢tyridhelnik s délkami stran a, b, c,d plati c

pro obvod nasledujici vztah:

o=a+b+c+d

Obecny vztah pro vypocet obsahu S libovolného

¢tyruhelnika zavisi na velikostech jeho vnitfnich uhlt.

> g
m

Pokud chceme vypocitat jeho obsah a nezname
velikosti vnitfnich whld, je nutné dany ctyruhelnik Obr. 2.12
rozdélit na casti, jejichz obsah jiz vypocitat umime ci

jejichZ obsah se naucime pocitat v nasledujici kapitole.
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UKOL 2.14

Vypocitejte obvod ctyruhelnika se stranami a, b, ¢, d, pokud vite, Ze plati nasledujici
rovnosti: 2a+4b +c =23,3a +4c — 6d = 0,3a — 4b +5c —2d = 23, o2 =2,
Nasledné sestrojte libovolné 3 cCtyruhelniky, které splnuji zadani této ulohy. Jaky
bychom ziskali Ctytrtuhelnik, pokud vime, Ze strana a je rovnobézna se stranou c¢? Dany
Ctytuhelnik klasifikujte a vypoctéte jeho obsah. Pfedpokladejte, Ze ziskané délky stran

jsou v centimetrech.
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2.2 Trojuhelniky

Trojuhelnik je mnohodhelnik se tfemi stranami a tfemi vrcholy. Klasifikace
trojuhelnikt je na obr 2.13. Prvnim Kkritériem klasifikace je velikost vnitfnich thld,

druhym velikost stran.

PRAVOUHLY
TROJUHELNIK

TUPOUHLY
TROJUHELNIK

DLE VELIKOSTI VNITRNICH UHLU

DLE DELKY STRAN

OBECNY
TROJUHELNIK

Obr 2.13

Pro kaZdy trojuhelnik s délkami stran a, b, ¢ a vySkou v, plati:

o=a+b+c
a- v,
2

5= [3G-9G-1G)

Poslednimu z vyse uvedenych vztahti se fika Hérénlv vzorec. Tento vztah je zajimavy

S =

tim, Ze diky nému lze vypocitat obsah trojuhelnika, kdyz zname pouze délky jeho stran.

PRIKLAD 2.9

DokaZte nasledujici tvrzeni: ,Je ddn trojithelnik ABC se
stredy stran Sg,S,,S.. Trojuhelnik S,S,S. ma vici
trojuhelniku ABC polovicni obvod a ctvrtinovy obsah.”

Reseni

Nejprve urcime vztah pro obvod. Dikaz vychazi
z vlastnosti stfedni pricky trojuhelnika, kterd spojuje Obr. 2.14

stredy dvou stran a je rovnobézna se stranou, se kterou
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nema zadny spoleény bod. Vi této strané ma stiedni pri¢ka polovi¢ni délku. Usecka
Sq (obr. 2.14) je stfedni prickou vzhledem ke strané a, useCka sj, je stredni prickou
vzhledem ke strané b, usecka s, je stiedni prickou vzhledem ke strané c. Z toho plyne,
Ze vSechny délky stran piickového trojuhelnika S,S,S. jsou vici délkam stran
ptvodniho trojuhelnika ABC polovicni, a proto je i obvod prickového trojihelnika

polovic¢ni.

Pomoci strednich piicek jsme rozdélili trojuhelnik ABC na 4 shodné trojuhelniky,
nebot’ kazdy z nich ma pravé jednu stranu délky %, pravé jednu stranu délky g a pravé
jednu stranu délky % JelikoZ obsah celého trojuhelnika je rozdélen mezi 4 shodné

trojuhelniky, pak obsah kazdého z nich je vii¢i obsahu trojihelnika ABC ctvrtinovy.

Timto je tvrzeni dokazano. [ ]

PRIKLAD 2.10 (
Dokazte, Ze pro vypocet obsahu trojihelnika ABC
s obvodem o plati Hérontv vzorec: ° - b
0 0 0 0
s= 13 G-9G-2)G-9) . S ¥

v Obr. 2.15
Reseni
Béhem dlikazu budeme pracovat s obr. 2.15 a vyuzivat jeho znaceni. Oznacime velikost
useCky PC jako x. Na obr. 2.15 jsou vyznaceny dva pravouhlé trojihelniky, ve kterych
plati Pythagorova véta a tedy i nasledujici vztahy:
(a—x)?+v?=c?

x% +v?%=h?

Vyraz (a —x)? vprvni rovnici upravime podle vzorce (A — B)? = A*> — 2AB + B?
a nasledné odecteme druhou rovnici od prvni. Ziskame:

a’? —2ax = c? — b?

Z tohoto vztahu vyjadrime neznamou x:
a’> —c?+b? = 2ax
a? —c? + b?
2a

Vyuzijeme nerovnosti b > x, ktera je splnéna, nebot odvésna pravouhlého trojihelnika

je vzdy krat$i nez jeho prepona (obr 2.15). Nasledné do rovnice x% + v? = b? dosadime

a? — c2 + p2\*
(—) + v2 = b2

za x a vyjadiime v:

2a
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a? — c? + b2\*
2=b2_
()

a? — c2 + bh2\?
v= b2 —[——
2a

Pravé diky nerovnosti b > x vime, Ze vyraz pod odmocninou je kladny a tudiZ posledni

Uprava byla ekvivalentni. Upravime tento vyraz na spole¢ny jmenovatel a ¢astecnym

odmocnénim ziskame:

3 \/4a2b2 — (a? — c? + b2)?
vE 2a

Nyni tento vyraz dosadime do vzorce pro vypocet obsahu trojuhelnika a vhodné

upravime.
G a-v
)
. a /4a?b? — (a? — c? + b?)2
-2 2a
J4a2b? — (a? — c2 + b2)?
S = 2

V dal$ich tpravach opakované vyuZijeme vzorce (A — B)? = A? — 2AB + B? a také
vzorce A> — B> =(A—B)- (A +B).

JI2ab — (a2 — c2 + b2)] - [2ab + (a? — c? + b?)]

4
G J(=a? + 2ab + c? — b?) - (a? + 2ab + b2 — c?)
B 4
VI = (@= by [(a+ b2 = c7]
5= 4
G \/(c+a—b)-(c—a+b)-(a+b+c)-(a+b—c)
B 4

Upravime tak, aby v kazdé zavorce byl obsaZen soucet vSech délek stran, tj.a + b + c.

G \/(c+a+b—2b)-(c+a+b—2a)-(a+b+c)-(a+b+c—2c)
B 4

Nyni vyuZzijeme vztahu pro vypocet obvodu trojuhelnika o = a + b + ¢ a upravime:

G (o—2b)-(0—2a)-0-(o—2c)
B 16

G (O—Zb)‘(o—Za)‘o‘(o—Zc)
a 2 2 2 2
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Dokazali jsme platnost Hérénova vzorce.| |

UKOL 2.15

Je dan trojuhelnik PQR. Oznacme m jeho vnitini thel pii vrcholu Pa p jeho vnitrni thel
pfi vrcholu R S presnosti na jedno desetinné misto vypocitejte obsah a obvod
trojuhelnika PQR, pokud:

a) p=8cm,g=11cm, r=15cm

b) p=8cm,t, =6cm,v,=53cm

c) p=7cm,m=2519"ap=107°6

Vysledny trojuhelnik klasifikujte podle obr. 2.14.

UKOL 2.16

Vypocitejte, jak se zméni obsah trojuhelnika ABC pokud:

a) Délku strany a zvétSime o jednu Ctvrtinu, vysku trojuhelnika v, zvétSime na jeji
dvojnasobek.

b) Vysku trojuhelnika zmensime o tfetinu a nasledné zvétSime o 20 %.

c) Vysku trojuhelnika zvétSime na 1,25nasobek ptvodni délky a zakladnu zkratime

o pétinu.

UKOL 2.17
Vypocitejte obvod a obsah trojuhelnika ABC, pokud vite, Ze pro pomér velikosti
vnitfnich Ghla plati a: f:y =4:9:11 a jeho obvod je 1 m. Vypocty provadéjte

s presnosti na jedno desetinné misto.

UKOL 2.18 (Pepikova hidanka)

Pepikiiv soused ma zahradu ve tvaru trojuhelnika a dal za kol Pepikovi spocitat jeji
vyméru. Pepik zméril rozméry zahrady, avSak udaje ztratil. Zapamatoval si jen dva
udaje. Za prvé, Ze délka nejdelsi strany je o 85 metra kratsi nez soucet délek zbylych
stran zahrady. Za druhé, Ze rozdil délek dvou kratSich stran je roven délce nejkratsi
strany této zahrady. Pomozte Pepikovi vypocitat rozméry této zahrady.
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2.3 Pravidelné konvexni mnohotihelniky

Pro pravidelné konvexni mnohotuhelniky s n stranami délky a

plati pro vypocet obvodu vztah:
o=n-+-a

Nebudeme uvadét vztah pro vypocet obsahu S kvili jeho Obr. 2.16
slozitosti. Misto toho si ukaZeme navod, jak lze urcit obsah n-

thelnika s jiz ziskanymi znalostmi.

Pokud spojime kaZdy vrchol n-thelnika sjeho stredem,
ziskame n trojuhelnikd. V pripadé, Ze je n-thelnik pravidelny,
ziskdme n shodnych rovnoramennych trojihelnikid, pro V
pravidelny Sestitthelnik ziskdme Sest rovnostrannych

trojuhelniki. Obsah kazdého ztéchto trojihelnikii budeme Obr. 2.17

znacit S. Plati:

SZTl'ST

Vypoctem obsahu trojihelnika jsme se jiz zabyvali v kapitole 2.2. S pomoci obr 2.17
zjistime, jak lze vypocitat velikost dhlu ¢. Velikost thlu u vrcholu § v kazdém ze
shodnych trojuhelniki je stejnd, proto plati:

n-¢@ = 360°

Z toho davodu pro velikost thlu ¢ plati vztah:
360°

<P=T

PRIKLAD 2.11
Je dan pravidelny pétithelnik o délce strany a. Urcete

vztah pro jeho obvod a obsah.

Reseni
Je-li zaddna délka strany pétitihelnika, pak jeho obvod

vypocitat ze vztahu:

_ A @ p a
0 =5a 2 3
Obr. 2.18

Nyni vypocitame obsah pétiuhelnika, ktery lze rozdélit na 5 shodnych rovnoramennych
trojuhelnikl (obr. 2.18). Velikost thlu ¢ je proto 72°. Pro urceni obsahu trojihelnika
ABS je nejprve nutné najit vztah mezi vySkou v trojihelnika ABS a délkou jeho
zakladny a.
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Trojuhelnik ABS je moZné rozdélit vySkou v na dva shodné pravouhlé trojihelniky

(obr. 2.18). V obou vzniklych trojuhelnicich plati nasledujici vztah:

a
N2
t9(3) =5
Z tohoto vztahu si vyjadrime vysku v, piricemZ dosadime velikost thlu ¢.
a
_ 2
tg(36°)
Pro obsah trojuhelnika ABS plati:
6 a-v
T 2

Dosadime za vySku v a po Gpraveé ziskame:
a? 1

S —_ o —_—
™ 4 tg(36")

Vime, Ze zadany pétithelnik se sklada z péti shodnych trojuhelniki o obsahu S;. Proto
plati vztah:
S = 5 - ST

Po dpraveé:
1
tg(36°)

s=5.%
)

Pro obvod pétithelnika s délkou strany a plati vztah o = 5a, pro vypocet jeho obsahu

co_g.at 1
platiS =5 Gy
UKOL 2.19

Vypocitejte obsah a obvod pravidelného pétiuhelnika, jehoz strany maji délku 2 cm.

POZNAMKA 2.1

V ndsledujicim tikolu budou pouZivany tyto symboly:
a - délka strany n-uhelnika

r- polomér kruZnice vepsané n-tihelniku

R- polomér kruZnice opsané n-uhelniku

S pomoci obr 2.19 si uvédomte, Ze polomér r odpovidd

vysce trojithelnika ABS, zatimco polomér R odpovidi

délce strany AS a BS. Pomoci zadanych tdaji a véty
Pythagorovy Ize vypocitat délku strany mnohotihelnika.
Tim Ize tikol 2.20 resit obdobné jako priklad 2.11.

Obr. 2.19
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UKOL 2.20
S presnosti na desetiny centimetru urcete obvod a obsah pravidelného n-tihelnika,
vime- lj, Ze:

a) n=7a=6cm

b) n=6R = 10cm

c) n =871 =6cCm

d) n = 5,obsah a délka strany mnohotuhelnika jsou si ¢iselné rovny
e) n=10,R = 2r

f) n =18,a = 4cm

g) n = 360,R = 5cm

h) n = 360,r = 5cm
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3. Kruh a jeho ¢asti

Uvodem si pripomefime, Ze kruZnici rozumime mnoZinu
vSech bodt v roving, které maji od daného bodu stejnou
vzdalenost r, r € (0;0). Kruhem rozumime mnozinu
vSech bodi vroving, které maji od daného bodu

vzdalenost r ¢i mensi, r € (0; o).

3.1 Kruznice a kruh Obr. 3.1
Pro vypocet obvodu a obsahu kruhu (obr. 3.1) o poloméru r plati vztahy:

0 = 2mr

S = mr?

PRIKLAD 3.1

S presnosti na dvé desetinna mista vypocitejte polomér kruhu, pro ktery plati, Ze:

a) Ciselné se obsah kruhu rovna jeho obvodu.

b) Ciselné je trojnasobek obsahu kruhu zmens$eny o 1 m? roven dvojnasobku jeho
obvodu zvétSeného o 5 m.

Reseni

a) Zezadani plyne nasledujici rovnost:

Vyuzijme vztaht pro vypocet obvodu a obsahu kruhu a vyjadiime jeho polomér r:
mr?=2m-r

r=2
Polomér kruhu je 2 j kde j je prislusna jednotka délky.

b) Ze zadani plyne nasledujici rovnost:
3§—1=20+5

Dosadime ze vztaht pro vypocet obvodu a obsahu kruhu a upravime.
3m r?—1=4m-r+5

3mr?—4mr—6=0

Koreny této rovnice urcime pomoci diskriminantu s tim, Ze pro jejich vypocet
pouzijeme aproximaci m = 3,14. Koreny kvadratické rovnice jsou r; = 1,71 m
ar, = —0,37 m. Polomér kruhu nemize byt zaporny a tudiZ jedinym reSenim je

polomér kruhur; = 1,71 m.
Polomér kruhu je ptiblizné 1,71 m.
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UKOL 3.1

S presnosti na dvé desetinna mista proved’te vypocet obvodu a obsahu kruhu, pokud:
a) Polomeér kruhu je 2,8 cm.

b) Primeér kruhu je 9 cm.

c) Polomér kruhu je 7cm.

UKOL 3.2

Sestrojte kruznici k o libovolném poloméru. Tato kruZnice vymezuje kruh K. Nasledné
sestrojte takovou kruZznici / kterd ma s kruznici k pravé jeden spole¢ny bod a zaroven
plati, Ze primér kruznice k£ je polomérem KruZnice / kterd vymezuje kruh L. Nasledné
sestrojte takovou Kruznici m, ktera ma s kruznici [ pravé jeden spole¢ny bod a zaroven
plati, Ze primér KruZnice / je polomérem Kruznice m. Timto ziskame kruh M. Urcete,
kolikrat je vétsi obvod a obsah kruhu M neZ obvod a obsah kruhu A

UKOL 3.3

Jsou dany tri kruhy oznacené A4, B, C. Vypocitejte obvod a obsah vSech uvedenych

kruhi, pokud jsou zadany tyto podminky:

i) Polomér kruhu A4 zmenseny o jeden centimetr je trojnasobkem poloméru kruhu B
zvétSeného o centimetr.

ii) Obsah kruhu C je 0,64nasobkem obsahu kruhu A.

iii) Obvod kruhu 4 zmenSeny o 70 % je roven obvodu kruhu B zvétSeného o pétinu.

UKOL 3.4

S presnosti na desetiny centimetru vypocitejte obsah a obvod kruhu o poloméru 5 cm.
Vypoctené hodnoty porovnejte s obsahem a obvodem mnohothelnikd v ukolu 2.20,
casti g) ah).

3.2 Casti kruZnice
Na obr. 3.2 je vyznacena kruznice k o poloméru r a rizné v
body A, B, X,Y. Dva rtizné body 4 a B rozdéluji kruznici na
dvé ¢asti, které se nazyvaji kruznicové oblouky - dle obr. 3.2
je oznac¢ime AXB a AYP. Uhel «a prislusi oblouku AXB,

zatimco twhel § prislusi oblouku AYB. Uhel sevieny (
useCkami AS, BS budeme nazyvat stfedovym uhlem. b
Kruznicovy oblouk je jednozna¢né zadan polomérem r A
kruznice, jejiz je soucasti a prisluSnym stiedovym thlem.

X
Pro délku / kruznicového oblouku s polomérem r a stredo- Obr. 3.2

vym thlem a (jehozZ velikost dosazujeme ve stupnich) plati:
a

360°

l=2m-r-
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UKOL 3.5

Jaka je vzajemna poloha kruznice k a piimky A8 na obr. 3.2? Své tvrzeni zdivodnéte.

UKOL 3.6
yirr . .22, . . N
Za pouZiti aproximace w = — urcete délku kruznicového oblouku vymezeného kruznici

o poloméru r a velikosti ptrislusného stiredového uhlu ¢, je - 1i dano:
a) r=5cm,a=120°

b) r=42cm,a=72°

3.3 Casti kruhu

Uvodem si pfipomerime dva rovinné ttvary, které jsou ¢asti
kruhu s hrani¢ni kruznici k. Jedna se o kruhovou vysel
a kruhovou tusec. Jsou-li dany 2 rtzné body A, B na kruznici
k se stredem S, pak usecky A4S, BS déli kruh na dvé kruhové
vysece (obr.3.3 a 3.4). Kruhova tuse€ je Cast kruhu omezena
kruznicovym obloukem a useckou, ktera spojuje krajni body

daného kruznicového oblouku (obr. 3.7 a 3.8).

3.3.1 Kruhova vysec
Pro kruhovou vyse¢ (obr. 3.3, obr. 3.4) urcenou kruhem o

poloméru r s velikosti stfedového thlu @, a € (0°,360°)1,

plati nasledujici vztahy:
a
o=2r+2-mr-——
360

a=75°

PRIKLAD 3.2

Urcete pomér mezi obsahem kruhové vysece se stredovym
uhlem velikosti 75° a obsahem c¢tverce ABCD délky strany
a podle obr. 3.5.

Reseni
Nejprve oznac¢ime obsah kruhové vysece jako S, a obsah Obr. 3.5
Ctverce jako S. NapiSeme vztahy pro jejich obsahy:
, 75
Sy=m-a '360°

S=a?

Odtud ziskame:

! pokud plati @ = 360°, pak se jedna o kruh.
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5_V= m-at =y
S a?
Sv_15T[
s 72

157

Pomér obsahu kruhové vysece a ¢tverce je E7S

UKOL 3.7

S presnosti na setiny centimetru vypocitejte obvod a obsah kruhové vysece, ktera je
¢asti kruhu o poloméru r, jejiz stiedovy thel je a, je-li dano:

a) r=11cm, a=53"13"

b) r=8,3cm,a=259°27"

c) r=ecma=78"

(Pozndamka: Pri reseni tohoto prikladu pocitejte s pribliZznou hodnotou e = 2,72cm.)

UKOL 3.8

Jak se zméni obsah kruhové vysece, ktera je ¢asti kruhu o poloméru r, jejiz stredovy
uhel je a, pokud:

a) ZvétSime stiedovy thel a o polovinu.

b) ZvétSime polomér r na dvojnasobek.

¢) ZmenSime polomér r na tretinu.

d) ZmenSime polomér r o tietinu.

e) ZvétSime stredovy thel a 0 20 % a zaroven zmensSime polomér r o 20 %.

3.3.2 Kruhova usec
Pro kruhovou use¢ (obr. 3.7 a obr. 3.8) uréenou kruznicovym obloukem o poloméru r

a s prislusnym stiedovym thlem a, a € (0°,360°), plati nasledujici vztahy:

a . a
Pro a € (0; 180°) 0=2-r-<n-—o+sm(—))
360 2
S=m-72. 2 4 Y
360° 2
Pro a = 180° O=TmT"T
2
_mr
§= 2
. . a . (360°—«a
Pro a € (180°; 360°) o=2-r-(n-—o+sm( ))
360 2
a av
S = 71"7"2'—0+ "
360 2

V predchozich vztazich je v souladu s obr. 3.7 a 3.8 pouzit symbol a pro délku tusecky
AB asymbol v, pro délku tsecky SC. V daném obrazku odpovida velikost dhlu

velikosti uhlu g.
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Obr. 3.7 Obr. 3.8

PRIKLAD 3.3
Kolikrat se zvétsi obsah kruhové useCe, kterd je vymezena
kruznicovym obloukem o poloméru r, pokud: »
a) ZvétSime polomér r na dvojnasobek. |
b) ZmenSime polomér r o tfetinu. ‘B
c) ZvétSime polomér r o 35 % a nasledné zmenSime
o Ctvrtinu.
d) ZmenSime polomér r o sedminu a nasledné zvétSime Obr. 3.9
o polovinu.

Velikost ptislusného stredového thlu aje konstantni (neménnd).

Reseni
VSechny casti tohoto prikladu se fesi podobné a z toho divodu zde bude ukazkové

vyfreSena pouze ¢ast c).

Oznacme si plvodni polomér kruhu vymezujici kruhovou usec jako r, polomér po
zvétSeni jako r"a polomér po zmenseni rozmért jako r”7 Ze zadani plynou nasledujici
vztahy:

r"=1,35r

r”=0,75r"

Do prvni rovnice dosadime za r” ze druhé rovnice. Ziskame:
r”"=1,35-0,75r
r”=1,0125r

S pomoci obr. 3.9 a s vyuZitim zavedeného znaceni odvodime nasledujici vztahy:
or-sin()
a=2r-sin(=
2

Vg =7 COS (%)
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Dosadime do vztahu pro vypocet obsahu kruhové tisece? a upravime.
a a a

—  —7r2.¢in(=)- —_

s sin(z) os 3)

S=r?. {n%— sin (%) - cos (%)}

Takto jsme odvodili vztah pro obsah kruhové uUsefe urcené kruhem o poloméru r

S=m-r?:

a prisluSnym stredovym udhlem a. Pro obsah S vysledné kruhové tsece urcené

kruZnici o poloméru r”” plati tento vztah:

S = (r")?- {n 3:0" — sin (%) * cos (%)}

Diky ziskanym vztahlim lze nyni dat do poméru Sa &.

s7_ @ {rggy —sin(z) cos (3)}

S {ragy sin(z) s (7))

Upravime a ze vztahur” = 1,012 5r dosadime za r”’ Ziskame:

5
5= 1,025 156 25

Obsah vysledné kruhové usece je 1,025 156 25nasobkem obsahu ptvodni kruhové

usece, tedy lze Tici, Ze obsah kruhové tsece byl zvétSen ptiblizné o 2,52 %.

UKOL 3.9

Vypocitejte obvod a obsah kruhové tisece, ktera je vymezena kruznicovym obloukem
o poloméru r se sttedovym thlem velikosti &, je-1i dano:

a) r=69cma=79°5"

b) r=15dm,a=211°49’

(Poznamka: Pri reseni tohoto prikladu pocitejte s pribliZznou hodnotou m = 3,14 a

s presnosti na milimetry.)

’ P¥iklad je déle FeSen pouze pro pfipad a < 180°, obdobn& bychom mohli provést vypocet pro
a = 180°, pficemz bychom dospéli ke stejnému vysledku.
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4. SloZené obrazce

V této kapitole se budeme zabyvat obsahy a obvody
sloZzenych obrazcli. Na zakladé vlastnosti obsahu
uvedenych vprvni kapitole budeme nyni fteSit
ulohy, ve kterych budou vyuzivany i dalsi vztahy
z piredchozich kapitol.

PRIKLAD 4.1

Vyjadrete obsah tmavé vybarvené ¢asti obrazce na

obr. 4.1 vzavislosti na poloméru zobrazené

kruznice. KruZnice a kruznicové oblouky na tomto Obr. 4.1

obrazku maji shodny polomér r.

Reseni

K vypoétu obsahu budeme vyuzivat vztah pro vypocet obsahu kruhu S = 7 - r2.

Obrazec ndm miZe pripominat kvétinu se Sesti okvétnimi listky. Nejdrive vyjadrime
obsah jednoho “okvétniho listku“. Z obr. 4.1 plyne, Ze vSechny okvétni listky jsou
shodné a zaroven kazdy okvétni listek se sklada ze dvou shodnych kruhovych usedi.
Cely obrazec je tedy sloZen z 12 shodnych kruhovych tseci.

Na obr. 4.2 vidime modfe vyznacenu jednu kruhovou usec,
ktera tvori jednu dvanactinu obsahu daného obrazce. D
Z definice kruznice je patrné, ze délka usecky AD je r stejné
jako polomér kruznice se stfedem B kterd vymezuje danou

kruhovou tsec.

0 kruhové useci vime, Ze polomér kruznice, ktera ji ohrani-

Cuje, je r. Velikost usecky AD je téz r. Z obr. 4.2 vyplyva, Ze ve- Obr. 4.2
likost prislusného stiedového thlu o < 180°. Nyni dosadime

tyto udaje do vztahu pro vypocet jejiho obsahu Sy, ziskame:

Sg=m 1t —— 28 (4.1)

360° 2
Trojuhelnik ABD je rovnostranny (obr. 4.3). Shodnou délku vSech jeho stran si nyni
odivodnime. Body B a D lezi na kruznici, kterd ma stired vbodé A4, proto plati
|AD| = |AB|. Body A a Blezi na kruznici se stifedem Da tedy |AD| = |BD|. Z poslednich
dvou rovnosti plyne: |AD| = |AB| = |BD|. Trojuhelnik ABD je rovnostranny se
stranami délky r. V rovnostranném trojuhelniku plati, Ze velikost jeho vSech vnitinich

uhli je rovna 60°, a proto a = 60°.

36



Nyni oznaéme stfed strany AD jako bod £ (obr. 4.3). Délka usecky AF je tedy % Pomoci

pravouhlého trojuhelnika ABE je mozné vypocitat vysku v trojuhelniku ABD, kterou
oznacime v,, v, = |BE|. Vyuzijeme Pythagorovy véty v trojihelniku ABE:
|AE|? + |BE|? = |AB|?

Zname velikost stran AE a AB a za jejich velikosti

dosadime, nasledné vyjadrime vysku v,.

r 2
(—) + v,2 =12

2
3
v,2 :Zrz
V3
Vg = 77'

Nyni mizZeme do vztahu (4.1) dosadit za vysku v,

, 3 i ] L
vyraz %—ra ziskdme tim vztah pro vypocet obsahu

Obr 4.3
jedné kruhové tsece vyznacené na obr. 4.2:
60°  1r2-43
SU = m7-7r2- - —
360 4

Cely obrazec se sklada z dvanacti takovych kruhovych useci, tedy jeho obsah S je

dvanactinasobny. Vysledny vztah pro obsah obrazce na obr. 4.1 je:
S=2-mr?— 3312

UKOL 4.1
Pani Mala navrhuje vzory dlazdicek a jeden ze svych navrhia si cernobile vytiskla
(obr.4.4). Vyjadrete obsah tmavé vybarvené casti v zavislosti na délce strany a

Ctvercové dlazdicky.

(Navod: Pro lepsi orientaci byly nékteré dulezité
body Cervené zvyraznény. Z obrazku je jasné, Ze
kruznice, jejichz stredy jsou ve vrcholech Ctverce,
maji polomér % Stejné tak je tomu u kruZnice
vepsané ctverci se stfedem v bodé S. Misto obsahu
tmaveé vybarvené Casti vypocitame obsah bilé ¢asti
atento obsah odecteme od celkového obsahu
Ctverce. Tim ziskame obsah tmavé vybarvené ¢asti
obrazce, tedy jde o analogickou ulohu k prikladu
4.1)

Obr. 4.4
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UKOL 4.2
V zavislosti na délce strany Ctverce urcete vztah pro obsah
uzavieného rovinného uUtvaru vymezeného pouze

zelenymi kiivkami dle obr. 4.5.

UKOL 4.3

Urcete vztah pro obsah nevysrafované casti obrazce na
obr. 4.6 v zavislosti na poloméru r jedné z Kruznic, pokud
plati, Ze:

a) pomér poloméri kruznicr:R = 1: 2

b) pomér poloméri kruznicr:R = 3:5

c) pomér praméri kruznic D:d = 2:1

Ve vSech C(astech ulohy vypoctéte, kolik procent
z celkového obsahu zabird nevysSrafovana ¢ast. Pocitejte

s presnosti na desetiny procenta.

PRIKLAD 4.2

Na obr. 4.7 je znazornén pravidelny pétiuhelnik, kruznice
a rovnostranny trojuhelnik. V zavislosti na délce strany a
trojuhelnika urcete vztah pro obvod a obsah pétidhelnika.

Reseni

Nejprve urc¢ime polomér dané kruznice k (obr 4.7),
nebot tento udaj bude potrebny pri vypoctu obsahu
pétiuhelnika. Abychom urcili polomér dané kruznice, je
nejprve nutné urcit velikost vySky CK trojihelnika ABC.
Tento trojuhelnik je rovnostranny a pata vysky K lezi ve
stredu usecky AB. Kvypoctu vyuzijeme Pythagorovu
vétu v pravouhlém trojuhelniku AKC (obr. 4.8):

|AC|? — |AK|? = |KC|?

Dosadime a upravime:
2
a
a> —— = |KC|?
4

V3
70,: |KC|

vvey

Dale vyuzijeme vlastnosti tézisté trojuhelnika. Jelikoz

v rovnostranném trojuhelniku splyvaji vysky a téznice, je

vviev
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usecku tak, ze plati |[CD| = 2 - |KD|.Z toho plyne, Ze |CD| = §|KC|. Dopocteme velikost
usecky CD:

2 V3 V3
CD| = = —
|CD| 3 74

Polomér kruznice k odpovida délce usecky €D, jak je ilustrovano na obr. 4.8.

Z definice kruznice je patrna rovnost |AD| = |CD|. Nyni vyuZijeme toho, Ze pravidelny
pétithelnik je mozZné rozdélit na 5 shodnych rovnoramennych trojihelnikd. Jednim
znich je trojuhelnik DEG. Tento trojuhelnik lze rozdélit vysSkou na dva pravouhlé
trojuhelniky, z nichZ k vypoc¢tim budeme vyuzivat trojuhelnik CDE: Je snadné vypocist,
Ze velikost thlu CDE je 36°. Neznamou délku strany pétithelnika oznac¢ime jako b, tedy
|CE| = %. V trojuhelniku je mozné vyuZit funkci tangens:
b
o 2
tg(36°) = @
3
Vyuzijeme aproximace tg(36°) = 0,727. Vyjadiime b:
V3a

b =1,454-——
3

Pro obvod pravidelného pétidhelnika se stranami délky b plati vztah:
o=>5b

Nasim cilem bylo urcit vztah pro obvod pétithelnika v zavislosti na délce strany

\Ea. Vysledny vztah je:

trojuhelnika, a proto nyni dosadime ze vztahu b = 1,454 - ~

V3a
0= 7,27 T

Chceme-li urcit vztah pro obsah pétithelnika, vyuZzijeme navodu z avodu kapitoly 2.3.
Rozdélime pravidelny pétithelnik na 5 shodnych rovnoramennych trojuhelnikt
o obsahu S;, tedy pro obsah S pétithelnika plati § =5-S;. Jednim ztakovych
shodnych trojuhelniki je na obr. 4.8 trojuhelnik DEG. Délka jeho zakladny je b, vyska

k zakladné je rovna g a. Vypocteme obsah Sy trojuhelnika DEG.

_b-\/§a
™ ¢

S vyuzitim vztahu b = 1,454 - @ upravime:

V3a V3a
Sr= 1454 — .~
T 3 6
Sy = 1,454 @
T — ) 6
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Vypocitali jsme obsah trojuhelnika DEG, obsah

pravidelného pétithelnika je pétkrat vetsi.

SZSST
547,27a2
-6

Obvod zadaného pétitthelnika je priblizné 7,27 - % jeho

e 7,27 ,
obsah je priblizné roven - ¢

UKOL 4.4
V zavislosti na poloméru r shodnych kruhid na obr. 4.9
vyjadrete vztah pro obvod a obsah celého rovinného

atvaru.

UKOL 4.5
Na obr. 4.10 je nakreslen ptdorys zimniho stadionu.
Délka stadionu je ctyrikrat vétsi nez jeho Sirka. Plocha

2

stadionu je 3000 m~. Spocitejte jeho Sirku a délku

s presnosti na 2 desetinnd mista metru.

UKOL 4.6

Vypocitejte obvod uzavieného nekonvexniho rovinného
utvaru, ktery je na obr. 4.11 zelené ohranicen. Urcete
v procentech (s presnosti na promile), jakou ¢ast obsahu
daného rovnostranného trojuhelnika tvoii obsah zelené

vyznaceného rovinného utvaru.

UKOL 4.7

Do kruhu na obr. 4.12 byl vepsan pravidelny
osmiuhelnik, ktery byl ¢astecné prekryt zelené vyznace-
nym rovinnym Gtvarem. V zavislosti na poloméru kruhu
r urCete vztah pro priblizny vypocet obsahu a obvodu

zelené vyznaceného obrazce.

UKOL 4.8

\

A

Obr. 4.9

.

Obr. 4.10

Obr. 4.11

Obr. 4.12

Na modry koberec ¢tvercového tvaru byl polozen stiil s deskou ve tvaru pravidelného

osmiuhelnika. Na stdl byl poloZen oranZovy c¢tvercovy ubrus a na tento ubrus byl

poloZen jesté jeden hnédy kulaty ubrus. Zplisob umisténi jednotlivych predméti je

ilustrovan na obr. 4.13. Kolik procent obsahu c¢tvercové desky stolu zabira hnédy

ubrus? Urcete s presnosti na desetiny procenta.
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a

Obr. 4.13 (vlevo)

Obr. 4. 14 (vpravo)

PRIKLAD 4.3

Na obrazku 4.14 je znazornén Ctverec FGHI se svou kruZnici opsanou k a pravidelny
pétithelnik ABCDFE se svou opsanou kruznici / KruZnice k urcuje kruh K a kruznice /
urcuje kruh L. Urcete pomér obsahu kruhu K ku obsahu kruhu Z, vime-li, Ze obsah obou

zadanych mnohouhelniki je shodny.

Reseni
Oznacme délku strany pétitihelnika a a délku strany Ctverce b. Pro obsah ¢tverce plati
vztah S = b?. Pro obsah pravidelného pétitihelnika byl v ptikladé 2.11 odvozen vztah

—5.2. 1
§=5-=

tg(36°)

Z obr. 4.14 plyne nasledujici rovnost, kterou upravime:

p2 = a2 5
- 4 tg(369)

a 5
b= 2 \Itg(36°)

Oznacime polomér kruZznice k& jako R. Ten je roven poloviné délky uhlopticky daného

Ctverce:

Obsah § kruhu A lze nyni vypocitat:

S = nR?
P a? 5
"8 t9(36)
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Uréime druhou mocninu poloméru r kruznice [ (neurcéujeme piimo polomér, nebot to
neni nutné pro dalsi vypolty). VyuZijeme kosinovou vétu vrovnoramenném

trojuhelniku ASP na obr. 4.14 a dale upravime:
a?=r2+r2—-2-r-r-cos (72°)
a’? =2r?—-2-r?-cos(72°)
a? = 2r?(1 — cos(72%))
a2

2 _
2 —2cos(72°%)

r

Obsah S kruhu L Ize nyni vypocitat.
S = mr?
a?

S =
T " 2cos(72)

o S
Uréime —:
S

a> 5

S "8 tg(36)
s a?

T2 =2 cos(72)

5

S 4tg(36°)
s 1

1 —cos(72°)
S

? = W ' (1 — COS(72°))

Po dosazeni ptibliznych hodnot tg(36°) = 0,727 a cos(72°) = 0,309, ziskame:

5 +11881.
S

Pomér obsahti kruhti K a L je priblizné 1,188 1.

PRIKLAD 4.4
Na obr. 4.15 je dan pravidelny ctyruhelnik, kterému je vepsana kruZnice. Do této

kruznice je vepsan pravidelny pétitihelnik se svou kruZnici vepsanou, které je vepsan
pravidelny Sestithelnik. S presnosti na setiny urcete:
a) Kolikrat je vétsi obvod daného pétitihelnika neZ obvod daného Sestitihelnika?

b) Kolikrat je mensi obvod pravidelného Sestithelnika nez obvod daného

Ctyiuhelnika?
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Reseni

Vzhledem kanalogickému postupu bude
feSena pouze ¢ast a). Ozna¢me délku strany
Sestithelnika a. Jelikoz lze pravidelny
Sestidhelnik rozdélit na Sest shodnych
rovnostrannych trojuhelnikii (napi. ABS na
obr. 4.15), je polomér kruZnice opsané roven

délce jeho strany, tedy a.

V nasledujicich nékolika Kkrocich budeme
sméfovat k  vyjadreni délky strany
pétithelnika b vzavislosti na délce strany

Sestithelnika a. Je moZné i vyjadrit zavislost

délky strany Sestithelnika a v zavislosti na Obr. 4.15
délce strany pétidhelnika b, nicméné postup
by byl analogicky a z toho divodu nebude ani

uveden.

Nejprve vyuzijeme definice kruznice, ze které plyne |SE| = |AS|. V pétiihelniku
vypocitame velikost thlu CSD, ktery dale budeme znacit jako ¢.

_360°
$=75
Q= 72°

Dale vyuZijeme rovnoramenného trojuhelnika CSD, ve kterém je tsecka SE vyskou
a zaroven téznici ke strané CD. Ztéchto vlastnosti a také zvlastnosti pravidelného
pétiuhelnika plyne, Ze velikost ithlu CSE je rovna 36°. V pravouihlém trojuhelniku CSE
plati véta Pythagorova:

|CS|? = |SE|? + |CE|?

a
cos(36°)

Za délku usecky CE dosadime g, za délku usecky CS dosadime vyraz ktery je

mozny ziskat aplikaci goniometrickych funkci v pravouhlém trojuihelniku CSE
PouZijeme cos?(36°) = 0,654 5. Ziskame:

Vyjadfime neznamou b. Upravami dané rovnice ziskame vysledek b = 1,45a. Zaporny
kofen rovnice neuvazujeme, nebot velikost strany mnohotihelnika nemiiZe nabyvat
zapornych hodnot. Nyni lze vypocitat pozadované obvody. Obvod o4 Sestitthelnika:

0 =6"a
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Obvod o5 pétitihelnika:

Og = 5‘b
05 =5-1,45a
0s =7,25a
. . . Os 7,25a
Zaveérem vypocCteme pomer — = = 1,21.

Oe
Obvod pétidhelnika je priblizné 1,21krat vétsi nez obvod Sestitihelnika.

UKOL 4.9 (ZAKERNA DUHA)

Na obr. 4.16 jsou barevné zakresleny
pravidelné mnohouhelniky a nékolik jim
opsanych ¢i vepsanych kruznic. Vyjadrete
obsah daného pétithelnika a Sestitithelnika
v zavislosti na délce strany a rovnostranného
trojuhelnika se stfedem S. Nasledné reSte
danou ulohu pro délku strany trojihelnika

a = 7 cm. Nakonec urcete s piesnosti na 2

desetinnad mista délku strany trojihelnika tak,
aby obsah trojuhelnika byl trikrat mensi nez Obr. 4.16
obsah Sestitthelnika.

PRIKLAD 4.5
Vypocitejte obvod a obsah
rovinného utvaru vyznaceného

vjednotkové siti na obr. 4.17. K .

KaZdy jednotkovy ctverec této sité
ma délku strany 1cm. Pfi vypoctu
pocitejte s pribliznou hodnotou
m = 3,14.

Reseni

Nejdiive ur¢ime obvod daného
obrazce. Zafneme s vypoctem
délky kruhového oblouku spojujici
body /a K a dale velikost tsecky

MN. 7 obrazku plyne, Ze polomér -
tohoto oblouku odpovida délce Obr. 4.17
usecky /.
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Vypocet délky kruhového oblouku (jedna se o ¢tvrtinu kruznice):

r
0, = —
k=2
0_37‘[
k=7
o = 471

Nyni urc¢ime délku usecky MN. Aplikaci véty Pythagorovy v pravouhlém trojihelniku
MNN; zjistime, Ze velikost této Usecky je 5. Nyni je moZné obvod vypocist:
0=4714+5+5+5+2+12+13
0 =46,71

Nyni vypocCteme obsah zadaného obrazce. Dany rovinny dtvar je mozné rozdélit na
kruhovou vysec, obdélniky PM;LJa M;ONN; a trojahelnik MN;N. Do znamych vzorci
pro obsah jednotlivych utvarti dosadime a secteme jejich obsahy:

32 4-3

/s
S= +10-8+4-2+—

S =108,13
Obvod daného rovinného utvaru je ptiblizné 46,71 cm,obsah je ptiblizné 108,13 cm?.

UKOL 4.10
Vypocitejte obsah a obvod rovinného utvaru vyznaceného na obr. 4.18. Pocitejte

s pribliznou hodnotou = 3,14. Délka strany jednotkového Ctverce v siti je 1 cm.

UKOL 4.11
Vypocitejte obsah a obvod rovinného utvaru ve tvaru pismene D vyznaceného na obr.
4.19. Pocitejte s pribliznou hodnotou 7 = 3,14. Délka strany jednotkového Ctverce v siti

jelcm.

Obr. 4.18 Obr. 4.19
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UKOL 4.12

Na obr. 4.20 nekonvexni mnohothelnik. Predstavte si kruznici, ktera je do daného
mnohouhelnika vepsana a ozna¢me jeji polomér r. Dale si piredstavte kruznici, ktera je
danému mnohouhelniku opsana a jeji polomér oznacte R. Pro polomér kruznice opsané
R a vepsané r tomuto mnohouhelniku plati R:r = 3:2. Vypocitejte obvod a obsah

daného mnohouhelnika s presnosti na setiny.

UKOL 4.13

Vypocitejte obsah nekonvexniho mnohothelnika z piedchozi tulohy, pokud by pro
pomér polomérd opsané a vepsané kruznice mnohouhelniku platilo R: v = 7: 5. Ostatni
parametry z tikolu 4.12 jsou zachovany. Ulohu feste nejdfive obecné a nasledné pro
konkrétni ptiklady, je- li dano:

a) R=21cm

b) r=125cm

UKOL 4.14

S pomoci obr. 4.21 urCete pomér obsahu rovinného utvaru omezeného pouze zelenou
krivkou a obsahu ¢tverce ABCD. Dale urcete délku strany ¢tverce ABCD tak, aby obsah
rovinného titvaru omezeného pouze zelenou kfivkou byl 129 cm?. Pocditejte s presnosti

na dvé desetinna mista.

@
oy}

Obr. 4.20 Obr. 4.21
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Vysledky uloh
1. Obsah a obvod rovinnych utvart

1.1 Vysledek zavisi na zvoleném pldorysu zahrady.

2. Mnohouhelniky
218 =-a?
2
225 = 2¢g?
4
230=6a;S = %az
2.4 0 = 2Va? +b2(1+§); S=§(a2 + b?)
2.5 a) Obsah je Ctvrtinovy. b) Obsah je o tfetinu mensi.
c) Obsah je ?nésobny. d) Obsah se nezméni.

26a = sﬁi2\/332—3\/5

2.7 Ano, Ize.
_ 34 c_4 2
280 = 15e,S—lSe)
29a)a=20cm; b =15cm; a = 41,81° b)a=26cm;b =19,5cm; a = 41,81°
c)a=7cm;b=5,25cm; a = 41,81° d)a= ? cm; b = % cm; a = 41,81°

e)a; =6cm;b; =4,5cm; a =41,81"neboa, =1 cm; b, =0,75cm; a = 41,81°

210 5 = 22
32
2.11a) o = 100k; S = 292k? b) 0 = 58k; S = 124k?

2.12 a:b = 100: 143

2.13 a) Obsah je dvojnasobny.
b) Obsah po zméné rozmért je roven % ptivodniho obsahu.
¢) Obsah je ¢tyrnasobny.

214 a=2cm;b =3 cm;c =7cm;d = 3 cm

2.15a) 0 = 34 cm; S = 58,5 cm?, obecny, tupodhly
b) 0 = 20,8 cm; S = 21,2 cm?, obecny, ostrotihly
c) 0 = 34,7 cm; S = 40,6 cm?, obecny, tupothly

2.16 a) Obsah je 2,5nasobny. b) Obsah je 0,8nasobny.
¢) Obsah se nezméni.

217a =20,7cm; b =383 cm; ¢ =41,0cm

2180 = 6a —85;5 = ¥ 22:(60-09)(4a-89)Ca78), 4 > 42,5m

2.19a) 0 = 42 cm; S = 130,8 cm? b) 0 = 60 cm; S = 259,8 cm?
c) 0 =39,8cm; S =119,3 cm? d) 0 =6,3cm;S = 3,58 cm?
e) o =14,5cm;S = 2,9 cm? f) 0o =72cm;S = 408,3 cm?
g) 0 =31,4cm;S = 78,5 cm? h) o = 31,4 cm; S = 78,5 cm?

47



3. Kruh a jeho ¢asti

3.1a)o = 17,58 cm; S = 24,62 cm? b) 0 = 56,52 cm; S = 254,34 cm?
c)o=2n%cm;S =n3cm?

3.2 Obvod bude ¢tyinasobny, obsah Sestnactinasobny.

33r,=16cm; 1, =4cm; 1. = 12,8 cm

3.4 0 =314 cm; S = 78,5 cm?

3.5 Jedna se o setnu, nebot ma s danou kruznici spolecné 2 rtizné body.
220

3.6a)l = 5, cm b) ! = 5,28 cm

3.7a) 0 = 32,21 cm; S = 56,16 cm? b) 0 = 54,17 cm; S = 155,79 cm?
c)o =914 cm;S = 5,03 cm?

3.8 a) Obsah bude 1,5n4sobkem. b) Obsah bude ¢tyfnasobny.
¢) Obsah bude devétkrat mensi. d) Obsah bude gnésobkem.

e) Obsah bude %nésobkem.

39a)o0 = 18,3 cm;S = 9,5 cm? b) 0 = 84,3 cm; S = 534,3 cm?

4. Slozené obrazce

415 = az(g— 1)
2,378
8

425 =a

43)S ="+ 2V3r% 359 % b) S = (24 + 1,247)r2; 35,5 %

2
) S =7+ 2V3r%359%
_ 2(5m
445 = 12 (Z +3)
4.5 Sitka stadionu je priblizné 28,15m, délka piiblizné 112,6m.

46 0 = (?

m+2V3-3)a;20,9 %

470= T 118555 = ™+ 0,354

4.839,25%

4.9 Obsah pétithelnika je priblizné 2,42 a?. Obsah Sestithelnika je priblizné 3,53 a?.
Pomér obsahti daného Sestitihelnika a trojihelnika je vzdy priblizné 4,076 - tloha
nema reseni.

4100 = 6w + 24 cm; S = 12,57 cm?

4110 = 6w+ 20 cm; S = 61 + 20 cm?

4120 = 15,12r;S = 4,67r?

4130 =63,87r;S = 92,212
a) o = 958,05cm;S = 20 745 cm? b) 0 = 798,38 cm ; S = 14 406,25 cm?

a? (4-m).

414 S = s a = 34,67 cm
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Zaver

V bakalarské praci byly zahrnuty veskeré rovinné utvary, se kterymi se Zaci
bézné setkavaji na zakladnich a stfednich Skolach, coz je prinosem této sbirky.
Ve sbirce je mozné nalézt zakladni vztahy pro vypocet obvodu a obsahu danych
rovinnych utvard. Dal$im jejim pfinosem je fada uloh, na kterych si Zaci mohou
procvicit vlastnosti obsahu. Priklady a tkoly jsou vétSinou doplnény o obrazky,
které pomahaji porozuméni zadani. Vysledky jsou uvedeny v posledni kapitole.

Béhem psani této bakalarské prace jsem si uvédomil, Ze formulace ptresného

vvvvvv

tomu i pri sestavovani Klasifikace rovinnych atvart, kdy je nutné kazdy pojem
pedlivé definovat. Ukoly a ptiklady vtéto sbirce jsem vytvoril na zakladé

inspirace z rtiznych u¢ebnic matematiky pro zakladni a stredni Skoly.
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