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Úvod

Aplikované obory jako matematická biologie nebo demografie se zabý-
vají modelováním biologických společenstev pomocí diferenciálních a dife-
renčních rovnic. Snaží se matematicky vyjádřit vliv okolního prostředí na
rychlost růstu populace. Pomocí matematické analýzy a numerických me-
tod pak předpovídají její budoucí vývoj. Posuzují zejména vliv parametrů
na existenci a stabilitu tzv. stacionárních stavů. Zajímají je především ta-
kové stavy, kdy se populace ustálí na nějakém počtu, kdy pravidelně kolísá,
nebo kdy vyhyne.
Tato práce se zabývá pouze diskrétními modely, kdy čas je nespojitý

a představuje tak jednotlivé generace nebo roky. Práce seznamuje s po-
jmem diskrétního dynamického systému a jeho základními vlastnostmi. Po-
drobně se rozebírá jev zvaný bifurkace, tj. kvalitativní změna chování sys-
tému v závislosti na parametru.
Hlavní částí práce je pak analýza jednorozměrné logistické rovnice a

dvourozměrného modelu dravec-kořist. Dimenze problému odpovídá počtu
zúčastněných živočišných druhů. V prvním z modelů se soustředíme na bi-
furkace typu sedlo-uzel a zdvojení periody, u druhého pak na Neimarkovu-
Sackerovu bifurkaci. Tyto typy bifurkací jsou v předtím v textu popsány ve
své obecné formě, včetně předpokladů pro jejich vznik. Uváděná tvrzení jsou
bez důkazů, pouze s odkazem na příslušnou literaturu. Chování dynamických
systémů je pro názornost doplněno množstvím obrázků, které vznikly jako
výstup mých numerických simulací.
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Kapitola 1

Jednorozměrné dynamické
systémy

1.1 Diskrétní dynamický systém

Pojem dynamického systému je matematickou formalizací všeobecného vě-
deckého konceptu ‘deterministického procesu’. Budoucí i minulé stavy mnoha
fyzikálních, chemických a jiných systémů mohou být předpovídány do určité
míry na základě znalosti jejich současného stavu a zákonů řídících jejich
vývoj. Jestliže se tyto zákony nemění v čase, chování systému může být
považováno za zcela dané pouze svým počátečním stavem.
Pojem dynamického systému zahrnuje tedy množinu možných stavů (sta-

vový prostor), označme ji X, a zákon, jímž se řídí vývoj systému v čase (evo-
luční operátor). Diskrétní dynamické systémy, jež se běžně vyskytují např.
v ekologii nebo ekonomice, pracují s diskrétními hodnotami času, proto mno-
žina časů T bude odpovídat celým číslům. Evoluční operátor je obecně třída
zobrazení {ϕt}t∈T . Pro dané t ∈ T je ϕt : X → X zobrazení, které počáteč-
nímu stavu x0 ∈ X přiřazuje xt ∈ X - stav systému v čase t .
Jsou-li zobrazení ϕt definována pro všechny časy (kladné i záporné), na-

zývá se takový systém invertibilní a počáteční hodnota x0 v tomto systému
determinuje jak budoucí stavy, tak i chování v minulosti.
Od evolučních operátorů požadujeme dvě přirozené vlastnosti:

ϕ0 = id, (1.1)

kde id je identické zobrazení, a

ϕt+s = ϕt ◦ ϕs (1.2)
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tj. ϕt+sx = ϕt(ϕsx).
První podmínka říká, že systém se nezačne samovolně měnit z počáteč-

ního stavu. Druhá podmínka zajistí, že systém je autonomní, tzn. že zákon
určující vývoj systému se s časem nemění. Díky této druhé podmínce vysta-
číme u diskrétních systémů pouze s jedním zobrazením f = ϕ1 místo celé
třídy. Platí totiž

ϕ2 = ϕ1 ◦ ϕ1 = f ◦ f = f 2,
kde f 2 je druhá iterace zobrazení f definovaná vztahem

f 2(x0) = f(f(x0)).

Podobně platí ϕk = fk pro k > 0 a je-li systém invertibilní, pak i ϕ−k = f−k

pro k > 0.

Definice:Diskrétní dynamický systém je trojice {T,X, f}, kde T je množina
časů, X je stavový prostor a f je evoluční operátor splňující podmínky (1.1)
a (1.2).

1.2 Základní vlastnosti

Máme-li dánu funkci f : IR → IR a počáteční hodnotu x0, můžeme sestrojit
posloupnost

x0, f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), . . .

Takovou posloupnost nazveme kladnou orbitou.

Definice: Kladná orbita s počátkem v x0 je uspořádaná podmnožina stavo-
vého prostoru. Značí se γ+(x0) a platí

γ+(x0) = {xn ∈ X; xn = f
n(x0) ∀n ≥ 0}

Orbity se rovněž nazývají trajektorie. U diskrétního systému je orbita mno-
žinou diskrétních bodů (a nikoliv křivkou!).

Definice: Bod x̄ se nazývá pevným bodem funkce f , jestliže f(x̄) = x̄.

Pevný bod je nejjednodušším příkladem orbity. Dostane-li se systém do
pevného bodu, zůstane v něm už natrvalo.
Při popisu dynamických systémů nás kromě umístění pevných bodů za-

jímá rovněž jejich stabilita.
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Definice: Řekneme, že pevný bod x̄ je stabilní, jestliže pro každé ε > 0
existuje δ > 0 takové, že pro všechna x0, pro která platí |x0 − x̄| < δ, iterace
x0 vyhovují nerovnosti |fn(x0)− x̄| < ε pro všechna n ≥ 0. Řekneme, že
pevný bod x̄ je nestabilní, jestliže není stabilní .

Definice: Řekneme, že pevný bod x̄ je asymptoticky stabilní, pokud je
stabilní a navíc existuje r > 0 takové, že fn(x0) → x̄ pro n → +∞ a pro
všechna x0 splňující |x0 − x̄| < r.

Pro ilustraci právě zavedených pojmů uveďme jednoduchý příklad.

Příklad 1.1: Uvažujme lineární systém závislý na jednom reálném parame-
tru

xn+1 = axn. (1.3)

Je snadno patrné, že pozitivní orbita se pro libovolnou počáteční podmínku
x0 skládá z bodů ve tvaru xn = a

nx0, n = 0, 1, 2, . . . a jedná se tak vlastně o
geometrickou posloupnost. Pro a 6=1 je jediným pevným bodem počátek. Je-
li |a|< 1, je počátek asymptoticky stabilní a doslova k sobě přitáhne každou
počáteční podmínku. Naopak pro |a|> 1 je počátek nestabilní a pro počá-
teční hodnotu z libovolně malého prstencového okolí nuly rostou její iterace
nade všechny meze. Pro a = 1 je pevným bodem každá počáteční podmínka.
V případě a = −1 je počáteční podmínka x0 součástí dvouprvkové orbity
{x0,−x0}.
Uvedené skutečnosti nám lépe přiblíží tzv.schodišťový diagram. Při jeho

vytváření nejprve zobrazíme graf funkce f a graf identity. Vzhledem k tomu,
že xn+1 = f(xn), budeme považovat horizontální osu za xn a vertikální osu
za xn+1. Svislá linie vedená z x0 protne graf f v bodě (x0, f(x0)) = (x0, x1).
Vodorovná čára vedená z tohoto bodu protne diagonálu v (x1, x1). Svislá linie
vedená odtud protne pak horizontální osu v bodě x1. Opakováním tohoto
postupu získáme x2, x3 atd.
Tato procedura je ekvivalentní zobrazení kladné orbity na osu I. a IV.

kvadrantu. Rovněž je důležité pozorování, že pevné body funkce f odpo-
vídají průsečíkům jejího grafu s diagonálou. Na obrázcích 1.1 a 1.2 vidíme
chování lineárního systému pro různé parametry a. Je-li a > 0, pozitivní
orbita monotónně roste nebo klesá. Pro a < 0 orbita osciluje mezi kladnými
a zápornými hodnotami.
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Obrázek 1.1: Systém (1.3) pro a = 0.5 (vlevo), a = −0.5 (vpravo).
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Obrázek 1.2: Systém (1.3) pro a = 2 (vlevo), a = −2 (vpravo).

Poznámka: Dynamický systém zadaný pomocí funkce f : IR → IR budeme
zapisovat ve formě diferenční rovnice

xn+1 = f(xn)

nebo ve zkráceném tvaru
x 7→ f(x).

Pokud bude systém zadán explicitně, jako je tomu u předešlého příkladu,
budeme pravou stranu považovat za funkci označenou f .
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1.3 Pojem bifurkace

Definice: Pevný bod x̄ funkce f nazveme hyperbolický, jestliže |f ′(x̄)| 6= 1.
Pro hyperbolické pevné body existuje jednoduché kritérium na určení

jejich stability.

Věta 1.1: Nechť f je zobrazení třídy C1. Pevný bod x̄ funkce f je asympto-
ticky stabilní, jestliže |f ′(x̄)|< 1 a nestabilní, když |f ′(x̄)|> 1.
Důkaz: Viz knihu [1] na str. 73.

V příkladu 1.1 jsme pracovali se systémem závislým na jednom parametru.
Vypozorovali jsme, že pro a 6= ±1 je počátek hyperbolickým pevným bo-
dem. Pokud bychom zvolili parametr někde v blízkosti jedničky a pak ho
pozvolna měnili, nastala by při průchodu touto kritickou hodnotou drama-
tická změna chování systému v okolí počátku. Tomuto jevu, kdy při spojité
změně parametru dojde v jednom okamžiku k náhlému ‘přesmyku’ a ze sta-
bilního pevného bodu se stane nestabilní (nebo naopak), se budeme věnovat
ve zbytku této práce.
Mějme nyní funkci f = f(x, α) a dvě pevné hodnoty parametru α1, α2.

Definice: Řekneme, že dynamický systém {T, IR, f(x, α1)} je topologicky
ekvivalentní s dynamickým systémem {T, IR, f(x, α2)}, jestliže existuje ho-
meomorfismus h : IR → IR zobrazující orbity prvního systému na orbity
druhého při zachování směru plynutí času.

Představme si nyní fázový portrét systému

x 7→ f(x, α), x ∈ IR, α ∈ IR.

Orbity systému, počet, poloha a stabilita pevných bodů, to vše závisí na
hodnotách parametru. Zvolíme-li nějaký výchozí parametr a jeho hodnotu
pak zvolna měníme, mohou nastat pouze dva případy. Buď zůstane systém
topologicky ekvivalentní s výchozím, nebo se jeho topologie změní.

Definice: Výskyt topologicky neekvivalentního fázového portrétu při změně
parametru se nazývá bifurkace.

Tedy bifurkace je změna topologického charakteru systému při průchodu
bifurkační (nebo též kritickou) hodnotou.
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1.4 Příklady bifurkací

Příklad 1.2: Transkritická bifurkace
Uvažujme systém

xn+1 = (α+1)xn + x
2

n. (1.4)

Snadno si všimneme, že nula je pevným bodem pro všechny hodnoty pa-
rametru. Kromě ní má systém ještě jeden pevný bod: x̄ = −α. Při studiu
stability použijeme větu 1.1.
Pro malé záporné hodnoty α jsou oba pevné body hyperbolické, přičemž

počátek je asymptoticky stabilní a x̄ je nestabilní. Jak posouváme parametr
směrem k nule, oba body se k sobě přibližují. Nakonec pro α=0 se spojí v
jeden nehyperbolický bod. Numerickým experimentem jsem zjistil, že tento
bod je nestabilní. Pro malé kladné hodnoty parametru je nyní naopak po-
čátek nestabilní, zatímco x̄ je asymptoticky stabilní.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Obrázek 1.3: Systém (1.4) pro α = −1.

Kromě schodišťových diagramů lze u jednorozměrných systémů závislých
na jednom parametru konstruovat přehledné bifurkační diagramy. Na těch
je vodorovná osa vyhrazena parametru, kdežto stavové proměnné x patří
svislá osa. Na tomto diagramu jsou zaneseny ty body (α0, x̄), pro něž platí
f(α0, x̄) = x̄. Plnými čarami se zobrazují stabilní pevné body, čárkovanými
čarami pak nestabilní.
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Obrázek 1.4: Nestabilní pevný bod systému (1.4) pro α = 0.
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Obrázek 1.5: Systém (1.4) pro α = 1.
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Obrázek 1.6: Bifurkační diagram transkritické bifurkace.

Na diagramu (1.6) je vidět jak pro rostoucí α počátek ztratí svou stabilitu
a ‘předá’ ji druhému pevnému bodu. Podle tohoto přenesení (transferu)
stability získala transkritická bifurkace své jméno.

Příklad 1.3: Vidličková bifurkace
Uvažujme systém

xn+1 = (α+1)xn − x3n. (1.5)

Pro malá záporná α je je počátek jediným pevným bodem a je stabilní. Při
α = 0 je počátek nehyperbolický, ale stále ještě stabilní. Pro malá kladná
α pak ztrácí svou stabilitu, ale objevují se dva nové stabilní pevné body:
x̄ = ±√

α. Původ názvu pro vidličkovou bifurkaci je zřejmý při pohledu na
bifurkační diagram.
Chtěl bych na tomto místě zdůraznit, že uvedené diagramy znázorňují

chování systému pouze pro hodnoty parametru v blízkosti bifurkační hod-
noty. Například u vidličkové bifurkace je počátek stabilní pro α ∈ (−2, 0) a
body ±√

α jsou stabilní pro α ∈ (0, 1).
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Obrázek 1.7: Systém (1.5) pro α < 0 (nahoře), α = 0 (uprostřed) a α > 0
(dole).
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Obrázek 1.8: Bifurkační diagram vidličkové bifurkace.

Příklad 1.4: Bifurkace typu sedlo-uzel
Uvažujme systém

xn+1 = α+ xn + x
2

n. (1.6)

Tento systém má pro záporné hodnoty parametru dva pevné body: x̄1=√
−α, x̄2=−

√
−α . Je-li α ∈ (−1, 0), je bod x̄2 asymptoticky stabilní. Bod

x̄1 je vždy nestabilní. Blížíme-li se s parametrem k nule, přibližují se k sobě
oba pevné body, až se nakonec potkají v počátku při hodnotě α = 0. Tento
bod není hyperbolický (f ′(0, 0)=1) a je nestabilní.
Když parametr projde nulou směrem ze záporných hodnot do kladných,

pevné body zmizí. Celou situaci nám opět znázorňuje diagram.
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Obrázek 1.9: Bifurkační diagram pro bifurkaci sedlo-uzel.
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Obrázek 1.10: Systém (1.6) pro α < 0 (nahoře) a α = 0 (dole).

Systém

xn+1 = α+ xn − x2n. (1.7)

se chová podobně jako systém (1.6), pouze pevné body x̄1=
√
α, x̄2=−√

α
se vyskytují pro α > 0.
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1.5 Obecná bifurkace typu sedlo-uzel

Je-li (x̄, ᾱ) hyperbolickým pevným bodem funkce f =f(x, α), f ∈C1, plyne
ze spojitosti derivace, že i všechny body (ȳ, β̄) (pro

∣

∣

∣β̄−ᾱ
∣

∣

∣ malé) budou

hyperbolické a jejich stabilita bude stejného druhu jako u (x̄, ᾱ). Proto mo-
hou bifurkace nastat pouze pro takové hodnoty parametru, kdy (x̄, ᾱ) je
nehyperbolický. Existují pouze dvě možnosti, jak pevný bod může být ne-
hyperbolický: buď f ′(x̄, ᾱ) = 1 anebo f ′(x̄, ᾱ) = −1.
V předešlých příkladech byla kritickou hodnotou vždy α = 0, kdy počá-

tek byl nehyperbolický s hodnotou f ′(0, 0) = 1. Věta, ke které nyní směřu-
jeme, dává návod, jak i složité systémy s vlastností f(0, 0) = 0, f ′(0, 0) = 1
lze za jistých podmínek lokálně redukovat na systém (1.6) nebo (1.7).

Definice: Řekneme, že dynamický systém {T, IR, f} je v blízkosti pevného
bodu x0 lokálně topologicky ekvivalentní s dynamickým systémem {T, IR, g}
v blízkosti pevného bodu y0, jestliže existuje homeomorfismus h : IR→ IR
takový, že
(i) h je definovaný v okolí U ⊂ IR, U ∋ x0;
(ii) y0 = h(x0);
(iii) h zobrazuje orbity prvního systému v U na orbity druhého systému

ve V = h(U) ⊂ IR a zachovává směr plynutí času.

Uvažujme nyní systém jako v minulém příkladu doplněný o člen vyššího
řádu

xn+1 = α+ xn + x
2

n + x
3

nψ(x, α),

kde ψ=ψ(x, α) závisí hladce na x i na α. Lze ověřit, že pro dostatečně
malé okolí bodu x = 0 zůstanou počet i stabilita pevných bodů zachovány,
pokud α je dostatečně malé.

Lemma 1.1: Systém

x 7→ α+ x+ x2 +O(x3)

je lokálně topologicky ekvivalentní v okolí počátku se systémem

x 7→ α+ x+ x2.

Věta 1.2: Předpokládejme, že jednorozměrný dynamický systém

x 7→ f(x, α), x ∈ IR, α ∈ IR,
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kde f je hladká, má pro α = 0 pevný bod x0 = 0, pro který f ′(0, 0) = 1.
Jestliže jsou splněny podmínky

∂2f

∂x2
(0, 0) 6= 0 a

∂f

∂α
(0, 0) 6= 0,

pak existuje hladká substituce proměnné a parametru, která přetransformuje
daný systém na systém

η 7→ β + η ± η2 +O(η3).

Důkaz: Viz knihu [2] na str. 117.

Díky lemmatu 1.1 a větě 1.2 můžeme nyní ověřit, zda u nehyperbolického
bodu (x0, α0) pro nějž f

′(x0, α0) = 1 nastavá bifurkace sedlo-uzel. Větu lze
aplikovat, i když kandidát (x0, α0) 6=(0, 0). Jednoduchou transformací

g(x, α) ≡ f(x+ x0, α+ α0)− f(x0, α0)

dosáhneme toho, že g(0, 0)=0, g′(0, 0)=1. Pak stačí se jen přesvědčit, jestli
funkce g splňuje ostatní dvě podmínky.
Je snadné ověřit, že u transkritické a vidličkové bifurkace, kde bod (0, 0)

je rovněž kandidátem na sedlo-uzel, nejsou předpoklady splněny.

1.6 Zdvojení periody

V této části se podíváme blíže na nehyperbolické pevné body (x̄, ᾱ), pro něž
f ′(x̄, ᾱ) = −1. Příkladem takové situace je pevný bod (0, 0) systému

xn+1 = −(1 + α)xn + x
3

n. (1.8)

Pro malá α < 0 platí −1 < f ′(0, α) < 0. Počátek je tedy hyperbolický
a asymptoticky stabilní, ale podobně jako v příkladu 1.1 systém není mo-
notónní a jednotlivé iterace přeskakují mezi levým a pravým okolím pev-
ného bodu. Při α = 0 již nula není hyperbolická, přesto zůstává stabilní.
Vezmeme-li malé α > 0, bude počátek nyní nestabilní a žádná orbita se k
němu nepřiblíží. Ovšem iterace počáteční podmínky z okolí nuly zůstávají
omezené. Liché iterace konvergují k limitnímu bodu x⋆, sudé pak k bodu
f(x⋆), f(x⋆) 6= x⋆.
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Definice: Bod x⋆ nazveme periodickým bodem s minimální periodou n,
jestliže fn(x⋆) = x⋆ a n je nejmenší takové přirozené číslo. Množinu všech
iterací periodického bodu nazveme cyklem s periodou n.
Periodický bod x⋆ s minimalní periodou n se nazývá stabilní, resp. asympto-

ticky stabilní, popř. nestabilní, pokud x⋆ je stabilním, resp. asymptoticky
stabilním, popř. nestabilním pevným bodem funkce fn.

Pro α > 0 vznikne tedy stabilní cyklus s periodou 2. Vznik takové perio-
dické orbity při průchodu parametru kritickou hodnotou nazýváme zdvojení
periody (nebo též flip).
Přestože je bifurkační diagram flipu nápadně podobný diagramu vid-

ličkové bifurkace, jedná se zde o zcela jiný případ, neboť x⋆ a f(x⋆) jsou
pevnými body funkce f 2 a nikoliv f .
Systém

xn+1 = −(1 + α)xn − x3n (1.9)

se chová do jisté míry podobně jako (1.8). Pro α = 0 je ovšem počátek
nestabilní a pro α < 0 vzniká v okolí nuly nestabilní cyklus s periodou 2.
Při hledání obecného kritéria pro vznik flipu uvážíme opět nejprve vliv

členů vyššího řádu na systém (1.8). Platí analogické tvrzení jako u bifurkace
sedlo-uzel.

−0.25 −0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f(x*)

x*

Obrázek 1.11: Bifurkační diagram zdvojení periody.
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Obrázek 1.12: Systém (1.8) pro α < 0 (nahoře), α = 0 (uprostřed) a α > 0
(dole). 20



Lemma 1.2: Systém

x 7→ −(1 + α)x+ x3 +O(x4)

je lokálně topologicky ekvivalentní v okolí počátku se systémem

x 7→ −(1 + α)x+ x3.

Věta 1.3: Předpokládejme, že jednorozměrný dynamický systém

x 7→ f(x, α), x ∈ IR, α ∈ IR,

kde f je hladká, má pro α = 0 pevný bod x0 = 0, pro který f ′(0, 0) =−1.
Jestliže jsou splněny podmínky

K ≡ 1
2

(

∂2f

∂x2
(0, 0)

)2

+
1

3

∂3f

∂x3
(0, 0) 6= 0 ;

L ≡ ∂2f

∂x∂α
(0, 0) 6= 0 ,

pak existuje hladká substituce proměnné a parametru, která přetransformuje
daný systém na systém

η 7→ −(1 + β)η ± η3 +O(η4).

Je-li K > 0, pak pevné body funkce f 2 jsou stabilní. Pokud K < 0, pevné
body funkce f 2 jsou nestabilní.

Důkaz: Viz knihu [2] na str. 121.

Poznámka:Pro koeficient K rovněž platí vztah

K = −1
6

∂3f 2

∂x3
(0, 0).

Záleží pak na konkrétním příkladu, který způsob výpočtu K je rychlejší.
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1.7 Logistická rovnice

Logistická rovnice je významným příkladem populačního modelu. Poprvé o
ní publikoval v roce 1838 Pierre François Verhulst. Rovnice modeluje počet
jedinců zkoumaného druhu v prostředí, kde nejsou ohrožováni jiným druhem.
Vzhledem k přítomnosti dalších faktorů, jako je omezená dostupnost potravy
nebo výskyt nemocí, neroste populace do nekonečna.
Rychlost reprodukce je úměrná současnému stavu populace, úbytek je-

dinců je pak úměrný rozdílu kapacity prostředí a stávajícího počtu jedinců.
Zapsáno matematicky

xn+1 = rxn(1− xn), (1.10)

kde xn je populace v n-té generaci, r > 0 je kombinovaná rychlost reprodukce
a úbytku a jednička představuje kapacitu.
V dalším budeme uvažovat hodnotu r > 1. Pro r ∈ (0, 1) je systém

nezajímavý, neboť každá populace rychle vymře pro libovolnou počáteční
podmínku x0 ∈ (0, 1).
V reálném případě má pochpitelně smysl brát x0 pouze kladné. Pokud

bychom přesto vzali x0 < 0, pak x1 = rx0(1− x0) < x0, neboť r(1− x0) > 1
podle předpokladu. Tím vytvoříme klesající posloupnost záporných čísel.
Tato nemůže konvergovat, jelikož systém (1.10) nemá záporné pevné body,
a proto fn(x0, r)→ −∞. Pro x0 > 1 je x1 < 0 a použijeme stejný argument.
Případy x0 = 0 nebo x0 = 1 jsou rovněž nezajímavé.
Budeme tedy nadále přepokládat, že x0 ∈ (0, 1). Pro 1 < r < 4 můžeme

dokonce tvrdit, že všechny iterace x0 leží v intervalu (0, 1), protože maximum
funkce f(x) = rx(1− x) je menší než 1.

Zkoumejme nyní systém (1.10) pro různé hodnoty parametru r.
1 < r < 3 : Pevné body systému nalezneme snadno. První z nich x̄0 = 0 je
vždy nestabilní, neboť f ′(x̄0, r) = r > 1, což znamená, že populace nikdy
nevymře.
Pro druhý pevný bod x̄r = 1− 1/r platí f ′(x̄r, r) = 2− r. Kromě toho,

že je asymptoticky stabilní, je dokonce globálně přitažlivý tzn.

0< x0< 1⇒ lim
n→+∞

fn(x0, r) = x̄r.

Záleží však na hodnotě r, jakým způsobem se orbity blíží k x̄r. Je-li 1 < r <
2, pak po nejvýše jedné iteraci je orbita monotónní. Pro 2 < r < 3 orbita už
nadále monotónní není.
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Obrázek 1.13: Stabilní pevný bod x̄r = 1−1/r pro r = 1, 8 (nahoře), r = 2, 8
(uprostřed) a r = 3 (dole).
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r = 3 : Bod x̄r je nyní nehyperbolický a jeho stabilitu tedy nemůžeme určit
z věty 1.1. Přesto je x̄r stabilní, dokonce do svého okolí přitáhne každou
počáteční podmínku.
Pro r ∈ (1, 3] se tedy každá populace ustálí v bodě x̄r.

3 < r < 3, 449 : Body x̄0 i x̄r jsou nyní nestabilní. Jak jsme si ale řekli,
všechny iterace x0 ∈ (0, 1) zůstávají v intervalu (0, 1). Navíc platí f ′(x̄r, 3) =
−1. Toto vše nám signalizuje, že by v okolí bodu (x̄r, 3) mohlo dojít k flipu.
Po nezbytné transformaci souřadnic můžeme ověřit předpoklady věty 1.3.
Jelikož L = −1

3
6= 0 a K = 18 > 0, vzniká pro r > 3 stabilní cyklus s

periodou 2.
Pro vývoj populace to znamená, že po jisté době začne počet jedinců

přeskakovat mezi dvěma stálými hodnotami x⋆ a f(x⋆), a to navždy.

3, 449 < r < 3, 839 : Jak r projde hodnotou 1 +
√
6 =̇ 3, 449 ztratí cyklus

s periodou 2 stabilitu a vznikne asymptoticky stabilní cyklus s periodou 4.
Zvyšujeme-li dále r, dochází k řetězci dalších zdvojování periody.
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Obrázek 1.14: Stabilní cykly s periodami 2, 4, 8, 16.
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Označme λk hodnotu parametru, pro niž vznikne asymptoticky stabilní
cyklus s periodou 2k. Prvních pár členů posloupnosti má přibližnou hodnotu:

λ1 = 3, λ2 = 3, 449, λ3 = 3, 544, λ4 = 3, 564, . . .

Tato posloupnost konverguje k hodnotě λ∞ = limn→+∞λk =̇ 3, 5699456.
Navíc poměr vzdáleností mezi parametry při následujících flipech se blíží
konstantě, tj.

lim
k→+∞

λk − λk−1

λk+1 − λk

= δ,

kde δ =̇ 4, 6692 se nazývá Feigenbaumova konstanta. Mitchell Feigenbaum
objevil, že tato konstanta, která značně usnadňuje hledání bifurkačních hod-
not, je použitelná pro širokou třídu zobrazení, nejen pro logistickou rovnici.

r ≥ 3, 839 : Při hodnotě r kolem λ∞ je chování systému tak složité, že při-
pomíná chaos. Zdálo by se, že další zvyšování parametru povede jen ke
složitějšímu chaosu. Ovšem pro r = 3, 839 chotické chování najednou ustane
a ve třech různých bodech dojde k bifurkaci sedlo-uzel. Při ní, podobně jako
u systému (1.7), vznikne stabilní a nestabilní pevný bod. Pro r ≥ 3, 839
existuje tedy pouze jediný asymptoticky stabilní cyklus s periodou 3!
Jestliže r dále roste, dochází k dalšímu zdvojování periody a vznikají tak

stabilní cykly s periodami 6, 12, 24 atd. Poměr vzdáleností mezi jednotlivými
bifurkačními hodnotami se opět blíží konstantě δ.
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Obrázek 1.15: Příklad chaotického chování pro r = 3, 857.
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Obrázek 1.16: Stabilní cykly s periodami 3, 6, 12.

Obrázek 1.17: Výřez z bifurkačního diagramu logistické rovnice (převzato z
http://www.santafe.edu/˜moore/591/logistic3.gif)
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Kapitola 2

Dvourozměrné dynamické
systémy

V této kapitole budeme používat dříve zavedenou terminologii, kterou lze
snadno zobecnit pro dvourozměrné systémy. Přidáme k ní navíc ještě několik
důležitých pojmů.
Fázový prostor X bude představovat vždy IR2. Jeho rozdělení na or-

bity budeme nazývat fázový portrét. Fázový portrét nám dává mnoho infor-
mací o chování dynamického systému. Můžeme z něj určit počet a charak-
ter asymptotických stavů, do kterých systém směřuje pro t→ +∞, popř.
t→−∞. V praxi pochopitelně není možné vykreslit všechny orbity do jed-
noho obrázku, vybírají se tedy jen ty hlavní.

2.1 Lineární systémy

Při seznamování s dynamikou dvourozměrných systémů je vhodné začít s
lineárními příklady. Uvažujme tedy systém x 7→ Ax, kde A je reálná ma-
tice typu 2×2. Kladná orbita vektoru x0 ∈ IR2 se skládá z obrazů x0 po
opakované aplikaci matice A:

γ+(x0) =
{

x0, Ax0, A2x0, . . . , Anx0, . . .
}

.

Pro normální matici A můžeme sestrojit její Jordanův kanonický tvar
JA = P

−1AP, kde P je regulární. Při studiu iterací Anx0 = PJn
A
P−1x0 se

stačí omezit na analýzu chování matic Jn
A
. Nadále budeme proto předpoklá-

dat, že matice A je zadána v Jordanově tvaru.
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Příklad 2.1: Uvažujme lineární systém, kde

A =

(

0, 9 0
0 0, 8

)

. (2.1)

Nejprve najdeme pevné body systému, tj. řešení rovnice (A − I)x = 0.
Vzhledem k tomu, že A− I je regulární, je počátek x = 0 jediným pevným
bodem. Mocniny matice A mají tvar

An =

(

(0, 9)n 0
0 (0, 8)n

)

.

Je zřejmé, že An → 0 pro n → +∞. Tedy bod x = 0 je asymptoticky
stabilní.
Vlastními čísly matice A jsou 0, 9 a 0, 8 s odpovídajícími vlastními

vektory v1 = (1, 0) a v2 = (0, 1). Pro libovolnou počáteční podmínku
x0 = (x01, x

0
2) ∈ IR2 máme

Anx0 = (0, 9)nx01v
1 + (0, 8)nx02v

2.

Orbita γ+(x0) se tedy blíží k počátku rychleji ve směru vektoru v2 než
ve směru v1.
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Obrázek 2.1: Kladná orbita γ+(0, 9; 0, 9) pro systém (2.1).

Příklad 2.2: Uvažujme lineární systém zadaný maticí

A =

(

0, 9 0
0 −0, 8

)

. (2.2)

28



Stejnými úvahami jako v minulém příkladě dojdeme k tomu, že pro každý
počáteční vektor x0 = (x01, x

0
2) mají jeho iterace tvar

Anx0 = (0, 9)nx01v
1 + (−1)n(0, 8)nx02v2.

Znovu Anx0 → 0 pro všechna x0, když n → +∞. Díky přítomnosti zápor-
ného vlastního čísla není kladná orbita už tak přímočará, ale přeskakuje sem
a tam přes vodorovnou osu.
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Obrázek 2.2: Kladná orbita γ+(0, 9; 0, 9) pro systém (2.2).

V následujících příkladech už nebude počátek jediným centrem, které k
sobě stahuje všechny orbity. Zavedeme proto pojmy ω-limitních a α-limitních
bodů, které nám charakterizují chování orbit pro n→ +∞, resp. n→ −∞.
Definice: Bod y se nazývá ω-limitním bodem kladné orbity γ+(x0) bodu
x0, jestliže existuje posloupnost přirozených čísel ni taková, že ni → +∞ a
f ni(x0)→ y pro i → +∞. Dále ω-limitní množinou orbity γ+(x0) nazveme
množinu všech jejich ω-limitních bodů.
Jestliže f je invertibilní, pak α-limitní bod a α-limitní množina jsou de-

finovány obdobně, pouze ni jsou záporná celá čísla.

Úmluva: Označení ”ω(x01, x
0
2) = (y1, y2)” bude znamenat, že bod (y1, y2) je

ω-limitním bodem orbity γ+(x0) = γ+((x01, x
0
2)).

Definice: Množina M se nazývá invariantní množinou zobrazení f, jestliže
f(M) =M tzn. jestliže ∀x ∈M f(x) ∈M a ∀x ∈M ∃y ∈M :: f(y) = x.
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Příklad 2.3: Uvažujme lineární systém zadaný maticí

A =

(

1, 1 0
0 1, 2

)

(2.3)

s vlastními čísly většími než jedna. Pro každý počáteční bod x0 = (x01, x
0
2) 6=

(0, 0) máme
Anx0 = (1, 1)nx01v

1 + (1, 2)nx02v
2.

Je evidentní, že počátek je nestabilním pevným bodem, neboť ‖Anx0‖ →
+∞ pro n → +∞. Představíme-li si iterace inverzního zobrazení A−n =
(A−1)n, je snadné dovodit, že pro libovolný bod x0 tvoří počátek jeho α-
limitní množinu. Jinak řečeno, pro všechny x0 ∈ IR2 se záporná orbita γ−(x0)
blíží do počátku.
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Obrázek 2.3: Fázový portrét systému (2.3).

Příklad 2.4: Mějme lineární systém s maticí

A =

(

1, 1 0
0 0, 9

)

, (2.4)

která má jedno vlastní číslo větší a druhé menší než jedna. Počátek je opět
nestabilní, protože první souřadnice bodů Anx0 roste v absolutní hodnotě
do nekonečna. S výjimkou bodů (0, x02), pro ty platí ω(0, x

0
2) = (0, 0). Druhé

souřadnice bodů orbit naopak klesají k nule a platí α(x01, 0) = (0, 0).
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Obrázek 2.4: Fázový portrét systému (2.4).

Příklad 2.5: Uvažujme lineární systém zadaný maticí

A =

(

0, 9 0
0 1

)

. (2.5)

Kromě počátku je pevným bodem každý vektor tvaru (0, x02), tzn. každý bod
na svislé ose. Všechny tyto pevné body jsou stabilní, nikoliv však asympto-
ticky, a platí ω(x01, x

0
2) = (0, x

0
2).
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Obrázek 2.5: Fázový portrét systému (2.5).
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Příklad 2.6: Uvažujme lineární systém, kde

A =

(

0, 9 0
0 −1

)

. (2.6)

V tomto případě je jediným, a sice stabilním, pevným bodem počátek. Ite-
race bodu x0 mají tvar

Anx0 = (0, 9)nx01v
1 + (−1)nx02v2.

Každý bod (0, y2) ležící na svislé ose je periodickým bodem s minimální
periodou 2 a ω-limitní množina libovolného počátečního bodu (x01, x

0
2) se

skládá z bodů (0, x02) a (0,−x02).
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Obrázek 2.6: Kladná orbita γ+(0, 9; 0, 5) pro systém (2.6).

Příklad 2.7: Zkoumejme nyní systém s následující maticí

A =

(

α β
−β α

)

.

Matice A má komplexní vlastní čísla α ± iβ. Přepíšeme-li jejich reálné a
imaginární části pomocí polárních souřadnic α = λ cosω, β = λ sinω, kde
λ =

√
α2 + β2 a ω ∈ (−π, π], přejde matice A do tvaru

A = λ

(

cosω sinω
− sinω cosω

)

. (2.7)
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Obrázek 2.7: Orbity bodu (0,5;0) pro λ = 0, 998, λ = 1, 000 a λ = 1, 001 pro
systém (2.7). 33



Bod Anx0 získáme tak, že počáteční vektor x0 otočíme o úhel nω a sou-
řadnice vynásobíme číslem λn. Pro λ < 1 je počátek asymptoticky stabilní,
pro λ > 1 naopak nestabilní. Ve speciálním případě λ = 1 je orbita γ+(x0)
součástí kružnice se středem v počátku a poloměrem ‖x0‖.
Když absolutní hodnota vlastních čísel λ prochází hodnotou 1, dochází k

bifurkaci v následujícím smyslu: pro λ 6= 1 neexistují žádné invariantní uza-
vřené křivky kromě triviálního případu nuly, zatímco pro λ = 1 existuje celá
třída takových křivek závislých na ‖x0‖. V nelineárních systémech je analo-
gickým protějškem tohoto jevu Neimarkova-Sackerova bifurkace popsaná v
části 2.3.
Z uvedených příkladů vyplývá, že stabilita počátku jako pevného bodu

lineárního zobrazení x 7→ Ax je zpravidla určena nikoliv reálnou částí, nýbrž
absolutní hodnotou vlastních čísel matice A.

Věta 2.1: Pevný bod x = 0 lineárního systému x 7→ Ax je asymptoticky
stabilní právě tehdy, když všechna vlastní čísla matice A mají absolutní
hodnotu menší než jedna. Jestliže alespoň jedno vlastní čísloA má absolutní
hodnotu větší než jedna, pevný bod je nestabilní.

Definice: Lineární zobrazení se nazývá hyperbolické, jestliže všechna vlastní
čísla matice A mají absolutní hodnotu různou od jedné.

Stabilitu nehyperbolických bodů pevných bodů nemůžeme ani u lineár-
ních případů určit pouze na základě vlastních čísel. Právě ony body jsou ale
hlavní oblastí našeho zájmu při studiu bifurkací.

2.2 Věta o linearizaci

Při studiu nelineárních systémů x 7→ f(x) se často pokoušíme nahradit funkci
f nějakou jednodušší, nejlépe lineární, funkcí v naději, že se takový systém
nebude příliš lišit od původního. Podobnost mezi oběma systémy bývá velmi
často pouze lokální.

Definice: Nechť x je pevným bodem zobrazení x 7→ f(x), kde f je funkce
třídy C1. Potom lineární zobrazení

x 7→ Df(x)x, (2.8)

kde Df(x) je Jacobiho matice

Df(x) =

(

∂f1
∂x1
(x) ∂f1

∂x2
(x)

∂f2
∂x1
(x) ∂f2

∂x2
(x)

)
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se nazývá linearizace funkce f v bodě x.

Definice: Pevný bod x systému x 7→ f(x) se nazývá hyperbolický, jestliže
lineární systém x 7→ Df(x)x je hyperbolický, tj. jestliže absolutní hodnota
všech vlastních čísel Jacobiho matice Df(x) je různá od jedné.

U hyperbolických pevných bodů lze určit druh stability na základě linea-
rizace pomocí tvrzení, jež zobecňuje větu 1.1.

Věta 2.2: Ať f je funkce třídy C1 s pevným bodem x.
(i) Jestliže všechna vlastní čísla Jacobiho matice Df(x) mají absolutní

hodnotu menší než jedna, potom bod x je asymptoticky stabilní.
(ii) Pokud alespoň jedno vlastní číslo maticeDf(x)má absolutní hodnotu

větší než jedna, pak x je nestabilní.

2.3 Neimarkova-Sackerova bifurkace

U dvourozměrných dynamických systémů závislých na jednom parametru
dochází k bifurkaci tehdy, když parametr projde kritickou hodnotou, pro
niž se nějaký pevný bod stane nehyperbolickým. Nyní se zaměříme na ty
body, pro které má příslušná linearizace komplexně sdružená vlastní čísla s
jednotkovou absolutní hodnotou.
Jak vlastní čísla opustí jednotkový kruh a pevný bod se z asymptoticky

stabilního stane nestabilním, může se ve fázovém portrétu objevit uzavřená
invariantní křivka obíhající pevný bod.

Příklad 2.8: Uvažujme dynamický systém závislý na skalárním parametru
(

x1
x2

)

7→ (λ− x21 − x22)

(

cosω sinω
− sinω cosω

)(

x1
x2

)

. (2.9)

Bod x = (0, 0) je pevným bodem pro všechna λ ∈ IR. Lineární část
systému je shodná s příkadem (2.7), kritickou hodnotou je tak opět λ = 1.
Po transformaci do polárních souřadnic (r, ϑ) obdržíme systém

(

r
ϑ

)

7→
(

λr − r3

ϑ+ ϕ

)

. (2.10)

Jak je nyní vidět, pro λ > 1 má systém (2.10) invariantní kružnici o
poloměru

√
λ− 1. Navíc ω-limitní množina každé kladné orbity je obsažena
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v této křivce. Body na invariantní kružnici rotují při dalších iteracích kolem
jejího středu o úhel ϕ.

Obecný nelineární systém lze za jistých podmínek lokálně, v okolí ne-
hyperbolických bodů, transformovat na systém (2.9). Podmínky pro vznik
invariantní uzavřené křivky zachycuje následující věta.

Věta 2.3: Nechť F : IR× IR2 → IR2 je zobrazení třídy C4 závislé na reálném
parametru α splňující následující podmínky:
(i) F(α,0) = 0 pro α blízko nějakého pevného α0;
(ii) DF(α,0) má dvě komplexně sdružená vlastní čísla µ(α) a µ̄(α) pro

α blízko α0, pro něž |µ(α0)| = 1;
(iii) d

dα
|µ(α)| > 0 pro α = α0;

(iv) µk(α0) 6= 1 pro k = 1, 2, 3, 4.
Potom existuje hladká transformace souřadnic převádějící F na tvar

F(α,x) = F(α,x) +O(‖x‖5)

a existují hladké funkce a(α), b(α) a ω(α) takové, že v polárních souřadnicích
je funkce F(α,x) dána vztahem

(

r
ϑ

)

7→
(

|µ(α)| r − a(α)r3

ϑ+ ω(α) + b(α)r2

)

. (2.11)

Jestliže a(α0) > 0, pak existují okolí počátku U a δ > 0 taková, že pro
|α− α0| < δ a x0 ∈ U je ω-limitní množinou bodu x0 počátek, když α < α0
a když α > α0, ω-limitní množina je částí uzavřené invariantní křivky Γ(α)
třídy C1 obíhající počátek.
Jestliže a(α0) < 0, pak existují okolí počátku U a δ > 0 taková, že pro

|α− α0| < δ a x0 ∈ U je α-limitní množinou bodu x0 počátek, když α > α0
a když α < α0, α-limitní množina je částí uzavřené invariantní křivky Γ(α)
třídy C1 obíhající počátek.
Znaménko členu a(α0) ve vyjádření (2.11) má rozhodující vliv na charak-

ter Neimarkovy-Sackerovy bifurkace. Pokud a(α0) > 0, nazývá se bifurkace
superkritická, pokud a(α0) < 0, nazýváme ji subkritickou. V prvním případě
je pro α < α0 počátek asymptoticky stabilní a když α > α0, vznikne v jeho
okolí stabilní uzavřená invariantní křivka. Ve druhém případě je pro α > α0
počátek nestabilní a pro α < α0 vznikne v jeho okolí nestabilní uzavřená
invariantní křivka.
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2.4 Systém dravec-kořist

Jako příklad dvourozměrného populačního modelu jsem vybral klasické eko-
logické schéma soupeření dvou živočišných druhů

xn+1
1 = αxn

1 (1− xn
1 )− xn

1x
n
2

xn+1
2 =

1

β
xn
1x

n
2 ,

v němž proměnná xn
2 představuje dravce a x

n
1 jejich kořist. Při absenci predá-

torů se populace kořistí řídí logistickou rovnicí. Při absenci potravy populace
dravců během jedné generace vymře. Navíc rychlost reprodukce predátorů
i rychlost úbytku kořisti jsou přímo úměrné počtu jedinců konkurenčního
druhu.
Abychom se oprostili od množství indexů, budeme systém raději zapiso-

vat ve tvaru
(

x1
x2

)

7→
(

αx1(1− x1)− x1x2
1

β
x1x2

)

. (2.12)

Položíme-li nyní pevně β = 0, 31, získáme systém závislý pouze na jed-
nom parametru, který má tři pevné body.
Bod x1 = (0, 0) je asymptoticky stabilní pro |α| < 1 a nestabilní pro

|α| < 1, bod x2 = (1 − 1/α, 0) je asymptoticky stabilní pro α ∈ (1; 1, 45) a
nestabilní pro α ∈ (−∞; 1) ∪ (1, 45;∞).
Soustřeďme se na pevný bod x = (β, α− αβ − 1). Jacobiho matice

Df(x) =

(

1− αβ −β
α−αβ−1

β
1

)

má vlastní čísla

µ(α) =
2− αβ ±

√

(αβ + 2)2 − 4α
2

,

která pro α ∈ (1, 5; 27, 2) mají nenulovu imaginární část. Navíc |µ(α)| = 1
právě tehdy, když α = α0, kde α0 =

50

19
=̇2, 63157.

Pro α < α0 je x asymptoticky stabilní. Pokusíme se nyní zjistit, zda pro
α = α0 dochází k superkritické Neimarkově-Sackerově bifurkaci.
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Po transformaci souřadnic
(

x1
x2

)

7→
(

x1 + x1
x2 + x2

)

se bod x = (x1,x2) posune do počátku. Jacobiho matice ani její vlastní
čísla se přitom nezmění. Ta můžeme zapsat ve tvaru µ(α0) = e±iϕ, kde
ϕ=̇0, 937rad. Je zřejmé, že µk(α0) = e±ikϕ 6= 1 pro k = 1, 2, 3, 4. Nakonec
platí d

dα
|µ(α)| = 0, 38 > 0 pro α = α0. Tím jsme ověřili předpoklady věty

2.3.

Další transformací
(

x1
x2

)

7→
(

x1
γx1 + δx2

)

,

kde γ = −489150
208259

=̇ − 2.35 a δ = 10000

10961
=̇ 0, 91 převedeme lineární část

posunutého systému (2.12) do Jordanova normálního tvaru
(

x1
x2

)

7→
(

δ −βδ
βδ δ

)(

x1
x2

)

+

(

g1(x1, x2)
g2(x1, x2)

)

,

kde g1(x1, x2) = −(α0 + γ)x21 − δx1x2 a g2(x1, x2) =
γ
β
x21 +

δ
β
x1x2.

Pro znaménko členu a(α0) můžeme nyní použít vztah

a(α0) = Re

[

(1− 2µ)µ̄2
1− µ

ξ11ξ20

]

+
1

2
|ξ11|2 + |ξ02|2 −Re(µξ21),

kde

ξ20 =
γ − δ(α0 + γ)

4δ
+ i

γ + βδ

4β
; ξ02 =

−γ − δ(α0 + γ)

4δ
+ i

γ − βδ

4β

ξ11 = −α0 + γ
2
+ i

γ

2β
; ξ21 = 0.

Po dosazení a zaokrouhlení dostáváme

a(α0) =̇ − 9, 68770 + 7, 18563 + 5, 15425 + 0 = 2, 65218 > 0,

takže bifurkace je superkritická, což potvrzuje i numerická simulace na ob-
rázku (2.8). Je potřeba mít na paměti, že věta 2.3 platí pouze pro |α− α0| <
δ pro nějaké malé δ > 0, tj. vzniklá invariantní křivka existuje a je hladká
pouze pro α < α0 + δ.
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Obrázek 2.8: Stabilní invariantní křivka v okolí bodu x = (β;α−αβ− 1) ∼=
(0, 31; 0, 829) pro α = 2, 650.
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