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Uvod

Aplikované obory jako matematicka biologie nebo demografie se zaby-
vaji modelovanim biologickych spolecenstev pomoci diferencidlnich a dife-
ren¢nich rovnic. Snazi se matematicky vyjadiit vliv okolniho prostfedi na
rychlost ristu populace. Pomoci matematické analyzy a numerickych me-
tod pak predpovidaji jeji budouci vyvoj. Posuzuji zejména vliv parametri
na existenci a stabilitu tzv. stacionarnich stavi. Zajimaji je predevsim ta-
kové stavy, kdy se populace ustali na néjakém poctu, kdy pravidelné kolisa,
nebo kdy vyhyne.

Tato prace se zabyva pouze diskrétnimi modely, kdy cas je nespojity
a predstavuje tak jednotlivé generace nebo roky. Prace seznamuje s po-
jmem diskrétniho dynamického systému a jeho zakladnimi vlastnostmi. Po-
drobné se rozebira jev zvany bifurkace, tj. kvalitativni zména chovani sys-
tému v zavislosti na parametru.

Hlavni c¢asti prace je pak analyza jednorozmeérné logistické rovnice a
dvourozmérného modelu dravec-korist. Dimenze problému odpovida poctu
zucastnénych zivocisnych druhd. V prvnim z modelt se soustiredime na bi-
furkace typu sedlo-uzel a zdvojeni periody, u druhého pak na Neimarkovu-
Sackerovu bifurkaci. Tyto typy bifurkaci jsou v predtim v textu popsany ve
své obecné formé, véetné predpokladti pro jejich vznik. Uvadéna tvrzeni jsou
bez dikazil, pouze s odkazem na pfislusnou literaturu. Chovani dynamickych
systému je pro nazornost doplnéno mnozstvim obrazki, které vznikly jako
vystup mych numerickych simulaci.



Kapitola 1

Jednorozmérné dynamické
systémy

1.1 Diskrétni dynamicky systém

Pojem dynamického systému je matematickou formalizaci vSeobecného vé-
deckého konceptu ‘deterministického procesu’. Budouci i minulé stavy mnoha
fyzikalnich, chemickych a jinych systémti mohou byt predpovidany do urcité
miry na zakladé znalosti jejich soucasného stavu a zakont fidicich jejich
vyvoj. Jestlize se tyto zadkony neméni v Case, chovani systému muze byt
povazovano za zcela dané pouze svym pocatecnim stavem.

Pojem dynamického systému zahrnuje tedy mnozinu moznych stavii (sta-
vovy prostor), oznacme ji X, a zdkon, jimz se idi vyvoj systému v ¢ase (evo-
lucni operator). Diskrétni dynamické systémy, jez se bézné vyskytuji napr.
v ekologii nebo ekonomice, pracuji s diskrétnimi hodnotami ¢asu, proto mno-
zina ¢ast T bude odpovidat celym ¢islim. Evolu¢ni operator je obecné t¥ida
zobrazeni {¢'}, . Pro dané t € T je ' : X — X zobrazeni, které pocatec-
nimu stavu zy € X prifazuje z; € X - stav systému v case t .

Jsou-li zobrazeni ' definovana pro vSechny ¢asy (kladné i zdporné), na-
zyva se takovy systém invertibilni a poc¢atecni hodnota xy v tomto systému
determinuje jak budouci stavy, tak i chovani v minulosti.

Od evoluc¢nich operatorti pozadujeme dvé prirozené vlastnosti:

©° = id, (1.1)

kde id je identické zobrazeni, a

S0t+s — Spt o gOS (12)



tj. p"*r = ¢! (p°).

Prvni podminka 1iké, Ze systém se nezacne samovolné ménit z pocatec-
niho stavu. Druha podminka zajisti, Ze systém je autonomni, tzn. ze zadkon
urcujici vyvoj systému se s ¢asem nemeéni. Diky této druhé podmince vysta-
¢ime u diskrétnich systémi pouze s jednim zobrazenim f = ¢! misto celé
tFidy. Plati totiz
p'=plop=fof=f>

kde f? je druh4 iterace zobrazeni f definovani vztahem

f2($o) = f(f(z0)).
Podobné plati 0¥ = f* pro k > 0 a je-li systém invertibilni, pak i ¢ =% = f=*
pro k > 0.

Definice: Diskrétni dynamicky systém je trojice {T, X, f}, kde T je mnozina
casi, X je stavovy prostor a f je evolucni operator spliujici podminky (1.1)
a (1.2).

1.2 Zakladni vlastnosti

Mame-li danu funkci f : IR — IR a pocatec¢ni hodnotu g, mizeme sestrojit
posloupnost

zo, f(xo), f(f(z0)), f(f(f(x0))),

Takovou posloupnost nazveme kladnou orbitou.
Definice: Kladna orbita s pocatkem v x( je usporadana podmnozina stavo-
vého prostoru. Znadi se v(xq) a plati

Y (w) = {2, € X; m = f(x0) Yn >0}
Orbity se rovnéz nazyvaji trajektorie. U diskrétniho systému je orbita mno-
zinou diskrétnich bodt (a nikoliv kfivkou!).
Definice: Bod Z se nazyva pevnym bodem funkce f, jestlize f(z) = Z.

Pevny bod je nejjednodussim piikladem orbity. Dostane-li se systém do
pevného bodu, ztstane v ném uz natrvalo.

P1i popisu dynamickych systémii nas kromé umisténi pevnych bodu za-
jimé rovnéz jejich stabilita.



Definice: Rekneme, Ze pevny bod % je stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna xy, pro kterd plati |zo — | < 0, iterace
xo vyhovuji nerovnosti |f"(z¢) — | < € pro vSechna n > 0. Rekneme, Ze
pevny bod T je nestabilni, jestlize neni stabilni .

Definice: Rekneme, Ze pevny bod Z je asymptoticky stabilni, pokud je
stabilni a navic existuje r > 0 takové, ze f"(xo) — T pron — 400 a pro
vSechna x spliujici |xo — | < r.

Pro ilustraci pravé zavedenych pojmi uvedme jednoduchy piiklad.

Priklad 1.1: Uvazujme linearni systém zavisly na jednom redlném parame-
tru

Tpi1 = ATy,. (1.3)

Je snadno patrné, Ze pozitivni orbita se pro libovolnou pocatecni podminku
xo sklada z bodti ve tvaru x,, = a"xg, n = 0,1, 2, ... a jedna se tak vlastné o
geometrickou posloupnost. Pro a#1 je jedinym pevnym bodem pocatek. Je-
li |a| < 1, je pocéatek asymptoticky stabilni a doslova k sobé& pritdhne kazdou
pocateéni podminku. Naopak pro |a| > 1 je pocatek nestabilni a pro poc¢a-
te¢ni hodnotu z libovolné malého prstencového okoli nuly rostou jeji iterace
nade vSechny meze. Pro a = 1 je pevnym bodem kazdé pocatecni podminka.
V pripadé a = —1 je pocatecni podminka xy soucasti dvouprvkové orbity
{0, —x0}.

Uvedené skutecnosti nam lépe piiblizi tzv.schodistovy diagram. Pii jeho
vytvareni nejprve zobrazime graf funkce f a graf identity. Vzhledem k tomu,
7e Tny1 = f(x,), budeme povazovat horizontalni osu za x,, a vertikalni osu
za Tpy1. Svisld linie vedend z xy protne graf f v bodé (zo, f(z¢)) = (x¢, x1).
Vodorovna ¢ara vedena z tohoto bodu protne diagonalu v (z1, z1). Svisla linie
vedend odtud protne pak horizontalni osu v bodé x;. Opakovanim tohoto
postupu ziskdme x5, 3 atd.

Tato procedura je ekvivalentni zobrazeni kladné orbity na osu I. a IV.
kvadrantu. Rovnéz je dilezité pozorovani, ze pevné body funkce f odpo-
vidaji prisecikim jejiho grafu s diagondlou. Na obrazcich 1.1 a 1.2 vidime
chovani linedrniho systému pro rtzné parametry a. Je-li a > 0, pozitivni
orbita monoténné roste nebo klesa. Pro a < 0 orbita osciluje mezi kladnymi
a zapornymi hodnotami.



Obrazek 1.1: Systém (1.3) pro a = 0.5 (vlevo), a = —0.5 (vpravo).

Obréazek 1.2: Systém (1.3) pro a = 2 (vlevo), a = —2 (vpravo).

Poznamka: Dynamicky systém zadany pomoci funkce f : IR — IR budeme
zapisovat ve formé diferen¢ni rovnice

Tpt1 = f(xn)

nebo ve zkraceném tvaru

Pokud bude systém zadan explicitné, jako je tomu u predeslého prikladu,
budeme pravou stranu povazovat za funkci oznacenou f.



1.3 Pojem bifurkace

Definice: Pevny bod = funkce f nazveme hyperbolicky, jestlize |f'(Z)# 1.

Pro hyperbolické pevné body existuje jednoduché kritérium na urceni
jejich stability.
Véta 1.1: Necht f je zobrazeni tfidy C'. Pevny bod Z funkce f je asympto-
ticky stabilni, jestlize | f'(Z) < 1 a nestabilni, kdyz |f'(z) > 1.

Dukaz: Viz knihu [1] na str. 73.

V prikladu 1.1 jsme pracovali se systémem zavislym na jednom parametru.
Vypozorovali jsme, ze pro a # +1 je pocatek hyperbolickym pevnym bo-
dem. Pokud bychom zvolili parametr nékde v blizkosti jednicky a pak ho
pozvolna ménili, nastala by pfi priichodu touto kritickou hodnotou drama-
tickd zména chovani systému v okoli poc¢atku. Tomuto jevu, kdy pri spojité
zméné parametru dojde v jednom okamziku k ndhlému ‘presmyku’ a ze sta-
bilniho pevného bodu se stane nestabilni (nebo naopak), se budeme vénovat
ve zbytku této prace.

Méjme nyni funkci f = f(z,«) a dvé pevné hodnoty parametru oy, as.

Definice: Rekneme, Ze dynamicky systém {T, IR, f(x,a;)} je topologicky
ekvivalentni s dynamickym systémem {T, IR, f(z,az)}, jestlize existuje ho-
meomorfismus h : IR — IR zobrazujici orbity prvniho systému na orbity
druhého pri zachovani sméru plynuti casu.

Predstavme si nyni fazovy portrét systému
e f(r,a), r€ R, o € R.

Orbity systému, pocet, poloha a stabilita pevnych bodi, to vSe zavisi na
hodnotach parametru. Zvolime-li néjaky vychozi parametr a jeho hodnotu
pak zvolna ménime, mohou nastat pouze dva piipady. Bud ztistane systém
topologicky ekvivalentni s vychozim, nebo se jeho topologie zméni.

Definice: Vyskyt topologicky neekvivalentniho fazového portrétu pii zméné
parametru se nazyva bifurkace.

Tedy bifurkace je zména topologického charakteru systému pii priichodu
bifurkacni (nebo téz kritickou) hodnotou.
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1.4 Priklady bifurkaci

Priiklad 1.2: Transkritickd bifurkace
Uvazujme systém

Ty = (a+1)z, + 22. (1.4)

Snadno si vSimneme, Ze nula je pevnym bodem pro vSechny hodnoty pa-
rametru. Kromé ni ma systém jesté jeden pevny bod: ¥ = —«. Pri studiu
stability pouzijeme vétu 1.1.

Pro malé zaporné hodnoty « jsou oba pevné body hyperbolické, pricemz
pocatek je asymptoticky stabilni a Z je nestabilni. Jak posouvame parametr
smérem k nule, oba body se k sobé pfiblizuji. Nakonec pro a=0 se spoji v
jeden nehyperbolicky bod. Numerickym experimentem jsem zjistil, Ze tento
bod je nestabilni. Pro malé kladné hodnoty parametru je nyni naopak po-
catek nestabilni, zatimco Z je asymptoticky stabilni.

150

05

Obrazek 1.3: Systém (1.4) pro a = —1.

Kromé schodistovych diagramt 1ze u jednorozmérnych systému zavislych
na jednom parametru konstruovat prehledné bifurkacni diagramy. Na téch
je vodorovna osa vyhrazena parametru, kdezto stavové proménné x patii
svisld osa. Na tomto diagramu jsou zaneseny ty body (ag, %), pro néz plati
f(ap, ) = Z. Plnymi ¢arami se zobrazuji stabilni pevné body, ¢arkovanymi
carami pak nestabilni.

11



Obrézek 1.4: Nestabilni pevny bod systému (1.4) pro a = 0.

Obrazek 1.5: Systém (1.4) pro a = 1.

12
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Obrazek 1.6: Bifurka¢ni diagram transkritické bifurkace.

Na diagramu (1.6) je vidét jak pro rostouci o poc¢atek ztrati svou stabilitu
a ‘predd’ ji druhému pevnému bodu. Podle tohoto pfeneseni (transferu)
stability ziskala transkriticka bifurkace své jméno.

Priklad 1.3: Vidlickovd bifurkace

Uvazujme systém
Ty = (a+1)z, — 23, (1.5)

Pro mala zaporna « je je pocatek jedinym pevnym bodem a je stabilni. Pti
a =0 je pocatek nehyperbolicky, ale stale jesté stabilni. Pro malé kladna
a pak ztraci svou stabilitu, ale objevuji se dva nové stabilni pevné body:
T = +y/a. Pvod nazvu pro vidlickovou bifurkaci je zfejmy pii pohledu na
bifurkacni diagram.

Chtél bych na tomto misté zdiraznit, ze uvedené diagramy znazornuji
chovani systému pouze pro hodnoty parametru v blizkosti bifurka¢ni hod-
noty. Napiiklad u vidlickové bifurkace je pocatek stabilni pro a € (—2,0) a
body £/« jsou stabilni pro « € (0, 1).
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Obrazek 1.7: Systém (1.5) pro a < 0 (nahotfe), & = 0 (uprostied) a o > 0
(dole).
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Obrazek 1.8: Bifurkac¢ni diagram vidlickové bifurkace.

Priklad 1.4: Bifurkace typu sedlo-uzel
Uvazujme systém

Ty =+ 2, + 22, (1.6)

Tento systém ma pro zaporné hodnoty parametru dva pevné body: z; =
V—a, Ty=—+/—a . Je-li a € (—1,0), je bod Zy asymptoticky stabilni. Bod
71 je vzdy nestabilni. Blizime-li se s parametrem k nule, pfiblizuji se k sobé
oba pevné body, az se nakonec potkaji v poc¢atku pfi hodnoté o = 0. Tento
bod neni hyperbolicky (f/(0,0)=1) a je nestabilni.

Kdyz parametr projde nulou smérem ze zapornych hodnot do kladnych,
pevné body zmizi. Celou situaci nam opét znazornuje diagram.

Obrazek 1.9: Bifurka¢ni diagram pro bifurkaci sedlo-uzel.
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Obrazek 1.10: Systém (1.6) pro a < 0 (nahote) a o = 0 (dole).

Systém
Ty = Q4 1, — 22, (1.7)

se chovd podobné jako systém (1.6), pouze pevné body 71 =+/a, To=—/a
se vyskytuji pro a > 0.
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1.5 Obecna bifurkace typu sedlo-uzel

Je-li (7, @) hyperbolickym pevnym bodem funkce f= f(x,a), f€C!, plyne
ze spojitosti derivace, Ze i vSechny body (7,3) (pro ‘ﬁ_—éz‘ malé) budou
hyperbolické a jejich stabilita bude stejného druhu jako u (Z, @). Proto mo-
hou bifurkace nastat pouze pro takové hodnoty parametru, kdy (z,a) je
nehyperbolicky. Existuji pouze dvé moznosti, jak pevny bod mize byt ne-
hyperbolicky: bud f'(z, @) = 1 anebo f'(z,a) = —1.

V predeslych prikladech byla kritickou hodnotou vzdy o = 0, kdy poca-
tek byl nehyperbolicky s hodnotou f’(0,0) = 1. Véta, ke které nyni sméiu-
jeme, dava navod, jak i slozité systémy s vlastnosti f(0,0) =0, f/(0,0) =1
1ze za jistych podminek lokalné redukovat na systém (1.6) nebo (1.7).

Definice: Rekneme, ze dynamicky systém {T, IR, f} je v blizkosti pevného
bodu x lokélné topologicky ekvivalentni s dynamickym systémem {T, IR, g}
v blizkosti pevného bodu vy, jestlize existuje homeomorfismus h: IR — IR
takovy, ze

(i) h je definovany v okoli U C IR, U > xy;

(ii) yo = N(xo);
(iii) h zobrazuje orbity prvniho systému v U na orbity druhého systému
ve V= h(U) C IR a zachovdva smér plynuti ¢asu.
Uvazujme nyni systém jako v minulém prikladu doplnény o ¢len vyssiho
radu
Ty = @+ T, + 22 + 2390(2, @),

kde ¢ = (x, ) zavisi hladce na x i na «. Lze ovéfit, Ze pro dostatetné
malé okoli bodu x = 0 ziistanou pocet i stabilita pevnych bodi zachovany,
pokud « je dostatecné malé.

Lemma 1.1: Systém
v a+z+ 22+ 0(?)
je lokalné topologicky ekvivalentni v okoli pocatku se systémem

T — o+ + 22

Véta 1.2: Predpokladejme, Ze jednorozmérny dynamicky systém

e f(r,a), € R, o € IR,

17



kde f je hladkda, ma pro a =0 pevny bod xy =0, pro ktery f’(0,0) = 1.
Jestlize jsou splnény podminky

0*f of

—=(0,0)#0 a —=(0,0) #0,

5,2(0,0) # 5, (0:0) #
pak existuje hladka substituce proménné a parametru, ktera pretransformuje
dany systém na systém

ne— B+nEn+00°).

Dukaz: Viz knihu [2] na str. 117.

Diky lemmatu 1.1 a vété 1.2 miizeme nyni ovérit, zda u nehyperbolického
bodu (xg, ) pro né&jz f'(xg, ) =1 nastava bifurkace sedlo-uzel. Vétu lze
aplikovat, i kdyz kandidat (zo, ap) #(0,0). Jednoduchou transformaci

g($,04) = f(iL‘ + o, v + Oéo) - f(l’o,Oéo)

dosdhneme toho, ze ¢(0,0)=0, ¢'(0,0) =1. Pak staci se jen pfesvéd¢it, jestli
funkce ¢ spliiuje ostatni dvé podminky.

Je snadné ovéfit, ze u transkritické a vidlickové bifurkace, kde bod (0, 0)
je rovnéz kandidatem na sedlo-uzel, nejsou predpoklady splnény.

1.6 Zdvojeni periody

V této ¢asti se podivame bliZe na nehyperbolické pevné body (Z, &), pro néz
f'(z,a) = —1. Prikladem takové situace je pevny bod (0, 0) systému

Ty = — (14 )z, + 23 (1.8)

Pro mald o < 0 plati —1 < f/(0,«) < 0. Pocatek je tedy hyperbolicky
a asymptoticky stabilni, ale podobné jako v ptikladu 1.1 systém neni mo-
notonni a jednotlivé iterace preskakuji mezi levym a pravym okolim pev-
ného bodu. Pfi a = 0 jiz nula neni hyperbolicka, presto ziistava stabilni.
Vezmeme-li malé a > 0, bude pocatek nyni nestabilni a zadna orbita se k
nému nepfiblizi. OvSem iterace pocatecni podminky z okoli nuly zistavaji
omezené. Liché iterace konverguji k limitnimu bodu z*, sudé pak k bodu

f@@), f(ax) # .
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Definice: Bod x* nazveme periodickym bodem s minimalni periodou n,
jestlize f"(x*) = x* a n je nejmensi takové prirozené ¢islo. Mnozinu vSech
iteraci periodického bodu nazveme cyklem s periodou n.

Periodicky bod x* s minimalni periodou n se nazyva stabilni, resp. asympto-
ticky stabilni, popr. nestabilni, pokud x* je stabilnim, resp. asymptoticky
stabilnim, popf. nestabilnim pevnym bodem funkce f".

Pro a > 0 vznikne tedy stabilni cyklus s periodou 2. Vznik takové perio-
dické orbity pii priichodu parametru kritickou hodnotou nazyvame zdvojent
periody (nebo téz flip).

Prestoze je bifurkacni diagram flipu napadné podobny diagramu vid-
lickové bifurkace, jedna se zde o zcela jiny pifipad, nebot z* a f(x*) jsou
pevnymi body funkce f? a nikoliv f.

Systém

Tpp = —(1+ )z, — 27 (1.9)

se chova do jisté miry podobné jako (1.8). Pro @ = 0 je ovSem pocatek
nestabilni a pro a < 0 vznika v okoli nuly nestabilni cyklus s periodou 2.

P1i hledani obecného kritéria pro vznik flipu uvazime opét nejprve vliv
¢lent vyssiho fadu na systém (1.8). Plati analogické tvrzeni jako u bifurkace
sedlo-uzel.

04

03

Obrazek 1.11: Bifurka¢ni diagram zdvojeni periody.
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Obrazek 1.12: Systém (1.8) pro o < 0 (nahoie), o = 0 (uprostied) a a > 0
(dole). 20



Lemma 1.2: Systém
z— —(1+a)z+2° + O(x*)
je lokalné topologicky ekvivalentni v okoli pocatku se systémem

r— —(1+a)z + 2°.

Véta 1.3: Predpokladejme, Ze jednorozmérny dynamicky systém
r— f(z,a), z€ R, o€ R,

kde f je hladkd, m& pro o =0 pevny bod zo =0, pro ktery f'(0,0)=—1.
Jestlize jsou splnény podminky

1 (0% 2 10% _
K 2<8x2(0’0)> +§$(0,0)7§0,

0% f
0,0) #0,
81:804( )7
pak existuje hladka substituce proménné a parametru, ktera pretransformuje
dany systém na systém

L=

n——1+38nE£n*+0n).

Je-1i K > 0, pak pevné body funkce f? jsou stabilni. Pokud K < 0, pevné
body funkce f? jsou nestabilni.
Dukaz: Viz knihu [2] na str. 121.

Poznamka:Pro koeficient I rovnéz plati vztah

183f2

Zalezi pak na konkrétnim ptikladu, ktery zptisob vypoctu K je rychlejsi.
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1.7 Logisticka rovnice

Logisticka rovnice je vyznamnym piikladem popula¢niho modelu. Poprvé o
ni publikoval v roce 1838 Pierre Francois Verhulst. Rovnice modeluje pocet
jedinci zkoumaného druhu v prostiedi, kde nejsou ohrozovani jinym druhem.
Vzhledem k pritomnosti dalsich faktort, jako je omezena dostupnost potravy
nebo vyskyt nemoci, neroste populace do nekonecna.

Rychlost reprodukce je timérna soucasnému stavu populace, ubytek je-
dinci je pak imérny rozdilu kapacity prostiedi a stavajicitho poc¢tu jedinct.
Zapsano matematicky

Tpy1 = 1T,(1 — x,), (1.10)

kde x,, je populace v n-té generaci, r > 0 je kombinovana rychlost reprodukce
a ubytku a jednicka predstavuje kapacitu.

V dalsim budeme uvazovat hodnotu r > 1. Pro r € (0,1) je systém
nezajimavy, nebot kazda populace rychle vymie pro libovolnou pocatecni
podminku zg € (0, 1).

V redlném ptipadé ma pochpitelné smysl brat xy pouze kladné. Pokud
bychom ptesto vzali zo < 0, pak x; = rzg(1l — x¢) < xo, nebot r(1 —zg) > 1
podle predpokladu. Tim vytvofime klesajici posloupnost zapornych ¢isel.
Tato nemuze konvergovat, jelikoz systém (1.10) neméa zaporné pevné body,
a proto f"(xg,r) — —o0. Pro zp > 1 je x; < 0 a pouZijeme stejny argument.
Pripady z¢p = 0 nebo x5 = 1 jsou rovnéz nezajimavé.

Budeme tedy nadéale prepokladat, ze xo € (0,1). Pro 1 < r < 4 miizeme
dokonce tvrdit, Ze v8echny iterace x lezi v intervalu (0, 1), protoze maximum
funkce f(z) = rz(1 — x) je mensi nez 1.

Zkoumejme nyni systém (1.10) pro rtizné hodnoty parametru r.
1 <r < 3: Pevné body systému nalezneme snadno. Prvni z nich ; = 0 je
vzdy nestabilni, nebot f’(Zg,r) = r > 1, coz znamend, ze populace nikdy
nevymfe.

Pro druhy pevny bod z, = 1 — 1/r plati f'(Z,,7) = 2 — r. Kromé& toho,
ze je asymptoticky stabilni, je dokonce globdiné pritazlivy tzn.

0<zo<1l= hIJ’I_l [ (xo,7r) = Ty
Zalezi vsak na hodnoté r, jakym zptisobem se orbity blizi k z,. Je-li 1 <r <

2, pak po nejvyse jedné iteraci je orbita monoténni. Pro 2 < r < 3 orbita uz
nadale monoténni neni.
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Obrézek 1.13: Stabilni pevny bod z, = 1—1/r pro r = 1,8 (nahote), r = 2, 8

(uprostied) a r = 3 (dole). 03



r =3 : Bod Z, je nyni nehyperbolicky a jeho stabilitu tedy nemiizeme urcit
z véty 1.1. Pfesto je Z, stabilni, dokonce do svého okoli pfitdhne kazdou
pocatecni podminku.

Pro r € (1, 3] se tedy kazda populace ustali v bodé Z,.

3<r<3,449: Body %y i Z, jsou nyni nestabilni. Jak jsme si ale fekli,
v8echny iterace zy € (0, 1) zistavaji v intervalu (0, 1). Navic plati f/(z,,3) =
—1. Toto vSe ndm signalizuje, ze by v okoli bodu (Z,., 3) mohlo dojit k flipu.
Po nezbytné transformaci soufadnic mizeme ovérit predpoklady véty 1.3.
Jelikoz L = —% # 0a K = 18 > 0, vznikd pro r > 3 stabilni cyklus s
periodou 2.

Pro vyvoj populace to znamend, ze po jisté dobé zacne pocet jedinci
preskakovat mezi dvéma stalymi hodnotami z* a f(z*), a to navzdy.
3,449 < r < 3,839 : Jak r projde hodnotou 1 + /6 = 3,449 ztrati cyklus

s periodou 2 stabilitu a vznikne asymptoticky stabilni cyklus s periodou 4.
Zvysujeme-li dale r, dochazi k fetézci dalsich zdvojovani periody.

Obrazek 1.14: Stabilni cykly s periodami 2, 4, 8, 16.
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Ozna¢me A, hodnotu parametru, pro niz vznikne asymptoticky stabilni
cyklus s periodou 2*. Prvnich pér élenti posloupnosti mé piibliznou hodnotu:

A1 =3, \=3,449, X3 =3,544, )\, = 3,564,

Tato posloupnost konverguje k hodnoté Ao, = lim, . Ax = 3,5699456.
Navic pomér vzdalenosti mezi parametry pri nasledujicich flipech se blizi
konstanté, tj.
Ak — A
lim —k 2kl s,
k—=too Apy1 — Ak

kde 6 = 4,6692 se nazyva Feigenbaumova konstanta. Mitchell Feigenbaum
objevil, ze tato konstanta, ktera znac¢né usnadnuje hledani bifurkac¢nich hod-
not, je pouzitelna pro Sirokou tiidu zobrazeni, nejen pro logistickou rovnici.

r > 3,839 : Pii hodnoté r kolem A\, je chovani systému tak slozité, ze pfi-
pomina chaos. Zdalo by se, ze dalsi zvySovani parametru povede jen ke
a ve trech riznych bodech dojde k bifurkaci sedlo-uzel. Pfi ni, podobné jako
u systému (1.7), vznikne stabilni a nestabilni pevny bod. Pro r > 3,839
existuje tedy pouze jediny asymptoticky stabilni cyklus s periodou 3!

Jestlize r dale roste, dochéazi k dalsimu zdvojovani periody a vznikaji tak
stabilni cykly s periodami 6, 12, 24 atd. Pomér vzdéalenosti mezi jednotlivymi
bifurka¢nimi hodnotami se opét blizi konstanté 9.
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01f

Obrazek 1.15: Priklad chaotického chovani pro r = 3, 857.
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Obrazek 1.17: Vyiez z bifurka¢niho diagramu logistické rovnice (pievzato z
http://www.santafe.edu/ moore/591 /logistic3.gif)
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Kapitola 2

Dvourozmeérné dynamickeé
systémy

V této kapitole budeme pouzivat diive zavedenou terminologii, kterou lze
snadno zobecnit pro dvourozmeérné systémy. Pridame k ni navic jesté nékolik
dilezitych pojm.

Fazovy prostor X bude pfedstavovat vzdy IR?. Jeho rozdéleni na or-
bity budeme nazyvat fdzovy portret. Fazovy portrét nam dava mnoho infor-
maci o chovani dynamického systému. Mtizeme z néj urcit pocet a charak-
ter asymptotickych stavii, do kterych systém sméfuje pro ¢ — +oo, popr.
t — —o0. V praxi pochopitelné neni mozné vykreslit vSechny orbity do jed-
noho obrazku, vybiraji se tedy jen ty hlavni.

2.1 Linearni systémy

Pfi seznamovani s dynamikou dvourozmérnych systémii je vhodné zacit s
linearnimi priklady. Uvazujme tedy systém x +— Ax, kde A je realnd ma-
tice typu 2x2. Kladna orbita vektoru x° € IR? se sklada z obrazi x° po
opakované aplikaci matice A:

7T (xY) = {XO, Ax? A%°, ..., A"XO, }
Pro norméalni matici A mutzeme sestrojit jeji Jordantv kanonicky tvar
Jo = P'AP, kde P je regularni. P¥i studiu iteraci A"x? = PJZP~'x° se

staci omezit na analyzu chovani matic J'y. Nadale budeme proto predpokla-
dat, zZe matice A je zaddna v Jordanové tvaru.
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Priiklad 2.1: Uvazujme linearni systém, kde

0,9 0
A (% 8) o

Nejprve najdeme pevné body systému, tj. feSeni rovnice (A — I)x = 0.
Vzhledem k tomu, ze A — 1 je regularni, je pocatek X = 0 jedinym pevnym
bodem. Mocniny matice A maji tvar

n (0,9 0
A _( 0 (0,8)™ )
Je ztejmé, ze A" — 0 pro n — +oo. Tedy bod X = 0 je asymptoticky
stabilni.
Vlastnimi ¢isly matice A jsou 0,9 a 0,8 s odpovidajicimi vlastnimi
vektory v = (1,0) a v> = (0,1). Pro libovolnou pocateéni podminku
x? = (29,29) € IR* méme

A'x" = (0,9)"29v' + (0, 8)"z9v>.

Orbita 77 (x°) se tedy blizi k poc¢atku rychleji ve sméru vektoru v nez
ve sméru v'.

08

06 2.
X

04

02f
“o2k

—06l

—o8l

Obrézek 2.1: Kladnd orbita v7(0,9;0,9) pro systém (2.1).

Priklad 2.2: Uvazujme linedrni systém zadany matici

A-— ( %0 _8}8 ) | (2.2)
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Stejnymi tivahami jako v minulém ptikladé dojdeme k tomu, ze pro kazdy

podatecni vektor x° = (22, 29) maji jeho iterace tvar

A'x? = (0,9)"2)v' + (=1)"(0, 8)"z9v>.

Znovu A"x° — 0 pro vsechna x°, kdyz n — +oo. Diky pfitomnosti zapor-
ného vlastniho ¢isla neni kladna orbita uz tak primocara, ale preskakuje sem
a tam pres vodorovnou osu.
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sl

Xl/

—08l

Obréazek 2.2: Kladn4 orbita v+ (0,9;0,9) pro systém (2.2).

V nésledujicich ptikladech uz nebude pocatek jedinym centrem, které k
sobé stahuje vSechny orbity. Zavedeme proto pojmy w-limitnich a a-limitnich
bodi, které nam charakterizuji chovani orbit pro n — +oo, resp. n — —oo.

Definice: Bod y se nazyvd w-limitnim bodem kladné orbity v (x°) bodu
xY, jestlize existuje posloupnost piirozenych ¢&isel n; takova, Ze n; — 400 a
f"(x°) — y pro i — +o0. Déle w-limitni mnozinou orbity v (x°) nazveme
mnozinu vSech jejich w-limitnich bodii.

Jestlize f je invertibilni, pak a-limitni bod a a-limitni mnozina jsou de-
finovany obdobné, pouze n; jsou zaporna cela cisla.

Umluva: Oznaceni "w(29,29) = (y1,42)” bude znamenat, ze bod (y1,2) je
w-limitnim bodem orbity y*(x%) = v ((z9, 29)).

Definice: Mnozina M se nazyva invariantni mnozinou zobrazeni f, jestlize
M) = M tzn. jestlize Vx € M f{x) € M aVxe€ M Jy € M:: fly) = x.
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Piiklad 2.3: Uvazujme linearni systém zadany matici

A= < 161 1,02 ) (2.3)

s vlastnimi ¢isly vétsimi nez jedna. Pro kazdy pocateéni bod x° = (29, 29) #

(0,0) mame
A = (1,1)"2)v! + (1,2)"29v>.

Je evidentni, Ze pocatek je nestabilnim pevnym bodem, nebot ||A"x°| —
+00 pro n — +o0o. Predstavime-li si iterace inverzniho zobrazeni A™" =
(A™H", je snadné dovodit, Ze pro libovolny bod x° tvoii pocatek jeho a-
limitni mnoZinu. Jinak fe¢eno, pro viechny x° € IR? se zadporna orbita 7y~ (x°)
blizi do pocatku.
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—o2k

—04l
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_osl

Obrazek 2.3: Fazovy portrét systému (2.3).

Priklad 2.4: Méjme linearni systém s matici

L1 0
A= (50 ) 2.4)

kterda méa jedno vlastni ¢islo vétsi a druhé mensi nez jedna. Pocatek je opét
nestabilni, protoze prvni soufadnice bod A"x° roste v absolutni hodnoté
do nekonec¢na. S vyjimkou bodi (0, z9), pro ty plati w(0,z9) = (0, 0). Druhé
soutadnice bodil orbit naopak klesaji k nule a plati a(z?,0) = (0,0).
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Obrazek 2.4: Fazovy portrét systému (2.4).

Priklad 2.5: Uvazujme linearni systém zadany matici

A:(%g (1)> (2.5)

Kromé po¢atku je pevnym bodem kazdy vektor tvaru (0, x9), tzn. kazdy bod
na svislé ose. Vsechny tyto pevné body jsou stabilni, nikoliv v§ak asympto-
ticky, a plati w(2?, 29) = (0, 9).
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Obrazek 2.5: Fazovy portrét systému (2.5).
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Priiklad 2.6: Uvazujme linearni systém, kde

A= ( 0(’)9 0 ) . (2.6)

V tomto pripadé je jedinym, a sice stabilnim, pevnym bodem pocatek. Ite-
race bodu x° maji tvar

A'x" = (0,9)"2Iv! + (—=1)"z5v2.

Kazdy bod (0,y2) lezici na svislé ose je periodickym bodem s minimé&lni

periodou 2 a w-limitni mnoZina libovolného pocateéniho bodu (z9,x9) se

sklada z bodt (0, z9) a (0, —x9).
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Obrézek 2.6: Kladna orbita v7(0,9;0,5) pro systém (2.6).

Priklad 2.7: Zkoumejme nyni systém s nasledujici matici

A=(50)

Matice A mé komplexni vlastni ¢isla o £ i3. Piepiseme-li jejich realné a
imaginarni ¢asti pomoci polarnich soufadnic & = Acosw, = Asinw, kde
A=+va?+ (% aw € (—m, 7], pfejde matice A do tvaru

A — )\< COS W S1n w ) . (27)

—sinw cosw
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Obréazek 2.7: Orbity bodu (0,5;0) pro A = 0,998, A = 1,000 a A = 1,001 pro
systém (2.7). 33



Bod A"x° ziskdme tak, Ze poc¢atecéni vektor x° oto&ime o tihel nw a sou-
fadnice vynasobime c¢islem \". Pro A < 1 je pocatek asymptoticky stabilni,
pro A > 1 naopak nestabilni. Ve specialnim piipadé A = 1 je orbita " (x°)
soucasti kruznice se stfedem v poc¢atku a polomérem ||x°|.

Kdyz absolutni hodnota vlastnich ¢isel A prochazi hodnotou 1, dochazi k
bifurkaci v nasledujicim smyslu: pro A # 1 neexistuji zadné invariantni uza-
viené kiivky kromé trivialniho ptripadu nuly, zatimco pro A = 1 existuje cela
ttida takovych kfivek zavislych na ||x°||. V neline4rnich systémech je analo-
gickym protéjskem tohoto jevu Neimarkova-Sackerova bifurkace popsana v
casti 2.3.

7 uvedenych priklada vyplyva, ze stabilita poc¢atku jako pevného bodu
linearniho zobrazeni x — Ax je zpravidla urc¢ena nikoliv realnou ¢asti, nybrz
absolutni hodnotou vlastnich ¢isel matice A.

Véta 2.1: Pevny bod X = 0 linearniho systému x — AXx je asymptoticky
stabilni pravé tehdy, kdyz vsechna vlastni cisla matice A maji absolutni
hodnotu mensi nez jedna. Jestlize alespon jedno vlastni ¢islo A ma absolutni
hodnotu vétsi nez jedna, pevny bod je nestabilni.

Definice: Linearni zobrazeni se nazyva hyperbolické, jestlize vSechna vlastni
cisla matice A maji absolutni hodnotu riiznou od jedné.

Stabilitu nehyperbolickych bodt pevnych bodi nemtzeme ani u linear-
nich pfipad urc¢it pouze na zakladé vlastnich ¢isel. Pravé ony body jsou ale
hlavni oblasti naseho zajmu pfi studiu bifurkaci.

2.2 Véta o linearizaci

Pfi studiu nelinearnich systémut x — f(x) se ¢asto pokousime nahradit funkei
f né¢jakou jednodussi, nejlépe linearni, funkci v nadéji, ze se takovy systém
nebude pfilis lisit od ptivodniho. Podobnost mezi obéma systémy byva velmi
casto pouze lokalni.

Definice: Necht X je pevnym bodem zobrazeni x — f(x), kde f je funkce
tfidy C'. Potom linedrni zobrazeni

x — Df(X)x, (2.8)
kde Df(X) je Jacobiho matice

o[ m) h(w)
D“">‘(§£§<x> ggﬁz(x))



se nazyva linearizace funkce f v bodé X.

Definice: Pevny bod X systému x — f(x) se nazyva hyperbolicky, jestlize
linedrni systém x — Df(X)x je hyperbolicky, tj. jestlize absolutni hodnota
vSech vlastnich ¢isel Jacobiho matice Df(X) je rizna od jedné.

U hyperbolickych pevnych bodi lze urcit druh stability na zékladé linea-
rizace pomoci tvrzeni, jez zobecnuje vétu 1.1.

Véta 2.2: At f je funkce t¥idy C' s pevaym bodem X.

(i) Jestlize vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice DAX) maji absolutni
hodnotu mensi nez jedna, potom bod X je asymptoticky stabilni.

(ii) Pokud alespon jedno vlastni ¢islo matice D{X) ma absolutni hodnotu
vétsi nez jedna, pak X je nestabilni.

2.3 Neimarkova-Sackerova bifurkace

U dvourozmérnych dynamickych systémt zavislych na jednom parametru
dochézi k bifurkaci tehdy, kdyz parametr projde kritickou hodnotou, pro
niz se néjaky pevny bod stane nehyperbolickym. Nyni se zaméfime na ty
body, pro které mé prislusna linearizace komplexné sdruzena vlastni ¢isla s
jednotkovou absolutni hodnotou.

Jak vlastni ¢isla opusti jednotkovy kruh a pevny bod se z asymptoticky
stabilniho stane nestabilnim, miize se ve fazovém portrétu objevit uzaviena
invariantni k¥ivka obihajici pevny bod.

Priklad 2.8: Uvazujme dynamicky systém zavisly na skaldrnim parametru

1 2 2 cosw sinw 1
< T ) = (A -2y — 1) ( —sinw cosw ) ( T ) (2.9)

Bod X = (0,0) je pevnym bodem pro vSechna A € IR. Linearni ¢ast
systému je shodna s prikadem (2.7), kritickou hodnotou je tak opét A\ = 1.
Po transformaci do polarnich soutadnic (r,?) obdrzime systém

( :; ) — ( Ag;j ) (2.10)

Jak je nyni vidét, pro A > 1 mé systém (2.10) invariantni kruznici o
poloméru v A — 1. Navic w-limitni mnozina kazdé kladné orbity je obsazena
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v této kiivce. Body na invariantni kruznici rotuji pti dalsich iteracich kolem
jejiho stfedu o thel ¢.

Obecny nelinearni systém lze za jistych podminek lokalné, v okoli ne-
hyperbolickych bodt, transformovat na systém (2.9). Podminky pro vznik
invariantni uzaviené k¥ivky zachycuje nasledujici véta.

Véta 2.3: Necht F : IR x IR?> — IR? je zobrazeni tfidy C* zavislé na realném
parametru « splnujici nasledujici podminky:

(i) F(a, 0) = 0 pro « blizko néjakého pevného ayp;

(ii)) DF(«, 0) mé& dvé komplexné sdruzend vlastni ¢isla p(«) a i) pro
a blizko ap, pro néz ()| = 1;

(iii) - |u(a)| > 0 pro a = ap;

(iv) pf(ap) # 1 pro k =1,2,3,4.
Potom existuje hladka transformace soutadnic prevadéjici F na tvar

F(a,x) = F(a,x) + O(|x]")

a existuji hladké funkce a(a), b(a) a w(«) takové, ze v polarnich souradnicich
je funkce F(a, x) ddna vztahem

()-(delsar) ew

Jestlize a(ap) > 0, pak existuji okoli pocatku U a 6 > 0 takovd, Ze pro
o — ag| < 6 ax® € U je w-limitni mnozinou bodu x° pocatek, kdyZ o < a
a kdyz o > «y, w-limitni mnozina je ¢asti uzaviené invariantni k¥ivky I'(«)
t¥idy C! obihajici pocatek.

Jestlize a(ap) < 0, pak existuji okoli pocatku U a 6 > 0 takovd, Ze pro
o — ag| < 6 ax® € U je a-limitni mnozinou bodu x° pocatek, kdyZ a > ay
a kdyz a < «ap, a-limitni mnozZina je ¢asti uzaviené invariantni krivky I'(a)
tiidy C' obihajici pocatek.

Znaménko ¢lenu a(ayp) ve vyjadieni (2.11) mé rozhodujici vliv na charak-
ter Neimarkovy-Sackerovy bifurkace. Pokud a(ag) > 0, nazyvé se bifurkace
superkritickd, pokud a(ag) < 0, nazyvame ji subkritickou. V prvnim ptipadé
je pro a < g pocatek asymptoticky stabilni a kdyz o > ag, vznikne v jeho
okoli stabilni uzaviend invariantni kiivka. Ve druhém pfipadé je pro a > «y
pocatek nestabilni a pro o < « vznikne v jeho okoli nestabilni uzaviené
invariantni kfivka.
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2.4 Systém dravec-korist

Jako priklad dvourozmérného popula¢niho modelu jsem vybral klasické eko-
logické schéma soupereni dvou zivocisnych druhi

n+l n n n,.n
] = ax}(l—27) — zlay
n+l1 n_.n
) = T,

G

v némz promeénna xj predstavuje dravce a x7 jejich kotist. PTi absenci preda-
tort se populace koristi fidi logistickou rovnici. Pti absenci potravy populace
dravcit béhem jedné generace vymrfe. Navic rychlost reprodukce predatori
i rychlost ubytku kofisti jsou pfimo tmeérné poctu jedinctt konkurenc¢niho
druhu.

Abychom se oprostili od mnozstvi indext, budeme systém radéji zapiso-

vat ve tvaru
T s 041’1(1 :.’L’l) — T1T2 . (212)
i) Bl'll'g

Polozime-li nyni pevné 5 = 0,31, ziskdme systém zavisly pouze na jed-
nom parametru, ktery ma tii pevné body.

Bod x; = (0,0) je asymptoticky stabilni pro |a| < 1 a nestabilni pro
la] < 1, bod x93 = (1 — 1/a,0) je asymptoticky stabilni pro a € (1;1,45) a
nestabilni pro a € (—o0;1) U (1,45; 00).

Soustiedme se na pevny bod X = (3, — aff — 1). Jacobiho matice

pix) = (s )
B

ma vlastni ¢isla

2—af £ /(af+2)?—4a
_ 5 ,

()

kterda pro a € (1,5;27,2) maji nenulovu imagindrni ¢ast. Navic |u(a)| = 1
prave tehdy, kdyz a = ag, kde oy = £i2, 63157.

Pro a < ag je X asymptoticky stabilni. Pokusime se nyni zjistit, zda pro
« = «q dochéazi k superkritické Neimarkové-Sackerové bifurkaci.
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Po transformaci souradnic

X1 T+ X
— _
X9 To + Xg

se bod X = (X;,X2) posune do pocatku. Jacobiho matice ani jeji vlastni
¢isla se piitom nezméni. Ta miizeme zapsat ve tvaru p(apg) = e kde
©=0,937rad. Je ziejmé, Ze uk(ap) = e**¥ # 1 pro k = 1,2,3,4. Nakonec
plati % |u(a)] = 0,38 > 0 pro @ = . Tim jsme ovérili predpoklady véty

2.3.
T T
—
<$2> (’733'1"‘5.1'2)7

Dalsi transformaci
489150 - 10000 - < PPy
kde v = —35505 = 235 a0 = {505 = 0,91 pievedeme linedrni cast

posunutého systému (2.12) do Jordanova normalniho tvaru

()= 7)) (i)

kde g1(x1,22) = —(ap + 7)2? — 01179 & go(T1, T2) = :)31 + :)31$2

Pro znaménko ¢lenu a(ap) muzeme nyni pouzit vztah

o) = e | B2 g + Gl + el ~ el
kde
£y = 1= (5(40:50 +7) il +6ﬁ<$7 by = 217 54(;10 +7) i ;Bﬁa
= _%;7 25’ b1 =

Po dosazeni a zaokrouhleni dostavame
a(ag) = —9,68770 + 7,18563 + 5,15425 + 0 = 2,65218 > 0,

takze bifurkace je superkriticka, coz potvrzuje i numericka simulace na ob-
razku (2.8). Je potfeba mit na paméti, ze véta 2.3 plati pouze pro |a — ag| <
0 pro néjaké malé § > 0, tj. vznikla invariantni kiivka existuje a je hladka
pouze pro a < ag + 4.
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Obréazek 2.8: Stabilni invariantni kiivka v okoli bodu X = (f;a —af —1) =
(0,31;0,829) pro a = 2, 650.
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