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Uvod

Cilem této prace je sezndmeni se s vlastnosti extremalnich bodu nékterych
mnozin pravdépodobnostnich mér. Studované mnoziny mér nejsou mezi sebou
propojené, ani jsme se na jejich propojeni nezameérovali. Nasledkem toho je préce
roz¢lenénd na tii nezavislé ¢asti, z kterych kazda tvori samostatnou kapitolu.

V prvni kapitole uvaddime dva parametrické modely: prvni je model Pdlyova
urnového schématu, kde odvodime jeho zakladni charakteristiky, jako jsou mar-
tingalova vlastnost a konvergence relativnich ¢etnosti tazenych kulicek. Druhy
je Beta-Bernoulliho model, ve kterém ukazeme, ze pravdépodobnostni rozdéleni
muzeme vyjadiit v analogickém tvaru jako rozdéleni pi Polyovém urnovém schématu.
Nasledné modely porovname a stanovime, za jakych podminek muzeme mezi nimi
predpokladat ekvivalenci.

Ergodické vlastnosti stacionarnych posloupnosti a jejich invarinatnich meér
jsou hlavnim tématem druhé kapitoly. Nejprvé se seznamime se zakladnimi po-
jmy, které jsou nezbytné pro vybudovani ergodické teorie, pak podstatnou cést
kapitoly vénujeme podrobnému dukazu Birkhoffové ergodické véty o konvergenci.
Nasledné dokdzeme i vztah mezi ergodicitou a extremalitou pravdépodobnostnich
mér invariantnych viéi métitelné transformaci. Na piikladé homogenniho Markovova
fetézce jako stacionarniho procesu ukazeme jak tento vztah vypada pro konkrétni
miry.

V treti kapitole se dozvime jaké je praktické pouzity extremdlnich martin-
galovych mér v procesu ocenovani finanénich derivatu. Je mozné rict, ze kapitola
ma piehledovy charakter, kde probereme zdkladni principy ocenovani derivatu
vyuzitim teorie martingalovych mér a zkusime je pak aplikovat na jednoduchych
prikladech binomickych ocenovacych stromu.



Kapitola 1

Pdélyovo urnové schéma

Pélyovo urnové schéma je zndmy urnovy model, ktery nese ndzev podle mad arského
matematika George Pdlyi. V této kapitole se Bayesovym piistupem podivdme na
jeho zékladni vlastnosti a nasledné ukdzeme, ze tento model za urcitych podminek
lze porovnat s Bernoulliho schématem nezavislych alternativnich pokust s nahodnym
parametrem, které ma beta rozdéleni.

1.1 Podlyovo urnové schéma

Model. UvazZujme urnu, ve které se v pocatecnim caset = 0 nachdzi a éerngch
a b bilych kulicek. Z uwrny ndhodné vytahujeme kulicky a po kaZdé, kdyz jednu vy-
bereme, po zjisténi barvy ji zase do urny vratime, spolu s dalsimi ¢ kulickams
stejné barvy, kde ¢ > 0.
Vsimnéme si, ze tento model zobecnuje model vybéru s vracenim a byl mu ekviva-
lentni, kdyby platilo, ze ¢ = 0. Kdybychom ptipustili moznost, ze ¢ = —1, slo by
o opac¢ny piipad vybéru bez vraceni. Zajimame se o to, zda a jakym zpusobem se
s pribyvanim novych kuli¢ek méni i Sance, ze vytdhneme konkrétni barvu. Defin-
ujeme velicinu X, jako indikator ndhodného jevu, ze v ¢ase t = n byla vytazena
bild kulicka. Pak podil poctu bilych kulicek ku poctu vSech v case ¢ = n oznacime
B,, a vyjadiime ho pomoci X, nasledujicim zpusobem:

B — b—f—CZZ:le
" a+4b+nc

Y

V nésledujicich odstavcich se podivame na zdkladni charakteristiky uvedeného
modelu.

1.1.1 Pravdépodobnostni rozdéleni
Znaceni 1. Pror € [0,00) a n € Ny budeme symbolem

n—1

=T +k) =r(r+1)--(r+ (n—1))

k=0

znadit n-tou vzestupnou mocninu ¢isla r. Zde jsme definovali r'® = 1.



Tvrzeni 1. Necht X}, je ndhodnd velicina z Pélyova urnového modelu, indukujici
tazent bilé kulicky v k-tém tahu, kdykoli k € N, a necht x), € {0,1},k < n jsou
bindarni promenné, ¢i hodnotu 1 interpretujeme jako vytaZeni bilé, a hodnotu 0
jako vytazZeni cerné kulicky. Pak pro kazZdé n € N plati:

(&) "
P(Xlzmlw";Xn:l'n):W, kdem:;xj (1.1)
c J=

Diikaz. Provedeme indukei dle n € N. Pro n = 1 bychom tak méli ukdzat, ze

b a

P(X1:1)2a+b, P(X1:O):a+b,

ale to plyne z prosté tivahy, nebot na pocdtku je v urné a ¢ernych kulicek a b
bilych. Pravdépodobnost nalevo vyjadiuje pravdépodobnost tazeni bilé kulicky a
je prirozené rovna relativni ¢etnosti bilych kuli¢ek v osudi. Druhy vztah dostaneme
obdobné. Analogickou uvahou dostaneme nésledujici rovnosti

b+ CZZ:I Xk
a+ b+ nc
P(Xn+1 :O‘Xl,,Xn) :1_Bn (13)

P(Xn—i—l = 1|X1,,Xn) :Bn E

Necht n € N a indukef predpoklddejme, ze vzorec plati. Z dostaneme, ze

b+ cm B %+m

P(X =1X; = X, = = = .
( n+1 | 1 X1, s “Amy xn) CL—|—b—|—CTL aT—l—b"'n

Protoze pro vzestupnou mnozinu plati, ze r**1) = (r4-£)r*! postupnim podmiiiovanim
dostavame

brm (B

b p (“b)in]

(b)[m+1} ( a)[n+1f(m+1)]

c c

€3

P(X1 :xla---;Xn::En;Xn+1 :1) ==

Pro ptipad X,,,; = 1 tak mame ukazanou platnost vzorce kde n je nahrazeno
n + 1. P¥ipad X, ;1 = 0 se ukdaze obdobné. Z [1.2] dostaneme, ze

b+em  atc(n—m) bym

P(Xpi1 = O0|Xy = 21, .., Xy = ) = 1— - .
(KXo (X1 = Tn) a+b+cn a+b+cn “T“’—i—n

Pak ovSem

PXi=21,..., X, =0, X1 =0) = & Y

Zde i v predchozim piipadé je dulezité si uvédomit, ze hodnota m = Z?Zl Tj se
vztahuje k hodnoté n, zatimco odpovidajici hodnota vztahujici se k n+1 by byla
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tvaru m* = Z?;l x; a byla by rovna v piedchozich ptipadech po fadé m+1 a m.
]

Vsimnéme si, ze obdrzeny vzorec pro rozdéleni zavisi pouze na vysledném
poctu tazeni bilych kulicek do ¢asu n a nikoliv na tom, kdy k témto tazenim doslo.
Pokud bychom tedy vysledky tazeni zpermutovali pevnou permutaci, dostali by-
chom vyslednou posloupnost délky n, kterd ma stejné rozdéleni jako ta puvodni.
Tato vlastnost je v knize [4], na str. 399 definovdna nasledujicim zpusobem:

Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost redlngjch néhodnych velicin je symetrickd,
jestlize pro kazdou permutaci {ky, ..., k,} mnoziny {1,...,n}, n € N plati

E(Xk)17 LA 7an7 XTL—|—1,...) = £(X17 e 7XTL7 Xn+1,...)

Intuitivné se symetrii fikd i permutovatelnost. Tento poznatek nam bude
v dalsim textu uzitecny. Jestli si, navic, uvédomime, ze ndhodné veliciny X,
nejsou nezdvislé, nebof pravdépodobnost, 7ze v n-tém ¢ase vytdhneme kulicku
urcité barvy se zvétSuje nebo zmensuje v zavislosti na tom, které kulicky jsme
vytahli predtim, pak Pélyovo urnové schéma je dobry ilustrativni ptiklad toho,
ze nahodné veliciny mohou tvorit symetrickou posloupnost i pfes to, Zze nejsou
nezavislé, stejné rozdélené. Jinymi slovy, vlastnost symetrie je slabsi.

1.1.2 Martingalova vlastnost

Jelikoz vime, ze pii vybéru bez vraceni kazdé vytazeni kulicky jedné barvy
zmensuje pravdépodobnost vyskytu stejné barvy v dalsim kroku, logickym je
dusledkem, ze se v nasem urnovém modelu tato pravdépodobnost bude, naopak,
zvétSovat. Zajimavé je ale to, ze s kazdym dalSim ¢asovym posunem tazeni konkrétni
barvy ma mensi a mensi vliv na budouci vysledek tazeni. Je tomu tak proto, ze se
vétsi pravdépodobnost vytazeni jedné barvy kvuli predchozimu castému vyskytu
vyvazi tim, ze kazdy dalsi vyskyt min tazené barvy ma o dost vétsi vliv na rela-
tivni cetnost.

Takovéto uvazovani nds usmeérnuje k matematickému pojmu martingal, ktery
je dulezitym prvkem teorie pravdépodobnosti a jak se podivame, dobfe zachycuje
vlastnost (stochastické) vyvazenosti. Uvadime zde zdkladni definici, spolu s po-
jmy nezbytnymi k jejimu vysloveni:

Definice 2. Uvazujme (X2, F, P) pravdépodobnostni prostor. Neklesajici posloup-
nost o-algeber Fi C Fo C ..., takovych, Ze pro kazdé n € N F, C F, nazveme
filtrace.

Jestlize pro kazdé n € N ndhodnd velicina X,, je F,-méritelnd, rekneme, Ze
(Xn,n € N) je (F,,n € N)-adaptovand posloupnost.

Pokud, navic, plati F, = 0(Xy,... X,) nazveme F, kanonickou filtraci posloup-
nosti X,,.

Definice 3. Nechtf pro (F,,n € N)-adaptovany proces (X,,n € N) plati, Ze
Xn € Li(Q,F,P) pro kazdé n € N. Rekneme, Ze (X,,,n € N) je (F,,n € N)-
martingal, jestlize pro kaZdé n € N plati

E[X,11|Fn] = X, skoro jiste.



Mame-li kanonickou filtraci, pak tikime Ze (X,,n € N) je martingal.

V skriptach [I] jsou k nalezeni definice v obdobném znéni, spolu se zaklady
martingalové teorie.
Miuzeme tedy uvést nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2. Posloupnost relativnich éetnosti By, je martingal (vzhledem ke kanon-
ické filtraci).

Dukaz. Nejprve si uvédomime, ze B,, jakozto relativni ¢etnost bilych kulicek
v urné, nabyva hodnot pouze na omezeném intervalu [0,1], z ¢ehoz vime, ze
B, € Li(Q2, F,P). Je tieba jesté ukazat, ze E[B,.1|B,...,B,] = B, skoro
jisté. Z definice B,, bezprostiedné plyne, ze o(By,... B,) = o(Xi,... X,), proto
obdrzime:

b+ed o X+ cXnp

a+b+(n+1)c

bt X+ cE[Xnn| Xy, X bFedp Xkt B,

E[Bn+1|B1,...,Bn] =E

Xl,...,Xn}

a+b+(n+1)c  a+b+(n+1)e
B b+CZZ:1Xk+C% O+ Xi)(a+b+ne+c)
B a+b+(n+1)c  (a+b+nc)a+b+ (n+1)e)

= B,, skoro jisteé.

quod erat demonstrandum. Ve vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze velicina X,
nabyva pouze hodnot 0 a 1, z ¢ehoz plyne

E[Xn1| X1, .., Xn]=1-P(X,1 =1]Xy4,...,X,) = B, skoro jisteé.

1.1.3 Konvergence

K lepsimu pochopeni studovaného modelu téz dospéjeme vySetrovanim lim-
itnfho chovani relativnich ¢etnosti bilych kuli¢ek a pii odvozovani této vlastnosti
budou ndm uziteéné poznatky z predchozich odstavci. Z Doobovy véty (Véta
4.1 v [I]) je totiz patrné, ze pro martingal (B,,n € N), ktery nabyva hodnot
na intervalu [0, 1] existuje integrovatelna ndhodna veli¢ina B takova, ze B,, — B
skoro jisté pro n — oo. Piedtim, nez zjistime vlastnosti této veliciny, uvedeme
pomocni tvrzeni:

Tvrzeni 3. Platf

n— =30 Xi| = 0 vude na Q, pro n — oc.

Dikaz. Pro n — oo plati:

1 — b Xy 1
B, Xi= €2 ke e
k=1 k=1

a+b+nc —
C bt ey X — plat+b+ne) 3p Xi
a a+b+nc
_ Vi Nple— I 4 b bR Xy
— 0,
a+b+nc a+b+nc



kde omezenost ¢itatele posledniho zlomku plyne z omezenosti % Y iy Xk, jakozto
relativni ¢etnosti nabyvajici hodnot na omezeném intervalu [0,1].

O
Jinymi slovy, ukazali jsme Ze veli¢iny B,, maji limitu pravé tehdy, kdyz % S Xk
konverguji taky a této dvé limity se rovnaji. Chtéli bychom tedy pobliz urcit,
jak tato limita vypada. Pripomenime si, predtim, zdkladni charakteristiky beta
rozdéleni.

Pozndmka (Beta rozdélen{). Necht ndhodnd veli¢ina X md beta rozdéleni s parame-
try Beta (o, 3), kde «, B > 0. Pak hustota X je uréena nésledujicim vzorcem

1
B(a, )

kde B(a,f) znaéi beta funkei definovanou takto: B(a,) = [ 271 (1 — z)#~'da.
Jesté si pripominame, ze mezi beta a gama funkei plati vztah

['(a)T'(8)
I'a+ 5)

f(z) = g 1 — )P, z € (0,1)

B(a, ) =
a navic

T(a+ k) = T (a).
Uz mame vSechny potiebné informace, k tomu, abychom spocitali k-ty moment

1 1
E XF= / 2 f(2)dr = / xkﬁxal(l —2)ftda
0 0 )

1
_ 1 / $a+k71(1 o z)ﬁfldx — B(Oé + k7 /3)
0

n B(OQB) B(Oé,ﬁ)
T(a-+k)I(B) oM ()T(8) k—1
_ Tlatg+k) _ (BBl (a+p8) ol = H ot
T T(r) '(a)T(8) B (k] ’
Tath) Tath) (B8 jgat+ Bk

Znalost momentu bude uzitec¢na pii urceni rozdéleni, a to ve smyslu nasledujici
poznamky.

Pozndmka. Pro ndhodnou velicinu 0 < X <1 plati

1\ k

itxX _ S (Zt)
Ee —kz:% o

Specidlné, momenty E X* k € N urcujf rozdéleni Px veliciny X.
K tomuto vysledku dospéjeme pouzitim Fubiniho véty na Tayloriuv rozvoj expo-
nencialy. Tedy

E X

X _ ()" ok _ (12) k
k=0 k=0
Jelikoz uvazujeme omezenou velicinu X, pouziti Fubiniho véty je oduvodnéné

nasledujici nerovnosti

33
k=0

o0

L —
gzﬁ—e < 00.

(it)* 4
k! X !
=0




Tvrzeni 4. Ndhodnd velicina B md beta rozdéleni s parametry %7 <.

Ditkaz. K zaddanému vysledku se dopracujeme pomoci momentu E B4 d € N |
nebot pro ndhodnou veli¢inu B € [0, 1] plati, Ze momenty jednoznaéné urcuji jeji
rozdéleni.[zdroj]

Jelikoz uz vime, ze posloupnost B,, je martingal, jednoduse plyne

b

ET,=ET,=
LA

Déle vyuzijeme znalosti symetrie posloupnosti a piedchoziho tvrzeni, nebot pak

2
1 n
. 2 _ .
Jim E 5=l E (; ZX)
Obdrzime pak prod =2,n — o

2
E (ﬁ ;Xk) = Y E XX, = —(E X2n+n(n—1)E X1 X,) = E X, Xo,

jk=1

kde podle

EXlXQ :P(Xl — 17X2 - 1)

T oa

bl (el )

0

“|i: +
—_
N—r

© |

Tedy i
be+1)
a_+b(a_+b +1)

c

E B, —
Analogickym postupem prispéjeme k vysledku, ze pro n — oo

EB. 2 EX\Xy.. Xy=P(X,=1,Xy=1,...X;=1)
(Hld(ayld—d L by

coz je presné tvar d-tého momentu rozdéleni Beta (g, %)
Konecne, protoze B, — B skoro jiste,

‘ b
EB!= lim E B, = —_ tj. B~ Beta (-,9>
L A2 4 g c c

1.2 Beta-Bernoulliho model

V nésledujici ¢ésti prezentujeme dalsi parametricky model a s cilem, abychom
se co nejlépe vsimli souvislosti s Polyovym urnovym schématem, zkusime znaceni
parametru piizpusobit tém uz uvedenym.
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Model. Uvazujme ndhodnou veli¢inu B s hodnotami na intervalu (0,1) a beta
rozdélenim Beta (o, 8), kde a, 8 > 0. Necht ndhodné veliciny Xy, Xo, ... jsou
podminené velicinou B nezdvislé a alternationé rozdeélené s parametrem b, tedy
plat?

P(X,=1/B=5b) =b, be (0,1).

Obecné pron € N a x; € {0,1}, 5 < n bindrni proménné dostdvame
PXi=z,...., X, =xz,|B=0b) =b"(1 - b)" ™, kde m = ij. (1.4)
7j=1

Tuto posloupnost pak nazyvdme Beta-Bernoulliho proces.

Chteéli bychom ukdazat, ze konecné-rozmérné rozdéleni pravdépodobnosti takto
definované posloupnosti je totozné rozdéleni posloupnosti (X,,, n € N) definované
v modelu Pdélyovych urn. Vyslovime proto nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5. Oznacme 2?21 x; =m,m <n, kde kazdé x; nabyvd hodnot 0 nebo
1 apror € R,n €N pouzijeme opét znaceni: r™ =r(r+1)---(r+ (n—1)), kde
definujeme 1'% = 1. Pak pro kazdé n € N plati:

olm] gln—m]

—(a NG (1.5)

P(Xlzl'l,...,Xn:flfn):

Dikaz.  Jelikoz jsme si uz pripomnéli vlastnosti beta rozdéleni, ze znalosti
dostavame

P(Xlle,,Xn:ZEn):E(P(XlzlL’h,Xn:ZEn|B:b))

= [ mew= [ ey

0 0 B(a, B)
— 1 ' m4a—1/1 _ p\n+B—m—1 73 _ B(m +a,n+ 0 — m) B a[m]ﬁ["*m]
_M%@Ab ey *= B(a, f) R

Abychom se dostali k posledni rovnosti, pouzili jsme vztah beta a gama funkci,
nebot:

T'(m+a)l'(n+8—m)

Bm+a,n+pB—-m) = Twutatp)
B N L(a)I'(B)

_ T(a+ B)alT ()T () almlgh—m]

" T(@T () o+ AT+ 6) ~ (a+ )

]

Pozndmka. Podobné jako v piipadé rozdéleni[L.1] posloupnost (X,,,n € N) je sy-
metrickd (tj. permutovatelnd) nebot jeji pravdépodobnostni rozdéleni opét zavisi
na poctu dspéchu ale ne i na jejim potadi.



1.3 Ekvivalence modelu

Dostavame se k ponékud prekvapivému zavéru, ze dva analyzované modely
jsou i pres vSechny rozdilnosti propojené. Dokonce, pro kazdé ¢ > 0 muzeme
mezi Pélyovym urnovym schématem a modelem beta-Bernoulliho alternativnych
pokusu predpoklddat i ekvivalenci. Napiiklad, pravdépodobnostni rozdéleni[I.1] a
maji pro o = % a 3 = ¢ totozny tvar. Vzhledem k tomu, Ze rozdéleni ndhodné
posloupnosti je urceno systémem konecné rozmérnych rozdéleni, dostavame se k
zavéru, ze v obou modelech posloupnosti Xi, Xo, ... maji stejné rozdéleni. Jestli
si navic uvédomime, Ze v obou piipadech velicinu B dostaneme jako limitu skoro

1

jiste 370 X pro m — oo , tento zdvér miuzeme rozsifit i na posloupnost

(B, X1, Xs,...) .
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Kapitola 2

Ergodicka teorie stacionarnich
posloupnosti

V této kapitole se podivame na zaklady ergodické teorie stacionarnich posloup-
nosti a seznamime se podrobné s Birkhoffovou ergodickou vétou. Déle si ukazeme
vztah mezi extremalitou a ergodicitou pro miry, které jsou invariantni vuci néjaké
meéfitelné transformaci, coz na konci zkusime ilustrovat na prikladu Markovskych
retézcu.

2.1 Uvod do ergodické teorie

Nejprve si definujme zdkladni pojmy, kterym se budeme skrz celou kapitolu
slouzit. Pfevezmeme si pfitom znaceni podobne tomu v kapitole V' 1.6 v knize [4].

Definice 4. Méjme pravdépodobnostnd prostor (0, F, P) a méritelné zobrazeni
T:(Q,F)— (QF), kterému néekdy budeme 7ikat transformace. Rekneme, Ze P
je T-invarianini mira, jestliZe plati:

P(T'A)=P(A) VAcF.
Pak Iyp = {A € F: T7'A = A} znaci o-algebru T-invariantnich mnoZin.

Definice 5. Rekneme, e ndhodnd posloupnost (X, n € N) na pravdépodobnostnim
prostoru (2, F, P) je staciondrni, kdyz jeji podminéné rozdéleni je invariantni
vUCt posunuti, tj.

,C(Xl,XQ,...’P):,C(Xn,Xn+1,...’P) néeN

Posloupnost (X,,n € N) je staciondrni a ergodickd, pokud P[(X1,Xs,...) € A]
je rovno 0 nebo 1 pro A € BY takovou, e p~'A = A . Zde p definujeme jako
operdtor posunuti:

D (RN,BN) — (RN,BN)
pn(X) = Xn+1

Poznamka: V ramci této kapitoly nds vice, nez samotnd staciondrni posloup-
nost bude zajimat jeji rozdéleni £(X;, Xs,...|P) jakozto p-invariantni mira na
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(RY, BY). MiiZzeme se na tyto pojmy divat jako na svim zptsobem ekvivalentni,
nebot vyuzitim stacionarity dostdvame

ﬁ(Xl, XQ, .. ‘P) == £(Xn7Xn+17 ce ‘P) == pnilﬁ(Xl, XQ, .. ‘P)
Déle se uz budeme zajimat o nasledujici pojem:

Definice 6. Bud P T-invarianini mira (z definice 1). Rekneme, Ze je navic
ergodickd, pokud P(A) € {0,1} kdykoli A € Tr.

Predtim, nez vyslovime Birkhoffovu ergodickou vétu, dokdzeme pomocné tvrzeni,
které bude uzitecnym nastrojem pii jeji dokazovani.

Lemma 6. (O mazimdlni nerovnosti) Necht T je méritelné zobrazeni na prav-
dépodobnostnim prostoru (2, F, P) a P necht je T-invariantni mira. Pro redlnou
ndhodnou velicinu X € L'(Q, F, P) oznaéme

n—1
Sp=X+XoT+.. . +XoT"'=> X(T),
=0

kde definujeme Sy = 0. Zaved'me navic velicinu M, = maxo<i<n ;. Pak pro
A€ Sy, n €N plati
/ XdP > 0. (2.1)
AN[M;,>0]

Dikaz. Je jasné, ze i velicina M, je integrovatelnd vzhledem k P. Také pro
0 <1 < n ztejmé plati

M, = max S; > S, a tedy M, (T) > Si(T).

0<i<n -
Z nerovnosti
M,(T)+ X > S(T)+ X = Siy1, 1=0,....n—1
a definice Sy = 0 pak dostavame

M,(T)+ X > max S; = max S; = M, na [M,, > 0], (2.2)

1<i<n 0<i<n

pricemz prvni nerovnost plati v§ude na €2, zatimco nasledna rovnost plati pouze,
pokud je alespon jedna z hodnot Si,...,S, nezdporna. To je splnéno napf. na
mnoziné [M,, > 0]. Z nerovnosti 2.2 pak dostavame

/ XdP > / M, dP — / M, (T)dP > 0
AN[M,, >0] AN[My, >0] AN[My >0]

nebot plati

/ M, dP = / M, dP = / M, (T)dP > / M, (T)dP.
AN[M,, >0] A A AN[M;,,>0]

Prvni rovnost vyuziva toho, ze M,, dle definice nabyva pouze nezapornych hodnot.
posledni nerovnost pak vyuzivd toho, ze prirozené i veli¢ina M, (T') je nezaporna.
Centralni rovnost pak vyuziva toho, ze mira P je dle predpokladu T-invariantni
a predpokladu, ze A je T-invariantni mnozina.

m

12



Pozndmka. Tomuto tvrzeni se nékdy fika Maximélni ergodicka véta nebo v nékteré
literature Hopfova maximalni nerovnost, a je zazitym nastrojem pii dokazovani
ergodické véty (viz [4], kapitola V1.6, véty 6 a 7). Dulezité je pro nas vSimnout
se, ze nerovhost plati i v ptipadé, kdyz uvazujeme misto M, velicinu M =
sup,, S, nebot toto znéni maximalni nerovnosti budeme potiebovat pii dikazu
nasledujici véty. Tedy

XdP > 0. (2.3)

AN[M>0]

2.2 Birkhoffova ergodicka véta

Véta 7. (Birkhoffova ergodickd véta) Necht T je méritelnd transformace na
pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P), kde P je T-invariantni mira. Pak pro
kazdou X € L*(Q, F, P) plati

n—1
1 o .
nlljglo " ZE_O X(T") = E[X|Z7] skoro jiste. (2.4)

Predpokladdme [ navic, Ze P je T-invariantni a ergodickd, pak

n—1

1 .
lim — ZX(T’) =EX skoro jiste. (2.5)

Dikaz. Prvni ¢ést véty dokazeme ve dvou krocich - v prvnim ukazeme existenci
limity a v druhém odvedeme jeji tvar.
1. krok. Oznaéme opét S, = > X(T"%) a uvazujme

1 ~ 1
S = liminf -5, a S = limsup —5,,.
n

n—oo nN n—00

Pak S, S € Ip. Pro existenci limity skoro jisté staci ukazat, ze S = S skoro jisté.
Oznacme pro a,b € R, a < b

Ly=[S<a<b< 8]

Je I,y € Ir a chceme, aby P(l,p) = 0 pro kazdé a < b. Pak uz nutné rovnost
S = S plati [P]-skoro jisté. Ozna¢me mnoziny

1
Jo = [inf ﬁSn < a]l=[3n (na—5,) >0

1
Jy = [sup Esn > b] = [In (S, — nb) > 0].

Pak I, C J, N Jy a vyuzitim maximdlni nerovnosti dostdvame

/(a—X)dP:/ (a—X)AP>0 a

[a,b [a,bﬂl]a

/ (X—b)dP:/ (X — b)dP > 0

Iow Iy 5N Ty
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Sectenim obou integrélu dostavame (a — b)P(l,p) > 0, z ¢ehoz zadany vysledek
pifmo vyplyvd. Vime, ze £|5,| > 0, pak pomoci Fatouova lemmatu

1 1 1~ 4
/1iminf—|Sn|dP < liminfE (2]S,]) < sup~ 3 E|X(T7)] = E [X] < o0
n—oo N n—00 n n n P
2. krok. Z prvni casti diukazu plyne, ze existuje T-invariantni zobecnénd redlnd
néhodnd veli¢ina S* takovd, Ze lim,_,o S X (T = S* skoro jisté. Bez djmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze tato veli¢ina nabyva pouze realnych hod-
not. Radi bychom ukazali, ze S* = E[X|Zy] skoro jisté. Pro o, 8 € R, a < f8
definujeme
Ka’[; = [Oé < S*< 5]

Pak jisté¢ K,p € Zpr a navic plati K, C J,, a K45 C Jp,; muzeme tedy znovu

pouzit maximalni nerovnost [2.3] tak, ze:

/ (X—a)dP>0 a / (8- X)dP >0
ANKq g ANKq g

Je jasné, ze predchozi nerovnosti plati i v ptipade, kdyz K, s nahradime mnozinou
K5 =AnN[a <S5 < f]. Z uvedenych nerovnosti dostavdme vztah

aP(Ka ) < /K XdP < BP(K,p). (2.6)

a7 definice K 5 vime, Ze stejné nerovnosti plati i nahrazenim 5* za X. Odectenim
2,
nerovnosti pro X a S* dostavame pak

(& — B)P(Kayp) < / (X — §)dP < (8 — 0)P(Kap).

Ky

Pokud «, 8 vyjadifme ve tvaru o = ke, § = (k + 1)e, k € Z,e > 0 libovolné,
pak QN A = J,cy Ko px- SCitdnim pies k obdrzime, ze

/ S*dP — XdP‘ <eg, elibovolné.
AELr A€Ir

Dostali jsme: lim,, o = Y7 ' X(T7) = S* = E[X|Z;] skoro jisté.
Limita v plati jako besprostfedni disledek prvniho tvrzeni, nebof pro miry,
které jsou T-invariantni a ergodické je o-algebra Zp trividlni. Proto plati, ze
E[X|Zr] = [ XdP skoro jisté.
O

2.3 Ergodicita a extremalita

Birkhoffova ergodicka véta je nevyhnutelnym krokem na cesté seznameni se s
teorii ergodickych mér. Nds, ovSsem, dale budou zajimat extremalni body mnoziny
invariantnich meér a tato dulezitd véta se ukdze byt uzitecnym ndastrojem pii
dokazovani nésledujictho tvrzeni, které je k nalezeni v [Rey-Bellet] (tvrzeni 3.5)
které propojuje pojmy ergodicity a extremality.
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Tvrzeni 8. Pravdépodobnostni mira p je na mnoziné T- invariantnich mér M
extremdlni pravé tehdy, kdyz p je ergodickd (vici T).

Dikaz. Predpokladejme, nejprve, ze p neni extremalni. To znamenad, ze existuje
0<a<lapm,ps €M, pu # ps takové, ze p = apy + (1 — a)po. Tvrdime,
ze pak p neni ani ergodickd. Kdyby p byla ergodicka, pak by podle véty [7 pro
néjakou omezenou X € LY(Q, F, i) platilo

n—1
1 .
- E X1 —-EX skoro jisté.

n <
=0

Jelikoz %Z?:_Ol X (T") konverguje k E , X skoro jisté i vzhledem k mife py a po,
z toho vyplivd, ze E, X =E, X =E,, X. Jelikoz X bylo zvoleno jako omezena
meéfitelnd funkce, z predchozi rovnosti nutné plyne, ze p = py; = ps, €0z je spor
s nasim predpokladem. Nyni predpokladejme, Ze p neni ergodicka. Pak existuje
mnozina A € Zp, definovand v [4] takova, ze u(A) € (0,1). Déle definujeme
W(ANB) H(AC 1 B)
(B)=——5—,  m(B)="—r—
1(A) 1 A%)
a jelikoz A € Zr, jsou to pravdépodobnostni miry invariantni vuci 7. Muzeme
tedy psat
(A + p(A) e = (AN B) + p(A° N B) = p.

Vzhledem k tomu, Ze u1, iy predstavuji restrikce p na A a A9, je p # po a tim
padem z predchoziho zapisu je jasné, ze u nemuze byt extremdlni.

O

2.3.1 Markovovy retézce
Bud S = {1,...,n} konetnd mnozina stavii a uvazujme pravdépodobnosti
P na Q = SY takové, ze Xy, X1,... je pii P homogenni Markoviiv fetézec s

mnozinou stava S a s pevné danou matici pravdépodobnosti prechodu P. Navic
budeme predpokladat, ze po¢ateéni rozdéleni 7 je staciondrni, tj. plati 77 = 71 P.
Pak uz vime, ze dany Markovuv fetézec je striktné stacionarni ndhodny proces
(viz [2], Véta 2.24.), tedy

P(X() :i07X1 :Zh;Xn:Zn) :P(Xk:io,Xk+1,...7Xk+n:in).

Zavedli jsme zde specidlni ptipad stacionarni posloupnosti a zajima nas, kdy
tato posloupnost bude i ergodickd. Uvadime proto nasledujici tvrzeni, bez dukazu,
ktery je ale v [Rey-Bellet] uveden jako dukaz Vety3.8..

Tvrzeni 9. Staciondrni rozdéleni m1 Markovova tetézce Xy, X1,... pri P je ex-
tremdlni mirou na mnoziné stactondrnich rozdéleni prave tehdy, kdyz P je ergod-
ickd vuci operdtoru posunutt.

Vyuzitim predchozi véty [§] mizeme uvedené tvrzeni formulovat i takto:

Stacitondrni rozdéleni m Markovova Tetézce Xo, X1,... pri P je extremdlni
mirou na mnoziné staciondrnich rozdéleni pravé tehdy, kdyz P je extremdlnim
bodem na mnoziné viech mér invariantnich vici operdtoru posunuti.

Tomuto tvrzeni se nékdy tika ergodicka dekompozice staciondrnich Markovovych
fetézci.
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Kapitola 3

Ocenovani financnich derivatu

Derivaty jsou financ¢ni instrumenty, jejichz hodnota je odvozena z ceny pod-
kladového aktiva. Jsou to typy jakychsi obchodnich smluv, které jsou navazané
na urcity casovy horizont 7. V této kapitole budeme uvazovat evropsky typ de-
rivati, kde k uplatnéni smlouvy dochazi pouze v ¢ase T. Nasim cilem je ale najit
bezarbitrazni (spravedlivou) cenu derivatu v poc¢atecnim ¢ase t = 0.

Obchod s finanénimi deriviaty muze byt motivovan ruznymi cili, jako je real-
izace arbitraze nebo snaha o zajisténi proti riziku prtili§ velkych ztrat z duvodu
zmény hodnot podkladového aktiva. V poslednim pripadé se napriklad pouziva
evropska kupni opce, kterou pozdéji uvedeme jako ptiklad. OvSem, samotny pro-
ces ocenovani derivatu nepredpoklada podrobnéjsi znalosti jednotlivych typu,
nebot se zakldd4 na obecné aplikovatelném principu.

Tomuto ocenovani je mozno pristoupit ruznymi matematickymi metodami;
zde uvadime tu, kterd je zalozena na teorii martingalu, s nékterymi z jejich
zakladnich pojmu jsme se seznamili v 1. kapitole.

3.1 Extremalni martingalové miry

Uvazujme nyni kone¢nou mnozinu €2 a na ni kone¢nou posloupnost ndhodnych
velicin Sy, ..., S startujici z deterministické hodnoty Sy = s¢, a polozme F =
o(S1,...,Sr). Zde kazd4a velicina S;,t € {1,...,T} predstavuje hodnotu pod-
kladového aktiva v daném case t. Predpoklddejme dale, ze kazdd z téchto velicin
muze nabyvat n koneéné mnoho hodnot, kazdou s kladnou pravdépodobnosti p;.

Abychom spravedlivé ocenili uvazovany derivat, chceme najit takovou prav-
dépodobnostni miru @), kterd kazdému moznému vysledku pfifadi novou vahu
¢, = 1,... ntak, aby otekdvana cena v kazdém case t € {1,...,T} (podminéna
sttedni hodnota vzhledem k mife Q) byla rovna hodnoté aktiva v predchozim
case t — 1. Jinymi slovy pozadujeme, aby posloupnost hodnot Sy, ...S7 tvorila
martingal vucéi mife Q. Tato mira je s rozdélenim P ekvivalentni, coz pro nas
znamena pouze to, ze kazda ¢; > 0. Z toho duvodu se ji v literatute ¢asto iika
ekvivalentni martingalovd mira.

Uvedeme zde obecnou definici:

Definice 7. Pokud (M,)™ | je martingal na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P),

pak Tekneme, Ze P je martingalovd mira procesu (My)™_.
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Zajimé néas, jak vypadd martingalovd mira () posloupnosti Sp,...,Sr na
méftitelném prostoru (2, F). Protoze mnozina {2 je kone¢nd, jsou veli¢iny Sy, ... Sy
omezené a pravdépodobnost @ na (€, F) je martingalovou mirou posloupnosti
So, ..., 97 prave tehdy, kdyz

Eq(Si—S0) =0,  Eq(Sest— SklSk1,...5) =0 (3.1)

kdykoli k =1,..., T — 1.

Pro jednoduchost zapisu se ddle omezime na ptipad T" = 2 a budeme piedpoklddat,
ze {S1(w);w € Q} = {z;,7 = 1,...,n}. V tom piipadé mizeme podminku
zapsat ve tvaru

0= EQ(Sl - S()); 0= EQ[(SQ - 51)1[51:13].}] pro kazdé j = 1, e, T

Abychom obdrzeli odpovéd na otazku, jak vypadaji extremalni martingalové
miry posloupnosti (S, S, Se) podivame se na vétu, kterou R.G. Douglas poprvé
vydal v matematickém zurnalu v roce 1964. Zdde, ovSem, bez dukazu uvadime
vétu ve znéni, které je prizpusobeno pro métitelné prostory a pravdépodobnostni
miry, a které je k nalezeni v knize [3] (Véta 4.4., kapitola V).

Véta 10. Douglas Bud L systém F-meéritelnjch redlngch funkei a L* = {a +
bl;l € L,a,b € R}. Bud K mnozina viech pravdépodobnostnich mér p na (0, F)
takovyjch, Ze [ fdp = 0 pro kazdou f € L. Pak K. je konvexni a i € K¢ je
extremdlnim bodem K. prdvé tehdy kdyz L* je hustd v Lqi(u).

V nasem pifpadé je £ = {S) — So, (S2 — S1)1is,=¢,555 = 1,...,n}.

Pak £* = {c+ hi(S1 — So) + D25, hajlis;=2;)(S2 — S1),j = 1,...,n}. Mnozina
K zde predstavuje mnozinu vSech martingalovych mér posloupnosti (S, S, S2)
a Douglasova véta tika, ze () € K, je extremdlnim bodem K, pravé tehdy,
kdyz kazdou velicinu Y € A = 0(S51,S5,) 1ze skoro jisté vzhledem k @ zap-
sat ve tvaru Y = ¢+ hy(S; — Sy) + H(Sz — S1), kde H je o(S;)-méfitelna
funkce definovana predpisem H = Z?Zl h2jlis,=;] @ kde h, ¢ jsou redlné hodnoty.
Vysledek muzeme interpretovat tak, ze extremalni martingalové miry posloup-
nosti (Sy, S1,.52) jsou pravé takové, ze kazdy derivat Y € 0(Sy,.Ss) lze replikovat
skoro jisté s po¢dtecnym bohatstvim C' pii ndkupu h jednotek aktiva v ¢ase t =0
a pfi drzeni H jednotek aktiva v ¢ase £ = 1.

Pozndmka. Jelikoz zminénou hustotu v L; budeme uvazovat viéi martingalové
mife @, je dobré poznamenat, ze konvergence v IL; nerozliSuje veli¢iny lisici se
o mnozinu miry nula. Tedy L;(Q) - uzéavér L* je tvofen veli¢inami, lisici se od
veli¢in z L£* pouze na mnoziné Q-miry nula.

3.2 Piiklady

Jelikoz predmétem naSeho zajmu jsou ptredevSim extremdalni martingalové
miry, je pro nas pfipustné maximaélni zjednoduseni nékterych podminek finanéntho
trhu. Ku ptikladu, portfolio investora v praxi ziidka sestava z pouze jednoho fi-
nan¢niho instrumentu, ale pro nase 1cely sta¢i uvazovat singuldrni pripad. V
nasledujici ¢asti se podivame na ptiklady ocenovani na binomickém stromu, jako
na jednoduchou ukazku ve které martingalové miry, které se vyskytuji jsou ex-
tremalni. Pred tim, ovSem, potfebujeme stanovit dalsi predpoklad:
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Pokud naptiklad vSechny hodnoty z; > 1= 5y, =1,...,n, pak S; > Sy a v
tom piipadé investor ma bezrizikovou prilezitost nakoupit v ¢ase 0 podkladové ak-
tivum a v ¢ase 1 jej prodat. Vzhledem k tomu, ze totéz muze provést v neomezené
mife, muze tak jiz v ¢ase 1 dosdhnout neomezeného bohatstvi a tim pro néj otazka
spravedlivé ceny finan¢niho derivatu prestava byt zajimava.

Abychom se tomuto pfipadu vyhnuli, budeme predpokladat, ze existuji ¢, j <
n takové, ze z; <1 < x;.

3.2.1 Jednokrokovy binomicky strom

Uvazujme nejjednodussi model, kde je predchozi podminka splnéna. Pak n =
2. Tento piipad muzeme nazvat jednokrokovym binomickym modelem. Svym
zpusobem je mozné v ném demonstrovat princip ocenovani finanénich derivatu.

S1=u Ca=f(S1)=f(u)

So=1 Cg=C

S1=d C1=f(S4)=f(d]}

t=0 t=1 t=0 t=1

Zde mame dva scénate vyvoje. V prvnim scénari cena podkladového aktiva
vzroste z hodnoty Sy = 1 na hodnotu S; = u (z anglického up). V tom piipadé
bude hodnota derivitu C; = f(u), kde f je funkce urcujici jakym zptisobem zavisi
hodnoty C - tedy trzni cena derivatu v ¢ase ¢ = 1, na hodnoté podkladového
aktiva S7. V druhém scéndfi cena podkladového aktiva klesne z hodnoty Sy na
hodnotu S; = d (z anglického down). Poznamenejme, ze f(u) nemusi byt nutné
vétsi nez f(d) tak, jak je to na obrdzku. Hodnota Sy je téz zvolena jako jednotkova
pro jednoduchost, mohly bychom uvazovat jakoukoliv jinou kladnou hodnotu s.
Uvazujme investicniho agenta, ktery ma pocatecni bohatstvi ¢ a ktery v case 0
nakoupi podkladové aktivum v mnozstvi A € R. Trzni cena jeho portfolia v ¢ase
t = 1 pak bude ¢+ h[S; — Sp|. Nasi otdzkou je, zda je mozné najit ¢, h € R tak,
aby ¢+ h[S1 — So] = f(S1). Dostavame tak dvé rovnice o dvou neznamych

c+hlu—1] = f(u)
c+ hld—1] = f(d),
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které maji nasledujici feseni

_ flu) = fd)
="

1—-d u—1
C:mf(u)+u_df(d)-

Pocatecni bohatstvi investora potiebné k tomu, aby dokazal sestavit portfélio,
které md v ¢ase t = 1 trzni hodnotu Cy = f(Si) je linedrni funkce hodnot
f(u) a f(v) s koeficienty které po fadé oznatime ¢, = =% a g¢; = “=L. Tedy
¢ = quf(u) + qaf (d). Vsimnéme si, ze tyto hodnoty vychdzeji tak, ze 1 = Sy =
quu + qqd. V teti stfednich hodnot vucéi mite @) takové, ze Q(S; = u) = ¢, a
Q(S1 = d) = g4 tak muzeme predchozi rovnice zapsat ve tvaru:

1=5,=EqS(1)
C:C() = EQf(Sl) = EQCl.

V tomto binomickém jednokrokovém modelu tak muzeme pii stanoveni ceny ¢
vnimané jako ceny piilezitosti postupovat tak, aby platila prvni rovnost v ?? a
hodnotu ¢ = Cj pak dostaneme pravé jako stredni hodnotu C vuéi mite (). [

Vsimnéme si, ze jsme v zadném okamziku nepotiebovali védét presné rozdélent
skutecéné pravdépodobnosti P abychom se dostali k vyjadfeni martingalové miry
. To ndm ihned napovidd, ze jde o matematicky nastroj, nikoliv o realistickou
pravdépodobnost, podle které by se ceny na trhu ménily. Navic, bezarbitrazni
cena kterou jsme nalezli také nezavisi na konkrétni pravdépodobnosti vyvoje cen
urcitym smeérem, ale pouze na téch moznych hodnotach a na parametrech jejich
zmény. To je oviem vysledek, kterého jsme chtéli docilit, nebof je tim padem
ocenovaci proces vyvazeny pro vSechny scéndie vyvoje trhu.

Zde jsme ilustrovali obecny princip ocenovani financ¢nich derivatu pouzitelny v
kone¢ném binomickém stromé. Pro lepsi ilustraci martingalové vlastnosti ukazeme,
jak by se tentyz princip pouzil na dvoukrokovém binomickém stromu.

3.2.2 Dvoukrokovy binomicky strom

Nyni se podivejme na podobny model, kde T" = 2 a opét pro jednoduchost
So = 1. Necht v ¢ase t = 1 existuji pouze dva scéndie vyvoje, kde S; = u nebo
S1 = d a necht z kazdé z téchto hodnot se v ¢ase t = 2 mohou vyvinout dalsf dva
stavy, kde veli¢ina S, bude nabyvat hodnot Siu a S;d. Takovy model nazveme
dvoukrokovy binomicky strom.
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S2=5:U=uu

Sz=5:d=ud

Sz=5S:1u=du

Sz=5:d=dd

[
=0 t=1 t=2

Vsimnéme si na obrdzku, ze hodnoty Sid pro S; = u a Syu pro S; = d
jsou stejné. Znamend to, ze bychom na grafu mohli kreslit o jeden bod méné,
¢imz binomicky strom zachovava jakysi trojuhelnikovy tvar. Nicméné, uvedené
znazornéni nam lépe poukdze na to, Ze se na tento strom muzeme divat jako
na sérii jednokrokovych binomickych stromu. Také, z finan¢niho hlediska, je to
dobrd ilustrace faktu, ze se ke stejnému bodu muzeme dostat pomoci ruznych
obchodnich strategii.

Vyuzitim zminéné vlastnosti podivame se na model po krocich grafu zpétné,
zacinajici od posledniho. Uvazujme tedy jednokrokovy model s poc¢atecnim ¢asem
t = 1, kde S; = u je pocédteéni hodnota podkladového aktiva a f(uu) je cena
finan¢niho derivatu, kdyz hodnota .S; stoupla na hodnotu S¥ = uu. Analogicky,
f(ud) je cena derivatu pro hodnotu S¥ = ud v ¢ase t = 2. Zajimé nas bohatstvi,
které investor potiebuje v case t = 1 aby jeho portfolio v ¢ase t = 2 mélo trzni
hodnotu C¥ = f(S¥). Chceme tedy najit hodnoty C}, h € R takové, ze plati:

CY + ha1[Sy — S|+ = f(S3)

Obdobneé jako v predchozim piikladu, dostavame dveé rovnice o dvou neznamych,
7z ¢ehoz stejnym postupem dostaneme vyjadieni pro C7}':

1—d u—1
Cy = mf(uu) + - df(ud).
Tim jsme ovérili replikovatelnost a uz vime jak vypadd martingalova mira.
Pritadime-li tedy stejnym koeficientum znaceni ¢, a q,, pak podle miry @), defi-
nované v predchozim piikladu plati:

1 =Eq f(53) = Eq(C3).

Pozndmka. Identickym postupem pro piipad, kdy S; = d obdrzime trzni hodnotu
derivatu v ¢ase t = 1, pro kterou plati C{ = E o(C¥). Poznamenejme, Ze fesenim
rovnic [3.2.2] a nimi analogickych pro S; = d dostaneme dvé odlisné hodnoty hs; a
hos, coZ znamena, ze investori vychdazejici z ruznych stavu budou pouzivat i ruzné
obchodni strategie.

V analyze dvoukrokového binomického modelu uz muzeme postoupit o krok
déle, kde opét budeme uvazovat jednokrokovy strom na intervalu (0,1], ktery se
od predchoziho piikladu bude lisit pouze v tom, ze misto hodnot f(S;) uvazujeme
hodnoty C¥, C{. Tedy hodnotu ¢ mizeme vyjadrit ve tvaru ¢ = Cy = E g (.

20



O
Jak uz bylo zminéno, v uvedenych piikladech jsme uvazovali velice zjednodusené
piipady ocenovani financ¢nich derivatu. Nicméné, ukazali jsme tim zakladni prin-
cipy procesu ocenovani pouzitim ekvivalentni martingalové miry, ktery je pouzitelny
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