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�Uvod

C��lem t�eto pr�ace je sezn�amen�� se s vlastnosti extrem�aln��ch bod�u n�ekter�ych
mno�zin pravd�epodobnostn��ch m�er. Studovan�e mno�ziny m�er nejsou mezi sebou
propojen�e, ani jsme se na jejich propojen�� nezam�e�rovali. N�asledkem toho je pr�ace
roz�clen�en�a na t�ri nez�avisl�e �c�asti, z kter�ych ka�zd�a tvo�r�� samostatnou kapitolu.

V prvn�� kapitole uv�ad��me dva parametrick�e modely: prvn�� je model P�olyova
urnov�eho sch�ematu, kde odvod��me jeho z�akladn�� charakteristiky, jako jsou mar-
tingalov�a vlastnost a konvergence relativn��ch �cetnost�� ta�zen�ych kuli�cek. Druh�y
je Beta-Bernoulliho model, ve kter�em uk�a�zeme, �ze pravd�epodobnostn�� rozd�elen��
m�u�zeme vyj�ad�rit v analogick�em tvaru jako rozd�elen�� p�ri P�olyov�em urnov�em sch�ematu.
N�asledn�e modely porovn�ame a stanov��me, za jak�ych podm��nek m�u�zeme mezi nimi
p�redpokl�adat ekvivalenci.

Ergodick�e vlastnosti stacion�arn�ych posloupnost�� a jejich invarinatn��ch m�er
jsou hlavn��m t�ematem druh�e kapitoly. Nejprv�e se sezn�am��me se z�akladn��mi po-
jmy, kter�e jsou nezbytn�e pro vybudov�an�� ergodick�e teorie, pak podstatnou �c�ast
kapitoly v�enujeme podrobn�emu d�ukazu Birkho�ov�e ergodick�e v�ety o konvergenci.
N�asledn�e dok�a�zeme i vztah mezi ergodicitou a extremalitou pravd�epodobnostn��ch
m�er invariantn�ych v�u�ci m�e�riteln�e transformaci. Na p�r��klad�e homogenn��ho Markovova
�ret�ezce jako stacion�arn��ho procesu uk�a�zeme jak tento vztah vypad�a pro konkr�etn��
m��ry.

V t�ret�� kapitole se dozv��me jak�e je praktick�e pou�zit�y extrem�aln��ch martin-
galov�ych m�er v procesu oce�nov�an�� �nan�cn��ch deriv�at�u. Je mo�zn�e �r��ct, �ze kapitola
m�a p�rehledov�y charakter, kde probereme z�akladn�� principy oce�nov�an�� deriv�atu
vyu�zit��m teorie martingalov�ych m�er a zkus��me je pak aplikovat na jednoduch�ych
p�r��kladech binomick�ych oce�novac�ych strom�u.
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Kapitola 1

P�olyovo urnov�e sch�ema

P�olyovo urnov�e sch�ema je zn�am�y urnov�y model, kter�y nese n�azev podle mad'arsk�eho
matematika George P�olyi. V t�eto kapitole se Bayesov�ym p�r��stupem pod��v�ame na
jeho z�akladn�� vlastnosti a n�asledn�e uk�a�zeme, �ze tento model za ur�cit�ych podm��nek
lze porovnat s Bernoulliho sch�ematem nez�avisl�ych alternativn��ch pokus�u s n�ahodn�ym
parametrem, kter�e m�a beta rozd�elen��.

1.1 P�olyovo urnov�e sch�ema

Model. Uva�zujme urnu, ve kter�e se v po�c�ate�cn��m �case t = 0 nach�az�� a �cern�ych
a b b��l�ych kuli�cek. Z urny n�ahodn�e vytahujeme kuli�cky a po ka�zd�e, kdy�z jednu vy-
bereme, po zji�st�en�� barvy ji zase do urny vr�at��me, spolu s dal�s��mi c kuli�ckami
stejn�e barvy, kde c > 0.
V�simn�eme si, �ze tento model zobec�nuje model v�yb�eru s vracen��m a byl mu ekviva-
lentn��, kdyby platilo, �ze c = 0. Kdybychom p�ripustili mo�znost, �ze c = �1, �slo by
o opa�cn�y p�r��pad v�yb�eru bez vracen��. Zaj��m�ame se o to, zda a jak�ym zp�usobem se
s p�rib�yv�an��m nov�ych kuli�cek m�en�� i �sance, �ze vyt�ahneme konkr�etn�� barvu. De�n-
ujeme veli�cinu Xn jako indik�ator n�ahodn�eho jevu, �ze v �case t = n byla vyta�zena
b��l�a kuli�cka. Pak pod��l po�ctu b��l�ych kuli�cek ku po�ctu v�sech v �case t = n ozna�c��me
Bn a vyj�ad�r��me ho pomoc�� Xn n�asleduj��c��m zp�usobem:

Bn =
b+ c

Pn

k=1Xk

a+ b+ nc
;

V n�asleduj��c��ch odstavc��ch se pod��v�ame na z�akladn�� charakteristiky uveden�eho
modelu.

1.1.1 Pravd�epodobnostn�� rozd�elen��

Zna�cen�� 1. Pro r 2 [0;1) a n 2 N0 budeme symbolem

r[n] =
n�1Y
k=0

(r + k) = r(r + 1) � � � (r + (n� 1))

zna�cit n-tou vzestupnou mocninu �c��sla r. Zde jsme de�novali r[0] = 1.
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Tvrzen�� 1. Necht' Xk je n�ahodn�a veli�cina z P�olyova urnov�eho modelu, indukuj��c��
ta�zen�� b��l�e kuli�cky v k-t�em tahu, kdykoli k 2 N, a necht' xk 2 f0; 1g; k � n jsou
bin�arn�� prom�enn�e, �c�� hodnotu 1 interpretujeme jako vyta�zen�� b��l�e, a hodnotu 0
jako vyta�zen�� �cern�e kuli�cky. Pak pro ka�zd�e n 2 N plat��:

P (X1 = x1; : : : ; Xn = xn) =
( b
c
)[m](a

c
)[n�m]

(a+b
c
)[n]

; kde m =
nX
j=1

xj (1.1)

D�ukaz. Provedeme indukc�� dle n 2 N. Pro n = 1 bychom tak m�eli uk�azat, �ze

P (X1 = 1) =
b

a+ b
; P (X1 = 0) =

a

a+ b
;

ale to plyne z prost�e �uvahy, nebot' na po�c�atku je v urn�e a �cern�ych kuli�cek a b

b��l�ych. Pravd�epodobnost nalevo vyjad�ruje pravd�epodobnost ta�zen�� b��l�e kuli�cky a
je p�rirozen�e rovna relativn�� �cetnosti b��l�ych kuli�cek v osud��. Druhy vztah dostaneme
obdobn�e. Analogickou �uvahou dostaneme n�asleduj��c�� rovnosti

P (Xn+1 = 1jX1; : : : ; Xn) = Bn =
b+ c

Pn

k=1Xk

a+ b+ nc
; (1.2)

P (Xn+1 = 0jX1; : : : ; Xn) = 1�Bn (1.3)

Necht' n 2 N a indukc�� p�redpokl�adejme, �ze vzorec 1.1 plat��. Z 1.2 dostaneme, �ze

P (Xn+1 = 1jX1 = x1; : : : ; Xn = xn) =
b+ cm

a+ b+ cn
=

b
c
+m

a+b
c

+ n
:

Proto�ze pro vzestupnou mno�zinu plat��, �ze r[k+1] = (r+k)r[k], postupn��m podmi�nov�an��m
dost�av�ame

P (X1 = x1; : : : ; Xn = xn; Xn+1 = 1) =
b
c
+m

a+b
c

+ n
�
( b
c
)[m](a

c
)[n�m]

(a+b
c
)[n]

=
( b
c
)[m+1](a

c
)[n+1�(m+1)]

(a+b
c
)[n+1]

:

Pro p�r��pad Xn+1 = 1 tak m�ame uk�azanou platnost vzorce 1.1 kde n je nahrazeno
n+ 1. P�r��pad Xn+1 = 0 se uk�a�ze obdobn�e. Z 1.2 dostaneme, �ze

P (Xn+1 = 0jX1 = x1; : : : ; Xn = xn) = 1�
b+ cm

a+ b+ cn
=

a+ c(n�m)

a+ b+ cn
=

b
c
+m

a+b
c

+ n
:

Pak ov�sem

P (X1 = x1; : : : ; Xn = xn; Xn+1 = 0) =
a
c
+ n�m
a+b
c

+ n
�
( b
c
)[m](a

c
)[n�m]

(a+b
c
)[n]

=
( b
c
)[m](a

c
)[n+1�m]

(a+b
c
)[n+1]

:

Zde i v p�redchoz��m p�r��pad�e je d�ule�zit�e si uv�edomit, �ze hodnota m =
Pn

j=1 xj se
vztahuje k hodnot�e n, zat��mco odpov��daj��c�� hodnota vztahuj��c�� se k n+1 by byla

4



tvaru m� =
Pn+1

j=1 xj a byla by rovna v p�redchoz��ch p�r��padech po �rad�e m+1 a m.

V�simn�eme si, �ze obdr�zen�y vzorec pro rozd�elen�� z�avis�� pouze na v�ysledn�em
po�ctu ta�zen�� b��l�ych kuli�cek do �casu n a nikoliv na tom, kdy k t�emto ta�zen��m do�slo.
Pokud bychom tedy v�ysledky ta�zen�� zpermutovali pevnou permutac��, dostali by-
chom v�yslednou posloupnost d�elky n, kter�a m�a stejn�e rozd�elen�� jako ta p�uvodn��.
Tato vlastnost je v knize [4], na str. 399 de�nov�ana n�asleduj��c��m zp�usobem:

De�nice 1. �Rekneme, �ze posloupnost re�aln�ych n�ahodn�ych veli�cin je symetrick�a,
jestli�ze pro ka�zdou permutaci fk1; : : : ; kng mno�ziny f1; : : : ; ng, n 2 N plat��

L(Xk1 ; : : : ; Xkn ; Xn+1;:::) = L(X1; : : : ; Xn; Xn+1;:::)

Intuitivn�e se symetrii �r��k�a i permutovatelnost. Tento poznatek n�am bude
v dal�s��m textu u�zite�cn�y. Jestli si, nav��c, uv�edom��me, �ze n�ahodn�e veli�ciny Xn

nejsou nez�avisl�e, nebot' pravd�epodobnost, �ze v n-t�em �case vyt�ahneme kuli�cku
ur�cit�e barvy se zv�et�suje nebo zmen�suje v z�avislosti na tom, kter�e kuli�cky jsme
vyt�ahli p�redt��m, pak P�olyovo urnov�e sch�ema je dobr�y ilustrativn�� p�r��klad toho,
�ze n�ahodn�e veli�ciny mohou tvo�rit symetrickou posloupnost i p�res to, �ze nejsou
nez�avisl�e, stejn�e rozd�elen�e. Jin�ymi slovy, vlastnost symetrie je slab�s��.

1.1.2 Martingalov�a vlastnost

Jeliko�z v��me, �ze p�ri v�yb�eru bez vracen�� ka�zd�e vyta�zen�� kuli�cky jedn�e barvy
zmen�suje pravd�epodobnost v�yskytu stejn�e barvy v dal�s��m kroku, logick�ym je
d�usledkem, �ze se v na�sem urnov�em modelu tato pravd�epodobnost bude, naopak,
zv�et�sovat. Zaj��mav�e je ale to, �ze s ka�zd�ym dal�s��m �casov�ym posunem ta�zen�� konkr�etn��
barvy m�a men�s�� a men�s�� vliv na budouc�� v�ysledek ta�zen��. Je tomu tak proto, �ze se
v�et�s�� pravd�epodobnost vyta�zen�� jedn�e barvy kv�uli p�redchoz��mu �cast�emu v�yskytu
vyv�a�z�� t��m, �ze ka�zd�y dal�s�� v�yskyt m���n ta�zen�e barvy m�a o dost v�et�s�� vliv na rela-
tivn�� �cetnost.

Takov�eto uva�zov�an�� n�as usm�er�nuje k matematick�emu pojmumartingal, kter�y
je d�ule�zit�ym prvkem teorie pravd�epodobnosti a jak se pod��v�ame, dob�re zachycuje
vlastnost (stochastick�e) vyv�a�zenosti. Uv�ad��me zde z�akladn�� de�nici, spolu s po-
jmy nezbytn�ymi k jej��mu vysloven��:

De�nice 2. Uva�zujme (
;F ; P ) pravd�epodobnostn�� prostor. Neklesaj��c�� posloup-
nost �-algeber F1 � F2 � : : :, takov�ych, �ze pro ka�zd�e n 2 N Fn � F , nazveme
�ltrace.
Jestli�ze pro ka�zd�e n 2 N n�ahodn�a veli�cina Xn je Fn-m�e�riteln�a, �rekneme, �ze
(Xn; n 2 N) je (Fn; n 2 N)-adaptovan�a posloupnost.
Pokud, nav��c, plat�� Fn = �(X1; : : : Xn) nazveme Fn kanonickou �ltrac�� posloup-
nosti Xn.

De�nice 3. Necht' pro (Fn; n 2 N)-adaptovan�y proces (Xn; n 2 N) plat��, �ze
Xn 2 L1(
;F ; P ) pro ka�zd�e n 2 N. �Rekneme, �ze (Xn; n 2 N) je (Fn; n 2 N)-
martingal, jestli�ze pro ka�zd�e n 2 N plat��

E [Xn+1jFn] = Xn skoro jist�e:
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M�ame-li kanonickou �ltraci, pak �r��k�ame �ze (Xn; n 2 N) je martingal.

V skript�ach [1] jsou k nalezen�� de�nice v obdobn�em zn�en��, spolu se z�aklady
martingalov�e teorie.

M�u�zeme tedy uv�est n�asleduj��c�� tvrzeni:

Tvrzen�� 2. Posloupnost relativn��ch �cetnost�� Bn je martingal (vzhledem ke kanon-
ick�e �ltraci).

D�ukaz. Nejprve si uv�edom��me, �ze Bn, jako�zto relativn�� �cetnost b��l�ych kuli�cek
v urn�e, nab�yv�a hodnot pouze na omezen�em intervalu [0;1], z �ceho�z v��me, �ze
Bn 2 L1(
;F ; P ). Je t�reba je�st�e uk�azat, �ze E [Bn+1jB1; : : : ; Bn] = Bn skoro
jist�e. Z de�nice Bn bezprost�redn�e plyne, �ze �(B1; : : : Bn) = �(X1; : : : Xn), proto
obdr�z��me:

E [Bn+1jB1; : : : ; Bn] = E

�
b+ c

Pn

k=1Xk + cXn+1

a+ b+ (n+ 1)c

����X1; : : : ; Xn

�

=
b+ c

Pn

k=1Xk + cE [Xn+1jX1; : : : ; Xn]

a+ b+ (n+ 1)c
=

b+ c
Pn

k=1Xk + cBn

a+ b+ (n+ 1)c

=
b+ c

Pn

k=1Xk + c
b+c
Pn

k=1Xk

a+b+nc

a+ b+ (n+ 1)c
=

(b+ c
Pn

k=1Xk)(a+ b+ nc+ c)

(a+ b+ nc)(a+ b+ (n+ 1)c)

= Bn skoro jist�e.

quod erat demonstrandum. Ve v�ypo�ctu jsme vyu�zili skute�cnosti, �ze veli�cina Xn+1

nab�yv�a pouze hodnot 0 a 1, z �ceho�z plyne

E [Xn+1jX1; : : : ; Xn] = 1 � P (Xn+1 = 1jX1; : : : ; Xn) = Bn skoro jist�e.

1.1.3 Konvergence

K lep�s��mu pochopen�� studovan�eho modelu t�e�z dosp�ejeme vy�set�rov�an��m lim-
itn��ho chov�an�� relativn��ch �cetnost�� b��l�ych kuli�cek a p�ri odvozov�an�� t�eto vlastnosti
budou n�am u�zite�cn�e poznatky z p�redchoz��ch odstavc�u. Z Doobovy v�ety (V�eta
4.1 v [1]) je toti�z patrn�e, �ze pro martingal (Bn; n 2 N), kter�y nab�yv�a hodnot
na intervalu [0; 1] existuje integrovateln�a n�ahodn�a veli�cina B takov�a, �ze Bn ! B

skoro jist�e pro n ! 1. P�redt��m, ne�z zjist��me vlastnosti t�eto veli�ciny, uvedeme
pomocn�� tvrzen��:

Tvrzen�� 3. Plat�� jBn �
1
n

Pn

k=1Xkj ! 0 v�sude na 
, pro n!1.

D�ukaz. Pro n!1 plat��:

Bn �
1

n

nX
k=1

Xk =
b+ c

Pn

k=1Xk

a+ b+ nc
�

1

n

nX
k=1

Xk

=
b+ c

Pn

k=1Xk �
1
n
(a+ b+ nc)

Pn

k=1Xk

a+ b+ nc

=

Pn

k=1Xk(c�
a+b+nc

n
) + b

a+ b+ nc
=

b� a+b
n

Pn

k=1Xk

a+ b+ nc
! 0;
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kde omezenost �citatele posledn��ho zlomku plyne z omezenosti 1
n

Pn

k=1Xk, jako�zto
relativn�� �cetnosti nab�yvaj��c�� hodnot na omezen�em intervalu [0;1].

Jin�ymi slovy, uk�azali jsme �ze veli�ciny Bn maj�� limitu pr�av�e tehdy, kdy�z 1
n

Pn

k=1Xk

konverguj�� taky a t�eto dv�e limity se rovnaj��. Cht�eli bychom tedy pobl���z ur�cit,
jak tato limita vypad�a. P�ripome�nme si, p�redt��m, z�akladn�� charakteristiky beta
rozd�elen��.

Pozn�amka (Beta rozd�elen��). Necht' n�ahodn�a veli�cinaX m�a beta rozd�elen�� s parame-
try Beta (�; �), kde �; � > 0. Pak hustota X je ur�cena n�asleduj��c��m vzorcem

f(x) =
1

B(�; �)
x��1(1� x)��1; x 2 (0;1)

kde B(�;�) zna�c�� beta funkci de�novanou takto: B(�;�) =
R 1

0
x��1(1� x)��1dx.

Je�st�e si p�ripom��n�ame, �ze mezi beta a gama funkc�� plat�� vztah

B(�; �) =
�(�)�(�)

�(� + �)

a nav��c
�(� + k) = �[k]�(�):

U�z m�ame v�sechny pot�rebn�e informace, k tomu, abychom spo�c��tali k-t�y moment

E Xk =

Z 1

0

xkf(x)dx =

Z 1

0

xk
1

B(�; �)
x��1(1� x)��1dx

=
1

B(�; �)

Z 1

0

x�+k�1(1� x)��1dx =
B(� + k; �)

B(�; �)

=

�(�+k)�(�)
�(�+�+k)

�(�)�(�)
�(�+�)

=

�[k]�(�)�(�)

(�+�)[k]�(�+�)

�(�)�(�)
�(�+�)

=
�[k]

(� + �)[k]
=

k�1Y
j=0

� + k

� + � + k
:

Znalost moment�u bude u�zite�cn�a p�ri ur�cen�� rozd�elen��, a to ve smyslu n�asleduj��c��
pozn�amky.

Pozn�amka. Pro n�ahodnou veli�cinu 0 � X � 1 plat��

E eitX =
1X
k=0

(it)k

k!
E Xk:

Speci�aln�e, momenty E Xk; k 2 N ur�cuj�� rozd�elen�� PX veli�ciny X.
K tomuto v�ysledku dosp�ejeme pou�zit��m Fubiniho v�ety na Taylor�uv rozvoj expo-
nenci�aly. Tedy

E eitX = E

1X
k=0

(it)k

k!
Xk =

1X
k=0

(it)k

k!
E Xk:

Jeliko�z uva�zujeme omezenou veli�cinu X, pou�zit�� Fubiniho v�ety je od�uvodn�en�e
n�asleduj��c�� nerovnost��

E

1X
k=0

����(it)kk!
Xk

���� �
1X
k=0

jtjk

k!
= ejtj <1:
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Tvrzen�� 4. N�ahodn�a veli�cina B m�a beta rozd�elen�� s parametry b
c
, a
c
.

D�ukaz. K �z�adan�emu v�ysledku se dopracujeme pomoc�� moment�u E Bd; d 2 N ,
nebot' pro n�ahodnou veli�cinu B 2 [0; 1] plat��, �ze momenty jednozna�cn�e ur�cuj�� jej��
rozd�elen��.[zdroj]
Jeliko�z u�z v��me, �ze posloupnost Bn je martingal, jednodu�se plyne

E Tn = E T0 =
b

a+ b

D�ale vyu�zijeme znalosti symetrie posloupnosti a p�redchoz��ho tvrzen��, nebot' pak

lim
n!1

E Bn
2 = lim

n!1
E

 
1

n

nX
k=1

Xk

!2

Obdr�z��me pak pro d = 2; n!1

E

 
1

n

nX
k=1

Xk

!2

=
1

n2

nX
j;k=1

E XjXk =
1

n2
(E X2

1n+ n(n� 1)E X1X2)! E X1X2;

kde podle 1.1

E X1X2 = P (X1 = 1; X2 = 1) =
b
c
( b
c
+ 1)

a+b
c
(a+b

c
+ 1)

:

Tedy i

E Bn
2 !

b
c
( b
c
+ 1)

a+b
c
(a+b

c
+ 1)

Analogick�ym postupem p�risp�ejeme k v�ysledku, �ze pro n!1

E Bn
d ! E X1X2 : : : Xd = P (X1 = 1; X2 = 1; : : : Xd = 1)

=
( b
c
)[d](a

c
)[d�d]

(a+b
c
)[d]

=
d�1Y
j=0

b
c
+ j

a+b
c

+ j

co�z je p�resn�e tvar d-t�eho momentu rozd�elen�� Beta
�
b
c
; a
c

�
.

Kone�cn�e, proto�ze Bn ! B skoro jist�e,

E Bd = lim
n!1

E Bn
d =

d�1Y
j=0

b
c
+ j

a+b
c

+ j
; tj. B � Beta

�
b

c
;
a

c

�

1.2 Beta-Bernoulliho model

V n�asleduj��c�� �c�asti prezentujeme dal�s�� parametrick�y model a s c��lem, abychom
se co nejl�epe v�simli souvislosti s P�olyov�ym urnov�ym sch�ematem, zkus��me zna�cen��
parametr�u p�rizp�usobit t�em u�z uveden�ym.
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Model. Uva�zujme n�ahodnou veli�cinu B s hodnotami na intervalu (0; 1) a beta
rozd�elen��m Beta (�; �), kde �; � > 0. Necht' n�ahodn�e veli�ciny X1; X2; : : : jsou
podm��n�en�e veli�cinou B nez�avisl�e a alternativn�e rozd�elen�e s parametrem b, tedy
plat��

P (Xn = 1jB = b) = b; b 2 (0; 1):

Obecn�e pro n 2 N a xj 2 f0; 1g; j � n bin�arn�� prom�enn�e dost�av�ame

P (X1 = x1; : : : ; Xn = xnjB = b) = bm(1� b)n�m; kde m =
nX
j=1

xj: (1.4)

Tuto posloupnost pak naz�yv�ame Beta-Bernoulliho proces.
Cht�eli bychom uk�azat, �ze kone�cn�e-rozm�ern�e rozd�elen�� pravd�epodobnosti takto

de�novan�e posloupnosti je toto�zn�e rozd�elen�� posloupnosti (Xn; n 2 N) de�novan�e
v modelu P�olyov�ych urn. Vyslov��me proto n�asleduj��c�� tvrzen��:

Tvrzen�� 5. Ozna�cme
Pn

j=1 xj = m;m � n, kde ka�zd�e xj nab�yv�a hodnot 0 nebo

1 a pro r 2 R; n 2 N pou�zijeme op�et zna�cen��: r[n] = r(r+1) � � � (r+ (n� 1)), kde
de�nujeme r[0] = 1. Pak pro ka�zd�e n 2 N plat��:

P (X1 = x1; : : : ; Xn = xn) =
�[m]�[n�m]

(� + �)[n]
(1.5)

D�ukaz. Jeliko�z jsme si u�z p�ripomn�eli vlastnosti beta rozd�elen��, ze znalosti 2.6
dost�av�ame

P (X1 = x1; : : : ; Xn = xn) = E (P (X1 = x1; : : : ; Xn = xnjB = b))

=

Z 1

0

bm(1� b)n�mf(b)db =

Z 1

0

bm(1� b)n�m
1

B(�; �)
b��1(1� b)��1db

=
1

B(�; �)

Z 1

0

bm+��1(1� b)n+��m�1db =
B(m+ �; n+ � �m)

B(�; �)
=

�[m]�[n�m]

(� + �)[n]

Abychom se dostali k posledn�� rovnosti, pou�zili jsme vztah beta a gama funkc��,
nebot':

B(m+ �; n+ � �m)

B(�; �)
=

�(m+�)�(n+��m)
�(n+�+�)

�(�)�(�)
�(�+�)

=
�(� + �)�[m]�(�)�[n�m]�(�)

�(�)�(�)(� + �)[n]�(� + �)
=

�[m]�[n�m]

(� + �)[n]

Pozn�amka. Podobn�e jako v p�r��pad�e rozd�elen�� 1.1, posloupnost (Xn; n 2 N) je sy-
metrick�a (tj. permutovateln�a) nebot' jej�� pravd�epodobnostn�� rozd�elen�� op�et z�avis��
na po�ctu �usp�ech�u ale ne i na jej��m po�rad��.
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1.3 Ekvivalence model�u

Dost�av�ame se k pon�ekud p�rekvapiv�emu z�av�eru, �ze dva analyzovan�e modely
jsou i p�res v�sechny rozd��lnosti propojen�e. Dokonce, pro ka�zd�e c > 0 m�u�zeme
mezi P�olyov�ym urnov�ym sch�ematem a modelem beta-Bernoulliho alternativn�ych
pokus�u p�redpokl�adat i ekvivalenci. Nap�r��klad, pravd�epodobnostn�� rozd�elen�� 1.1 a
1.5 maj�� pro � = b

c
a � = a

c
toto�zn�y tvar. Vzhledem k tomu, �ze rozd�elen�� n�ahodn�e

posloupnosti je ur�ceno syst�emem kone�cn�e rozm�ern�ych rozd�elen��, dost�av�ame se k
z�av�eru, �ze v obou modelech posloupnosti X1; X2; : : : maj�� stejn�e rozd�elen��. Jestli
si nav��c uv�edom��me, �ze v obou p�r��padech veli�cinu B dostaneme jako limitu skoro
jist�e 1

n

Pn

k=1Xk pro n ! 1 , tento z�av�er m�u�zeme roz�s���rit i na posloupnost
(B;X1; X2; : : :) .
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Kapitola 2

Ergodick�a teorie stacion�arn��ch

posloupnost��

V t�eto kapitole se pod��v�ame na z�aklady ergodick�e teorie stacion�arn��ch posloup-
nost�� a sezn�am��me se podrobn�e s Birkho�ovou ergodickou v�etou. D�ale si uk�a�zeme
vztah mezi extremalitou a ergodicitou pro m��ry, kter�e jsou invariantn�� v�u�ci n�ejak�e
m�e�riteln�e transformaci, co�z na konci zkus��me ilustrovat na p�r��kladu Markovsk�ych
�ret�ezc�u.

2.1 �Uvod do ergodick�e teorie

Nejprve si de�nujme z�akladn�� pojmy, kter�ym se budeme skrz celou kapitolu
slou�zit. P�revezmeme si p�ritom zna�cen�� podobne tomu v kapitole V I:6 v knize [4].

De�nice 4. M�ejme pravd�epodobnostn�� prostor (
;F ; P ) a m�e�riteln�e zobrazen��
T : (
;F)! (
;F), kter�emu n�ekdy budeme �r��kat transformace. �Rekneme, �ze P
je T -invariantn�� m��ra, jestli�ze plat��:

P (T�1A) = P (A) 8A 2 F :

Pak IT = fA 2 F : T�1A = Ag zna�c�� �-algebru T -invariantn��ch mno�zin.

De�nice 5. �Rekneme, �ze n�ahodn�a posloupnost (Xn; n 2 N) na pravd�epodobnostn��m
prostoru (
;F ; P ) je stacion�arn��, kdy�z jej�� podm��n�en�e rozd�elen�� je invariantn��
v�u�ci posunut��, tj.

L(X1; X2; : : : jP ) = L(Xn; Xn+1; : : : jP ) n 2 N

Posloupnost (Xn; n 2 N) je stacion�arn�� a ergodick�a, pokud P [(X1; X2; : : :) 2 A]
je rovno 0 nebo 1 pro A 2 BN takovou, �ze p�1A = A . Zde p de�nujeme jako
oper�ator posunut��:

p : (RN;BN)! (RN;BN)

pn(X) = Xn+1

Pozn�amka: V r�amci t�eto kapitoly n�as v��ce, ne�z samotn�a stacion�arn�� posloup-
nost bude zaj��mat jej�� rozd�elen�� L(X1; X2; : : : jP ) jako�zto p-invariantn�� m��ra na
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(RN;BN). M�u�zeme se na tyto pojmy d��vat jako na sv�ym zp�usobem ekvivalentn��,
nebot' vyu�zit��m stacionarity dost�av�ame

L(X1; X2; : : : jP ) = L(Xn; Xn+1; : : : jP ) = pn�1L(X1; X2; : : : jP ):

D�ale se u�z budeme zaj��mat o n�asleduj��c�� pojem:

De�nice 6. Bud' P T -invariantn�� m��ra (z de�nice 1). �Rekneme, �ze je nav��c
ergodick�a, pokud P (A) 2 f0;1g kdykoli A 2 IT .

P�redt��m, ne�z vyslov��me Birkho�ovu ergodickou v�etu, dok�a�zeme pomocn�e tvrzen��,
kter�e bude u�zite�cn�ym n�astrojem p�ri jej�� dokazov�an��.

Lemma 6. (O maxim�aln�� nerovnosti) Necht' T je m�e�riteln�e zobrazen�� na prav-
d�epodobnostn��m prostoru (
;F ; P ) a P necht' je T -invariantn�� m��ra. Pro re�alnou
n�ahodnou veli�cinu X 2 L1(
;F ; P ) ozna�cme

Sn = X +X � T + : : :+X � T n�1 =
n�1X
i=0

X(T i);

kde de�nujeme S0 = 0. Zaved'me nav��c veli�cinu Mn = max0�i�n Si. Pak pro
A 2 ST , n 2 N plat�� Z

A\[Mn>0]

XdP � 0: (2.1)

D�ukaz. Je jasn�e, �ze i veli�cina Mn je integrovateln�a vzhledem k P . Tak�e pro
0 � i � n z�rejm�e plat��

Mn = max
0�i�n

Si � Si a tedy Mn(T ) � Si(T ):

Z nerovnosti

Mn(T ) +X � Si(T ) +X = Si+1; i = 0; : : : ;n� 1

a de�nice S0 = 0 pak dost�av�ame

Mn(T ) +X � max
1�i�n

Si = max
0�i�n

Si = Mn na [Mn > 0]; (2.2)

p�ri�cem�z prvn�� nerovnost plat�� v�sude na 
, zat��mco n�asledn�a rovnost plat�� pouze,
pokud je alespo�n jedna z hodnot S1; : : : ; Sn nez�aporn�a. To je spln�eno nap�r. na
mno�zin�e [Mn > 0]. Z nerovnosti 2.2 pak dost�av�ameZ

A\[Mn>0]

XdP �

Z
A\[Mn>0]

MndP �

Z
A\[Mn>0]

Mn(T )dP � 0

nebot' plat��Z
A\[Mn>0]

MndP =

Z
A

MndP =

Z
A

Mn(T )dP �

Z
A\[Mn>0]

Mn(T )dP:

Prvn�� rovnost vyu�z��v�a toho, �zeMn dle de�nice nab�yv�a pouze nez�aporn�ych hodnot.
posledn�� nerovnost pak vyu�z��v�a toho, �ze p�rirozen�e i veli�cina Mn(T ) je nez�aporn�a.
Centr�aln�� rovnost pak vyu�z��v�a toho, �ze m��ra P je dle p�redpokladu T -invariantn��
a p�redpokladu, �ze A je T -invariantn�� mno�zina.
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Pozn�amka. Tomuto tvrzen�� se n�ekdy �r��ka Maxim�aln�� ergodick�a v�eta nebo v n�ekter�e
literatu�re Hopfova maxim�aln�� nerovnost, a je za�zit�ym n�astrojem p�ri dokazov�an��
ergodick�e v�ety (viz [4], kapitola V I:6, v�ety 6 a 7). D�ule�zit�e je pro n�as v�simnout
se, �ze nerovnost 2.1 plat�� �� v p�r��pad�e, kdy�z uva�zujeme m��sto Mn veli�cinu M =
supn Sn, nebot' toto zn�en�� maxim�aln�� nerovnosti budeme pot�rebovat p�ri d�ukazu
n�asleduj��c�� v�ety. Tedy Z

A\[M>0]

XdP � 0: (2.3)

2.2 Birkho�ova ergodick�a v�eta

V�eta 7. (Birkho�ova ergodick�a v�eta) Necht' T je m�e�riteln�a transformace na
pravd�epodobnostn��m prostoru (
;F ; P ), kde P je T -invariantn�� m��ra. Pak pro
ka�zdou X 2 L1(
;F ; P ) plat��

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

X(T i) = E [XjIT ] skoro jist�e: (2.4)

P�redpokl�ad�ame li nav��c, �ze P je T -invariantn�� a ergodick�a, pak

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

X(T i) = E X skoro jist�e: (2.5)

D�ukaz. Prvn�� �c�ast v�ety dok�a�zeme ve dvou kroc��ch - v prvn��m uk�a�zeme existenci
limity a v druh�em odvedeme jej�� tvar.
1. krok. Ozna�cme op�et Sn =

Pn�1
i=0 X(T i) a uva�zujme

S = lim inf
n!1

1

n
Sn a �S = lim sup

n!1

1

n
Sn:

Pak S; �S 2 IT . Pro existenci limity skoro jist�e sta�c�� uk�azat, �ze S = �S skoro jist�e.
Ozna�cme pro a; b 2 R, a < b

Ia;b = [S < a < b < �S]:

Je Ia;b 2 IT a chceme, aby P (Ia;b) = 0 pro ka�zd�e a < b. Pak u�z nutn�e rovnost
S = �S plat�� [P ]-skoro jist�e. Ozna�cme mno�ziny

Ja = [inf
n

1

n
Sn < a] = [9n (na� Sn) > 0]

a

Jb = [sup
n

1

n
Sn > b] = [9n (Sn � nb) > 0]:

Pak Ia;b � Ja \ Jb a vyu�zit��m maxim�aln�� nerovnosti 2.3 dost�av�ameZ
Ia;b

(a�X)dP =

Z
Ia;b\Ja

(a�X)dP � 0 aZ
Ia;b

(X � b)dP =

Z
Ia;b\Jb

(X � b)dP � 0
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Se�cten��m obou integr�al�u dost�av�ame (a� b)P (Ia;b) � 0, z �ceho�z �z�adan�y v�ysledek
p�r��mo vypl�yv�a. V��me, �ze 1

n
jSnj � 0, pak pomoc�� Fatouova lemmatu

Z
lim inf
n!1

1

n
jSnjdP � lim inf

n!1
E (

1

n
jSnj) � sup

n

1

n

n�1X
i=0

E jX(T i)j = E jXj <1

2. krok. Z prvn�� �c�asti d�ukazu plyne, �ze existuje T -invariantn�� zobecn�en�a re�aln�a
n�ahodn�a veli�cina S� takov�a, �ze limn!1

1
n

Pn�1
i=0 X(T i) = S� skoro jist�e. Bez �ujmy

na obecnosti m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze tato veli�cina nab�yv�a pouze re�aln�ych hod-
not. R�adi bychom uk�azali, �ze S� = E [XjIT ] skoro jist�e. Pro �; � 2 R, � < �

de�nujeme
K�;� = [� < S� < �]:

Pak jist�e K�;� 2 IT a nav��c plat�� K�;� � Ja; a K�;� � Jb;; m�u�zeme tedy znovu
pou�z��t maxim�aln�� nerovnost 2.3 tak, �ze:Z

A\K�;�

(X � �)dP � 0 a

Z
A\K�;�

(� �X)dP � 0

Je jasn�e, �ze p�redchoz�� nerovnosti plat�� i v p�r��pad�e, kdy�zK�;� nahrad��me mno�zinou
K�

�;� = A \ [� � S� < �]. Z uveden�ych nerovnosti dost�av�ame vztah

�P (K�;�) �

Z
K�;�

XdP � �P (K�;�): (2.6)

a z de�niceK�
�;� v��me, �ze stejn�e nerovnosti plat�� i nahrazen��m S� zaX. Ode�cten��m

nerovnost�� pro X a S� dost�av�ame pak

(�� �)P (K�;�) �

Z
K�;�

(X � S�)dP � (� � �)P (K�;�):

Pokud �; � vyj�ad�r��me ve tvaru � = k", � = (k + 1)", k 2 Z; " > 0 libovoln�e,
pak 
 \ A =

S
k2ZK�;�;k. S�c��t�an��m p�res k obdr�z��me, �ze

����
Z
A2IT

S�dP �

Z
A2IT

XdP

���� � "; "libovoln�e:

Dostali jsme: limn!1
1
n

Pn�1
i=0 X(T i) = S� = E [XjIT ] skoro jist�e.

Limita v 2.5 plat�� jako besprost�redn�� d�usledek prvn��ho tvrzen��, nebot' pro m��ry,
kter�e jsou T -invariantn�� a ergodick�e je �-algebra IT trivi�aln��. Proto plat��, �ze
E [XjIT ] =

R
XdP skoro jist�e.

2.3 Ergodicita a extremalita

Birkho�ova ergodick�a v�eta je nevyhnuteln�ym krokem na cest�e sezn�amen�� se s
teori�� ergodick�ych m�er. N�as, ov�sem, d�ale budou zaj��mat extrem�aln�� body mno�ziny
invariantn��ch m�er a tato d�ule�zit�a v�eta se uk�a�ze b�yt u�zite�cn�ym n�astrojem p�ri
dokazov�an�� n�asleduj��c��ho tvrzen��, kter�e je k nalezen�� v [Rey-Bellet] (tvrzen�� 3.5)
kter�e propojuje pojmy ergodicity a extremality.
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Tvrzen�� 8. Pravd�epodobnostn�� m��ra � je na mno�zin�e T- invariantn��ch m�er M
extrem�aln�� pr�av�e tehdy, kdy�z � je ergodick�a (v�u�ci T).

D�ukaz. P�redpokl�adejme, nejprve, �ze � nen�� extrem�aln��. To znamen�a, �ze existuje
0 < � < 1 a �1, �2 2 M, �1 6= �2 takov�e, �ze � = ��1 + (1 � �)�2. Tvrd��me,
�ze pak � nen�� ani ergodick�a. Kdyby � byla ergodick�a, pak by podle v�ety 7, pro
n�ejakou omezenou X 2 L1(
;F ; �) platilo

1

n

n�1X
i=0

X(T i)! E �X skoro jist�e:

Jeliko�z 1
n

Pn�1
i=0 X(T i) konverguje k E �X skoro jist�e i vzhledem k m���re �1 a �2,

z toho vypl��v�a, �ze E �X = E �1 X = E �2 X. Jeliko�z X bylo zvoleno jako omezen�a
m�e�riteln�a funkce, z p�redchoz�� rovnosti nutn�e plyne, �ze � = �1 = �2, co�z je spor
s na�s��m p�redpokladem. Nyn�� p�redpokl�adejme, �ze � nen�� ergodick�a. Pak existuje
mno�zina A 2 IT , de�novan�a v 4 takov�a, �ze �(A) 2 (0;1). D�ale de�nujeme

�1(B) =
�(A \B)

�(A)
; �2(B) =

�(AC \B)

�(AC)

a jeliko�z A 2 IT , jsou to pravd�epodobnostn�� m��ry invariantn�� v�u�ci T . M�u�zeme
tedy psat

�(A)�1 + �(AC)�2 = �(A \B) + �(AC \B) = �:

Vzhledem k tomu, �ze �1; �2 p�redstavuj�� restrikce � na A a AC , je �1 6= �2 a t��m
p�adem z p�redchoz��ho z�apisu je jasn�e, �ze � nem�u�ze b�yt extrem�aln��.

2.3.1 Markovovy �ret�ezce

Bud' S = f1; : : : ; ng kone�cn�a mno�zina stav�u a uva�zujme pravd�epodobnosti
P na 
 = SN0 takov�e, �ze X0; X1; : : : je p�ri P homogenn�� Markov�uv �ret�ezec s
mno�zinou stav�u S a s pevn�e danou matic�� pravd�epodobnost�� p�rechodu P. Nav��c
budeme p�redpokl�adat, �ze po�c�ate�cn�� rozd�elen�� � je stacion�arn��, tj. plat�� �T = �TP.
Pak u�z v��me, �ze dan�y Markov�uv �ret�ezec je striktn�e stacion�arn�� n�ahodn�y proces
(viz [2], V�eta 2.24.), tedy

P (X0 = i0; X1 = i1; : : : ; Xn = in) = P (Xk = i0; Xk+1; : : : ; Xk+n = in):

Zavedli jsme zde speci�aln�� p�r��pad stacion�arn�� posloupnosti a zaj��m�a n�as, kdy
tato posloupnost bude i ergodick�a. Uv�ad��me proto n�asleduj��c�� tvrzen��, bez d�ukazu,
kter�y je ale v [Rey-Bellet] uveden jako d�ukaz Vety3.8..

Tvrzen�� 9. Stacion�arn�� rozd�elen�� � Markovova �ret�ezce X0; X1; : : : p�ri P je ex-
trem�aln�� m��rou na mno�zin�e stacion�arn��ch rozd�elen�� pr�av�e tehdy, kdy�z P je ergod-
ick�a v�u�ci oper�atoru posunut��.

Vyu�zit��m p�redchoz�� v�ety 8 m�u�zeme uveden�e tvrzen�� formulovat i takto:
Stacion�arn�� rozd�elen�� � Markovova �ret�ezce X0; X1; : : : p�ri P je extrem�aln��

m��rou na mno�zin�e stacion�arn��ch rozd�elen�� pr�av�e tehdy, kdy�z P je extrem�aln��m
bodem na mno�zin�e v�sech m�er invariantn��ch v�u�ci oper�atoru posunut��.

Tomuto tvrzen�� se n�ekdy �r��k�a ergodick�a dekompozice stacion�arn��ch Markovov�ych
�ret�ezc�u.
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Kapitola 3

Oce�nov�an�� �nan�cn��ch deriv�at�u

Deriv�aty jsou �nan�cn�� instrumenty, jejich�z hodnota je odvozena z ceny pod-
kladov�eho aktiva. Jsou to typy jak�ychsi obchodn��ch smluv, kter�e jsou nav�azan�e
na ur�cit�y �casov�y horizont T . V t�eto kapitole budeme uva�zovat evropsk�y typ de-
riv�at�u, kde k uplatn�en�� smlouvy doch�az�� pouze v �case T . Na�s��m c��lem je ale naj��t
bezarbitr�a�zn�� (spravedlivou) cenu deriv�atu v po�c�ate�cn��m �case t = 0.

Obchod s �nan�cn��mi deriv�aty m�u�ze b�yt motivov�an r�uzn�ymi c��li, jako je real-
izace arbitr�a�ze nebo snaha o zaji�st�en�� proti riziku p�r��li�s velk�ych ztr�at z d�uvodu
zm�eny hodnot podkladov�eho aktiva. V posledn��m p�r��pad�e se nap�r��klad pou�z��v�a
evropsk�a kupn�� opce, kterou pozd�eji uvedeme jako p�r��klad. Ov�sem, samotn�y pro-
ces oce�nov�an�� deriv�at�u nep�redpokl�ad�a podrobn�ej�s�� znalosti jednotliv�ych typ�u,
nebot' se zakl�ad�a na obecn�e aplikovateln�em principu.

Tomuto oce�nov�an�� je mo�zno p�ristoupit r�uzn�ymi matematick�ymi metodami;
zde uv�ad��me tu, kter�a je zalo�zena na teorii martingal�u, s n�ekter�ymi z jejich
z�akladn��ch pojm�u jsme se sezn�amili v 1. kapitole.

3.1 Extrem�aln�� martingalov�e m��ry

Uva�zujme nyn�� kone�cnou mno�zinu 
 a na n�� kone�cnou posloupnost n�ahodn�ych
veli�cin S0; : : : ; ST startuj��c�� z deterministick�e hodnoty S0 = s0, a polo�zme F =
�(S1; : : : ; ST ). Zde ka�zd�a veli�cina St; t 2 f1; : : : ; Tg p�redstavuje hodnotu pod-
kladov�eho aktiva v dan�em �case t. P�redpokl�adejme d�ale, �ze ka�zd�a z t�echto veli�cin
m�u�ze nab�yvat n kone�cn�e mnoho hodnot, ka�zdou s kladnou pravd�epodobnost�� pi.

Abychom spravedliv�e ocenili uva�zovan�y deriv�at, chceme naj��t takovou prav-
d�epodobnostn�� m��ru Q, kter�a ka�zd�emu mo�zn�emu v�ysledku p�ri�rad�� novou v�ahu
qi; i = 1; : : : n tak, aby o�cek�av�an�a cena v ka�zd�em �case t 2 f1; : : : ; Tg (podm��n�ena
st�redn�� hodnota vzhledem k m���re Q) byla rovna hodnot�e aktiva v p�redchoz��m
�case t � 1. Jin�ymi slovy po�zadujeme, aby posloupnost hodnot S0; : : : ST tvo�rila
martingal v�u�ci m���re Q. Tato m��ra je s rozd�elen��m P ekvivalentn��, co�z pro n�as
znamen�a pouze to, �ze ka�zd�a qi > 0. Z toho d�uvodu se j�� v literatu�re �casto �r��k�a
ekvivalentn�� martingalov�a m��ra.

Uvedeme zde obecnou de�nici:

De�nice 7. Pokud (Mn)
m
n=1 je martingal na pravd�epodobnostn��m prostoru (
;F ; P ),

pak �rekneme, �ze P je martingalov�a m��ra procesu (Mn)
m
n=1.
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Zaj��m�a n�as, jak vypad�a martingalov�a m��ra Q posloupnosti S0; : : : ; ST na
m�e�riteln�em prostoru (
;F). Proto�ze mno�zina 
 je kone�cn�a, jsou veli�ciny S0; : : : ST
omezen�e a pravd�epodobnost Q na (
;F) je martingalovou m��rou posloupnosti
S0; : : : ; ST pr�av�e tehdy, kdy�z

EQ(S1 � S0) = 0; EQ(Sk+1 � SkjSk�1; : : : S1) = 0 (3.1)

kdykoli k = 1; : : : ; T � 1.
Pro jednoduchost z�apisu se d�ale omez��me na p�r��pad T = 2 a budeme p�redpokl�adat,

�ze fS1(!);! 2 
g = fxj; j = 1; : : : ;ng. V tom p�r��pad�e m�u�zeme podm��nku 3.1
zapsat ve tvaru

0 = EQ(S1 � S0); 0 = EQ[(S2 � S1)1[S1=xj ]] pro ka�zd�e j = 1; : : : ; n:

Abychom obdr�zeli odpov�ed' na ot�azku, jak vypadaj�� extrem�aln�� martingalov�e
m��ry posloupnosti (S0; S1; S2) pod��v�ame se na v�etu, kterou R.G. Douglas poprv�e
vydal v matematick�em �zurn�alu v roce 1964. Zdde, ov�sem, bez d�ukazu uv�ad��me
v�etu ve zn�en��, kter�e je p�rizp�usobeno pro m�e�riteln�e prostory a pravd�epodobnostn��
m��ry, a kter�e je k nalezen�� v knize [3] (V�eta 4.4., kapitola V).

V�eta 10. Douglas Bud' L syst�em F-m�e�riteln�ych re�aln�ych funkc�� a L� = fa +
bl; l 2 L; a;b 2 Rg. Bud' KL mno�zina v�sech pravd�epodobnostn��ch m�er � na (
;F)
takov�ych, �ze

R
fd� = 0 pro ka�zdou f 2 L. Pak KL je konvexn�� a � 2 KL je

extrem�aln��m bodem KL pr�av�e tehdy kdy�z L� je hust�a v L1(�).

V na�sem p�r��pad�e je L = fS1 � S0; (S2 � S1)1[S1=xj ]; j = 1; : : : ; ng.
Pak L� = fc + h1(S1 � S0) +

Pn

j=1 h2j1[S1=xj ](S2 � S1); j = 1; : : : ; ng. Mno�zina
KL zde p�redstavuje mno�zinu v�sech martingalov�ych m�er posloupnosti (S0; S1; S2)
a Douglasova v�eta �r��k�a, �ze Q 2 KL je extrem�aln��m bodem KL pr�av�e tehdy,
kdy�z ka�zdou veli�cinu Y 2 A = �(S1; S2) lze skoro jist�e vzhledem k Q zap-
sat ve tvaru Y = c + h1(S1 � S0) + H(S2 � S1), kde H je �(S1)-m�e�riteln�a
funkce de�novan�a p�redpisem H =

Pn

j=1 h2j1[S1=xj ] a kde h; c jsou re�aln�e hodnoty.
V�ysledek m�u�zeme interpretovat tak, �ze extrem�aln�� martingalov�e m��ry posloup-
nosti (S0; S1; S2) jsou pr�av�e takov�e, �ze ka�zd�y deriv�at Y 2 �(S1; S2) lze replikovat
skoro jist�e s po�c�ate�cn�ym bohatstv��m C p�ri n�akupu h jednotek aktiva v �case t = 0
a p�ri dr�zen�� H jednotek aktiva v �case t = 1.

Pozn�amka. Jeliko�z zm��n�enou hustotu v L1 budeme uva�zovat v�u�ci martingalov�e
m���re Q, je dobr�e poznamenat, �ze konvergence v L1 nerozli�suje veli�ciny li�s��c�� se
o mno�zinu m��ry nula. Tedy L1(Q) - uz�av�er L

� je tvo�ren veli�cinami, li�s��c�� se od
veli�cin z L� pouze na mno�zin�e Q-m��ry nula.

3.2 P�r��klady

Jeliko�z p�redm�etem na�seho z�ajmu jsou p�redev�s��m extrem�aln�� martingalov�e
m��ry, je pro n�as p�r��pustn�e maxim�aln�� zjednodu�sen�� n�ekter�ych podm��nek �nan�cn��ho
trhu. Ku p�r��kladu, portfolio investora v praxi z�r��dka sest�av�a z pouze jednoho �-
nan�cn��ho instrumentu, ale pro na�se �u�cely sta�c�� uva�zovat singul�arn�� p�r��pad. V
n�asleduj��c�� �c�asti se pod��v�ame na p�r��klady oce�nov�an�� na binomick�em stromu, jako
na jednoduchou uk�azku ve kter�e martingalov�e m��ry, kter�e se vyskytuj�� jsou ex-
trem�aln��. P�red t��m, ov�sem, pot�rebujeme stanovit dal�s�� p�redpoklad:
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Pokud nap�r��klad v�sechny hodnoty xi > 1 = S0; i = 1; : : : ; n, pak S1 > S0 a v
tom p�r��pad�e investor m�a bezrizikovou p�r��le�zitost nakoupit v �case 0 podkladov�e ak-
tivum a v �case 1 jej prodat. Vzhledem k tomu, �ze tot�e�z m�u�ze prov�est v neomezen�e
m���re, m�u�ze tak ji�z v �case 1 dos�ahnout neomezen�eho bohatstv�� a t��m pro n�ej ot�azka
spravedliv�e ceny �nan�cn��ho deriv�atu p�rest�av�a b�yt zaj��mav�a.

Abychom se tomuto p�r��padu vyhnuli, budeme p�redpokl�adat, �ze existuji i; j �
n takov�e, �ze xi < 1 < xj.

3.2.1 Jednokrokov�y binomick�y strom

Uva�zujme nejjednodu�s�s�� model, kde je p�redchoz�� podm��nka spln�ena. Pak n =
2. Tento p�r��pad m�u�zeme nazvat jednokrokov�ym binomick�ym modelem. Sv�ym
zp�usobem je mo�zn�e v n�em demonstrovat princip oce�nov�an�� �nan�cn��ch deriv�at�u.

Zde m�ame dva sc�en�a�re v�yvoje. V prvn��m sc�en�a�ri cena podkladov�eho aktiva
vzroste z hodnoty S0 = 1 na hodnotu S1 = u (z anglick�eho up). V tom p�r��pad�e
bude hodnota deriv�atu C1 = f(u), kde f je funkce ur�cuj��c�� jak�ym zp�usobem z�avis��
hodnoty C1 - tedy tr�zn�� cena deriv�atu v �case t = 1, na hodnot�e podkladov�eho
aktiva S1. V druh�em sc�en�a�ri cena podkladov�eho aktiva klesne z hodnoty S0 na
hodnotu S1 = d (z anglick�eho down). Poznamenejme, �ze f(u) nemus�� b�yt nutn�e
v�et�s�� ne�z f(d) tak, jak je to na obr�azku. Hodnota S0 je t�e�z zvolena jako jednotkov�a
pro jednoduchost, mohly bychom uva�zovat jakoukoliv jinou kladnou hodnotu s0.
Uva�zujme investi�cn��ho agenta, kter�y ma po�c�ate�cn�� bohatstv�� c a kter�y v �case 0
nakoup�� podkladov�e aktivum v mno�zstv�� h 2 R. Tr�zn�� cena jeho portfolia v �case
t = 1 pak bude c + h[S1 � S0]. Na�s�� ot�azkou je, zda je mo�zn�e naj��t c; h 2 R tak,
aby c+ h[S1 � S0] = f(S1). Dost�av�ame tak dv�e rovnice o dvou nezn�am�ych

c+ h[u� 1] = f(u)

c+ h[d� 1] = f(d);
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kter�e maj�� n�asleduj��c�� �re�sen��

h =
f(u)� f(d)

u� d

c =
1� d

u� d
f(u) +

u� 1

u� d
f(d):

Po�c�ate�cn�� bohatstv�� investora pot�rebn�e k tomu, aby dok�azal sestavit portf�olio,
kter�e m�a v �case t = 1 tr�zn�� hodnotu C1 = f(S1) je line�arn�� funkce hodnot
f(u) a f(v) s koe�cienty kter�e po �rad�e ozna�c��me qu = 1�d

u�d
a qd = u�1

u�d
. Tedy

c = quf(u) + qdf(d). V�simn�eme si, �ze tyto hodnoty vych�azej�� tak, �ze 1 = S0 =
quu + qdd. V �re�ci st�redn��ch hodnot v�u�ci m���re Q takov�e, �ze Q(S1 = u) = qu a
Q(S1 = d) = qd tak m�u�zeme p�redchoz�� rovnice zapsat ve tvaru:

1 = S0 = EQ S(1)

c = C0 = EQ f(S1) = EQC1:

V tomto binomick�em jednokrokov�em modelu tak m�u�zeme p�ri stanoven�� ceny c

vn��man�e jako ceny p�r��le�zitosti postupovat tak, aby platila prvn�� rovnost v ?? a
hodnotu c = C0 pak dostaneme pr�av�e jako st�redn�� hodnotu C1 v�u�ci m���re Q.

V�simn�eme si, �ze jsme v �z�adn�em okam�ziku nepot�rebovali v�ed�et p�resn�e rozd�elen��
skute�cn�e pravd�epodobnosti P abychom se dostali k vyj�ad�ren�� martingalov�e m��ry
Q. To n�am ihned napov��d�a, �ze jde o matematick�y n�astroj, nikoliv o realistickou
pravd�epodobnost, podle kter�e by se ceny na trhu m�enily. Nav��c, bezarbitr�a�zn��
cena kterou jsme nalezli tak�e nez�avis�� na konkr�etn�� pravd�epodobnosti v�yvoje cen
ur�cit�ym sm�erem, ale pouze na t�ech mo�zn�ych hodnot�ach a na parametrech jejich
zm�eny. To je ov�sem v�ysledek, kter�eho jsme cht�eli doc��lit, nebot' je t��m p�adem
oce�novac�� proces vyv�a�zen�y pro v�sechny sc�en�a�re v�yvoje trhu.

Zde jsme ilustrovali obecn�y princip oce�nov�an�� �nan�cn��ch deriv�at�u pou�ziteln�y v
kone�cn�em binomick�em strom�e. Pro lep�s�� ilustraci martingalov�e vlastnosti uk�a�zeme,
jak by se tent�y�z princip pou�zil na dvoukrokov�em binomick�em stromu.

3.2.2 Dvoukrokov�y binomick�y strom

Nyn�� se pod��vejme na podobn�y model, kde T = 2 a op�et pro jednoduchost
S0 = 1. Necht' v �case t = 1 existuj�� pouze dva sc�en�a�re v�yvoje, kde S1 = u nebo
S1 = d a necht' z ka�zd�e z t�echto hodnot se v �case t = 2 mohou vyvinout dal�s�� dva
stavy, kde veli�cina S2 bude nab�yvat hodnot S1u a S1d. Takov�y model nazveme
dvoukrokov�y binomick�y strom.
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V�simn�eme si na obr�azku, �ze hodnoty S1d pro S1 = u a S1u pro S1 = d

jsou stejn�e. Znamen�a to, �ze bychom na grafu mohli kreslit o jeden bod m�en�e,
�c��m�z binomick�y strom zachov�av�a jak�ysi troj�uheln��kov�y tvar. Nicm�en�e, uveden�e
zn�azorn�en�� n�am l�epe pouk�a�ze na to, �ze se na tento strom m�u�zeme d��vat jako
na s�erii jednokrokov�ych binomick�ych strom�u. Tak�e, z �nan�cn��ho hlediska, je to
dobr�a ilustrace faktu, �ze se ke stejn�emu bodu m�u�zeme dostat pomoc�� r�uzn�ych
obchodn��ch strategi��.

Vyu�zit��m zm��n�en�e vlastnosti pod��v�ame se na model po kroc��ch grafu zp�etn�e,
za�c��naj��c�� od posledn��ho. Uva�zujme tedy jednokrokov�y model s po�c�ate�cn��m �casem
t = 1, kde S1 = u je po�c�ate�cn�� hodnota podkladov�eho aktiva a f(uu) je cena
�nan�cn��ho deriv�atu, kdy�z hodnota S1 stoupla na hodnotu Su

2 = uu. Analogicky,
f(ud) je cena deriv�atu pro hodnotu Su

2 = ud v �case t = 2. Zaj��m�a n�as bohatstv��,
kter�e investor pot�rebuje v �case t = 1 aby jeho portfolio v �case t = 2 m�elo tr�zn��
hodnotu Cu

2 = f(Su
2 ). Chceme tedy naj��t hodnoty Cu

1 ; h 2 R takov�e, �ze plat��:

Cu
1 + h21[S

u
2 � S1]+ = f(Su

2 )

Obdobn�e jako v p�redchoz��m p�r��kladu, dost�av�ame dv�e rovnice o dvou nezn�am�ych,
z �ceho�z stejn�ym postupem dostaneme vyj�ad�ren�� pro Cu

1 :

Cu
1 =

1� d

u� d
f(uu) +

u� 1

u� d
f(ud):

T��m jsme ov�e�rili replikovatelnost a u�z v��me jak vypad�a martingalov�a m��ra.
P�ri�rad��me-li tedy stejn�ym koe�cient�um zna�cen�� qu a qv, pak podle m��ry Q, de�-
novan�e v p�redchoz��m p�r��kladu plat��:

Cu
1 = EQ f(S

u
2 ) = EQ(C

u
2 ):

Pozn�amka. Identick�ym postupem pro p�r��pad, kdy S1 = d obdr�z��me tr�zn�� hodnotu
deriv�atu v �case t = 1, pro kterou plat�� Cd

1 = EQ(C
d
2 ). Poznamenejme, �ze �re�sen��m

rovnic 3.2.2 a nimi analogick�ych pro S1 = d dostaneme dv�e odli�sn�e hodnoty h21 a
h22, co�z znamen�a, �ze investo�ri vych�azej��c�� z r�uzn�ych stav�u budou pou�z��vat i r�uzn�e
obchodn�� strategie.

V anal�yze dvoukrokov�eho binomick�eho modelu u�z m�u�zeme postoupit o krok
d�ale, kde op�et budeme uva�zovat jednokrokov�y strom na intervalu (0;1], kter�y se
od p�redchoz��ho p�r��kladu bude li�sit pouze v tom, �ze m��sto hodnot f(S1) uva�zujeme
hodnoty Cu

1 ; C
d
1 . Tedy hodnotu c m�u�zeme vyj�ad�rit ve tvaru c = C0 = EQC1:

20



Jak u�z bylo zm��n�eno, v uveden�ych p�r��kladech jsme uva�zovali velice zjednodu�sen�e
p�r��pady oce�nov�an�� �nan�cn��ch deriv�at�u. Nicm�en�e, uk�azali jsme t��m z�akladn�� prin-
cipy procesu oce�novan�� pou�zit��m ekvivalentn�� martingalov�e m��ry, kter�y je pou�ziteln�y
i na v��cerozm�ern�e p�r��pady a slo�zit�ej�s�� portfolia.
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