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Uvod

Linearni regrese je dulezita statistickd metoda ke zkouméni zéavislosti proménnych.
Cilem této bakalarské prace je seznamit Ctendfe s nastroji vybéru nezavisle proménnych
v ramci vystavby modeli linedrni regrese. Konkrétné se v ramci této prace soustiedime
na metody krokové regrese.

Prace je rozdélena na ¢éast teoretickou a ¢ést praktickou. Prvni ¢ast prace shrnuje te-
orii linedrni regrese. Je zaméfena na definovani linedrniho regresniho modelu, odhadovani
parametri linearniho modelu metodou nejmensich ¢tvercit, dilezité vlastnosti téchto odha-
di, s nimi souvisejici testy hypotéz o hodnotéch parametrii regresni funkce. Nasleduje uvod
do krokové regrese, ktera je jednim ze zpusobu, jak nalézt mnozinu regresoru do linearntho
regresniho modelu. Jsou definovany tii metody krokové regrese (forward selection, backward
selection a stepwise regression) a taky princip jejich fungovani.

Praktické ¢ast prace je vénovana vlastnostem metod krokové regrese a jejich pouzitelnosti
pii budovani linedrnich modela. Soucasti této ¢asti jsou Monte Carlo simulace, které jsou
providény ve statistickém softwaru R. Na zédkladé vysledkii, ziskanych ze simula¢nich studii,
se pak hodnoti nékteré vybrané vlastnosti krokovych metod. Vysledky jsou prezentovany

numericky a graficky.



1 Teoreticka Cast

1.1 Pojem regresni analyza

Linearni regrese se pouziva ve statistice ke zkouméani vztahu mezi spojitou veli¢inou
Y a vektorem X, ktery mize obsahovat jednu nebo vice spojitych nebo diskrétnich velic¢in.
Piedpokladame, 7e hodnota vektoru X miize ovliviiovat stiedni hodnotu Y. Ukolem regresni
analyzy je prozkoumat zévislost stfedni hodnoty ¥ na komponentach X a co nejlépe vyjadrit
charakter této zavislosti. Pokud by komponenty X byly ndhodnymi veli¢inami, mizeme
se zabyvat podminénym rozdélenim nadhodné veli¢iny Y pii pevné hodnoté x nadhodného
vektoru X. Stiedni hodnota E(Y | X = x) se v tom pfipadé nazyva regresni funkce.

Jako priklady regresnich zavislosti uvedme:

1. Zavislost vysky c¢lovéka na jeho vaze, véku, pohlavi.

2. Zavislost porodni hmotnosti ditéte na dobé téhotenstvi, poradi narozeni ditéte a véku

matky.

3. Zavislost brzdné drahy automobilu na jeho rychlosti, hmotnosti, hloubce vzorku pne-

umatiky.

Data sestavaji z n nezavislych pozorovani vektora (Y;, X;),7 = 1,...,n, kde kazdé¢ X;
méa p < n slozek (Xi,...,X;,).
Zékladnimi pojmy regresni analyzy jsou regresni model a regresni funkce zahrnujici na-

sledujici proménné:

e Nihodnou veli¢inu Y;, kterd se nazyva odezva. Alternativni nazev: zdvisle proménnd,

regresand

e Komponenty vektoru X;, které nazyvame regresory. Alternativni nazev: nezdvisle pro-

mennd.

e Nendhodné veli¢iny ;. Nazyvame je regresni parametry.

Definice 1 (Linearni regresni model). Rekneme, Ze data (Y;, X;),i=1,...,n, spliuji line-
drni regresni model, stiedni hodnoty nekorelovangch ndhodngch velicin (Y1, ...,Y,) lze popsat
takto )

EY; = Z BeXix = 1 Xi + BoaXio + - + BpXip. (1)

k=1

Nezdvisle promenné Xy, k = 1,...,p jsou nendghodné veliciny a jejich hodnoty jsou presne
zndmé. Regresni koeficienty B = (Bi,...,8,)" jsou nezndmé konstanty.
Poznamka 1. V regresni analyze vétsinou volime X;; = 1 pro vSechna¢ =1, ..., n. Parametr

[y pak nazyvame absolutni ¢len.



Linearni regresni model muZzeme prepsat pomoci rovnic
Yi=561Xn + BoXio+ -+ By Xip + €4y (2)

kde ¢; je ndhodna slozka linedrniho modelu.

Linearni regresni model 1ze rovnéz prepsat do maticového tvaru

Y =X3 +e, (3)

kde Y = (Y1,..., V) T,e=(e1,..., )", B=(B1,..., B,)" a

Xll X12 U le
X — AXV.21 )(.22 T ‘XTQp ’
an Xn2 e an

pricemz B € RP ar (X) = p < n. F_-] Pozaduje se, aby matice X méla linearné nezévislé sloupce.
Vektor X3 je nenahodny. Predpoklada se, ze EY = X3 a VarY = o2, kde 02 je neznamy
parametr a I je jednotkova matice n-tého radu.
Rovnosti vySe kladou jisté naroky na chovani vektoru €. Tyto naroky se daji rovnéz

povazovat za predpoklady platnosti linedrniho regresniho modelu:

1. Regresni parametry [§; mohou nabyvat libovolnych hodnot pro £k =1,...,p.

2. Regresni matice X ma hodnost r(X) = p a n > p. Tato podminka vyzaduje, aby
mezi vyskytujicimi se nezavisle proménnymi nebyla funkéni linedrni zavislost, tedy

v matici X nesmi existovat linedrné zavislé sloupce. Matice XX je potom regularni.

3. Nahodna slozka m& nulovou stifedni hodnotu Ee = 0. Tato podminka znamend, Ze

nadhodné slozka neptusobi systematickym zptsobem na hodnoty zé vislé veli¢iny Y.

4. Pro varianéni matici € plati Vare = 0l kde 02 je neznamy, ale pevny parametr.

1.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

K odhadu neznamych parametri linedrniho regresntho modelu se nejcastéji pouziva
metoda nejmensich ¢tvercti. Tento postup vychézi z minimalizace soucti druhych mocnin
vertikalni vzdéalenosti vysvétlované proménné Y; od regresni nadroviny. Metoda se snazi o co
nejlepsi prolozeni nadroviny mnozinou dat (Y;, X;).

Necht je déan linearni regresni model s daty (Y;, X;). Odhadujeme regresni parametry

B1, ..., Bp metodou nejmensich ¢tverct z podminky minimalizace vyrazu

17(X) zna¢i hodnost matice X.



n

P 2
Y; — ZXikﬁk] ;

k=1

i=1
maticové ten vyraz miizeme prepsat jako (Y — XB3)T(Y — X3). Odhad 83 lze najit polo-

zenim prvni derivace vyrazu podle 8 rovné nule. Oznac¢ime odhad jako 3.

0 T _
55 Y ~XB)(Y ~XB) = (4)
_ %[YTY _YTXB— (X8)TY + (XB)TXg] = (5)
=X (Y —=XB8) - [(Y = X8)TX|" = (6)
= XY +2X"X8 = (7)
=XY -X"X8 =0 (8)
XY = X'X3 (9)

Timto krokem obdrzime soustavu p linearnich rovnic o p nezndmych, kterou fesi prave
odhadovany regresni parametr B
Jelikoz matice X ma plnou hodnost p, matice XX je regularni (¢tvercova, p x p), s hod-

nosti p. Z toho plyne existence pravé jedno feseni soustavy (7)
B=XX)"'XTY. (10)

B musi byt globalnim minimem, protoze funkce (Y — XB8)T(Y — X) je konvexni v B
Véta 1. Odhady metodou nejmengich ctvercii jsou B = (X'X)"XTY.
Diikaz. Ze vztahu (6) vyplyva, ze X7 (Y — X8) = 0.

Dostavame
(Y —XB8)" (Y —XB) = (11)
= (Y —XB) + (XB - XB)T[(Y — XB) + (XB - XB)] = (12)
= (Y -XB)(Y -XB)+ (8- B)X'X(B - B). (13)
Plati
(Y -XB) (Y —-XB) + (B-B)X"X(B - B) > (Y —XB)(Y - XB). (14)

Vime, 7e matice XX je regularni, takZe je pozitivné definitni. To znamen4, 7e z nerovnosti
(11) se stava rovnost, pravé kdyz 8 = 3. O

Definice 2 (Vektor vyrovnanych hodnot). Vektor Y = X8 = X(X'X)"'X"Y se nazjvd

vektor vyrovnangch hodnot. Po sloZkdch zapsdno

?i = X;I—,/B\ = BlXil + EZXiZ +ee Tt B\PXZ'P' (15)
9



Vektor Y maiZe byt povaZovdn za nejlepsi aproximact vektoru Y wvzniklou pomoci linedrnich

kombinact sloupcii matice X.

Definice 3 (Projekéni matice metody nejmensich ¢tverci). Vijraz H = X(XTX)1XT naddle

budeme nazyjvat projekéni matici, lze psdt Y =HY.

Poznamka 2. Projekéni matice H je také idempotentni, symetricka a jeji hodnost je rovna
rH) =rX)=p<n.

Definice 4 (Vektor rezidui). Odchgleni pozorované hodnoty veliciny Y od vektoru vyrovna-
nych hodnot 17, 1.

u=Y-Y (16)

nazveme vektorem rezidud.

Definice 5 (Reziduélni soucet ¢tverci). Ctverec rozdilu Y a 'Y | tj.

n

S, =u'u= iuf = Z(YZ — )71)2 (17)
i=1

i=1
se nazve rezidudlnim souctem ctverci.

Se
n—p’

Definice 6 (Rezidualni rozptyl). Rezidudlni rozptyl zavedeme jako s* =

Definice 7 (Nestranny odhad). Odhad B se nazyvd nestranny (nevychyleny), jestlize jeho

stiredni hodnota je rovna hodnoté odhadovaného parametru EB = 3.

Definice 8 (Vychyleni). Rozdil E(,@ — B) nazyvame vychylenim odhadu B.
Poznamka 3. Vychyleni odhadu B nadale budeme oznacovat jako Bias(B, B).
Véta 2. V linedrnim regresnim modelu plati:

(i) Odhad B dle metody nejmensich ctverci je nestranngm odhadem regresniho parametru

B.
(ii) Variance regresniho parametru jest VarB = o?(XTX)~1.

Diikaz. Ad (i)

~

EB = EX'X)"' XY = (X'X)"'X"EY = (18)
= (X'X)"X'x8 = 8. (19)

2Pro idempotentni matici plati HH = H.

10



Ad (i)

VarB = (XX) 7' XT (VarY) X(XTX) ! = (20)
= (X'X)'XT(?DX(X™X)™! = (¢?)(XTX) L. (21)
O

Poznamka 4. Prvni ¢ast véty tvrdi, Ze odhad B neni systematicky podhodnocen ani nad-

hodnocen.

Definice 9 (Nejlepsi nestranny odhad). Odhad vektoru 'Y se nazve nejlepsim nestranngm
linedrnim odhadem vektoru Y , pokud pro jakykoli jing nestranny linedrni odhad Y veli¢iny
Y plati

VarY — VarY >0, (22)

t3. rozdil uvedenych dvou variancnich matic musi byt matice pozitivné semidefinitni.

Poznamka 5. Jinymi slovy, nejlepsi nestranny linearni odhad je takovy, ktery ma minimélni

rozptyl ze vSech nestrannych linearnich odhadi.

Véta 3 (Gauss-Markov). Necht je dan linedrni model Y = X3 + €. Potom Y je nejlepsim
nestranngm linedrnim odhadem (NNLO) stiedni hodnoty Y a zdroven plati VarY = o2H.

Dikaz. (i) Odhad Y = HY je linerni.

(ii) Nestrannost odhadu Y plyne z nasledujici fady rovnosti
EY —EHY =HEY =HX3=X3=Y. (23)

Zavedme nyni jiny nestranny linedrni odhad stfedni hodnoty Y v obecnéjsim tvaru
Y = BY + a, kde B je matice parametri a a je konstantni vektor. Ukazme, Ze pokud ma
byt odhad Y nestranny, pak pro zminéné parametry musi platit @ = 0 a BX = X.

O stifedni hodnoté zavislé veli¢iny Y vime, ze EY = X3, nebot dle definice linearni-
ho regresniho modelu € = 0. Aby byl odhad Y nestranny, musi stfedni hodnota Y byt
shodna se stfedni hodnotou Y, tedy EY = XA3. Jiny vyraz pro stfedni hodnotu Y ziskdme

primocarou ipravou
EY = E(BY +a) = BEY +a = BX3 +a. (24)

Maji-li se rovnat oba vySe zminéné vysledky pro vSechna 3, dojdeme k zavéru, ze vektor a
musi byt nulovy a B spliiuje BX = X.

7 identity BX = X postupnym nasobenim zprava maticemi (XTX)_IXT a X, ziskdme
ekvivalentni rovnici BH = H, kde misto matice X vystupuje matice H.

11



Spoctéme jeSté varian¢ni matici Y

VarY = B(VarY)BT = B(c2)BT = ¢2BB"

25
= 2[H+B-H)]H+ B-H) =c?H+0o*B-H)B-H)", (25)
kde bylo vyuzito BH = H.
Vysledek srovname s varianci odhadu Y
VarY = VarHY = ¢2H, (26)

a ziskame VarY — VarY = o2 (B — H) (B —H)" > 0. Jinak feGeno, rozdil varianci obou
odhadu je pozitivné semidefinitni matice, coz potvrzuje platnost Gauss-Markovovy véty, Ze

Y je nejlepsim moznym linedrnim odhadem vektoru Y. O]

1.3 NormAlni linearni model

Doposud jsme pracovali s modelem, ktery vymezoval pouze stfedni hodnotu EY = X3
a variacni matici VarY = oI vektoru Y. Uvedené predpoklady mizeme stru¢né zapsat jako
Y ~ (X8, 0°T). Dale budeme piedpokladat normdini linedrni model, kde nahodny vektor Y’
mé mnohorozmérné normalni rozdéleni s parametry EY = X3 a VarY = o2I, respektive
Y ~ N(XB,0?l). To znamena, Ze plati € ~ N(0,0°I). Tento predpoklad ndm umozni urcit

rozdéleni jednotlivych statistik a ukazat jejich uziteéné vlastnosti.
Véta 4. Necht’ Y ~ N(XB,02I). Potom plati B ~ N(B,02(XTX)"1).
Diikaz. Dukaz lze najit v knize (Andél, 2007, str. 83) O
Véta 5. Necht’Y ~ N(XS,0%l). Potom:
(i) Plati 55 ~ X’ ()
(ii) Plati Y ~ N(XB,02H).
(iii) Plati u ~ N(0,0*(1 —H))
(iv) Nihodné vektory B a w jsou nezdvislé.

Diikaz. Dukaz lze najit v knize (Zvara, 1989, str. 62) O

1.4 Testy hypotéz a intervaly spolehlivosti
1.4.1 Dil& t-testy

Véta 6. Oznacme v;; proky matice (XTX)_I. Necht’ T; = \E/;Qi

Pak pro kazdé i =1,...,p plati T; ~ t,_.

12



Diikaz. 7 véty 4 plyne, Ze \B/% ~ N(0,1). Za platnosti bodu (i) a (iv) z véty 5 ma veli¢ina

Vo e BB )

Studentovo rozdélent ¢,,_,,. O

Vétu 7 muzeme pouzit ke stanoveni intervalu spolehlivosti pro parametr [3; a testovani
hypotéz o tomto parametru.

Na hladiné vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu ve tvaru

proti alternativni hypotéze
PouZijeme testovou statistiku
= o

Vst

ktera ma za platnosti Hy : (; = 87 rozdéleni t,,_,.

Kriticky obor

Hjy budeme zamitat na hladiné vyznamnosti o ve prospéch H; pravé tehdy, kdyz
T > byl — a/2), (31)

kde t,,_,(1 —/2) znaci (1 —«a/2)-ty kvantil Studentova t-rozdéleni o n — p stupnich volnosti.

Nejcastéjsim pripadem je 52 = 0. Ovéfujeme, zda Y viibec zavisi na i-tém sloupci matice
X. Pokud se ukaze, ze pro konkrétni ¢ nelze zamitnout nulovou hypotézu, je tieba zvazit
setrvani piislusné nezavisle proménné v modelu.

Oboustranny interval spolehlivosti pro ; na hladiné 1 — « by vysel
P (B — tuy(1 — a/2)s\/0i < B; < B+ tup(1 — f2)s W] —1-a (32)

1.5 Metody krokové regrese

Pomérné casto se setkdvame s linearnimi regresnimi modely Y = X3 + € s velkym

poctem regresorti v matici X. Velky pocet regresorii ma za nasledek, Ze pro nékteré para-

13



metry (;, i = 1,...,p nelze zamitnout Hy : §; = 0. To znamena, Ze vypusténim nékterych
z regresoru (i-tych sloupcit matice X) mizeme piejit k jednodussimu modelu.

V nésledujici ¢asti prace uvedeme postupy, které lze pouzit pti hleddni vhodného lineéar-
niho modelu, a nékteré z jejich charakteristik.

Jednim ze zpusobi, jak nalézt optimalni podmnoziny nezavisle proménnych do linearniho

regresniho modelu, jsou metody tzv. postupného vybéru, jejichz reprezentanty jsou:

(i) backward selection (sestupny vybér)
(ii) forward selection (vzestupny vybér)

(iii) stepwise regression (krokova regrese).

Backward selection (sestupny vybér)

Nejprve se spoc¢ita aplny model, do kterého jsou zafazeny vSechny potencialni nezé-
visle proménné. Postupné v kazdém kroku se pak z modelu vyfazuje nezavisle proménna,
ktera v daném modelu nejméné pfispiva k vysvétleni zavisle proménné. Pro kazdou promén-
nou testujeme hypotézu, zda v tomto modelu je regresni parametr u dané proménné nulovy.
K rozhodovani se pouziva t-statistika, vyfazuje se vzdy proménnd s nejmensi absolutni hod-
notou t-statistiky. Konc¢i se tehdy, kdyz vSechny ¢-statistiky pro vylouceni jsou v absolutni

hodnoté vétsi, nez predem zvolené ¢islo ¢**.

Forward selection (vzestupny vybeér)

Jde o opak ptedchoziho postupu. Vychazime z prazdné mnoziny nezavisle proménnych
a postupné v kazdém kroku se do ni piida takova nezavisle proménné, jejiz prispévek k vy-
svétleni zavisle proménné je nejvétsi. U proménné, kterou vlozime do modelu, testujeme hy-
potézu, zda v tomto modelu je regresni parametr u dané proménné nulovy. Proménné, ktera
je zafazena do modelu, v ném trvale zistava. V daném kroku vlozime takovou proménnou,
u niz je absolutni hodnota t-statistiky nejvétsi. Skonc¢ime, kdyz hodnoty vSech t-statistik

pro zafazeni jsou v absolutni hodnoté mensi, nez néjaké predem zvolené cislo t*.

Stepwise regression (krokova regrese)

Krokova regrese kombinuje oba pravé popsané postupy. Vzestupny vybér je v kazdém
kroku kombinovan s pokusem o zjednoduseni pomoci sestupného vybéru.
Je dulezité, aby v pribéhu vybéru nedoslo k zacykleni algoritmu, kdy bude pravé vlozena
proménné okamzité vyloucena, poté znovu vloZena, vyloucena atd. Proto musi platit t* > ¢**.
K rozhodovéni, zda i-t4 nezavisle proménna bude pifitomna v linedrnim modelu, muze
byt také pouzita pfislusna p-hodnota testu hypotézy 3; = 0. Ziskanou p-hodnotu budeme
porovnavat s pfedem zvolenou hladinou vyznamnosti. Rozhodovani na zakladé p-hodnoty je

ve svém vysledku ekvivalentni vyse popsanému postupu s t-statistikou, budeme mu nadale
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davat prednost pii implementaci metod krokové regrese v této praci. Detailni postup roz-
hodovani na zakladé p-hodnoty je uveden v nasledujici kapitole (2.6) v kontextu praktické

ukézky aplikace krokovych metod.

1.6 Aplikace metod krokové regrese

V této kapitole si na konkrétnich datech detailné ukdzeme zptsob fungovani me-
tod backward selection, forward selection a stepwise regression. Prakticka aplikace vSech
metod krokové regrese byla realizovdna na databéazi udaji o 27 onkologicky nemocnych
pacientech. Zavisle proménna (Y; = Remission) je remise rakoviny, nezavisle proménné
(X1 = Faktorl, X;2 = Faktor2, X;3 = Faktor3) jsou rizikové faktory pro vznik rakoviny.

Data byla prevzata z ¢lanku [9]. Soubor dat lze najit v elektronické p¥iloze k praci.

1.6.1 Backward selection (sestupny vybér)

Algoritmus

Nejprve se odhaduje plny model a nésledné se posuzuje, zda z daného modelu Ize
vyloué¢it néjakou nezavisle proménnou. Rozhoduje se na zakladé vysledku dil¢ich ¢-testi,
vzdy se najde nezavisle proménna s maximalni p-hodnotou. Kritériem pro vylouceni je to, zda
maximalni p-hodnota je vétsi nez pfedem zadana hodnota PtoStay. Funkce skon¢i ve chvili,
kdy v modelu neztustane zZadna nezavisle proménnd, anebo uz nezbude v modelu nezavisle
proménna s p-hodnotou vétsi nez pfedem zvolena hodnota PtoStay.

Vychozi hodnotu PtoStay nastavime na 0.05.

KROK 1

Odhadneme tuplny model, zjistime, zda je mozné z daného modelu vyloucit nezavisle pro-

ménnou.
Estimate | Std.error | t-value | p-value
Faktorl | 0.2450 0.2564 0.956 | 0.349
Faktor2 | -0.1162 0.4451 | -0.261 | 0.796
Faktor3 | 0.2887 0.2191 1.318 | 0.200

Na zakladé vysledku dil¢ich t-test nejvétsi p-hodnotu = 0.796 muzeme pozorovat pii tes-
tovani hypotézy [ = 0. Plati 0.796 > 0.05, tj. p-hodnota je vétsi nez hodnota PtoStay. To

znamend, 7e nemiizeme zamitnout hypotézu B, = 0. Proménnou Faktor2 tim vylouc¢ime

z modelu.

KROK 2

Odhadneme model bez proménné Faktor2.
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Estimate | Std.error | t-value | p-value
Faktorl | 0.1978 0.1783 1.109 | 0.278
Faktor3 | 0.2578 0.1810 1.425 | 0.167

Nejvétsi p-hodnotu ve druhém kroku ziskdme pii testovani hypotézy S; = 0, rovné se
0.278. Plati 0.278 > 0.05. Nemuzeme zamitnout hypotézu ; = 0, nezavisle proménnou

Faktorl lze vyloucit z modelu.

KROK 3

Odhadneme model bez proménné Faktorl. V modelu zbyva jenom jedna nezavisle proménné
Faktor3.

p-value
0.00026

t-value
4.224

Std.error
0.1006

Estimate
0.4250

Faktor3

P-hodnota je mensi nez hodnota PtoStay, (0.00026 < 0.05), zamitame hypotézu 53 = 0.
V poslednim kroku se z modelu nic nevylucuje. Proménna Faktor3 jako jedind zlstava
ve vysledném modelu.

Ve vysledku metody backward selection jsme obdrzeli nasledujici linearni model:

Remission = 0.425 x Faktor3. (33)

1.6.2 Forward selection (vzestupny vybér)
Algoritmus

Vychazime z prazdné mnoziny nezavisle proménnych, do niz se pak v kazdém kroku
pridd proménnd ze souboru nezatazenych kandidati. Rozhoduje se na zakladé vysledku
dil¢ich t-testi, linedrni model se odhaduje s kazdym kandidatem postupné, hledame nezavisle
proménnou s miniméalni p-hodnotou. Kritériem pro zafazeni je to, zda minimalni p-hodnota
je mensi nez pfedem zadana hodnota PtoEnter. Funkce skonéi ve chvili, kdy v souboru
kandidatu nezustane zadna promeénné, anebo uz nezbude v modelu nezavisle proménna s p-
hodnotou mensi nez hodnota PtoEnter.

Vychozi hodnotu PtoEnter nastavime na 0.1.

KROK 1

Odhadneme linedrni model s kazdou proménnou ze souboru kandidatt postupné, zjistime,

zda je mozné pridat néjakou proménnou do modelu.
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Estimate | Std.error | t-value | p-value
Faktorl | 0.4094 0.1006 4.068 | 0.000392
Faktor2 | 0.5846 0.1508 3.877 | 0.000643
Faktor3 | 0.4250 0.1006 4.224 | 0.00026

Na zakladé vysledki dilé¢ich ¢-testi nejmensi p-hodnotu = 0.00026 muZeme pozorovat

pii testovani hypotézy B3 = 0. Plati 0.00026 < 0.1, tj. p-hodnota je mensi nez hodnota

PtoEnter. Zamitneme hypotézu 3 = 0, proménnou Faktor3 piidime do modelu.

KROK 2

Odhadneme novy model postupné s kazdou proménnou ze souboru kandidati, proménna

Faktor3 je z toho souboru vyloucena.

Estimate | Std.error | t-value | p-value
Faktorl | 0.1978 0.1783 1.109 | 0.278
Faktor2 | 0.1839 0.3150 0.584 | 0.565

Nejmensi p-hodnotu ziskame pii testovani hypotézy B; = 0, rovné se 0.278. P-hodnota
je vétsi nez hodnota PtoEnter, (0.278 > 0.1). NemtuZeme zamitnout hypotézu £ = 0,
proménna Faktorl se neptridava do modelu. Algoritmus skonci, protoze v souboru kandidatu
se nena$la proménna s p-hodnotou mensi nez hodnota PtoEnter.

Ve vysledku metody forward selection jsme obdrzeli nasledujici linearni model:

Remission = 0.425 x Faktor3. (34)

1.6.3 Stepwise regression (krokova regrese)
Algoritmus

Vzestupny vybér je v kazdém kroku kombinovan s pokusem o zjednoduSeni pomo-
ci sestupného vybéru. Vychézime z prazdné mnoziny nezavisle proménnych, do niz se pak
v prvnim kroku pfida proménnd ze souboru nezafazenych kandidati. Rozhoduje se na zé-
kladé vysledku dil¢ich t-testi, odhadujeme model s kazdym kandidatem postupné, hledame
proménnou s miniméalni p-hodnotou. Kritériem pro zafazeni je to, zda minimalni p-hodnota
je mensi nez predem zadana hodnota PtoEnter. V dalsim kroku odhadujeme cely dany
model, a nasledné posuzujeme, zda muzeme z néj vyloucit né€jakou nezavisle proménnou.
Rozhoduje se opét na zakladé vysledki dil¢ich ¢-testli, hled4 se nezavisle proménna s ma-
ximalni p-hodnotou. Kritériem pro vylouceni je to, zda maximalni p-hodnota je vétsi nez
predem zadana hodnota PtoStay. Déle se takto po krocich opakuje zafazovani a vyfrazovani,
dokud v souboru kandidatu nezistane zadné nezavisle proménné, anebo uz nezbude v sou-

boru kandidati nezavisle proménna s miniméalni p-hodnotou mensi nez hodnota PtoEnter.
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Abychom predesli nekoneénému cyklu vyrazovani a zafazovani proménnych, vzdy musi byt
splnéné nerovnost PtoStay > PtoEnter.
Vychozi hodnoty: PtoStay = 0.1 a PtoEnter = 0.05

KROK 1

Odhadneme linedrni model s kazdou proménnou ze souboru kandidatt postupné, zjistime,

zda je mozné pridat néjakou proménnou do modelu.

Estimate | Std.error | t-value | p-value
Faktorl | 0.4094 0.1006 4.068 | 0.000392
Faktor2 | 0.5846 0.1508 3.877 | 0.000643
Faktor3 | 0.4250 0.1006 4.224 | 0.00026

Mizeme vidét, ze na zékladé vysledku diléich t-testi nejmensi p-hodnotu — 0.00026
muzeme pozorovat pii testovani hypotézy (3 = 0. Plati 0.00026 < 0.05, tj. p-hodnota je
mensi nez hodnota PtoEnter. Zamitneme hypotézu S3 = 0, proménnou Faktor3 pridame

do modelu.

KROK 2

Odhadneme cely linearni model, zjistime, zda je mozné z daného modelu vyloucit nezavisle

proménnou Faktor3.

p-value
0.00026

t-value
4.224

Std.error
0.1006

Estimate
0.4250

Faktor3

P-hodnota je mensi nez hodnota PtoStay, (0.00026 < 0.1), zamitame hypotézu f5 = 0.
Nezavisle proménna Faktor3 zustava v modelu.

KROK 3

Odhadneme model postupné s kazdou proménnou ze souboru kandidati, proménna Faktor3

je z toho souboru vyloucena.

Estimate | Std.error | t-value | p-value
Faktorl | 0.1978 0.1783 1.109 | 0.278
Faktor2 | 0.1839 0.3150 0.584 | 0.565

Nejmensi p-hodnotu ve druhém kroku ziskdme pii testovani hypotézy 5, = 0, rovna se
0.278. P-hodnota je vétsi nez hodnota PtoEnter, (0.278 > 0.05). Nemiizeme zamitnout
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hypotézu 5; = 0, proménné Faktorl se nepiidava do modelu. Algoritmus skonci, protoze
v souboru kandidatua se nenasla proménné s p-hodnotou mensi nez hodnota PtoEnter.

Ve vysledku metody stepwise regression jsme obdrzeli nasledujici linedrni model:

Remission = 0.425 x Faktor3. (35)
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2 Prakticka cGast

V ramci této ¢asti prace ukdzeme aplikaci vySe popsanych metod krokové regrese na si-
mulovanych datech. Simulace se provadi v statistickém softwaru R. Vypocet simulaci je
zalozeny na metodé Monte Carlo. Zdrojové kédy simulaci 1ze najit v elekronické piiloze
k préci.

Béhem simulaci se opakované na zakladé linearniho regresniho modelu Y = X3 + € ge-
neruji konkrétni data pomoci predem zvoleného vektoru 3. Na tato data (Y;, X;) budeme
postupné aplikovat metody krokové regrese (backward selection, forward selection nebo ste-
pwise regression), metodou nejmensich ¢tverci odhadneme vysledny model a tim ziskime
vektor odhadnutych regresnich parametri B pro kazdy soubor dat.

Nasim cilem je pak zjistit, jestli vektor B je pro tento regresni model , kvalitnim“ odhadem
regresnich parametru. Budeme vychéazet z toho, ze vektor B by se mél co nejvice priblizovat
predem znadmému vektoru (3.

Déle budeme taky zkoumat, jak se méni ,kvalita® odhadnutého regresnitho modelu v zé-
vislosti na nastavenich Monte Carlo simulace - parametrech simulovanych modeli. Souhrn

vysledkii bude nasledné prezentovan pomoci tabulek a grafi.

2.1 Popis dat

Nastaveni a parametry pro simulace regresnich modelu byly prevzaty z ¢lanku [7], a jiz
byly v tomto ¢lanku pouzity k testovani jinych regresnich metod (napft. pro uplny model).

Simulace provadime na zékladé regresniho modelu
Y = X3+ oe, (36)

kde

B je vektor regresnich parametru délky p, je pfedem volené nastaveni simulace.

X je matice nezavisle proménnych. Hodnoty nezavisle proménnych jsou generoviny na-
hodnym vybérem o rozsahu n z vicerozmérného (konkrétné p-rozmérného) normalniho roz-

déleni, jez mé& nulovy vektor stfednich hodnot a kovarian¢ni matici, jejiz prvek na pozici

ij,i,5 = 1,...,p, oznadeny jako p;;, je dan jako pli=Jl kde p je pfedem voleny parametr
simulace.
P11 P12 " Pip
cov— |7 T Y 37)
Ppt Pp2 " Ppp

Néahodnéa slozka tohoto modelu se pocita jako soucin ce. € je vybér z normovaného
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normalniho rozdéleni o rozsahu n. ¢ je smérodatné odchylka ndhodné slozky a jedné se
o pfedem voleny parametr simulace.

Y je vektor zavisle proménnych délky n.

Pti simulaci budeme vyuzivat t¥i nastaveni parametra 3, jez jsou uvedena v tabulce [I}

Vektory regresnich parametri 3 jsou voleny tak, aby uzivatel mél moznost odzkouset, zda
vlastnosti dané metody jsou ovlivnény nastavenim regresnich parametrii, konkrétné poc¢tem
nulovych hodnot ve vektoru 3. Pro prvni soubor dat plati, Ze vysledny vektor zavisi pouze
na prvni, druhé a paté vstupni proménné. V druhém piipadé plati, ze vSechny vstupni
proménné se podili na vysledku rovnym dilem. V poslednim pfipadé jenom jedna proménné

prispiva k budovani regresnitho modelu.

B
Soubor 1 (3,15, 0,0,2,0,0,0)
Soubor 2 | (0.85, 0.85, 0.85, 0.85, 0.85, 0.85, 0.85, 0.85)
Soubor 3 (5,0, 0,0,0,0,0, 0)

Tabulka 1: Variace vektoru regresnich parametri

Pro kazdé ze t¥i moznych nastaveni parametru 3 studujeme vlastnosti krokovych metod
pro razné hodnoty parametru o, n, p, PtoStay (u metody backward selection), PtoEnter
(u metody forward selection) a kombinaci hodnot parametra PtoStay a PtoEnter (u metody
stepwise regression). Vychozi hodnoty téchto parametrii jsou uvedeny v tabulce [2l Vycho-
zi hodnoty téchto parametru budou v ramci Monte Carlo simulace posléze ménény tak,

abychom mohli zkoumat, jak vlastnosti metod krokové regrese na téchto hodnotach zaviseji.

o| n | p | PtoStay | PtoEnter | PtoStay, PtoEnter
115010.5 0.05 0.1 0.1, 0.05

Tabulka 2: Vijchozi nastavent parametri

Kazda Monte Carlo simulace obsahuje matici nezavisle proménnych X o rozméru n x p,
kde n je pocet pozorovani a p je pocet proménnych. Pocet proménnych p v nagich simulacich

je vzdy rovno 8. Délka vektoru zavisle proménnych Y je potom n.

2.2 Postup zpracovani dat

V ramci této prace byly implementovany metody krokové regrese: backward selection, for-
ward selection a stepwise regression. V statistickém softwaru R jsme naprogramovali funkce
backward(x, y, PtoStay),

forward(x, y, PtoEnter) a

stepwise(x, y, PtoEnter, PtoStay).

Zdrojové kody téchto funkei lze najit v elektronické pifloze k praci.
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2.2.1 Implementace metody backward selection

Funkce backward(x, y, PtoStay) je implementaci metody backward selection. Na vstu-
pu dostava X, vektor zavisle proménnych Y a hodnotu PtoStay (zvoli si uzivatel). Vraci kon-
figuraci vektoru regresnich parametru 3 - vektor logickych hodnot jeT'am s prvky TRUE a
FALSE. Pocet prvku ve vektoru jeTam se rovna poctu nezavisle proménnych v matici X.
TRUE na pozici vektoru jeT am znamena, ze dana vysvétlujici proménna zistala v modelu,
FALSE - Ze byla vyloucena.

2.2.2 Implementace metody forward selection

Funkce forward(x, y, PtoEnter) je implementaci metody forward selection. Na vstu-
pu dostava X, vektor zavisle proménnych Y a hodnotu PtoEnter (zvoli si uzivatel). Vraci
konfiguraci vektoru regresnich parametri 3 - vektor logickych hodnot jeT'am s prvky TRUE
a FALSE. Pocet prvki ve vektoru jeT'am se rovné poctu nezavisle proménnych v matici
X. TRUE na pozici vektoru jeT'am znamena, ze dand vysvétlujici proménné byla zafazena
do modelu, FALSE - 7Ze nebyla.

2.2.3 Implementace metody stepwise regression

Funkce stepwise(x, y, PtoEnter, PtoStay) je implementaci metody stepwise, kte-
ra je kombinaci metod backward a forward. Na vstupu dostava X, vektor zavisle proménnych
Y a hodnoty PtoEnter a PtoStay (zvoli si uzivatel) a vraci konfiguraci vektoru regresnich
parametru 3 - vektor logickych hodnot jeT'am s prvky TRUE a FALSE. Pocet prvku se
rovna poctu nezavisle proménnych v matici X. TRUE na pozici vektoru jeT'am znamena,

7e promeénnd je pritomnd v linedrnim modelu, FALSE - Ze neni.

2.2.4 Monte Carlo simulace

Dale v statistickém softwaru R jsme naprogramovali funkei
MCsimulace(beta, sim, sigma, n, rho, PtoStay, PtoEnter).

Zdrojovy kod této funkce lze najit v elektronické ptiloze k praci. Kvili reprodukovatelnosti
vysledkii pii simulacich byla pouzita funkce set.seed(555).

Funkce MCsimulace(beta, sim, sigma, n, rho, PtoStay, PtoEnter) na vstupu do-
stava piislusné parametry (vektor regresnich parametri (3, pocet simulaci sim, smérodat-
nou odchylku nédhodné slozky regresniho modelu o, pocet pozorovani n, silu linedrni za-
vislosti mezi nezavisle proménnymi p, parametry implementovanych metod krokové regre-
se PtoStay a PtoEnter). Za pouziti vySe popsanych funkci backward(x, y, PtoStay),
forward(x, y, PtoEnter), stepwise(x, y, PtoEnter, PtoStay) generuje regresni mo-
dely, poc¢ita a vraci charakteristiky vytvorenych regresnich modeli: vychyleni odhadi regres-

nich parametrii, relativni ¢etnost detekce spravné konfigurace vektoru regresnich parametri

22



B a chybu predikce. Chybu predikce nepiimo pocitdme prostiednictvim vyrazu
~ T ~
ME = (5—[3) cov (5—[3). (38)

Funkce MCsimulace(beta, sim, sigma, n, rho, PtoStay, PtoEnter) taky vyhodnocu-
je presnost provedenych Monte Carlo simulaci a vraci odhad této hodnoty. Presnost Monte
Carlo simulaci posoudime pomoci smérodatné chyby odhadu, kterou spocitame nésledujicim
zpusobem: SE = 57%, kde sim je pocet simulaci a S, je vybérova smérodatna odchyl-
ka pro soubor simulovanych dat. Cim je hodnota SE blizsi nule, tim je vysledek simulaci
presnéjsi. Ze vzorce lze vidét, ze velky pocet simulovanych dat zvysi presnost Monte Carlo
simulaci.

Jak jsme jiz zmitiovali, v ramci Monte Carlo simulaci budeme potiebovat ménit parame-
try linedrnich modeli. Z tohoto divodu jsme naprogramovali dalsi funkce, uvniti kterych
se bude navic ménit jeden z parametri. Tyto funkce budou taky vytvaret regresni modely
pomoci metod krokové regrese a pocitat jejich charakteristiky (vychyleni odhadi regresnich
parametri, relativni ¢etnost detekce spravné konfigurace vektoru regresnich parametrii, chy-
bu predikce, odhad pfesnosti) pro kazdou hodnotu ze zadaného rozsahu daného parametru.

Funkce MCsigma(beta, sim, sigmaV, n, rho, PtoStay, PtoEnter) na vstupu do-
stava proménné 3, sim, n, p, PtoStay, PtoEnter a taky vektor sigmaV’. Do vektoru sigmaV’
ulozime hodnoty, kterych bude nabyvat parametr o.

Funkce MCn(beta, sim, sigma, nV, rho, PtoStay, PtoEnter) na vstupu dostava pro-
ménné 3, sim, o, p, PtoStay, PtoEnter a vektor nV. Do vektoru nV ulozime hodnoty,
kterych bude nabyvat parametr n.

Funkce MCrho(beta, sim, sigma, n, rhoV, PtoStay, PtoEnter) na vstupu dosta-
va proménné (3, sim, o, n, PtoStay, PtoEnter a vektor rhoV. Do vektoru rhoV ulozime
hodnoty, kterych bude nabyvat parametr p.

Funkce MCptoenter(beta, sim, sigma, n, rho, PtoStayV) na vstupu dostava pro-
ménné 3, sim, o, n, p a vektor hodnot PtoStayV , kterych bude nabyvat parametr PtoStay.

Funkce MCptoenter(beta, sim, sigma, n, rho, PtoEnterV) na vstupu dostava pro-
ménné 3, sim, o, n, p a vektor hodnot PtoEnterV , kterych bude nabyvat parametr PtoEnter.

Zdrojové koédy téchto funkei Ize najit v elektronické piiloze k préaci. Kvili reprodukova-

telnosti vysledku pfi simulacich byla pouzita funkce set.seed(555).

2.3 Vysledky simulac¢nich studii
2.3.1 Vyhodnoceni vychyleni

Vychyleni odhadi regresnich parametrii je jedna z charakteristik regresnich modeli,
ktera se vyhodnocuje pomoci Monte Carlo simulaci. Vektor vychyleni po¢itame jako rozdil
stfedni hodnoty vSech odhadu EB a vstupniho vektoru 3. Vzhledem k tomu, ze poc¢et simulaci

je konec¢ny, nelze hodnoty vychyleni odhada ziskat aplné piesné. Abychom zachytili tuto
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nepiesnost, pro ziskané hodnoty vychyleni budeme konstruovat intervaly spolehlivosti.

Nejprve budeme zkoumat, jak se chova vychyleni v plném modelu. Regresni paramet-
ry v plném modelu jsme odhadovali metodou nejmensich ¢tvercti. Vime, Ze tato metoda
poskytuje nevychylené odhady.

Obrazek |1 ukazuje, jak vypada vychyleni jednotlivych parametru ve vektoru B Znéazor-
nime vychyleni odhadu pro vSechny tii vektory B (viz. tabulka [l) pfi vychozim nastaveni
vSech ostatnich parametru (viz. tabulka [2). Teckovanou ¢arou jsou oznaceny 95% intervaly
spolehlivosti. Mizeme vidét, Ze intervaly pokryvaji hodnotu 0 s koeficientem spolehlivos-

ti 95%. Z toho usoudime, 7e odhady regresnich parametri v plném modelu jsou skutecné
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Obrazek 1: Zndzornéni vychyjleni odhadi v plném modelu

Déle se podivame na vychyleni v linedrnich modelech, vzniklych pomoci metod krokové
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regrese. Ted” budeme zkoumat chovani vychyleni celého vektoru B, nikoliv jeho jednotlivych
slozek. Vezmeme absolutni hodnotu vektoru vychyleni a spoc¢itame vybérovy priumér slozek
daného vektoru. Tim ziskdme hodnotu vychyleni pro vektor [Ai Jelikoz v ramci simulace
nemuzeme ziskat pfesné odhady hodnot vychyleni, stejné jako predtim budeme konstruovat
95% intervaly spolehlivosti.

Pomoci Monte Carlo simulaci dale zkusime prozkoumat zavislost hodnoty vychyleni
na ruznych parametrech linedrniho modelu. Simulace provadime za podminky, Ze pii zkou-
mani vlivu jednoho parametru na vychyleni ostatni parametry budou nabyvat vychozich
hodnot (viz. tabulka [2)).

Vyhodnoceni vychyleni budeme provadét pro nenulové regresni parametry. Z tohoto di-
vodu jako vstupni vektor regresnich parametri pro tuto simulaci si zvolime vektor, ktery
neobsahuje nulové hodnoty, a to 8 = (0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85), ktery je
predstaveny v tabulce 2| jako druhé nastaveni vektoru regrenich parametri. Ostatni parame-
try nechavame nastavené vychozim zpisobem podle tabulky 2] Vysledky simulaci budeme
vykreslovat do grafti v zavislosti na tom parametru, ktery se momentalné méni.

Obrazek [2| a) ukazuje, jak se méni hodnota vychyleni v zavislosti na parametru o. Smé-
rodatnd odchylka nahodné slozky v ramci této simulace bude nabyvat hodnot 1, 2, 5 a 10.
U v8ech metod krokové regrese pii hodné malych hodnotach o vychyleni je témér nulové.
S rostouci hodnotou parametru o lze o¢ekavat rist hodnoty vychyleni. To se vysvétluje tim,
ze vyS$i hodnoty parametru o zveétsi vliv ndhodné slozky simulovaného regresnitho modelu a
tim snizi silu dil¢ich t-testu. Nizka sila testi vede k tomu, ze Hy : 5; = 0 bude chybné ne-
zamitnuta. V disledku nezamitnuti nulové hypotézy jsou v odhadnutém vektoru regresnich
parametri nulové hodnoty, tj. odhady jsou vychylené.

Obrazek [2| b) ukazuje, jak se méni hodnota vychyleni v zéavislosti na parametru n. Pocet
pozorovani se bude ménit takto: 10, 50, 200 a 1000. Na obréazku [2[ b) muzeme vidét, ze
s rostouci hodnotou parametru n hodnota vychyleni odhadu regresnich parametri klesa.
Cim je vybérovy soubor vétsi, tim je vyssi sila dil¢ich t-testi, protoze mame vice informaci
o souboru dat. Testy s vyssi silou budou s vétsi pravdépodobnosti spravné zamitat hypotézu
Hy : 8; = 0, ktera ve skutecnosti neplati, tj. vychyleni odhadu regresnich parametra bude
klesat. Pro velmi vysoké hodnoty poc¢tu pozorovani vychyleni je témér nulové.

Obrazek [2| ¢) ukazuje, jak se méni hodnota vychyleni v zavislosti na parametru p. Simu-
lujeme data s nulovou (p = 0), slabou (p = 0.5) a silnou (p = 0.99) linearni zavislosti. Cim
mensi je zavislost mezi X; a X, 4,7 = 1,...,8, tim vétsi je pravdépodobnost, Ze ve vice
piipadech hypotéza Hy : §; = 0 bude zamitnuta. Na obrazku [2] ¢) lze vidét, 7e s rostouci
hodnotou sily linearni zavislosti mezi X; a X, roste hodnota vychyleni. Pfi silné linearni
zévislosti mezi X; a X; v odhadnutém vektoru B jsou piitomné nulové hodnoty, tj. odhady

jsou vychylené.
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Obrazek 2: Zndzornéni vychijleni odhadi v zdvislosti na parametrech o, n, p

Obrézek |3| zn4dzorhuje zavislosti hodnoty vychyleni na parametrech PtoStay a PtoEnter.
Pro kazdou metodu vykreslime vyvoj vychyleni zvlast’, v zavislosti na parametru piislusné
funkce, parametr PtoStay nabyva hodnot 0.01 a 0.05, parametr PtoEnter nabyva hodnot
0.05 a 0.1. V8echny metody reaguji na zménu parametrii podobné, hodnota vychyleni klesa
s rostoucimi hodnotami parametri PtoStay a PtoEnter. To souvisi s tim, Ze vy$si hodnoty
PtoStay a PtoEnter zvétsi silu dil¢ich t-testu, to vede k tomu, ze hypotéza Hy : B; = 0 se
bude castéji zamitat. Vychyleni odhadi regresnich parametra pii velkych hodnotach para-
metri PtoStay a PtoEnter bude velmi nizké.

Mizeme dospét k zavéru, ze metody krokové regrese budou vzdy poskytovat vychylené
odhady regresnich parametrii. Vychyleni odhadi tésné souvisi se silou a vysledky dil¢ich

t-testl, a vznikd v dusledku vyfazovani a zarazovani proménnych do linedrnitho modelu.
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Obrazek 3: Zndzornéni vychyleni odhadi v zdvislosti na parametrech PtoStay a PtoEnter

2.3.2 Vyhodnoceni relativni ¢etnosti detekce spravné konfigurace

Relativni cetnost detekce spravné konfigurace vektoru regresnich parametri je dalsi
charakteristika, kterou se snazime vyhodnotit pomoci Monte Carlo simulaci. Konfigurace
vektoru regresnich parametri je vektor logickych hodnot délky p s prvky TRUE a FALSE.
TRUE na i-té pozici vektoru konfigurace znamena, zZe i-t4 proménna je piitomna v odhad-
nutém linedrnim modelu, FALSE - Ze neni. Prubézné pii odhadovani simulovanych modeli
budeme pocitat ty vektory odhadnutych parametria B, které maji stejnou konfiguraci, jakou
mé vstupni vektor 3. Pak vydélime pocet vektori se spravnou konfiguraci celkovym poctem

provedenych simulaci a tak zjistime relativni ¢etnost spravné konfigurace vektoru regresnich
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parametril.

Pomoci Monte Carlo simulaci dale budeme vySetiovat zavislost relativni cetnosti detek-
ce spravné konfigurace na riznych parametrech modelu. Simulace se zase budou provadét
za podminky, ze pii zkoumani vlivu jednoho parametru ostatni parametry budou nabyvat
vychozich hodnot (viz. tabulka 2).

Nejprve zkusime prozkoumat vektor konfigurace, ktery obsahuje na vSech pozicich lo-
gickou hodnotu TRUE. Proto si jako vstupni vektor regresnich parametrii zvolime 3 =
(0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85), ktery je predstaveny v tabulce jako druhé na-
staveni vektoru regrenich parametrii. Ostatni parametry nechavame nastavené defaultné pod-
le tabulky [2l Vysledky simulaci budeme vykreslovat do grafti v zavislosti na tom parametru,
ktery se momentalné bude ménit.

Obrazek 4] a) ukazuje, jak se méni relativni Getnosti detekce spravné konfigurace 3 v zé-
vislosti na parametru o. Smérodatna odchylka ndhodné slozky v ramci této simulace bude
nabyvat hodnot 0.8, 1, 1.5 a 2. S rostouci hodnotou parametru o lze o¢ekévat pokles téchto
relativnich ¢etnosti u vSech metod krokové regrese. Vyssi hodnoty parametru o zvétsi vliv
nahodné slozky simulovaného regresntho modelu a tim snizi silu dil¢ich ¢-testii. Nizka sila
testi vede k tomu, ze Hy : B; = 0 je chybné nezamitnuta. V dusledku nezamitnuti nulo-
vé hypotézy v odhadnutych vektorech regresnich parametri jsou p¥itomné nulové hodnoty.
Do vektoru konfigurace regresnich parametri se dostanou logické hodnoty FALSE, coz snizi
relativni ¢etnosti detekce spravné konfigurace.

Obrazek 4| b) ukazuje, jak se méni hodnoty relativni ¢etnosti detekce spravné konfigurace
B v zavislosti na parametru n. Po¢et pozorovani se bude ménit takto: 10, 50 a 200. Na obrazku
b) mizeme vidét, Ze s rostouci hodnotou parametru n hodnoty relativnich ¢etnosti u vsech
metod krokové regrese rostou. Cim je vybérovy soubor vétsi, tim je vyssi sila dil¢ich ¢-testi,
protoze mame vice informaci o souboru dat. Testy s vyssi silou s vétsi pravdépodobnosti
spravné zamitnou hypotézu Hy : 5; = 0, kterd ve skute¢nosti neplati. Potom konfigurace
u vice odhadnutych vektori regresnich parametri obsahuje hodnoty TRUE na vSech pozicich,
coz zvysi relativni Cetnosti detekce spravné konfigurace pro vSechny metody krokové regrese.

Obrazek 4| c¢) ukazuje, jak se méni hodnoty relativnich ¢etnosti detekce spravné konfigura-
ce B v zavislosti na parametru p. Opét simulujeme data s nulovou (p = 0), slabou (p = 0.5)
a silnou (p = 0.99) linearni zavislosti. Na obrazku [4| ¢) lze vidét, Ze s rostouci hodnotou sily
linedrni z&vislosti mezi X; a X; klesaji relativni Cetnosti. Cfm mensi je zavislost mezi X; a
X j, tim vétsi je pravdépodobnost, Ze ve vice piipadech hypotéza Hy : 3; = 0 bude zamitnuta,

a tim vétsich hodnot budou nabyvat relativni ¢etnosti detekce spravné konfigurace.

3Uvedenou relativni ¢etnost je mozno povazovat za odhad pravdépodobnosti detekce spravné konfigurace.
Opét by tudiz bylo mozné konstruovat intervaly spolehlivosti, ale pro jednoduchost vyhodnoceni vysledkii
tak neni ¢inéno, vzhledem k tomu, Ze prislusné odhady pravdépodobnosti jsou relativné presné a vzhledem
k tomu, Ze nam jde pfedevsim o ziskani kvalitativnich (orienta¢nich) pfedstav o zavislosti pravdépodobnosti
detekce spravné konfigurace.
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Obrazek 4: Zndzornéni vijvoje relativni cetnosti v zdvislosti na parametrech o, n a p

Na obréazku [5] jsou znézornény zavislosti relativni ¢etnosti detekce spravné konfigurace
B na parametrech PtoStay a PtoEnter. Pro kazdou metodu vykreslime vyvoj relativnich
Cetnosti zv1ast’, v zavislosti na parametru piislusné funkce. Parametr PtoStay nabyva hodnot
0.01 a 0.05, parametr PtoEnter nabyva hodnot 0.05 a 0.1. S rostoucimi hodnotami parametrii
PtoStay a PtoEnter se zvétSuje Sance, ze vic vektori odhadnutych regresnich parametru
bude mit stejnou konfiguraci jako vstupni vektor 3. Hodnoty relativnich ¢etnosti klesaji
s rostoucimi hodnotami parametri PtoStay a PtoEnter. To souvisi s tim, ze vy$si hodnoty
PtoStay a PtoEnter zvétsi silu diléich t-testu, coz vede k zamitnuti hypotézy Hy : 5; = 0.
To znamend, ze pii dost vysokych hodnotédch parametri PtoStay a PtoEnter obdrzime

ve vysledku spravnou konfiguraci vektoru B
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Obrazek 5: Zndzornéni vijvoje relativni cetnosti v zdvislosti na parametrech PtoStay a PtoEnter

Doposud jsme analyzovali zavislosti vlastnosti metod krokové regrese pomoci vektoru,
jehoz konfigurace neobsahovala zadnou logickou hodnotu FALSE. Dale zkusime zadat jako

vstupni vektor regresnich parametrt 3 nasledujici vektory:

e vektor B = (3,1.5,0,0,2,0,0,0), jehoz vektor konfigurace obsahuje na prvni, druhé a
paté pozicich logickou hodnotu TRUE a na vSech ostatnich pozicich logickou hodnotu
FALSE. Tento vektor je piedstaveny v tabulce[l]jako prvni nastaveni vektoru regresnich

parametri.

e vektor 8 = (5,0,0,0,0,0,0,0), jehoz vektor konfigurace obsahuje na prvni pozici lo-
gickou hodnotu TRUE a na vSech ostatnich pozicich logickou hodnotu FALSE. Tento

vektor je predstaveny v tabulce [1| jako tTeti nastaveni vektoru regresnich parametri.
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Ostatni parametry nechavame nastavené vychozim zpisobem podle tabulky [2| V rameci
simulaci budeme vzdy ménit jeden parametr.

Na obréazku [6] je znazornéno, jak se vyviji relativni Getnosti spravné detekce obou vektoru
B v zavislosti na parametru o. Parametr ¢ bude nabyvat hodnot 0.8, 1, 1.5 a 2. Prubéh
funkci relativnich Cetnosti pro vSechny metody krokové regrese by se dal popsat jako vice-
méné konstantni. To znamenad, 7e pro ostatni parametry, nabyvajici svych vychozich hodnot
dle tabulky [2| relativni ¢etnosti u zadanych vektoru nejsou citlivé na zménu parametru o.
To se vysvétluje tim, Ze vysoké hodnoty parametru o ovliviiuji vysledek dil¢ich ¢-testu a
vedou k nezamitnuti hypotézy Hy : §; = 0. Potom konfigurace odhadnutych vektoru B bude
obsahovat logické hodnoty FALSE. Vzhledem k tomu, Ze v konfiguracich zadanych vektoru
B jsou taky pritomné hodnoty FALSE, rostouci hodnota parametru ¢ nepovede k poklesu

relativnich cetnosti jako v predchozim piipadé.
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Obrazek 6: Zndzornéni vijvoje relativng cetnosti v zdvislosti na parametru o

Na obrazku [7] je znazornéno, jak se vyviji relativni ¢etnosti detekce spravné konfigurace
obou vektori B v zavislosti na parametru n. Studovany rozsah parametru n je 10, 50 a
200. Muzeme vidét, ze pro parametry, nabyvajici svych vychozich hodnot dle tabulky
relativni cetnosti u vSech krokovych metod jsou méné citlivé v zavislosti na parametru n.
Funkce relativnich ¢etnosti jsou pro oba dva zadané vektory @3 lehce rostouci. Souvisi to
opét s vysledky dil¢ich ¢-testu. Cim je vybérovy soubor vétsi, tim castéji se bude zamitat
nulovd hypotéza Hy : 5; = 0, tj. ve vysledném vektoru konfigurace odhadnutych vektori B
budou zahrnuty logické hodnoty TRUE. Jelikoz konfigurace zadanych vektori B obsahuji
vétsi pocet logickych hodnot FALSE, muzeme usoudit, Ze vét§i pocet pozorovani v tomto
pripadé nepovede k vyraznému ristu relativnich ¢etnosti detekce spravné konfigurace.

Na obrazku |8 mizeme vidét, jak se méni hodnoty relativnich cetnosti detekce spravné

konfigurace 3 v zavislosti na parametru p. Studovany rozsah parametru je 0, 0.5 a 0.99.
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Obrazek 8: Zndzornéni vjvoje relativni cetnosti v zdvislosti na parametru p

Na obrazku |8 a) lze vidét, Ze pro v8echny parametry, nabyvajici svych vychozich hodnot
dle tabulky , s rostouci hodnotou parametru p funkce relativnich ¢etnosti lehce klesaji. Cim
mensi je linearni zavislost mezi X; a X ;, tim vétsi je pravdépodobnost, Ze ve vice piipadech
hypotéza Hy : B; = 0 bude zamitnuta, tj. ve vysledném vektoru konfigurace odhadnutého
vektoru B budou zahrnuty logické hodnoty TRUE. Jelikoz konfigurace vektoru 3 obsahuje
vétsi pocet logickych hodnot FALSE, mizeme usoudit, ze vét$i hodnota parametru p v tomto
piipadé vede k nevyraznému poklesu relativnich ¢etnosti detekce spravné konfigurace.

Na obrazku [§] b) muzeme dokonce vidét, Ze s rostouci hodnotou parametru p relativni

¢etnosti lehce rostou. Plati to opét pro vSechny ostatni parametry, nabyvajici svych vycho-
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zich hodnot dle tabulky 2} Pfi silné linearni zavislosti mezi X; a X; ve vektoru konfigurace
odhadnutého vektoru B se vyskytuje vétsi pocet logickych hodnot FALSE. Konfigurace za-
daného vektoru 3 obsahuje hodnoty FALSE témér na vSech pozicich, proto relativni ¢etnosti
detekce spravné konfigurace s rostouci hodnotou parametru p budou v piipadé tohoto vek-
toru rist.

Na obréazku [9] je zndzornén vyvoj relativnich ¢etnosti spravné detekce obou vektorii v za-
vislosti na parametrech PtoStay a PtoEnter. Pro kazdou metodu vykreslime vyvoj relativ-
nich ¢etnosti zvlast’, v zavislosti na parametru piislusné funkce. Parametr PtoStay nabyva
hodnot 0.01 a 0.05, parametr PtoEnter nabyva hodnot 0.05 a 0.1. VSsechny metody rea-
guji na zménu parametri stejné, primky jsou klesajici. To souvisi s tim, Zze vys$si hodnoty
PtoStay a PtoEnter vedou k zamitnuti hypotézy Hy : 5; = 0. To znamené, Ze pii dost
vysokych hodnotach parametriu PtoStay a PtoEnter obdrzime ve vysledku konfigurace vek-
tori odhadnutych regresnich parametrii, ve kterych jsou zahrnuty logické hodnoty TRUE.
Jelikoz konfigurace zadanych vektoru B obsahuji vétsi pocet logickych hodnot FALSE, mai-
zeme usoudit, ze zvySeni parametri PtoStay a PtoEnter v tomto pripadé nepovede k ristu
relativnich cetnosti detekce spravné konfigurace, ale naopak k jejich poklesu.

V ramci simulacnich studii v této podkapitole jsme pocitali relativni ¢etnosti detekce
spravné konfigurace vektoru regresnich parametrii. Pomoci této chatakteristiky jsme se sna-
zili posoudit ,kvalitu“ odhadnutych linedrnich modelii, které jsme ziskali s pouzitim metod
krokové regrese. Po provedené analyze muzeme dospét k zavéru, ze metody krokové regre-
se ne vzdy dokdzou poskytnout odhady regresnich parametru se spravnou konfiguraci. To

souvisi se silou a vysledky testii hypotéz, které pouzivame pii budovani linearniho modelu.
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Obrazek 9: Zndzornéni vijvoje relativni cetnosti v zdvislosti na parametrech PtoStay a PtoEnter

2.3.3 Vyhodnoceni chyby predikce

Chyba predikce je dalsi vlastnost simulovanych regresnich modeli, kterou se v této
praci budeme zabyvat. Chybu predikce odhadnutého modelu budeme v ramci této prace
pocditat prostiednictvim rovnice. Hodnotu ME budeme pocitat jak pro modely, které
jsme ziskali s pouzitim vSech t¥i metod krokové regrese, tak pro plny model.

Pomoci Monte Carlo simulaci budeme zkoumat, jak se méni chyba predikce v zavislosti
na parametrech o a n. Pomoci ruznych kombinaci téchto dvou parametri budeme simulovat
rizné regresni modely. Zavedeme charakteristiku 0% /n. Cilem je prozkoumat, jak ovlivni pre-
dikci modelt variace tohoto poméru. Pripomeneme si, ze vSechny ostatni parametry budou
nabyvat vychozich hodnot dle tabulky

Nejprve zkusime vyhodnotit chybu predikce pro piipad, kdy vektor regresnich parame-

tri neobsahuje nulové hodnoty. Proto si jako vstupni vektor regresnich parametri zvolime
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B = (0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85), ktery je pfedstaveny v tabulce jako druhé

nastaveni vektoru regresnich parametri.

o?/n | Plny Model Backward Forward Stepwise
0.08 0.75 1.82 1.47 1.9
0.5 4.70 7.03 5.98 7.25
1 13.95 12.88 10.74 12.14
2.5 47.55 25.11 20.99 18.00
4.9 93.19 41.09 34.89 25.28

Tabulka 3: Chyba predikce pro 8 = (0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85,0.85)

Z tabulky [3[1ze vid&t, Ze pro mensi poméry o2 /n chyba predikce je mirné nizsi u plného
modelu nez u metod krokové regrese, kdezto pro vétsi poméry o?/n metody krokové regrese
funguji lépe nez plny model. To znamen4, ze v piipadé velkého o a malého n lze tudiz oceka-
vat, ze odhadnuté linearni modely, jez nam vrati metody krokové regrese, budou z hlediska
predikce lepsi nez plny model, a to i pfesto, ze vSechny skutecné parametry 3 jsou nenulové.

Dale zkusime zadat jako vstupni vektor regresnich parametri 3 vektory, které budou

obsahovat nulové hodnoty:

e vektor B = (3,1.5,0,0,2,0,0,0). Tento vektor je pfedstaveny v tabulce [I] jako prvni

nastaveni vektoru regresnich parametrii.

e vektor B = (5,0,0,0,0,0,0,0). Tento vektor je piedstaveny v tabulce [l| jako tieti

nastaveni vektoru regresnich parametri.

o%/n | Plny Model Backward Forward  Stepwise
1107 1.9%107" 1.4%1077 1.3%x107" 9.6x107°
0.001 0.008 0.004 0.005 0.004
0.08 0.75 0.36 0.42 0.35
0.5 4.70 3.92 3.66 3.86
1 13.95 9.2 8.32 7.98
2.5 A7.55 25.65 17.86 18.50
4.9 93.19 43.9 31.18 27.85

Tabulka 4: Chyba predikce pro 8 = (3,1.5,0,0,2,0,0,0)
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o%/n | Plny Model Backward Forward  Stepwise
1x107%] 1.9%107" 1.3%1077 12%107" 9.2%10°8
0.001 0.008 0.003 0.004 0.004
0.08 0.75 0.18 0.22 0.22
0.5 4.70 1.60 2.01 1.38
1 13.95 4.03 4.31 2.87
2.5 47.55 18.81 13.87 11.23
4.9 93.19 39.52 27.18 24.00

Tabulka 5: Chyba predikce pro 8 = (5,0,0,0,0,0,0,0)

Z tabulek [ a [5|1ze vidét, Ze pro zadané vektory vyznam metod krokové regrese z hlediska
predikce miiZze byt jests vétsi. I pro hodné malé hodnoty poméru o?/n metody krokové
regrese maji lepsi vysledky nez plny model. Mtzeme si taky povSimnout, Ze pro ten vektor
B, ktery obsahuje vétsi pocet nulovych hodnot, metody krokové regrese maji z hlediska
predikce vyrazné lepsi vysledky. Miuzeme dospét k zavéru, ze v pfipadé, kdybychom méli
linearni model s malym poc¢tem pozorovanych dat, kterd by navic byla zasuméla, miazeme

z hlediska predikce dat metoddm krokové regrese prednost pfed plnym modelem.

2.3.4 Souhrn vysledki

V této podkapitole jsou shrnuty vlastnosti metod krokové regrese, které jsme zkoumali
v praktické ¢asti bakalarské prace pomoci simulac¢nich studii.

Jako prvni vlastnost jsme studovali vychyleni odhadu regresnich parametri, ziskanych
pouzitim metod krokové regrese. Provedené Monte Carlo simulace ukazaly, Ze metody kro-
kové regrese poskytuji vychylené odhady regresnich parametri. Taky jsme zjistili, jak zavisi
vychyleni odhadi vektori B na riznych parametrech regresnich modelti. Vzdy nas zajimala
zéavislost vychyleni na studovaném rozsahu jednoho z parametri, zatimco ostatni parametry
nabyvali vychozich hodnot dle tabulky

Dospéli jsme k zavéru, ze hodnota vychyleni pro vSechny metody bude klesat, pokud
budeme snizovat hodnotu parametru o, zvysSovat hodnotu parametru n, snizovat hodno-
tu parametru p nebo zvySovat hodnoty parametri PtoStay a PtoEnter. Tyto zavislosti
vzniknou v diisledku toho, Ze vySe uvedené parametry mizou ovlivnit silu a vysledky testii
hypotéz, které provadime pii budovani regresniho modelu pomoci metod krokové regrese.

Dalsi studovanou vlastnosti byla relativni ¢etnost detekce spravné konfigurace vektoru
regresnich parametri. Tuto vlastnost jsme zkoumali pomoci t¥i riznych nastaveni vektoru
regresnich parametri z tabulky [1} Ve vysledku simula¢nich studii jsme zjistili, jak se chova
relativni ¢etnost v zavislosti na rozsahu jednoho z parametri regresntho modelu, zatimco
ostatni parametry nabyvaji vychozich hodnot dle tabulky 2| Pro druhé nastaveni vektoru
regresnich parametri (viz. tabulka , které neobsahuje nulové hodnoty, jsme obdrzeli na-
sledujici zavislosti: relativni ¢etnost pro vSechny metody bude rist, pokud budeme snizovat

hodnotu parametru o, svySovat hodnotu parametru n, snizovat hodnotu parametru p nebo
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zvySovat hodnoty parametri PtoStay a PtoEnter. Pro prvni a tfeti nastaveni regresnich
parametri (viz. tabulka , ktera zahrnuji vétsi poc¢ty nulovych hodnot, jsme pomoci Monte
Carlo simulaci ziskali jiné vysledky. Chovani relativnich ¢etnosti v zavislosti na jednotlivych
budeme zvySovat parametr n a snizovat parametry PtoStay a PtoEnter. Pro parametr o
funkce relativnich ¢etnosti nejsou monoténni. Pokud budeme zvySovat parametr p, relativni
¢etnosti pro prvni nastaveni 8 budou rist a pro tieti nastaveni 3 budou klesat.

Tyto zavéry opét plynou z toho, ze vysledky testu hypotéz zavisi na parametrech linear-
nich modelt a tim padem ovliviwuji vysledny vektor konfigurace.

Posledni studovanou vlastnosti byla chyba predikce. Chovani chyby predikce jsme zkou-
mali pro vSechny metody krokové regrese a pro plny model. Pro detailnéjsi vyhodnoceni
chyby predikce byla pouzita tii rizna nastaveni vektoru regresnich parametri z tabulky
Nejprve jsme se podivali na druhé nastaveni 3, které neobsahuje nulové hodnoty. Pti dost
velkych hodnotach poméru o?/n chyby predikce u plného modelu jsou vyrazné vyssi nez u
modelil, ziskanych krokovou regresi. Pii nizgich hodnotéch poméru o2 /n vysledky pro vech-
ny metody krokové regrese jsou mirné horsi nez u plného modelu.

Pro prvni a tfeti nastaveni B chyby predikce u vSech metod krokové regrese jsou vyrazné
niz& nez u plného modelu. Plati to i pro velmi nizké hodnoty poméru o?/n. Z toho plyne, Ze

z hlediska predikce metodam krokové regrese miizeme dat piednost pred plnym modelem.
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ZAaveér

Cilem této bakalarské prace bylo charakterizovat model linearni regrese a popsat jeho
vlastnosti. Ukazali jsme, jak 1ze odhadovat regresni parametry jak metodou nejmensich ¢tver-
cli, tak pomoci metod krokové regrese. V teoretické ¢asti prace jsme zadefinovali t¥i metody
krokové regrese (backward selection, forward selection a stepwise regression) a ilustrovali
aplikaci onéch metod na konkrétnich datech.

Praktické ¢ast prace je vénovana Monte Carlo simulacim, sestrojenym v statistickém soft-
waru R. V rdmci simula¢nich studii jsme prozkoumali vybrané vlastnosti regresnich modeli,
ziskanych za pouziti metod krokové regrese. Pro kazdou z t¥i metod krokové regrese jsme
vypocitali vychyleni odhadi regresnich parametri, relativni ¢etnosti detekce spravné kon-
figurace vektoru regresnich parametrii a chybu predikce. Taky jsme se snazili popsat vyvoj
téchto vlastnosti v zavislosti na jednotlivych parametrech regresnich modeli. Jako referen¢ni
metodu pro hodnoceni a porovnani vysledki jsme zvolili plny regresni model.

Dospéli jsme k zavéru, ze metody krokové regrese na rozdil od plného modelu posky-
tuji vychylené odhady. Vychyleni odhadu souvisi se silou testii hypotéz, které provadime
pii budovani regresniho modelu pomoci metod krokové regrese. Vysledky testi hypotéz jsou
citlivé na zménu parametri regresnich modeli. Chyby, které vznikaji pii testovani hypotéz,
ovliviwuji taky vyslednou konfiguraci odhadnutych parametri. Z tohoto divodu z hlediska
testii hypotéz je lepsi preferovat plny model.

Co se tyce predikce, vysledky pro metody krokové regrese jsou celkové lepsi nez u plného
modelu. Krokova regrese by mohla byt preferovana, pokud pii vystavbé regresniho modelu
je nutné vybirat z mnoha nezavisle proménnych s malym poctem pozorovani a vétsim vlivem
ndhodné slozky. Dosli jsme k zavéru, ze z hlediska predikce je mozné metody krokové regrese
doporucit prfed predikci s plnym modelem.

Spravnost prezentovanych vysledki je mozné ovérit pomoci zdrojovych kodi, které jsou

obsahem elektronické prilohy.
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