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Kapitola 1
Uvod

Myslienka investovania kapitalu do roznych oblasti za tcelom jeho zachovania
a zhodnotenia hlboko presahuje hranice dvadsiateho storocia. Uz |Bernoulli| (1738)
vo svojej praci o Petrohradskom paradoxe poukazuje na vyznam diverzifikacie
rizika:

, ... je rozumné rozdelit majetky, ktoré celia mensiemu riziku na via-
cero ¢asti ako ich riskovat vsetky spolo¢ne.

Daniel Bernoulli

Avsak az o takmer dvesto rokov neskor Markowitz (1952) vo svojom élanku ”Port-
folio Selection” prvykrat matematicky definuje problém optimalizacie portfolia.
Takto zvoleny pristup sa stal hlavnym néstrojom pri hladani vhodného rozdele-
nia investicii v ekonémii a finanénom sektore. Taktiez nasiel uplatnenie aj v dis-
ciplinach, akymi su religionistika alebo psychologia.

V naSej préci sa zaoberame problematikou Markowitzovho modelu a jeho
robustifikdcie. Teoretickii ¢ast prace tvoria Kapitoly 2 a 3. V druhej kapitole
skimame stivislost Markowitzovho modelu s modernej$imi pristupmi k optima-
lizacii portfdlia, zalozenymi na rizikovych mierach VaR a CVaR. RieSenie tlohy
Markowitzovho portfélia je zavislé na vstupnych parametroch, ktoré ¢asto nie su
vopred presne zname. Tu vznika priestor pre robustifikdciu skimaného modelu,
ktora je popisana v tretej kapitole. Ta pokryva nielen problematiku klasického
zadania uloh optimalizacie portfélia s povolenymi kratkymi predajmi, ale venuje
sa tiez pripadom, kedy takéto predaje nie s mozné. Obsah Stvrtej kapitoly je
inspirovany nasledujicim odporuc¢anim |[Ziemba| (2003):

., Stredné hodnoty st zd aleka najdolezitejsou castou rozdelenia vyno-
sov, §pecialne ich smer. Teda musite dobre odhadntt budtice stredné
hodnoty, inac sa rychlo vydate zlym smerom, ktory obycajne vedie k
strate alebo slabej vykonnosti.

William T. Ziemba



S tymto ndzorom sa mozeme stretntit vo viacerych ¢ldnkoch a publikdcidch
zaoberajucich sa odhadom paramterov uloh optimalizacie portfélia. Avsak vyssie
spomenuté odporucanie je vhodné iba pre Specidlny typ vysoko rizikového in-
vestora. Nasou snahou bolo toto odporiicanie zovseobecnit. Vo stvrtej kapitole
najdeme popis a vysledky simulacie, na zaklade ktorej sme skimali vplyv para-
metra averzie voci riziku na vykonnost portfélia. Stucastou prace je kéd pouzity
pri simulécii, ktory je prilozeny na samostatnom CD.



Kapitola 2
Ijlohy optimalizacie portfélia

Existuje viacero moznych matematickych formulacii problému optimalizacie
portfdlia. V tejto kapitole sa zameriame na najpouzivanejsie, popiSeme si ich tvar
a poukdZeme na ich vzdjomnu sivislost.

2.1 Markowitzov model

Markowitzov model optimalizacie portfélia patri medzi zdkladne sposoby, ako
matematicky formulovat problém optimalneho zloZenia nejakého portfélia.

Uvazujme n-rozmerny redlny ndhodny vektor vynosov portfélia r = (rq,...,r,)7 so
strednou hodnotou p € R™ a varianénou maticou ¥ € R"*" r ~ (u, ) a vahovy
vektor z taky, ze v € X = {x € R" : 1,7z = 1}, Specidlne ak predpokladdme
nezdpornost, potom x € X* = {r e R" : 1,7z = 1,2, > 0,i = 1,....n}. Optima-
lizacnu tlohu v tvare:

T — \gT — _m TS — T
r{glefa}{({ux AT} E:nelgcl{Ax Yor—uTz} (2.1)

nazyvame tlohou Markowitzovho modelu. Hlavnou myslienkou, ¢o je zrejmé z for-
mulédcie problému, je maximalizacia ocakavaného vynosu, ktory je kompenzo-
vany jeho varianciou. Parameter A > 0 predstavuje averziu investora k riziku.
V pripade, ak od pripustnej mnoziny nepozadujeme nezdpornost x, je (2.1]) ilohou
hladania viazaného extrému, ktord sme schopni riesit pomocou Lagrangeovej
funkcie. V pripade, ze kratke predaje nie su povolené, nédjdenie optimalneho
rieSenia nie je tak jednoduché ako v predchadzajiicom pripade. Pri jeho hladani
sa najcastejsie pouzivaju algoritmy kvadratického programovania Hamala| (1972).

2.2 VsSeobecny model

Vseobecnejsim pristupom k problematike hladania vhodného portfélia je tiloha
zalozend na optimalizécii uzitkovej funkcie. Nech U(x) je nejaké tuzitkové funkcia



a Wy € R; Wy > 0 pociatoéna hodnota kapitalu investora, potom tlohu:

max Z(z) = max E [U(WyzTr)] (2.2)

TEX rzeX

budeme nazyvat vseobecnim modelom optimalizcie portfélia. Pri znalosti roz-
delenia ndhodného vektora r patri uloha (2.2) do skupiny tloh jednostupnovej
stochastickej optimalizacie. V §pecidlnom pripade, ak U(-) je kvadratickd uzitkova
funkcia:

Uly) = cay® + 1y + co,

je riesenie tlohy (2.2) zavislé iba na vektore strednych hodnot p a variancnej
matici X.

E[UWorT™r)] = W2 Z Z iz Erir; + aiWoxrTp + co =

i=1 j=1

= CQWOZ(Z Z zizjcov(ry,r;) + Z Z T i) + s Wox T + ¢

=1 j=1 =1 j5=1
= coWEaT(Z + pu")x 4+ eiWoaTp + co.
(2.3)

7 vysledného tvaru strednej hodnoty vyplyva, ze tloha je v pripade
kvadratickej uzitkovej funkcie tlohou kvadratického programovania.

V pripade, ze U(z) je negativne exponencidlna izitkova funkcia, teda U(z) =
1 — exp{—az} s parametrom a € R, a > 0 a vektor vynosov r ma n-rozmerné
normalne rozdelenie, potom:

Z(x) =1— E[exp{—aWpaTr}] =

1

1 _
=1- W /n exp {—aWoxTr - 5(7’ —p)TE Hr — u)} dr.

Polozme y := —aWoz a C' = (21)"2[3|"%, potom:
1 -1
exp —5(7“ — )X (r—p)+rTy pdr =
| B 1
= | expy—g(r—p = DY) (r —p—By) +yTut JyTBy e dr =

—exp{ gyt yt} [ o {30 et s s s far -

1
= Cexp {§yTEy + yTu} -
Teda tloha (2.2)) je ekvivalentnd s optimalizacnou ulohou:
1
max {1 — exp {§a2W02xTEa: — aWOxTu}} . (2.4)
HAS
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Ked'Ze exponencidlna funkcia je rydzo rastiica, potom optimalizaénd tiloha ({2.4)
je ekvivalentnd, ¢o do polohy maxima s tlohou v tvare:

1
max < x'pu — —aWor™2z 2.5
o oy~ gatarsa | 25)
¢o je uloha Markowitzovho modelu, kde vyraz 1/2aW, predstavuje parameter A
z ulohy (12.1)) a teda averziu investora k riziku. Z toho vyplyva, ze averzia je zavisla
na hodnote parametra a a pociatocnom kapitale investora Wj.

2.3 Viackriterialna formulacia

Teéria viackriteridlnej optimalizdcie pontika moznost na zjednotenie roznych
pristupov k problému optimalizacie portfélia. Zakladom je viackriteridlna loha,
ktord mozeme vo vseobecnosti definovat ako:

"min” f(z), (2.6)

zeX
kde f(z) = (fi(x),....,fx(2))T je vektorova funkcia so zlozkami f; : R* — R pre
j=1,...K a X CR"” je nejakd neprazdna mnozina. V nami skimanom pripade
ma funkcia f tvar:

fla) = (=pTz, 2™2),

¢o znamena, ze sa shazime o minimalizaciu rozptylu a maximalizaciu strednej
hodnoty. Iba vo vynimoc¢nych pripadoch existuje riesenie, ktoré by bolo optimalne
aj pre minimaliza¢ni a zdroven aj maximaliza¢ni ¢ast. Preto sa zavadza pojem
eficientného riesenia.

Definicia 1. Nech X C R" je neprdazdna mnozina. Povieme, Ze x* € X je efi-
cientné riesenie ulohy viackriteridlneho programovania (@ ak neexistuje v € X

také, ze f(z) < f(2*) a f(2) # f(2°).

Takto definované eficientné riesenie hré doleziti tlohu pri hladani vzfahov me-
dzi viackriterialnou tlohou a jej modifikovanymi formami, ktoré vzniknu
metodou takzvanej skalarizdcie a e-obmedzeni. BlizSie sa na tieto vlastnoti po-
zrieme v nasledujicich tvrdeniach.

Veta 1. Necht € RE:t >0 a z je optimdlnym riesenim lohy:

min Z tifi(z). (2.7)

Ak t > 0 alebo T je bodom ostrého minima wulohy , potom T je eficientnym
riesenim ulohy viackriteridlneho programovania

Dékaz: Oznaéme ako g(x) := Zfil t;fi(z) a predpokladajme pre spor, ze T
nie je eficientym riesenim, teda 3 & € X také, ze f(z) # f(z), pre ktoré plati
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f(@) < f(z). Ak t > 0 resp. T je bodom ostrého minima, potom ¢(z) < ¢(%)
resp. g(z) < ¢(Z), ¢o je spor s predpokladom, ze T je bodom minima resp. ostrého
minima tlohy ([2.7)).

[]

Problém v tvare (2.7) budeme oznacovat ako tilohu v skalarizovanom tvare.

Veta 2. Nech X C R" je neprdzdna konvexnd mnozina a f1,...,fx su konvexné
funkcie na R™. Ak T je eficientné rieSenie ulohy (@, potom existuje kladné
t € RE také, Ze T je optimdlne riesenie ilohy .

Dékaz: Viac Dupacova a kol.| (2002)), odst. I1.3, str. 125, veta 3.1.5.

]

Okrem skalarizacie mozeme tlohu ([2.6)) transformovat pomocou e-obmedzen{ na-
sledujticim sposobom. Zvolme j € {1,....K} a ¢ € RE~1 potom sa budeme
zaujimat o optimaliza¢nt tlohu v tvare:

IIll)r(l {fi(@): filz) <epi=1,...0—17+1,.. K}. (2.8)
re

Ozna¢me mnozinu pripustnych rieseni (2.8)) ako X. := {x € X : fi(z) < g;,i =
yoj — 1+ 1, K1,

Veta 3. Nech X. je neprdzdna, potom plati:

1. Ak T je jediné optimdlne riesenie ilohy (@, potom T je eficientné rieSenie
ulohy (@

2. Ak & je eficientné riesenie lohy (2.6), potom ezistuje e € RE~! také, ze &
je optimdlne riesenie ulohy (@/

Dokaz: 1. Nech pre spor z nie je eficientnym rieSenim tlohy teda 3y € X
také, ze f(y) # f(z), pre ktoré plati f(y) < f(&). Potom fp(y) < fr(Z) pre

=2,..,K, ¢ize y € X, a taktiez fi(y) < f1(2), ¢o je spor s predpokladom, Ze &
je jediné optimélne riesenie .

2. Ak Z je eficientnym riesenfm tlohy (2.6), potom pre kazdé y € X také, ze
fy) # f(2) existuje £ € {1,....K}, pre ktoré fo(y) > fo(Z).

Polozme € = (fa(%),...,fx (£))T, potom pre y € X také, ze f(y) # f(z) plati: bud
fi(y) > fi(2) alebo y & X.. Teda & je optimalnym riesenim tlohy (2.8).

[

Vratme sa k povodnej tlohe optimalizicie portfélia. Ako uz bolo spomenuté,
v pripade viackriteridlneho pristupu riesime tulohu:

min z"¥z, min —p'x. (2.9)
zeX TEX



Skalarizdciou tejto tilohy pri vhodnej volbe parametra t = (\,1) sa opit stretdva-
me s tlohou Markowitzovho modelu (2.1)). Aplikaciou pristupu e-obmedzeni dosté-
vame opéatovne tlohy:

mi}g {2™8z : uTx > po}, (2.10)
S
max {pTx: ™38z < op}. (2.11)
ze

Uloha , v ktorej minimalizujeme rozptyl (riziko) za podmienky na strednu
hodnotu (o¢akavany vynos), je casto oznacovand ako ,Mean-Variance® problém.
Zamerajme sa na vzdjomny vztah ,Mean-Variance* problému a Markowitzovho
modelu. Nasou snahou bude dokdzat, Ze obe 1lohy st, ¢o do polohy optimdlneho
rieSenia, ekvivalentné.

Nech Z je riesenie tlohy (2.1, potom podla vety [1| plati, Ze % je eficientnym
rieSenim tlohy (2.9) a z druhej casti vety [3| vyplyva, Ze existuje ug také, ze z je
rieSenim (2.10)). Ak & je rieSenim ([2.10]), potom je taktiez riesenim tlohy:

mi/’rvl {ca™8z : Tz > po}t, (2.12)
re

pre ¢ € R; ¢ > 0. Ak X je pozitivne definitnd matica (X > 0), potom funkcia
cx™¥x je rydzo konvexnd a mnozina {x € X : uTx > po} je konvexnd. Z toho
vyplyva, ze uloha mé jediné riesenie, a teda podla prvej casti vety [3| plati,
ze T je eficientnym rieSenim ulohy .

Ak 7z je eficientnym riesenim tlohy , potom podla vety [2] existuje t € R?;
t > 0 také, ze T je rieSenim tulohy:

i tia™le — tou’
gél;l{c 127%x — topTx}

a teda aj ulohy:
t
min {c t—la:TEa: — /LT.QZ} .

reX 2

Ak polozime ¢ := Aty/t;, potom Z je rieSenie tlohy . Tym sme dokézali
pozadovani ekvivalentnost ,Mean-Variance® problému a Markowitzovho mo-
delu v pripade, Ze ¥ je pozitivne definitnd. V d'alsich ¢astiach naSej prace sa
viackrat stretneme s dvojicou tloh, ktorych ekvivalencia bude zalozena na rov-
nakom principe ako v dokazovanom pripade.

2.4 ,Mean - VaR* model

Optimalizéciu portfélia mozeme zalozit taktiez na miere rizika VaR. Pre dané
r € X aa€R;a> 0 sidefinujme stratovi funkciu ¢ (x,a) ako:

Y(z,a) =P (—2Tr <a) = / p(r)dr,
—xTr<a
kde p predstavuje zdruzeni hustotu ndhodného vektora r. Ak zapornt hodnotu
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z xTr nazveme stratou, potom podmienka —xTr < « predstavuje stratu porfélia
s vahami z, ktord je zhora obmedzenad hodnotou «. Potom mieru rizika VaRz(z)
definujeme ako:

VaRs(z) = min{a : ¢(x,a) > B},

kde 5 € (0,1). Predpokladajme, ze r ma n-rozmerné normélne rozdelenie s vek-
torom strednych hodnét p a varianénou maticou 3, teda r ~ N(p, ). Plati:

B a+zxTu
P (—xTrga) —q)(—\/m>,

kde @ je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia, potom VaRg(x)
sa d4 vyjadrit ako:

VaRs(z) = min {a : P (%) > B} =&VaTie —aTp,

kde &5 = ®7!(3). Optimalizécia portfélia zalozend na rizikovej miere VaRg(z)
ma, za podmienky normality, tvar:

géi;? {VaRg (2)} = aréli} {55\/ rTEx — xTu} . (2.13)

V pripade, ze g > 0 (8 € (1/2,1)) a ¥ > 0 je funkcia {zv2TEx konvexna,
pretoze je zlozend z rasticej a rydzokonvexnej funkcie. Z toho vyplyva, ze ak
&g > 0, X > 0, potom uloha (2.13)) je ekvivalenta s:

min {\/xTEx caty > po} (2.14)

zeX

z rovnakych dévodov aké boli uvedené pri dokazovani ekvivalentnosti Markowit-
zovho a ,Mean-Variance® problému v kapitole [2.3] Kedze odmocnina je rastica
funkcia, potom tloha je ekvivalentd s ,Mean-Variance® problémom a tym
padom su si ekvivalentné (za predpokladu normality) aj tilohy Markowitzovho
modelu a ,Mean-Var“ modelu.

2.5 ,Mean - CVaR* model

Dalsou z rozsirenych rizikovych mier je miera CVaR, ktord mé oproti miere
VaR lepsie teoretické vlastnosti, akymi st napriklad spojitost v parametri 3 alebo
subaditivita. CVaR je definovand nasledujticim sposobom:

1

N 1- /B —zTr>Varg(x)

CVaRg(z) =E [—2Tr | — 2Tr > Varg(z)] —zTr p(r)dr.



Rockafellar a Uryasev| (2000) ukdzali, Zze problém hladania CVaRg(z) je mozné
previest na konvexni minimaliza¢ni tlohu CVaRg(z) = min,er Fs(z,a), kde:

Fs(z,a) = a+ T3 R[—ITT —a]t p(r)dr.

Takto dostavame tlohu optimalizacie portfélia zalozent na rizikovej miere CVaR
v tvare:

min CVaRg(z) = min  Fs(z,q). (2.15)

reX (z,a0)eX xR

Plati: (z*,a*) je optimdlnym riesenim pravej strany tlohy (2.15)) prave vtedy, ked
z* je optimélnym rieSenim lavej strany tlohy (2.15)). Specidlne, ak © ~ N(u, X)
a € (1/2,1), potom pre CVaRg(x) plati (pozri Rockafellar a Uryasev] (2000)):

CVaRg(z) = kpvVaTle — xTp.

Vo vSeobecnom pripade, napr. ak vektor » ma nestandardné rozdelenie, moézeme
funkciu Fs(x,a) aproximovat na zaklade ndhodného vyberu z daného rozdelenia.
Nech r'.72,...rT je ndhodny vyber, potom na zdklade toho, Ze vyberovy prie-
mer je konzistentnym odhadom strednej hodnoty, mézeme pouzit pri dostatocne
velkom rozsahu vyberu T aproximéciu:

R R P
Fs(z,0) ~ o+ (1_5ﬁ;[—x rt—alt. (2.16)
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Kapitola 3

Robustifikacia tloh optimalizacie
portfolia

V 2. kapitole sme sa oboznamili s roznymi pristupmi k optimalizacii portfélia.
Kazdy z tychto pristupov, od Markowitzovho modelu az po CVaR model, je
ovplyvneny parametrami strednou hodnotou g a variantnou maticou vynosov
Y. V redlnom zivote sa Casto stretdvame so situdciou, ked o hodnotach tychto
parametrov mame iba ¢iastoénu informéciu. To nas privadza k myslienke robus-
tifikacie loh optimalizdcie portfélia prezentovanej v praci [Fabozzi a kol.| (2010))

Nech 6 € RF je presnd hodnota parametrov tlohy, potom ¢iastoénd znalost
o ich hodnote bude reprezentovana ako # € O, kde © C Bk je parametricka
mnozina zostrojena na zaklade vhodného odhadu 6. V tejto kapitole sa zame-
riame na rieSenie ulohy v zavislosti na tvare parametrickej mnoziny ©. Hlavna
myslienka, na ktorej postavime robustifikdciu, je zaloZend na hladani optimalneho
rieSenia v najhorsom moznom pripade v zavislosti na ©.

3.1 Ijlohy s neznamou strednou hodnotou

Uvazujme ulohu optimalizacie portfélia s neznamym vektorom strednych hodnot
p (0 = p) a zndmou varianénou maticou Y. Na zdklade volby parametricke;
mnoziny 6, sa dd k rieSeniu tejto tlohy pristupovat viacerymi moznymi spdsobmi.

3.1.1 Intervalovy tvar mnoziny strednych hodnot

Prirodzenou volbou parametrickej mnoziny ©,, je nejaky vhodny interval. Ked'ze
parametricky vektor u je viacrozmerny, tak k jeho konstrukcii mozeme pristupo-
vat cez intervaly jeho zloziek. Teda ©, volime ako:

1Bk - k rozmernd borelovsks sigma-algebra
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@N = {:u : |Mz - ﬂzl < i = 17"'7”}7

kde 9; ma v pripade znalosti rozdelenia r sivis s intervalovym odhadom u, alebo
ak rozdelenie 7 nie je blizsie zndme, tak vd aka centrdlnej limitnej vete s asympto-
tickym intervalovym odhadom. Prislusna tloha optimalizacie portfélia ma potom
tvar:

mi}(l {xTZx cmin ptx > po, | — i) < 04,0 = 1,...,n} . (3.1)
S 1%

Podmienka na minimdlny zisk sa d4 upravit takto:
ming pTx : | — ;] < 0,1 =1,...n}t = 1; — sign(x;)d;)x; =
in{pTa | = fuil < };(u gn(x:)5;)
= Z(ﬂziﬁz — |zild;) = @7z — 87|x|,
i=1

kde |x| = (|z1],...,]zn|)T. Teda tloha (3.1) je potom ekvivalentnd s:

' Yr:pg'r—0T|x| > . .
Izrél/{/l{x S fTx — 6T|z| > po} (3.2)

V pripade, Ze nie st povolené kritke predaje, teda z € X', sa da uloha (3.1
vyjadrit ako:

min {78z : (2 —0)Tx > po}-. (3.3)

reXt

Kedze funkcia 67|x| — Tz resp. 0Tz — 1Tz je konvexnd, potom mozeme rovnakym
sposobom ako v ¢asti o viackriteridlnej formulécii ukézat, ze tloha (3.2) resp.

(3.3)) je ekvivalentn4 s:

in { \eT8x — T + 07 . in {\x"¥z — oTx 4 6Tz}
gél)l(l{x x— Tz + 07|z} resp xrél)l(r}r{x x— e+ 0w}

Clen 07|z| resp. 0Tz mozeme interpretovat ako averziu investora k chybe odhadu
p pricom velkost rizika, ktort je investor schopny akceptovat, je vyjadrend para-
metrom 0.

3.1.2 Elipsovity tvar mnoziny strednych hodnot

V predchadzajicom pripade sme sa zamerali na odhad p po zlozkach. V tejto
casti sa pokusime o odhad celého vektora p. Konstrukciu mnoziny ©, zalozime
na Statistike (u — 1)TE 7 (u — i), ktord m4 vo vieobecnom pripade asymptoticky

12



x>-rozdelenie o n stupiioch volnosti. Teda ak zvolime mnozinu O, ako:
Op={p:(u—p)"= (n— ) <X*},

potom pri vhodne zvolenej hodnote y? dostdvame asymptoticky intervalovy od-
had parametrického vektora p. Optimalizacn tiloha portfélia vzhladom k elipso-
vitej parametrickej mnozine ma tvar:

min {xTEfv smin pTw > po, (0 — )T (0 — 1) < x2} : (3.4)
S 1Y

Pre z € X uvazujme nasledujicu optimaliza¢nu tulohu:

min {yifx : (= A)TE" (n = ) < X (3.5)

Kedze dloha ([3.5) mé linearnu tcelovi funkciu s kvadratickym obmedzenim v tvare
nerovnosti, potom je konvexnou ulohou a taktiez symetrickou tlohou ne-
linedrneho programovania (SNLP). V priprade tloh SNPL plati, ze ak existuje
rieSenie lokalnych podmienok optimality, potom toto riesenie spfﬁa aj globalne
podmienky optimality |Dupacova a Lachout|(2011). Na zédklade Lagrangeovej fun-

kcie tlohy ([3.5)):
L(pw) = pTz —v ((p— )8 (g — i) = x°)

a podmienok optimality:

)Y
Vil(py) =z +2w(Eu- T =0 = pi=jp-S
komplementarity a pripustnosti:
VT
(=TS (- —2=0 = 2w =Y""T>

dostavame riesenie lokdlnych podmienok optimality (u*,v*) tlohy (3.5)), a tym
padom aj optimélne riesenie tlohy (3.5 v tvare:

p=p—xlx/VarXe

a prislichajicu ucelova funkciu:
T — xVvVaTe.

Z toho vyplyva, ze tloha (3.4]) je ekvivalentna s:
mi{g {xTZ:r T — xVaTlx > ,uo} : (3.6)
[AS
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Zamerajme sa teraz na funkciu g(z) := yvVazT3x — 1Tz + po. Zaujima nés, ¢i g(x)
je konvexnou funkciou, pretoze v kladnom pripade by sme 1lohu , ktora je
v tvare e-obmedzeni, mohli transformovat na jej skalarizovany tvar, ako sme to
urobili uz na viacerych miestach tejto préce.

Pri dokazovani konvexnosti vyuzijeme fakt, ze funkcia so spojitymi druhymi
parcidlnymi derivdciami je konvexnd na konvexnej mnozine prave vtedy, ked jej
Hessova matica je pozitivne semidefinitnd Dupacova a Lachout| (2011)). Z toho
vyplyva, ze ak dve funkcie maji rovnaké Hessove matice a jedna z nich je kon-
vexnd, potom aj druhd funkcia je konvexnd. V nasom pripade bude konvexnou
funkciou h(x) := xVaT3z. Kedze Hessove matice g(x) a h(x) su totozné, potom
aj funkcia g(x) je konvexna. Z toho vyplyva, ze iloha je ekvivalentna s:

mi)r} {278z — fTx + xVaTSz}. (3.7)
TEe

Ekvivalentnost 1loh a je zalozena na rovnakom principe ako ekvi-
valentnost Markowitzovho a ,Mean-Variance* problému. Rovnaké zivery ako
v pripade vyssie spomenutych tiloh s pripustnou mnozinou X moézeme vyvodit aj
v pripade obdobnych tloh s pripustnou mnozinou v tvare X'*.

3.2 U’lohy s neznamym vektorom strednych hod-
not a varian¢nou maticou

Zamerajme sa na ulohy, v ktorych okrem vektora strednych hodnot 1 nepozname
ani presni hodnotu parametra variancénej matice X, teda 6 = (11,X) € O, x).
Opét podla volby mnoziny O, ) dostdvame rozne tvary uloh.

3.2.1 Intervalovy tvar mnoziny varian¢nej matice

Pri konstrukcii parametrickej mnoziny ©, ) moézeme predpokladat, ze O, ) =
0, X Oy. Prirodzenou volbou Oy, podobne ako v pripade vektora strednych
hodnot, je intervalovd mnozina. Nami zvolend intervalova mnozina bude v tvare:

Or={S: =<2 =S}

kde ¥, 3 st pozitivne semidefinitné matice. Potom optimalizaény problém mézeme
vzhladom k mnozine Oy, definovat ako:

zeX | TeOx HEX,

min {max 2Tz min pTz > ,uo} : (3.8)

2A = B oznatuje, ze matica A — B je pozitivne semidefinitns
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Kedze ¥ < ¥, potom pre x € X plati: 27(X — X)x > 0 a teda 278z > 27X,
Z toho vyplyva, ze problém mozeme preformulovat ako:

i TSz : min pTz > . 3.9
gg)r(l{x x lgggiu:c_uo} (3.9)

V pripade, Ze zvolime intervalovy resp. elipsovity tvar mnoziny parametra ©,
dostavame tlohu:

i ™ (i —0)T|x| > .
min {75 < (- 0)7[z] > o} (3.10)
resp.
mi}\g {xTix T — xVaTXx > ,uo} . (3.11)
Te

V pripade, kedy kratke predaje nie si povolené ma uloha tvar:

min {78z : (2 —0)Tx > po}. (3.12)

reXt

3.3 Ijlohy s neznamou hustotou

Ulohy optimalizécie portfélia mozeme robustifikovat nielen na zdklade nezndmej
strednej hodnoty alebo variancnej matice, ale taktiez na principe predpokladu
o neznamej hustote vektora vynosov.

V 2. kapitole sme sa venovali modelu optimalizacie portfélia zalozeného na
rizikovej miere CVaR. Teraz sa zoznamime s jeho robustnou verziou. Najprv si
definujeme rizikovi mieru RCVaR pre nejaké g € (1/2,1) a pre vektor vynosov
7, o ktorého rozdeleni budeme predpokladat, Ze je spojité s hustotou p(-) € ©,,
kde ©, je zndma mnozina.

RCVaRg(z) = max CVaRg(x) (3.13)
p(-)€EO,

Predpokladajme, Ze hustoty z mnoziny ©, su zavislé na konvexnej kombindcii
znamych hustot p(-)s,...,p(+) odpovedajicich L scendrom nasledujicim sposobom:

L L
@p — {Z )\lp()l : Z)\l = 1>Al Z 07l = 1,,L} .
=1

=1
Teda ©, je konvexnym obalom kone¢nej mnoziny hustot. Dalej oznaéme ako:
L
A= {)\ ERM:> N=1,XN2>01= 1,...,L} ,
=1
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Fé(x,oz) :—a—l—m/ —xTr — o] p(r)dr,

pre | = 1,...,L. Potom tloha (3.13) ma vzhladom k uvazovanej mnozine ©)/ tvar:

RCVaRg(z) = max CVaRg(z) = max min Fa(z,o) =

p(1)€9y p(-)€0, a€R
= — T — A
%%{QH_B/ ~e'r—al le }

= min max E )\lFé(x,a) = minmaxFé(x,a).
acR AeA acR el

Posledné rovnost vyplyva z faktu, Ze mnoZina A je v takzvanom s$tandardnom
tvare |Dupacova a Lachout| (2011)), ¢o znamen4, ze ak existuje optimélne rieSenie
ulohy:

L
max Zl )\lFé(x,a),

potom je jednym z krajnych bodov mnoziny A. Pomocou rizikovej miery RCVaR
a mnoziny zmiesanych hustot ©, mozeme definovat ilohu optimalizécie portf6lia
ako:

min max A Fj(z,a).
(z,0)eXXR leL

Tato tloha je po pridani pomocného parametra ) ekvivalentna s:

| i LY =
(%a,nglelglxRxR {77 5 ) n,1 }
1
B | r— dr <mnl=1,..L%.
(m’“’"%?XRXR{ / —2'r —af p(r)dr <nl=1.., }

Pouzitim aproximécie 1) funkcie F é(m,a) dostavame:

Tl

1
1 : —_ —xTrt—alt <nil=1...L 3.14
7 e S el S ni =L 010

kde 7} ,72,...,r/! je ndhodny viber s rozsahom T" z rozdelenia s hustotou p(-); pre
| = 1,..,L. Vyuzitim d'alsicho pomocného parametra v = (ul,....ul) € R*, kde
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z=T'"+ ...+ TF moézeme tlohu (3.14) pretransformovat na:

1
i : S L 7 > _ Tpt _ ¢
(13704777,U)£n2\.’1£R><R><RZ {77 ot (1—B)T! 1w <nu =2 —xTr) —a,u; >0,

t=1,.T 1= 1,...,L},

kde u! = (ull,...,ulTl)T pre [ = 1,....L. Kedze popisany postup je nezavisly na tvare
mnoziny X, tak obdobné vysledky platia taktiez v pripade nezdpornej pripustne;j
mnoziny X'7.

3.4 Ijlohy s neznamym diskrétnym rozdelenim

V predchadzajucich ¢astiach sme sa venovali ilohdm so spojitym rozdelenim vek-
tora vynosov r. Teraz sa zameriame na diskrétny pripad. Predpokladajme, ze
nadhodny vektor 7 méze nadobidat hodnoty z koneénej mnoziny {r’ : r* € R",i =
1,...,8} s pravdepodobnostami P(r = r') = ; pre i=1,...,S. Ozna¢me ako:

s
1
Gp(z,a,m) i =a+ — Zwk[—xTrk —a|t a 7:=(m,..7s).
k=1

1—-p
Pre dané € X a m mozeme definovat CVaRs(x) a RCVaRg(z) ako:

CVaRg(z) = min Gg(z,a,m),

a€eR

RCVaRg(z) = max CVaRg(r) = min max Gg(z,a,m),

acR 1€O,

kde ©, = {7r : Zle m=1,71>0,i= 1,...,5}. Zékladna tloha optimalizacie port-

folia v diskrétnom pripade vzhladom k miere RCVaR m4 tvar:

min {max Gﬁ(x,a,ﬂ)} . (3.15)

(z,0)EXXR | T€EOL

Obdobnym sposobom ako v pripade tloh so zmiesanym rozdelenim mozeme tlohu
(3.15) vyjadrit ekvivalentne ako:

1

(3.16)
ug > max{—2Tr* — a, 0}, k = 1,...,5}.

Predpokladajme, Ze tvar mnoziny O, je pre nejaké 7° € ©, uréeny nasledovne:

@B:@ﬂ:{7r:7r:7r0+(5,1£(520,§§(5§5,7r0+§20}. (3.17)

™
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Hodnotu 7% mozeme volit ako najpravdepodobnejsiu moznt hodnotu 7 z ©; alebo
ako expertny odhad. Obmedzenie 176 = 0 implikuje m + ... + g = 1. Skimajme
podmienku maximalizdcie z tlohy (3.17) vzhladom k novozavedenej mnozine ©F.

1 1
T = OT *
Trrrézg)):{a%—l_ﬁﬁu} a+1_5(7r)u+—1_5'y(u),
kde:
* — TH - Ty = < <_ >—0
v (u) %ré%zc{ué.lﬁ 0,0 <6<6,6> 7T}. (3.18)

Uloha 1' je tlohou linearneho programovania, teda k nej jednoznacne prislicha
dudlna loha v tvare:

(276’%”)6{1{1%3%3%3 {5T§ +odw—mirv:laz+é+wt+r=u>0,w<0,v< 0}.
(3.19)

Podla silnej vety o dualite [Dupacovd a Lachout| (2011) plati, Ze tiloha ma
rieSenie prave vtedy, ked tloha ma rieSenie a optiméalne hodnoty oboch
uloh sa rovnaju. Ozna¢me hodnotu optimalneho riesenia tlohy ako ¢*(u),
potom tloha je ekvivalentnd s:

1 1
= ﬁ(WO)TU + mSO*(U) <7,

wp > —xTr? — oy up >0,k = 1,...,5}.

(z,0,m,u) EX XRXRXRS

min {77 a0+
(3.20)

Pomocou dudlnej tlohy (3.19) mézeme problém (3.20)) pretransformovat do na-
sledujiceho konecného tvaru, v ktorom minimalizujeme (x,u,z, a,n,§, w,v) cez
mnozinu X X R* x R x R x R x R® x R® x R?:

1 1 <
min {77 o+ W(WO)TU + m((STg +0Tw—mv) <nlgz+E+w+rv=u,

wp > —2TrP — o up >0,6>0,w<0,v<0k= 1,...,5}.
(3.21)

Plati, Ze z* je optimalnym rieSenim tlohy (3.15]) prave vtedy, ked je optimdlnym

riesenim tlohy ({3.21)).

3.5 Odhad parametrov

V pripade intervalového resp. eliptického tvaru mnoziny 6, sme sa snazili popisat
sposob, ako vhodne volif pomocné parametre § resp. x? priamo v prislusnych
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kapitoldch. Taktiez aj v modeloch s rizikovymi mierami RVaR a RCVaR je volba
parametrov viacmenej zrejma. Jedine v pripade, kedy vektor strednych hodnot
patri do eliptickej mnoziny a varianéna matica do intervalovej mnoziny, sposob
ako vhodne volit parametre x2, 3, ¥ a i ostal nejasny.

RieSenie spomenutého problému mozeme zaloZif na nasledujicom tvrdeni
z prace Delage a Ye| (2010).

Veta 4. Nech r'.,r%,....vT je ndhodny vijber z rozdelenia so strednou hodnotou p
a variancénou maticou 3. Predpokladajme, Ze nosic tohoto rozdelenia S, je zndamy
a oznacme ako: X )

R:=sup || 72 (r = f1) [|2,

'I"EST

1 - 1 R
O,y = N (=) =) < —EU = ———
= { D) = TS = ) < 0 RS B

kde:

1 <L L1 A .
[ = T, Y= = ' — )T (r— ),
i él Téf T (r' — i)

si vektor vgberového priemeru a viberovd rozptylovd matica. Dalej polozme pre
nejaké B € (0,1):

B:]-_\/l_ﬁa

_\ —1/2
R:R(l—(R2+2)—2+ 21“(4/6)) ,

]

VT
X2 = (R/T) 2+ 2m(/B)) .
q:(RWvT)(¢1—nﬂ%+quy5g.

Potom ak plati:

T > max (RQ + 2)2 (2 + \/2ln(4/ﬁ))2, (SE\/;::(ZZSLY )

tak
P((5)€bys) <1-8.

7 vety {4l vyplyva, ze ak budeme volit x? a /i uvedenym sposobom a X, ¥ polozime

rovné: ]
pjEp— 5 Y=
1+g¢

1 ~
— 3 22
l—q—x? (3:22)

potom pravdepodobnost, ze (u — f1)TS H(u — i) < x? a sticasne S <Y <3je
vécsia alebo rovnd 1 — .

19



Kapitola 4
Simulac¢cna studia

V tejto kapitole sa pokisime preskiimat vplyvu nepresnosti odhadu para-
metrov strednej hodnoty a varianénej matice v tlohe Markowitzovho modelu na
zaklade simulacného pristupu. Postup, ktory pouzijeme bude inSpirovany pracou
Chopra a Ziemba| (1993), ktori obohatime o zohladnenie roznych hodnot pa-
rametra averzie k riziku. Taktiez budeme uvazovat rozne sposoby modelovania
chyby odhadu.

Pripomenme si, ze iloha Markowitzovho modelu optimalizacie portfdlia, kedy
kratke predaje nie si povolené, je definovanda ako:

max {pu'x — A\eTEx}, (4.1)

reXt

kde A > 0 je parameter symbolizujici averziu investora k riziku. Je zrejmé, ze
ticelovd funkcia ulohy (4.1), ktori budeme oznacovat ako:

Y(z)=2Tp— "3z,

je zavisla na parametroch p, 3 a A. Vplyv nepresnosti odhadu strednej hodnoty
a variancnej matice pri zvolenej hodnote parametra rizikovej averzie na celkové
rieSenie budeme porovnévat na zdklade hodnoty funkcie CEL (cash equivalent
loss), ktortu definujeme ako:

Y (0) — Y (d)

CEL = Y (o)

Y

kde bod o € R™ je bodom optimalneho riesenia tlohy s vychodiskovymi
hodnotami parametrov g a ¥ a bod d € R" je bodom optiméalneho rieSenia
ulohy s parametrami p a X, z ktorych jeden je zafazeny chybou. Pripad,
kedy tymto parametrom je varianéna matica, rozdelime na dve podkategérie: na
maticu, v ktorej st zatazené chybou iba odhady jednotlivych kovariancii a pripad
kedy st zatazené chybou iba odhady rozptylov.
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4.1 Modelovanie chyby odhadu

Dolezitou ¢astou simula¢nej studie je princip generovania parametrov zataze-
nych chybou. Budeme sa zaoberat dvoma roznymi pristupmi, a to pristupom
pouzitym v praci Chopra a Ziemba (1993) a pristupom Kaut a kol.| (2007). Nech
X = (X3,...,X,,)7 je viacrozmerny ndhodny vyber z nejakého rozdelenia. Oznac¢me
S Tubovolnt zlozku strednej hodnoty alebo varianénej matice tohoto rozdelenia
a B resp. /3 ako vychodiskovy odhad 3 resp. odhad zatazeny chybou konstruovany
na zaklade vyberu X.

Modelovanie chyby pouzité v préci Chopra a Ziemba (1993)) je zalozené na nasle-
dujticom vztahu medzi § a 3:

. )
6—6(1+5100), (4.2)
kde ¢ je hodnota vygenerovana z normovaného normalneho rozdelenia a § para-
meter velkosti chyby odhadu. Vychodiskova hodnota parametra /3 je volend na
zaklade vhodnej Statistiky, z ¢oho vyplyva obmedzenie takto zvoleného pristupu,
ktory nereflektuje variabilitu pouzitej statistiky. V §pecidlnom pripade, ked vycho-
diskova hodnota je nulové, je odhad zatazeny chybou taktiez nulovy.

Preto vyssie popisany pristup obohatime o metédu navrhovani v praci Kkaut
a kol.| (2007). Jej zdkladom je vyuzitie tzv. ,pohyblivych okienok“, ktoré konstru-
ujeme ako vyber z ndhodného vyberu X. Konkrétne ak X, symbolizuje j-te
okienko, potom X7 := (X;,....Xjym-1)Tprej=1,..J, m=n/2aJ =n—m+1.
Pouzitim ,,pohyblivych okienok* modelujeme odhad zataZeny chybou ako:

. s . o

e

kde Bj st odhady parametra /3 zalozené na X; pre j = 1,...,J, € je hodnota vyge-
nerovang z normalneho normovaného rozdelenia a § parameter velkosti chyby od-
hadu. Takto definovany alternativny pristup netrpi nedostatkami klasického
pristupu (4.2). Aplikovanim jedného z popfsanych postupov na:

e zlozky vektora /i dostdvame odhad strednej hodnoty ji zataZeny chybou,

e mimodiagonalne prvky matice Y dostavame odhad varianénej matice X,
s odhadmi kovariancii zataZzenymi chybou,

e diagonalne prvky matice S dostdvame odhad varianénej matice 4, s od-
hadmi rozptylov zatazenymi chybou.
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4.2 Data

7, predchadzajuicej podkapitoly vyplyva, ze zékladom modelovania odhadov
parametrov zataZenych chybou je ich vychodiskovy odhad. V simulécii budeme
pracovat s dvoma roznymi hodnotami vychodiskovych odhadov.

V prvom pripade budi ich hodnoty prebraté z préace Chopra a Ziemba (1993),
ktora sa zaobera datovym stiborom obsahujicim mesacné vynosy desiatich nahod-
ne vybranych akciovych titulov Dow Jones Industrial Average indexu v obdobi
od 1.1.1980 do 1.12.1989. Konkrétne ide o nasledujuce tituly:

AA - Aluminum Company of America,

AXP - American Express Company,

BA - The Boeing Company,

CVX - Chevron Corporation,

KO - Coca-Cola Company,

DD - E. I. du Pont de Nemours and Company,
3M - Minnesota Mining and Manufacturing,
PG - Procter and Gamble Company,

SR - Sears Roebuck and Company,

UTX - United Technologies Corporation.

Na zaklade uvedenych dat bola v |Chopra a Ziemba (1993)) urcena hodnota i
ako vektor vyberového priemeru a 3 ako vyberova kovarianéna matlc . Musime
poznamenat, Ze v (Chopra a Ziembal (1993) st uvedené iba hodnoty /i a 5 bez
zdrojovych dét, ¢oho dosledkom je, Ze pri modelovani chyby sa musime obmedzit
iba na klasicky sposob (4.2)).

Této skutoénost nds motivovala k pouzitiu druhej skupiny datP] ktors obsa-
huje rovnaké akciové tituly z rovnakého casového obdobia ako v prvom pripade,
az na titul Sears Roebuck and Company, ktory je nahradeny titulom The Goodyear
Tire & Rubber Company - GT. Dovodom takéhoto postupu je zanik spolocnosti
Sears Roebuck and Company, ¢o sposobuje obmedzenia pri ziskavani informécii
o historickych vynosoch spolo¢nosti. Na zaklade tidajov o mesac¢nych vynosoch
uvedenjrch titulov sme urcili odhady [ a ﬁ], ktoré si velmi podobné odhadom
z Chopra a Ziemba) (1993) (az na prvky prislichajuice titulu GT).

konkrétne hodnoty si uvedené v prilohe v tabulke |5.1| a tabulke
2konkrétne hodnoty st uvedené v prilohe v tabulke a tabulke

3uréené na zéklade mesaénych uzavieracich cien, ktoré boli o¢istené o dividendy, ziskané
z www.finance.yahoo.com
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4.3 Postup a vysledky

Priebeh modelovanie moZeme rozdelit do dvoch casti. V prvej casti sa zame-
riame na replikovanie studie Chopra a Ziembal (1993)), ktort obohatime o skiimanie
vplyvu parametra averzie investora k riziku \. Budeme skiimat’:

- dopad chyby pri odhade strednej hodnoty pu,
- dopad chyby pri odhade kovariancii o; ; pre i # j, 1,7 = 1,...,10,
- dopad chyby pri odhade rozptylov ¢? i = 1,...,10.

Sktimanie dopadu vybraného parametra bude prebiehat tak, Ze na zdklade ndhod-
ne vygenerovanej veliciny € zo vztahu (4.2]) uréime jeho odhad zatazeny chybou.
Pri generovani pouzijeme rozne hodnoty parametra § € {0,05; 0,10; 0,15, 0,20},
¢im zohladnime roznu zévaznost chyby odhadu. Pomocou odhadu zatazeného
chybou zratame hodnotu vyrazu CEIE], pricom hodnoty ostatnych parametrov
volime ako vychodiskové (nezatazené chybou). Tento postup iterujeme 100-krat
pre rozne A, ¢cim dostavame sto (roznych) hodnot CEL, z ktorych uréime prie-
mernd hodnotu. Hodnoty parametra A volime z mnoziny {0,02; 0,2; 1; 2}, kde
hodnota 0,02 odpoveda hodnote pouzitej v préci |(Chopra a Ziemba (1993).

Druh4 cast stidie bude prebiehat velmi podobnym sposobom ako prvi. Roz-
diel bude iba v pouziti druhej skupiny dat, ¢o nam umozni modelovanie chyby

oboma spomenutymi sposobmi (4.2)) a (4.3).

4 Pri uréovani hodnoty CEL sa mézeme stretniit s problémom, ze rieSenie minimalizacne;j
tlohy existuje, avsak pouZzity algoritmus ho nie je schopny najst pre nejaki vygenero-
vant hodnotu ¥. Toto zlyhanie je dosledkom silnej neregularity matice ¥. V takom pripade
generujeme nové hodnoty ¥ az pokial pouzity algoritmus najde riegenie .
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4.3.1 Vysledky pre klasicky model chyby

V Tabulke |4.1| vidime z{skané hodnoty parametrov CEL;, CELs, a CELg_
ziskané zo stonasobného klasického modelovania chyby pri odhade strednych
hodnot, rozptylov a kovariancii, pre rozne averzie k riziku X a velkosti chyby
k. Vychodiskové hodnoty parametrov pouzité pri modelovani chyby boli prebraté
z prace Chopra a Ziemba/ (1993)).

A=0,02 | A\=0,2 =1 A=2

k=0,05
CEL, 5,41 -1073 | 8,50 -10™* | 2,21 -107° | 5,43 -10~6
CELs,. | 6,75 -107* | 3,75 -1073 | 2,22 -107% | 2,11 103
CELs,,, |2,02-107* | 1,73 1073 | 9,74 -107* | 9,26 -10~*

k=0,10
CEL, |237-1072 335107 | 853107 | 2,10 -107°
CELs, . | 2,57 -107% | 1,86 -1072 | 1,13 -102 | 1,07 -1072
CELg_, | 9,70 1074 | 8,53 -1073 | 4,92 1073 | 4,64 -1073

k=0.15
CEL, 5,25 1072 | 7.54 -1073 | 1,89 -107* | 4,62 -10~*
CELivar 5755 .10_3 4770 .10_2 2784 .10_2 2770 '10_2
CELg_, | 2,70 1072 1 2,16 -1072 | 1,27 1072 | 1,21 -1072

CELﬁ 8,46 1072 1,35 1072 3,34 1074 8,09 107°
CELs,,, | 9,71 -107% | 8,74 -107% | 5,72 -107% | 5,51 -102
CELs . | 4,21 -1073 | 2,71 -1072 | 1,67 -1072 | 1,60 -1072

Tabulka 4.1: Priemerné hodnoty CEL, klasicky model chyby, povodné data.

Zo ziskanych vysledkov je zrejmé, Ze velkost dopadu chyby pri odhade skiima-
nych parametrov je zavisld na hodnote parametra \. TaktieZ zdvaznost chyby od-
hadu k ovplyvinuje vyslednu priemerni hodnotu CEL, avsak pomer medzi CEL
jednotlivych parametrov pre dani hodnotu A je rddovo rovnaky.

Pre silne rizikového investora (A=0,02) je najdolezitejsi, ¢o do presnosti, odhad
strednej hodnoty vynosov zloziek portfélia, priblizne desatkrat menej doleZity je
odhad rozptylov vynosov a priblizne dvadsatkrat menej dolezity je odhad kova-
rianci. Toto odporicanie sa zhoduje s odporucanim Chopra a Ziembal (1993).
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Odlisna situacia nastava v pripade stredne rizikového, vyvazeného a konzer-
vativneho investora (A=0,2; A\=1 a A=2), pre ktorého je najdolezitejsi presny
odhad rozptylov a dvakrat menej odhad kovariancii vynosov zloziek portfélia. Od-
had parametra strednej hodnoty je pre stredne rizikového, vyvazeného a konzer-
vativneho investora priblizne pitkrat, stopidesiatkrat a patstokrat menej dolezity
ako odhad roztylov.

Presnejsiu predstavu o vplyve parametra averzie A si mézeme urobit taktiez na
zéklade grafu z Obr. [A.1], ktory zobrazuje priemerné hodnoty CEL pre jednotlivé
skiumané parametre s 10% mierou chyby odhadu (k=0,1) v zavislosti na A.

0.04
|

CEL
0.02
|

0.00
|

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Obr. 4.1: Graf zavislosti C'E'L na averzii k riziku pre k=0,1, klasicky model chyby.

7 grafu vidime, ze k zmene poradia vyznamnosti parametrov dochddza pri-
blizne pre A=0,1. Od hodnoty A=0,5 je hodnota C'"E'L viacmenej konstanta.
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4.3.2 Vysledky pre alternativny model chyby

Ako uz bolo spomenuté v druhej casti studie, vyuzijeme oba dostupné sposoby
modelovania chyby na nami ziskanych vychodiskovych parametroch. V Tabulke
vidime priemerné hodnoty parametrov CEL;, CELg  a CELg_ ziskané zo
stonasobného klasického modelovania chyby pri odhade strednej hodnoty, rozp-
tylov a kovariancii, pre rozne averzie k riziku \ a velkosti chyby k.

Ziskané hodnoty sa radovo vobec nelisia od hodnot (pozri Tabulka 7 prvej
casti simulacie z ¢oho vyplyva, ze nami odhadnuté hodnoty vychodiskovych pa-
rametrov majui rovnaky vplyv na vysledok simulacie ako vychodiskové parametre
pouzité v praci Chopra a Ziemba| (1993)). Jednym z désledkov tohoto zistenia je,
7e mozeme porovnavat vysledky z prvej ¢asti, v ktorej pouzivame klasické mode-
lovanie chyby s vysledkami alternativneho modelovania chyby, ktoré si zobrazené

v Tabulke [4.3]

A=0,02 A=0,2 =1 A=2

k=0,05

CEL, |6,40-1072 9,18 -107* | 2,18 -107° | 5,27 -10~¢
CELs | 8,04 -107* | 3,74 -107% | 2,22 -1073 | 2,11 -10~3
CELs,, |252-107* | 1,94 107 | 1,01 -107% | 9,43 -10~*
k=0,10

CEL, |2,51-1072 3,49 -107% | 8,40-107° | 2,06-10~°
CELs,. |3,32-1073 | 1,85 -1072 | 1,13 -102 | 1,07 -1072
CELs,. | 1,63-107% | 9,10 -1073 | 5,01E-03 | 4,69 -10~3
k=0,15

CEL, |536-1072|7,74-1073 | 1,85 -107* | 4,52-10~°
CELs,. | 6,97 107 | 4,67 1072 | 2,84 -1072 | 2,70 -10~2
CELs, . | 4,34-107% | 2,22 1072 | 1,28 -102 | 1,21 -10~2
k=0,20

CEL; |8,62-107%|1,36-1072 | 3,30 -10~* | 7,93 -10~°
CELs,. |9,93-1073 | 8,65 1072 | 5,71 -1072 | 5,50 102
CELs_ | 6,74 1073 | 2,73 1072 | 1,67 -1072 | 1,60 -10~2

Tabulka 4.2: Priemerné hodnoty CEL, klasicky model chyby, nové data.

Z Tabulky vyplyvaju rovnaké doporucenia pre odhad skimanych para-
metrov ako z Tabulky ktoré boli diskutované v predchadzajicej casti studie.
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Zamerajme sa na Tabulku [4.3] v ktorej st zobrazené priemerné hodnoty
parametrov CEL;, CELg =~ a CELg  ziskané zo stondsobného alternativneho
modelovania chyby. Opéatovne bol skimany vplyv parametra averzie k riziku A
a velkosti chyby k.

A=0,02 | \=0,2 A=1 A=2

k=0,05
CEL, |5.13-1073 | 6.55-10~* | 1.52E-05 | 3.28E-06
CELs,. | 6.56 -107° | 5.74 -10~* | 3.99 -10~* | 3.86 -10~*
CELs, . | 2421074 | 2.23-1073 | 1.21 -1073 | 1.14 -10~3

k=0,10
CEL, 1.91-1072 | 2.60 -1073 | 6.40 -107° | 1.41 -107°
CELg, | 2.64-107*|232-107% | 1.64 -107* | 1.59 -10*
CELg,_ | 1.08-107% | 1.02-107% | 5.29 -102 | 4.94 -107*

k=0,15
CEL, |4.03-1072|584-1073|1.46-1074 | 3.32 -10°°
CELs, | 5.96 1074 | 5.59 -10~% | 3.96 -10~3 | 3.84 1073
CELs, . | 2.75-107% | 2.02-1072 | 1.18 1072 | 1.12 -10~2

k=0,20
CEL;, |6.73-10721.03-102 | 2.61 -107* | 6.04 -10~°
CELs, | 1.08-1073 | 1.12 -1072 | 8.03 -1073 | 7.80 -103
CELs, . | 4.79-107% | 2.99 1072 | 1.84 -1072 | 1.74 -10~2

Tabulka 4.3: Priemerné hodnoty CEL, alternativny model chyby.

Ako vidime, tak aj pri pouziti alternativneho spoésobu modelovania chyby je
vplyv parametra averzie A na vysledky zrejmy, o ¢om sa mozeme taktiez pre-
svedcit pomocou grafu zobrazenom na Obr.

V pripade silne rizikového investora (A=0,02) by mal byt kladeny doraz na
¢o najlepsie odhadnutie parametra strednej hodnoty vynosov. Ten mé priblizne
péitnasobne vicsi vplyv na hodnotu CEL ako odhad rozptylu a pitnastndsobne
vacsi vplyv ako odhad kovariancie vynosov zloziek portfélia.

Stredne rizikovy, vyvéazeny a konzervativny investor, by sa mal zamerat na odhad
parametrov kovariancie. Tie maji asi dvojnasobne vacsi dopad na CEL ako od-
had rozptylov a p#tnésobne, stondsobne a pitstondsobne vicsi dopad ako odhad
strednej hodnoty vynosov zloziek portfélia.
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Obr. 4.2: Graf zavislosti CEL na averzii k riziku pre k=0,1, alternativny model
chyby.

Pri porovnani vysledkov klasického modelu chyby s vysledkami alternativneho
modelu zistime, ze pristup zalozeny na klasickom modelovani kladie doraz na
presnost odhadu parametrov kovariancie narozdiel od pristupu zaloZzenom na al-
ternativnom modelovani chyby, ktory preferuje odhad rozptylov vynosov zloziek
portfélia. Tento rozdiel, ako bolo uvedené v podkapitole o modelovani chyby od-
hadu, je sposobeny zohladnenim variability pri alternativnom modelovani.

Celkovy zdver vyplyvajici zo simulacnej stidie sa d4 zhrnit nasledujicim
sposobom. Odhad vektora strednych hodnot odporuceny pracou|Chopra a Ziembal
(1993) je najdolezitejsi iba v Specidlnom pripade vysoko rizikového investora.
V ostatnych pripadoch, kedy uvazujeme model pre stredne rizikového, vyvazeného
a konzervatyvneho investora, je podla sposobu modelovania chyby najdolezitejsi
¢o do presnosti odhadu, odhad kovariancii resp. odhad rozptylov vynosov zloziek
portfélia.

28



Kapitola 5

Zaver

V nasej praci sme sa zaoberali ilohami optimalizacie Markowitzovho portfélia.
Poukézali sme na vzajomnu sivislost Markowitzovho modelu s modelmi zalozeny-
mi na rizikovych mierach VaR a CvaR ako aj so vSeobecnym modelom. V ramci te-
oretickej casti sme sa taktiez venovali vplyvu netplnej informacie o parametri vek-
tora strednych hodnot a varianénej matice vynosov na riesenie tilohy. Netdplnost
sme reprezentovali parametrickymi mnozinami, akymi s elipsovitd alebo interva-
lova mnozina alebo, vo vSeobecnejSom pripade, vhodnou mnozinou hustot resp.
mnozinou pravdepodobnosti. Okrem klasického tvaru optimalizac¢nych 1loh sme
preskiumali aj tlohy, v ktorych kratke predaje nie si povolené. Dospeli sme
k zaveru, Zze v nami Studovanych pripadoch toto obmedzenie nemd velky dopad
na robustifikaciu tloh.

Za najvicsi prispevok nasej prace povazujeme obsah Stvrtej kapitoly, ktora
sa venuje skimaniu vyznamnosti odhadu strednych hodnot, rozptylov a kova-
riancii vynosov jednotlivych zloziek portfélia v zavislosti na miere averzie k ri-
ziku a sposobu modelovania chyby. Z dosiahnutych vysledkov vyplyva, ze casto
zauzivany nazor o dolezitosti odhadu vektora strednych hodnot je platny iba
v pripade silne rizikového investora. V ostatnych pripadoch by mal byt kla-
deny doraz hlavne na odhad kovariancii, ktory sa ukazuje byt najvyznamnejsi
v pripade alternativneho pristupu k modelovaniu chyby. Ten je pri konetnom
vybere preferovany pred klasickym sposobom, kedzZe lepsie odzrkadluje charakter
dat pouzitych pri modelovani.
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Prilohy

Priloha A - pouzité data

AA AXP BA CVX KO DD 3M PG SR UTX
AA 780 273 30.7 1222 121 31.2 26.7 10.8 23.1 37.0
AXP | 273 715 457 158 253 339 274 227 44.1 40.7
BA 30.7 457  100.8 19.2 258 28.0 26.2 21.9 39.2 54.2
CvX 122 158 192 743 29 214 11.7 11.1 11.9 27.0
KO 12.1 253 258 29 359 149 16.8 20.1 21.0 21.5
DD 31.2 339 28.0 214 149 473 247 194 32.0 31.9
3M 26.7 274 262 11.7 16.8 24.7 33.8 19.8 26.4 288
PG 10.8 227 219 11.1 20.1 194 19.8 31.8 226 221
SR 23.1 441 392 119 21.0 320 264 226 64.1 39.7
UTX | 37.0 40.7 542 270 21.5 319 288 221 39.7 674

Tabulka 5.1: Vyberové kovarianénd matica, povodné déta.

AA AXP BA CVX KO DD 3M PG GT UTX
AA 785 277 313 11.6 11.8 31.6 26.8 11.0 38.8 37.2
AXP | 277 723 469 154 244 34.1 275 23.0 357 408
BA 31.3 469 102.7 18.8 255 28.5 26.7 22.1 30.1 54.5
CVvX 116 154 188 736 3.3 214 11.3 11.2 103 27.3
KO 11.8 244 255 3.3 36.6 145 16.2 20.6 16.3 20.8
DD 31.6 34.1 285 214 145 477 249 193 306 32.1
3M 26.8 275 267 11.3 16.2 249 339 19.8 294 29.0
PG 11.0 23.0 221 112 20.6 19.3 19.8 314 16.2 21.9
GT 38.8 357 301 103 16.3 30.6 29.4 16.2 81.8 35.8
UTX | 372 408 545 273 208 321 29.0 21.9 358 67.9

Tabulka 5.2: Vyberové kovarianénd matica, nové déta.
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‘AA AXP BA CVX KO DD 3M PG SR UTX

X‘1.56 1.95 191 158 216 1.60 149 1.62 1.41 145

Tabulka 5.3: Vyberovy vektor stred. hodnot, povodné déta.

‘AA AXP BA CVX KO DD 3M PG GT UTX

)?‘1.56 1.93 190 136 217 160 148 156 191 1.45

Tabulka 5.4: Vyberovy vektor stred. hodnot, nové data.

Priloha B - obsah prilozeného CD

CD prilozené k préaci obsahuje:
e Diplomovi pracu vo formate pdf.
e Pouzité data vo formate zls a csv.

e Zdrojové kody programu R pouzité pri simulacii.
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