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vence skod a vyse skod. Pri stanoveni pojistného je kladen duraz na vyuziti zo-
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Uvod

Nezivotni pojisténi v dnesni dobé zaujima na ceském trhu co do objemu
predepsaného pojistného vétsi podil nez pojisténi zivotni. V rdmci nezivotniho
pojisténi tvori smlouvy pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla vice nez tretinu
uzavienych pojistek (za rok 2013 asi 6,87 mil. pojistek pojisténi odpovédnosti
z provozu vozidla). Toto pojisténi je vyznacné v tom, ze je povinné smluvni,
takze kazdy provozovatel motorového vozidla ma povinnost jej uzaviit. Na dru-
hou stranu ma ale moznost vybrat si pojistitele svého vozidla z vice nez deseti
pojistoven. Vysoka konkurence nuti pojistovny poskytovat pojisténi za co nejnizsi
ceny. Pojistné je vsak nutné stanovovat zodpovédné, aby byla pojistovna schopna
plnit své zavazky i pti velkém tlaku na cenu pojisténi.

Cilem prace je popsat jak nejjednodussi piistupy ke stanoveni pojistného
v pojisténi odpovédnosti z provozu motorového vozidla, tak pristupy, které vy-
uzivaji clenéni smluv do kategorii v rdmci proménnych. Déle pak pti vypoctu
pojistného vyuzit zobecnény linedrni model a nasledné aplikovat ruzné pristupy
k vypoctu pojistného na realna data. Nakonec chceme zvolit model, ktery nejptes-
néji pokryje nastalé skody a dopocitat pomoci IBNR rezervy a nakladu findlni
bruttopojistné.

V historickém tvodu se seznamime s prvotni legislativni ipravou pojisténi od-
povédnosti z provozu vozidla, s prvni dpravou vyse pojistného a s dalsim vyvojem
az do konce 20. stoleti.

Prvni ¢ast prvni kapitoly vénujeme nezivotnimu pojisténi obecné. Od dalsi
casti se jiz budeme soustiedit na pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla. Vy-
lozime ruzné pristupy k vypoctu frekvence skod, vyse skod a nettopojistného,
mj. se budeme sousttedit na vyuziti zobecnénych linedrnich modelu. Ty popisuje
kapitola 2.

Dalsi kapitoly se zabyvaji zpracovanim redlnych dat. Tteti kapitola se soustiedi
na malé skody, nésledujici kapitola zpracovava velké skody. Posledni kapitola je
vénovana souhrnnému nettopojistnému, kalibraci modelu a vypoctu bruttopo-
jistného.

Data jsou zpracovana v programu Wolfram Mathematica 8.0, obrazky jsou
vytvoteny také v tomto programu.



Historicky uvod

Rozvoj automobilového priumyslu na prelomu 19. a 20. stoleti s sebou postupné
prinesl i otdazku odpovédnosti za skody zpusobené provozem motorového vozidla.
V roce 1908 zacal v zemich Ceské a Moravskoslezské platit zakon ¢. 162/1908"
o ruceni za Skody z provozovéani jizdnich silostroju (automobili), ktery upra-
voval moznost (nikoliv povinnost) ,pojisténi proti ruc¢ebni povinnosti za skody
z provozovani jizdnich silostroju®. Koncem roku 1932 vstoupil v platnost zakon
¢. 198/1932 Sh. o dopravé motorovymi vozidly, ktery uklddal povinnost sjed-
nat pojisténi odpovédnosti z provozu motorového vozidla provozovateluim do-
pravy osob a nakladu za uplatu. Pojisténi odpovédnosti za Skody vsak nebylo
povinné pro ostatni Tidice, coz se zménilo béhem roku 1935, kdy zacal platit
zékon ¢. 81/1935 Sh. o jizdé motorovymi vozidly. Tento zdkon ukladal kazdému
drziteli motorového vozidla, které bylo zapsano v rejstiiku ¢eskoslovenskych mo-
torovych vozidel, povinnost pojistit se proti nasledkum odpovédnosti z provozu
tohoto vozidla.

V roce 1948 doslo vyhlaskou ministra financi (vyhlaska 977/1948 U. 1 1)
ke slouceni pojistoven a vznikla tak jedind pojistovna: Ceskoslovensks pojistovna,
narodni podnik. Formu pojisténi odpovédnosti za Skody zpusobené provozem
vozidla upravil zadkon ¢. 56/1950 Sb. a z doposud povinného pojisténi se tak
stalo pojisténi zakonné. Sazby pojistného byly v roce 1951 upraveny vyhlaskou ¢.
105/1951 U.l., pojistné bylo pro jednotlivé druhy motorovych vozidel jednotné,
tabulka 1 shrnuje sazby pro ¢eskoslovenskd motorova vozidla.

Druh motorového vozidla Celoro¢ni pojistné
vozik pro nemocné, jizdni kolo s pomocnym motorem 12 Kés
motorové kolo, motocykl, titkolka, motorové vozitko 48 Kes
osobni automobil, sanitni, pohiebni, dodavkovy

nebo kombinovany vuz, autodrozka, hotelové auto 144 Keés

nakladni automobil, zvlastni motorové vozidlo,
motorovy pojizdny stroj pracovni,

tankovy automobil, zvlastni poznavaci znacka 240 Kés
autobus 321,60 Kes
traktor 52,80 Kés
Rozsiteni platnosti pojisténi na ostatni tizemi

Evropy a na uzemi asijské ¢asti SSSR 4 Kés

Pojistné z privésnych vozu je zahrnuto v pojistném z motorového vozidla.

Tabulka 1: Sazebnik pro ¢eskoslovenskd motorova vozidla z roku 1951.

17Z8kony ¢erpame z internetového portalu www.epravo.cz.



O 8est let pozdéji doslo vyhlaskou ministerstva financi ¢. 38/1957 U. 1. ke zmé-
nam v sazebniku: zacaly se rozlisSovat sazby pro objemové kategorie motoru vozi-
del (objemem motoru vozidla rozumime zdvihovy objem véalci motoru vozidla).
U motocyklu s obsahem valcu do 100 cem ¢inilo celoroéni pojistné 24 Kés, u mo-
tocyklla s obsahem valcii nad 100 ccm byla sazba 48 Kés. Za osobni automobily
s obsahem valctu do 500 ccm (vozitka) bylo tieba uhradit 60 Kés a za ostatni
osobni automobily, sanitni, pohtfebni, doddvkové nebo kombinované vozy bylo
ro¢ni pojistné ve vysi 144 Kés. Tyto sazby platily bez zédsadnich zmén az do roku
1992, kdy nabyla ucinnosti vyhlaska ¢. 492/1991 Sb., ve které doslo ke zméné
rozdéleni vozidel podle objemu motoru a navyseni sazeb pojistného. Pro ilustraci
roz¢lenéni vozidel si uvedeme tabulku 2, ktera obsahuje sazby roc¢niho pojistného
pro vybrana tuzemskd motorova vozidla.

Jednostopé motorové vozidlo a motorova tiikolka s hmotnosti do 400 kg,
se zdvihovym objemem valcu

1. do 50 cem véetné 60 Kés
2. nad 50 ccm do 350 cem véetné 120 Kés
3. nad 350 ccm 168 Kés

Osobni automobil do celkové hmotnosti 3 500 kg a motorova tiikolka
s celkovou hmotnosti nad 400 kg, se zdvihovym objemem valcu:
1. do 2 000 ccm vcetné nebo vozidla na elektricky pohon 288 Kes
2. nad 2 000 ccm 384 Kés

Tabulka 2: Sazebnik pro vybrand tuzemska motorova vozidla z roku 1992.

Jiz po jednom roce doslo k navyseni sazeb pojistného, ale objemové katego-
rie zustaly nezménény. Ty byly zménény az v roce 1995, kdy nabyla t¢innosti
vyhlaska ministerstva financi 246/1994 Sb. Osobni automobily do celkové hmot-
nosti 3 500 kg byly rozdéleny do péti kategorii podle zdvihového objemu valcu
nasledovné: do 1 000 ccm véetné, nad 1 000 ccm do 1 350 cecm véetné, nad
1 350 ccm do 1 850 cem véetné, nad 1 850 cem do 2 500 cem véetné a nad
2 500 ccm.

Naposledy byly konkrétni sazby pojistného za zakonné pojisténi odpovédnosti
za Skodu zpusobenou provozem motorového vozidla stanoveny vyhlaskou v roce
1999 (pro vyse zminéné kategorie osobnich automobilu), tyto sazby pro vybrand
tuzemska motorova vozidla jsou shrnuty v tabulce 3. V tomtéz roce byl vydan
zékon 168/1999 Sbh. o pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla, ktery sice upravil
podminky pojisténi, ale jiz nestanovil konkrétni sazby pojistného. Do této doby
bylo mozné sjednat pojisténi odpovédnosti za Skodu zptisobenou provozem moto-
rového vozidla pouze u jedné pojistovny (Ceskd pojisfovna a. s.), nasledné doslo
k demonopolizaci trhu v této oblasti. Zménila se i forma pojisténi: ze zakonného se
stalo povinné smluvni pojisténi. Po téchto zménach nasledovalo trileté prechodné
obdobi ¢astecné regulace a v roce 2003 se plné rozvinula konkurence v této oblasti
trhu.



Dvoukolové motorové vozidlo a motorova tiikolka s celkovou hmotnosti
do 400 kg se zdvihovym objemem valcu

1. do 50 ccm veetné 168,-
2. nad 50 ccm do 350 ccm véetné 420.,-
3. nad 350 ccm do 500 ccm veéetné 780,-
4. nad 500 ccm 1 188,-

Osobni automobil do celkové hmotnosti 3 500 kg véetné vsech modifikaci
odvozenych od osobniho automobilu, motorova ttikolka s celkovou hmotnosti
nad 400 kg; uvedena vozidla se zdvihovym objemem valct:

1. do 1 000 ccm véetné nebo vozidla na elektricky pohon 912,-
2. nad 1 000 ccm do 1 350 ccm véetné 2 124,-
3. nad 1 350 ccm do 1 850 ccm véetné 2 952,-
4. nad 1 850 ccm do 2 500 ccm véetné 4 524.-
5. nad 2 500 ccm 7 128,-

Tabulka 3: Sazebnik pro vybrana tuzemska motorova vozidla z roku 1999.

Zavérem tohoto historického uvodu uvedeme tabulku 4, v niz srovname pru-
mérnou ro¢ni hrubou mzdu (2. sloupec) s roénim pojistnym za pojisténi od-
povédnosti z provozu motorového vozidla (3. sloupec). Pro srovnani volime mo-
torové vozidlo o objemu 1 001-1 350 ccm, coz byl do 90. let 20. stoleti typicky
rozsah objemu rodinného automobilu. I v dnesni dobé (rok 2014) patii vozidla
s objemem kolem 1 300 ccm mezi hojné prodavané.

V tabulce mame ve 4. sloupci uveden podil roé¢niho pojistného ku prumeérné
rocni mzdé. Vidime, ze od roku 1960 do roku 1991 bylo pojistné stejné vysoké,
zatimco prumeérnd rocni mzda rostla, tudiz podil se postupné snizoval. Mezi lety
1992-1999 dochézi ke zna¢nému rustu mezd, pojistné vsak roste rychleji, podil
se tedy zvysuje. V roce 2000 doslo k demonopolizaci trhu, konkurenéni prostiedi
stlacilo podil az na hodnotu 0,67 % za rok 2013.

rok  prumérnd ro¢ni mzda ro¢ni pojistné podil (v %)

1960 15 636 144 0,92
1975 27 756 144 0,52
1991 45 504 144 0,32
1992 95 728 288 0,52
1996 117 900 804 0,68
1999 153 564 2124 1,38
2013 301 536 2021 0,67

Tabulka 4: Srovnani prumérné ro¢ni mzdy (data pochdzi z www.czso.cz) a roéniho
pojistného.



Kapitola 1

Sazby v nezivotnim pojisténi

1.1 Zakladni principy nezivotniho pojisténi

Pii vypoctu sazeb pojistného se vychazi ze statistickych tdaju zachycujicich
Skodni vyvoj, nazyvame je statistické podklady. Pojistovna trvale pozoruje ruzné
hodnoty a ukazatele, které maji vliv na vypocet pojistného - velmi zjednodusené
by se dalo tici, ze sleduje, kolik bylo vyplaceno na pojistném plnéni, jaké méla
néklady a kolik bylo vybrano na pojistném. Nésledujici text vychazi z [2].

Jednotlivé pojistné smlouvy jsou shlukovany do tarifnich skupin (t¥id), kde
v jedné skupiné muze byt jednotnad sazba pojistného. Podminkou pro to, aby
smlouvy mohly byt v jedné tarifni skupiné, je ptiblizné stejné pojisténé riziko.
Jinymi slovy: smlouvam v ramci jedné tarifni skupiny odpovida urcita uroven
tarifnich proménnych (rizikovych faktori). Napiiklad v pojisténi odpovédnosti
za Skodu zptusobenou provozem motorového vozidla muze byt tarifni proménnou
objem valcu, typ vozidla, region, stari vozidla apod.

V rédmci jedné tarifni skupiny pak v daném roce sledujeme tyto statistické
podklady:

e pocet pojisténi m,
e pocet pojistnych udalosti N,
e celkovd pojistnd ¢dstka (soucet pojistnych ¢dstek vsech pojisténi),

e celkové pojistné plnéni (soucet pojistnych plnéni u vSech pojisténi, ob-
vykle zahrnujeme i rezervu na budouci pojistnd plnéni z pojistnych udalosti
vzniklych v daném roce),

e maximalni skoda v daném roce

celkové pojistné (soucet pres vSechna pojisténi).
Na zakladé téchto podkladu déle pocitame nasledujici statistické ukazatele:

celkové pojistné plnéni
e prumérné pojistné plnéni: PPP = poj P ,
m

celkovd pojistnd cdstka
e prumérna pojistnd castka: PPC = b ,
m




celkové pojistné plnéni

N Y

e prumérng skoda: PS =

e Skodni frekvence: SF = Q= —,
m

celkové pojistné

e pojistna sazba: PS = ,
o) celkovd pojistnd castka

celkové pojistné plnéni

e Skodni sazba: SS =

celkové pojistnd cdstka’

celkové pojistné plnéni

e skodnf pribéh: SP = T
celkové pojistné
pPS
pPPC
Pti vypoctu rocniho nettopojistného P predpokladejme, ze kazdéd z m pojistek
v dané tarifni skupiné ma stejnou pojistnou castku S. Podle principu ekvivalence
mezi piijmy a vydaji dostaneme:

e skodnf stuperi: SSt = ¢o =

m-P=N-PS.
Upravou pak méme:
P = E . P_Sv . PPC.
m PPC

Vyuzijeme zapis pomoci statistickych ukazatelu ¢; a g9, prumérnou pojistnou
¢astku PPC nahradime pojistnou ¢astkou S (podle predchoziho PPC = S) a
mame vztah pro ro¢ni nettopojistné:

P=q-q-S.

Tento vzorec je mozné téz uvést ve tvaru pojistné sazby, tzn. ve tvaru roéniho
nettopojistného p na jednotkovou pojistnou ¢astku:

b=4q - qz.

Vypocet nettopojistného je konstruovan tak, ze v pruméru pokryje pojistna
plnéni. Navysime-li nettopojistné o nakladové slozky, o slozku slouzici k pokryti
nahlych nepfriznivych vykyvu skodniho prubéhu, tzv. bezpeénostni prirazku, a o
kalkulovany zisk pojistitele dostavame bruttopojistné. V pripadé, ze uvazujeme
pouze nettopojistné a bezpecnostni prirazku, muzeme mluvit o rizikovém po-
jistném. Toto rizikové pojistné (RP) muzeme zkonstruovat napi. podle principu
sttedni hodnoty:

RP=(1+X\)-P,
kde Ay > 0, nebo podle principu smérodatné odchylky:

RP: P+)\28,



kde s je odhadnutda smérodatna odchylka souvisejici se statistickym odhadem
nettopojistného. Principu pro stanoveni pojistného je mozné najit v literatute
vice, uvedme jesté princip rozptylu:

RP = P + \35°,

kde s? je odhadnuty rozptyl, ktery souvisi se statistickym odhadem nettopo-
jistného.

Jak jiz bylo zminéno vyse, rozsifenim rizikového pojistného o naklady a zisk
dostaneme bruttopojistné, coz muzeme zapsat takto:

B = RP + ndklady, + (ndklady,) - B+ z - B, (1.1)

kde B oznacuje bruttopojistné, ndklady, naklady nezavisejici na vysi pojistného,
ndklady, (v procentech) naklady rostouci s vysi pojistného a konec¢né symbol
z (v procentech) znaci kalkulovany zisk. Vztah pro bruttopojistné pak lze psat
ve tvaru:

RP + ndklady,

B = :
1 — ndklady, — 2

(1.2)

1.2 Pojisténi odpovédnosti za Skodu zpusobenou
provozem motorového vozidla

Déle se v praci budeme zabyvat pojisténim odpovédnosti za skodu zpusobenou
provozem motorového vozidla, proto se nyni zamérime na teorii souvisejici s timto
konkrétnim typem pojisténi.

V pojisténi odpovédnosti z provozu motorového vozidla nefiguruje pojistna
castka, ale pracuje se zde s limity pojistného plnéni. Tyto limity vyjadiuji nejvyssi
mozné plnéni pojistitele pii pojistné udédlosti. Podle zdkona ¢. 168/1999 Sb. musi
minimalni vyse limitu pti skodé na zdravi ¢init nejméné 35 000 000 K¢ na kazdého
zranéného nebo usmrceného a minimalni vyse limitu pii skodach na majetku musi
¢init 35 000 000 K¢ bez ohledu na pocet poskozenych.

Tabulka 1.1 ilustruje, jaké vyse limitu lze v dnesni dobé sjednat u ceskych
pojistoven. Vybrali jsme pojistovny s nejvétsim objemem predepsaného smluv-
niho pojistného za pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla. Limity pojistného
plnéni jsou vzdy dva a jsou uvedeny ve tvaru limit pojistného plnéni za Skody
na zdravi na kazdého zranéného ¢i usmrceného/limit pojistného plnéni za skody
na majetku!.

Pri stanovovani nettopojistného v pojisténi odpovédnosti za skodu zpusobe-
nou provozem motorového vozidla nas bude predevsim zajimat frekvence skod
a vyse skod. Tyto dva zdkladni ukazatele jsou ¢asto ovlivnény ruznymi faktory
neboli proménnymi. Typicky témito proménnymi napiiklad jsou: vék pojistnika,

1Zdrojem limit jsou webové stranky jednotlivych pojistoven. Informace o piedepsaném
smluvnim pojistném jsou na internetovych strankach Ceské asociace pojistoven www.cap.cz.
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pojistovna nabizené limity

Ceské pojistovna 35/35, 50/50, 100/100, 120/120, 150/150
Kooperativa 35/35, 70/70, 100/100
Ceské podnikatelskd pojistovna 35/35, 50/50, 111/111
Allianz 35/35, 50/50, 150/150
CSOB pojistovna 44/35, 60/60, 100/100

Tabulka 1.1: Pfehled nabizenych limitti vybranych ¢eskych pojistoven.

trvalé bydlisté pojistnika (resp. pocet obyvatel dané obce), bonusova tiida, udaje
o vozidle jako vykon motoru, hmotnost vozidla, objem motoru (resp. zdvihovy
objem valcu motoru) ¢i starf vozidla. Jakmile odhadneme pocet skod a jejich vysi,
které v nasledujicim obdobi o¢ekdvame, jejich zkombinovanim ziskame nettopo-
jistné, které je treba k pokryti pojistného plnéni.

V nésledujicim textu se seznamime s ruznymi pristupy stanoveni skodni frek-
vence, vyse Skod a nasledné nettopojistného. Budeme pouzivat oznaceni m pro cel-
kovy pocet zkoumanych smluv, N pro pocet skod nastalych na téchto m smlouvach
za jeden rok, expozici k-té smlouvy (k = 1,...,m) budeme znacit wy. Expozici ro-
zumime délku trvani pojistné smlouvy v letech — obvykle w;, = 1. Pro predstavu
je v tabulce 1.2 uvedeno nékolik ptikladu vypocétu expozice.

pocatek pojisténi konec pojisténi expozice

1. 1. 2011 31. 12. 2011 1
1. 1. 2011 22.8.2011 234/365
1. 1. 2011 2.2.2011 33/365

Tabulka 1.2: Ukazka vypoctu expozice.

Déle budeme znacit vysi skody u k-té smlouvy jako zx. Oznaceni dalsich veli¢in
bude uptesnéno tam, kde se bude vyskytovat.

1.2.1 Frekvence skod

Frekvence skod vyjadiuje pocet Skod nastalych na smlouvé za dany casovy
usek, nadale pro nas bude timto ¢asovym tusekem jeden rok.

Zacneme s nejjednodussim pristupem ke skodni frekvenci, kdy neuvazujeme
zadné proménné, ale bereme v tvahu souhrnné vsechny smlouvy. Vztah pro
vypocet frekvence If je

N
D
k=1

kde N je pocet skod, m je pocet vSech pojisténi (pojistnych smluv) a wy znaci

expozici k-té smlouvy. Frekvence skod je v tomto piipadé pro vSechny smlouvy,
resp. klienty stejna.

'f

(1.3)

Dalsi pristup k vypoctu frekvence skod jiz bude vyuzivat kategorizaci v ramci



proménnych (napf. kategorie 18-29 let, 30-59 let a 60 a vice let pro proménnou
vek). Uvazujme R kategoridlnich proménnych ovliviiujicich vypocet frekvence.
Pro kazdou kategorii proménné r (r = 1,..., R) spoc¢teme frekvenci vyskytu skod
jako podil poctu skod (N,,,) a souctu expozici v dané kategorii, coz muzeme
zapsat takto:

NT‘Ti
f"',ﬁ - : . (14)

|T7Ti‘

: : w’]",’f’ik
k=1

kde |r,r;| znaci pocet smluv v r;-té kategorii r-té proménné a w,,,, je expozice
k-té smlouvy v r;-té kategorii r-té proménné.

U klienta s konkrétnimi kategoriemi proménnych spocteme frekvenci skod “f
jako geometricky prumeér frekvenci jednotlivych kategorii

i — (1.5)

kde R je pocet uvazovanych proménnych.

Frekvenci skod je také mozné modelovat pomoci zobecnéného linearnitho mo-
delu, kde u vysvétlované proménné (frekvence) predpokldddme Poissonovo roz-
déleni. Zobecnénym linearnim modelem se zabyvame v kapitole 2.

P1i vypoctech v nezivotnim pojisténi je mozné vyuzit i matematického mode-
lovani nékterych pojistnych jevu.

Nyni uvedeme nékteré modely poctu pojistnych udalosti (poc¢tu skod, poctu
pojistnych naroku), které vychazeji z rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni na-
hodné veli¢iny N, éerpéano z [1].

Poissonovo rozdélent, N ~ Po(1):

PIN=n)=—e¢" n=0,1,2,..., (1.6)

kde ¥ > 0 je jediny parametr tohoto rozdéleni. Stredni hodnota a rozptyl ndhodné
veli¢iny NV:
EN =19, varN = 9.

Pouziti tohoto modelu je vhodné pii velkém poctu nezavislych pojistnych smluv
s malou pravdépodobnosti vyskytu pojistné udalosti.

Negativné binomické rozdéleni, N ~ NB(h, p):
h -1
P(N:n):< n >ph(1—p)",n:o,1,2,..., (1.7)
n

je rozdéleni o dvou parametrech h > 0, 0 < p < 1. Stfedni hodnota a rozptyl
maji tvar:

EN — M) varN = h(l—;p)
p



Pii h € N lze N interpretovat jako pocet nezdaru pied h-tym zdarem (resp.
pojistnou udélosti) s pravdépodobnosti zdaru p a pravépodobnosti nezdaru 1 —p.

Smisené Poissonovo rozdéleni: predpokladame nahodnou veli¢inu 6 s husto-
tou rozdéleni pravdépodobnosti u(z), z > 0 a déle predpokladame, ze podminéné
rozdéleni poctu pojistnych udélosti N za podminky 6 = 1 je Poissonovo se stredni
hodnotou ¥. Pravdépodobnostni rozdéleni smiseného Poissonova rozdéleni (ne-
podminéné rozdéleni poctu pojistnych udélosti):

n!

P(N=n)= / ﬁ—e*ﬁu(ﬁ) dd, n=0,1,2,.... (1.8)
0

Stredni hodnota ndhodné veli¢iny se slozenym Poissonovym rozdélenim je
EN = EE(N|0) = Ef
a rozptyl je

varN = EE [(N — EN)?|0| = EE [(N — E(N|0) + E(N|§) — EN)?*|0] =
= EE [(N — E(N9))*6] + E[E(N|0) — EN]* =
= Evar(N|0) + varE(N|0) = EO + varf.

Rozdéleni lze pouzit u heterogennich pojistnych kmenu, kde u pojistnych smluv s
malym rizikem nabyvé parametr ¢ malych hodnot a naopak (u pojistnych smluv
s velkym rizikem nabyva ¢ velkych hodnot).

1.2.2 Severita skod

V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat tim, jaké vyse dosahuje skoda. Opét
zaéneme nejjednodussim piistupem — spocteme si prumérnou vysi skody z pies
vSechny uvazované smlouvy

m
D
I k=1

—

, 1.9
L (19)
kde m je pocet vsech smluv, z; znac¢i vysi Skody na k-té smlouvé a N pocet vSech
skod.

Nyni pristoupime k otézce stanoveni vyse skody jinym zpusobem, budeme
uvazovat rozdéleni smluv do kategorii. Méjme R proménnych a u kazdé proménné
uvazujeme urcity pocet kategorii. Pro kazdou kategorii proménné r (r = 1,..., R)
spocteme prumeérnou vysi skody z.,, jako podil souctu skod a poctu skod v dané
kategorii, coz zapiSeme takto:

|T7r’i‘

: : ZT,T'HC

_ k=1
== 1.10
Z EA3 N,,,ﬂ,,z_ ( )
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kde r; oznacuje i-tou kategorii r-té proménné s poctem smluv |r, 75|, 2., je vyse
k-té skody v i-té kategorii r-té proménné a N,.,, znaci pocet Skod v i-té kategorii
r-té proménné.

U klienta s konkrétnimi kategoriemi proménnych spocteme ocekavanou skodu
jako prumér vysi skod jednotlivych kategorii

R

: : 27'77’2'

I, - =1 (1.11)

kde R je pocet uvazovanych proménnych.

Vysi skody je mozné modelovat i pomoci zobecnéného linearniho modelu, kde
u vysvétlované proménné (vyse Skody) typicky predpokldddme gama rozdéleni.
Zobecnény linedrni model je vylozen v kapitole 2.

Pti modelovani vysi skod lze také vyuzit modely vychazejici z pravdépo-
dobnostniho rozdéleni spojité nahodné veliciny X, kterda oznacuje vysi Skody.
Rozdéleni nahodné veliciny X popisujeme hustotou rozdéleni pravdépodobnosti
f(z), cerpame z [1], [3].

Ezponencidalni rozdéleni, X ~ Exp(a):

f(z) =™ >0, (1.12)
kde o > 0. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veliciny X:
EX = l, varX = %
a !

Toto rozdéleni muze podcenit pravdépodobnost vyskytu vysokych skod, protoze
pokles pravdépodobnosti P(X > z) k 0 pro x — oo je v modelu pfili§ rychly.
Rozdéleni muze byt vyuzito k modelovani doby mezi pojistnymi udélostmi.

Paretovo rozdélent:
flz) =akz™" = >k (1.13)

je rozdéleni s parametry: a > 0, k£ > 0. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné
veli¢iny s timto rozdélenim:

ko ko
EX =—— > 1 X =
CY_lplrooz , var (0 —12a—2)

pro a > 2.

Paretovo rozdélent typu 1%
f@)=ak*(k+x—p) ' x> u, (1.14)
kde pro parametry plati: a > 0, £ > 0, > 0. Stfedni hodnota a rozptyl:

k2o

(@ —1)%(a—2)

k
EX:—1+uproa>1,varX: pro a > 2.
a_

27de ¢erpame z dokumentace programu Wolfram Mathematica
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Paretovo rozdéleni lze pouzit v piipadech s odlehlymi extrémnimi hodnotami

skod.

Gama rozdéleni, X ~ I'(a,p):

f(x) = mx@‘”e‘“, x>0, (1.15)

je rozdéleni dvouparametrické, a > 0, p > 0; I'(p) je hodnota funkce gama v bodé
p. Sttedni hodnota a rozptyl:

EX = B, varX = 2.
«

a2

V pripadé, ze p je celociselné, je hustota gama rozdéleni hustotou souctu p
nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s hustotou ae™*, x > 0. Spe-
cidlné pii hodnoté parametru p = 1 dostdvame exponencidlni rozdéleni (X ~

Exp(a)).
Weibullovo rozdélent:
f(z) =ba’z" exp (—a’2’), z >0, (1.16)

kde o > 0 a b > 0. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny s Weibullovym
rozdélenim:

1 b+1 1 b+2 b+ 2
EX=-T(— X==I(T|—/—)-I*(—]) ).
() e (0 (57) - (59)
Pro b = 1 dostavame exponencialni rozdéleni.

Logaritmicko-normdini rozdélent, X ~ LN(u, o?):

F@) = ——— exp (—M), x>0, (1.17)

2mox 202

je rozdéleni o dvou parametrech —oo < p < oo a ¢ > 0. Stfedni hodnota a
rozptyl:

EX = exp (,u + %(72), varX = exp (2p + 07) - (exp (0?) — 1).

U tohoto rozdéleni plati, ze logaritmus nahodné veli¢iny X ma normélni rozdéleni
se stiedn{ hodnotou p a rozptylem o2 (log X ~ N(u, 0?)).

1.2.3 Nettopojistné

Nyni se budeme vénovat vypoctu roéniho nettopojistného. Nejprve si pred-
stavime nejjednodussi vypocet, poté popiseme postup stanoveni nettopojistného
pomoci proménnych a jejich kategorii a nakonec vyuzijeme k vypoctu nettopo-
jistného frekvenci skod a vysi skod, kterymi jsme se zatim zabyvali oddélené.
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Nejjednodussi zpusob vypoctu nettopojistného je ten, kdy bez jakékoliv ka-
tegorizace se¢teme vSechny skody z; (vyse skody na k-té smlouvé) a vydélime
souctem expozici wy (expozice k-té smlouvy),

Ip— k=l (1.18)

Vysledkem je jednotnd sazba nettopojistného pro vSechny smlouvy.

Druhy zptsob vypoétu nettopojistného jiz vyuziva clenéni souboru smluv
do kategorii v rdmci vybranych proménnych. Cilem je ziskat nettopojistné jako
soucin bazické hodnoty a faktori, kde kazdy faktor reprezentuje kategorii klienta
v dané proménné. Pocet faktoru je tedy roven poctu uvazovanych proménnych.

Nettopojistné budeme pocitat na zakladé R proménnych. Nejprve si spocteme
nettopojistné pro kazdou kategorii vSech uvazovanych proménnych. Toto netto-
pojistné je pouze diléim vypoctem, od kterého se budou odvijet vypocty dalsich
hodnot — faktoru a bazické hodnoty (viz ddle). Nettopojistné pro r;-tou kategorii

proménné r (r = 1,..., R) si spoc¢teme takto:
|77
> nra
Py, == (1.19)

|yl

: : w’":”’ik
k=1

kde |r, r;| oznacuje pocet smluv spadajicich do r;-té kategorie r-té proménné, z,. ..
je vySe k-té skody v r-té kategorii a w,,,, znaci expozici k-té smlouvy v r;-té
kategorii.

Pro vypocet faktoru si v ramci r-té proménné zvolime referenéni kategorii
ref, ke které budeme vztahovat ostatni kategorie r-té proménné. Kritériem pro
stanoveni referencni kategorie muze napiiklad byt nejvétsi soucet expozic, mélo
by vsak byt u vsech proménnych stejné. Vztah pro faktor fac,, r;-té kategorie
r-té proménné pak je:

Pr,ri
fac,,, anf, (1.20)
kde P, s je diléi nettopojistné referenéni kategorie.

Nez se dostaneme ke vztahu pro vypocet bazické hodnoty, je potieba si spo-
¢itat prumeérny faktor r-té proménné fac.. Ten spocteme jako vazeny prumeér
faktoru jednotlivych kategorii r-té proménné, kde jako vahy pouzijeme celkové
expozice jednotlivych kategorii:

Irvri‘

E fa’c’l“,n' ’ E w"’v'f'ik
k=1

fac, = — : (1.21)




kde r; probihd ptes vSechny kategorie r-té proménné. Vztah (1.21) muzeme dale
upravit dosazenim za fac,,, podle (1.20), kde navic vyuzijeme vztah (1.19) pro
P, ,.. Po zjednoduseni pak mame:

1 *

k=1
=—": 1.22
fa’cr Pr,ref m ) ( )

>

k=1

kde m je pocet vSech smluv.
Pro kazdou proménnou mame tedy prumeérny faktor. Nyni tyto prumérné
faktory vyuzijeme k vypoctu bazické hodnoty Pygse:

m
P
1 k=1
R Como
H fac, E W
r=1 k=1

kde R je pocet uvazovanych proménnych. Bazicka hodnota odpovida jednotnému
nettopojistnému vydélenému prumeérnymi faktory.

Nyn{ jiz mame viechny podklady ke stanoveni nettopojistného P pro klienta
s konkrétnimi kategoriemi R proménnych. Vypocet nettopojistného zapiseme

Pbase =

(1.23)

R
"P = Pyuse - [ [ fac,.,..- (1.24)

r=1

Déle ptrejdeme ke stanoveni nettopojistného pomoci frekvence a severity. Net-
topojistné spocteme jako soucin frekvence a severity. To vysvétlime tim, ze frek-
vence nam iikd, kolik prumérné skod ocekdvame u daného klienta a severita
vyjadiuje prumérnou velikost jedné skody.

V pripadé nejjednodussiho pristupu k vypoctu frekvence, severity a nettopo-
jistného dokonce plati rovnost

p="1f. 1 (1.25)

coz je snadno vidét z dosazeni podle (1.18), (1.3) a (1.9):

SR o
= N o
2w D

k=1 k=1

Jde tedy porad o jednotnou sazbu pojistného a takovy pristup k pojistnému je
velmi nevyhodny.

Pfedstavme si situaci, kdy se pojistovna A rozhodne pouzit tento piistup a
bude od v8ech svych klientu vyzadovat stejné pojistné za pojisténi odpovédnosti
za Skody zptusobené provozem motorového vozidla. Ddle uvazujme pojistovnu
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B, kterd vyuZije byt jen jediné proménné souvisejici s riznou frekvenci gkod.
Pfedpoklddejme, Ze touto proménnou je vék klienttt. Pojistovna B vyuZije toho,
ze s rostoucim vékem klientu zpravidla roste fidi¢ska zkuSenost a opatrnost a
tedy klesa skodni frekvence. Ve vysi pojistného jsou starsi klienti u pojistovny
B zvyhodnéni, oproti tomu po mladsich klientech je vyzadovano vyssi pojistné.
Obrazek 1.1 ilustruje popisovanou skutecnost.

pojistne

vek

Obrazek 1.1: Jednotnd sazba versus zvyhodnéni urcité skupiny klientu.

Pfedpoklddejme, Ze podminky obou pojistoven jsou stejné, jedind odlisnost je
ve vyse popsaném pojistném. D4 se ocekdvat, Ze starsi klienti pojistovny A budou
prechazet do pojistovny B kvili levnéjsimu pojistnému, naopak mladsi klienti
pojistovny B budou ptechdzet do pojistovny A ze stejného divodu. Pokud bude
chovani fidi¢u naddle zustavat bez zdsadnich zmén (,mladsi bouraji castéji“),
pojistovna A nejspise brzy nebude schopna plnit své zdvazky, protoZe nevybira
dostatecné vysoké pojistné.

Vhodnéjsi nez jednotné pojistné P je pifstup, kdy si smlouvy vhodnym
zpusobem kategorizujeme a pro rizikovéjsi kategorie stanovime vyssi pojistné a
naopak pro smlouvy z méné rizikovych skupin stanovime nizsi pojistné.

V kapitolach 3 a 4 vyzkousime ruzné pristupy na konkrétnich datech a po-
rovname.

1.2.4 Bruttopojistné

Nettopojistné je stanovovano tak, aby v pruméru pokryvalo pojistna plnéni.
Skody, které redlné nastanou se véak mohou od o¢ekdvané hodnoty odchylit, proto
je nutné pridat k nettopojistnému slozku, ktera by pokryla takovyto neptiznivy
vyvoj. Jak jiz bylo uvedeno v ¢asti 1.1 obecné pojednévajici o nezivotnim pojisténi,
této slozce fikdme bezpecénostni prirazka a nettopojistnému navysenému o bezpec-
nostni prirazku fikdme rizikové pojistné. Déle se podivame na jednotlivé naklady
ve vztahu (1.1), které musi pojistovna (pojistitel) zapocitat do vysledného brut-
topojistného.

Zacneme naklady nezavisejicimi na vysi pojistného — ty lze rozdélit na fixni a
variabilni. U fixnich ndkladu nezélezi na poc¢tu uzavienych smluv, ani na sjednané
vysi pojistného, k témto nakladim zafadime napiiklad najmy pobocek a naklady
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souvisejici s jejich provozem. Oproti tomu variabilni néklady souvisi s poctem
uzavienych smluv, jde napt. o naklady na tisk pojistek, postovné za dopisy kli-
entum apod.

Typickymi nadklady zavisejicimi na vysi pojistného jsou provize. Déle je timto
ndkladem piispévek do fondu zabrany skod, ktery ¢ini nejméné 3 % z rocniho
prijatého pojistného z pojisténi odpovédnosti, tento prispévek je zaveden zakonem
¢. 160/2013 Sh. s ucinnosti od roku 2014.

Dalsi polozkou, kterd zavisi na vysi pojistného, je zisk pojistovny.

Ve vzorci, ktery bude nasledovat, vyznacime prispévek do fondu zabrany skod
zv14st.

Vztah pro bruttopojistné B, tedy pro pojistné, které budeme skuteéné poza-
dovat od klienta muzeme zapsat

_ RP + ndklady,, ;;, + ndklady,, .

1.27
1 — ndklady, —h — =z ’ (1.27)

kde ndklady,, ¢, a ndklady, .. znaci ndklady fixni a variabilni nezévisejici na vysi
pojistného, h je ¢ast pojistného symbolizujici prispévek do fondu zabrany skod,
z oznacuje zisk jako ¢ast pojistného, jinak je znaceni stejné jako v (1.1).

1.3 Kredibilita

Teorie kredibility® se zabyva konstrukeci pojistného na zékladé piedchozich
zkuSenosti jednotlivych tarifnich skupin. Pokud jde o kombinaci pojistného zkon-
struovaného na zakladé vlastnich minulych udaju pojistitele (Pysims) a pojistného
zkonstruovaného na zakladé globalnich minulych ddaju (Pyopams; napi. udaje za
cely pojistny trh), pak mluvime o tzv. americké kredibilité. Kredibilitni pojistné
pak ma tvar:

Prredivititni = Z + Puiastns + (1 — Z) - Pyiobding, (1.28)

kde 0 < Z <1 je kredibilitni koeficient (nasobitel), ktery udava vahu vlastnich
udaju o minulém skodnim prubéhu. Kredibilitni koeficient by mél rust s rostoucim
objemem vlastnich dat pojistovny (pokud jsou ostatni podminky neménné) a na
druhou stranu by mél kredibilitni koeficient klesat s rostoucim vyznamem ved-
lejsich dat (pokud jsou ostatni podminky neménné). Nez si ukazeme, jak je mozné
urcit vhodnou vahu Z, zavedeme pojem plné kredibility. Uvazujme odhad 6 para-
metru #, kde parametrem 6 muze byt néktery z ukazatelu pro vypocet pojistného,
napi. skodni prubéh, skodni frekvence, skodni stupen apod. Plna kredibilita pro
odhad parametru 6 nastava, kdyz chyba odhadu neptekroci dané procento k z 6
s pravdépodobnosti alespon 1 — a:

Poe—mgkﬂ)zl—w

3V této ¢dsti vychdzime z [2].
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Pouzivanou formuli pro stanoveni kredibilitniho koeficientu je

N
Z = min ( —,1) , (1.29)
ny

kde N je pocet pojistnych udalosti jako rozsah vlastniho datového souboru pojis-
tovny a ny je pocet pojistnych udédlost{ pottebnych pro dosazen{ plné kredibility.
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Kapitola 2

Zobecnény linearni model

Jak nazev napovida, jde o rozsiteni klasického linearntho modelu. V nasledu-
jicim textu popiseme zobecnény linedrni model, odhad jeho parametru modelu a
kritéria pro posouzeni kvality tohoto modelu. Cerpame predevsim z [4].

2.1 Zakladni prvky

Nejprve si strucné shriime klasicky linedrni model. U néj predpokladéame vek-
tor Y’ = (Y1,...,Y,) nezdvislych ndhodnych veli¢in s normélnim rozdélenim
s konstantnim rozptylem o2 a stfednimi hodnotami g/ = (p1,...,p,). Déle
predpokladame, ze n-slozkovy vektor pozorovani y je realizaci ndhodného vektoru
Y a je vektorem vysvétlovanych proménnych.

Uvazujme déle matici vysvétlujicich proménnych X, kde rozméry této matice
jsou n x p, a vektor neznamych parametru 3’ = (8, ..., 5,). Systematickou ¢ast
linearniho modelu pak lze zapsat ve tvaru

p
E(K):ulzlejﬁj7 Z:Lana (21)
j=1

kde z;; predstavuje hodnotu j-té proménné i-tého pozorovani. Hodnoty para-
metru fi, ..., B, které obvykle nejsou zndmy, je nutné odhadnout z dat.

U nahodné slozky modelu predpokladame nezavislost a konstantni rozptyl
chyb.

Aby bylo nasledné nézorné vidét, v ¢em spociva zobecnéni linedrniho modelu,
zavedeme nyni specifikaci linedrnitho modelu o 3 slozkach:

1. ndhodnou slozkou je vektor nezavislych nahodnych veli¢in Y, kde ndhodna
velicina Y; mé normalni rozdéleni se sttedni hodnotou p;, 2 = 1, ..., n, a rozptylem
o2, vektorovy zépis: EY = pu;

2. systematickou slozkou je linedrni prediktor n tvoreny jednotlivymi promén-
nymi @y, &z, ..., Ty

n= ngﬂj; (2.2)
j=1
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3. propojeni ndhodné a systematické slozky:

p=m. (2.3)

V uvedené charakterizaci linedrntho modelu figuruje novy symbol 1 pro line-
arni prediktor, dédle pak tvrdime, ze g a m jsou si rovny. Nazornéji bychom vsak
meli ve 3. bodé psat

i = g(p), (2.4)
kde g oznacuje linkovou funkci (z anglického link function), kterd je v pripadé
linearntho modelu funkei identickou.

Nyni prejdeme k zobecnéni linedrniho modelu — to spoc¢iva v rozsiteni bodu 1.
a 3. V 1. bodé u slozek ndhodného vektoru Y predpokladame pravdépodobnostni
rozdéleni z rodiny exponencialnich rozdéleni. Ve 3. bodé pak muze linkovou funkei
g byt jakdkoliv monotonni diferencovatelna funkce.

Podivejme se blize na pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny Y;, to je
z rodiny exponencialnich rozdéleni. Do této rodiny radime napt. tato rozdéleni:
normalni, Poissonovo, alternativni, gama, exponencialni, geometrické a dalsi. Pro
jednoduchost budeme déle namisto Y; psat pouze Y. Hustotu rozdéleni pravde-
podobnosti ndhodné veliciny Y uvazujeme ve tvaru

yt — b(0)
a(¢)

kde a, b, ¢ jsou znamé funkce, 6 je neznamy kanonicky parametr a ¢ je neznamy
disperzni parametr.

Pro vypocet stiedni hodnoty a rozptylu ndhodné veliciny Y, jejiz rozdéleni
pochézi z rodiny exponencialnich rozdéleni, predpokladejme, ze funkce b je dvakrat
spojité diferencovatelna. Parcidlni derivace f(y, 0, ¢) podle 6 mé& tvar

af(ya 9? ¢) _ Yy — b,<9)
20 - f(y,0, ¢)W-

F(9,6.6) = exp{ Ty, qs)} L yeR, (2.5)

of (y,0, )
o0

meénit poradi integralu a derivace, dostavame

0= EY —b'(0)
a(g)

odsud méme stfedni hodnotu Y: EY = ¥/(6).

Pro odvozeni rozptylu ndhodné veliciny Y si spoc¢teme druhou parcidlni deri-
vaci f(y, 0, ¢) podle 6:

9*f(y.0,9) y—V(0)\* ()
00? :f(y’9’¢)[( ) ‘a<¢>]’

tuto parcidlni derivaci zintegrujeme podle y, opét predpoklddame zdménnost in-
tegrélu a derivace, a mame

Zintegrovanim parcialni derivace podle y za predpokladu, ze lze za-

o EY—EV)2 b"(6)
— (a(9))? a(¢)
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Odsud jiz dostdvame vztah pro rozptyl varY = a(¢) - b”(6). Rozptyl muzeme
zapsat pomoci rozptylové funkce V(p) = b"[(V)) 71 (n)] takto: varY = a(e) - V(p).

Funkce a(¢) bézné byva ve tvaru

a(¢) = —, (2.6)

kde ¢ je disperzni parametr, jenz je stejny pro vSechna pozorovani, a w je vaha
pozorovani (jednotlivym pozorovanim muzeme priradit ruznou dulezitost, pokud
to davé smysl).

Prejdeme k linkové funkei g — jak plyne z jiz uvedeného vztahu (2.4), linkova
funkce dava do souvislosti linearni prediktor a ocekavanou hodnotu sledované
nahodné veliciny. Jako pifklad linkové funkee si uved me identitu (g(u) = i), loga-
ritmus (g(u) = log(p)), logit (g(1) = log(p/(1—p))) a probit (g(x) = @7 *(n), kde
® je distribuéni funkce standardniho normadlniho rozdéleni N(0,1)). V piipade,
ze pro linkovou funkei plati g(p;) = 6, jedna se o kanonickou linkovou funkei
(kanonicky link).

2.2 Odhad parametru

Pro odhad neznamych parametria 3 v linedrnim prediktoru se typicky pouziva
metoda maximalni vérohodnosti. Parametry odhadujeme pomoci n nezavislych
pozorovani, tedy predpokladdme, ze pro ¢ = 1,...,n méame pozorovani x;; (j =
1,...,p) ay,;, kde y; je realizaci ndhodné veliciny Y;, jejiz rozdéleni pochézi z ro-
diny exponencialnich rozdéleni.

Vérohodnostni funkci jako funkci odhadovaného vektoru B méjme ve tvaru:

n

LB) = ] f(u:.0:,9), (2.7)

i=1

kde f(y;,0;,¢) znaci rozdéleni ndhodné velic¢iny Y; (rozdéleni viz (2.5)). Logarit-
mickou vérohodnostni funkci pak dostavame ve tvaru

18) = 1os(1(8)) = Y- P k0 23)

Maximum funkce [(3) vzhledem k 3 hledame tak, Ze polozime parcialni de-
rivaci podle 3; rovnu nule, j = 1,...,p. Vypocet parcidlni derivace provadime
pomoci fetizkového pravidla a s postupnym vyuzitim vztaha 6; = (b') 71 (u;), p; =
g (m), mi = @By

Al : 2 =0,5=1,...,p, 2.9
95, = 2 @) Vg 00 i 29
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kde a(¢) uvazujeme ve tvaru ¢/w;.

Pro numerické feseni rovnic (2.9) je mozné pouzit metodu iterativné pre-
vazovanych nejmensich ¢tverci — viz napiiklad [4] (¢ast 2.5), nebo Newton-
Raphsonuv algoritmus — viz napiiklad [5] (¢dst 3.2.3), ptipadné jiné numerické
metody.

2.3 Kvalita modelu

Pii vystavbé modelu se snazime co nejpresnéji vystihnout pozorovana data
(v = (y1,---,Yn)), findlni model ndm pak dédva odhady pozorovanych hodnot
(;l’ = (f1,...,4y)). Tyto odhady se obecné neshoduji s pozorovanymi daty a
tento nesoulad (chyba) nds zajima4.

Uvazujme dva extrémni pripady: jako prvni si vezméme tzv. ,null model*
(nulovy model), to je model, kdy neuvazujeme zddné proménné, na kterych by
zavisela odhadovand veli¢ina. Jedinym parametrem je zde sfedni hodnota p po-
zorovanych hodnot vysvétlované proménné. Jde o model, kde veskera variabilita
mezi vysvétlovanymi proménnymi je na ndhodné slozce.

Druhym krajnim piipadem mame na mysli tzv. ,full model“ (saturovany mo-
del, plny model). V této situaci naopak uvazujeme, ze pocet parametru je roven
poctu pozorovéani (n), takovy model nepfinasi zddné nové informace, pouze zo-
pakuje vstupni data (odhady se shoduji s pozorovanymi hodnotami). Veskera
variabilita mezi vysvétlovanymi proménnymi je na systematické slozce.

Je tfeba uvazovat model, ktery nebude ani pfilis jednoduchy (,null“), ani
neinformativni (,full*). Pfesto ndm plny model bude uzitecny — poslouzi k po-
souzeni kvality uvazovaného modelu, u kterého predpokladame p < n parametru.
Logaritmicka vérohodnost (maximalizovana ptes B pro pevné dany parametr ¢)
dosahuje u plného modelu maximéalni mozné hodnoty, této skutecnosti se vyuziva
pri srovnavani logaritmické vérohodnosti modelu s p parametry.

Oznacéme 0 = 0(f1) odhad kanonického parametru modelem s p parametry a
déle oznacéme 0 = 0(y) odhad kanonického parametru plnym modelem, zde totiz
méame: i = y. Potom pro odchylku D(y, 1) odhadu od pozorovanych hodnot
nazyvanou deviance plati:

D(y, fr) _ iz i [yiéi — b(60s) yibi __b(éz)]

: i3 2
= i i (2.10)
2w; ~ A ~ A
=22 [0 =09 = 000) + 046
Poznamenejme, ze
* ~ D ) 1
D (y, ) = 202 1)

je nazyvana skdlovanou devianci.

Devianci jsme zavedli s cilem posoudit kvalitu modelu. Cfm mensi deviance
u modelu dosdhneme, tim je model lepsi (a tim je vérohodnost modelu blize
maximalni dosazitelné vérohodnosti).
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Dalsim nastrojem pro posouzeni kvality modelu je Akaikeho informacni krité-
rium (AIC). Vychazi z logaritmické vérohodnosti modelu, navic je vSak do tohoto
kritéria zahrnut i pocet proménnych p. Vztah pro vypocet kritéria:

AIC = —21 + 2p, (2.12)

kde [ oznacuje logaritmickou vérohodnost vytvoreného modelu s p parametry.
Pti srovnavéani vice modelu pro pozorovana data volime model s co nejmensi

hodnotou AIC.

Zminime si dale McFaddenuv index podilu vérohodnosti, z anglického McFad-
den’s likelihood-ratio index, zkracené likelihood-ratio index (LRI). Jde o obecnéjsi
verzi koeficientu determinace R? zndmého z linedrni regrese:

l
LRI =1-— —, (2.13)
lo
kde [ oznacuje logaritmickou vérohodnost vytvoreného modelu s p parametry a
lp logaritmickou vérohodnost nulového modelu.

Posledni zptisob slouzici k ohodnoceni modelu, ktery si zde uvedeme!, je Pear-
sontiv chi-kvadrdt, z anglického Pearson’s Chi-Square (Pearson’s x? statistic).
Hodnotu této statistiky vypocteme nasledovneé:

n
Pearsony® = Z 2, (2.14)
i=1
kde rp; znaci Pearsonovo reziduum i-tého pozorovani. Vypocet Pearsonova rezi-
dua je nasledujici:
= S (2.15)
V(4i)

kde i; je odhad ¢-tého pozorovani y; a V' znaci rozptylovou funkei.

Trp;

2.4 Vyuziti

V této casti se zaméfime na to, které konkrétni zobecnéné linedarni modely
nam mohou poslouzit pii stanovovani sazeb pojistného (jiz bylo nazna¢eno v prvni
kapitole).

Nejprve se podivame na zobecnény linearni model vhodny pro modelovani
poctu pojistnych udalosti za jeden rok. Pro tento piipad predpoklddejme, Ze
nahodné veli¢ina Y (pocet pojistnych udélosti za jeden rok neboli frekvence)
mé Poissonovo rozdéleni s parametrem ¢, pravdépodobnostni rozdéleni viz (1.6).
Nyni pfepiseme rozdéleni pravdépodobnosti do tvaru (2.5):

INéstrojii pro ohodnoceni kvality modelu existuje celd fada, shrnuti nabizi napiiklad J. W.
Hardin, J. M. Hilbe v publikaci Generalized Linear Models and Extensions, Second Edition.
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o
S, 9)="re = exp{ylog —logy! — ¥} =

ylog®d — 9 (2.16)
= exp —1 — 10g y' .
Odsud dostavame kanonicky a disperzni parametr:
0 =logd, ¢ =1.
Déle je vidét funkce b:
b(6) = €. (2.17)

Stredni hodnota a rozptyl ndhodné veliciny Y je:
EY =¥(0) =’ =9, varY = a(¢) - b'(0) = & = 9.

Kanonickym linkem je v tomto ptripadé logaritmus, protoze jen pro néj zde
plati g(u) = 0.

Tento model vyuzijeme v praktické ¢asti prace pro modelovani poctu skod na
smlouvé za jeden rok.

Déle se podivame na zobecnény linearni model vhodny pro modelovani vyse
skody. V tomto piipadé predpokldddme nahodnou velicinu Y (vyse skody) s gama
rozdélenim s parametry « a p, viz (1.15). Hustotu rozdéleni pravdépodobnosti
ndhodné veliciny Y vyjadiime ve tvaru (2.5):

flysa,p) = == y® Ve =

L'(p)
= exp {ploga —log(I'(p)) + (p — 1) logy — ay} =

6]

—2) _ (—]og 2
=eXp{y( ») 1( g”)+plogp+(p—l)logy—log(F(p))}-

(2.18)
Z tohoto zéapisu vycteme kanonicky a disperzni parametr:
1
0=-=¢=-.
p p
Funkce b je ve tvaru:
b(0) = —log(—0). (2.19)

Stredni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny Y lze zapsat takto:

1 1
EY = ¥(0) = —5 = £, vary = a(9) v(0) = L = L

V tomto modelu je kanonicky link g(u) = —%.
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Zobecnény linearni model, kde predpokladame u vysvétlované nahodné velic¢iny
gama rozdéleni, vyuzijeme v kapitole 3 k modelovani vyse skody.

Dva zobecnéné linearni modely jsme si rozebrali podrobnéji. Nasledujici ta-
bulka 2.1 shrnuje vlastnosti i nékterych dalsich rozdéleni z rodiny exponencidlnich
rozdéleni.

rozdéleni N(u,0?) Po(¥) Alt(p) I'(a,p)

— )2 Vo — > TR
hustota \/2170 exp {—(y%/g) } 9 . i (1 — p)tv e yP-De—oy
o o? 1 1 %

b(0) 0%/2 e? log(1 + €?) —log(—0)
1(0) 0 e’ 15:19 _%
kanonicky link [ log 1 log( - fﬂ) _i
V(w) 1 T p(l —p) s

Tabulka 2.1: Charakteristiky nékterych rozdéleni souvisejici se zobecnénym line-
arnim modelem.
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Kapitola 3
Malé skody

V nasledujicich kapitolach si na konkrétnich datech ukazeme drive popsané
ruzné pristupy k vypoctu pojistného, resp. frekvence skod a vyse skod. Data pro
zpracovani poskytl vedouci diplomové prace. Jde o redlné data z jedné pojistovny,
kterd jsou upravena tak, aby nebylo mozné jednotlivé klienty /vozidla identifikovat
(napt. je z dat odstranéno jméno klienta, rodné ¢islo, registracni znacka, apod.).
V souboru smlouvy.txt (na ptilozeném CD ve slozce data) mame k dispozici idaje
o 146 768 smlouvach, jsou to napf. informace o pocatku a konci pojisténi, zda
jde o fyzickou ¢i pravnickou osobu, stari vozu, staii pojistnika, trvalé bydlisté
pojistnika a pocet obyvatel této obce, vykon motoru v kilowattech, objemova
ttida vozidla a dalsi. Vsechny smlouvy maji datum pocatku pojisténi 1. 1. 2011 a
konec pojisténi nejpozdéji 31. 12. 2011. Déle mame v souboru skody.txt (na prilo-
zeném CD ve slozce data) informace o 5 187 skoddach, které nastaly béhem jednoho
roku na smlouvach ze souboru smlouvy.txt. O kazdé skodé vime, na které smlouveé
se stala a jak vysoké pojistné plnéni bylo vyplaceno.

Pfi zpracovani dat se soustiedime zvlast na tzv. malé a velké Skody. Volime
tento pristup, protoze se chceme vyhnout situaci, kdy jedna velka skoda ovlivni
danou kategorii smluv. (Napf. smlouvy spadajici do urcité kategorie maji nejvetsi
pocet skod v rozmezi 50 000-100 000 K¢, ale jedna smlouva v této kategori ma
skodu za 10 000 000 K¢. Kvili jedné extrémné vysoké skodé by byla celd kategorie
povazovana za vice rizikovou.) Nejdfive si tedy uréime hranici, podle které skodu
prifadime bud k malym ¢ velkym skoddm. Navic od hranice pozadujeme, aby
pocet velkych skod pomoci ni uréenych byl dostatecné velky pro samostatnou
analyzu.

V souboru skody.txt se vyskytuji i pojistna plnéni v nulové vysi — tyto skody
vyfadime a nebudeme dale uvazovat, protoze nemaji vliv na stanoveni nettopo-
jistného, kdy se soustiedime pravé na pokryti pojistnych plnéni. Pravdépodobné
jde o skody, které byly nahlasené, ale pojistné plnéni je nulové, pripadné to muzou
byt chybné registrované skody. Naopak pii vypoctu bruttopojistného bychom je
méli do vypoctu zahrnout, protoze pojistovna vynalozi ndklady na likvidaci téchto
skod.

Po vytazeni nulovych skod ndm zustava 4 978 skod. Nejmensi skoda byla
ve vysi 210 K¢, nejvyssi skoda dosahla vyse 13 856 463 K¢, prumérna skoda je
za 47 983 K¢, median ma hodnotu 19 988 Ké. Podivejme se na rozlozeni skod do
500 000 K¢ — to je zndzornéno histogramem na obréazku 3.1. Nejvice skod (4 607)
je do vyse 100 000 Ké (viz podrobnéjsi histogram na obrazku 3.2), naopak skody
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Obrazek 3.1: Histogram vysi skod do 500 000 Ke.
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Obrazek 3.2: Histogram vysi skod do 200 000 Ké.
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nad 200 000 K¢ uz nejsou tak casté (118 skod vétsich nez 200 000 K¢). Hranici
pro rozdéleni malych a velkych skod proto zvolime v intervalu (100 000, 200 000).
Zvolme si hranici 150 000 K¢, pocet skod v intervalu (100 000, 150 000] je 185,
oproti tomu pocet skod v intervalu (150 000, 200 000] je uz jen 68. Pfesny pocet
skod nad 150 000 K¢ je 186, coz je dostatecné mnozstvi pro zkoumani rozlozeni
vysokych skod. Tato hranice spliuje vyse uvedena kritéria a proto budeme déle
povazovat Skody rovny nejvyse 150 000 K¢ za malé a skody vétsi nez 150 000 Keé
budeme povazovat za velké. V této kapitole se budeme vénovat malym skodam,
o velkych skodach pojednava kapitola 4.

3.1 Skodni frekvence

Nejdiive se podivame na nejjednodussi zpusob vypoctu frekvence malych skod,
resp. poc¢tu malych skod na smlouvé za rok. Frekvenci vypocteme podle vztahu
(1.3) pouze jako podil celkového poctu malych skod a celkové expozice, pro dand
data tedy mame:

. 4792
'f

= - 77 - . 1
127 271,39 0,087 7 (3.1)

Nyni pristoupime k vypoctu frekvence skod zpusobem, ktery jiz vyuziva ka-
tegorizaci smluv podle proménnych (budeme vyuzivat vztah pro frekvenci (1.5)).
Budeme uvazovat proménné diive v praxi standardné vyuzivané k vypoctu po-
jistného, resp. frekvence skod. Zaméfime se na proménnou vék pojistnika (zkréce-
né budeme proménnou oznacovat vék), objem motoru (zkracené objem) a pocet
obyvatel obce, kde mé pojistnik trvalé bydlisté (zkrdcené meésto).

Nejprve si vhodnym zpusobem zvolime kategorie proménnych. Pokud to bude
mozné, budeme jich pro jednoduchost a prehlednost volit radéji mensi pocet.
Navic od kazdé kategorie ocekavame dostateény pocet pozorovani.

Proménnou vék si rozdélime do ti{ kategorii podle véku klienta, zkusime si zvo-
lit kategorie do 29 let, od 30 do 59 let a nad 60 let (véetné sedesétiletych). Navic
vsak k témto kategoriim pribudou jesté dvé skupiny klientu — jedna s oznacenim
firma a dalsi s oznacenim Null. Kategorie firma obsahuje smlouvy, které maji
v puvodnim souboru smlouvy.txt ve sloupci s nazvem ,druh_osoby“ hodnotu
LLC (= IC), jde o firemni vozidla, u nichz nezname vék tidice, resp. pojistnika.
V kategorii Null jsou zatrazeni klienti, ktefi nejsou vedeni mezi firmami (muze jit
o chybu), ale ani nemaji zaznamenédn vék (resp. rok narozeni).

Na obrazku 3.3 mame znazornény graf, kde na svislé ose vlevo mame stupnici
pro frekvence skod a svisla osa vpravo je stupnici pro expozice. Na vodorovné
ose jsou jednotlivé kategorie proménné vék, kde ,< 30“ je oznaceni pro vékovou
kategorii do 29 let, ,< 60“ reprezentuje vékovou kategorii 30-59 let, ,> 60
oznacuje vékovou kategorii nad 60 let, ,Null“ a ,firma“ postupné znaci kategorii
Null a firma. Podobnym zpusobem jsou znaceny i dalsi grafy (resp. vodorovné
osy grafu) v praci.

Pro kazdou kategorii mame teckou vyznacenu frekvenci skod (vypocteno podle
(1.4)) a sloupcem celkovou expozici dané kategorie. Frekvence skod jednotlivych

27



0.081 170000

0,05 160000

004" \\ 150000
‘ 240000

0,03f

; 130000
002 120000
001} 110000
0,00 | 10

<30 < 60 > 60 Null firma

Obrézek 3.3: Frekvence (tecky) a expozice (sloupce) véku v jednotlivych kate-
goriich.

kategorii jsou navic spojeny plnou ¢arou, aby byla naznac¢ena zména oproti sou-
sednim kategoriim. 7 obrazku vidime, ze méa smysl zavadét takovou kategori-
zaci, protoze tak oddélime rizikovéjsi skupiny od téch méné rizikovych. Vzhledem
k pomérné malé expozici kategorie Null a blizkosti jeji frekvence skod k frekvenci
skod kategorie firma, tyto dvé kategorie slouc¢ime a vzniklou kategorii oznac¢ime
firma. V ramci proménné vék budeme tedy déale uvazovat tyto ¢tyti kategorie:
do 29 let, od 30 do 59 let, nad 60 let a firma.

Déle si stanovime vhodné kategorie pro proménnou objem. Diive se pii sta-
novovani pojistného (resp. frekvence skod) standardné vyuzivalo téchto 5 kate-
gorii: do 1 000 cecm, 1 001-1 350 ccm, 1 351-1 850 ccm, 1 851-2 500 ccm a
nad 2 500 ccm. Vstupni soubor smlouvy.txt ndm vsak nabizi tuto kategorizaci
objemu: do 1 000 ccm, 1 001-1 350 ccm, 1 351-1 400 cem, 1 401-1 850 cem, 1 851
2 500 ccm a nad 2 500 cem. Je vidét, ze z kategorie 1 351-1 850 ccm se vyclenila
nova kategorie 1 351-1 400 ccm, protoze se jeji frekvence vymykd rostoucimu
trendu. Téchto 6 kategorii vidime na obrazku 3.4, kde frekvence jsou zobrazeny
pomoci tecek (méritko — svisld osa vlevo) a expozice pomoci sloupcu (métitko
— svisld osa vpravo) pro jednotlivé kategorie (vodorovné osa). Tuto kategorizaci
vyuZzijeme.

Zbyva si urcit vhodné kategorie proménné mésto. Zkusime si nejdiiv vytvorit
vice kategorii a nasledné slouc¢ime ty kategorie, které maji podobnou frekvenci
skod. Zvolime si tyto kategorie: pocet obyvatel do 1 999, 2 000-9 999, 10 000—
24 999, 25 000-64 999, 65 000-99 999, 100 000-499 999, nad 500 000, kde ka-
tegorie nad 500 000 obyvatel obsahuje pouze Prahu. Podivame se na frekvence
v jednotlivych kategoriich — ty nam reprezentuje spojnicovy graf na obrazku
3.5, méritkem frekvence je svisla osa vlevo. V grafu mame pomoci sloupcu za-
znaceny expozice pro jednotlivé kategorie se stupnici na svislé ose vpravo. Podle
grafu si tedy slou¢ime prvni 3 kategorie a ¢tvrtou az Sestou kategorii, Prahu
ponechdme oddélené. Takze pro proménnou mésto mame kategorie do 24 999
obyvatel, 25 000-499 999 a nad 500 000 obyvatel.

Pro uvazované proménné (vék, objem, mésto) mame uréeny kategorie, nyni pro
kazdou kategorii vSech uvazovanych proménnych spocteme frekvenci skod podle
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Obrézek 3.4: Frekvence (tecky) a expozice (sloupce) objemu v jednotlivych kate-
goriich.
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Obrazek 3.5: Frekvence (tecky) a expozice (sloupce) mésta v jednotlivych kate-
goriich.

(1.4) (vétsinu z nich vsak jiz mdme spoctenu). Tyto frekvence spolu s poctem
skod a expozici pro jednotlivé kategorie vybranych proménnych shrnuje tabulka
3.1.

U klienta s konkrétnimi kategoriemi véku, objemu a mésta chceme znat od-
had poctu skod, které na smlouvé za rok vzniknou. Tuto frekvenci (pocet skod
na smlouvé za rok) odhadneme podle (1.5) jako geometricky prumeér frekvenci
jednotlivych kategorii.
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Kategorie véku  Pocet skod Soucet expozici Frekvence

<29 336 7 086,12 0,047 42
30-59 2596 74 036,02 0,035 06
> 60 794 25 873,46 0,030 69
firma 1066 20 275,80 0,052 58
Kategorie objemu
< 1000 ccm 123 4 971,98 0,024 74
1 001-1 350 ccm 1015 29 910,39 0,033 93
1 351-1 400 cem 714 22 231,43 0,032 12
1 401-1 850 cem 1161 31 234,70 0,037 17
1 851-2 500 ccm 1567 34 711,96 0,045 14
> 2 501 cem 212 4 210,93 0,050 35
Kategorie mésta
<24 999 2156 68 861,65 0,031 31
25 000499 999 1781 40 833,63 0,043 62
> 500 000 855 17 576,11 0,048 65

Tabulka 3.1: Frekvence pro jednotlivé kategorie.

3.2 Skodni frekvence — GLM

Nyni se ve slozitosti stanoveni frekvence skod posuneme o kus dal a budeme
se zabyvat vyuzitim zobecnéného linearniho modelu (GLM). Odhadujeme pocet
skod, které vzniknou na jedné pojistné smlouvé za jeden rok. Pro vysvétlovanou
proménnou volime z rodiny exponencidlnich rozdéleni Poissonovo, linkovou funkeci
volime logaritmus (tedy kanonicky link). Jako vysvétlujici proménné opét vy-
bereme vék, objem a mésto, navic vSak priddme proménnou osoba, kterd nese
informaci o tom, zda je klientem Zena, muz ¢i pravnicka osoba.

Kategorii véku volime vice nez v predchozi ¢asti, abychom lépe vystihli mladsi
rizikovéjsi kategorie klientu. Mame tyto vékové kategorie: 18 let, 19 let, 20-21,
22-25, 2629, 30-49, 5064, 65 a vice let a firma. Kategorie objemu vyuzijeme ty,
které mame k dispozici v puvodnim souboru smlouvy.txt: objem do 1 000 ccm,
1 001-1 350 ccm, 1 351-1 400 ccm, 1 401-1 850 ccm, 1 851-2 500 ccm a nad
2500 ccm. Proménnou meésto kategorizujeme stejné jako v predchozi ¢asti na
meésto do 24 999 obyvatel, 25 000499 999, nad 500 000; proménnéa osoba jiz
byla zminéna — ta ma tyto tii kategorie: zena, muz a firma. Do modelu tedy
vstupuji 4 kategoridlni proménné (vék @, osoba @y, objem x3, mésto x,), model
si oznacime ,,GLM 4“.

V datovém souboru se nachézeji smlouvy, kterym chybi nékteré udaje —
tyto smlouvy vyradime, nebudou souc¢asti modelu. Tento krok si muzeme dovolit,
protoze pocet vyrazenych smluv je vzhledem k celkovému poc¢tu smluv zanedba-
telny.

Zobecnény linearni model vytvarime v programu Wolfram Mathematica 8.0,
kde vyuzivame zabudovanou funkci ,,GeneralizedLinearModelFit“. V modelu vy-
uzijeme moznosti pridani vah k jednotlivym pozorovanim — témito vahami bu-
dou expozice u jednotlivych smluv.

V priloze A v tabulce A.1 najdeme vystup modelu ze softwaru. Odhady pa-
rametru modelu jsou ve sloupci Estimate. Pro odhad stredni hodnoty EY; poctu
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skod na i-té smlouvé za rok mame:

fis = g7 (Bo + Brxir + BoTin + Baiz + Bais), (3.2)

kde f3y je pevné dany ¢len linearniho prediktoru (to je hodnota z prvniho fadku
tabulky, konkrétné v tomto modelu —2,73281). Parametr §; vybereme ten, ktery
odpovida kategorii klienta prvni proménné, dalsi parametry vybirdme analo-
gicky. Uvedeme si priklad: pro ¢tyticetiletého muze z Prahy s vozidlem o objemu
nad 2 500 ccm dostavame:

fi; = exp{—2,732 81 + (—0,105 991) + (—0,226 512) + 0+ 0} =
= exp{—3,065 313} = 0,046 64.

Mame tedy spocteny parametr Poissonova rozdéleni, snadno uz pak dopocitame
napiiklad pravdépodobnost, ze dany klient nebude béhem jednoho roku bourat:
exp{—0,046 64} = 0,954 43.

Déle vyuzijeme model ,GLM 4“ a pro kazdou smlouvu si spocteme predikci
poctu skod. Pomoci téchto predikei si spo¢teme v ramci jedné kategorie dané
proménné podil souctu predikei a souctu expozici. Tento podil oznacuje frek-
venci odhadnutou modelem ,,GLM 4“. Porovname si tuto frekvenci s frekvenci
vypoctenou z dat, coz je podil souc¢tu pozorovanych poctu skod a souc¢tu expozici,
vSe v ramci jedné konkrétni kategorie.

Pomoci grafu na obrézcich 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 si pro jednotlivé kategorie regresoru
modelu ,,GLM 4“ porovname frekvence vypoctené z dat (sloupce) a frekvence od-
hadnuté modelem (tecky). Na v8ech obrazcich vidime, ze odhad frekvenci (frek-
vence jsou vynaseny na osu y) pro jednotlivé kategorie proménnych (kategorie
proménnych jsou symbolicky oznaceny na ose z) se blizi skute¢nosti.

y y
L L] L]
[ 005}
0,15/ .
[ 004}
L L) [ ]
0,101 003}
[l L]
[ 002}
0,05 . *
[ It . 001}
(L, | X
18 19 <22 <26 <30 <50 <65 =65 firma firma M VA
Obrazek 3.6: ,GLM 4¢, vék Obrazek 3.7: ,GLM 4¢, osoba

Zkusme si ale tento model pro proménnou, ktera v modelu neni zahrnuta. Pro
vyzkouseni modelu ,GLM 4“ zvolime proménné vykon motoru (zkracené vykon)
a hmotnost vozidla (zkrdcené hmotnost) a pro kazdou z nich vytvorime graf
frekvenci (frekvence na ose y) pro jednotlivé kategorie (kategorie na ose z), kde
sloupce znaci frekvenci vypoctenou z dat a tecky odhadnutou frekvenci na zékladé
modelu. Hodnoty proménné vykon rozdélime do téchto kategorii: do 44 kW, 45—
49 kW, 50-54 kW, 55-59 kW, 60-64 kW, 65-69 kW, 70-74 kW, 75-79 kW,
80-84 kW, 85-94 kW, 95-104 kW, 105-124 kW, 125-139 kW, 140 kW a vice.
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Pro hodnoty proménné hmotnost zvolime nésledujici kategorizaci: do 1 499 kg,
1 500-1 799 kg, 1 800-1 999 kg, 2 000 kg a vice. V grafech na obrazcich 3.10 a 3.11
vidime, ze proménna vykon neni modelem odhadovana zcela presné a u proménné
hmotnost to vypada, ze jiz je v . modelu zahrnuta. Nicméné obé dvé zminované
proménné zaradime do nové vytvoreného modelu.

/ ) y
005} L 005p .
L ¢ e — .
0,04; e o * I 0,04F
L —® . e *] —_— ] .
. b [ ]
003f 003L
002 002}
0,01 001}
45 <55 <65 <75 <85 <105 <140 X X
< < < < < < <
<50 <60 <70 <80 <95 <125 =140 <1500 <1800 <2000 = 2000
Obréazek 3.10: ,GLM 4%, vykon Obréazek 3.11: ,GLM 4, hmotnost

Nyni tedy vytvorime model ,GLM 6“ s témito vysvétlujicimi proménnymi:
vék a1, osoba xy, objem xj3, vykon x4, hmotnost x5 a mésto xg. Stejné jako
v predchozim modelu ,GLM 4“ i v tomto jsou proménné vék, osoba, objem a
meésto kategorialni se stejnym rozdélenim do kategorii. Nové pridané regresory
vykon a hmotnost vstupuji do modelu jako spojité proménné. Jinak se v modelu
nic neméni (opét volime Poissonovo rozdéleni, kanonicky link; expozice jako véhy
pozorovani).

Odhady parametru modelu jsou v piiloze A v tabulce A.2.

V tomto modelu se mj. zaméfime na to, zda dostavame lepsi odhady frek-
venci pro proménné vykon a hmotnost. Na obrazku 3.12 mame frekvence pro
proménnou vykon a na obrazku 3.13 pro proménnou hmotnost. Frekvence jsou
znazornény pro stejné kategorie proménnych jako v predchozim modelu, sloupce
reprezentuji frekvence vypoctené z dat, krouzky odhady frekvenci podle modelu
»,GLM 4% se ¢tyfmi proménnymi a vodorovné znacky jsou odhady frekvenci podle
modelu ,GLM 6 se Sesti proménnymi; na ose x lezi vzdy jednotlivé kategorie
proménné, na ose y jsou frekvence jednotlivych kategorii. Z obrazku neni na prvni
pohled ziejmé, zda je model se Sesti proménnymi lepsi pro odhadovani frekvence
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skod ve skupinach pridanych proménnych. Proto se zaméime na zménu frekvenci
v jednotlivych kategoriich oproti frekvenci v prvni kategorii.

y y
, T _
0,05¢ - 0,05[- o
[ e o
L - - | <o
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L L. e [T : — 004 ’~
[ = ] Qo
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Obrazek 3.12: ,GLM 6, vykon Obrazek 3.13: ,GLM 6, hmotnost

Na obrazcich 3.14 a 3.15 jsou grafy, kde na ose x jsou jednotlivé kategorie zkou-
mané proménné a osa y udava pomeér frekvence dané kategorie ku frekvenci prvni
kategorie (prvni kategorie mé teda vzdy hodnotu 1). Grafy jsou v obrazku vzdy
zobrazeny tii — carkované znac¢ime spojnice hodnot pro skuteéna data, plnou
¢arou spojnice hodnot vypoctenych z modelu se Sesti proménnymi (,,GLM 6%)
a konecné teckované spojujeme podil frekvenci vypoctenych z modelu se ¢tyimi
proménnymi (,,GLM 4).

y
1,8 [ y
I / 15F
181 -® 14f
14+ 13r
[ 1.2
12+ , L
L ! L
Il l’lj
/ L
* g L L L L L L L L L L 7
L L L
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<45 <55 <65 <75 <85 <105 <140 <1500 <1800 <2000 = 2008

<50 <60 <70 <80 <95 <125 =140
Obrazek 3.14: ,GLM 6“, vykon — Obréazek 3.15: ,GLM 6“, hmotnost —

zmeéna zmeéna

U obou proménnych vidime, ze skute¢ny narust frekvence v jednotlivych ka-
tegoriich oproti prvni kategorii je ve vétsiné piipadiu 1épe popsan zobecnénym
linedrnim modelem se Sesti proménnymi (,,GLM 6“). V grafu je tato skutecnost
lépe pozorovatelnd pro kategorie vykonu od 75 kW a vyssi, pro skupiny hmotnosti
od 1 800 kg a vyssi.

Nyni si vyzkousime model ,,GLM 6“ pro dalsi proménné, které nejsou zahr-
nuty v modelu jako regresory. Podivame se na proménnou palivo a nové vozidlo.
Palivo je kategorialni proménnd se tfemi skupinami — benzin (znacka ,B*), die-
sel (znacka ,D“) a plyn (znacka ,G“). Proménna nové vozidlo ma dvé kategorie:
SN“a 0% kde ,N* (jako ,nové“) oznacuje vozidla stard nejvyse jeden rok a ,O¢
(jako ,0jeté“) symbolizuje vozidla stara dva roky a vice.
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V grafech si opét na osu x umistime jednotlivé kategorie dané proménné a na
osu y zaneseme vypoctené frekvence; sloupecky znaci skuteénou frekvenci podle
datového souboru, tecky reprezentuji frekvence odhadnuté modelem ,,GLM 6.
Graf pro palivo je na obrazku 3.16 a graf pro nové vozidlo je na obrazku 3.17.
Vidime, ze odhady podle modelu se odchyluji od skutecnych frekvenci v ramci
kategorii vybranych proménnych.
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Obréazek 3.16: ,GLM 6%, palivo Obréazek 3.17: ,GLM 6%, nové vozidlo

M¢jme déle palivo a nové vozidlo jako dalsi dva regresory v zobecnéném
linedrnim modelu. Vytvoiime tedy dalsi model (,,GLM 8%) s témito vysvétlujicimi
proménnymi: vék a;, osoba xs, objem a3, vykon x4, hmotnost x5, palivo g,
meésto 7 a nové vozidlo xg. Kromé spojitych proménnych vykon a hmotnost jsou
vSechny ostatni kategorialni, kde kategorie jsou pro ptislusné regresory stejné jako
v ,GLM 6. Noveé pfidané palivo a nové vozidlo maji vyse zminéné kategorie, tedy
postupné B, D, G a N, O.

Odhady parametru modelu jsou v piiloze A v tabulce A.3.

Podivame se, jak model ,GLM 8“ odhaduje frekvence jednotlivych kategorii
nové pridanych proménnych palivo a nové vozidlo a tyto odhady srovname s frek-
vencemi vypoctenymi z dat a s odhady pomoci modelu ,,GLM 6. Na obrazcich
3.18 a 3.19 méame na ose x kategorie daného regresoru a na ose y frekvence;
sloupce znac¢i hodnoty vypoctené z dat, krouzky zastupuji odhady z ,GLM 6
a vodorovné znacky symbolizuji hodnoty odhadnuté pomoci ,GLM 8. Muzeme

fici, ze zkoumané frekvence jsou v obou piipadech lépe odhadovany modelem
,GLM 8.
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Obrazek 3.18: ,,GLM 8%, palivo Obrazek 3.19: ,,GLM 8%, nové vozidlo
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Zaméime se na zmeény frekvenci v ramci jednotlivych kategorii u nové prida-
nych proménnych — podivame se na pomér frekvence dané kategorie ku frekvenci
kategorie prvni. Na obrazku 3.20 vidime pro jednotlivé kategorie regresoru palivo
(osa ) zménu frekvence oproti frekvenci v prvni kategorii (zména frekvence na ose
y), kde ¢érkované spojujeme hodnoty pro skutecnd data, plnou ¢arou znacéime
spojnice hodnot vypoctenych z modelu ,,GLM 8“ a teckované spojnice hodnot
vypoctenych z modelu se Sesti proménnymi (,,GLM 6%). Obrazek 3.21 bychom
popsali analogicky pro proménnou nové vozidlo.

y y
135 114f
130f 112,
1,25} 110°
1,20 1,08
1,15 1,06§
1,10¢ 1,04}
1,05} 102}
X N 5 X
Obrazek 3.20: ,GLM 8%, palivo — Obréazek 3.21: ,GLM 8“, nové vozidlo
Zmena — zmena

Model ,,GLM 8 ve zkoumaném ohledu v obou piipadech 1épe vystihuje po-
zorovand data nez model ,GLM 6%.

Opét si zkusime modelem ,,GLM 8“ odhadnout frekvenci u dalsich promén-
nych, které v modelu zatim nefiguruji jako regresory. Zvolime si proménné bonus
a historie. Bonus vyjadiuje, v jaké bonusové tiideé se klient nachazi a v datovém
souboru nabyva téchto hodnot: —1; —0,9; —0,7; —0,6; —0,5; —0,4; —0, 3; —0, 2;
—0,1;0;0,05;0,1;0,15;0,2;0,25;0,3;0,35;0,4; 0,45; 0, 5, kde napt. hodnota —1
vyjadruje, ze klient m4 prirdzku k pojistnému ve vysi 100%, hodnota 0 znamena,
ze klient nemad ani slevu ani pfirazku a napi. hodnota 0, 5 ¥ika, ze klient m& 50%
slevu. Zavedeme si kategorie podle hodnoty bonus.

Na obrazku 3.22 mame na ose x jednotlivé kategorie proménné bonus, na ose y
jsou frekvence; pro kazdou kategorii nam sloupec znaci skutec¢nou frekvenci v dané
kategorii vypoctenou na zékladé datového souboru a tecka reprezentuje frekvenci
stanovenou podle modelu ,,GLM 8. V grafu vidime, ze predevsim zaporné hod-
noty bonusu nejsou modelem ,,GLM 8* dobfte vystihnuty.

Proménna historie nam 1ikd, kolik vzniklo pojistnych udalosti na vsech po-
jistkach klienta za poslednich 5 let. V rdmci této proménné si vytvorime kategorii
pro 0 skod a kategorii pro 1 a vice skod. Graf na obrazku 3.23 ukazuje, jak se
lis{ frekvence jednotlivych kategorii vypoctené z dat (sloupce) a pomoci modelu

,GLM 8% (tecky).

Vytvoiime si dalsi zobecnény linedrni model, ktery bude mit stejnych osm
regresoru se stejnymi kategoriemi jako model ,GLM 8%, navic vSak bude mit
regresory bonus a historie. Tento novy model si oznacme ,,GLM 10“. Jesté si
shriime vsSech deset regresort: bonus @1, vykon x5, hmotnost @3, palivo 4, objem
x5, mésto xg, osoba @7, vék xg, nové vozidlo xgy, historie xqg.

Odhady parametri modelu jsou v piiloze A v tabulce A.4.
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Obrézek 3.22: . GLM 8, bonus Obrézek 3.23: ,GLM 8", histo-
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Opét se podivame, zda model ,GLM 10“ odhaduje frekvence proménnych
bonus a historie lépe nez ,,GLM 8“ — to vidime na grafech na obrazcich 3.24 a
3.25. Muzeme fici, ze zahrnutim proménnych do modelu dostavame lepsi odhady.
Je treba vsak zduraznit, ze pro kategorie bonusu se zdpornymi hodnotami méame
k dispozici velmi malo pozorovani.
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Obrazek 3.24: ,GLM 10%, bonus Obrazek 3.25: ,GLM 107, his-

torie

U proménné bonus porovnejme zmény frekvenci v jednotlivych kategoriich
oproti frekvenci v kategorii 0 (na rozdil od predchozich piipadu to neni prvni
kategorie, ale na prislusném grafu lezi priblizné uprostied). Vytvoiime si grafy
stejnym zpusobem jako v predchozich pripadech, tedy na osu x umistime jednot-
livé kategorie, na osu y podil frekvence v dané kategorii a frekvence v kategorii 0.
Spojnice podilu frekvenci jsou ¢arkované, plné a teckované, postupné pro hodnoty
vypoctené z pozorovanych dat, z modelu ,GLM 10 a z modelu “GLM 8.

Podobné vytvoiime grafy pro proménnou historie (zde také vztahujeme frek-
vence ku frekvenci v kategorii 0). Podle obrazku 3.26 a 3.27 lze tici, ze zmény
frekvenci vypoctené podle modelu ,,GLM 10“ lépe popisuji skutecnost nez zmény
frekvenci vypoctené podle modelu ,,GLM 8.
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Obrazek 3.26: ,GLM 10, bonus — zména Obrézek 3.27: ,GLM 107,

historie — zména

Model ,GLM 10 je potfeba jesté mirné upravit, aby byl splnén pokyn k uplat-
novan{ smérnice Rady 2004/113/ES v pojistovnictvi. Je tfeba, aby bylo dodrzeno
pravidlo stejného pristupu k obéma pohlavim, tudiz nahradime v modelu ,,GLM 10
regresor a7 osoba proménnou RCIC. Tato proménnd ma pouze dvé kategorie: RC
a IC, kde RC oznacuje smlouvu s rodnym ¢islem (fyzickou osobu) a IC znaci kli-
enta s identifikaénim ¢islem osoby (pravnickou osobu). Tento pozménény model
ozna¢me ,,GLM*, odhady parametru modelu jsou v priloze A v tabulce A.5.

V prubéhu vytvareni modelu jsme jednotlivé zobecnéné linedarni modely ne-
srovnavali jen na zédkladé grafického zobrazeni, ale srovnavali jsme je i pomoci
statistickych kritérii. Shrnuti téchto kritérii pro jednotlivé modely nalezneme
v tabulce 3.2, kde AIC znac¢i Akaikeho informacni kritérium, LRI je McFaddenuv
index podilu vérohodnosti (likelihood-ratio index), Pearsony? oznacuje Pearso-
novu chi kvadrat statistiku a D je deviance. S teoretickymi vypocty jednotlivych
statistik jsme se setkali v ¢asti 2.3.

Model AIC LRI Pearsony? D

GLM 4  37948.4 0.0107959 142234 29397.5
GLM 6 379129 0.0111395 142072 29363.1
GLM 8  37890.0 0.0118176 141974 29334.2
GLM 10 36018.9 0.0153155 133686 27818.9
GLM 36040.8 0.0146740 133685 27842.8

Tabulka 3.2: Srovnani zobecnénych linedrnich modelu.

Po prozkoumani jednotlivych hodnot muzeme tici, ze nejlépe vychéazeji modely
s deseti proménnymi, pficemz model ,GLM®, ktery nerozliSuje mezi pohlavimi,
neni tak dobry jako model ,GLM 10%. Ptesto jako findlni model musime z legisla-
tivnich duvodu zvolit statisticky horsi model ,,GLM*.
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3.3 Severita

V této ¢asti se budeme vénovat vysi Skody. Zacneme nejjednodussim pristupem,
spo¢teme si pro dand data prumérnou vysi malé skody podle vztahu (1.9)

;. 133001 984

1799 = 28 798,41 Ke. (3.3)

Nyni pristoupime k otézce stanoveni vyse skody jinym zpusobem. Rozdélime
si smlouvy podle zvolenych proménnych do nékolika kategorii a v ramci kategorie
spocteme vysi prumérné skody. Proménné a jejich kategorie zvolime stejné jako pii
vypoctu frekvence v ¢asti 3.1. Mame tedy proménné vék, objem a mésto, vékové
kategorie jsou: do 29 let, od 30 do 59 let, nad 60 let a firma, pro objem méame
kategorie: do 1 000 ccm, 1 001-1 350 ccm, 1 351-1 400 ccm, 1 401-1 850 ccm,
1 851-2 500 cem a nad 2 500 ccm a pro mésto: do 24 999 obyvatel, 25 000-499 999
a nad 500 000 obyvatel.

Pro kazdou kategorii dané proménné si spoc¢teme prumeérnou vysi skody podle
(1.10), coz napfi. pro i-tou kategorii véku zapiseme takto:

|vek,vek;|

E Zvek,vek;k

_ k=1
Rvek,vek; = N o s (34)
vek,vek;

kde i-td veékova kategorie obsahuje celkem |vek, vek;| smluv, zyek vek,,. je vyse k-té
skody v i-té vékové kategorii a Nyeg ver; znaci pocet skod v i-té vékové kategorii.

Prumérné vyse skod, soucty skod a pocty skod v jednotlivych kategoriich
shrnuje tabulka 3.3. Pro konkrétniho klienta pak ocekavanou vysi skody “z do-
stavame podle (1.11) jako prumeér skod kategorii, do kterych dany klient spada.

Kategorie véku  Soucet skod Pocet skod Prumérna vyse skody

<29 10 059 059 336 29 937,68
30-59 73 105 533 2596 28 160,84
> 60 22 336 708 794 28 131,87
firma 32 500 684 1066 30 488,45
Kategorie objemu
< 1000 cem 3 571 723 123 29 038,40
1 001-1 350 ccm 28 288 351 1015 27 870,30
1 351-1 400 ccm 19 847 862 714 27 798,13
1401-1 850 cem 33 065 346 1161 28 480,06
1 851-2 500 cem 46 431 736 1 567 29 630,97
> 2 501 cem 6 796 966 212 32 061,16
Kategorie mésta
<24 999 60 758 566 2156 28 181,15
25 000-499 999 50 079 272 1781 28 118,63
> 500 000 27 164 146 855 31 770,93

Tabulka 3.3: Prumérné vyse skod pro jednotlivé kategorie.
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Podivame se blize na prumeérné skody v jednotlivych kategoriich v tabulce
3.3. Nejprve se zamérime na kategorie véku, zda je mezi prumérnymi vysemi skod
vyznamny rozdil. V programu Wolfram Mathematica 8.0 vyuzijeme zabudované
funkce ,LocationTest“, ta zvoli vhodny test pro zadana data (vstupem jsou vyse
skod dvou testovanych kategorif) a ovéif, zda medidny nebo praméry® vstupnich
dat muzeme povazovat za stejné. V ramci proménné vék tak dospéjeme k zaveéru,
ze mezi prumérnymi vysemi skod v jednotlivych kategoriich neni statisticky rozdil.

K podobnému zavéru dojdeme i v ptipadé proménné objem. S jinymi vysledky
se vsak setkdme u proménné mésto — zde totiz je vyznamny rozdil mezi fidici
z Prahy a mimo Prahu. Vypocet o¢ekdvané vyse skody %z bychom tedy mohli zre-
dukovat na pouhy vybér ze dvou moznosti: Praha/jind obec, pficemz pro Prahu
zustava 1z = 31 770,93 K¢ a pro jiné obce pak mame 7z = 28 152,87 Ké. Budeme-
li dale uvazovat pro odhad vyse skody pouze proménnou mésto se dvéma katego-
riemi (Praha/jind obec), pouZijeme oznaceni = (P).

Pro ocekdvanou vysi skody je mozné vyvinout zobecnény linedrni model.
V tomto piipadé predpokladdame gama rozdéleni u vysvétlované proménné. Prti
vystavbé modelu v8ak nardzime na situaci, kdy pomoci hodnoticich kritérii (AIC,
Pearsony? a dalsi) tézce vybirdme nejvhodnéjsi model. Konkrétni kritéria se totiz
u jednotlivych modelu 1is{ velmi mélo (viz tabulka A.6 v piiloze A). To muzeme
vysvétlit tim, Ze se nedd snadno tici, ktefi klienti (kterd kategorie jaké proménné)
zpravidla zapri¢inuji vyssi skody.

Zde vidime souvislost s jednoduchym piistupem ke stanoveni ocekdvané vyse
skody — ruzné seskupovani smluv nepiinasi uspokojivé vysledky.

Pokud bychom chtéli zobecnény linedrni model zde pouzit, vybrali bychom
podle tabulky A.6 v piiloze A model s témito proménnymi: vek (x3), mésto (xs),
palivo (x1). Odhady parametru tohoto modelu jsou rovnéz v priloze A v tabulce
A.7. Pro dalsi vypocet tento model oznac¢me severita GLM.

3.4 Nettopojistné

Tuto ¢dst zatneme pFfmym vypoctem nettopojistného (nettopojistné P a
Ip podle ¢asti 1.2.3). Déle zminfme stanoveni nettopojistného pomoci diléich
vysledku — frekvence a severity skod. Nasledné se budeme zabyvat srovnavanim
ruznych pristupu.

Nejdrive se podivame na nejjednodussi zpusob vypoctu nettopojistného podle
(1.18). Pro dand data mame nettopojistné

Ip - 138 001 984

= 108431 Keé. .
o7 27139 - BAsLke (3:5)

Vysledkem jednoduchého vypoctu je jednotnd sazba nettopojistného pro vsechny
smlouvy ve vysi 1 084 K¢. Tato castka vyjadiuje prumérné zatizeni na smlouvu
z hlediska skodnich nakladu.

1V nasich testovanych piipadech byl vzdy Mathematicou zvolen Mann-Whitney test, ktery
testuje shodnost median.
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Dalsi zpusob vypoctu nettopojistného jiz vyuziva ¢lenéni souboru smluv do ka-
tegorii podle proménnych. S timto postupem jsme se seznamili v ¢asti 1.2.3 a
podle néj nyni budeme hledat nettopojistné P.

Proménné a jejich kategorie volime stejné jako v ptipadé vypoctu frekvence
If a severity 2. Zaéneme vypoctem dilétho nettopojistného, napiiklad pro i-tou
kategorii véku podle (1.19) mame

|vek,vek;|
E Rvek,vek;y,
k=1

|vek,vek;|

E Woek,vek;y,
k=1

pokracujeme vybérem referenc¢nich kategorii. Ty volime podle nejvétsi expozice
nasledovné: u proménné vek to je kategorie 30-59 let, u proménné objem kategorie
1 851-2 500 ccm a u proménné mésto to je kategorie obei do 24 999 obyvatel. Dale
pocitame faktory u jednotlivych kategorii, napiiklad pro i-tou kategorii proménné
vék mame

P’Uek,veki = 5 (36>

P’Ue vVer;
— vek,vek; (3.7)

facvek,veki = Pvek,< 60’
kde P,k < 60 0znacuje dil¢i nettopojistné referencni kategorie véku, a to kategorie
30-59 let.

Podle vztahu (1.21) spoc¢teme prumérné faktory a nésledné bazickou hodnotu,
ktera v nasem piipadé vychazi nasledovneé:

1 i

]%vek : fTCobjem ’ chmesto (3.8)

1
N -1 084,31 = 991,206.
1,098 11 - 0,810 623 - 1,228 92 084,31 = 991,206

base —

Tabulka 3.4 ndm shrnuje diléi vypocty (soucty skod, soucty expozici a netto-
pojistné) a faktory.

Konkrétnimu klientovi pak spocteme nettopojistné “P podle vztahu (1.24),
kde bazickda hodnota ¢ini 991,206 K¢ a faktory potiebné k vypoctu nalezneme
v tabulce 3.4.

Vypocet nettopojistného pomoci zvlast spoctené frekvence a vyse skody spo-
¢iva pouze v jejich vyndsobeni.
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Kategorie véku  Soucet skod Soucet expozici Nettopojistné Faktor
<29 10 059 059 7 086,12 1 419,54 1,437 6
30-59 73 105 533 74 036,02 987,43 1,000 0
> 60 22 336 708 25 873,46 863,31 0,874 3
firma 32 500 684 20 275,80 1 602,93 1,623 3

Kategorie objemu
< 1 000 ccm 3571723  4971,98 718,37 0,537 0

1 001-1 350 cem 28 288 351 29 910,39 945,77 0,707 0

1 351-1 400 ccm 19 847 862 22 231,43 892,78 0,667 4

1401-1 850 cem 33 065 346 31 234,70 1 058,61 0,791 4

1 851-2 500 cem 46 431 736 34 711,96 1 337,63 1,000 0

> 2 501 cem 6 796 966 4 210,93 1614,13 1,206 7

Kategorie mésta

<24 999 60 758 566 68 861,65 882,33 1,000 0
25 000499 999 50 079 272 40 833,63 1 226,42 1,390 0
> 500 000 27 164 146 17 576,11 1 545,52 1,751 6

Tabulka 3.4: Dilci nettopojistné a faktory pro jednotlivé kategorie proménnych.

Nyni budeme porovnéavat jednotlivé zpusoby vypoctu nettopojistného — podi-
vame se na soucty nettopojistného. Ty nam shrnuje tabulka 3.5, kde prvni sloupec
nese informaci o zpusobu vypoctu frekvence skod, druhy sloupec obsahuje zpusob
vypoctu vyse Skod a tieti sloupec je vyplnén pouze ve dvou pripadech, a to v téch,
kdy byl pouzit ptimy vypocet nettopojistného. Jinak je nettopojistné pocitano
jako soucin frekvence a severity.

frekvence severita nettopojistné soucet nettopojistného (v K¢)
- - p 149 920 324
Tf L 149 920 324
- - np 152 786 696
Ty Iy - 149 176 163
Ty I (P) - 149 151 977
g L - 148 666 464
g Iy - 148 234 122
nf I (P) - 148 190 119
GLM I - 139 792 207
GLM I - 139 799 599
GLM T (P) - 139 776 896
GLM GLM - 144 747 108
g GLM - 151 621 619
i GLM - 152 028 697

Tabulka 3.5: Porovnani celkového nettopojistného (v K¢) spocteného ruznymi
zpusoby.

Pro jednoduchost a snadnou porovnatelnost pocitame nettopojistné u smluv,
kde mame vSechny potiebné idaje k dispozici. Soucet vsech malych skod na téchto
smlouvach cini 129 962 726 K¢. Toto je ¢astka, kterou chceme pokryt celkovym
nettopojistnym. Hodnoty souc¢tit odhadnutého nettopojistného u jednotlivych
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smluv mame ve ¢tvrtém sloupci tabulky 3.5. Ve druhém sloupci tabulky vidime
dva zplisoby vypoctu ocekdvané vyse skody s hornim levym indexem II (“z
a 1z (P)). Rozlisujeme tady vypocet &z podle (1.11) s pomoci tabulky 3.3 a
pod oznacenim “z (P) mdme na mysli stanoveni vyse §kody pomoci jediné pro-
ménné (mésto) se dvéma kategoriemi (Praha, jind obec) — jak jiz bylo uvedeno
v casti 3.3.

Nejblize je souc¢tu malych skod u danych smluv hodnota 139 776 896 Kc.
Tato hodnota podle tabulky 3.5 odpovida tomu, ze u vSech smluv jsme frekvenci
odhadli zobecnénym linedrnim modelem ,,GLM* a vysi §kod jsme odhadli 7z (P),
odhadnutou frekvenci skod a vysi skod jsme vynasobili a provedli soucet pres
uvazované smlouvy.

Pro dalsi vypocty budeme uvazovat nettopojistné jako souc¢in frekvence a
severity, kde frekvenci odhadujeme zobecnénym linedrnim modelem ,GLM® a
severitu odhadujeme jako 7z (P).
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Kapitola 4
Velké skody

V této kapitole se budeme vénovat velkym skodam, tedy tém skodam, které
prevysuji 150 000 K¢ (tuto hranici jsme si definovali na zac¢atku 3. kapitoly).

Zacneme nahlédnutim na frekvenci a prumérnou vysi velkych skod, provedeme
jednoduché vypocty podle (1.3) a (1.9).

Oznaéme Ny pocet velkych skod, frekvenci velkych skod Ify pak zapiSeme a
spoc¢itame pro nase data nasledovneé:

i~ Ny 186
Voo 127 271,39

>
k=1

Déle méjme Zj, velkou skodu na k-té smlouvé. Pro vysi skody pak méame:
2%
I 1 100 855 181
ZV = _=
Ny 186
V tabulce 4.1 mame porovnani frekvence a vyse skod pro malé a velké skody.

Vidime, ze velké skody nenastavaji tak casto jako malé skody, zato vyse velkych
skod je nékolikanasobné vyssi.

= 0,001 46. (4.1)

= 542 232,16 K¢. (4.2)

If IZ
malé skody 0,037 7 28 798
velké skody 0,001 5 542 232

Tabulka 4.1: Prumérnda frekvence a vyse malych a velkych skod.

Nyni provedeme jednoduchy pifmy vypoéet nettopojistného P, pro velké
skody podle (1.18):

D%
— 100 855 181
I k=1 : .
Py = = =1792,44 K 4.
Ve o7 o130 | ddke (43)
D
k=1
I zde samoziejmé plati rovnost (1.26):
IPV = fv 'IZV. (44)
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Déle se zamérime se na vyse velkych skod. Pokusime se popsat pozorované
vyse velkych skod pomoci vhodného rozdéleni pravdépodobnosti, budeme uva-
zovat Paretovo rozdéleni, gama rozdéleni a logaritmicko-normalni rozdéleni. To
rozdéleni, které bude pozorovand data vystihovat nejlépe, lze pouzit k mode-
lovani budoucich vysi velkych skod. Nebudeme se podrobnéji zabyvat napi. ex-
ponencialnim rozdélenim, protoze pravdépodobnost vyskytu vysokych skod je
znacné podcenéna (viz kapitola 1). Ze stejného duvodu se jako nedostacujici
ukazalo i Weibullovo rozdéleni.

V programu Wolfram Mathematica 8.0 si pomoci zabudované funkce ,Fs-
timatedDistribution“ aplikované na pozorované vyse velkych Skod odhadneme
parametry k, o« a pu Paretova rozdéleni typu II daného touto hustotou rozdéleni
pravdépodobnosti (jde o hustotu (1.14) z 1. kapitoly):

fla)=ak(k+z—p)™'7% > p.
Dostavame tyto odhady parametru:

k= 126132,30; & = 1,179 337 a i = 150 014. (4.5)

Stejnym zpusobem si pomoci softwaru odhadneme parametry o a p gama
rozdéleni s hustotou rozdéleni pravdépodobnosti (hustota (1.15) z 1. kapitoly):

f(z) = —— 2P Ve 2 >0,
W= 1)

Odhady parametru mame tyto:

& = 396024 x 107" a p = 0,214 737. (4.6)

Postup zopakujeme pro odhad parametru logaritmicko-normélniho rozdéleni
s hustotou rozdéleni pravdépodobnosti (jako (1.17) v 1. kapitole):

F) = —— exp (—M) v 0.

2mox 202

Pro parametry p a ¢ mame tyto odhady:

o= 12,689 398 a o = 0,787 748. (4.7)

Méme tedy odhadnuta pravdépodobnostni rozdéleni a nyni si otestujeme,
které nejlépe popisuje pozorovana data. Opét vyuzijeme software Mathematica,
tentokrat nam poslouzi funkce ,DistributionFitTest“, pomoci jiz zjistime, zda
data maji dané rozdéleni. Nulovou hypotézou je vzdy situace, kdy pozorované
hodnoty povazujeme za data pochézejici z testovaného rozdéleni, alternativni hy-
potézou je opak (data nepochézeji z testovaného rozdéleni).

Vysledkem testu jsou tyto p-hodnoty:

rozdéleni | Paretovo II gama log-normalni
p-hodnota 0,753 4,44 x 10716 529 x 107
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Mathematica automaticky pouzila pro testovani rozdéleni Cramér-von Mises test.
O datech lze tedy Tici, ze maji priblizné Paretovo rozdéleni s distribu¢ni funkei

1
Ho=1- >1 14. 4.
(@) (147,928 18 x 10-6(x — 150 014))1179 347 z > 150 0 (4.8)

Pro nazornost si porovnejme uvazovana rozdéleni graficky. Na obrazku 4.1 jsou
zobrazeny distribu¢ni funkce Paretova rozdéleni — vykresleno ¢arkované, gama
rozdéleni — teckované a logaritmicko-normalni rozdéleni — znézornéno plnou
Sedou carou. V grafu vidime ¢ernou schodovitou kiivku — to je empiricka dis-
tribu¢ni funkce vypoctena z pozorovanych dat. Je vidét, ze nejblize ma empiricka
distribuéni funkece k ¢drkované distribu¢ni funkei (tedy k Paretovu rozdéleni).

F(x)
1,0r [ S

0,8
0,61
04

0,2

1x 108 2x10° 3x10° 4%10°

Obrazek 4.1: Distribuéni funkce Paretova rozdéleni (¢arkované), gama rozdélent
(teckované), logaritmicko-normdlniho rozdéleni (plnd Sedd) a empiricka dis-
tribuéni funkce (schodovité ¢ernd).

Porovnejme si rozdéleni velkych skod naseho datového souboru s rozdélenim
(empirickym) velkych skod z ¢eského trhu. Mame k dispozici data z celého ¢eského
trhu pojisténi odpovédnosti z provozu motorového vozidla z let 2000-2008 (datal
jsou v souboru LargeClaims_2008.xIsx na ptilozeném CD ve slozce data). Pro kazdy
rok mame tudaj o celkovém poctu nahldsenych skod v urcitych intervalech vysi
skod. Zname celkovy pocet skod pro dané roky a z dostupnych dat snadno
dopocteme pocet skod nad 150 000 Ké (tedy pocet téch skod, které povazujeme
za velké).

Pro velké skody si spocteme celkovy pocet skod v letech 2000-2008 v danych
intervalech, dostavame tak nasledujici tabulku:

!Data poskytl vedouci diplomové prace.
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interval vyse skody (v Ké) prumérna skoda pocet skod

150 001-200 000 175 000,5 43 132
200 001-300 000 250 000,5 22 931
300 001-400 000 350 000,5 9 164
400 001-500 000 450 000,5 4 822
500 001-1 000 000 750 000,5 7219

1 000 001-2 000 000 1 500 000,5 2 768

Pomoci této tabulky a softwaru si odhadneme empirickou distribuéni funkci roz-
déleni vyse velké skody trznich dat. Jelikoz neméame k dispozici presné vyse skod,
ale pouze intervaly, pouzijeme pro odhad distribuéni funkce prumérné hodnoty
intervalt. Empirickou distribu¢ni funkei velkych skod trznich dat méame zakres-
lenu v obrazku 4.2 jako ¢ernou schodovitou kiivku. Ve stejném obrazku je také
zakreslena empirickd distribu¢ni funkce velkych skod naseho datového souboru
(Seda kiivka) a teckované zde méame distribuéni funkei Paretova rozdéleni (4.8).
Vidime, Ze uvazované empirické distribuéni funkce jsou si blizko, byt provedeny
Kolmogorov-Smirnovuv test jednoznacné zamitd hypotézu shodnosti rozdéleni
(coz neni prekvapivé vzhledem ke konstrukei empirické distribuéni funkce trznich
velkych skod).

F(X)
10r N

0,8F

06} |/

04/

0,27

I 2x10F 8x10F 4x10° X
Obrazek 4.2: Empiricka distribu¢ni funkce velkych skod trznich dat (Cerné), em-
pirickd distribuéni funkce velkych skod naseho datového souboru (sedé) a dis-
tribucni funkce Paretova rozdéleni (4.8).

Pti odhadovani vyse velké skody se v tomto pripadé nebudeme spoléhat jen
na vlastni data (mame na mysli data ze soubortu smlouvy.txt a skody.txt), ale
vyuzijeme i trzni data, kterd mame k dispozici. Podivame se na vyuziti kredibility
podle (1.28), pficemz namisto pojistného uvazujeme vysi velké skody.

Vlastnich pozorovani s velkymi skodami mame 186, jde o velké skody béhem
jednoho roku. Prumérna vyse velké skody je 542 232,16 Ké. V souboru Lar-
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geClaims_2008.xlsx mame za 9 let celkem 92 342 velkych skod z ¢eského trhu.
Prameérna velkd skoda za 9 let ¢ini 503 199,24 K¢. Predpoklddejme, ze vlastni
pozorovani jsou reprezentativnim vzorkem trhu. Pak stanovime kredibilitni koe-

ficient Z takto:
[ 186 .
7 = 92 310 0,044 88. (4.9)

Takto striktné stanoveny kredibilitni koeficient ptiklada velky vyznam trznim
datum. V piipadé, ze bychom méli k dispozici 92 342 vlastnich pozorovani velkych
skod, kredibilitni faktor by byl roven jedné.

Ocekéavanou vysi velké skody zy s vyuzitim trznich dat pak podle (1.28)
zapiseme:

2y = 0,044 88 - 542 232,16 + (1 — 0,044 88) - 503 199,24 = 504 951 K¢ (4.10)

Pro dalsi vypocty budeme u vSech smluv odhadovat vysi velké skody stejné,
a to jako zy.

Vratme se jesté k frekvenci velkych skod, resp. k poctu velkych skod a po-
rovnejme si podil velkych skod v nasem datovém souboru a v trznich datech.
V nasem souboru dat mame celkem 4 978 skod, z toho je 186 velkych, coz odpovida
3,74 % vsech skod. Tento idaj porovname s prislusnymi procenty vypoétenymi
na zakladé dat z celého ¢eského trhu pojisténi odpovédnosti z provozu motorového
vozidla z let 2000-2008. Tabulka 4.2 nam shrnuje pocty skod, pocty velkych skod
a podil velkych skod ku vsem skodam v jednotlivych letech 2000-2008, v posledni
rfadku mame idaje o nasich datech.

rok pocet vsech skod pocet velkych skod podil velkych skod

2000 270 303 8 114 0,0300
2001 311 512 8 913 0,0286
2002 318 357 9 392 0,0295
2003 299 016 9 829 0,0328
2004 296 764 11 080 0,0373
2005 303 534 11 739 0,0387
2006 302 015 11 930 0,0395
2007 298 930 11 693 0,0391
2008 279 900 9 654 0,0345
data 2011 4 978 186 0,0374

Tabulka 4.2: Podil velkych skod na ¢eském trhu v letech 2000-2008 a podil velkych
skod ve zkoumanych datech.

Vidime, ze podil velkych skod v nami zkoumanych datech se vyznamné nelisi
od podilu velkych skod na trhu.

Frekvenci skod budeme pro dalsi vypocéty uvazovat pro vsechny smlouvy stej-
nou — spoc¢tenou nejjednodussim piistupem (viz vztah (4.1)). Vytvéreni kate-
prinosu.

Nettopojistné pro velké skody pak mame rovnéz stejné pro vsechny smlouvy:

Py = Tfy -2y = 0,001 46 - 504 951 = 738 K&. (4.11)
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Kapitola 5

Stanoveni bruttopojistného

5.1 Bonus-malus

Nez pristoupime k zavérecné ¢asti prace, podivame se na systém bonus-malus.
Pfi stanovovani vyse pojistného ma podle zdkona ¢. 168/1999 Sb. pojistitel zo-
hlednit predchéazejici skodny prubéh pojisténi odpovédnosti pojistnika. V pripadé
bezeskodného prubéhu pojisténi se toto zohlednuje slevou na pojistném (tzv. bo-
nus) a v piipadé vyplaty pojistného plnéni pfirazkou k pojistnému (tzv. malus).
Priklad modelu systému bonus-malus nalezneme napiiklad v [3] (¢dst VI.4.).

Podle délky bezeskodné doby (v mésicich) si pojistniky rozdélime do tiid. Toto
rozdéleni je uvedeno v tabulce 5.1 — jde o ptiklad rozdéleni do tiid. Pro jedno-
duchost uvazujeme 10 bonusovych tiid (B 1, ..., B 10), pouze jednu malusovou
tiidu (M) a tfida Z je zakladni, kde pojistnik nem4 ani slevu ani prirazku.

Bezeskodna doba v meésicich Tiida % z roéniho pojistného

120 a vice B 10 50 %
108 az 119 B9 55 %
96 az 107 B8 60 %
84 az 95 B7 65 %
72 az 83 B6 70 %
60 az 71 B5 75 %
48 az 59 B4 80 %
36 az 47 B3 85 %
24 az 35 B2 90 %
12 az 23 B1 95 %
0az 11 Z 100 %
-1 mésic a méné M 110 %

Tabulka 5.1: Priklad rozdéleni do tiid bonusu a malusu.

Bezeskodna doba muze nabyvat i zdpornych hodnot, protoze pii kazdé jedné
skodé snizime bezeskodnou dobu o 36 mésictu. Naopak bezeskodnou dobu je mozné
zvysit pifi bezeskodném prubéhu, uvazujme toto vyhodnocovani jednou roéné,
tedy navySujeme o 12 mésicu.

V dnesni dobé na ceském trhu bézné nachazime vétsi pocet malusovych tiid,
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miZzeme narazit i na vétsi pocet bonusovych tifd ¢ dokonce na 60% bonus!.

Podivejme se na bonusy, resp. malusy realného souboru dat, ktery mame k dis-
pozici. V souboru vyuzijeme informaci o poskytnuté slevé na dané smlouvé (7.
sloupec v puvodnim souboru smlouvy.txt), kde napi. hodnota 0,5 znamena 50%
slevu a napf. hodnota -1 znamend 100% prirdzku (jde o proménnou bonus z ¢ésti
3.2). Mame celkem 10 malusovych tiid, 10 bonusovych tiid a jednu zakladni,
avsak kvuli malému (v jednom piipadé zadnému) poctu pozorovani toto tridéni
celé nevyuzijeme a za uic¢elem dalsiho zkoumani si smlouvy rozdélime do ttid podle
tabulky 5.1. Takze namisto deseti malusovych tiid budeme mit pouze jednu.

Uvazujme situaci, kdy v zdkladni tiidé Z mame pojistné 10 000 Ké¢. Pokud
bychom jednoduse aplikovali procentualni ¢ast zakladniho pojistného z tabulky
5.1 na ostatni tiidy, pak bychom méli pojistné 9 500 K¢ pro t¥idu B 1, ..., 5 000 K¢
pro tiidu B 10 a 11 000 K¢ pro tf¥idu M. Zanesme si do grafu jak se méni pomér
pojistného vSech tiid ku zakladni tiidé. V obrazku 5.1 to jsou body pospojované
plnou carou. Do stejného obrazku zakreslime jesté jeden graf, dédle vysvétlime
jaky.

Predpokladejme vypocet pojistného jako soucin frekvence skod a vyse skod.
Pro jednoduchost méjme ocekavanou vysi Skody u vSech smluv stejnou a frekvenci
skod pocitejme pro jednotlivé tiidy M, Z, B 1, ..., B 10 z redlnych dat, které mame
k dispozici. Pro kazdou tiidu mame tedy skutecnou frekvenci skod (podil poctu
skod a celkové expozice v ramci dané skupiny) a déle si spoc¢teme pomér frekvenci
vSech tid ku frekvenci tiidy zdkladni. Sta¢i nam pocitat pomeér frekvenci, protoze
pomér dopocteného pojistného by byl stejny. Graf zaneseme do obrazku 5.1 a
body spojime carkované.

y
1,1f

1,0F

09
08"
07
06"

05F

04F

: X
M Z Bl B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 BI10

Obrazek 5.1: Cédst zdkladniho pojistného placend v jednotlivych bonusovych
tridach, teoretické hodnoty spojeny plné, hodnoty z redlnych dat spojeny
carkovaneé.

V obrazku 5.1 vidime rozdilné chovani realnych dat a teoretickych hodnot.
Velmi vyrazny skok je u redlnych dat ze zakladni tiidy do tiidy B 1, coz lze

'Souhrn aktuélnich informaci z éeského trhu je dostupny napi. na www.abcpojisteni.cz nebo
na www.epojisteni.cz.
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interpretovat tak, ze v zdkladni tiidé jsou zacinajici tidici témér bez zkuSenosti
s Tizenim, proto jsou nehody v této kategorii ¢asté, kdezto ve ttidé B 1 jiz jsou

Tady bychom mohli fici, ze systém bonus-malus podle tabulky 5.1 je nespra-
vedlivy. To proto, ze fidicum ve tiidé B 1 by poskytoval slevu jenom 5 %, prestoze
fidi¢i v této tTidé maji o tfetinu nizsi frekvenci skod nez tidici zakladni tiidy.

Trida B 2 je na tom podobné jako tiida B 1, co se tyce frekvence skod. Co se
tyka slevy — ta by vzrostla na 10 %. V dalsich tiiddch pozorujeme vylepsovéani
kiivky ve smyslu snizovéani frekvence skod (az na vyjimky), coz se da ocekédvat
s pribyvajicimi ridi¢skymi zkuSenostmi.

Déle uvazujme, ze jednotlivé tifdy tvoii stavy Markovského fetézce?. Pro ta-
kovyto Markovsky fetézec si muzeme spocitat matici pravdépodobnosti prechodu
na zakladé souboru dat, ktery mame k dispozici. Kazdou ze smluv mame zafrazenu
v néjaké tridé podle tabulky 5.1, pro kazdou tiidu si spocteme, resp. jiz mame
spoctenou skutecnou frekvenci skod. Tato frekvence (udévajici pocet skod na
smlouvé v dané tiideé za jeden rok) bude parametrem Poissonova rozdéleni poc¢tu
skod. Pomoci tohoto rozdéleni a pomoci tabulky 5.1 spocteme pravdépodobnosti
prechodu mezi jednotlivymi tfidami a sestavime si matici pravdépodobnosti pre-
chodu P. Pro dana data to je matice

0,075 0,925 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,000 0 0930 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,046 0 0 094 0 0 0 0 0 0 0 0
0,001 0,044 0 0 0955 0 0 0 0 0 0 0
0,0008 0 0038 0 0 0,91 0 0 0 0 0 0
0,0008 0 0 0040 O 0 099 0 0 0 0 0

P = 10~% 0,0009 0 0 0042 0O 0 0,957 0 0 0 0 ,
10=% 0 0,0009 0 0 0041 O 0 098 0 0 0
107 0 0 0,0008 0 0 0,03 0 0 0.960 0 0
10-% 1076 0 0 0,0006 0 0 0,033 0 0 0,97 0
10 0 107% o0 0 0,0006 0 0 0034 0 0 0,966
108 0 1076 o0 0 0,0004 0 0 0,029 0 0 0,970

kde sloupce zleva doprava jsou fazeny stejné jako radky odshora dolu, a to od t¥idy
M, pies Z, B 1, ..., az po B 10. Pravdépodobnosti prechodu v matici P jsou
zaokrouhleny.

Nyni predpokladejme, ze ndm do daného souboru nikdo novy nepfijde, ani
nam z néj nikdo neodejde. Tento predpoklad je sice neredlny, ale presto jej
uvazujme za ucelem vypoctu stacionarniho rozdéleni (7). Naopak se ale muzeme
podivat na véc z jiné strany a Tici, ze i kdyby konkrétni klient piesel k jinému
pojistiteli, bonusova tiida by mu méla zustat, resp. by na zdkladé svého vyvoje
poctu skod pokracoval dale ve vysi bonusu/malusu. Takze ze systému by vlastné
neodesel.

Stacionarni rozdéleni nami uvazovaného Markovského tetézce je:

7' = (2,81 x107% 7,54 x 107% 1,96 x 107°; 6,91 x 107°; 0,000159; 0,000678;
0,00181; 0,00268; 0,0300; 0,0289; 0,0279; 0,908).

Ze stacionarniho rozdéleni vidime, ze 90,8 % smluv by po ¢ase skoncilo v nej-

lepsi bonusové tiide, takze bychom vétsiné klientu meéli poskytovat slevu 50 %.

2Potfebnd teorie k Markovskym fetézctim je v publikaci Z. Praskové a P. Lachouta Zéklady
ndhodnych procesu.
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Predpokladejme, ze poc¢atecni rozdéleni klientt v jednotlivych tiidach je 7y =
(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), tedy uvazujeme situaci, kdy 100 % klientu je v z&-
kladni tiidé Z. Méjme matici pravdépodobnosti prechodu P jako vyse. Budeme
sledovat vyvoj rozdéleni klienti do jednotlivych tiid béhem nékolika let. Do ta-
bulky 5.2 jsme pro vybrané roky zaznacili, jaké procento klientt je ve 3 nejméné
atraktivnich bonusovych tiiddch (M 1, Z, B 1) a ve 3 tfiddch s nejvyssi slevou (B
8, B9, B 10). V poslednim sloupci tabulky je spoc¢tena prumérnd sleva poskyto-
vand v daném roce.

Rok M1 Z B1 B8 B9 B 10 prumérna sleva v %

0 0 100 0 0 0 0 0

1 7,035 0 92,965 0 0 0 3,945
2 4,779 6,508 0 0 0 0 8,394
3 0,909 8,348 6,050 0 0 0 12,916
4 0,997 0,840 10,992 0 0 0 17,307
3 0,710 1,178 0,781 0 0 0 21,691
8 0,136 0,242 0,223 68,778 0 0 34,815
10 0,040 0,050 0,396 4,476 0 64,212 43,708
12 0,010 0,057 0,068 2,381 21,803 64,636 46,390
15 0,003 0,013 0,017 2,837 7,343 84,446 48,366
18 0,001 0,004 0,006 2,890 3,820 89,315 48,847
20 0,001 0,001 0,003 3,123 2,854 90,370 48,939
23 1075 0,001 0,002 2,938 2806 90,683 48,980
25 1075 0,001 0,002 2,890 2,791 90,753 48,988
30 1075 0,001 0,002 2,886 2,792 90,773 48,992

Tabulka 5.2: Vyvoj rozdéleni klienttu do ttid a prumérné slevy.

Z tabulky 5.2 vidime, ze pti daném pocatecnim rozdéleni a dané matici pravdé-
podobnosti prechodu muzeme jiz po deseti letech ocekavat vétsinu klientu v nej-
lepsi bonusové tiidé. Proto je nutné nastavit zédkladni vysi pojistného tak, aby
po poskytnuti slev byla pojistovna schopnd dostét svym zavazkim.

5.2 Bruttopojistné

Zatim jsme provadéli pouze diléi vypocty vedouci ke stanoveni pojistného,
resp. bruttopojistného, které budeme pozadovat po klientovi. Nyni se budeme
zabyvat kalibraci modelu a nasledné vypoctem finalniho bruttopojistného.

Doposud jsme pracovali zvlast s malymi a velkymi skodami, potiebujeme
vsak znat celkové nettopojistné za vsechny skody dohromady. Pro pokryti malych
skod jsme zvolili vypocet nettopojistného jako souc¢in frekvence odhadnuté mo-
delem ,,GLM* a severity spoctené podle %z (P). V dosavadnich vypoétech netto-
pojistného jsme neuvazovali ty smlouvy, u kterych jsme neméli vSsechny potiebné
tdaje. Témto smlouvam nyni piitadime jednotné nettopojistné ‘P = 1 084,31 Ke.

Pro pokryti velkych skod jsme zvolili nettopojistné Py = 737,96 K¢. Pro kazdou
smlouvu méame nyni nettopojistné za malé i velké skody — tyto dvé hodnoty
seCteme a ziskame tak pro kazdou smlouvu celkové nettopojistné P, ¢t =1,...,m.
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Souhrnné nettopojistné sectené pres vsechny smlouvy ¢ini

Py = P = 257 307 544 Ke. (5.1)

i=1

Je tfeba vSak podotknout, ze mame souhrnné nettopojistné Ps stanoveno
tak, aby pokrylo skody nastalé béhem roku 2011, nahlasené a uhrazené do roku
2012. Musime ale zajistit i ithradu skod vzniklych v roce 2011, ale doposud ne-
nahldsenych. Vytvaiime tzv. IBNR rezervu (z anglického incurred but nor re-
ported) na pojistna plnéni za skody, které nastaly, ale doposud nebyly nahlaseny.
Zahrnutim této rezervy do vypoctu nettopojistného by pojistitel mél byt schopen
plnit vSechny své zavazky plynouci ze skodniho roku 2011.

Vypocet IBNR rezervy vychazi z predchozi zkusenosti pojistitele s vyvojem
skod. Vyuzijeme kumulativn{ vyvojovy trojihelnik®, kde hodnota X ¢ vyjadiuje
celkovy ihrn pojistného plnéni za skody, které vznikly v roce j a byly uhrazeny
do roku j + s, v nasem piipadé 7 = 2005,...,2012as=0,...,7.

Kumulativni trojuhelnik je naznacen v tabulce 5.3, pficemz zvyraznénd hod-
nota (238 857 165 K¢, pole Xo11,1) predstavuje soucet vSech skod z naseho sou-
boru dat. Metodou chain-ladder doplnime trojihelnik na ¢tverec. Cast tohoto
¢tverce vidime v tabulce 5.4.

vznik /vyvoj 0 1 2 . 7
2005 117 535 923 150 796 700 190 467 908 ... 216 662 866
2006 143 043 846 185 957 000 230 586 680

2010 181 158 376 248 505 889 304 147 303
2011 183 736 281 238 857 165
2012 209 250 595

Tabulka 5.3: Kumulativni vyvojovy trojihelnik, hodnoty v Ké.

vznik /vyvoj 0 1 2 e 7
2005 117 535 923 150 796 700 190 467 908 ... 216 662 866
2006 143 043 846 185 957 000 230 586 680 ... 263 683 552
2010 181 158 376 248 505 889 304 147 303 ... 348 474 697
2011 183 736 281 238 857 165 296 120 530 ... 339 278 076
2012 209 250 595 273 144 719 338 628 146 ... 387 980 887

Tabulka 5.4: Kumulativni vyvojovy trojuhelnik doplnény na ctverec, hodnoty
v K¢.

Predpokladame, ze vyvoj skod neni po sedmi letech ukoncen. Provedeme tedy
upravu hodnoty X 2011,7 @ tim dostaneme odhad X2011 oo Uprava spoc¢iva v pricteni

3Po teoretické strdnce vychdzime ze zdroje [3] (¢dst II1.1), zde nalezneme také metody
k nalezeni odhadu rezervy. Potiebna data do kumulativniho vyvojového trojihelniku poskytl
vedouci diplomové préce.
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3% rizikové prirdzky*, pro konkrétni hodnoty dostévame
Xoo11.00 = 1,03 - Xoo117 = 1,03 - 339 278 076 = 349 456 419 K&. (5.2)
Vyse IBNR rezervy tedy je

IBNR = )?2011’00 — Xoo11,1 = 349 456 419 — 238 857 165 = 110 599 254 Ké.(5.3)

Nyni provedeme kalibraci modelu tak, aby souhrnné nettopojistné bylo rovno
souctu vsech skod na smlouvach z naseho datového souboru navyseného o IBNR
rezervu. Najdeme tedy konstantu kal tak, aby platilo

IBNR + > (21, + Zi) = Ps - kal. (5.4)
k=1

Hledana konstanta je

IBNR + ) (2 + Zs)
bl — pt 110 599 254 + 238 857 165 . 1358 (5.5)
N Pg N 257 307 544 T ‘

Touto konstantou kal pfenasobime nettopojistné na vsech smlouvach, takze pro
i-tou smlouvu dostavame nettopojistné P spoctené na zdkladé kalibrovaného
modelu

Py =P - kal. (5.6)

Sec¢tenim P’ (i = 1,...,m) pfes vSechny smlouvy pak dostavame nové souhrnné
nettopojistné, oznacime jej Pg. Mezi Pg a Pg plati vztah

Pt = Py kal. (5.7)

Pii vypoctu IBNR rezervy jsme jiz zohlednili 3% rizikovou prirdzku. Dalsi rizi-
kovou prirazku jiz nebudeme zapocitavat a za rizikové pojistné budeme povazovat
Ps.

Ke stanoveni bruttopojistného jiz zbyva jenom zahrnout k rizikovému po-
jistnému P nakladové slozky a zisk. Pfedpokladejme, Ze fixni a variabilni naklady
nezavisejici na pojistném celkem ¢ini 70 mil. K¢, provize uvazujme 15 %, zisk 2 %
a prispévek do fondu zébrany skod 3 % bruttopojistného. Podle vztahu (1.28)
spocteme bruttopojistné

P& + ndklady, 349 456 419 + 70 000 000

Bs = _
71— ndklady, —h— =  1—0,15—0,02—0,03

= 524 320 523 K¢.(5.8)

Vztah mezi bruttopojistnym Bg a rizikovym pojistnym Pg lze pomoci pfedchoziho
vztahu vyjadrit takto: Bg = P¢-1,50039. Pokud oznac¢ime bruttopojistné na i-té
smlouveé B;, pak jej spoc¢teme

B; = P7 -1,50039. (5.9)

4Tato rizikové pfirdzka byva nazyvana tail faktor.
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Toto je tedy findlni bruttopojistné, které budeme pozadovat po klientovi.

Na ceském trhu je zvykem vyuzivat systém bonus-malus, piiklad je uveden
v tabulce 5.1. Klient tedy plati pojistné po odecteni slevy/pficteni prirdzky.

Pokud bychom chtéli klientovi ukazat cenu pied slevou a po slevé, provedli
bychom nejprve navyseni bruttopojistného na B;/(1 — sleva) a o tomto bychom
prohlésili, ze je pojistné pred slevou. Pojistné po slevé (tedy pojistné pozadované

k thrade) je B;.
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Zaver

Cilem préace bylo popsat ruzné zpusoby vypoctu pojistného v pojisténi od-
povédnosti z provozu motorového vozidla, pti vypoctu pojistného vyuzit zo-
becnény linearni model a pak na realnych datech pouzit vhodné metody a stanovit
pojistné.

Nejprve jsme se seznamili s obecnymi principy v nezivotnim pojisténi, dale
jsme se jiz soustiedili na pojisténi odpovédnosti z provozu motorového vozidla.
Zv14st jsme se zabyvali metodami pro odhad frekvence skod a vyse skody. Pro
frekvenci skod jsme uvedli nejjednodussi vypocet, ktery nebere v tivahu zadné
proménné (If) a dale piistup, ktery jiz zohlediiuje kategorizaci smluv v rdmci
proménnych (Zf). Dilezitym pifstupem k modelaci frekvence §kod je zobecnény
linearni model, kterému je vénovana 2. kapitola.

Déle jsme se zabyvali odhadem vyse skody. Podobné jako u frekvence jsme
uvedli nejjednodussi zptisob vypoctu bez zahrnut{ proménnych (z) a ddle zptsob,
kdy se vyuziva kategorii v rdmci proménnych (“z). Také zde je mozné vyuzit
zobecnény linearni model.

V dalsi ¢asti jsme se vénovali stanoveni nettopojistného, nejprve jsme uvedli
postup bez vyuziti vypoctu frekvence a vyse skody. Pak jsme uvedli, Ze nettopo-
jistné lze spocist jako soucin frekvence a vyse skody. Na ptikladu jsme vysvétlili
nevhodnost jednotného nettopojistného.

Uvedli jsme vztah pro vypocet bruttopojistného. V zavéru prvni kapitoly jsme
zminili americkou kredibilitu.

Ve druhé kapitole jsme struc¢né shrnuli klasicky linearni model, na jehoz zakladé
jsme popsali zobecnény linearni model. Déale jsme uvedli typicky pouzivanou
metodu pro odhad parametrui modelu, a to metodu maximélni vérohodnosti.
V nasledujici ¢asti jsme zminili néstroje vhodné pro posouzeni kvality zobecnéného
linearntho modelu. V zavéru jsme uvedli dva konkrétni zobecnéné linedrni mo-
dely, kde jeden lze vyuzit pfi modelovani frekvence skod a druhy pii modelovani
vyse skody.

V praktické ¢ésti (kapitola 3-5) jsme aplikovali vyse popsané metody na realna
data, pricemz jsme se zabyvali oddélené malymi a velkymi skodami.

U malych skod jsme pocitali jednak frekvenci /f a If a jednak jsme se zabyvali
nalezenim vhodného zobecnéného linearniho modelu. Statisticky nejpresnéjsi byl
zobecnény linearni model s deseti proménnymi, kde jedna z proménnych nabyvala
hodnot ,zena“, ,muz“ a , firma“, coz je v rozporu s pokynem k uplatnovani
smérnice Rady 2004/113/ES. Pozmeénili jsme proto tuto proménnou tak, aby
rozliSovala pouze mezi fyzickou osobou a firmou. Tento upraveny model pro
vypocet frekvence jsme oznacili ,,GLM*.

Vysi skody jsme rovnéz poéitali jako 2 a 2, ale zjistili jsme, ze kromé jednoho
pripadu mezi kategoriemi zvolenych proménnych neni statisticky vyznamny rozdil
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ve vy§i skod. Zavedli jsme proto 2z (P) s jedinou proménnou. Dale jsme vytvoiili
zobecnéné linedrni modely, které se vSak od sebe hodnoticimi kritérii lisily velmi
malo.

Poté jsme srovnali ruzné piistupy k vypoctu nettopojistného (tabulka 3.5) a
zjistili jsme, Ze nejblize k sou¢tu malych skod je souhrnné nettopojistné spoctené
pomoci frekvence ,GLM* a severity 7z (P).

U velkych §kod jsme frekvenci skod odhadli jako Zfy. Déle jsme velké skody
srovnavali s trznimi daty za obdobi 2000-2008. Dospéli jsme k tomu, Ze nase
data lze povazovat za reprezentativni vzorek dat trznich. Tohoto jsme vyuzili pri
vypoctu ocekavané vyse skody — aplikovali jsme zde kredibilitni vztah.

V posledni kapitole jsme se nejprve zabyvali systémem bonus-malus. Jak je
tento systém na ¢eském trhu pouzivén (typicky za kazdy rok bez nehody sleva
vzroste o 5 procentnich bodu), jsme neshledali spravedlivym (zejména pro prvni
bonusové tiidy). V zavéru této kapitoly jsme se vénovali stanoveni bruttopo-
jistného, ptficemz jsme zohlednili IBNR rezervu.
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Priloha A
Tabulky

GLM 4
Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 —2.73281 0.07947 —34.3879  3.82573 x 1072
x1[18] 1.37262 0.386232 3.55388 0.000379598
x1[19] 0.876975 0.31475 2.78626 0.00533195
x1[< 22] 0.559807 0.196456 2.84953 0.00437841
x1[< 26] 0.156743 0.113553 1.38035 0.167479
x1[< 30] —0.123231 0.0909861 —1.35439 0.175612
x1[< 50] —0.105991 0.0481453 —2.20148 0.0277023
x1[< 70] —0.297424 0.0543697 —5.4704 4.49016 x 1078
x1[> 70] —0.15496 0.0688502 —2.25068 0.0244061
xo[M] —0.226512 0.0374047 —6.05572  1.39795 x 107?
x3[< 1000]  —0.574908 0.121199 —4.74351  2.10049 x 1076
x3[< 1350]  —0.254589 0.0815674 —3.12121 0.00180111
x3[< 1400]  —0.284732 0.0836791 —3.40266 0.000667326
x3[< 1850]  —0.179831 0.0796737 —2.25709 0.0240025
x3[< 2500]  —0.0128788 0.0775553 —0.16606 0.86811
x4[< 25000] —0.369963 0.0429203 —8.61975  6.70994 x 10718
x4[< 500000] —0.0629084 0.0439507 —1.43134 0.152333

Tabulka A.1: Vystup ,,GLM 4%, sloupec Estimate oznacuje odhady jednotlivych
parametru modelu.
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Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 —3.13991 0.162858 —19.2801  7.89386 x 10753
x1[18] 1.41324 0.386432 3.65715 0.000255037
x1[19] 0.911443 0.314923 2.89417 0.00380158
x1[< 22] 0.597744 0.196779 3.03764 0.00238436
x1[< 26] 0.190102 0.113964 1.66808 0.0952992
x1[< 30] —0.0946718 0.0913828 —1.03599 0.300206
x1[< 50] —0.0851376 0.0486841 —1.74878 0.0803297
x1[< 70] —0.273133 0.0549236 —4.97297  6.59348 x 1077
x1[> 70] —0.128547 0.0693403 —1.85385 0.06376
xo[M] —0.229507 0.0374266 —6.1322 8.66738 x 10719
x3[< 1000]  —0.394592 0.149544 —2.63863 0.00832427
x3[< 1350]  —0.100047 0.114673 —0.872457 0.382959
x3[< 1400]  —0.153459 0.110524 —1.38846 0.164996
x3[< 1850]  —0.0712807 0.101397 —0.702984 0.482066
x3[< 2500]  0.0425857 0.0921757 0.462006 0.644077
x4 0.000160883  0.000589999  0.272683 0.785097
T 0.000153256  0.000038634  3.96686 0.0000728244
xg[< 25000] —0.365105 0.0430803 —8.47499  2.35093 x 10~17
xg[< 500000] —0.0592418 0.0440484 —1.34493 0.178649

Tabulka A.2: Vystup ,,GLM 6, sloupec Estimate oznacuje odhady jednotlivych
parametru modelu.
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Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 —3.30586 0.271646 —12.1698  4.50449 x 10734
x1[18] 1.40656 0.386506 3.63915 0.000273535
x1[19] 0.916037 0.314987 2.90817 0.00363548
x1[< 22] 0.591861 0.196937 3.00533 0.00265289
x1[< 26] 0.180665 0.114212 1.58184 0.113686
x1[< 30] —0.108632 0.0916457 —1.18535 0.23588
x1[< 50] —0.0952574 0.0490313 —1.94279 0.052042
x1[< 70] —0.275224 0.055063 —4.99834  5.78263 x 1077
x1[> 70] —0.125161 0.0694575 —1.80197 0.0715494
xo[M] —0.23099 0.0374292 —6.17137 6.77 x 10710
x3[< 1000]  —0.153063 0.15656 —0.977665 0.32824
x3[< 1350]  0.134998 0.123238 1.09542 0.273332
x3[< 1400]  0.0725802 0.118877 0.610548 0.541499
x3[< 1850]  0.0940016 0.106064 0.886268 0.375473
x3[< 2500]  0.0745898 0.0923357 0.807811 0.419199
x4 0.00117666 0.000601427  1.95645 0.0504126
Ts 0.000144396  0.0000411326  3.5105 0.00044726
x¢[B] —0.0882171 0.215389 —0.409571 0.682121
zg[D] 0.113352 0.215128 0.526904 0.59826
x7[< 25000] —0.370286 0.0430916 —8.59299  8.47351 x 107'8
x7[< 500000] —0.0614742 0.0440487 —1.3956 0.162836
xg[N] —0.118634 0.045831 —2.5885 0.00963937

Tabulka A.3: Vystup ,,GLM 8%, sloupec Estimate oznacuje odhady jednotlivych

parametru modelu.
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GLM 10

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 —-3.29791 0.30516 —10.8072  3.18379 x 10~ 7
x1[—1] —8.50774 104.19 —0.0816564 0.93492
x1[—0.9] —8.7442 209.888 —0.0416613 0.966769
x1[—0.7] —8.57584 110.787 —0.0774087 0.938298
x1[—0.6] 0.801728 0.953458 0.840864 0.400424
x1[—0.5] 0.281826 0.726881 0.387719 0.698224
x1[—0.4] 0.178403 0.733783 0.243128 0.807906
x1[—0.3] 0.596505 0.293931 2.0294 0.0424172
x1[—0.2] 0.526306 0.219444 2.39836 0.0164688
x1[—0.1] 0.335099 0.197683 1.69514 0.0900497
x1[0] 0.626248 0.0800562 7.82261 5.17377 x 10715
21[0.05] 0.268611 0.081534 3.29447 0.000986091
x1[0.1] 0.22462 0.0732056 3.06834 0.00215253
x1[0.15] 0.123422 0.0749998 1.64563 0.0998406
x1[0.2] 0.212041 0.0662988 3.19826 0.00138258
21[0.25] 0.236209 0.064545 3.6596 0.00025261
x1[0.3] 0.208213 0.0618149 3.36832 0.000756267
21[0.35] 0.209354 0.0583618 3.58718 0.000334275
x1[0.4] 0.0622261 0.0659413 0.943658 0.345344
x1[0.45] 0.0781796 0.0588898 1.32756 0.184324
T 0.00139165 0.000607812  2.2896 0.0220443
T3 0.000117677  0.0000454264  2.59049 0.00958404
x4[B] —0.0902379 0.244828 —0.368577 0.712443
x4[D] 0.108906 0.244284 0.445816 0.65573
x5[< 1000]  —0.138221 0.158956 —0.869552 0.384545
x5[< 1350]  0.120965 0.12581 0.96149 0.336306
x5[< 1400]  0.085122 0.121167 0.702519 0.482356
x5[< 1850]  0.0930765 0.10809 0.861104 0.389181
x5[< 2500]  0.0824136 0.0938506 0.878136 0.37987
zg[< 25000] —0.319868 0.0445019 —7.18773 6.58765 x 10713
xg[< 500000] —0.0382818 0.0452444 —0.846112 0.39749
x7[1C] 0.0496166 0.0720062 0.689061 0.490785
x7[M] —0.188691 0.0385302 —4.89722 9.71997 x 107"
xg[18] 1.23046 0.390466 3.15127 0.00162563
xg[19] 0.744513 0.318877 2.3348 0.019554
xg[< 22] 0.52988 0.200798 2.63886 0.00831841
xg[< 26] 0.162927 0.122345 1.3317 0.182958
xg[< 30] —0.0764813 0.099278 —0.770375 0.441077
xg[< 50] —0.0184393 0.0579338 —0.318283 0.75027
xg[< 70] —0.161397 0.0606044 —2.66313 0.00774186
x9[N] —0.0791361 0.0476935 —1.65926 0.097063
x10[0] —0.288234 0.0442754 —6.51003 7.51354 x 107!

Tabulka A.4: Vystup ,,GLM 10, sloupec Estimate oznacuje odhady jednotlivych
parametru modelu.
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GLM

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 —3.46334 0.303854 —11.398 4.27634 x 107
x1[—1] —8.49452 104.287 —0.0814533 0.935081
x1[—0.9] —8.75751 209.888 —0.0417247 0.966718
x1[—0.7] —8.52021 110.636 —0.0770113 0.938615
x1[—0.6] 0.797467 0.953504 0.836354 0.402956
x1[—0.5] 0.321625 0.72684 0.442498 0.658129
x1[—0.4] 0.226306 0.73368 0.308454 0.757737
x1[—0.3] 0.632533 0.293831 2.15271 0.0313416
x1[—0.2] 0.548336 0.219401 2.49925 0.0124458
x1[—0.1] 0.362774 0.19759 1.836 0.0663577
x1[0] 0.655398 0.0798595 8.20689 2.26999 x 1016
21[0.05] 0.29482 0.0813693 3.62323 0.000290945
x1[0.1] 0.251898 0.0730002 3.45065 0.00055924
x1[0.15] 0.144385 0.074877 1.9283 0.0538176
x1[0.2] 0.231218 0.0661797 3.49379 0.00047622
21[0.25] 0.252077 0.0644719 3.90988 0.0000923436
x1[0.3] 0.222181 0.0617565 3.59769 0.000321058
21[0.35] 0.217114 0.0583451 3.72121 0.000198271
x1[0.4] 0.0713025 0.0659201 1.08165 0.279408
x1[0.45] 0.0826568 0.0588861 1.40367 0.160417
T 0.00139379 0.000608821  2.28932 0.0220608
T3 0.000112846  0.0000460271  2.45174 0.0142168
x4[B] —0.0881079 0.24484 —0.359859 0.718953
x4[D] 0.110767 0.244292 0.453421 0.650245
x5[< 1000]  —0.0975876 0.158884 —0.614208 0.539078
x5[< 1350]  0.145584 0.125798 1.15728 0.247158
x5[< 1400]  0.0994879 0.121199 0.820863 0.411724
x5[< 1850]  0.09635 0.108128 0.891075 0.372889
x5[< 2500]  0.0813614 0.0938881 0.866578 0.386173
zg[< 25000] —0.328546 0.0444911 —7.38453 1.52997 x 1013
xg[< 500000] —0.0444105 0.045238 —0.981709 0.326243
x7[1C] 0.209129 0.064481 3.24327 0.00118168
xg[18] 1.27375 0.390453 3.26225 0.00110533
xg[19] 0.74658 0.318872 2.34131 0.019216
xg[< 22] 0.550396 0.200776 2.74134 0.00611895
xg[< 26] 0.194334 0.122208 1.5902 0.11179
xg[< 30] —0.0445881 0.0990825 —0.450009 0.652704
xg[< 50] 0.0110438 0.0576258 0.191647 0.848019
xg[< 70] —0.139837 0.0604427 —2.31355 0.0206927
x9[N] —0.0755384 0.047709 —1.58331 0.11335
x10[0] —0.286155 0.0442708 —6.46375 1.02142 x 10710

Tabulka A.5: Vystup ,,GLM®, sloupec Estimate oznacuje odhady jednotlivych
parametru modelu.
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Model — proménné AIC LRI Pearsony? D

vék, més 98566.0 0.573469  3972.20  3770.77
vek, mes, pal 98564.2 0.573493  3971.32  3765.35
vék, més, pal, hmot 98565.9 0.573495  3969.74  3765.23
vek, més, pal, hmot, nové 98567.2 0.573498  3967.03  3764.93
,10 98602.4 0.573544  3954.16  3753.45

Tabulka A.6: Zobecnéné linedrni modely pro vysi skody. Vysvétleni proménnych
v prvnim sloupci tabulky: vék = proménna vék, més = mésto, pal = palivo, nové
= proménna nové vozidlo. Proménné byly pouzity jako u zobecnéného linearniho
modelu pro frekvenci skod. Model oznaceny ,,10* obsahuje stejné proménné jako
model ,GLM® pri modelovani frekvence skod.

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 10.1131 0.23497 43.0399 1.04063 x 10404
x1[B] 0.333358 0.232859 1.43159 0.152262
x1[D] 0.393619 0.23333 1.68697 0.0916099
zo[< 25000] —0.150453 0.041185 —3.65311 0.000259085
x2[< 500000] —0.138891 0.0421995 —3.2913 0.00099726
x3[18] —0.166729 0.428479 —0.389118 0.697189
x3[19] 0.538954 0.257829 2.09036 0.0365857
x3[< 22] 0.390377 0.177506 2.19924 0.0278611
x3[< 26] 0.0453108 0.103472 0.437905 0.661456
x3[< 30] —0.210701 0.0811941 —2.59503 0.00945831
x3[< 50] —0.0490619 0.0397872 —1.23311 0.217536
x3[< 70] —0.105489 0.045341 —2.32656 0.0199886
x3[> 70] —0.0562253 0.0582496 —0.965248 0.33442

Tabulka A.7: Vystup pro zobecnény linearni model vyse skody, sloupec Estimate
oznacuje odhady jednotlivych parametri modelu.
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