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DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Úvod

Neživotńı pojǐstěńı v dnešńı době zauj́ımá na českém trhu co do objemu
předepsaného pojistného větš́ı pod́ıl než pojǐstěńı životńı. V rámci neživotńıho
pojǐstěńı tvoř́ı smlouvy pojǐstěńı odpovědnosti z provozu vozidla v́ıce než třetinu
uzavřených pojistek (za rok 2013 asi 6,87 mil. pojistek pojǐstěńı odpovědnosti
z provozu vozidla). Toto pojǐstěńı je význačné v tom, že je povinně smluvńı,
takže každý provozovatel motorového vozidla má povinnost jej uzavř́ıt. Na dru-
hou stranu má ale možnost vybrat si pojistitele svého vozidla z v́ıce než deseti
pojǐst’oven. Vysoká konkurence nut́ı pojǐst’ovny poskytovat pojǐstěńı za co nejnižš́ı
ceny. Pojistné je však nutné stanovovat zodpověd’ně, aby byla pojǐst’ovna schopná
plnit své závazky i při velkém tlaku na cenu pojǐstěńı.

Ćılem práce je popsat jak nejjednodušš́ı př́ıstupy ke stanoveńı pojistného
v pojǐstěńı odpovědnosti z provozu motorového vozidla, tak př́ıstupy, které vy-
už́ıvaj́ı členěńı smluv do kategoríı v rámci proměnných. Dále pak při výpočtu
pojistného využ́ıt zobecněný lineárńı model a následně aplikovat r̊uzné př́ıstupy
k výpočtu pojistného na reálná data. Nakonec chceme zvolit model, který nejpřes-
něji pokryje nastalé škody a dopoč́ıtat pomoćı IBNR rezervy a náklad̊u finálńı
bruttopojistné.

V historickém úvodu se seznámı́me s prvotńı legislativńı úpravou pojǐstěńı od-
povědnosti z provozu vozidla, s prvńı úpravou výše pojistného a s daľśım vývojem
až do konce 20. stolet́ı.

Prvńı část prvńı kapitoly věnujeme neživotńımu pojǐstěńı obecně. Od daľśı
části se již budeme soustředit na pojǐstěńı odpovědnosti z provozu vozidla. Vy-
lož́ıme r̊uzné př́ıstupy k výpočtu frekvence škod, výše škod a nettopojistného,
mj. se budeme soustředit na využit́ı zobecněných lineárńıch model̊u. Ty popisuje
kapitola 2.

Daľśı kapitoly se zabývaj́ı zpracováńım reálných dat. Třet́ı kapitola se soustřed́ı
na malé škody, následuj́ıćı kapitola zpracovává velké škody. Posledńı kapitola je
věnována souhrnnému nettopojistnému, kalibraci modelu a výpočtu bruttopo-
jistného.

Data jsou zpracována v programu Wolfram Mathematica 8.0, obrázky jsou
vytvořeny také v tomto programu.
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Historický úvod

Rozvoj automobilového pr̊umyslu na přelomu 19. a 20. stolet́ı s sebou postupně
přinesl i otázku odpovědnosti za škody zp̊usobené provozem motorového vozidla.
V roce 1908 začal v zemı́ch České a Moravskoslezské platit zákon č. 162/19081

o ručeńı za škody z provozováńı j́ızdńıch silostroj̊u (automobil̊u), který upra-
voval možnost (nikoliv povinnost)

”
pojǐstěńı proti ručebńı povinnosti za škody

z provozováńı j́ızdńıch silostroj̊u“. Koncem roku 1932 vstoupil v platnost zákon
č. 198/1932 Sb. o dopravě motorovými vozidly, který ukládal povinnost sjed-
nat pojǐstěńı odpovědnosti z provozu motorového vozidla provozovatel̊um do-
pravy osob a náklad̊u za úplatu. Pojǐstěńı odpovědnosti za škody však nebylo
povinné pro ostatńı řidiče, což se změnilo během roku 1935, kdy začal platit
zákon č. 81/1935 Sb. o j́ızdě motorovými vozidly. Tento zákon ukládal každému
držiteli motorového vozidla, které bylo zapsáno v rejstř́ıku československých mo-
torových vozidel, povinnost pojistit se proti následk̊um odpovědnosti z provozu
tohoto vozidla.

V roce 1948 došlo vyhláškou ministra finanćı (vyhláška 977/1948 Ú. l. I)
ke sloučeńı pojǐst’oven a vznikla tak jediná pojǐst’ovna: Československá pojǐst’ovna,
národńı podnik. Formu pojǐstěńı odpovědnosti za škody zp̊usobené provozem
vozidla upravil zákon č. 56/1950 Sb. a z doposud povinného pojǐstěńı se tak
stalo pojǐstěńı zákonné. Sazby pojistného byly v roce 1951 upraveny vyhláškou č.
105/1951 Ú.l., pojistné bylo pro jednotlivé druhy motorových vozidel jednotné,
tabulka 1 shrnuje sazby pro československá motorová vozidla.

Druh motorového vozidla Celoročńı pojistné
voźık pro nemocné, j́ızdńı kolo s pomocným motorem 12 Kčs
motorové kolo, motocykl, tř́ıkolka, motorové voźıtko 48 Kčs
osobńı automobil, sanitńı, pohřebńı, dodávkový

nebo kombinovaný v̊uz, autodrožka, hotelové auto 144 Kčs
nákladńı automobil, zvláštńı motorové vozidlo,

motorový poj́ızdný stroj pracovńı,
tankový automobil, zvláštńı poznávaćı značka 240 Kčs

autobus 321,60 Kčs
traktor 52,80 Kčs
Rozš́ı̌reńı platnosti pojǐstěńı na ostatńı územı́

Evropy a na územı́ asijské části SSSR 4 Kčs
Pojistné z př́ıvěsných voz̊u je zahrnuto v pojistném z motorového vozidla.

Tabulka 1: Sazebńık pro československá motorová vozidla z roku 1951.

1Zákony čerpáme z internetového portálu www.epravo.cz.
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O šest let později došlo vyhláškou ministerstva finanćı č. 38/1957 Ú. l. ke změ-
nám v sazebńıku: začaly se rozlǐsovat sazby pro objemové kategorie motor̊u vozi-
del (objemem motoru vozidla rozumı́me zdvihový objem válc̊u motoru vozidla).
U motocykl̊u s obsahem válc̊u do 100 ccm činilo celoročńı pojistné 24 Kčs, u mo-
tocykl̊u s obsahem válc̊u nad 100 ccm byla sazba 48 Kčs. Za osobńı automobily
s obsahem válc̊u do 500 ccm (voźıtka) bylo třeba uhradit 60 Kčs a za ostatńı
osobńı automobily, sanitńı, pohřebńı, dodávkové nebo kombinované vozy bylo
ročńı pojistné ve výši 144 Kčs. Tyto sazby platily bez zásadńıch změn až do roku
1992, kdy nabyla účinnosti vyhláška č. 492/1991 Sb., ve které došlo ke změně
rozděleńı vozidel podle objemu motoru a navýšeńı sazeb pojistného. Pro ilustraci
rozčleněńı vozidel si uvedeme tabulku 2, která obsahuje sazby ročńıho pojistného
pro vybraná tuzemská motorová vozidla.

Jednostopé motorové vozidlo a motorová tř́ıkolka s hmotnost́ı do 400 kg,
se zdvihovým objemem válc̊u

1. do 50 ccm včetně 60 Kčs
2. nad 50 ccm do 350 ccm včetně 120 Kčs
3. nad 350 ccm 168 Kčs

Osobńı automobil do celkové hmotnosti 3 500 kg a motorová tř́ıkolka
s celkovou hmotnost́ı nad 400 kg, se zdvihovým objemem válc̊u:

1. do 2 000 ccm včetně nebo vozidla na elektrický pohon 288 Kčs
2. nad 2 000 ccm 384 Kčs

Tabulka 2: Sazebńık pro vybraná tuzemská motorová vozidla z roku 1992.

Již po jednom roce došlo k navýšeńı sazeb pojistného, ale objemové katego-
rie z̊ustaly nezměněny. Ty byly změněny až v roce 1995, kdy nabyla účinnosti
vyhláška ministerstva finanćı 246/1994 Sb. Osobńı automobily do celkové hmot-
nosti 3 500 kg byly rozděleny do pěti kategoríı podle zdvihového objemu válc̊u
následovně: do 1 000 ccm včetně, nad 1 000 ccm do 1 350 ccm včetně, nad
1 350 ccm do 1 850 ccm včetně, nad 1 850 ccm do 2 500 ccm včetně a nad
2 500 ccm.

Naposledy byly konkrétńı sazby pojistného za zákonné pojǐstěńı odpovědnosti
za škodu zp̊usobenou provozem motorového vozidla stanoveny vyhláškou v roce
1999 (pro výše zmı́něné kategorie osobńıch automobil̊u), tyto sazby pro vybraná
tuzemská motorová vozidla jsou shrnuty v tabulce 3. V tomtéž roce byl vydán
zákon 168/1999 Sb. o pojǐstěńı odpovědnosti z provozu vozidla, který sice upravil
podmı́nky pojǐstěńı, ale již nestanovil konkrétńı sazby pojistného. Do této doby
bylo možné sjednat pojǐstěńı odpovědnosti za škodu zp̊usobenou provozem moto-
rového vozidla pouze u jedné pojǐst’ovny (Česká pojǐst’ovna a. s.), následně došlo
k demonopolizaci trhu v této oblasti. Změnila se i forma pojǐstěńı: ze zákonného se
stalo povinně smluvńı pojǐstěńı. Po těchto změnách následovalo tř́ıleté přechodné
obdob́ı částečné regulace a v roce 2003 se plně rozvinula konkurence v této oblasti
trhu.
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Dvoukolové motorové vozidlo a motorová tř́ıkolka s celkovou hmotnost́ı
do 400 kg se zdvihovým objemem válc̊u

1. do 50 ccm včetně 168,-
2. nad 50 ccm do 350 ccm včetně 420,-
3. nad 350 ccm do 500 ccm včetně 780,-
4. nad 500 ccm 1 188,-

Osobńı automobil do celkové hmotnosti 3 500 kg včetně všech modifikaćı
odvozených od osobńıho automobilu, motorová tř́ıkolka s celkovou hmotnost́ı

nad 400 kg; uvedená vozidla se zdvihovým objemem válc̊u:
1. do 1 000 ccm včetně nebo vozidla na elektrický pohon 912,-
2. nad 1 000 ccm do 1 350 ccm včetně 2 124,-
3. nad 1 350 ccm do 1 850 ccm včetně 2 952,-
4. nad 1 850 ccm do 2 500 ccm včetně 4 524,-
5. nad 2 500 ccm 7 128,-

Tabulka 3: Sazebńık pro vybraná tuzemská motorová vozidla z roku 1999.

Závěrem tohoto historického úvodu uvedeme tabulku 4, v ńıž srovnáme pr̊u-
měrnou ročńı hrubou mzdu (2. sloupec) s ročńım pojistným za pojǐstěńı od-
povědnosti z provozu motorového vozidla (3. sloupec). Pro srovnáńı voĺıme mo-
torové vozidlo o objemu 1 001–1 350 ccm, což byl do 90. let 20. stolet́ı typický
rozsah objemu rodinného automobilu. I v dnešńı době (rok 2014) patř́ı vozidla
s objemem kolem 1 300 ccm mezi hojně prodávané.

V tabulce máme ve 4. sloupci uveden pod́ıl ročńıho pojistného ku pr̊uměrné
ročńı mzdě. Vid́ıme, že od roku 1960 do roku 1991 bylo pojistné stejně vysoké,
zat́ımco pr̊uměrná ročńı mzda rostla, tud́ıž pod́ıl se postupně snižoval. Mezi lety
1992–1999 docháźı ke značnému r̊ustu mezd, pojistné však roste rychleji, pod́ıl
se tedy zvyšuje. V roce 2000 došlo k demonopolizaci trhu, konkurenčńı prostřed́ı
stlačilo pod́ıl až na hodnotu 0,67 % za rok 2013.

rok pr̊uměrná ročńı mzda ročńı pojistné pod́ıl (v %)
1960 15 636 144 0,92
1975 27 756 144 0,52
1991 45 504 144 0,32
1992 55 728 288 0,52
1996 117 900 804 0,68
1999 153 564 2 124 1,38
2013 301 536 2 021 0,67

Tabulka 4: Srovnáńı pr̊uměrné ročńı mzdy (data pocháźı z www.czso.cz) a ročńıho
pojistného.
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Kapitola 1

Sazby v neživotńım pojǐstěńı

1.1 Základńı principy neživotńıho pojǐstěńı

Při výpočtu sazeb pojistného se vycháźı ze statistických údaj̊u zachycuj́ıćıch
škodńı vývoj, nazýváme je statistické podklady. Pojǐst’ovna trvale pozoruje r̊uzné
hodnoty a ukazatele, které maj́ı vliv na výpočet pojistného - velmi zjednodušeně
by se dalo ř́ıci, že sleduje, kolik bylo vyplaceno na pojistném plněńı, jaké měla
náklady a kolik bylo vybráno na pojistném. Následuj́ıćı text vycháźı z [2].

Jednotlivé pojistné smlouvy jsou shlukovány do tarifńıch skupin (tř́ıd), kde
v jedné skupině může být jednotná sazba pojistného. Podmı́nkou pro to, aby
smlouvy mohly být v jedné tarifńı skupině, je přibližně stejné pojǐstěné riziko.
Jinými slovy: smlouvám v rámci jedné tarifńı skupiny odpov́ıdá určitá úroveň
tarifńıch proměnných (rizikových faktor̊u). Např́ıklad v pojǐstěńı odpovědnosti
za škodu zp̊usobenou provozem motorového vozidla může být tarifńı proměnnou
objem válc̊u, typ vozidla, region, stář́ı vozidla apod.

V rámci jedné tarifńı skupiny pak v daném roce sledujeme tyto statistické
podklady:

• počet pojǐstěńı m,

• počet pojistných událost́ı N ,

• celková pojistná částka (součet pojistných částek všech pojǐstěńı),

• celkové pojistné plněńı (součet pojistných plněńı u všech pojǐstěńı, ob-
vykle zahrnujeme i rezervu na budoućı pojistná plněńı z pojistných událost́ı
vzniklých v daném roce),

• maximálńı škoda v daném roce

• celkové pojistné (součet přes všechna pojǐstěńı).

Na základě těchto podklad̊u dále poč́ıtáme následuj́ıćı statistické ukazatele:

• pr̊uměrné pojistné plněńı: PPP =
celkové pojistné plněńı

m
,

• pr̊uměrná pojistná částka: PPČ =
celková pojistná částka

m
,
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• pr̊uměrná škoda: PŠ =
celkové pojistné plněńı

N
,

• škodńı frekvence: ŠF = q1 =
N

m
,

• pojistná sazba: PS =
celkové pojistné

celková pojistná částka
,

• škodńı sazba: ŠS =
celkové pojistné plněńı

celkové pojistná částka
,

• škodńı pr̊uběh: ŠP =
celkové pojistné plněńı

celkové pojistné
,

• škodńı stupeň: ŠSt = q2 =
PŠ

PPČ
.

Při výpočtu ročńıho nettopojistného P předpokládejme, že každá z m pojistek
v dané tarifńı skupině má stejnou pojistnou částku S. Podle principu ekvivalence
mezi př́ıjmy a výdaji dostaneme:

m · P = N · PŠ.

Úpravou pak máme:

P =
N

m
· PŠ
PPČ

· PPČ.

Využijeme zápis pomoćı statistických ukazatel̊u q1 a q2, pr̊uměrnou pojistnou
částku PPČ nahrad́ıme pojistnou částkou S (podle předchoźıho PPČ = S) a
máme vztah pro ročńı nettopojistné:

P = q1 · q2 · S.

Tento vzorec je možné též uvést ve tvaru pojistné sazby, tzn. ve tvaru ročńıho
nettopojistného p na jednotkovou pojistnou částku:

p = q1 · q2.

Výpočet nettopojistného je konstruován tak, že v pr̊uměru pokryje pojistná
plněńı. Navýš́ıme-li nettopojistné o nákladové složky, o složku slouž́ıćı k pokryt́ı
náhlých nepřiznivých výkyv̊u škodńıho pr̊uběhu, tzv. bezpečnostńı přirážku, a o
kalkulovaný zisk pojistitele dostáváme bruttopojistné. V př́ıpadě, že uvažujeme
pouze nettopojistné a bezpečnostńı přirážku, můžeme mluvit o rizikovém po-
jistném. Toto rizikové pojistné (RP ) můžeme zkonstruovat např. podle principu
středńı hodnoty:

RP = (1 + λ1) · P,

kde λ1 > 0, nebo podle principu směrodatné odchylky:

RP = P + λ2s,
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kde s je odhadnutá směrodatná odchylka souvisej́ıćı se statistickým odhadem
nettopojistného. Princip̊u pro stanoveńı pojistného je možné naj́ıt v literatuře
v́ıce, uved’me ještě princip rozptylu:

RP = P + λ3s
2,

kde s2 je odhadnutý rozptyl, který souviśı se statistickým odhadem nettopo-
jistného.

Jak již bylo zmı́něno výše, rozš́ı̌reńım rizikového pojistného o náklady a zisk
dostaneme bruttopojistné, což můžeme zapsat takto:

B = RP + nákladyn + (nákladyz) ·B + z ·B, (1.1)

kde B označuje bruttopojistné, nákladyn náklady nezávisej́ıćı na výši pojistného,
nákladyz (v procentech) náklady rostoućı s výš́ı pojistného a konečně symbol
z (v procentech) znač́ı kalkulovaný zisk. Vztah pro bruttopojistné pak lze psát
ve tvaru:

B =
RP + nákladyn

1− nákladyz − z
. (1.2)

1.2 Pojǐstěńı odpovědnosti za škodu zp̊usobenou

provozem motorového vozidla

Dále se v práci budeme zabývat pojǐstěńım odpovědnosti za škodu zp̊usobenou
provozem motorového vozidla, proto se nyńı zaměř́ıme na teorii souvisej́ıćı s t́ımto
konkrétńım typem pojǐstěńı.

V pojǐstěńı odpovědnosti z provozu motorového vozidla nefiguruje pojistná
částka, ale pracuje se zde s limity pojistného plněńı. Tyto limity vyjadřuj́ı nejvyšš́ı
možné plněńı pojistitele při pojistné události. Podle zákona č. 168/1999 Sb. muśı
minimálńı výše limitu při škodě na zdrav́ı činit nejméně 35 000 000 Kč na každého
zraněného nebo usmrceného a minimálńı výše limitu při škodách na majetku muśı
činit 35 000 000 Kč bez ohledu na počet poškozených.

Tabulka 1.1 ilustruje, jaké výše limit̊u lze v dnešńı době sjednat u českých
pojǐst’oven. Vybrali jsme pojǐst’ovny s největš́ım objemem předepsaného smluv-
ńıho pojistného za pojǐstěńı odpovědnosti z provozu vozidla. Limity pojistného
plněńı jsou vždy dva a jsou uvedeny ve tvaru limit pojistného plněńı za škody
na zdrav́ı na každého zraněného či usmrceného/limit pojistného plněńı za škody
na majetku1.

Při stanovováńı nettopojistného v pojǐstěńı odpovědnosti za škodu zp̊usobe-
nou provozem motorového vozidla nás bude předevš́ım zaj́ımat frekvence škod
a výše škod. Tyto dva základńı ukazatele jsou často ovlivněny r̊uznými faktory
neboli proměnnými. Typicky těmito proměnnými např́ıklad jsou: věk pojistńıka,

1Zdrojem limit̊u jsou webové stránky jednotlivých pojǐst’oven. Informace o předepsaném
smluvńım pojistném jsou na internetových stránkách České asociace pojǐst’oven www.cap.cz.
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pojǐst’ovna nab́ızené limity

Česká pojǐst’ovna 35/35, 50/50, 100/100, 120/120, 150/150
Kooperativa 35/35, 70/70, 100/100
Česká podnikatelská pojǐst’ovna 35/35, 50/50, 111/111
Allianz 35/35, 50/50, 150/150
ČSOB pojǐst’ovna 44/35, 60/60, 100/100

Tabulka 1.1: Přehled nab́ızených limit̊u vybraných českých pojǐst’oven.

trvalé bydlǐstě pojistńıka (resp. počet obyvatel dané obce), bonusová tř́ıda, údaje
o vozidle jako výkon motoru, hmotnost vozidla, objem motoru (resp. zdvihový
objem válc̊u motoru) či stář́ı vozidla. Jakmile odhadneme počet škod a jejich výši,
které v následuj́ıćım obdob́ı očekáváme, jejich zkombinováńım źıskáme nettopo-
jistné, které je třeba k pokryt́ı pojistného plněńı.

V následuj́ıćım textu se seznámı́me s r̊uznými př́ıstupy stanoveńı škodńı frek-
vence, výše škod a následně nettopojistného. Budeme použ́ıvat označeńım pro cel-
kový počet zkoumaných smluv,N pro počet škod nastalých na těchtom smlouvách
za jeden rok, expozici k-té smlouvy (k = 1, . . . ,m) budeme značit ωk. Expozićı ro-
zumı́me délku trváńı pojistné smlouvy v letech — obvykle ωk = 1. Pro představu
je v tabulce 1.2 uvedeno několik př́ıklad̊u výpočtu expozice.

počátek pojǐstěńı konec pojǐstěńı expozice
1. 1. 2011 31. 12. 2011 1
1. 1. 2011 22. 8. 2011 234/365
1. 1. 2011 2. 2. 2011 33/365

Tabulka 1.2: Ukázka výpočtu expozice.

Dále budeme značit výši škody u k-té smlouvy jako zk. Označeńı daľśıch veličin
bude upřesněno tam, kde se bude vyskytovat.

1.2.1 Frekvence škod

Frekvence škod vyjadřuje počet škod nastalých na smlouvě za daný časový
úsek, nadále pro nás bude t́ımto časovým úsekem jeden rok.

Začneme s nejjednodušš́ım př́ıstupem ke škodńı frekvenci, kdy neuvažujeme
žádné proměnné, ale bereme v úvahu souhrnně všechny smlouvy. Vztah pro
výpočet frekvence If je

If =
N

m∑
k=1

ωk

, (1.3)

kde N je počet škod, m je počet všech pojǐstěńı (pojistných smluv) a ωk znač́ı
expozici k-té smlouvy. Frekvence škod je v tomto př́ıpadě pro všechny smlouvy,
resp. klienty stejná.

Daľśı př́ıstup k výpočtu frekvence škod již bude využ́ıvat kategorizaci v rámci
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proměnných (např. kategorie 18–29 let, 30–59 let a 60 a v́ıce let pro proměnnou
věk). Uvažujme R kategoriálńıch proměnných ovlivňuj́ıćıch výpočet frekvence.
Pro každou kategorii proměnné r (r = 1, . . . , R) spočteme frekvenci výskytu škod
jako pod́ıl počtu škod (Nr,ri) a součtu expozićı v dané kategorii, což můžeme
zapsat takto:

fr,ri =
Nr,ri

|r,ri|∑
k=1

ωr,rik

. (1.4)

kde |r, ri| znač́ı počet smluv v ri-té kategorii r-té proměnné a ωr,rik je expozice
k-té smlouvy v ri-té kategorii r-té proměnné.

U klienta s konkrétńımi kategoriemi proměnných spočteme frekvenci škod IIf
jako geometrický pr̊uměr frekvenćı jednotlivých kategoríı

IIf = R

√√√√ R∏
r=1

fr,ri , (1.5)

kde R je počet uvažovaných proměnných.

Frekvenci škod je také možné modelovat pomoćı zobecněného lineárńıho mo-
delu, kde u vysvětlované proměnné (frekvence) předpokládáme Poissonovo roz-
děleńı. Zobecněným lineárńım modelem se zabýváme v kapitole 2.

Při výpočtech v neživotńım pojǐstěńı je možné využ́ıt i matematického mode-
lováńı některých pojistných jev̊u.

Nyńı uvedeme některé modely počtu pojistných událost́ı (počtu škod, počtu
pojistných nárok̊u), které vycházej́ı z rozděleńı pravděpodobnost́ı diskrétńı ná-
hodné veličiny N , čerpáno z [1].

Poissonovo rozděleńı, N ∼ Po(ϑ):

P(N = n) =
ϑn

n!
e−ϑ, n = 0, 1, 2, . . . , (1.6)

kde ϑ > 0 je jediný parametr tohoto rozděleńı. Středńı hodnota a rozptyl náhodné
veličiny N :

EN = ϑ, varN = ϑ.

Použit́ı tohoto modelu je vhodné při velkém počtu nezávislých pojistných smluv
s malou pravděpodobnost́ı výskytu pojistné události.

Negativně binomické rozděleńı, N ∼ NB(h, p):

P(N = n) =

(
h+ n− 1

n

)
ph(1− p)n, n = 0, 1, 2, . . . , (1.7)

je rozděleńı o dvou parametrech h > 0, 0 < p < 1. Středńı hodnota a rozptyl
maj́ı tvar:

EN =
h(1− p)

p
, varN =

h(1− p)
p2

.
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Při h ∈ N lze N interpretovat jako počet nezdar̊u před h-tým zdarem (resp.
pojistnou událost́ı) s pravděpodobnost́ı zdaru p a pravěpodobnost́ı nezdaru 1−p.

Smı́̌sené Poissonovo rozděleńı: předpokládáme náhodnou veličinu θ s husto-
tou rozděleńı pravděpodobnosti u(x), x ≥ 0 a dále předpokládáme, že podmı́něné
rozděleńı počtu pojistných událost́ı N za podmı́nky θ = ϑ je Poissonovo se středńı
hodnotou ϑ. Pravděpodobnostńı rozděleńı smı́̌seného Poissonova rozděleńı (ne-
podmı́něné rozděleńı počtu pojistných událost́ı):

P(N = n) =

∫ ∞
0

ϑn

n!
e−ϑu(ϑ) dϑ, n = 0, 1, 2, . . . . (1.8)

Středńı hodnota náhodné veličiny se složeným Poissonovým rozděleńım je

EN = EE(N |θ) = Eθ

a rozptyl je

varN = EE
[
(N − EN)2|θ

]
= EE

[
(N − E(N |θ) + E(N |θ)− EN)2|θ

]
=

= EE
[
(N − E(N |θ))2|θ

]
+ E [E(N |θ)− EN ]2 =

= E var(N |θ) + varE(N |θ) = Eθ + varθ.

Rozděleńı lze použ́ıt u heterogenńıch pojistných kmen̊u, kde u pojistných smluv s
malým rizikem nabývá parametr ϑ malých hodnot a naopak (u pojistných smluv
s velkým rizikem nabývá ϑ velkých hodnot).

1.2.2 Severita škod

V následuj́ıćı části se budeme zabývat t́ım, jaké výše dosahuje škoda. Opět
začneme nejjednodušš́ım př́ıstupem — spočteme si pr̊uměrnou výši škody Iz přes
všechny uvažované smlouvy

Iz =

m∑
k=1

zk

N
, (1.9)

kde m je počet všech smluv, zk znač́ı výši škody na k-té smlouvě a N počet všech
škod.

Nyńı přistouṕıme k otázce stanoveńı výše škody jiným zp̊usobem, budeme
uvažovat rozděleńı smluv do kategoríı. Mějme R proměnných a u každé proměnné
uvažujeme určitý počet kategoríı. Pro každou kategorii proměnné r (r = 1, . . . , R)
spočteme pr̊uměrnou výši škody z̄r,ri jako pod́ıl součtu škod a počtu škod v dané
kategorii, což zaṕı̌seme takto:

z̄r,ri =

|r,ri|∑
k=1

zr,rik

Nr,ri

, (1.10)
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kde ri označuje i-tou kategorii r-té proměnné s počtem smluv |r, ri|, zr,rik je výše
k-té škody v i-té kategorii r-té proměnné a Nr,ri znač́ı počet škod v i-té kategorii
r-té proměnné.

U klienta s konkrétńımi kategoriemi proměnných spočteme očekávanou škodu
jako pr̊uměr výš́ı škod jednotlivých kategoríı

IIz =

R∑
r=1

z̄r,ri

R
, (1.11)

kde R je počet uvažovaných proměnných.

Výši škody je možné modelovat i pomoćı zobecněného lineárńıho modelu, kde
u vysvětlované proměnné (výše škody) typicky předpokládáme gama rozděleńı.
Zobecněný lineárńı model je vyložen v kapitole 2.

Při modelováńı výš́ı škod lze také využ́ıt modely vycházej́ıćı z pravděpo-
dobnostńıho rozděleńı spojité náhodné veličiny X, která označuje výši škody.
Rozděleńı náhodné veličiny X popisujeme hustotou rozděleńı pravděpodobnosti
f(x), čerpáme z [1], [3].

Exponenciálńı rozděleńı, X ∼ Exp(α):

f(x) = αe−αx, x ≥ 0, (1.12)

kde α > 0. Středńı hodnota a rozptyl náhodné veličiny X:

EX =
1

α
, varX =

1

α2
.

Toto rozděleńı může podcenit pravděpodobnost výskytu vysokých škod, protože
pokles pravděpodobnosti P(X > x) k 0 pro x → ∞ je v modelu př́ılǐs rychlý.
Rozděleńı může být využito k modelováńı doby mezi pojistnými událostmi.

Paretovo rozděleńı:

f(x) = αkαx−1−α, x ≥ k (1.13)

je rozděleńı s parametry: α > 0, k > 0. Středńı hodnota a rozptyl náhodné
veličiny s t́ımto rozděleńım:

EX =
kα

α− 1
pro α > 1, varX =

k2α

(α− 1)2(α− 2)
pro α > 2.

Paretovo rozděleńı typu II 2:

f(x) = αkα(k + x− µ)−1−α, x ≥ µ, (1.14)

kde pro parametry plat́ı: α > 0, k > 0, µ > 0. Středńı hodnota a rozptyl:

EX =
k

α− 1
+ µ pro α > 1, varX =

k2α

(α− 1)2(α− 2)
pro α > 2.

2Zde čerpáme z dokumentace programu Wolfram Mathematica
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Paretovo rozděleńı lze použ́ıt v př́ıpadech s odlehlými extrémńımi hodnotami
škod.

Gama rozděleńı, X ∼ Γ(α, p):

f(x) =
αp

Γ(p)
x(p−1)e−αx, x ≥ 0, (1.15)

je rozděleńı dvouparametrické, α > 0, p > 0; Γ(p) je hodnota funkce gama v bodě
p. Středńı hodnota a rozptyl:

EX =
p

α
, varX =

p

α2
.

V př́ıpadě, že p je celoč́ıselné, je hustota gama rozděleńı hustotou součtu p
nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin s hustotou αe−αx, x ≥ 0. Spe-
ciálně při hodnotě parametru p = 1 dostáváme exponenciálńı rozděleńı (X ∼
Exp(α)).

Weibullovo rozděleńı:

f(x) = b αbxb−1 exp
(
−αbxb

)
, x ≥ 0, (1.16)

kde α > 0 a b > 0. Středńı hodnota a rozptyl náhodné veličiny s Weibullovým
rozděleńım:

EX =
1

α
Γ

(
b+ 1

b

)
, varX =

1

α2

(
Γ

(
b+ 2

b

)
− Γ2

(
b+ 2

b

))
.

Pro b = 1 dostáváme exponenciálńı rozděleńı.

Logaritmicko-normálńı rozděleńı, X ∼ LN(µ, σ2):

f(x) =
1√

2πσx
exp

(
−(log x− µ)2

2σ2

)
, x > 0, (1.17)

je rozděleńı o dvou parametrech −∞ < µ < ∞ a σ > 0. Středńı hodnota a
rozptyl:

EX = exp

(
µ+

1

2
σ2

)
, varX = exp

(
2µ+ σ2

)
·
(
exp (σ2)− 1

)
.

U tohoto rozděleńı plat́ı, že logaritmus náhodné veličiny X má normálńı rozděleńı
se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2 (logX ∼ N(µ, σ2)).

1.2.3 Nettopojistné

Nyńı se budeme věnovat výpočtu ročńıho nettopojistného. Nejprve si před-
stav́ıme nejjednodušš́ı výpočet, poté poṕı̌seme postup stanoveńı nettopojistného
pomoćı proměnných a jejich kategoríı a nakonec využijeme k výpočtu nettopo-
jistného frekvenci škod a výši škod, kterými jsme se zat́ım zabývali odděleně.
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Nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu nettopojistného je ten, kdy bez jakékoliv ka-
tegorizace sečteme všechny škody zk (výše škody na k-té smlouvě) a vyděĺıme
součtem expozićı ωk (expozice k-té smlouvy),

IP =

m∑
k=1

zk

m∑
k=1

ωk

. (1.18)

Výsledkem je jednotná sazba nettopojistného pro všechny smlouvy.

Druhý zp̊usob výpočtu nettopojistného již využ́ıvá členěńı souboru smluv
do kategoríı v rámci vybraných proměnných. Ćılem je źıskat nettopojistné jako
součin bazické hodnoty a faktor̊u, kde každý faktor reprezentuje kategorii klienta
v dané proměnné. Počet faktor̊u je tedy roven počtu uvažovaných proměnných.

Nettopojistné budeme poč́ıtat na základě R proměnných. Nejprve si spočteme
nettopojistné pro každou kategorii všech uvažovaných proměnných. Toto netto-
pojistné je pouze d́ılč́ım výpočtem, od kterého se budou odv́ıjet výpočty daľśıch
hodnot — faktor̊u a bazické hodnoty (viz dále). Nettopojistné pro ri-tou kategorii
proměnné r (r = 1, . . . , R) si spočteme takto:

Pr,ri =

|r,ri|∑
k=1

zr,rik

|r,ri|∑
k=1

ωr,rik

, (1.19)

kde |r, ri| označuje počet smluv spadaj́ıćıch do ri-té kategorie r-té proměnné, zr,rik
je výše k-té škody v ri-té kategorii a ωr,rik znač́ı expozici k-té smlouvy v ri-té
kategorii.

Pro výpočet faktor̊u si v rámci r-té proměnné zvoĺıme referenčńı kategorii
ref, ke které budeme vztahovat ostatńı kategorie r-té proměnné. Kritériem pro
stanoveńı referenčńı kategorie může např́ıklad být největš́ı součet expozic, mělo
by však být u všech proměnných stejné. Vztah pro faktor facr,ri ri-té kategorie
r-té proměnné pak je:

facr,ri =
Pr,ri
Pr,ref

, (1.20)

kde Pr,ref je d́ılč́ı nettopojistné referenčńı kategorie.
Než se dostaneme ke vztahu pro výpočet bazické hodnoty, je potřeba si spo-

č́ıtat pr̊uměrný faktor r-té proměnné facr. Ten spočteme jako vážený pr̊uměr
faktor̊u jednotlivých kategoríı r-té proměnné, kde jako váhy použijeme celkové
expozice jednotlivých kategoríı:

facr =

∑
ri

facr,ri ·
|r,ri|∑
k=1

ωr,rik


m∑
k=1

ωk

, (1.21)
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kde ri prob́ıhá přes všechny kategorie r-té proměnné. Vztah (1.21) můžeme dále
upravit dosazeńım za facr,ri podle (1.20), kde nav́ıc využijeme vztah (1.19) pro
Pr,ri . Po zjednodušeńı pak máme:

facr =
1

Pr,ref

·

m∑
k=1

zk

m∑
k=1

ωk

, (1.22)

kde m je počet všech smluv.
Pro každou proměnnou máme tedy pr̊uměrný faktor. Nyńı tyto pr̊uměrné

faktory využijeme k výpočtu bazické hodnoty Pbase:

Pbase =
1

R∏
r=1

facr

·

m∑
k=1

zk

m∑
k=1

ωk

, (1.23)

kde R je počet uvažovaných proměnných. Bazická hodnota odpov́ıdá jednotnému
nettopojistnému vydělenému pr̊uměrnými faktory.

Nyńı již máme všechny podklady ke stanoveńı nettopojistného IIP pro klienta
s konkrétńımi kategoriemi R proměnných. Výpočet nettopojistného zaṕı̌seme

IIP = Pbase ·
R∏
r=1

facr,ri . (1.24)

Dále přejdeme ke stanoveńı nettopojistného pomoćı frekvence a severity. Net-
topojistné spočteme jako součin frekvence a severity. To vysvětĺıme t́ım, že frek-
vence nám ř́ıká, kolik pr̊uměrně škod očekáváme u daného klienta a severita
vyjadřuje pr̊uměrnou velikost jedné škody.

V př́ıpadě nejjednodušš́ıho př́ıstupu k výpočtu frekvence, severity a nettopo-
jistného dokonce plat́ı rovnost

IP = If · Iz, (1.25)

což je snadno vidět z dosazeńı podle (1.18), (1.3) a (1.9):

m∑
k=1

zk

m∑
k=1

ωk

=
N

m∑
k=1

ωk

·

m∑
k=1

zk

N
. (1.26)

Jde tedy pořád o jednotnou sazbu pojistného a takový př́ıstup k pojistnému je
velmi nevýhodný.

Představme si situaci, kdy se pojǐst’ovna A rozhodne použ́ıt tento př́ıstup a
bude od všech svých klient̊u vyžadovat stejné pojistné za pojǐstěńı odpovědnosti
za škody zp̊usobené provozem motorového vozidla. Dále uvažujme pojǐst’ovnu
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B, která využije byt’ jen jediné proměnné souvisej́ıćı s r̊uznou frekvenćı škod.
Předpokládejme, že touto proměnnou je věk klient̊u. Pojǐst’ovna B využije toho,
že s rostoućım věkem klient̊u zpravidla roste řidičská zkušenost a opatrnost a
tedy klesá škodńı frekvence. Ve výši pojistného jsou starš́ı klienti u pojǐst’ovny
B zvýhodněni, oproti tomu po mladš́ıch klientech je vyžadováno vyšš́ı pojistné.
Obrázek 1.1 ilustruje popisovanou skutečnost.

vek

pojistne

A

B

Obrázek 1.1: Jednotná sazba versus zvýhodněńı určité skupiny klient̊u.

Předpokládejme, že podmı́nky obou pojǐst’oven jsou stejné, jediná odlǐsnost je
ve výše popsaném pojistném. Dá se očekávat, že starš́ı klienti pojǐst’ovny A budou
přecházet do pojǐst’ovny B kv̊uli levněǰśımu pojistnému, naopak mladš́ı klienti
pojǐst’ovny B budou přecházet do pojǐst’ovny A ze stejného d̊uvodu. Pokud bude
chováńı řidič̊u nadále z̊ustávat bez zásadńıch změn (

”
mladš́ı bouraj́ı častěji“),

pojǐst’ovna A nejsṕı̌se brzy nebude schopna plnit své závazky, protože nevyb́ırá
dostatečně vysoké pojistné.

Vhodněǰśı než jednotné pojistné IP je př́ıstup, kdy si smlouvy vhodným
zp̊usobem kategorizujeme a pro rizikověǰśı kategorie stanov́ıme vyšš́ı pojistné a
naopak pro smlouvy z méně rizikových skupin stanov́ıme nižš́ı pojistné.

V kapitolách 3 a 4 vyzkouš́ıme r̊uzné př́ıstupy na konkrétńıch datech a po-
rovnáme.

1.2.4 Bruttopojistné

Nettopojistné je stanovováno tak, aby v pr̊uměru pokrývalo pojistná plněńı.
Škody, které reálně nastanou se však mohou od očekávané hodnoty odchýlit, proto
je nutné přidat k nettopojistnému složku, která by pokryla takovýto nepř́ıznivý
vývoj. Jak již bylo uvedeno v části 1.1 obecně pojednávaj́ıćı o neživotńım pojǐstěńı,
této složce ř́ıkáme bezpečnostńı přirážka a nettopojistnému navýšenému o bezpeč-
nostńı přirážku ř́ıkáme rizikové pojistné. Dále se pod́ıváme na jednotlivé náklady
ve vztahu (1.1), které muśı pojǐst’ovna (pojistitel) započ́ıtat do výsledného brut-
topojistného.

Začneme náklady nezávisej́ıćımi na výši pojistného — ty lze rozdělit na fixńı a
variabilńı. U fixńıch náklad̊u nezálež́ı na počtu uzavřených smluv, ani na sjednané
výši pojistného, k těmto náklad̊um zařad́ıme např́ıklad nájmy poboček a náklady
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souvisej́ıćı s jejich provozem. Oproti tomu variabilńı náklady souviśı s počtem
uzavřených smluv, jde např. o náklady na tisk pojistek, poštovné za dopisy kli-
ent̊um apod.

Typickými náklady závisej́ıćımi na výši pojistného jsou provize. Dále je t́ımto
nákladem př́ıspěvek do fondu zábrany škod, který čińı nejméně 3 % z ročńıho
přijatého pojistného z pojǐstěńı odpovědnosti, tento př́ıspěvek je zaveden zákonem
č. 160/2013 Sb. s účinnost́ı od roku 2014.

Daľśı položkou, která záviśı na výši pojistného, je zisk pojǐst’ovny.
Ve vzorci, který bude následovat, vyznač́ıme př́ıspěvek do fondu zábrany škod

zvlášt’.
Vztah pro bruttopojistné B, tedy pro pojistné, které budeme skutečně poža-

dovat od klienta můžeme zapsat

B =
RP + nákladyn,fix + nákladyn,var

1− nákladyz − h− z
, (1.27)

kde nákladyn,fix a nákladyn,var znač́ı náklady fixńı a variabilńı nezávisej́ıćı na výši
pojistného, h je část pojistného symbolizuj́ıćı př́ıspěvek do fondu zábrany škod,
z označuje zisk jako část pojistného, jinak je značeńı stejné jako v (1.1).

1.3 Kredibilita

Teorie kredibility3 se zabývá konstrukćı pojistného na základě předchoźıch
zkušenost́ı jednotlivých tarifńıch skupin. Pokud jde o kombinaci pojistného zkon-
struovaného na základě vlastńıch minulých údaj̊u pojistitele (Pvlastńı) a pojistného
zkonstruovaného na základě globálńıch minulých údaj̊u (Pglobálńı; např. údaje za
celý pojistný trh), pak mluv́ıme o tzv. americké kredibilitě. Kredibilitńı pojistné
pak má tvar:

Pkredibilitńı = Z · Pvlastńı + (1− Z) · Pglobálńı, (1.28)

kde 0 ≤ Z ≤ 1 je kredibilitńı koeficient (násobitel), který udává váhu vlastńıch
údaj̊u o minulém škodńım pr̊uběhu. Kredibilitńı koeficient by měl r̊ust s rostoućım
objemem vlastńıch dat pojǐst’ovny (pokud jsou ostatńı podmı́nky neměnné) a na
druhou stranu by měl kredibilitńı koeficient klesat s rostoućım významem ved-
leǰśıch dat (pokud jsou ostatńı podmı́nky neměnné). Než si ukážeme, jak je možné
určit vhodnou váhu Z, zavedeme pojem plné kredibility. Uvažujme odhad θ̂ para-
metru θ, kde parametrem θ může být některý z ukazatel̊u pro výpočet pojistného,
např. škodńı pr̊uběh, škodńı frekvence, škodńı stupeň apod. Plná kredibilita pro
odhad parametru θ nastává, když chyba odhadu nepřekroč́ı dané procento k z θ
s pravděpodobnost́ı alespoň 1− α:

P
(
|θ − θ̂| ≤ k · θ

)
≥ 1− α.

3V této části vycháźıme z [2].
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Použ́ıvanou formuĺı pro stanoveńı kredibilitńıho koeficientu je

Z = min

(√
N

nf
, 1

)
, (1.29)

kde N je počet pojistných událost́ı jako rozsah vlastńıho datového souboru pojǐs-
t’ovny a nf je počet pojistných událost́ı potřebných pro dosažeńı plné kredibility.
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Kapitola 2

Zobecněný lineárńı model

Jak název napov́ıdá, jde o rozš́ı̌reńı klasického lineárńıho modelu. V následu-
j́ıćım textu poṕı̌seme zobecněný lineárńı model, odhad jeho parametr̊u modelu a
kritéria pro posouzeńı kvality tohoto modelu. Čerpáme předevš́ım z [4].

2.1 Základńı prvky

Nejprve si stručně shrňme klasický lineárńı model. U něj předpokládáme vek-
tor Y ′ = (Y1, . . . , Yn) nezávislých náhodných veličin s normálńım rozděleńım
s konstantńım rozptylem σ2 a středńımi hodnotami µ′ = (µ1, . . . , µn). Dále
předpokládáme, že n-složkový vektor pozorováńı y je realizaćı náhodného vektoru
Y a je vektorem vysvětlovaných proměnných.

Uvažujme dále matici vysvětluj́ıćıch proměnných X, kde rozměry této matice
jsou n× p, a vektor neznámých parametr̊u β′ = (β1, . . . , βp). Systematickou část
lineárńıho modelu pak lze zapsat ve tvaru

E(Yi) = µi =

p∑
j=1

xijβj, i = 1, . . . , n, (2.1)

kde xij představuje hodnotu j-té proměnné i-tého pozorováńı. Hodnoty para-
metr̊u β1, . . . , βp, které obvykle nejsou známy, je nutné odhadnout z dat.

U náhodné složky modelu předpokládáme nezávislost a konstantńı rozptyl
chyb.

Aby bylo následně názorně vidět, v čem spoč́ıvá zobecněńı lineárńıho modelu,
zavedeme nyńı specifikaci lineárńıho modelu o 3 složkách:

1. náhodnou složkou je vektor nezávislých náhodných veličin Y , kde náhodná
veličina Yi má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µi, i = 1, . . . , n, a rozptylem
σ2, vektorový zápis: EY = µ;

2. systematickou složkou je lineárńı prediktor η tvořený jednotlivými proměn-
nými x1,x2, . . . ,xp

η =

p∑
j=1

xjβj; (2.2)
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3. propojeńı náhodné a systematické složky:

µ = η. (2.3)

V uvedené charakterizaci lineárńıho modelu figuruje nový symbol η pro line-
árńı prediktor, dále pak tvrd́ıme, že µ a η jsou si rovny. Názorněji bychom však
měli ve 3. bodě psát

ηi = g(µi), (2.4)

kde g označuje linkovou funkci (z anglického link function), která je v př́ıpadě
lineárńıho modelu funkćı identickou.

Nyńı přejdeme k zobecněńı lineárńıho modelu — to spoč́ıvá v rozš́ı̌reńı bodu 1.
a 3. V 1. bodě u složek náhodného vektoru Y předpokládáme pravděpodobnostńı
rozděleńı z rodiny exponenciálńıch rozděleńı. Ve 3. bodě pak může linkovou funkćı
g být jakákoliv monotónńı diferencovatelná funkce.

Pod́ıvejme se bĺıže na pravděpodobnostńı rozděleńı náhodné veličiny Yi, to je
z rodiny exponenciálńıch rozděleńı. Do této rodiny řad́ıme např. tato rozděleńı:
normálńı, Poissonovo, alternativńı, gama, exponenciálńı, geometrické a daľśı. Pro
jednoduchost budeme dále namı́sto Yi psát pouze Y . Hustotu rozděleńı pravdě-
podobnost́ı náhodné veličiny Y uvažujeme ve tvaru

f(y, θ, φ) = exp

{
yθ − b(θ)
a(φ)

+ c(y, φ)

}
, y ∈ R, (2.5)

kde a, b, c jsou známé funkce, θ je neznámý kanonický parametr a φ je neznámý
disperzńı parametr.

Pro výpočet středńı hodnoty a rozptylu náhodné veličiny Y , jej́ıž rozděleńı
pocháźı z rodiny exponenciálńıch rozděleńı, předpokládejme, že funkce b je dvakrát
spojitě diferencovatelná. Parciálńı derivace f(y, θ, φ) podle θ má tvar

∂f(y, θ, φ)

∂θ
= f(y, θ, φ)

y − b′(θ)
a(φ)

.

Zintegrováńım parciálńı derivace
∂f(y, θ, φ)

∂θ
podle y za předpokladu, že lze za-

měnit pořad́ı integrálu a derivace, dostáváme

0 =
EY − b′(θ)

a(φ)
,

odsud máme středńı hodnotu Y : EY = b′(θ).
Pro odvozeńı rozptylu náhodné veličiny Y si spočteme druhou parciálńı deri-

vaci f(y, θ, φ) podle θ:

∂2f(y, θ, φ)

∂θ2
= f(y, θ, φ)

[(
y − b′(θ)
a(φ)

)2

− b′′(θ)

a(φ)

]
,

tuto parciálńı derivaci zintegrujeme podle y, opět předpokládáme záměnnost in-
tegrálu a derivace, a máme

0 =
E(Y − EY )2

(a(φ))2
− b′′(θ)

a(φ)
.
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Odsud již dostáváme vztah pro rozptyl varY = a(φ) · b′′(θ). Rozptyl můžeme
zapsat pomoćı rozptylové funkce V (µ) = b′′[(b′)−1(µ)] takto: varY = a(φ) · V (µ).

Funkce a(φ) běžně bývá ve tvaru

a(φ) =
φ

w
, (2.6)

kde φ je disperzńı parametr, jenž je stejný pro všechna pozorováńı, a w je váha
pozorováńı (jednotlivým pozorováńım můžeme přǐradit r̊uznou d̊uležitost, pokud
to dává smysl).

Přejdeme k linkové funkci g — jak plyne z již uvedeného vztahu (2.4), linková
funkce dává do souvislosti lineárńı prediktor a očekávanou hodnotu sledované
náhodné veličiny. Jako př́ıklad linkové funkce si uved’me identitu (g(µ) = µ), loga-
ritmus (g(µ) = log(µ)), logit (g(µ) = log(µ/(1−µ))) a probit (g(µ) = Φ−1(µ), kde
Φ je distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı N(0, 1)). V př́ıpadě,
že pro linkovou funkci plat́ı g(µi) = θ, jedná se o kanonickou linkovou funkci
(kanonický link).

2.2 Odhad parametr̊u

Pro odhad neznámých parametr̊u β v lineárńım prediktoru se typicky použ́ıvá
metoda maximálńı věrohodnosti. Parametry odhadujeme pomoćı n nezávislých
pozorováńı, tedy předpokládáme, že pro i = 1, . . . , n máme pozorováńı xij (j =
1, . . . , p) a yi, kde yi je realizaćı náhodné veličiny Yi, jej́ıž rozděleńı pocháźı z ro-
diny exponenciálńıch rozděleńı.

Věrohodnostńı funkci jako funkci odhadovaného vektoru β mějme ve tvaru:

L(β) =
n∏
i=1

f(yi, θi, φ), (2.7)

kde f(yi, θi, φ) znač́ı rozděleńı náhodné veličiny Yi (rozděleńı viz (2.5)). Logarit-
mickou věrohodnostńı funkci pak dostáváme ve tvaru

l(β) = log(L(β)) =
n∑
i=1

yiθi − b(θi)
a(φ)

+ c(yi, φ). (2.8)

Maximum funkce l(β) vzhledem k β hledáme tak, že polož́ıme parciálńı de-
rivaci podle βj rovnu nule, j = 1, . . . , p. Výpočet parciálńı derivace provád́ıme
pomoćı řet́ızkového pravidla a s postupným využit́ım vztah̊u θi = (b′)−1(µi), µi =
g−1(ηi), ηi = xijβj:

∂l

∂βj
=

n∑
i=1

yi − µi
a(φ)

· 1

V (µi)

1

g′(µi)
· xij = 0, j = 1, . . . , p, (2.9)
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kde a(φ) uvažujeme ve tvaru φ/wi.
Pro numerické řešeńı rovnic (2.9) je možné použ́ıt metodu iterativně pře-

važovaných nejmenš́ıch čtverc̊u — viz např́ıklad [4] (část 2.5), nebo Newton-
Raphson̊uv algoritmus — viz např́ıklad [5] (část 3.2.3), př́ıpadně jiné numerické
metody.

2.3 Kvalita modelu

Při výstavbě modelu se snaž́ıme co nejpřesněji vystihnout pozorovaná data
(y′ = (y1, . . . , yn)), finálńı model nám pak dává odhady pozorovaných hodnot
(µ̂′ = (µ̂1, . . . , µ̂n)). Tyto odhady se obecně neshoduj́ı s pozorovanými daty a
tento nesoulad (chyba) nás zaj́ımá.

Uvažujme dva extrémńı př́ıpady: jako prvńı si vezměme tzv.
”
null model“

(nulový model), to je model, kdy neuvažujeme žádné proměnné, na kterých by
závisela odhadovaná veličina. Jediným parametrem je zde sředńı hodnota µ po-
zorovaných hodnot vysvětlované proměnné. Jde o model, kde veškerá variabilita
mezi vysvětlovanými proměnnými je na náhodné složce.

Druhým krajńım př́ıpadem máme na mysli tzv.
”
full model“ (saturovaný mo-

del, plný model). V této situaci naopak uvažujeme, že počet parametr̊u je roven
počtu pozorováńı (n), takový model nepřináš́ı žádné nové informace, pouze zo-
pakuje vstupńı data (odhady se shoduj́ı s pozorovanými hodnotami). Veškerá
variabilita mezi vysvětlovanými proměnnými je na systematické složce.

Je třeba uvažovat model, který nebude ani př́ılǐs jednoduchý (
”
null“), ani

neinformativńı (
”
full“). Přesto nám plný model bude užitečný — poslouž́ı k po-

souzeńı kvality uvažovaného modelu, u kterého předpokládáme p < n parametr̊u.
Logaritmická věrohodnost (maximalizovaná přes β pro pevně daný parametr φ)
dosahuje u plného modelu maximálńı možné hodnoty, této skutečnosti se využ́ıvá
při srovnáváńı logaritmické věrohodnosti modelu s p parametry.

Označme θ̂ = θ(µ̂) odhad kanonického parametru modelem s p parametry a
dále označme θ̃ = θ(y) odhad kanonického parametru plným modelem, zde totiž
máme: µ̂ = y. Potom pro odchylku D(y, µ̂) odhad̊u od pozorovaných hodnot
nazývanou deviance plat́ı:

D(y, µ̂)

φ
=

n∑
i=1

2 ·

[
yiθ̃i − b(θ̃i)

φ
wi

− yiθ̂i − b(θ̂i)
φ
wi

]
=

=
n∑
i=1

2wi
φ

[
yi(θ̃i − θ̂i)− b(θ̃i) + b(θ̂i)

]
.

(2.10)

Poznamenejme, že

D∗(y, µ̂) =
D(y, µ̂)

φ
(2.11)

je nazývána škálovanou devianćı.
Devianci jsme zavedli s ćılem posoudit kvalitu modelu. Č́ım menš́ı deviance

u modelu dosáhneme, t́ım je model lepš́ı (a t́ım je věrohodnost modelu bĺıže
maximálńı dosažitelné věrohodnosti).
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Daľśım nástrojem pro posouzeńı kvality modelu je Akaikeho informačńı krité-
rium (AIC). Vycháźı z logaritmické věrohodnosti modelu, nav́ıc je však do tohoto
kritéria zahrnut i počet proměnných p. Vztah pro výpočet kritéria:

AIC = −2l + 2p, (2.12)

kde l označuje logaritmickou věrohodnost vytvořeného modelu s p parametry.
Při srovnáváńı v́ıce model̊u pro pozorovaná data voĺıme model s co nejmenš́ı
hodnotou AIC.

Zmı́ńıme si dále McFadden̊uv index pod́ılu věrohodnost́ı, z anglického McFad-
den’s likelihood-ratio index, zkráceně likelihood-ratio index (LRI). Jde o obecněǰśı
verzi koeficientu determinace R2 známého z lineárńı regrese:

LRI = 1− l

l0
, (2.13)

kde l označuje logaritmickou věrohodnost vytvořeného modelu s p parametry a
l0 logaritmickou věrohodnost nulového modelu.

Posledńı zp̊usob slouž́ıćı k ohodnoceńı modelu, který si zde uvedeme1, je Pear-
son̊uv ch́ı-kvadrát, z anglického Pearson’s Chi-Square (Pearson’s χ2 statistic).
Hodnotu této statistiky vypočteme následovně:

Pearsonχ2 =
n∑
i=1

r2
Pi, (2.14)

kde rPi znač́ı Pearsonovo reziduum i-tého pozorováńı. Výpočet Pearsonova rezi-
dua je následuj́ıćı:

rPi =
yi − µ̂i√
V (µ̂i)

, (2.15)

kde µ̂i je odhad i-tého pozorováńı yi a V znač́ı rozptylovou funkci.

2.4 Využit́ı

V této části se zaměř́ıme na to, které konkrétńı zobecněné lineárńı modely
nám mohou posloužit při stanovováńı sazeb pojistného (již bylo naznačeno v prvńı
kapitole).

Nejprve se pod́ıváme na zobecněný lineárńı model vhodný pro modelováńı
počtu pojistných událost́ı za jeden rok. Pro tento př́ıpad předpokládejme, že
náhodná veličina Y (počet pojistných událost́ı za jeden rok neboli frekvence)
má Poissonovo rozděleńı s parametrem ϑ, pravděpodobnostńı rozděleńı viz (1.6).
Nyńı přeṕı̌seme rozděleńı pravděpodobnost́ı do tvaru (2.5):

1Nástroj̊u pro ohodnoceńı kvality modelu existuje celá řada, shrnut́ı nab́ıźı např́ıklad J. W.
Hardin, J. M. Hilbe v publikaci Generalized Linear Models and Extensions, Second Edition.
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f(y, ϑ) =
ϑy

y!
e−ϑ = exp {y log ϑ− log y!− ϑ} =

= exp

{
y log ϑ− ϑ

1
− log y!

}
.

(2.16)

Odsud dostáváme kanonický a disperzńı parametr:

θ = log ϑ, φ = 1.

Dále je vidět funkce b:
b(θ) = eθ. (2.17)

Středńı hodnota a rozptyl náhodné veličiny Y je:

EY = b′(θ) = eθ = ϑ, varY = a(φ) · b′′(θ) = eθ = ϑ.

Kanonickým linkem je v tomto př́ıpadě logaritmus, protože jen pro něj zde
plat́ı g(µ) = θ.

Tento model využijeme v praktické části práce pro modelováńı počtu škod na
smlouvě za jeden rok.

Dále se pod́ıváme na zobecněný lineárńı model vhodný pro modelováńı výše
škody. V tomto př́ıpadě předpokládáme náhodnou veličinu Y (výše škody) s gama
rozděleńım s parametry α a p, viz (1.15). Hustotu rozděleńı pravděpodobnost́ı
náhodné veličiny Y vyjádř́ıme ve tvaru (2.5):

f(y, α, p) =
αp

Γ(p)
y(p−1)e−αy =

= exp {p logα− log(Γ(p)) + (p− 1) log y − αy} =

= exp

{
y(−α

p
)− (− log α

p
)

1
p

+ p log p+ (p− 1) log y − log(Γ(p))

}
.

(2.18)

Z tohoto zápisu vyčteme kanonický a disperzńı parametr:

θ = −α
p
, φ =

1

p
.

Funkce b je ve tvaru:
b(θ) = − log(−θ). (2.19)

Středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny Y lze zapsat takto:

EY = b′(θ) = −1

θ
=
p

α
, varY = a(φ) · b′′(θ) =

1

p

p2

α2
=

p

α2
.

V tomto modelu je kanonický link g(µ) = − 1
µ
.
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Zobecněný lineárńı model, kde předpokládáme u vysvětlované náhodné veličiny
gama rozděleńı, využijeme v kapitole 3 k modelováńı výše škody.

Dva zobecněné lineárńı modely jsme si rozebrali podrobněji. Následuj́ıćı ta-
bulka 2.1 shrnuje vlastnosti i některých daľśıch rozděleńı z rodiny exponenciálńıch
rozděleńı.

rozděleńı N(µ, σ2) Po(ϑ) Alt(µ) Γ(α, p)

hustota 1√
2πσ

exp
{
− (y−µ)2

2σ2

}
ϑye−ϑ

y!
µy(1− µ)1−y αp

Γ(p)
y(p−1)e−αy

φ σ2 1 1 1
p

b(θ) θ2/2 eθ log(1 + eθ) − log(−θ)
µ(θ) θ eθ eθ

1+eθ
−1
θ

kanonický link µ log µ log( µ
1−µ) − 1

µ

V (µ) 1 µ µ(1− µ) µ2

Tabulka 2.1: Charakteristiky některých rozděleńı souvisej́ıćı se zobecněným line-
árńım modelem.
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Kapitola 3

Malé škody

V následuj́ıćıch kapitolách si na konkrétńıch datech ukážeme dř́ıve popsané
r̊uzné př́ıstupy k výpočtu pojistného, resp. frekvence škod a výše škod. Data pro
zpracováńı poskytl vedoućı diplomové práce. Jde o reálná data z jedné pojǐst’ovny,
která jsou upravena tak, aby nebylo možné jednotlivé klienty/vozidla identifikovat
(např. je z dat odstraněno jméno klienta, rodné č́ıslo, registračńı značka, apod.).
V souboru smlouvy.txt (na přiloženém CD ve složce data) máme k dispozici údaje
o 146 768 smlouvách, jsou to např. informace o počátku a konci pojǐstěńı, zda
jde o fyzickou či právnickou osobu, stář́ı vozu, stář́ı pojistńıka, trvalé bydlǐstě
pojistńıka a počet obyvatel této obce, výkon motoru v kilowattech, objemová
tř́ıda vozidla a daľśı. Všechny smlouvy maj́ı datum počátku pojǐstěńı 1. 1. 2011 a
konec pojǐstěńı nejpozději 31. 12. 2011. Dále máme v souboru skody.txt (na přilo-
ženém CD ve složce data) informace o 5 187 škodách, které nastaly během jednoho
roku na smlouvách ze souboru smlouvy.txt. O každé škodě v́ıme, na které smlouvě
se stala a jak vysoké pojistné plněńı bylo vyplaceno.

Při zpracováńı dat se soustřed́ıme zvlášt’ na tzv. malé a velké škody. Voĺıme
tento př́ıstup, protože se chceme vyhnout situaci, kdy jedna velká škoda ovlivńı
danou kategorii smluv. (Např. smlouvy spadaj́ıćı do určité kategorie maj́ı největš́ı
počet škod v rozmeźı 50 000–100 000 Kč, ale jedna smlouva v této kategori má
škodu za 10 000 000 Kč. Kv̊uli jedné extrémně vysoké škodě by byla celá kategorie
považována za v́ıce rizikovou.) Nejdř́ıve si tedy urč́ıme hranici, podle které škodu
přǐrad́ıme bud’ k malým či velkým škodám. Nav́ıc od hranice požadujeme, aby
počet velkých škod pomoćı ńı určených byl dostatečně velký pro samostatnou
analýzu.

V souboru skody.txt se vyskytuj́ı i pojistná plněńı v nulové výši — tyto škody
vyřad́ıme a nebudeme dále uvažovat, protože nemaj́ı vliv na stanoveńı nettopo-
jistného, kdy se soustřed́ıme právě na pokryt́ı pojistných plněńı. Pravděpodobně
jde o škody, které byly nahlášené, ale pojistné plněńı je nulové, př́ıpadně to můžou
být chybně registrované škody. Naopak při výpočtu bruttopojistného bychom je
měli do výpočtu zahrnout, protože pojǐst’ovna vynalož́ı náklady na likvidaci těchto
škod.

Po vyřazeńı nulových škod nám z̊ustává 4 978 škod. Nejmenš́ı škoda byla
ve výši 210 Kč, nejvyšš́ı škoda dosáhla výše 13 856 463 Kč, pr̊uměrná škoda je
za 47 983 Kč, medián má hodnotu 19 988 Kč. Pod́ıvejme se na rozložeńı škod do
500 000 Kč — to je znázorněno histogramem na obrázku 3.1. Nejv́ıce škod (4 607)
je do výše 100 000 Kč (viz podrobněǰśı histogram na obrázku 3.2), naopak škody
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Obrázek 3.1: Histogram výš́ı škod do 500 000 Kč.
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Obrázek 3.2: Histogram výš́ı škod do 200 000 Kč.
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nad 200 000 Kč už nejsou tak časté (118 škod větš́ıch než 200 000 Kč). Hranici
pro rozděleńı malých a velkých škod proto zvoĺıme v intervalu (100 000, 200 000).
Zvolme si hranici 150 000 Kč, počet škod v intervalu (100 000, 150 000] je 185,
oproti tomu počet škod v intervalu (150 000, 200 000] je už jen 68. Přesný počet
škod nad 150 000 Kč je 186, což je dostatečné množstv́ı pro zkoumáńı rozložeńı
vysokých škod. Tato hranice splňuje výše uvedená kritéria a proto budeme dále
považovat škody rovny nejvýše 150 000 Kč za malé a škody větš́ı než 150 000 Kč
budeme považovat za velké. V této kapitole se budeme věnovat malým škodám,
o velkých škodách pojednává kapitola 4.

3.1 Škodńı frekvence

Nejdř́ıve se pod́ıváme na nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu frekvence malých škod,
resp. počtu malých škod na smlouvě za rok. Frekvenci vypočteme podle vztahu
(1.3) pouze jako pod́ıl celkového počtu malých škod a celkové expozice, pro daná
data tedy máme:

If =̇
4 792

127 271, 39
=̇ 0, 037 7. (3.1)

Nyńı přistouṕıme k výpočtu frekvence škod zp̊usobem, který již využ́ıvá ka-
tegorizaci smluv podle proměnných (budeme využ́ıvat vztah pro frekvenci (1.5)).
Budeme uvažovat proměnné dř́ıve v praxi standardně využ́ıvané k výpočtu po-
jistného, resp. frekvence škod. Zaměř́ıme se na proměnnou věk pojistńıka (zkráce-
ně budeme proměnnou označovat věk), objem motoru (zkráceně objem) a počet
obyvatel obce, kde má pojistńık trvalé bydlǐstě (zkráceně město).

Nejprve si vhodným zp̊usobem zvoĺıme kategorie proměnných. Pokud to bude
možné, budeme jich pro jednoduchost a přehlednost volit raději menš́ı počet.
Nav́ıc od každé kategorie očekáváme dostatečný počet pozorováńı.

Proměnnou věk si rozděĺıme do tř́ı kategoríı podle věku klienta, zkuśıme si zvo-
lit kategorie do 29 let, od 30 do 59 let a nad 60 let (včetně šedesátiletých). Nav́ıc
však k těmto kategoríım přibudou ještě dvě skupiny klient̊u — jedna s označeńım
firma a daľśı s označeńım Null. Kategorie firma obsahuje smlouvy, které maj́ı
v p̊uvodńım souboru smlouvy.txt ve sloupci s názvem

”
druh osoby“ hodnotu

”
IC“ (= IČ), jde o firemńı vozidla, u nichž neznáme věk řidiče, resp. pojistńıka.

V kategorii Null jsou zařazeni klienti, kteř́ı nejsou vedeni mezi firmami (může j́ıt
o chybu), ale ani nemaj́ı zaznamenán věk (resp. rok narozeńı).

Na obrázku 3.3 máme znázorněný graf, kde na svislé ose vlevo máme stupnici
pro frekvence škod a svislá osa vpravo je stupnićı pro expozice. Na vodorovné
ose jsou jednotlivé kategorie proměnné věk, kde

”
< 30“ je označeńı pro věkovou

kategorii do 29 let,
”
< 60“ reprezentuje věkovou kategorii 30–59 let,

”
≥ 60“

označuje věkovou kategorii nad 60 let,
”
Null“ a

”
firma“ postupně znač́ı kategorii

Null a firma. Podobným zp̊usobem jsou značeny i daľśı grafy (resp. vodorovné
osy graf̊u) v práci.

Pro každou kategorii máme tečkou vyznačenu frekvenci škod (vypočteno podle
(1.4)) a sloupcem celkovou expozici dané kategorie. Frekvence škod jednotlivých
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Obrázek 3.3: Frekvence (tečky) a expozice (sloupce) věku v jednotlivých kate-
goríıch.

kategoríı jsou nav́ıc spojeny plnou čárou, aby byla naznačena změna oproti sou-
sedńım kategoríım. Z obrázku vid́ıme, že má smysl zavádět takovou kategori-
zaci, protože tak odděĺıme rizikověǰśı skupiny od těch méně rizikových. Vzhledem
k poměrně malé expozici kategorie Null a bĺızkosti jej́ı frekvence škod k frekvenci
škod kategorie firma, tyto dvě kategorie slouč́ıme a vzniklou kategorii označ́ıme
firma. V rámci proměnné věk budeme tedy dále uvažovat tyto čtyři kategorie:
do 29 let, od 30 do 59 let, nad 60 let a firma.

Dále si stanov́ıme vhodné kategorie pro proměnnou objem. Dř́ıve se při sta-
novováńı pojistného (resp. frekvence škod) standardně využ́ıvalo těchto 5 kate-
goríı: do 1 000 ccm, 1 001–1 350 ccm, 1 351–1 850 ccm, 1 851–2 500 ccm a
nad 2 500 ccm. Vstupńı soubor smlouvy.txt nám však nab́ıźı tuto kategorizaci
objemu: do 1 000 ccm, 1 001–1 350 ccm, 1 351–1 400 ccm, 1 401–1 850 ccm, 1 851–
2 500 ccm a nad 2 500 ccm. Je vidět, že z kategorie 1 351–1 850 ccm se vyčlenila
nová kategorie 1 351–1 400 ccm, protože se jej́ı frekvence vymyká rostoućımu
trendu. Těchto 6 kategoríı vid́ıme na obrázku 3.4, kde frekvence jsou zobrazeny
pomoćı teček (měř́ıtko — svislá osa vlevo) a expozice pomoćı sloupc̊u (měř́ıtko
— svislá osa vpravo) pro jednotlivé kategorie (vodorovná osa). Tuto kategorizaci
využijeme.

Zbývá si určit vhodné kategorie proměnné město. Zkuśıme si nejdř́ıv vytvořit
v́ıce kategoríı a následně slouč́ıme ty kategorie, které maj́ı podobnou frekvenci
škod. Zvoĺıme si tyto kategorie: počet obyvatel do 1 999, 2 000–9 999, 10 000–
24 999, 25 000–64 999, 65 000–99 999, 100 000–499 999, nad 500 000, kde ka-
tegorie nad 500 000 obyvatel obsahuje pouze Prahu. Pod́ıváme se na frekvence
v jednotlivých kategoríıch — ty nám reprezentuje spojnicový graf na obrázku
3.5, měř́ıtkem frekvence je svislá osa vlevo. V grafu máme pomoćı sloupc̊u za-
značeny expozice pro jednotlivé kategorie se stupnićı na svislé ose vpravo. Podle
grafu si tedy slouč́ıme prvńı 3 kategorie a čtvrtou až šestou kategorii, Prahu
ponecháme odděleně. Takže pro proměnnou město máme kategorie do 24 999
obyvatel, 25 000–499 999 a nad 500 000 obyvatel.

Pro uvažované proměnné (věk, objem, město) máme určeny kategorie, nyńı pro
každou kategorii všech uvažovaných proměnných spočteme frekvenci škod podle

28



£1000

£1350

£1400

£1850

£2500

>2500

0

5000

10 000

15 000

20 000

25 000

30 000

35 000

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05
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Obrázek 3.5: Frekvence (tečky) a expozice (sloupce) města v jednotlivých kate-
goríıch.

(1.4) (většinu z nich však již máme spočtenu). Tyto frekvence spolu s počtem
škod a expozićı pro jednotlivé kategorie vybraných proměnných shrnuje tabulka
3.1.

U klienta s konkrétńımi kategoriemi věku, objemu a města chceme znát od-
had počtu škod, které na smlouvě za rok vzniknou. Tuto frekvenci (počet škod
na smlouvě za rok) odhadneme podle (1.5) jako geometrický pr̊uměr frekvenćı
jednotlivých kategoríı.
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Kategorie věku Počet škod Součet expozićı Frekvence
≤ 29 336 7 086,12 0,047 42
30–59 2 596 74 036,02 0,035 06
≥ 60 794 25 873,46 0,030 69
firma 1 066 20 275,80 0,052 58

Kategorie objemu
≤ 1 000 ccm 123 4 971,98 0,024 74

1 001–1 350 ccm 1 015 29 910,39 0,033 93
1 351–1 400 ccm 714 22 231,43 0,032 12
1 401–1 850 ccm 1 161 31 234,70 0,037 17
1 851–2 500 ccm 1 567 34 711,96 0,045 14
≥ 2 501 ccm 212 4 210,93 0,050 35

Kategorie města
≤ 24 999 2 156 68 861,65 0,031 31

25 000–499 999 1 781 40 833,63 0,043 62
≥ 500 000 855 17 576,11 0,048 65

Tabulka 3.1: Frekvence pro jednotlivé kategorie.

3.2 Škodńı frekvence — GLM

Nyńı se ve složitosti stanoveńı frekvence škod posuneme o kus dál a budeme
se zabývat využit́ım zobecněného lineárńıho modelu (GLM). Odhadujeme počet
škod, které vzniknou na jedné pojistné smlouvě za jeden rok. Pro vysvětlovanou
proměnnou voĺıme z rodiny exponenciálńıch rozděleńı Poissonovo, linkovou funkci
voĺıme logaritmus (tedy kanonický link). Jako vysvětluj́ıćı proměnné opět vy-
bereme věk, objem a město, nav́ıc však přidáme proměnnou osoba, která nese
informaci o tom, zda je klientem žena, muž či právnická osoba.

Kategoríı věku voĺıme v́ıce než v předchoźı části, abychom lépe vystihli mladš́ı
rizikověǰśı kategorie klient̊u. Máme tyto věkové kategorie: 18 let, 19 let, 20–21,
22–25, 26–29, 30–49, 50–64, 65 a v́ıce let a firma. Kategorie objemu využijeme ty,
které máme k dispozici v p̊uvodńım souboru smlouvy.txt: objem do 1 000 ccm,
1 001–1 350 ccm, 1 351–1 400 ccm, 1 401–1 850 ccm, 1 851–2 500 ccm a nad
2500 ccm. Proměnnou město kategorizujeme stejně jako v předchoźı části na
město do 24 999 obyvatel, 25 000–499 999, nad 500 000; proměnná osoba již
byla zmı́něna — ta má tyto tři kategorie: žena, muž a firma. Do modelu tedy
vstupuj́ı 4 kategoriálńı proměnné (věk x1, osoba x2, objem x3, město x4), model
si označ́ıme

”
GLM 4“.

V datovém souboru se nacházej́ı smlouvy, kterým chyb́ı některé údaje —
tyto smlouvy vyřad́ıme, nebudou součást́ı modelu. Tento krok si můžeme dovolit,
protože počet vyřazených smluv je vzhledem k celkovému počtu smluv zanedba-
telný.

Zobecněný lineárńı model vytvář́ıme v programu Wolfram Mathematica 8.0,
kde využ́ıváme zabudovanou funkci

”
GeneralizedLinearModelFit“. V modelu vy-

užijeme možnosti přidáńı vah k jednotlivým pozorováńım — těmito váhami bu-
dou expozice u jednotlivých smluv.

V př́ıloze A v tabulce A.1 najdeme výstup modelu ze softwaru. Odhady pa-
rametr̊u modelu jsou ve sloupci Estimate. Pro odhad středńı hodnoty EYi počtu
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škod na i-té smlouvě za rok máme:

µ̂i = g−1(β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β4xi4), (3.2)

kde β0 je pevně daný člen lineárńıho prediktoru (to je hodnota z prvńıho řádku
tabulky, konkrétně v tomto modelu –2,73281). Parametr β1 vybereme ten, který
odpov́ıdá kategorii klienta prvńı proměnné, daľśı parametry vyb́ıráme analo-
gicky. Uvedeme si př́ıklad: pro čtyřicetiletého muže z Prahy s vozidlem o objemu
nad 2 500 ccm dostáváme:

µ̂i = exp{−2,732 81 + (−0,105 991) + (−0,226 512) + 0 + 0} =

= exp{−3,065 313} =̇ 0,046 64.

Máme tedy spočtený parametr Poissonova rozděleńı, snadno už pak dopoč́ıtáme
např́ıklad pravděpodobnost, že daný klient nebude během jednoho roku bourat:
exp{−0,046 64} =̇ 0,954 43.

Dále využijeme model
”
GLM 4“ a pro každou smlouvu si spočteme predikci

počtu škod. Pomoćı těchto predikćı si spočteme v rámci jedné kategorie dané
proměnné pod́ıl součtu predikćı a součtu expozićı. Tento pod́ıl označuje frek-
venci odhadnutou modelem

”
GLM 4“. Porovnáme si tuto frekvenci s frekvenćı

vypočtenou z dat, což je pod́ıl součtu pozorovaných počt̊u škod a součtu expozićı,
vše v rámci jedné konkrétńı kategorie.

Pomoćı graf̊u na obrázćıch 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 si pro jednotlivé kategorie regresor̊u
modelu

”
GLM 4“ porovnáme frekvence vypočtené z dat (sloupce) a frekvence od-

hadnuté modelem (tečky). Na všech obrázćıch vid́ıme, že odhad frekvenćı (frek-
vence jsou vynášeny na osu y) pro jednotlivé kategorie proměnných (kategorie
proměnných jsou symbolicky označeny na ose x) se bĺıž́ı skutečnosti.

18 19 < 22 < 26 < 30 < 50 < 65 ³ 65 firma
x

0,05

0,10

0,15

y

firma M Z
x

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

y

Obrázek 3.6:
”
GLM 4“, věk Obrázek 3.7:

”
GLM 4“, osoba

Zkusme si ale tento model pro proměnnou, která v modelu neńı zahrnuta. Pro
vyzkoušeńı modelu

”
GLM 4“ zvoĺıme proměnné výkon motoru (zkráceně výkon)

a hmotnost vozidla (zkráceně hmotnost) a pro každou z nich vytvoř́ıme graf
frekvenćı (frekvence na ose y) pro jednotlivé kategorie (kategorie na ose x), kde
sloupce znač́ı frekvenci vypočtenou z dat a tečky odhadnutou frekvenci na základě
modelu. Hodnoty proměnné výkon rozděĺıme do těchto kategoríı: do 44 kW, 45–
49 kW, 50–54 kW, 55–59 kW, 60–64 kW, 65–69 kW, 70–74 kW, 75–79 kW,
80–84 kW, 85–94 kW, 95–104 kW, 105–124 kW, 125–139 kW, 140 kW a v́ıce.
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£ 1000 £ 1350 £ 1400 £ 1850 £ 2500 > 2500
x
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y

< 25000 < 500000 > 500000 HPrahaL
x

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

y

Obrázek 3.8:
”
GLM 4“, objem Obrázek 3.9:

”
GLM 4“, město

Pro hodnoty proměnné hmotnost zvoĺıme následuj́ıćı kategorizaci: do 1 499 kg,
1 500–1 799 kg, 1 800–1 999 kg, 2 000 kg a v́ıce. V grafech na obrázćıch 3.10 a 3.11
vid́ıme, že proměnná výkon neńı modelem odhadována zcela přesně a u proměnné
hmotnost to vypadá, že již je v modelu zahrnuta. Nicméně obě dvě zmiňované
proměnné zařad́ıme do nově vytvořeného modelu.
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0,05

y

< 1500 < 1800 < 2000 ³ 2000
x
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0,02

0,03

0,04

0,05

y

Obrázek 3.10:
”
GLM 4“, výkon Obrázek 3.11:

”
GLM 4“, hmotnost

Nyńı tedy vytvoř́ıme model
”
GLM 6“ s těmito vysvětluj́ıćımi proměnnými:

věk x1, osoba x2, objem x3, výkon x4, hmotnost x5 a město x6. Stejně jako
v předchoźım modelu

”
GLM 4“ i v tomto jsou proměnné věk, osoba, objem a

město kategoriálńı se stejným rozděleńım do kategoríı. Nově přidané regresory
výkon a hmotnost vstupuj́ı do modelu jako spojité proměnné. Jinak se v modelu
nic neměńı (opět voĺıme Poissonovo rozděleńı, kanonický link; expozice jako váhy
pozorováńı).

Odhady parametr̊u modelu jsou v př́ıloze A v tabulce A.2.
V tomto modelu se mj. zaměř́ıme na to, zda dostáváme lepš́ı odhady frek-

venćı pro proměnné výkon a hmotnost. Na obrázku 3.12 máme frekvence pro
proměnnou výkon a na obrázku 3.13 pro proměnnou hmotnost. Frekvence jsou
znázorněny pro stejné kategorie proměnných jako v předchoźım modelu, sloupce
reprezentuj́ı frekvence vypočtené z dat, kroužky odhady frekvenćı podle modelu

”
GLM 4“ se čtyřmi proměnnými a vodorovné značky jsou odhady frekvenćı podle

modelu
”
GLM 6“ se šesti proměnnými; na ose x lež́ı vždy jednotlivé kategorie

proměnné, na ose y jsou frekvence jednotlivých kategoríı. Z obrázku neńı na prvńı
pohled zřejmé, zda je model se šesti proměnnými lepš́ı pro odhadováńı frekvence
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škod ve skupinách přidaných proměnných. Proto se zaměřme na změnu frekvenćı
v jednotlivých kategoríıch oproti frekvenci v prvńı kategorii.
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< 1500 < 1800 < 2000 ³ 2000
x

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

y

Obrázek 3.12:
”
GLM 6“, výkon Obrázek 3.13:

”
GLM 6“, hmotnost

Na obrázćıch 3.14 a 3.15 jsou grafy, kde na ose x jsou jednotlivé kategorie zkou-
mané proměnné a osa y udává poměr frekvence dané kategorie ku frekvenci prvńı
kategorie (prvńı kategorie má teda vždy hodnotu 1). Grafy jsou v obrázku vždy
zobrazeny tři — čárkovaně znač́ıme spojnice hodnot pro skutečná data, plnou
čárou spojnice hodnot vypočtených z modelu se šesti proměnnými (

”
GLM 6“)

a konečně tečkovaně spojujeme pod́ıl frekvenćı vypočtených z modelu se čtyřmi
proměnnými (

”
GLM 4“).
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Obrázek 3.14:
”
GLM 6“, výkon —

změna
Obrázek 3.15:

”
GLM 6“, hmotnost —

změna

U obou proměnných vid́ıme, že skutečný nár̊ust frekvence v jednotlivých ka-
tegoríıch oproti prvńı kategorii je ve většině př́ıpad̊u lépe popsán zobecněným
lineárńım modelem se šesti proměnnými (

”
GLM 6“). V grafu je tato skutečnost

lépe pozorovatelná pro kategorie výkonu od 75 kW a vyšš́ı, pro skupiny hmotnosti
od 1 800 kg a vyšš́ı.

Nyńı si vyzkouš́ıme model
”
GLM 6“ pro daľśı proměnné, které nejsou zahr-

nuty v modelu jako regresory. Pod́ıváme se na proměnnou palivo a nové vozidlo.
Palivo je kategoriálńı proměnná se třemi skupinami — benźın (značka

”
B“), die-

sel (značka
”
D“) a plyn (značka

”
G“). Proměnná nové vozidlo má dvě kategorie:

”
N“ a

”
O“, kde

”
N“ (jako

”
nové“) označuje vozidla stará nejvýše jeden rok a

”
O“

(jako
”
ojeté“) symbolizuje vozidla stará dva roky a v́ıce.
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V grafech si opět na osu x umı́st́ıme jednotlivé kategorie dané proměnné a na
osu y zaneseme vypočtené frekvence; sloupečky znač́ı skutečnou frekvenci podle
datového souboru, tečky reprezentuj́ı frekvence odhadnuté modelem

”
GLM 6“.

Graf pro palivo je na obrázku 3.16 a graf pro nové vozidlo je na obrázku 3.17.
Vid́ıme, že odhady podle modelu se odchyluj́ı od skutečných frekvenćı v rámci
kategoríı vybraných proměnných.

B D G
x

0,01

0,02

0,03

0,04

y

N O
x

0,01

0,02

0,03

0,04

y

Obrázek 3.16:
”
GLM 6“, palivo Obrázek 3.17:

”
GLM 6“, nové vozidlo

Mějme dále palivo a nové vozidlo jako daľśı dva regresory v zobecněném
lineárńım modelu. Vytvoř́ıme tedy daľśı model (

”
GLM 8“) s těmito vysvětluj́ıćımi

proměnnými: věk x1, osoba x2, objem x3, výkon x4, hmotnost x5, palivo x6,
město x7 a nové vozidlo x8. Kromě spojitých proměnných výkon a hmotnost jsou
všechny ostatńı kategoriálńı, kde kategorie jsou pro př́ıslušné regresory stejné jako
v

”
GLM 6“. Nově přidané palivo a nové vozidlo maj́ı výše zmı́něné kategorie, tedy

postupně B, D, G a N, O.
Odhady parametr̊u modelu jsou v př́ıloze A v tabulce A.3.
Pod́ıváme se, jak model

”
GLM 8“ odhaduje frekvence jednotlivých kategoríı

nově přidaných proměnných palivo a nové vozidlo a tyto odhady srovnáme s frek-
vencemi vypočtenými z dat a s odhady pomoćı modelu

”
GLM 6“. Na obrázćıch

3.18 a 3.19 máme na ose x kategorie daného regresoru a na ose y frekvence;
sloupce znač́ı hodnoty vypočtené z dat, kroužky zastupuj́ı odhady z

”
GLM 6“

a vodorovné značky symbolizuj́ı hodnoty odhadnuté pomoćı
”
GLM 8“. Můžeme

ř́ıci, že zkoumané frekvence jsou v obou př́ıpadech lépe odhadovány modelem

”
GLM 8“.

B D G
x

0,01
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0,04

0,05

y

N O
x

0,01

0,02

0,03

0,04

y

Obrázek 3.18:
”
GLM 8“, palivo Obrázek 3.19:

”
GLM 8“, nové vozidlo
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Zaměřme se na změny frekvenćı v rámci jednotlivých kategoríı u nově přida-
ných proměnných — pod́ıváme se na poměr frekvence dané kategorie ku frekvenci
kategorie prvńı. Na obrázku 3.20 vid́ıme pro jednotlivé kategorie regresoru palivo
(osa x) změnu frekvence oproti frekvenci v prvńı kategorii (změna frekvence na ose
y), kde čárkovaně spojujeme hodnoty pro skutečná data, plnou čárou znač́ıme
spojnice hodnot vypočtených z modelu

”
GLM 8“ a tečkovaně spojnice hodnot

vypočtených z modelu se šesti proměnnými (
”
GLM 6“). Obrázek 3.21 bychom

popsali analogicky pro proměnnou nové vozidlo.
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Obrázek 3.20:
”
GLM 8“, palivo —

změna
Obrázek 3.21:

”
GLM 8“, nové vozidlo

— změna

Model
”
GLM 8“ ve zkoumaném ohledu v obou př́ıpadech lépe vystihuje po-

zorovaná data než model
”
GLM 6“.

Opět si zkuśıme modelem
”
GLM 8“ odhadnout frekvenci u daľśıch proměn-

ných, které v modelu zat́ım nefiguruj́ı jako regresory. Zvoĺıme si proměnné bonus
a historie. Bonus vyjadřuje, v jaké bonusové tř́ıdě se klient nacháźı a v datovém
souboru nabývá těchto hodnot: −1; −0, 9; −0, 7; −0, 6; −0, 5; −0, 4; −0, 3; −0, 2;
−0, 1; 0; 0, 05; 0, 1; 0, 15; 0, 2; 0, 25; 0, 3; 0, 35; 0, 4; 0, 45; 0, 5, kde např. hodnota−1
vyjadřuje, že klient má přirážku k pojistnému ve výši 100%, hodnota 0 znamená,
že klient nemá ani slevu ani přirážku a např. hodnota 0, 5 ř́ıká, že klient má 50%
slevu. Zavedeme si kategorie podle hodnoty bonus.

Na obrázku 3.22 máme na ose x jednotlivé kategorie proměnné bonus, na ose y
jsou frekvence; pro každou kategorii nám sloupec znač́ı skutečnou frekvenci v dané
kategorii vypočtenou na základě datového souboru a tečka reprezentuje frekvenci
stanovenou podle modelu

”
GLM 8“. V grafu vid́ıme, že předevš́ım záporné hod-

noty bonusu nejsou modelem
”
GLM 8“ dobře vystihnuty.

Proměnná historie nám ř́ıká, kolik vzniklo pojistných událost́ı na všech po-
jistkách klienta za posledńıch 5 let. V rámci této proměnné si vytvoř́ıme kategorii
pro 0 škod a kategorii pro 1 a v́ıce škod. Graf na obrázku 3.23 ukazuje, jak se
lǐśı frekvence jednotlivých kategoríı vypočtené z dat (sloupce) a pomoćı modelu

”
GLM 8“ (tečky).

Vytvoř́ıme si daľśı zobecněný lineárńı model, který bude mı́t stejných osm
regresor̊u se stejnými kategoriemi jako model

”
GLM 8“, nav́ıc však bude mı́t

regresory bonus a historie. Tento nový model si označme
”
GLM 10“. Ještě si

shrňme všech deset regresor̊u: bonus x1, výkon x2, hmotnost x3, palivo x4, objem
x5, město x6, osoba x7, věk x8, nové vozidlo x9, historie x10.

Odhady parametr̊u modelu jsou v př́ıloze A v tabulce A.4.
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Obrázek 3.22:
”
GLM 8“, bonus

Obrázek 3.23:
”
GLM 8“, histo-

rie

Opět se pod́ıváme, zda model
”
GLM 10“ odhaduje frekvence proměnných

bonus a historie lépe než
”
GLM 8“ — to vid́ıme na grafech na obrázćıch 3.24 a

3.25. Můžeme ř́ıci, že zahrnut́ım proměnných do modelu dostáváme lepš́ı odhady.
Je třeba však zd̊uraznit, že pro kategorie bonusu se zápornými hodnotami máme
k dispozici velmi málo pozorováńı.
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Obrázek 3.24:
”
GLM 10“, bonus

Obrázek 3.25:
”
GLM 10“, his-

torie

U proměnné bonus porovnejme změny frekvenćı v jednotlivých kategoríıch
oproti frekvenci v kategorii 0 (na rozd́ıl od předchoźıch př́ıpad̊u to neńı prvńı
kategorie, ale na př́ıslušném grafu lež́ı přibližně uprostřed). Vytvoř́ıme si grafy
stejným zp̊usobem jako v předchoźıch př́ıpadech, tedy na osu x umı́st́ıme jednot-
livé kategorie, na osu y pod́ıl frekvence v dané kategorii a frekvence v kategorii 0.
Spojnice pod́ıl̊u frekvenćı jsou čárkované, plné a tečkované, postupně pro hodnoty
vypočtené z pozorovaných dat, z modelu

”
GLM 10“ a z modelu “GLM 8“.

Podobně vytvoř́ıme grafy pro proměnnou historie (zde také vztahujeme frek-
vence ku frekvenci v kategorii 0). Podle obrázk̊u 3.26 a 3.27 lze ř́ıci, že změny
frekvenćı vypočtené podle modelu

”
GLM 10“ lépe popisuj́ı skutečnost než změny

frekvenćı vypočtené podle modelu
”
GLM 8“.
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Obrázek 3.26:
”
GLM 10“, bonus — změna

Obrázek 3.27:
”
GLM 10“,

historie — změna

Model
”
GLM 10“ je potřeba ještě mı́rně upravit, aby byl splněn pokyn k uplat-

ňováńı směrnice Rady 2004/113/ES v pojǐst’ovnictv́ı. Je třeba, aby bylo dodrženo
pravidlo stejného př́ıstupu k oběma pohlav́ım, tud́ıž nahrad́ıme v modelu

”
GLM 10“

regresor x7 osoba proměnnou RCIC. Tato proměnná má pouze dvě kategorie: RC
a IC, kde RC označuje smlouvu s rodným č́ıslem (fyzickou osobu) a IC znač́ı kli-
enta s identifikačńım č́ıslem osoby (právnickou osobu). Tento pozměněný model
označme

”
GLM“, odhady parametr̊u modelu jsou v př́ıloze A v tabulce A.5.

V pr̊uběhu vytvářeńı modelu jsme jednotlivé zobecněné lineárńı modely ne-
srovnávali jen na základě grafického zobrazeńı, ale srovnávali jsme je i pomoćı
statistických kritéríı. Shrnut́ı těchto kritéríı pro jednotlivé modely nalezneme
v tabulce 3.2, kde AIC znač́ı Akaikeho informačńı kritérium, LRI je McFadden̊uv
index pod́ılu věrohodnost́ı (likelihood-ratio index), Pearsonχ2 označuje Pearso-
novu ch́ı kvadrát statistiku a D je deviance. S teoretickými výpočty jednotlivých
statistik jsme se setkali v části 2.3.

Model AIC LRI Pearsonχ2 D
GLM 4 37948.4 0.0107959 142234 29397.5
GLM 6 37912.9 0.0111395 142072 29363.1
GLM 8 37890.0 0.0118176 141974 29334.2
GLM 10 36018.9 0.0153155 133686 27818.9
GLM 36040.8 0.0146740 133685 27842.8

Tabulka 3.2: Srovnáńı zobecněných lineárńıch model̊u.

Po prozkoumáńı jednotlivých hodnot můžeme ř́ıci, že nejlépe vycházej́ı modely
s deseti proměnnými, přičemž model

”
GLM“, který nerozlǐsuje mezi pohlav́ımi,

neńı tak dobrý jako model
”
GLM 10“. Přesto jako finálńı model muśıme z legisla-

tivńıch d̊uvod̊u zvolit statisticky horš́ı model
”
GLM“.
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3.3 Severita

V této části se budeme věnovat výši škody. Začneme nejjednodušš́ım př́ıstupem,
spočteme si pro daná data pr̊uměrnou výši malé škody podle vztahu (1.9)

Iz =
138 001 984

4 792
=̇ 28 798,41 Kč. (3.3)

Nyńı přistouṕıme k otázce stanoveńı výše škody jiným zp̊usobem. Rozděĺıme
si smlouvy podle zvolených proměnných do několika kategoríı a v rámci kategorie
spočteme výši pr̊uměrné škody. Proměnné a jejich kategorie zvoĺıme stejně jako při
výpočtu frekvence v části 3.1. Máme tedy proměnné věk, objem a město, věkové
kategorie jsou: do 29 let, od 30 do 59 let, nad 60 let a firma, pro objem máme
kategorie: do 1 000 ccm, 1 001–1 350 ccm, 1 351–1 400 ccm, 1 401–1 850 ccm,
1 851–2 500 ccm a nad 2 500 ccm a pro město: do 24 999 obyvatel, 25 000–499 999
a nad 500 000 obyvatel.

Pro každou kategorii dané proměnné si spočteme pr̊uměrnou výši škody podle
(1.10), což např. pro i-tou kategorii věku zaṕı̌seme takto:

z̄vek,veki =

|vek,veki|∑
k=1

zvek,vekik

Nvek,veki

, (3.4)

kde i-tá věková kategorie obsahuje celkem |vek, veki| smluv, zvek,vekik je výše k-té
škody v i-té věkové kategorii a Nvek,veki znač́ı počet škod v i-té věkové kategorii.

Pr̊uměrné výše škod, součty škod a počty škod v jednotlivých kategoríıch
shrnuje tabulka 3.3. Pro konkrétńıho klienta pak očekávanou výši škody IIz do-
stáváme podle (1.11) jako pr̊uměr škod kategoríı, do kterých daný klient spadá.

Kategorie věku Součet škod Počet škod Pr̊uměrná výše škody
≤ 29 10 059 059 336 29 937,68
30–59 73 105 533 2 596 28 160,84
≥ 60 22 336 708 794 28 131,87
firma 32 500 684 1 066 30 488,45

Kategorie objemu
≤ 1 000 ccm 3 571 723 123 29 038,40

1 001–1 350 ccm 28 288 351 1 015 27 870,30
1 351–1 400 ccm 19 847 862 714 27 798,13
1 401–1 850 ccm 33 065 346 1 161 28 480,06
1 851–2 500 ccm 46 431 736 1 567 29 630,97
≥ 2 501 ccm 6 796 966 212 32 061,16

Kategorie města
≤ 24 999 60 758 566 2 156 28 181,15

25 000–499 999 50 079 272 1 781 28 118,63
≥ 500 000 27 164 146 855 31 770,93

Tabulka 3.3: Pr̊uměrné výše škod pro jednotlivé kategorie.
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Pod́ıváme se bĺıže na pr̊uměrné škody v jednotlivých kategoríıch v tabulce
3.3. Nejprve se zaměř́ıme na kategorie věku, zda je mezi pr̊uměrnými výšemi škod
významný rozd́ıl. V programu Wolfram Mathematica 8.0 využijeme zabudované
funkce

”
LocationTest“, ta zvoĺı vhodný test pro zadaná data (vstupem jsou výše

škod dvou testovaných kategoríı) a ověř́ı, zda mediány nebo pr̊uměry1 vstupńıch
dat můžeme považovat za stejné. V rámci proměnné věk tak dospějeme k závěru,
že mezi pr̊uměrnými výšemi škod v jednotlivých kategoríıch neńı statistický rozd́ıl.

K podobnému závěru dojdeme i v př́ıpadě proměnné objem. S jinými výsledky
se však setkáme u proměnné město — zde totiž je významný rozd́ıl mezi řidiči
z Prahy a mimo Prahu. Výpočet očekávané výše škody IIz bychom tedy mohli zre-
dukovat na pouhý výběr ze dvou možnost́ı: Praha/jiná obec, přičemž pro Prahu
z̊ustává IIz = 31 770,93 Kč a pro jiné obce pak máme IIz = 28 152,87 Kč. Budeme-
li dále uvažovat pro odhad výše škody pouze proměnnou město se dvěma katego-
riemi (Praha/jiná obec), použijeme označeńı IIz (P).

Pro očekávanou výši škody je možné vyvinout zobecněný lineárńı model.
V tomto př́ıpadě předpokládáme gama rozděleńı u vysvětlované proměnné. Při
výstavbě model̊u však naráž́ıme na situaci, kdy pomoćı hodnot́ıćıch kritéríı (AIC,
Pearsonχ2 a daľśı) těžce vyb́ıráme nejvhodněǰśı model. Konkrétńı kritéria se totiž
u jednotlivých model̊u lǐśı velmi málo (viz tabulka A.6 v př́ıloze A). To můžeme
vysvětlit t́ım, že se nedá snadno ř́ıci, kteř́ı klienti (která kategorie jaké proměnné)
zpravidla zapřičiňuj́ı vyšš́ı škody.

Zde vid́ıme souvislost s jednoduchým př́ıstupem ke stanoveńı očekávané výše
škody — r̊uzné seskupováńı smluv nepřináš́ı uspokojivé výsledky.

Pokud bychom chtěli zobecněný lineárńı model zde použ́ıt, vybrali bychom
podle tabulky A.6 v př́ıloze A model s těmito proměnnými: věk (x3), město (x2),
palivo (x1). Odhady parametr̊u tohoto modelu jsou rovněž v př́ıloze A v tabulce
A.7. Pro daľśı výpočet tento model označme severita GLM.

3.4 Nettopojistné

Tuto část začneme př́ımým výpočtem nettopojistného (nettopojistné IP a
IIP podle části 1.2.3). Dále zmı́ńıme stanoveńı nettopojistného pomoćı d́ılč́ıch
výsledk̊u — frekvence a severity škod. Následně se budeme zabývat srovnáváńım
r̊uzných př́ıstup̊u.

Nejdř́ıve se pod́ıváme na nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu nettopojistného podle
(1.18). Pro daná data máme nettopojistné

IP =̇
138 001 984

127 271,39
=̇ 1 084,31 Kč. (3.5)

Výsledkem jednoduchého výpočtu je jednotná sazba nettopojistného pro všechny
smlouvy ve výši 1 084 Kč. Tato částka vyjadřuje pr̊uměrné zat́ıžeńı na smlouvu
z hlediska škodńıch náklad̊u.

1V našich testovaných př́ıpadech byl vždy Mathematicou zvolen Mann-Whitney test, který
testuje shodnost medián̊u.
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Daľśı zp̊usob výpočtu nettopojistného již využ́ıvá členěńı souboru smluv do ka-
tegoríı podle proměnných. S t́ımto postupem jsme se seznámili v části 1.2.3 a
podle něj nyńı budeme hledat nettopojistné IIP .

Proměnné a jejich kategorie voĺıme stejné jako v př́ıpadě výpočtu frekvence
IIf a severity IIz. Začneme výpočtem d́ılč́ıho nettopojistného, např́ıklad pro i-tou
kategorii věku podle (1.19) máme

Pvek,veki =

|vek,veki|∑
k=1

zvek,vekik

|vek,veki|∑
k=1

ωvek,vekik

, (3.6)

pokračujeme výběrem referenčńıch kategoríı. Ty voĺıme podle největš́ı expozice
následovně: u proměnné věk to je kategorie 30–59 let, u proměnné objem kategorie
1 851–2 500 ccm a u proměnné město to je kategorie obćı do 24 999 obyvatel. Dále
poč́ıtáme faktory u jednotlivých kategoríı, např́ıklad pro i-tou kategorii proměnné
věk máme

facvek,veki =
Pvek,veki
Pvek,< 60

, (3.7)

kde Pvek,< 60 označuje d́ılč́ı nettopojistné referenčńı kategorie věku, a to kategorie
30–59 let.

Podle vztahu (1.21) spočteme pr̊uměrné faktory a následně bazickou hodnotu,
která v našem př́ıpadě vycháźı následovně:

Pbase =
1

facvek · facobjem · facmesto
· IP =

=
1

1,098 11 · 0,810 623 · 1,228 92
· 1 084,31 =̇ 991,206.

(3.8)

Tabulka 3.4 nám shrnuje d́ılč́ı výpočty (součty škod, součty expozićı a netto-
pojistné) a faktory.

Konkrétńımu klientovi pak spočteme nettopojistné IIP podle vztahu (1.24),
kde bazická hodnota čińı 991,206 Kč a faktory potřebné k výpočtu nalezneme
v tabulce 3.4.

Výpočet nettopojistného pomoćı zvlášt’ spočtené frekvence a výše škody spo-
č́ıvá pouze v jejich vynásobeńı.
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Kategorie věku Součet škod Součet expozićı Nettopojistné Faktor
≤ 29 10 059 059 7 086,12 1 419,54 1,437 6
30–59 73 105 533 74 036,02 987,43 1,000 0
≥ 60 22 336 708 25 873,46 863,31 0,874 3
firma 32 500 684 20 275,80 1 602,93 1,623 3

Kategorie objemu
≤ 1 000 ccm 3 571 723 4 971,98 718,37 0,537 0

1 001–1 350 ccm 28 288 351 29 910,39 945,77 0,707 0
1 351–1 400 ccm 19 847 862 22 231,43 892,78 0,667 4
1 401–1 850 ccm 33 065 346 31 234,70 1 058,61 0,791 4
1 851–2 500 ccm 46 431 736 34 711,96 1 337,63 1,000 0
≥ 2 501 ccm 6 796 966 4 210,93 1 614,13 1,206 7

Kategorie města
≤ 24 999 60 758 566 68 861,65 882,33 1,000 0

25 000–499 999 50 079 272 40 833,63 1 226,42 1,390 0
≥ 500 000 27 164 146 17 576,11 1 545,52 1,751 6

Tabulka 3.4: Dı́lč́ı nettopojistné a faktory pro jednotlivé kategorie proměnných.

Nyńı budeme porovnávat jednotlivé zp̊usoby výpočtu nettopojistného — pod́ı-
váme se na součty nettopojistného. Ty nám shrnuje tabulka 3.5, kde prvńı sloupec
nese informaci o zp̊usobu výpočtu frekvence škod, druhý sloupec obsahuje zp̊usob
výpočtu výše škod a třet́ı sloupec je vyplněn pouze ve dvou př́ıpadech, a to v těch,
kdy byl použit př́ımý výpočet nettopojistného. Jinak je nettopojistné poč́ıtáno
jako součin frekvence a severity.

frekvence severita nettopojistné součet nettopojistného (v Kč)
- - IP 149 920 324
If Iz 149 920 324
- - IIP 152 786 696
If IIz - 149 176 163
If IIz (P) - 149 151 977
IIf Iz - 148 666 464
IIf IIz - 148 234 122
IIf IIz (P) - 148 190 119

GLM Iz - 139 792 207
GLM IIz - 139 799 599
GLM IIz (P) - 139 776 896
GLM GLM - 144 747 108
IIf GLM - 151 621 619
If GLM - 152 028 697

Tabulka 3.5: Porovnáńı celkového nettopojistného (v Kč) spočteného r̊uznými
zp̊usoby.

Pro jednoduchost a snadnou porovnatelnost poč́ıtáme nettopojistné u smluv,
kde máme všechny potřebné údaje k dispozici. Součet všech malých škod na těchto
smlouvách čińı 129 962 726 Kč. Toto je částka, kterou chceme pokrýt celkovým
nettopojistným. Hodnoty součt̊u odhadnutého nettopojistného u jednotlivých
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smluv máme ve čtvrtém sloupci tabulky 3.5. Ve druhém sloupci tabulky vid́ıme
dva zp̊usoby výpočtu očekávané výše škody s horńım levým indexem II (IIz
a IIz (P)). Rozlǐsujeme tady výpočet IIz podle (1.11) s pomoćı tabulky 3.3 a
pod označeńım IIz (P) máme na mysli stanoveńı výše škody pomoćı jediné pro-
měnné (město) se dvěma kategoriemi (Praha, jiná obec) — jak již bylo uvedeno
v části 3.3.

Nejbĺıže je součtu malých škod u daných smluv hodnota 139 776 896 Kč.
Tato hodnota podle tabulky 3.5 odpov́ıdá tomu, že u všech smluv jsme frekvenci
odhadli zobecněným lineárńım modelem

”
GLM“ a výši škod jsme odhadli IIz (P),

odhadnutou frekvenci škod a výši škod jsme vynásobili a provedli součet přes
uvažované smlouvy.

Pro daľśı výpočty budeme uvažovat nettopojistné jako součin frekvence a
severity, kde frekvenci odhadujeme zobecněným lineárńım modelem

”
GLM“ a

severitu odhadujeme jako IIz (P).
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Kapitola 4

Velké škody

V této kapitole se budeme věnovat velkým škodám, tedy těm škodám, které
převyšuj́ı 150 000 Kč (tuto hranici jsme si definovali na začátku 3. kapitoly).

Začneme nahlédnut́ım na frekvenci a pr̊uměrnou výši velkých škod, provedeme
jednoduché výpočty podle (1.3) a (1.9).

Označme NV počet velkých škod, frekvenci velkých škod IfV pak zaṕı̌seme a
spoč́ıtáme pro naše data následovně:

IfV =
NV
m∑
k=1

ωk

=
186

127 271,39
=̇ 0,001 46. (4.1)

Dále mějme Zk velkou škodu na k-té smlouvě. Pro výši škody pak máme:

IzV =

m∑
k=1

Zk

NV

=
100 855 181

186
=̇ 542 232,16 Kč. (4.2)

V tabulce 4.1 máme porovnáńı frekvence a výše škod pro malé a velké škody.
Vid́ıme, že velké škody nenastávaj́ı tak často jako malé škody, zato výše velkých
škod je několikanásobně vyšš́ı.

If Iz
malé škody 0,037 7 28 798
velké škody 0,001 5 542 232

Tabulka 4.1: Pr̊uměrná frekvence a výše malých a velkých škod.

Nyńı provedeme jednoduchý př́ımý výpočet nettopojistného IPV pro velké
škody podle (1.18):

IPV =

m∑
k=1

Zk

m∑
k=1

ωk

=
100 855 181

127 271, 39
=̇ 792, 44 Kč (4.3)

I zde samozřejmě plat́ı rovnost (1.26):

IPV =I fV ·I zV . (4.4)
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Dále se zaměř́ıme se na výše velkých škod. Pokuśıme se popsat pozorované
výše velkých škod pomoćı vhodného rozděleńı pravděpodobnost́ı, budeme uva-
žovat Paretovo rozděleńı, gama rozděleńı a logaritmicko-normálńı rozděleńı. To
rozděleńı, které bude pozorovaná data vystihovat nejlépe, lze použ́ıt k mode-
lováńı budoućıch výš́ı velkých škod. Nebudeme se podrobněji zabývat např. ex-
ponenciálńım rozděleńım, protože pravděpodobnost výskytu vysokých škod je
značně podceněna (viz kapitola 1). Ze stejného d̊uvodu se jako nedostačuj́ıćı
ukázalo i Weibullovo rozděleńı.

V programu Wolfram Mathematica 8.0 si pomoćı zabudované funkce
”
Es-

timatedDistribution“ aplikované na pozorované výše velkých škod odhadneme
parametry k, α a µ Paretova rozděleńı typu II daného touto hustotou rozděleńı
pravděpodobnost́ı (jde o hustotu (1.14) z 1. kapitoly):

f(x) = αkα(k + x− µ)−1−α, x ≥ µ.

Dostáváme tyto odhady parametr̊u:

k̂ = 126 132,30; α̂ = 1,179 337 a µ̂ = 150 014. (4.5)

Stejným zp̊usobem si pomoćı softwaru odhadneme parametry α a p gama
rozděleńı s hustotou rozděleńı pravděpodobnost́ı (hustota (1.15) z 1. kapitoly):

f(x) =
αp

Γ(p)
x(p−1)e−αx, x ≥ 0.

Odhady parametr̊u máme tyto:

α̂ = 3,960 24× 10−7 a p̂ = 0,214 737. (4.6)

Postup zopakujeme pro odhad parametr̊u logaritmicko-normálńıho rozděleńı
s hustotou rozděleńı pravděpodobnost́ı (jako (1.17) v 1. kapitole):

f(x) =
1√

2πσx
exp

(
−(log x− µ)2

2σ2

)
, x > 0.

Pro parametry µ a σ máme tyto odhady:

µ̂ = 12,689 398 a σ̂ = 0,787 748. (4.7)

Máme tedy odhadnuta pravděpodobnostńı rozděleńı a nyńı si otestujeme,
které nejlépe popisuje pozorovaná data. Opět využijeme software Mathematica,
tentokrát nám poslouž́ı funkce

”
DistributionFitTest“, pomoćı j́ıž zjist́ıme, zda

data maj́ı dané rozděleńı. Nulovou hypotézou je vždy situace, kdy pozorované
hodnoty považujeme za data pocházej́ıćı z testovaného rozděleńı, alternativńı hy-
potézou je opak (data nepocházej́ı z testovaného rozděleńı).

Výsledkem test̊u jsou tyto p-hodnoty:

rozděleńı Paretovo II gama log-normálńı
p-hodnota 0,753 4,44× 10−16 5,29× 10−5
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Mathematica automaticky použila pro testováńı rozděleńı Cramér-von Mises test.
O datech lze tedy ř́ıci, že maj́ı přibližně Paretovo rozděleńı s distribučńı funkćı

F (x) = 1− 1

(1 + 7,928 18× 10−6(x− 150 014))1,179 34
, x ≥ 150 014. (4.8)

Pro názornost si porovnejme uvažovaná rozděleńı graficky. Na obrázku 4.1 jsou
zobrazeny distribučńı funkce Paretova rozděleńı — vykresleno čárkovaně, gama
rozděleńı — tečkovaně a logaritmicko-normálńı rozděleńı — znázorněno plnou
šedou čárou. V grafu vid́ıme černou schodovitou křivku — to je empirická dis-
tribučńı funkce vypočtená z pozorovaných dat. Je vidět, že nejbĺıže má empirická
distribučńı funkce k čárkované distribučńı funkci (tedy k Paretovu rozděleńı).
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Obrázek 4.1: Distribučńı funkce Paretova rozděleńı (čárkovaně), gama rozděleńı
(tečkovaně), logaritmicko-normálńıho rozděleńı (plná šedá) a empirická dis-
tribučńı funkce (schodovitá černá).

Porovnejme si rozděleńı velkých škod našeho datového souboru s rozděleńım
(empirickým) velkých škod z českého trhu. Máme k dispozici data z celého českého
trhu pojǐstěńı odpovědnosti z provozu motorového vozidla z let 2000–2008 (data1

jsou v souboru LargeClaims 2008.xlsx na přiloženém CD ve složce data). Pro každý
rok máme údaj o celkovém počtu nahlášených škod v určitých intervalech výš́ı
škod. Známe celkový počet škod pro dané roky a z dostupných dat snadno
dopočteme počet škod nad 150 000 Kč (tedy počet těch škod, které považujeme
za velké).

Pro velké škody si spočteme celkový počet škod v letech 2000–2008 v daných
intervalech, dostáváme tak následuj́ıćı tabulku:

1Data poskytl vedoućı diplomové práce.
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interval výše škody (v Kč) pr̊uměrná škoda počet škod
150 001–200 000 175 000,5 43 132
200 001–300 000 250 000,5 22 931
300 001–400 000 350 000,5 9 164
400 001–500 000 450 000,5 4 822

500 001–1 000 000 750 000,5 7 219
1 000 001–2 000 000 1 500 000,5 2 768

...
...

...

Pomoćı této tabulky a softwaru si odhadneme empirickou distribučńı funkci roz-
děleńı výše velké škody tržńıch dat. Jelikož nemáme k dispozici přesné výše škod,
ale pouze intervaly, použijeme pro odhad distribučńı funkce pr̊uměrné hodnoty
interval̊u. Empirickou distribučńı funkci velkých škod tržńıch dat máme zakres-
lenu v obrázku 4.2 jako černou schodovitou křivku. Ve stejném obrázku je také
zakreslena empirická distribučńı funkce velkých škod našeho datového souboru
(šedá křivka) a tečkovaně zde máme distribučńı funkci Paretova rozděleńı (4.8).
Vid́ıme, že uvažované empirické distribučńı funkce jsou si bĺızko, byt’ provedený
Kolmogorov-Smirnov̊uv test jednoznačně zamı́tá hypotézu shodnosti rozděleńı
(což neńı překvapivé vzhledem ke konstrukci empirické distribučńı funkce tržńıch
velkých škod).

1´106 2´106 3´106 4´106 x

0,2
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Obrázek 4.2: Empirická distribučńı funkce velkých škod tržńıch dat (černě), em-
pirická distribučńı funkce velkých škod našeho datového souboru (šedě) a dis-
tribučńı funkce Paretova rozděleńı (4.8).

Při odhadováńı výše velké škody se v tomto př́ıpadě nebudeme spoléhat jen
na vlastńı data (máme na mysli data ze soubor̊u smlouvy.txt a skody.txt), ale
využijeme i tržńı data, která máme k dispozici. Pod́ıváme se na využit́ı kredibility
podle (1.28), přičemž namı́sto pojistného uvažujeme výši velké škody.

Vlastńıch pozorováńı s velkými škodami máme 186, jde o velké škody během
jednoho roku. Pr̊uměrná výše velké škody je 542 232,16 Kč. V souboru Lar-
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geClaims 2008.xlsx máme za 9 let celkem 92 342 velkých škod z českého trhu.
Pr̊uměrná velká škoda za 9 let čińı 503 199,24 Kč. Předpokládejme, že vlastńı
pozorováńı jsou reprezentativńım vzorkem trhu. Pak stanov́ıme kredibilitńı koe-
ficient Z takto:

Z =

√
186

92 342
=̇ 0,044 88. (4.9)

Takto striktně stanovený kredibilitńı koeficient přikládá velký význam tržńım
dat̊um. V př́ıpadě, že bychom měli k dispozici 92 342 vlastńıch pozorováńı velkých
škod, kredibilitńı faktor by byl roven jedné.

Očekávanou výši velké škody zV s využit́ım tržńıch dat pak podle (1.28)
zaṕı̌seme:

zV = 0,044 88 · 542 232, 16 + (1− 0,044 88) · 503 199, 24 =̇ 504 951 Kč (4.10)

Pro daľśı výpočty budeme u všech smluv odhadovat výši velké škody stejně,
a to jako zV .

Vrat’me se ještě k frekvenci velkých škod, resp. k počtu velkých škod a po-
rovnejme si pod́ıl velkých škod v našem datovém souboru a v tržńıch datech.
V našem souboru dat máme celkem 4 978 škod, z toho je 186 velkých, což odpov́ıdá
3,74 % všech škod. Tento údaj porovnáme s př́ıslušnými procenty vypočtenými
na základě dat z celého českého trhu pojǐstěńı odpovědnosti z provozu motorového
vozidla z let 2000–2008. Tabulka 4.2 nám shrnuje počty škod, počty velkých škod
a pod́ıl velkých škod ku všem škodám v jednotlivých letech 2000–2008, v posledńı
řádku máme údaje o našich datech.

rok počet všech škod počet velkých škod pod́ıl velkých škod
2000 270 303 8 114 0,0300
2001 311 512 8 913 0,0286
2002 318 357 9 392 0,0295
2003 299 016 9 829 0,0328
2004 296 764 11 080 0,0373
2005 303 534 11 739 0,0387
2006 302 015 11 930 0,0395
2007 298 930 11 693 0,0391
2008 279 900 9 654 0,0345

data 2011 4 978 186 0,0374

Tabulka 4.2: Pod́ıl velkých škod na českém trhu v letech 2000–2008 a pod́ıl velkých
škod ve zkoumaných datech.

Vid́ıme, že pod́ıl velkých škod v námi zkoumaných datech se významně nelǐśı
od pod́ılu velkých škod na trhu.

Frekvenci škod budeme pro daľśı výpočty uvažovat pro všechny smlouvy stej-
nou — spočtenou nejjednodušš́ım př́ıstupem (viz vztah (4.1)). Vytvářeńı kate-
goríı v rámci proměnných v tomto př́ıpadě čińı výpočet složitěǰśım bez znatelného
př́ınosu.

Nettopojistné pro velké škody pak máme rovněž stejné pro všechny smlouvy:

PV = IfV · zV = 0,001 46 · 504 951 =̇ 738 Kč. (4.11)
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Kapitola 5

Stanoveńı bruttopojistného

5.1 Bonus-malus

Než přistouṕıme k závěrečné části práce, pod́ıváme se na systém bonus-malus.
Při stanovováńı výše pojistného má podle zákona č. 168/1999 Sb. pojistitel zo-
hlednit předcházej́ıćı škodný pr̊uběh pojǐstěńı odpovědnosti pojistńıka. V př́ıpadě
bezeškodného pr̊uběhu pojǐstěńı se toto zohledňuje slevou na pojistném (tzv. bo-
nus) a v př́ıpadě výplaty pojistného plněńı přirážkou k pojistnému (tzv. malus).
Př́ıklad modelu systému bonus-malus nalezneme např́ıklad v [3] (část VI.4.).

Podle délky bezeškodné doby (v měśıćıch) si pojistńıky rozděĺıme do tř́ıd. Toto
rozděleńı je uvedeno v tabulce 5.1 — jde o př́ıklad rozděleńı do tř́ıd. Pro jedno-
duchost uvažujeme 10 bonusových tř́ıd (B 1, ..., B 10), pouze jednu malusovou
tř́ıdu (M) a tř́ıda Z je základńı, kde pojistńık nemá ani slevu ani přirážku.

Bezeškodná doba v měśıćıch Tř́ıda % z ročńıho pojistného
120 a v́ıce B 10 50 %
108 až 119 B 9 55 %
96 až 107 B 8 60 %
84 až 95 B 7 65 %
72 až 83 B 6 70 %
60 až 71 B 5 75 %
48 až 59 B 4 80 %
36 až 47 B 3 85 %
24 až 35 B 2 90 %
12 až 23 B 1 95 %
0 až 11 Z 100 %
-1 měśıc a méně M 110 %

Tabulka 5.1: Př́ıklad rozděleńı do tř́ıd bonusu a malusu.

Bezeškodná doba může nabývat i záporných hodnot, protože při každé jedné
škodě sńıž́ıme bezeškodnou dobu o 36 měśıc̊u. Naopak bezeškodnou dobu je možné
zvýšit při bezeškodném pr̊uběhu, uvažujme toto vyhodnocováńı jednou ročně,
tedy navyšujeme o 12 měśıc̊u.

V dnešńı době na českém trhu běžně nacháźıme větš́ı počet malusových tř́ıd,
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můžeme narazit i na větš́ı počet bonusových tř́ıd či dokonce na 60% bonus1.

Pod́ıvejme se na bonusy, resp. malusy reálného souboru dat, který máme k dis-
pozici. V souboru využijeme informaci o poskytnuté slevě na dané smlouvě (7.
sloupec v p̊uvodńım souboru smlouvy.txt), kde např. hodnota 0,5 znamená 50%
slevu a např. hodnota -1 znamená 100% přirážku (jde o proměnnou bonus z části
3.2). Máme celkem 10 malusových tř́ıd, 10 bonusových tř́ıd a jednu základńı,
avšak kv̊uli malému (v jednom př́ıpadě žádnému) počtu pozorováńı toto tř́ıděńı
celé nevyužijeme a za účelem daľśıho zkoumáńı si smlouvy rozděĺıme do tř́ıd podle
tabulky 5.1. Takže namı́sto deseti malusových tř́ıd budeme mı́t pouze jednu.

Uvažujme situaci, kdy v základńı tř́ıdě Z máme pojistné 10 000 Kč. Pokud
bychom jednoduše aplikovali procentuálńı část základńıho pojistného z tabulky
5.1 na ostatńı tř́ıdy, pak bychom měli pojistné 9 500 Kč pro tř́ıdu B 1, ..., 5 000 Kč
pro tř́ıdu B 10 a 11 000 Kč pro tř́ıdu M. Zanesme si do grafu jak se měńı poměr
pojistného všech tř́ıd ku základńı tř́ıdě. V obrázku 5.1 to jsou body pospojované
plnou čárou. Do stejného obrázku zakresĺıme ještě jeden graf, dále vysvětĺıme
jaký.

Předpokládejme výpočet pojistného jako součin frekvence škod a výše škod.
Pro jednoduchost mějme očekávanou výši škody u všech smluv stejnou a frekvenci
škod poč́ıtejme pro jednotlivé tř́ıdy M, Z, B 1, ..., B 10 z reálných dat, které máme
k dispozici. Pro každou tř́ıdu máme tedy skutečnou frekvenci škod (pod́ıl počtu
škod a celkové expozice v rámci dané skupiny) a dále si spočteme poměr frekvenćı
všech tř́ıd ku frekvenci tř́ıdy základńı. Stač́ı nám poč́ıtat poměr frekvenćı, protože
poměr dopočteného pojistného by byl stejný. Graf zaneseme do obrázku 5.1 a
body spoj́ıme čárkovaně.
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Obrázek 5.1: Část základńıho pojistného placená v jednotlivých bonusových
tř́ıdách, teoretické hodnoty spojeny plně, hodnoty z reálných dat spojeny
čárkovaně.

V obrázku 5.1 vid́ıme rozd́ılné chováńı reálných dat a teoretických hodnot.
Velmi výrazný skok je u reálných dat ze základńı tř́ıdy do tř́ıdy B 1, což lze

1Souhrn aktuálńıch informaćı z českého trhu je dostupný např. na www.abcpojisteni.cz nebo
na www.epojisteni.cz.
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interpretovat tak, že v základńı tř́ıdě jsou zač́ınaj́ıćı řidiči téměř bez zkušenost́ı
s ř́ızeńım, proto jsou nehody v této kategorii časté, kdežto ve tř́ıdě B 1 již jsou

”
o rok“ zkušeněǰśı řidiči.

Tady bychom mohli ř́ıci, že systém bonus-malus podle tabulky 5.1 je nespra-
vedlivý. To proto, že řidič̊um ve tř́ıdě B 1 by poskytoval slevu jenom 5 %, přestože
řidiči v této tř́ıdě maj́ı o třetinu nižš́ı frekvenci škod než řidiči základńı tř́ıdy.

Tř́ıda B 2 je na tom podobně jako tř́ıda B 1, co se týče frekvence škod. Co se
týká slevy — ta by vzrostla na 10 %. V daľśıch tř́ıdách pozorujeme vylepšováńı
křivky ve smyslu snižováńı frekvence škod (až na výjimky), což se dá očekávat
s přibývaj́ıćımi řidičskými zkušenostmi.

Dále uvažujme, že jednotlivé tř́ıdy tvoř́ı stavy Markovského řetězce2. Pro ta-
kovýto Markovský řetězec si můžeme spoč́ıtat matici pravděpodobnost́ı přechodu
na základě souboru dat, který máme k dispozici. Každou ze smluv máme zařazenu
v nějaké tř́ıdě podle tabulky 5.1, pro každou tř́ıdu si spočteme, resp. již máme
spočtenou skutečnou frekvenci škod. Tato frekvence (udávaj́ıćı počet škod na
smlouvě v dané tř́ıdě za jeden rok) bude parametrem Poissonova rozděleńı počtu
škod. Pomoćı tohoto rozděleńı a pomoćı tabulky 5.1 spočteme pravděpodobnosti
přechodu mezi jednotlivými tř́ıdami a sestav́ıme si matici pravděpodobnost́ı pře-
chodu P. Pro daná data to je matice

P =



0,075 0,925 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,070 0 0,930 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,046 0 0 0,954 0 0 0 0 0 0 0 0
0,001 0,044 0 0 0,955 0 0 0 0 0 0 0
0,0008 0 0,038 0 0 0,961 0 0 0 0 0 0
0,0008 0 0 0,040 0 0 0,959 0 0 0 0 0
10−5 0,0009 0 0 0,042 0 0 0,957 0 0 0 0
10−5 0 0,0009 0 0 0,041 0 0 0,958 0 0 0
10−5 0 0 0,0008 0 0 0,039 0 0 0.960 0 0
10−8 10−6 0 0 0,0006 0 0 0,033 0 0 0,967 0
10−8 0 10−6 0 0 0,0006 0 0 0,034 0 0 0,966
10−8 0 10−6 0 0 0,0004 0 0 0,029 0 0 0,970


,

kde sloupce zleva doprava jsou řazeny stejně jako řádky odshora dol̊u, a to od tř́ıdy
M, přes Z, B 1, ..., až po B 10. Pravděpodobnosti přechodu v matici P jsou
zaokrouhleny.

Nyńı předpokládejme, že nám do daného souboru nikdo nový nepřijde, ani
nám z něj nikdo neodejde. Tento předpoklad je sice nereálný, ale přesto jej
uvažujme za účelem výpočtu stacionárńıho rozděleńı (π). Naopak se ale můžeme
pod́ıvat na věc z jiné strany a ř́ıci, že i kdyby konkrétńı klient přešel k jinému
pojistiteli, bonusová tř́ıda by mu měla z̊ustat, resp. by na základě svého vývoje
počtu škod pokračoval dále ve výši bonusu/malusu. Takže ze systému by vlastně
neodešel.

Stacionárńı rozděleńı námi uvažovaného Markovského řetězce je:
π′ = (2, 81× 10−6; 7, 54× 10−6; 1, 96× 10−5; 6, 91× 10−5; 0, 000159; 0, 000678;
0, 00181; 0, 00268; 0, 0300; 0, 0289; 0, 0279; 0, 908).

Ze stacionárńıho rozděleńı vid́ıme, že 90,8 % smluv by po čase skončilo v nej-
lepš́ı bonusové tř́ıdě, takže bychom většině klient̊u měli poskytovat slevu 50 %.

2Potřebná teorie k Markovským řetězc̊um je v publikaci Z. Práškové a P. Lachouta Základy
náhodných proces̊u.
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Předpokládejme, že počátečńı rozděleńı klient̊u v jednotlivých tř́ıdách je π′0 =
(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), tedy uvažujeme situaci, kdy 100 % klient̊u je v zá-
kladńı tř́ıdě Z. Mějme matici pravděpodobnost́ı přechodu P jako výše. Budeme
sledovat vývoj rozděleńı klient̊u do jednotlivých tř́ıd během několika let. Do ta-
bulky 5.2 jsme pro vybrané roky zaznačili, jaké procento klient̊u je ve 3 nejméně
atraktivńıch bonusových tř́ıdách (M 1, Z, B 1) a ve 3 tř́ıdách s nejvyšš́ı slevou (B
8, B 9, B 10). V posledńım sloupci tabulky je spočtena pr̊uměrná sleva poskyto-
vaná v daném roce.

Rok M 1 Z B 1 B 8 B 9 B 10 pr̊uměrná sleva v %
0 0 100 0 0 0 0 0
1 7,035 0 92,965 0 0 0 3,945
2 4,779 6,508 0 0 0 0 8,394
3 0,909 8,348 6,050 0 0 0 12,916
4 0,997 0,840 10,992 0 0 0 17,307
5 0,710 1,178 0,781 0 0 0 21,691
8 0,136 0,242 0,223 68,778 0 0 34,815
10 0,040 0,050 0,396 4,476 0 64,212 43,708
12 0,010 0,057 0,068 2,381 21,803 64,636 46,390
15 0,003 0,013 0,017 2,837 7,343 84,446 48,366
18 0,001 0,004 0,006 2,890 3,820 89,315 48,847
20 0,001 0,001 0,003 3,123 2,854 90,370 48,939
23 10−6 0,001 0,002 2,938 2,806 90,683 48,980
25 10−6 0,001 0,002 2,890 2,791 90,753 48,988
30 10−6 0,001 0,002 2,886 2,792 90,773 48,992

Tabulka 5.2: Vývoj rozděleńı klient̊u do tř́ıd a pr̊uměrné slevy.

Z tabulky 5.2 vid́ıme, že při daném počátečńım rozděleńı a dané matici pravdě-
podobnost́ı přechodu můžeme již po deseti letech očekávat většinu klient̊u v nej-
lepš́ı bonusové tř́ıdě. Proto je nutné nastavit základńı výši pojistného tak, aby
po poskytnut́ı slev byla pojǐst’ovna schopná dostát svým závazk̊um.

5.2 Bruttopojistné

Zat́ım jsme prováděli pouze d́ılč́ı výpočty vedoućı ke stanoveńı pojistného,
resp. bruttopojistného, které budeme požadovat po klientovi. Nyńı se budeme
zabývat kalibraćı modelu a následně výpočtem finálńıho bruttopojistného.

Doposud jsme pracovali zvlášt’ s malými a velkými škodami, potřebujeme
však znát celkové nettopojistné za všechny škody dohromady. Pro pokryt́ı malých
škod jsme zvolili výpočet nettopojistného jako součin frekvence odhadnuté mo-
delem

”
GLM“ a severity spočtené podle IIz (P). V dosavadńıch výpočtech netto-

pojistného jsme neuvažovali ty smlouvy, u kterých jsme neměli všechny potřebné
údaje. Těmto smlouvám nyńı přǐrad́ıme jednotné nettopojistné IP = 1 084,31 Kč.

Pro pokryt́ı velkých škod jsme zvolili nettopojistné PV = 737,96 Kč. Pro každou
smlouvu máme nyńı nettopojistné za malé i velké škody — tyto dvě hodnoty
sečteme a źıskáme tak pro každou smlouvu celkové nettopojistné Pi, i = 1, . . . ,m.
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Souhrnné nettopojistné sečtené přes všechny smlouvy čińı

PS =
m∑
i=1

Pi =̇ 257 307 544 Kč. (5.1)

Je třeba však podotknout, že máme souhrnné nettopojistné PS stanoveno
tak, aby pokrylo škody nastalé během roku 2011, nahlášené a uhrazené do roku
2012. Muśıme ale zajistit i úhradu škod vzniklých v roce 2011, ale doposud ne-
nahlášených. Vytvář́ıme tzv. IBNR rezervu (z anglického incurred but nor re-
ported) na pojistná plněńı za škody, které nastaly, ale doposud nebyly nahlášeny.
Zahrnut́ım této rezervy do výpočtu nettopojistného by pojistitel měl být schopen
plnit všechny své závazky plynoućı ze škodńıho roku 2011.

Výpočet IBNR rezervy vycháźı z předchoźı zkušenosti pojistitele s vývojem
škod. Využijeme kumulativńı vývojový trojúhelńık3, kde hodnota Xj,s vyjadřuje
celkový úhrn pojistného plněńı za škody, které vznikly v roce j a byly uhrazeny
do roku j + s, v našem př́ıpadě j = 2005, . . . , 2012 a s = 0, . . . , 7.

Kumulativńı trojúhelńık je naznačen v tabulce 5.3, přičemž zvýrazněná hod-
nota (238 857 165 Kč, pole X2011,1) představuje součet všech škod z našeho sou-
boru dat. Metodou chain-ladder doplńıme trojúhelńık na čtverec. Část tohoto
čtverce vid́ıme v tabulce 5.4.

vznik/vývoj 0 1 2 . . . 7
2005 117 535 923 150 796 700 190 467 908 . . . 216 662 866
2006 143 043 846 185 957 000 230 586 680 . . .

...
...

...
...

2010 181 158 376 248 505 889 304 147 303
2011 183 736 281 238 857 165
2012 209 250 595

Tabulka 5.3: Kumulativńı vývojový trojúhelńık, hodnoty v Kč.

vznik/vývoj 0 1 2 . . . 7
2005 117 535 923 150 796 700 190 467 908 . . . 216 662 866
2006 143 043 846 185 957 000 230 586 680 . . . 263 683 552

...
...

...
...

...
2010 181 158 376 248 505 889 304 147 303 . . . 348 474 697
2011 183 736 281 238 857 165 296 120 530 . . . 339 278 076
2012 209 250 595 273 144 719 338 628 146 . . . 387 980 887

Tabulka 5.4: Kumulativńı vývojový trojúhelńık doplněný na čtverec, hodnoty
v Kč.

Předpokládáme, že vývoj škod neńı po sedmi letech ukončen. Provedeme tedy
úpravu hodnoty X̂2011,7 a t́ım dostaneme odhad X̂2011,∞. Úprava spoč́ıvá v přičteńı

3Po teoretické stránce vycháźıme ze zdroje [3] (část III.1), zde nalezneme také metody
k nalezeńı odhadu rezervy. Potřebná data do kumulativńıho vývojového trojúhelńıku poskytl
vedoućı diplomové práce.
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3% rizikové přirážky4, pro konkrétńı hodnoty dostáváme

X̂2011,∞ = 1,03 · X̂2011,7 =̇ 1,03 · 339 278 076 =̇ 349 456 419 Kč. (5.2)

Výše IBNR rezervy tedy je

IBNR = X̂2011,∞ −X2011,1 = 349 456 419− 238 857 165 = 110 599 254 Kč.(5.3)

Nyńı provedeme kalibraci modelu tak, aby souhrnné nettopojistné bylo rovno
součtu všech škod na smlouvách z našeho datového souboru navýšeného o IBNR
rezervu. Najdeme tedy konstantu kal tak, aby platilo

IBNR +
m∑
k=1

(zk + Zk) = PS · kal. (5.4)

Hledaná konstanta je

kal =

IBNR +
m∑
k=1

(zk + Zk)

PS
=

110 599 254 + 238 857 165

257 307 544
=̇ 1,358. (5.5)

Touto konstantou kal přenásob́ıme nettopojistné na všech smlouvách, takže pro
i-tou smlouvu dostáváme nettopojistné P ∗i spočtené na základě kalibrovaného
modelu

P ∗i = Pi · kal. (5.6)

Sečteńım P ∗i (i = 1, . . . ,m) přes všechny smlouvy pak dostáváme nové souhrnné
nettopojistné, označ́ıme jej P ∗S . Mezi PS a P ∗S plat́ı vztah

P ∗S = PS · kal. (5.7)

Při výpočtu IBNR rezervy jsme již zohlednili 3% rizikovou přirážku. Daľśı rizi-
kovou přirážku již nebudeme započ́ıtávat a za rizikové pojistné budeme považovat
P ∗S .

Ke stanoveńı bruttopojistného již zbývá jenom zahrnout k rizikovému po-
jistnému P ∗S nákladové složky a zisk. Předpokládejme, že fixńı a variabilńı náklady
nezávisej́ıćı na pojistném celkem čińı 70 mil. Kč, provize uvažujme 15 %, zisk 2 %
a př́ıspěvek do fondu zábrany škod 3 % bruttopojistného. Podle vztahu (1.28)
spočteme bruttopojistné

BS =
P ∗S + nákladyn

1− nákladyz − h− z
=

349 456 419 + 70 000 000

1− 0,15− 0,02− 0,03
= 524 320 523 Kč.(5.8)

Vztah mezi bruttopojistnýmBS a rizikovým pojistným P ∗S lze pomoćı předchoźıho
vztahu vyjádřit takto: BS = P ∗S · 1,50039. Pokud označ́ıme bruttopojistné na i-té
smlouvě Bi, pak jej spočteme

Bi = P ∗i · 1,50039. (5.9)

4Tato riziková přirážka bývá nazývána tail faktor.
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Toto je tedy finálńı bruttopojistné, které budeme požadovat po klientovi.

Na českém trhu je zvykem využ́ıvat systém bonus-malus, př́ıklad je uveden
v tabulce 5.1. Klient tedy plat́ı pojistné po odečteńı slevy/přičteńı přirážky.

Pokud bychom chtěli klientovi ukázat cenu před slevou a po slevě, provedli
bychom nejprve navýšeńı bruttopojistného na Bi/(1 − sleva) a o tomto bychom
prohlásili, že je pojistné před slevou. Pojistné po slevě (tedy pojistné požadované
k úhradě) je Bi.
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Závěr

Ćılem práce bylo popsat r̊uzné zp̊usoby výpočtu pojistného v pojǐstěńı od-
povědnosti z provozu motorového vozidla, při výpočtu pojistného využ́ıt zo-
becněný lineárńı model a pak na reálných datech použ́ıt vhodné metody a stanovit
pojistné.

Nejprve jsme se seznámili s obecnými principy v neživotńım pojǐstěńı, dále
jsme se již soustředili na pojǐstěńı odpovědnosti z provozu motorového vozidla.
Zvlášt’ jsme se zabývali metodami pro odhad frekvence škod a výše škody. Pro
frekvenci škod jsme uvedli nejjednodušš́ı výpočet, který nebere v úvahu žádné
proměnné (If) a dále př́ıstup, který již zohledňuje kategorizaci smluv v rámci
proměnných (IIf). Důležitým př́ıstupem k modelaci frekvence škod je zobecněný
lineárńı model, kterému je věnována 2. kapitola.

Dále jsme se zabývali odhadem výše škody. Podobně jako u frekvence jsme
uvedli nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu bez zahrnut́ı proměnných (Iz) a dále zp̊usob,
kdy se využ́ıvá kategoríı v rámci proměnných (IIz). Také zde je možné využ́ıt
zobecněný lineárńı model.

V daľśı části jsme se věnovali stanoveńı nettopojistného, nejprve jsme uvedli
postup bez využit́ı výpočtu frekvence a výše škody. Pak jsme uvedli, že nettopo-
jistné lze spoč́ıst jako součin frekvence a výše škody. Na př́ıkladu jsme vysvětlili
nevhodnost jednotného nettopojistného.

Uvedli jsme vztah pro výpočet bruttopojistného. V závěru prvńı kapitoly jsme
zmı́nili americkou kredibilitu.

Ve druhé kapitole jsme stručně shrnuli klasický lineárńı model, na jehož základě
jsme popsali zobecněný lineárńı model. Dále jsme uvedli typicky použ́ıvanou
metodu pro odhad parametr̊u modelu, a to metodu maximálńı věrohodnosti.
V následuj́ıćı části jsme zmı́nili nástroje vhodné pro posouzeńı kvality zobecněného
lineárńıho modelu. V závěru jsme uvedli dva konkrétńı zobecněné lineárńı mo-
dely, kde jeden lze využ́ıt při modelováńı frekvence škod a druhý při modelováńı
výše škody.

V praktické části (kapitola 3–5) jsme aplikovali výše popsané metody na reálná
data, přičemž jsme se zabývali odděleně malými a velkými škodami.

U malých škod jsme poč́ıtali jednak frekvenci If a IIf a jednak jsme se zabývali
nalezeńım vhodného zobecněného lineárńıho modelu. Statisticky nejpřesněǰśı byl
zobecněný lineárńı model s deseti proměnnými, kde jedna z proměnných nabývala
hodnot

”
žena“,

”
muž“ a

”
firma“, což je v rozporu s pokynem k uplatňováńı

směrnice Rady 2004/113/ES. Pozměnili jsme proto tuto proměnnou tak, aby
rozlǐsovala pouze mezi fyzickou osobou a firmou. Tento upravený model pro
výpočet frekvence jsme označili

”
GLM“.

Výši škody jsme rovněž poč́ıtali jako Iz a IIz, ale zjistili jsme, že kromě jednoho
př́ıpadu mezi kategoriemi zvolených proměnných neńı statisticky významný rozd́ıl

55



ve výši škod. Zavedli jsme proto IIz (P) s jedinou proměnnou. Dále jsme vytvořili
zobecněné lineárńı modely, které se však od sebe hodnot́ıćımi kritérii lǐsily velmi
málo.

Poté jsme srovnali r̊uzné př́ıstupy k výpočtu nettopojistného (tabulka 3.5) a
zjistili jsme, že nejbĺıže k součtu malých škod je souhrnné nettopojistné spočtené
pomoćı frekvence

”
GLM“ a severity IIz (P).

U velkých škod jsme frekvenci škod odhadli jako IfV . Dále jsme velké škody
srovnávali s tržńımi daty za obdob́ı 2000–2008. Dospěli jsme k tomu, že naše
data lze považovat za reprezentativńı vzorek dat tržńıch. Tohoto jsme využili při
výpočtu očekávané výše škody — aplikovali jsme zde kredibilitńı vztah.

V posledńı kapitole jsme se nejprve zabývali systémem bonus-malus. Jak je
tento systém na českém trhu použ́ıván (typicky za každý rok bez nehody sleva
vzroste o 5 procentńıch bod̊u), jsme neshledali spravedlivým (zejména pro prvńı
bonusové tř́ıdy). V závěru této kapitoly jsme se věnovali stanoveńı bruttopo-
jistného, přičemž jsme zohlednili IBNR rezervu.
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Př́ıloha A

Tabulky

GLM 4

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 −2.73281 0.07947 −34.3879 3.82573× 10−259

x1[18] 1.37262 0.386232 3.55388 0.000379598
x1[19] 0.876975 0.31475 2.78626 0.00533195
x1[< 22] 0.559807 0.196456 2.84953 0.00437841
x1[< 26] 0.156743 0.113553 1.38035 0.167479
x1[< 30] −0.123231 0.0909861 −1.35439 0.175612
x1[< 50] −0.105991 0.0481453 −2.20148 0.0277023
x1[< 70] −0.297424 0.0543697 −5.4704 4.49016× 10−8

x1[≥ 70] −0.15496 0.0688502 −2.25068 0.0244061
x2[M] −0.226512 0.0374047 −6.05572 1.39795× 10−9

x3[≤ 1000] −0.574908 0.121199 −4.74351 2.10049× 10−6

x3[≤ 1350] −0.254589 0.0815674 −3.12121 0.00180111
x3[≤ 1400] −0.284732 0.0836791 −3.40266 0.000667326
x3[≤ 1850] −0.179831 0.0796737 −2.25709 0.0240025
x3[≤ 2500] −0.0128788 0.0775553 −0.16606 0.86811
x4[< 25000] −0.369963 0.0429203 −8.61975 6.70994× 10−18

x4[< 500000] −0.0629084 0.0439507 −1.43134 0.152333

Tabulka A.1: Výstup
”
GLM 4“, sloupec Estimate označuje odhady jednotlivých

parametr̊u modelu.
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GLM 6

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 −3.13991 0.162858 −19.2801 7.89386× 10−83

x1[18] 1.41324 0.386432 3.65715 0.000255037
x1[19] 0.911443 0.314923 2.89417 0.00380158
x1[< 22] 0.597744 0.196779 3.03764 0.00238436
x1[< 26] 0.190102 0.113964 1.66808 0.0952992
x1[< 30] −0.0946718 0.0913828 −1.03599 0.300206
x1[< 50] −0.0851376 0.0486841 −1.74878 0.0803297
x1[< 70] −0.273133 0.0549236 −4.97297 6.59348× 10−7

x1[≥ 70] −0.128547 0.0693403 −1.85385 0.06376
x2[M] −0.229507 0.0374266 −6.1322 8.66738× 10−10

x3[≤ 1000] −0.394592 0.149544 −2.63863 0.00832427
x3[≤ 1350] −0.100047 0.114673 −0.872457 0.382959
x3[≤ 1400] −0.153459 0.110524 −1.38846 0.164996
x3[≤ 1850] −0.0712807 0.101397 −0.702984 0.482066
x3[≤ 2500] 0.0425857 0.0921757 0.462006 0.644077

x4 0.000160883 0.000589999 0.272683 0.785097
x5 0.000153256 0.000038634 3.96686 0.0000728244

x6[< 25000] −0.365105 0.0430803 −8.47499 2.35093× 10−17

x6[< 500000] −0.0592418 0.0440484 −1.34493 0.178649

Tabulka A.2: Výstup
”
GLM 6“, sloupec Estimate označuje odhady jednotlivých

parametr̊u modelu.
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GLM 8

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 −3.30586 0.271646 −12.1698 4.50449× 10−34

x1[18] 1.40656 0.386506 3.63915 0.000273535
x1[19] 0.916037 0.314987 2.90817 0.00363548
x1[< 22] 0.591861 0.196937 3.00533 0.00265289
x1[< 26] 0.180665 0.114212 1.58184 0.113686
x1[< 30] −0.108632 0.0916457 −1.18535 0.23588
x1[< 50] −0.0952574 0.0490313 −1.94279 0.052042
x1[< 70] −0.275224 0.055063 −4.99834 5.78263× 10−7

x1[≥ 70] −0.125161 0.0694575 −1.80197 0.0715494
x2[M] −0.23099 0.0374292 −6.17137 6.77× 10−10

x3[≤ 1000] −0.153063 0.15656 −0.977665 0.32824
x3[≤ 1350] 0.134998 0.123238 1.09542 0.273332
x3[≤ 1400] 0.0725802 0.118877 0.610548 0.541499
x3[≤ 1850] 0.0940016 0.106064 0.886268 0.375473
x3[≤ 2500] 0.0745898 0.0923357 0.807811 0.419199

x4 0.00117666 0.000601427 1.95645 0.0504126
x5 0.000144396 0.0000411326 3.5105 0.00044726
x6[B] −0.0882171 0.215389 −0.409571 0.682121
x6[D] 0.113352 0.215128 0.526904 0.59826

x7[< 25000] −0.370286 0.0430916 −8.59299 8.47351× 10−18

x7[< 500000] −0.0614742 0.0440487 −1.3956 0.162836
x8[N] −0.118634 0.045831 −2.5885 0.00963937

Tabulka A.3: Výstup
”
GLM 8“, sloupec Estimate označuje odhady jednotlivých

parametr̊u modelu.
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GLM 10

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 −3.29791 0.30516 −10.8072 3.18379× 10−27

x1[−1] −8.50774 104.19 −0.0816564 0.93492
x1[−0.9] −8.7442 209.888 −0.0416613 0.966769
x1[−0.7] −8.57584 110.787 −0.0774087 0.938298
x1[−0.6] 0.801728 0.953458 0.840864 0.400424
x1[−0.5] 0.281826 0.726881 0.387719 0.698224
x1[−0.4] 0.178403 0.733783 0.243128 0.807906
x1[−0.3] 0.596505 0.293931 2.0294 0.0424172
x1[−0.2] 0.526306 0.219444 2.39836 0.0164688
x1[−0.1] 0.335099 0.197683 1.69514 0.0900497
x1[0] 0.626248 0.0800562 7.82261 5.17377× 10−15

x1[0.05] 0.268611 0.081534 3.29447 0.000986091
x1[0.1] 0.22462 0.0732056 3.06834 0.00215253
x1[0.15] 0.123422 0.0749998 1.64563 0.0998406
x1[0.2] 0.212041 0.0662988 3.19826 0.00138258
x1[0.25] 0.236209 0.064545 3.6596 0.00025261
x1[0.3] 0.208213 0.0618149 3.36832 0.000756267
x1[0.35] 0.209354 0.0583618 3.58718 0.000334275
x1[0.4] 0.0622261 0.0659413 0.943658 0.345344
x1[0.45] 0.0781796 0.0588898 1.32756 0.184324
x2 0.00139165 0.000607812 2.2896 0.0220443
x3 0.000117677 0.0000454264 2.59049 0.00958404
x4[B] −0.0902379 0.244828 −0.368577 0.712443
x4[D] 0.108906 0.244284 0.445816 0.65573

x5[≤ 1000] −0.138221 0.158956 −0.869552 0.384545
x5[≤ 1350] 0.120965 0.12581 0.96149 0.336306
x5[≤ 1400] 0.085122 0.121167 0.702519 0.482356
x5[≤ 1850] 0.0930765 0.10809 0.861104 0.389181
x5[≤ 2500] 0.0824136 0.0938506 0.878136 0.37987
x6[< 25000] −0.319868 0.0445019 −7.18773 6.58765× 10−13

x6[< 500000] −0.0382818 0.0452444 −0.846112 0.39749
x7[IC] 0.0496166 0.0720062 0.689061 0.490785
x7[M] −0.188691 0.0385302 −4.89722 9.71997× 10−7

x8[18] 1.23046 0.390466 3.15127 0.00162563
x8[19] 0.744513 0.318877 2.3348 0.019554
x8[< 22] 0.52988 0.200798 2.63886 0.00831841
x8[< 26] 0.162927 0.122345 1.3317 0.182958
x8[< 30] −0.0764813 0.099278 −0.770375 0.441077
x8[< 50] −0.0184393 0.0579338 −0.318283 0.75027
x8[< 70] −0.161397 0.0606044 −2.66313 0.00774186
x9[N] −0.0791361 0.0476935 −1.65926 0.097063
x10[0] −0.288234 0.0442754 −6.51003 7.51354× 10−11

Tabulka A.4: Výstup
”
GLM 10“, sloupec Estimate označuje odhady jednotlivých

parametr̊u modelu.
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GLM

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 −3.46334 0.303854 −11.398 4.27634× 10−30

x1[−1] −8.49452 104.287 −0.0814533 0.935081
x1[−0.9] −8.75751 209.888 −0.0417247 0.966718
x1[−0.7] −8.52021 110.636 −0.0770113 0.938615
x1[−0.6] 0.797467 0.953504 0.836354 0.402956
x1[−0.5] 0.321625 0.72684 0.442498 0.658129
x1[−0.4] 0.226306 0.73368 0.308454 0.757737
x1[−0.3] 0.632533 0.293831 2.15271 0.0313416
x1[−0.2] 0.548336 0.219401 2.49925 0.0124458
x1[−0.1] 0.362774 0.19759 1.836 0.0663577
x1[0] 0.655398 0.0798595 8.20689 2.26999× 10−16

x1[0.05] 0.29482 0.0813693 3.62323 0.000290945
x1[0.1] 0.251898 0.0730002 3.45065 0.00055924
x1[0.15] 0.144385 0.074877 1.9283 0.0538176
x1[0.2] 0.231218 0.0661797 3.49379 0.00047622
x1[0.25] 0.252077 0.0644719 3.90988 0.0000923436
x1[0.3] 0.222181 0.0617565 3.59769 0.000321058
x1[0.35] 0.217114 0.0583451 3.72121 0.000198271
x1[0.4] 0.0713025 0.0659201 1.08165 0.279408
x1[0.45] 0.0826568 0.0588861 1.40367 0.160417
x2 0.00139379 0.000608821 2.28932 0.0220608
x3 0.000112846 0.0000460271 2.45174 0.0142168
x4[B] −0.0881079 0.24484 −0.359859 0.718953
x4[D] 0.110767 0.244292 0.453421 0.650245

x5[≤ 1000] −0.0975876 0.158884 −0.614208 0.539078
x5[≤ 1350] 0.145584 0.125798 1.15728 0.247158
x5[≤ 1400] 0.0994879 0.121199 0.820863 0.411724
x5[≤ 1850] 0.09635 0.108128 0.891075 0.372889
x5[≤ 2500] 0.0813614 0.0938881 0.866578 0.386173
x6[< 25000] −0.328546 0.0444911 −7.38453 1.52997× 10−13

x6[< 500000] −0.0444105 0.045238 −0.981709 0.326243
x7[IC] 0.209129 0.064481 3.24327 0.00118168
x8[18] 1.27375 0.390453 3.26225 0.00110533
x8[19] 0.74658 0.318872 2.34131 0.019216
x8[< 22] 0.550396 0.200776 2.74134 0.00611895
x8[< 26] 0.194334 0.122208 1.5902 0.11179
x8[< 30] −0.0445881 0.0990825 −0.450009 0.652704
x8[< 50] 0.0110438 0.0576258 0.191647 0.848019
x8[< 70] −0.139837 0.0604427 −2.31355 0.0206927
x9[N] −0.0755384 0.047709 −1.58331 0.11335
x10[0] −0.286155 0.0442708 −6.46375 1.02142× 10−10

Tabulka A.5: Výstup
”
GLM“, sloupec Estimate označuje odhady jednotlivých

parametr̊u modelu.
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Model — proměnné AIC LRI Pearsonχ2 D
věk, měs 98566.0 0.573469 3972.20 3770.77
věk, měs, pal 98564.2 0.573493 3971.32 3765.35
věk, měs, pal, hmot 98565.9 0.573495 3969.74 3765.23
věk, měs, pal, hmot, nové 98567.2 0.573498 3967.03 3764.93

”
10“ 98602.4 0.573544 3954.16 3753.45

Tabulka A.6: Zobecněné lineárńı modely pro výši škody. Vysvětleńı proměnných
v prvńım sloupci tabulky: věk = proměnná věk, měs = město, pal = palivo, nové
= proměnná nové vozidlo. Proměnné byly použity jako u zobecněného lineárńıho
modelu pro frekvenci škod. Model označený

”
10“ obsahuje stejné proměnné jako

model
”
GLM“ při modelováńı frekvence škod.

Estimate Standard Error z-Statistic P-Value
1 10.1131 0.23497 43.0399 1.04063× 10−404

x1[B] 0.333358 0.232859 1.43159 0.152262
x1[D] 0.393619 0.23333 1.68697 0.0916099

x2[< 25000] −0.150453 0.041185 −3.65311 0.000259085
x2[< 500000] −0.138891 0.0421995 −3.2913 0.00099726

x3[18] −0.166729 0.428479 −0.389118 0.697189
x3[19] 0.538954 0.257829 2.09036 0.0365857
x3[< 22] 0.390377 0.177506 2.19924 0.0278611
x3[< 26] 0.0453108 0.103472 0.437905 0.661456
x3[< 30] −0.210701 0.0811941 −2.59503 0.00945831
x3[< 50] −0.0490619 0.0397872 −1.23311 0.217536
x3[< 70] −0.105489 0.045341 −2.32656 0.0199886
x3[≥ 70] −0.0562253 0.0582496 −0.965248 0.33442

Tabulka A.7: Výstup pro zobecněný lineárńı model výše škody, sloupec Estimate
označuje odhady jednotlivých parametr̊u modelu.
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