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Abstrakt:

Regresni modely a jejich vystupy maji obrovské vyuziti nejen v oblasti mediciny,
védy ¢i manazerského rozhodovani, ale i mnoha dalSich oborech. Otazka
srozumitelného vysvétleni regresnich modelti absolventim nematematickych obort
je potom velmi aktualnim a vyuzitelnym tématem z pohledu matematické didaktiky.
Hlavnim problémem je vysvétleni tématu pochopitelné a pouze s minimalnim
matematickym pozadim absolventll statistickych Skoleni, ktefi c¢asto nejsou
absolventy matematickych ¢i technickych obord, ale pifi své préaci regresni modely

pravidelné pouzivaji.

Rigorozni prace se snazi na konkrétnich ptikladech navrhnout, jak ptehledné laicky
vysvétlit problematiku regresnich modeli. Na praktickych piikladech jsou nazorné
demonstrovany dopady nejcastéjSich chyb, kterych se laici pii jejich pouziti v praxi
dopousteji. Hlavnim vystupem prace je portfolio ptiklada vyuzitelnych pii Skolenich

regresnich modelt.
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Title: "Regression models and their teaching"
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Department: Department of Mathematics Education
Abstract:

Regression models and their outputs have a huge utilization not only in the field of
medicine, science and managerial decision-making but also in many other fields.
From the math didactics point of view is a question of intelligible explanation of
regression models to non-math students very topical and exploitable theme. The
main problem is an understandable explanation of this topic to statistics schooling
members with minimal math application. These people aren't usually math or

technical branch alumni, but they use regression models in their work.

This work tries to suggest simply and clearly explanation of regression models on
particular examples. Practical examples show the effects of the most common
mistakes that are made by laymen in application of regression models. The main
output of this work is a set of examples that could be used in regression models

schooling.
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Uvod / Piedmluva

Problematika  srozumitelného  vysvétleni regresnich modeli absolventim
nematematickych obord je velmi aktuadlnim a vyuzitelnym tématem z pohledu
matematické didaktiky. Na jedné strané lezi velké praktické vyuziti regresnich
modelti v oblasti mediciny, manazerského rozhodovéani ¢i védy a velky zdjem o
pochopeni této problematiky. Na stran¢ druhé vSak lezi dosti velkd naroc¢nost
vysvétleni tématu pochopitelné a pouze s minimdlnim matematickym pozadim

absolventu statistickych Skoleni.

S timto problémem jsem se opakovan¢ setkaval nejen pii statistickych skolenich
I¢kaii,, manazeri a védeckych pracovnikli, ale také pii feSeni matematickych
projekti, kdy je nezbytné najit spoleCnou fe¢ mezi matematikem a budoucim
uzivatelem vytvofeného regresniho modelu. Casto jsem také dostaval pii
statistickych Skolenich (zvlasté od Iékait) dotaz, kterou jednoduchou a piehlednou
publikaci s praktickymi piiklady pro pochopeni regresnich modeld bych mohl

doporucit ¢i poskytnout.

Ptes pomérné velké tusili a studium velkého poctu publikaci zabyvajicich se danou
problematikou jsem vSak nenarazil na publikaci, kterou bych mohl tazatelim
doporucit s védomim, Ze po jejim ptecteni problematiku regresniho modelovani pIné

zvladnou. To také ovlivnilo vybér tématu mé rigordzni prace.

Propast mezi matematickymi znalostmi zvlast¢ v pfipadé l€kaii a matematickou
urovni vétSiny odbornych publikaci zabyvajicich se regresnimi modely je dle mych
zkuSenosti opravdu velka. Orientace ve vzorcich, rovnicich a matematickych
terminech, na kterych byva podstata problému casto vysvétlovana, ¢ini zdjemctim o

pochopeni problém.

vzorce a teoretickd odvozeni obchazet a spolehnout se pfedev§im na pochopeni latky

na ukazkach konkrétnich prikladi nejlépe blizkych dané skupiné ti¢astnikti skoleni.



Ve své rigordzni praci jsem se snazil pravé na konkrétnich ptikladech, se kterymi
jsem se setkal ve své praxi, navrhnout, jak pfehledné vysvétlit problematiku
regresnich modelt. Na praktickych ptikladech jsem se také pokusil ukazat dopady
nejcastéjSich chyb, kterych se laici pti jejich pouziti dopoustéji. Jednim z cilti prace
bylo tedy vytvofit sobé a pripadné¢ dalsim kolegiim portfolio zajimavych prikladt

vyuzitelnych pfi Skolenich regresnich modeld.

Bohuzel jsem si védom, Ze v nékterych castech textu musela matematickd a
statisticka korektnost a uplnost ¢astecné ustoupit didaktickym tcelim. Dovoluji si
vSak predpokladat, ze Ctendf, ktery pochopi zéklady problematiky a je motivovan
k dalSimu studiu, sahne nasledné po nékteré z pokrocilejSich publikaci, zabyvajicich

se problematikou regresniho modelovani podrobnéji a vice 1 v teoretické roving.

Z Ceskojazy¢nych publikaci bych zajemcim o dalsi vzdélavani v oblasti regresniho
modelovani doporucil ze spiSe teoreticky zamétenych pramenti naptiklad: Zvara K. —
Regrese (1), And¢l J. — Statistické metody (2), Hebak P. — Regrese — 1. a II. ¢ast (3).
Z prakticky zaméfenych publikaci bych potom doporucil: Komarek A., Komarkova
L. - Statisticka analyza zavislosti s piiklady v R (4).

Z cizojazy¢nych publikaci bych doporucil zejména: Clarke B. — Linear Models (5) ze
spise teoreticky zaméfenych publikaci a Draper N. — Applied Regression analysis
(6), Harrell F. — Regression Modeling Strategies (7), Faraway J. — Linear Models
with R (8) z vice prakticky zaméfenych publikaci.

Pro demonstraci statistickych vystupi jsem v této praci pouzil az na nékolik vyjimek
software STATISTICA 10 od spolecnosti StatSoft, Inc. (Tulsa, USA). Tento
software bych na zakladé¢ svych zkuSenosti zacinajicim uzivatelim statistiky a
regresnich modelti doporucil i v konkurenci dal$ich znamych statistickych software
(SPSS, SAS, R, Statgraphics, SigmaPlot, GraphPad apod.), se kterymi jsem mél
moznost Se Vramci svého zaméstnani podrobné sezndmit. Kromé jinych vyhod je
jednim z divod pro doporuceni uvedeného software také to, Ze jako jediny je

nabizen v pomérné kvalitni ¢eskojazy¢né verzi.



Clenéni prace

Po pocate¢nim Uvodu a kratkém popisu historie regresnich modeli je v Kapitole 1
»Navrh optimdlniho didaktického postupu pii vysvétleni regresni analyzy*“ na
praktickém ptikladu zavislosti trzeb na investicich do reklamy postupné od
jednodussiho po slozitéjsi stavéna posloupnost informaci pottebnych pro pochopeni
regresnich modeli. Od jednoduchého regresniho modelu je penzum potiebnych
znalosti postupné rozSifovano o pouziti nelinearnich regresnich funkei az po
vicenasobny regresni model. V této kapitole jsem se pokusil vysvétlit danou
problematiku a teorii jen s pouzitim minimalniho mnozstvi matematickych odvozeni,
termind a symboliky za ucelem umoznéni pochopeni 1 s minimalnim matematickym
a statistickym pozadim. Vysvétleni teorie s pouzitim matematickych odvozeni jsem

se snazil nahradit ukdzkami na konkrétnich vystupech a vysledcich daného ptikladu.

V Kapitole 2 ,,Praktické pouziti vytvofeného regresniho modelu pro analyzu nakladi
a trzeb a optimalizaci investic ve firmé* jsem se s vyuzitim jednoduchych derivaci
pokusil ukazat, jak by bylo mozno vysledny regresni model z Kapitoly 1 pouzit pro

praktickou optimalizaci a planovani investic ve firmé.

V Kapitolach 3-17 jsou na jednoduchych piikladech demonstrovany dopady
nejcastéjSich chyb, kterych se laici pii pouziti regresnich modeli dopoustéji a které

mohou znehodnotit praci s regresnim modelem.

V Diskusi a Zavéru jsou na konci prace shrnuta autorova doporuceni, jak efektivné a
didakticky pojmout problematiku vysvétleni regresnich modeld. Soucasné jsou v této
¢asti rozd€leny problémy pii aplikaci regresnich modeld na zavazné, stiedné zavazné

a méné zdvazné Z hlediska dopadu na ptfesnost regresnich modeld.

Cilové skupiny

Cilovymi skupinami pro vysvétleni regresnich modelli jsou v této praci uvazovani
zejména lékati a védecti pracovnici, pracovnici technickych a IT oboril, manazeti a
ekonomové, piipadné zaméstnanci statni sféry. V Tabulce 1 jsou tyto cilové skupiny
charakterizovany blize z hlediska vstupnich znalosti matematiky a statistiky a

mozného vyuziti regresnich modela v jejich pracovnim zaméteni.
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Vstupni znalosti matematiky a
statistiky

Priklady vyuziti regresnich modelti
V pracovnim zaméfeni

Lékatia Veétsinou absolventi lékarskych a Odhad koncentrace ¢i mnozstvi latky
védecti ptirodovédeckych fakult. Znalost Vv téle na zaklad¢ vstupniho mnozstvi
pracovnici | matematiky a statistiky spiSe na aplikovaného 1é¢iva.
trovni SS. V ramci vysokoskolského | Odhad potiebného okruhu ozafeni na
studijniho planu matematika a zakladé¢ referen¢niho méfeni.
statistika pouze v podob¢ volitelnych | Predikce pravdépodobnosti vyskytu
prednasek pripadné jednosemestraln€. | onemocnéni pouzitim logistické
Castou motivaci pro vybér skoly je regrese.
prave neptitomnost matematiky a Identifikace vyznamnych faktort pro
statistiky pfi studiu. Znalost nazvi vznik daného onemocnéni.
zékladnich statistickych metod Substituce ¢asové ¢i finanéné
z lekatskych a védeckych publikaci. naroéného méteni jinym vzajemné
Z oblasti regresnich modeli korelovanym dostupnéjSim méfenim.
povédomi vétSinou o pojmu korelace
- vyuzivano vSak v kontextu zavislosti
jakychkoliv (i kategorialnich) veli¢in.
Védecti Vétsinou absolventi technickych a IT | Pochopeni regrese jako zékladu pro
pracovnici | fakult. Matematika i statistika programovani n¢kterych aplikaci
technickych | vétSinou tfi a vicesemestralni. Velmi | v pfipadé IT obori.
a [T obori dobré orientace v matematickeé i Substituce casove ¢i financné

statistické symbolice a textu.

narocného méteni jinym vzajemné

korelovanym dostupnéj$im méfenim
u védeckych obort.

Manazefi a

VétSinou absolventi ekonomickych

Kredit skoring klienti bank pted

eckonomové | fakult. Matematika i statistika poskytnutim véru S vyuzitim
nejcastéji dvousemestralni. Znalost logistické regrese. Ocenovani
statistiky pasivni bez schopnosti obchodnich spole¢nosti a
ovladani statistického software. nemovitosti. Optimalizace investic ve
Z oblasti regresnich model vétSinou | spoleCnosti feSenim extrému a
znalost zakladii metody a moznosti inflexnich boda produk¢nich
jejiho pouziti. regresnich funkci. Odhad
pravdépodobnosti odchodu zékaznika
s vyuzitim logistické regrese.
Ptedpoveéd ceny komodity na zakladé
extern¢ odhadnutych budoucich cen
jinych vysvétlujicich komodit.
Zaméstnanci | VétSinou absolventi ekonomickych ¢i | Oceniovani obchodnich spolecnosti a

statni sféry

obchodnich oboru.

nemovitosti. Odhad
pravdépodobnosti odchodu zakaznika
s vyuzitim logistické regrese.
Ptedpovéd ceny komodity na zaklade
extern¢ odhadnutych budoucich cen
jinych vysvétlujicich komodit.

Tabulka 1 — pFehled cilovych skupin pro vysvétleni regresnich modeli
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Rozdéleni regresnich modeli

Zakladni regresni modely mizeme rozdélit na jednoduché a vicenasobné. V piipadé
jednoduchych regresnich modelii je k dispozici pouze jedna vysvétlujici proménnd x,
v ptipadé¢ vicenasobnych regresnich modelt je k dispozici sada vysvétlujicich
proménnych xi,...., Xp. Jednoduché regresni modely mizeme nasledné jeSté rozdélit
na jednoduché linedrni modely, kde grafem zavislosti je pfimka a jednoduché
nelinearni modely, kde grafem zdvislosti je néjaka nelinearni funkce. Vicenasobné
regresni modely jsou v této praci probirdny opét na urovni linearnich modelt a
nelinearnich modelt. Schématické rozdéleni typi regresnich modelii probiranych

Vv této praci je mozno vidét v Obr. 1.

Regresni

modely

Vicendsobna
regrese

Jednoducha
regrese

Vicenasobna Vicendsobna

Jednoducha Jednoducha
linearni nelinearni
regrese regrese

nelinearni
regrese

linearni
regrese

Obr. 1 — piehled regresnich modeli uvaZovanych v praci

Pokrocilejsi regresni modely typu vicenasobnych logistickych a multinomickych
regresnich modelll ¢i Poissonovych regresnich modeli nebyly v této praci z divodu
zjednoduseni uvazovany. Tyto modely by uz navic vyzadovaly pfi aplikaci v praxi
uzkou spolupraci se statistikem a jejich jednoduché vysvétleni bez matematického a

statistického pozadi by bylo zavadéjici.
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Kratka historie regresnich modelu

Prvni zminky

Metoda nejmensich ¢tverci - zaklad regresniho modelovani - byla v roce 1805 prvné
publikovana francouzskym matematikem Adrienem Mariem Legendrem v dile:
Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des comeétes a pozdéji
némeckym matematikem Carlem Friedrichem Gaussem v roce 1809 v dile: Theoria
Motus Corporum Coelestium v Sectionibus Conicis Solem Ambientum. Legendre a
Gauss pouzivali metodu nejmensich ¢tvercti pro uréeni drahy nebeskych téles kolem
Slunce. Presny popis chovani nebeskych téles byl kli¢em k urceni pfesnych pozic
lodi na otevienych oceanech. Nasledné v roce 1821 Gauss zveiejnil dal$i rozvoj
teorie metody nejmensich ¢tverci v dile: Theoria combinationis observationum

erroribus minimis obnoxiae v¢etné tzv. Gauss-Markova teorému. (9)
Pivod pojmu slova regrese

Pojem regrese pochazi z praci antropologa a meteorologa Francise Galtona, které
piedlozil vetejnosti v letech 1877 az 1885. Galton se zabyval obecnymi otazkami
dédicnosti a konkrétné se zajimal o vztah mezi vySkou otci a jejich prvorozenych
synti. A to v publikacich: Typical laws of heredity. Nature 15, 1877, Regression towards
mediocrity in hereditary stature. Journ. Anthrop. Inst. XV, 1886 a Family likeness in
stature. Proc. Roy. Soc. XL, 1886. Pozorovanim a analyzou udaju dosel k rovnici, ze
které vyplyva, Ze vysoci otcové sice maji i vysoké syny, ale v priméru mensi nez
jsou sami, a podobn¢ 1 mali otcové maji i malé syny, ale v priméru vétsi nez jsou
sami. Tuto tendenci navratu nasledujici generace smérem k priméru nazval Galton
regresi (puvodné tomuto jevu fikal Galton reversion, coz pozdéji zménil na
regression = krok zpét). Soucasné pojeti regresni analyzy ma sice jen malo
spole¢ného s pivodnim zdmérem Galtona, nicméné myslenka ptistupu k empirickym

udajim zastala zachovana a pojem regrese se natolik vzil, Ze se pouziva dodnes. (3)
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1 Navrh optimalniho didaktického postupu pri vysvétleni

regresni analyzy

Ve vétsiné publikaci, vysvétlujicich regresni analyzu, je kapitola o regresnich
modelech tvotfena zejména vyctem fady vSech vzorcu, které se pfi aplikaci regresnich
modell pouzivaji. Vzorce jsou uvedeny casto véetné jejich odvozeni. Na zavér
kapitoly byva obvykle uveden jeden zkraceny ukazkovy piiklad s jiz vypoétenymi

vysledky, které si vSak Casto ¢tenaf neumi propojit s teoretickou ¢asti.

V této kapitole budeme demonstrovat alternativni postup vysvétleni prace
s regresnimi modely na konkrétnim pfikladu pouziti v béZzné praxi firem, které se
pomoci investic do reklamy a dalSich marketingovych pobidek snazi maximalizovat

sve trzby.

Teorie potiebnd pro vysvétleni problematiky prostupuje postupné celym piikladem a
piislusné vzorce se objevuji vzdy v té Casti piikladu, kde je jejich pouziti nezbytné.
Moderni statistika probiha jiz né€kolik desetileti se zptistupnénim statistického
software pouze v tomto prostfedi a pfimy vypocéet pomoci vzorci pouze S pouzitim
kalkulatoru jiz neni v ptipad¢ vétSich datovych souborti ani mozny. Prestoze je
zZ tohoto divodu v praci kladen diraz zejména na podrobnou interpretaci vystupd ze
statistického software, pro lepsi pochopeni jsou v nékterych ¢astech prikladu dnes jiz

spiSe historické vypocty pfimo ze vzorcti demonstrovany.

Nize uvedeny piiklad si bere za cil demonstrovat vSechny zakladni potfebné znalosti
Z oblasti regresnich modeli najednou v ramci jednoho zadani. Jednotlivé kapitoly
jsou uvedeny vzdy konkrétni otazkou, ktera by mohla uzivatele regresniho modelu

V praxi zajimat.

Priklad 1.1: Pfedstavme si, Ze jsme marketingovym feditelem stfedni firmy. Mame
zkuSenosti o ndvratnosti investic do reklamy z poslednich 12 reklamnich akci.

Piislusna data jsou uvedena v Tabulce 1.1.
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x (mil.K¢) Investice y (mil.K¢) Trzby
2 24,9
10 27,9
15 36,5
19 41,1
23 74,5
27 81,2
30 120,6
40 152,7
42 161,1
50 168,2
54 157,5
59 149,2

Tabulka 1.1 — data zavislosti trZeb (y) na investicich do reklamy (x)

Ukolem je nyni odpovédét na nasledujici otazky, které by mohly zajimat vedeni

spole¢nosti.

1.1 Jednoducha linearni regrese

a) Jakym zpiisobem zavisi trzby spole¢nosti na investicich do reklamy?

Zavislost trzby spolec¢nosti (y) na investicich do reklamy (x) mizeme popsat linearni

regresni rovnici

kde regresni parametry b; a by je mozno bez pouziti statistického software vypoditat

dle vzorca

_NYxyi—XXi LY
by = n Y x7-(% x;)? (1.2
X Yi XX
bo = » _bl n (13)

Prislusné Upravy dat nezbytné pro dosazeni do vzorcli pro vypocet regresnich

parametrd by a bg jsou v Tabulce 1.2.
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2 2

y X.y X y

2 24,9 49,8 4 620,01

10 27,9 279 100 778,41

15 36,5 547,5 225 1332,25

19 41,1 780,9 361 1689,21

23 74,5 | 1713,5 529 5550,25

27 81,2 | 2192,4 729 6593,44

30 120,6 3618 900 |14544,36

40 152,7 6108 1600 |23317,29
42 161,1 | 6766,2 | 1764 |25953,21
50 168,2 8410 2500 |28291,24
54 157,5 8505 2916 |24806,25
59 149,2 | 8802,8 | 3481 |22260,64

X | Yy IYxy | Yx | Yy

371 1195,4 | 47773,1| 15109 | 155736,6

Tabulka 1.2 — apravy dat nezbytné pro dosazeni do vzorci pro vypocet regresnich parametri b; a b

Vypoétené hodnoty nyni dosadime do vzorct regresnich parametrai by a by

_12.47773,1 — 371.1195,4

— =2,9721
by 12.15109 — 3712 97

1195,4

371
by = - 29721, = 77285

Vypoétené regresni parametry by a by dosadime zpét do regresni rovnice y = bp+b;.X
a vysledna podoba modelu zavislosti trzeb spole¢nosti na investicich do reklamy je

tedy y =7,7285 + 2,9721.x.

Stejné¢ vysledky je mozno alternativné efektivnéji ziskat pouzitim statistického
software. Srovnanim vyslednych vystupti ze statistického software s pfedchozimi
ruéné ziskanymi vysledky si miizeme potvrdit, Ze vysledna regresni rovnice se nelisi.
Hledané odhady regresnich koeficienti mizeme najit ve sloupci b v Obr. 1.1 a
grafické znazornéni v Obr. 1.2. Vyslednd rovnice ma tedy stejny tvar

y =7,7285 + 2,9721.%, jako v piipadé vypoctu ze vzorce.
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Vysledky regrese se zavislou proménnou @y - trEZby (mil. KE)
F= 93645686 R2= 87695146 Upravene H2= 86464660
F(1,10)=71,269 p=,00001 Smérod. chyba odhadu : 21,238

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t{10) p-hodn.
M=12 zb* zb
Abs_Elen 7,728456) 1249237 0,6158654 0549976
X - investice (mil. K&) | 0936457 0,110927)2,972125) 0,35206) 8,442082| 0,000007

Obr. 1.1 — odhady regresnich koeficienti by a b; (Vystup ze sw Statistica 10)

220

200

o y = 7,7285 + 2,9721%; r = 0,9365; p = 0,00001

160

140

120 |

100 |

y - trzby (mil. K&)

80

60 |

40 [

20

0 10 20 30 40 50 60 70

X - investice (mil. K&)

Obr. 1.2 — grafické znazornéni regresni piimky vletné odhadnuté rovnice zavislosti (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Odhady regresnich parametra vyuzitim Metody nejmensich ¢tverci

Odhady regresnich parametrii by a by jsou odvozeny pouzitim Metody nejmensich
¢tvercl. Podstatu metody je mozno dobie demonstrovat na Obrazku 1.3. Optimalni
regresni parametry by a by piimky y = bp+b;.X jsou uréeny tak, aby soucet ¢tvercti na
Obrazku 1.3 dle vzorce Sg = X, (Vi — Vireor)? byl minimalni. Jak je mozno dobie
sledovat na stran¢ popsaného ctverce v obrazku, y; ve vzorci reprezentuje realnou
namétenou hodnotu trzeb y, zatimco y;r.., reprezentuje teoretickou hodnotu trzeb vy,
kterd vznikne dosazenim ptislusné hodnoty investic x do regresni rovnice. Rozdily
téchto dvou hodnot, definované vztahem e; = y; — Vireor JjsOu oznaCovany jako
rezidua regresniho modelu a reprezentuji v podstaté strany ¢tverct v obrazku, které

se snazime minimalizovat.

180

160 |

140 |

120 ¢

100 ¢

80

y - trzby (mil. K¢)

60 |

40 }

-10 0 10 20 30 40 50 60 70
X - investice (mil. KE)

Obr. 1.3 — grafické znazornéni principu Metody nejmensich ¢tverci (upraveny vystup ze sw Statistica 10)
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Poznamka: Odvozeni regresnich parametrt by a by je prakticky provedeno

minimalizaci funkce ¢tvercu
Sg = Xie1(vi = (b + by.x))?

ktera vznikne dosazenim vyrazu yir.or = bo + b1.X do diive uvedeného vzorce pro
soucet Ctverci Sy. Ziskand funkce je nejdiive parcidlné derivovana podle obou

proménnych by a by a ob& parcialni derivace jsou nasledné polozeny rovno 0.

Resenim vzniklé soustavy jsou odvozeny vzorce (1.2) a (1.3) pro odhad regresnich
parametri b; a by. Podrobnéji je mozno se s metodou nejmensich ¢tvercl seznamit

naptiklad v publikaci: Hebak P. - Regrese — I. ¢ast (3).

b) Jak je mozné prakticky interpretovat regresni koeficienty by a b; na

prikladu trzeb a investic do reklamy?

Regresni koeficient by miizeme graficky interpretovat jako prisecik regresni piimky
s 0sou Yy (viz Obr. 1.2). Je to hodnota trzeb pii nulové hodnoté investice do reklamy
(x = 0). V nasem ukazkovém piikladu by byla hodnota trzeb pii nulové investici do

reklamy tedy rovna
y =7,7285 + 2,9721.0 = 7,7285 mil. K¢.

Regresni koeficient b; je mozno si predstavit jako sklon (smérnici) piimky. Pokud
je regresni koeficient by kladny, pfimka je rostouci. Pokud je regresni koeficient b
zaporny, piimka je klesajici. Cim je hodnota regresniho koeficientu b; v absolutni
hodnoté vyssi, tim ma piimka vétsi sklon. Pro praktické pouziti koeficient b, fikd, o
Kolik jednotek se zvysi hodnota trzeb y, pokud se hodnota investic do reklamy x

zvysi o jednotku.

V nasem piipadé by tedy kazda dalsi investovand jednotka (1 mil. K¢&) do reklamy
méla zvysit trzby o 2,9721 mil. K¢. Vedeni spolecnosti tedy miize ocekavat, Ze

investice do reklamy bude dobfe navratna.
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c) Na p¥isti obdobi planujeme investi¢ni akci do reklamy ve vysi 60 mil. K¢.
Jakou hodnotu trZeb miiZeme na zikladé predchozich dat ocekavat pri

této investi¢ni akci?

Z ptedchozich dat spolecnosti jiz mame odvozen regresni model zavislosti trzeb na
investicich do reklamy y = 7,7285 + 2,9721.x. Pokud nyni dosadime hodnotu x = 60
mil. K¢ do ziskaného regresniho modelu, vypocteme prislusnou o¢ekavanou hodnotu

trzeb
y=17,7285+2,9721.60 = 186,0545 mil. K¢

Pii investicich do reklamy ve vysi 60 mil. K¢ mizeme v pfistim obdobi ocekavat

trzby ve vyii 186,0545 mil. K&.

d) V jakém intervalu miZe management spole¢nosti ofekavat odhadované

trzby pro investici do reklamy ve vySi 60 mil. K¢.

Pro intervalovy odhad predikované hodnoty vysvétlované proménné se bézné
pouziva 95 % konfiden¢ni nebo 95 % predikéni interval. Jak bude podrobné popsano
v Kapitole 9, kazdy z intervald ma jinou interpretaci. Pokud bude management
spole¢nosti zajimat primérna hodnota ptredpovidanych trzeb, pouzije pro odhad
intervalu trzeb konfiden¢ni interval. Pokud bude management spolecnosti zajimat
jedna konkrétni hodnota piedpovidané trzby pro konkrétni investiéni reklamni

akci, pouzije pro odhad intervalu trzeb predikcni interval.

Pti stejné hodnoté spolehlivosti je predikéni interval vzdy S$irS$i nez konfiden¢ni

interval.

Pokud tedy bude management spoleénosti zajimat pramérna hodnota

ptedpovidanych trzeb, pouzije pro odhad intervalu trzeb konfiden¢ni interval.
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Pfedpovézené hodnoty
proménné: y - trZby (mil. KE)
b-~vaha | Hodnota | b-vaha
Proménna * Hodnot
¥ - investice (mil. K&) [ 2,972125 60.00000 1758.,3275
Abs. Elen 7. 7285
Predpoved 186.0560
-95.0%LS 159.4649
+95 0%LS 212 6470

Obr. 1.4 —95 % konfiden¢ni interval pro primérnou hodnotu piedpovidané trzby (Vystup ze sw Statistica
10)

Management spole¢nosti tedy miize ocekavat, ze primérna hodnota piedpovidanych
trzeb pro investici do reklamy ve vysi 60 mil. K¢ by se méla s 95 % spolehlivosti

pohybovat v intervalu (159,4649; 212,6470).

Pokud bude management spolecnosti naopak zajimat jedna konkrétni hodnota
pfedpovidané trzby pro konkrétni investini reklamni akci, pouZije pro odhad

intervalu trzeb predik¢éni interval.

Predpovézene hodnoty
promeénné: y - trZby (mil. KE)
b-vaha | Hodnota | b-vaha
Proménna * Hodnot
¥ - investice (mil. KE) | 2,972125 60,00000 178.3275
Abs. Elen 77285
Predpovéd 186,0560
-95.0%PL 1317763
+95 0%PL 240,3356

Obr. 1.5 — 95 % predikéni interval pro jednu konkrétni hodnotu predpovidané trzby (Vystup ze sw
Statistica 10)

Management spolecnosti tedy muize ocekavat, Ze jedna konkrétni hodnota
piedpovidané trzby pro investici do reklamy ve vysi 60 mil. K¢ by se méla s 95 %

spolehlivosti pohybovat v intervalu (131,7763; 240,3356).

Poznamka: Pti podrobné analyze vystupli pro konfidencni a predik¢ni interval
v Obr. 1.4 a 1.5 je mozno si vS§imnout, ze stfedy obou intervali v fadku ,,Pfedpoveéd™

odpovidaji pfedpovézené hodnoté z odstavce c) na predchozi strané.

7wy

e) O kolik se zvysi trzby, pokud zvySime investice do reklamy o 2 mil. K¢?

Jak jiz bylo uvedeno, koeficient b; fik4, o kolik jednotek se zvySi hodnota trzeb vy,

pokud se investice do reklamy x zvysi o jednotku. Kazda dalsi jednotka (1 mil. K¢)
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investovana do reklamy by tedy méla zvysit trzby o 2,9721 mil. K& Z uvedeného

vyplyva vztah

Ay=bi.Ax (1.4)
Po dosazeni tedy ziskavame

Ay=29721.2=15,9442 mil. K¢

Pokud tedy zvySime investice do reklamy o 2 mil. K¢, trzby se zvysi o 5,9442 mil.

K¢.

f) Z divodu udrZeni cash flow potiebujeme v pristim obdobi dosahnout
trzeb 120 mil. K¢. Na zakladé predchozich dat potiebujeme odhadnout,
jakou ¢astku bychom méli v nasledujicim obdobi investovat do reklamy,

abychom dosahli planovanych trzeb.

Pti prvni Givaze by se nabizela moznost jednoduSe dosadit hodnotu trzeb 120 mil. K¢
do diive vypocitané regresni rovnice y = 7,7285 + 2,9721.X za y a z rovnice nasledné
vyjadiit hledanou hodnotu potfebnych investic x (nespravny vysledek 37,7797 mil.
K¢). Jak bude dale podrobné rozvedeno v Kapitole 6, tento pfistup neni spravny.
Nevede sice k upIlné nesmysInému vysledku, ale k odhadu musi byt pro piesny odhad
pouzita nov€é vypoctena sdruzena regresni piimka zdvislosti proménné x na
proménné y. Pro vypocet staci ve vzorci zaménit hodnoty y s hodnotami X, pfipadné

ve statistickém software zaménit vysvétlovanou a vysvétlujici proménnou.
Vysledna rovnice sdruzené regresni piimky je
x =1,5239 + 0,2951.y

Do sdruzené regresni rovnice nyni dosadime za y hodnotu pldnovanych trzeb y = 120

mil. K¢.
x=1,5239 +0,2951.120 mil. K¢ = 36,9359 mil. K¢

Abychom dosahli v nasledujicim obdobi planovanych trzeb 120 mil. K¢, méli
bychom investovat do reklamy 36,9359 mil. K¢&.
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g) Jak velka je sila zavislosti mezi trzbami y a investicemi do reklamy x?

Neboli: Do jaké miry je moZzno danému modelu vérit?

Silu linearni zavislosti mezi dvéma ¢iselnymi veli¢inami je mozno vyjadiit pomoci
Pearsonova korela¢niho koeficientu r. Korela¢ni koeficient nabyva vzdy hodnot
vV rozmezi -1 az 1. Pokud vyjde r blizko -1, znamena to neptimou linearni zavislost
mezi velicinami (¢im je vétsi jedna veliCina, tim je mens$i druhd). Pokud vyjde r
blizko +1, znamena to pfimou linedrni zavislost (¢im je vétsi jedna veliCina, tim je
vét$i 1 druhd). Pokud vyjde r blizko 0, znamend to, ze veliCiny jsou linedrné

nezavislé.
Pearsontiv korela¢ni koeficient r je mozno vypocitat dle vzorce

r= nYxXi —XNXiNYi (1.5)

VX x2-QCx)?nYyi2—C y)?]

Dosazenim hodnot do vzorce ziskavame

12.47773,1 — 371.1195,4
r= = 0,9365
\/[12.15109 —3712][12.155737 — 1195,42]

Stejnou hodnotu korelatniho koeficientu ziskame také pouzitim statistického

software.
Korelace

® - investice | y - trZby (mil.

Proménna (mil. KE) KE)
¥ - Investice (mil. KE) 1,0000 9365
= — p=.000
y - trZby (mil. KE) ,9365 1,0000
p=.000 p= —

Obr. 1.6 — odhad Pearsonova korela¢niho koeficientu r (Vystup ze sw Statistica 10)

Dle vysledné hodnoty korela¢niho koeficientu potom rozliSujeme nasledujici typy

zavislosti:
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0<|r|<0,3 Slaba zavislost
0,3<|r| <08 Stfedné silni zavislost
08<|rl<1 Siln4 zavislost

Korela¢ni koeficient ptislusny k nasemu regresnimu modelu vysel r = 0,9365. Jedna
se tedy o velmi silnou ptimou zavislost mezi trzbami y a investicemi do reklamy x

V naSem modelu.

h) Je zavislost mezi trzbami y a investicemi do reklamy x statisticky

vyznamna?

Miru zavislosti neni mozno posuzovat pouze podle hodnoty korela¢niho koeficientu,
ale také podle statistické vyznamnosti prislusSného korela¢niho koeficientu. Ta je
kromé samotné hodnoty korela¢niho koeficientu zavisla také na poctu méfeni n
v souboru. Alternativni hypotézou, kterou chceme vtomto piipadé potvrdit je, ze

korela¢ni koeficient r se statisticky vyznamné 1isi od 0.

Testové kritérium, které meti, jak vyznamné je korelacni koeficient odlisny od nuly

ma tvar

n—2 (1.6)

Po dosazeni do vzorce ziskavame hodnotu testového kritéria

0,9365
t =—=.V12 -2 = 8,4452

v 1—0,93652

Aby byla zavislost povazovana za statisticky vyznamnou, musi byt piekrocena

tabulkova 5% kriticka hodnota na pravé strané kritického oboru

t>t, «(n—2) (L.7)

V tabulkach dohledame ptislusnou tabulkovou 5% kritickou hodnotu z pravé strany

kritického oboru.
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tl_g(n —2) =256
2

Vypoctenou hodnotu testového kritéria 8,4452 nyni porovname s tabulkovou
kritickou hodnotou 2,56, ktera stanovuje hranici, od které je jiz dany korelac¢ni

koeficient statisticky vyznamny.
8,4452 > 2,56

Vidime, ze vypoctené testové kritérium piekrocilo tabulkovou kritickou hodnotu pro

a =5 % a korelacni koeficient je na 5 % hlading tedy statisticky vyznamny.

V praxi je vSak rychlejsi statistickou vyznamnost korelaéniho koeficientu posoudit
pomoci vystupu ze statistického software, kde uz je hodnota testového kritéria
prepocitana pomoci inverzni funkce na tzv. statistickou vyznamnost p. Pokud je tato
hodnota mensi nez nastavena hladina spolehlivosti o = 5 %, povazujeme korela¢ni

koeficient za statisticky vyznamny.

Korelace

¥ - investice | y - trZby (mil.

Froménna (mil. KE) KE)
¥ - Investice (mil. KE) 1,0000 9365
p= | p-:.DD[Jl
y - trZby (mil. KE) ,9365 1,0000
p=.000 p= —

Obr. 1.7 — posouzeni statistické vyznamnosti korela¢niho koeficientu r (Vystup ze sw Statistica 10)

Korelacni koeficient pro zavislost trzeb y na investicich do reklamy x je tedy

statisticky vyznamny.

i) Z jaké casti se v naSi spole¢nosti podafilo pomoci regresniho modelu
vysvétlit zavislost trzeb na investicich do reklamy a jaka ¢éast ziistala

nevysvétlena?

Mira linearni zavislosti vysvétlované proménné y na vysvétlujicich proménnych x

v daném modelu je vyjadiena koeficientem determinace R? Koeficient determinace
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nabyva hodnot v rozmezi 0 az 1 (respektive 0 az 100 %) a ¢im je jeho hodnota vyssi,

tim je model vhodnéjsi.

v v o1: oo s s .- v v . . 2 v
V piipad¢ linedrni zavislosti je mozno pocitat koeficient determinace R* jednoduse

jako druhou mocninu klasického korelacniho koeficientu r.
R? =r? (1.8)
0,9365% = 0,877 = 87,7%

Hodnota koeficientu determinace je také soucasti zakladnich vystupt ze statistické¢ho

software pii odhadu koeficientii regresni rovnice.

Vysledky regrese se zavislou proménnou -y - trEby (mil. KE)
R= ,HSEAEEBEIRE= .87695146)Upravenéd R2= 86464660
F(1.10)=71.269 p<.00001 Smeérod. chyba odhadu : 21,238

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t{10) p-hodn.
M=12 zb* zb
Abs_Elen 7, 728456 1249237 0,618654 0549976
X - investice (mil. K&) | 0936457 0110927 2,972125 0,35206| 8,442082| 0,000007

Obr. 1.8 — odhad koeficientu determinace R? (Vystup ze sw Statistica 10)

V naSem linearnim modelu zavislosti trzeb na investicich do reklamy vysla hodnota
koeficientu determinace R? = 87,7 %. Trzby v nasi spoletnosti jsou tedy pomoci
linearniho regresniho modelu zéavislosti na investicich do reklamy vysvétleny cca
z 87,7 %. Zbylych 12,3 % variability trzeb neni zatim moZno danym modelem
vysvétlit. V dalsi ¢asti této prace si vSak ukazeme, ze procento vysvétlené variability

budeme schopni jesté vyrazné zvysit a model tedy pro nasi potiebu zlepsit.
j) Je regresni koeficient b; statisticky vyznamny?

Podstatu testovani vyznamnosti s pouzitim statistickych vzorcti a tabulkové kritické
hodnoty jsme si ukazali jiz v ptipadé korela¢niho koeficientu. Protoze v praxi je
mnohem snazsi pouzit pro testovani vyznamnosti statisticky software, omezime se jiz

pouze na interpretaci piisluSného vystupu ze statistického software.

Dilezité je si uvédomit, Ze test vyznamnosti regresniho koeficientu by ndm poskytuje

jinou informaci nez test vyznamnosti korelaéniho koeficientu r. Podstatou testu
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vyznamnosti regresniho koeficientu b; je zjistit, zda sklon regresni pfimky je
nenulovy, neboli ze sledovana zavislost neni konstantni. Jak bude popsano dale
Vv této praci, korela¢ni koeficient a smérnice pfimky (regresni koeficient b;) jsou

navzajem do urcité miry nezavislé.

Vysledky regrese se zavislou proménnou @y - trEZby (mil. KE)
F= 93645686 R2= 87695146 Upravene H2= 86464660
F(1,10)=71,269 p=,00001 Smérod. chyba odhadu : 21,238
b* Sm.chyba b Sm.chyba | t{10) p-hodn.
M=12 zb* zb
Abs.Elen 7,728456 1249237 0,618654 0,549976
X - investice (mil. KE) | 0936457 0110927 2972125 0,35206) 8,442082

Obr. 1.9 — posouzeni statistické vyznamnosti regresniho koeficientu b; (Vystup ze sw Statistica 10)

Z vystupu ze statistického software vidime, Ze statistickd vyznamnost p, je mensi
nez nastavena hladina spolehlivosti oo = 5 %. Regresni koeficient b; mizeme tedy

povazovat za statisticky vyznamné nenulovy a dana zavislost tedy neni konstantni.

k) Jsou splnény vSechny potiebné piedpoklady pro pouZiti navrZeného

regresniho modelu a je tedy jeho pouZiti pro predikci opodstatnéné?

Jak bude podrobné probrano v dalSich kapitolach, pii konstrukei regresniho modelu

je potieba oSetfit zejména tyto predpoklady:

e Spravny funkcni tvar dané zavislosti
e Homoskedasticitu rezidui

e Nepfitomnost autokorelace rezidui

e Neptitomnost odlehlych hodnot

e Normalitu rezidui

Pro kontrolu vySe uvedenych ptedpokladi uvedené¢ho linedrniho regresniho modelu
si vykreslime graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam a normalni p-graf rezidui.
V grafu rezidui proti pfedpovézenym hodnotam (Obr. 1.10) by méla byt rezidua
Vv ptipad¢ splnéni vSech piedpokladi optimalné rozlozena zcela nahodné kolem
horizontalni osy prochazejici hodnotou 0 a rezidua by se neméla nachdzet mimo 95

% interval spolehlivosti, ktery je v grafu zndzornén pterusovanou ¢arou.
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V normalnim p-grafu (Obr. 1.11) by potom m¢la rezidua ptiblizné kopirovat piimku

znazornénou Vv grafu.

40
30t
20 |

10 | e

Rezidua
(==}

10+ o -

o

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Pfedpov. hodnoty 0,95 Int.spol.

Obr. 1.10 — graf rezidui linearniho regresniho modelu proti piedpovézenym hodnotam (Vystup ze sw

Statistica 10)

MNormalni p-graf rezidui
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Rezidua

Obr. 1.11 — normalni p-graf rezidui linearniho regresniho modelu (Vystup ze sw Statistica 10)
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Z tvaru grafu rezidui proti pfedpovézenym hodnotam (Obr. 1.10) vidime, ze rezidua
nejsou Vv grafu rozlozena nahodné a vykazuji trend, ktery by mohl ukazovat na
mozné poruseni nékterého z predpokladi regresniho modelu, nejspise predpokladu
spravného funkéniho tvaru dané zavislosti a predpokladu neptitomnosti autokorelace
rezidui (bude podrobné probrano v Kapitole 14). Kromé toho se rezidua Casto

vyskytuji mimo hranice vyznacené¢ho 95 % intervalu spolehlivosti.

Z normalniho p-grafu rezidui dale vidime, ze rezidua ptili§ nekopiruji pfimku, coz

op¢t ukazuje na mozné poruseni n€kterého z predpokladii regresniho modelu.
Pozn.: Podrobné budou predpoklady regresniho modelu probrany v Kapitole 13 -16

Pro modelovani zavislosti trzeb y na investicich do reklamy x zkusime tedy pouzit

jinou nez linearni funkéni zavislost.

1.2 Jednoducha regrese s pouzitim nelinearnich funkeci

) Je mozZné najit néjaky vhodnéjSi model pro zavislost trzeb v nasi

spolecnosti na investicich do reklamy?

Poznamka: Vtéto kapitole budeme nelinearnimi funkcemi pro jednoduchost
oznacovat pouze linearni funkce s transformovanym nelinearnim tvarem

vysvétlované proménné x, prestoZze v nekterych publikacich jsou za nelinearni

vvvvvv

Krom¢ modelu linearni regrese existuji také dalsi regresni modely, které mohou
v nékterych ptipadech ptedpovidat vysvétlovanou proménnou 1épe nez linearni

model. Mezi nejCastéji pouzivané nelinearni regresni funkce patii napiiklad

Kvadraticka funkce

y =B+ Bix+ ﬁzxz (1.10)
Kubickéa funkce

y =B+ Bix+ ﬁzxz + ,33353 (1.11)
Logaritmicka funkce

y =8+ Inx (1.12)
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Hyperbolické funkce

1
y=PBo+ B (1.13)
Rozhodnuti, ktery model vybereme jako optimalni, provadime podle nékolika

kritérii:

Graficka analyza tvaru zavislosti vV bodovém Xy grafu

Hodnota koeficientu determinace R? prislugného k danému modelu
t - testy vyznamnosti jednotlivych parametri

Celkovy F test vhodnosti modelu

Splnéni ostatnich vyse uvedenych predpokladi regresniho modelu

V nize uvedené tabulce je porovnani uvazovanych modeli podle koeficientu
determinace R? a p hodnoty F-testu. Jako nejvhodn&jsi se jevi kubicky model.

Koeficient p hodnota
Model Regresni rovnice determinace R? | F-testu
Linearni y=7,7285 + 2,9721.x 87,70% ,000
Logaritmicky |y =-60,146 + 50,603.Inx 68,86% ,001
Hyperbolicky |y=117,85-233,41.(1/x) 29,81% ,066
Kvadraticky y = - 10,458 + 4,6405x - 0,0265x" 89,48% ,000
Kubicky y = 31,294 - 3,5761x + 0,3169x" - 0,0038x> 98,57% ,000

Tabulka 1.3 — porovnani uvazovanych modelii podle koeficientu determinace R? a p hodnoty F-testu

Vhodnost kubického regresnitho modelu potvrzuje také prolozeni uvazovaného

modelu bodovym grafem zavislosti trzeb y na investicich do reklamy x.

180

//T‘\\
160 | e
v = 31,294 - 3,5761x + 0,3169x*- 0,0038x> o

140 |

120 |
=
—= 100 |
E
= a0 f
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B0 |

40 |

=] "
= =
20 | —
8]
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x - investice (mil. K&)

Obr. 1.12 - grafické znazornéni zavislosti trZzeb na investicich p¥i proloZeni kubickym regresnim modelem

(Vystup ze sw Statistica 10)
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Vsechny t-testy vyznamnosti jednotlivych regresnich koeficientli kubického modelu

jsou statisticky vyznamné, coz potvrzuje opodstatnéni jeho pouziti.

Model je: v2=b0+b1"1+b2*1*2+b3"1"3 )
Zav prom.-y - trzby (mil. KZ)
Hladina spolehlivosti-35.0% ( alfa =0.050)

Odhad | Standard | t-hodn. | p-hodn. | Dol sp. | Hor. sp.
chyba sv=14 Mez Mez

b | 31,29368| 9504537 3,29250) 0,010981) 9.37618| 53,21114

b1 -3,57607| 1,276860 -2 80067) 0,023174) -6.52051| -0,63162

b2 | 0,316858| 0,048982 6,46930) 0,000134) 020393 042954

b3 | -0,00379| 0,000533 -7, 11617 0.000100) -0.00502| -0,00256

Obr. 1.13 — t-testy vyznamnosti jednotlivych regresnich koeficientii pro kubicky model (Vystup ze sw

Statistica 10)

Z tvaru grafu rezidui proti pfedpovézenym hodnotam v piipadé kubického modelu

vidime, ze rezidua jsou jiz v grafu rozloZena 1épe a nenasvédCuji zdsadnimu poruSeni

ptedpokladi regresniho modelu.
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Obr. 1.14 — graf rezidui kubického regresniho modelu proti piedpovézenym hodnotam (Vystup ze sw

Statistica 10)
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Pro modelovani zavislosti trzeb na investicich do reklamy navrhneme tedy misto
linearniho modelu kubicky model s regresni rovnici y = 31,294 - 3,5761x + O,3169X2
- 0,0038%, ktery spliiuje potiebné predpoklady regresniho modelu a vystihuje danou

zavislost 1épe nez model linearni.

Veskeré praktické odhady pro zavislost trzeb na investicich s vyjimkou vypoctu
koeficientu determinace R? je nyni moZno provést vyse popsanymi postupy pro

linearni model naprosto stejné€ i pro kubicky model.

Poznamka: Pii praktickém pouZiti vysledného kubického modelu pro odhad trzeb je
tfteba mit na paméti (stejn¢ jako u ptuvodniho linedrniho modelu), Ze provadéni
odhadii pro x mimo interval (2;59 mil. K¢), na kterém model vznikal, mize byt
velmi zavadéjici a mize prinaset prekvapivé a nespravné vysledky. Tento problém,

ktery oznacujeme pojmem extrapolace, bude podrobné probran v Kapitole 10.

V ptipadé regresnich modeli vyssiho stupné je navic riziko zkreslenych predikei pro
X mimo uvedeny interval podstatné vétsi nez v piipadé linearnich modeld, jak bude

také demonstrovano v Kapitole 10.

m) Z jaké ¢asti se podaiilo vysvétlit zavislost trZeb na investicich do reklamy

pomoci kubického regresniho modelu?

Jak bude podrobné popsano v Kapitole 3, vyse definovany koeficient korelace R a
koeficient determinace R? je moZno pouzit pouze v pripad® linearni zavislosti. Neni
mozno jej v zadném piipadé zaménovat s indexem korelace | a indexem determinace
1%, které se pouZivaji v piipadé nelinearni zavislosti a v&t§inou byvaji oznadovany

stejné jako koeficient korelace R a koeficient determinace R®.

Vypocetni tvary pro uréeni hodnoty indexu korelace | a indexu determinace 1% jsou

1= [1-3 (1.14)
Sy
S

?=1-=2 (1.15)
Sy
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kde

Sy = 211 (Vi — Ypram)? je celkovy soucet tverct modelu (1.16)
Sg = 2 (Vi — Vireor)? je rezidualni soudet étverct modelu (1.17)

Podstatu vypoctu koeficientu determinace budeme demonstrovat v MS Excel.
Sloupce X; a Yyi reprezentuji puvodni data. Hodnoty ve sloupci yiteor ziskame

dosazenim hodnot ze sloupce x; do regresni rovnice vysledného kubického

modelu y = 31,294 - 3,5761x + 0,3169x* - 0,0038x°.

Xi Yi | Yiteor | Yi-YiTeor (Yi-YiTeor)2 Yi-¥Yerim | (Yi-Yprim)2
2 24,9 25,38 -0,48 0,23 -80,75 6520,56
10 27,9 23,42 4,48 20,04 -77,75 6045,06
15 36,5 36,13 0,37 0,14 -69,15 4781,72
19 41,1 51,68 -10,58 112,04 -64,55 4166,70
23 74,5 70,45 4,05 16,41 -31,15 970,32
27 81,2 90,96 -9,76 95,34 -24,45 597,80
30 120,6 | 106,62 13,98 195,41 14,95 223,50
40 152,7 | 152,09 0,61 0,37 47,05 2213,70
42 161,1 | 158,58 2,52 6,38 55,45 3074,70
50 168,2 | 169,74 -1,54 2,37 62,55 3912,50
54 157,5 | 163,90 -6,40 40,98 51,85 2688,42
59 | 149,2 | 142,99 | 6,21 38,53 43,55 1896,60
Y Xi| DY Sr = Y (Yi~YiTeor)2 Sy=>(Yi-Yrrim)2
371 |1195,4 528,23 37091,61

Tabulka 1.4 — demonstrace vypo¢tu indexu determinace pomoci MS Excel

528,23

2 1 - "
=1 37091,61

= 98,57%

Index determinace 1> = 98,57 % je tedy vyznamné vyssi nez koeficient determinace
Vv ptipad¢ linearniho regresniho modelu R? = 87,7 %. V ptipadg, Ze by byl index
determinace pro kubicky model jen o malo vyssi nez koeficient determinace
Vv ptipad¢ linedrniho modelu, nedoporucuje se dobie interpretovatelny linedrni model

nahrazovat sloZit€j$i podobou modelu.
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Poznamka: ProtoZe pojem index determinace I° je Gasto v literatufe i statistickych
software znaden R? a v ptipadé linearniho modelu jsou tyto pojmy dokonce totozné,
budeme dale v této praci znadit koeficient determinace R? i index determinace 12

. o « o D2
shodné jiz pouze jednim znacenim R”.
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1.3 Vicenasobna linearni regrese

V piipadé, ze vysvétlovand proménnd y (trzby) zavisi na vice vysvétlujicich
proménnych napt. X; (investice do reklamy), X, (primérna vyse slevy) a x3 (pocet
direct mailtl), je nutno pouzit model vicenasobné regrese. V piipad¢€, Zze pro popis
dané zavislosti je model linearni vicendsobné regrese jen o malo horsi nez piipadné
jiné slozitéjsi nelinearni vicenasobné regresni modely, byva pro praktické pouziti
upfednostiiovan. Diivodem je smysluplnd interpretace regresnich koeficientli a s tim
souvisejici moZnost kvantifikace ocisténého vlivu jednotlivych vysvétlujicich
proménnych Xx; na vysvétlovanou proménnou y. Toto u nelinedrnich modeli neni
mozné. Kvantifikace vlivu jednotlivych vysvétlujicich proménnych x; na

vysvétlovanou proménnou y je pritom jednim z hlavnich praktickych vystupt

regresnich model v komer¢ni 1 védecke sféte.

Vicendsobny linearni regresni model ma tvar

y =bg + bixy + byx; + bsxs + -+ byx, (1.17)
V piipadé€ pouze dvourozmérné¢ho regresniho modelu

y = by + byx1 + byx, (1.18)

je mozno bez pouziti statistického software provést vypocet jednotlivych regresnich

koeficientii a koeficientu determinace pomoci vzorct

Sy Tyxq ~Txqxp Tyxy

b, = . 1.19
1 Sy 1-7¢ x, ( )
Sy Typ—Tyx x,.T
b, = L. Y2 xaXz'yX3 1.20
2 Sx, 1-1¢ x, ( )
by =y — b1X1 — byx; (1.21)

2 2 _
RZ — Tyxq +ryx2 27'961962'7')/9517')/952

(1.22)

2
1—7‘,61,62

35



b, = odhadovany regresni koeficient b; modelu
b, = odhadovany regresni koeficient b, modelu
b, = odhadovany konstantni ¢len bp modelu

T

xlxz’r

Yyxyr Tyx,= Parove korelacni koeficienty

Sx,» Sxy» Sx, = Vybérové smérodatn¢ odchylky

Vypocet ruéné pomoci vzorci je Casové velmi naro¢ny. V piipadé tii a vice
rozmérnych regresnich modell se jiz bez pouziti software pfi vypoctu regresnich

koeficientii a dalSich charakteristik modelu neobejdeme.

Pro praktické vysvétleni podstaty vicerozmérné regrese rozSifime zadani dfive
demonstrovaného ptikladu zavislosti trzeb na investicich do reklamy o dalsi dvé

vysvétlujici proménné sledované marketingovym oddélenim spole¢nosti.

Priklad 1.1 - pokracovani: V piedchozi ¢asti prikladu jsme zjistili, ze trzby
spole¢nosti vyznamné zavisi na investicich do reklamy (x;). Kromé této proménné
jsou ve spolecnosti také sledovany informace o priimérné vysi slevy v % (x2) a poctu
rozeslanych direct maill (x3). Chceme nyni zjistit, zda trzby néjak zavisi 1 na téchto
dvou proménnych a ptipadné sestavit model pro predikci trzeb na zéklad¢ vSech

téchto proménnych. Mame opét k dispozici data z poslednich 12 reklamnich akci.

y trzby x; reklama X; prumérna vyse X3 pocet direct
24,9 2 51 1100
27,9 10 3,8 1320
36,5 15 5,6 987
41,1 19 2,3 1570
74,5 23 6,1 1921
81,2 27 4,2 1260
120,6 30 8,2 1350
152,7 40 7,2 1430
161,1 42 10,5 1230
168,2 50 8,1 1540
157,5 54 10,1 1650
149,2 59 6,9 1360

Tabulka 1.5 — data zavislosti trZeb (y) na investicich do reklamy (X;), primérné vysi slevy v % (x,) a po¢tu

rozeslanych direct maili (x3)
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Odstranéni multikolinearity

V piipad¢€ vicerozmérnych regresnich modelt je nutné pred zacatkem tvorby modelu
odstranit piipadny vyskyt vysoké multikolinearity. Multikolinearita je chapana jako
nezadouci zavislost (korelace) mezi vysvétlujicimi proménnymi na pravé strané
regresniho modelu. Za vysokou multikolinearitu je povazovana korelace mezi
vysvétlujicimi  proménnymi ptesahujici v absolutni hodnoté 0,8. Problematika

multikolinearity bude podrobné¢ probrana v Kapitole 12 této prace.

Ptipadné nesplnéni piedpokladu multikolinearity v modelu je mozno posoudit na

zaklad€ matice parovych korelacnich koeficientu.

Korelace (Data reklama a trZby - vicerozmérna regrese)
Oznaé. korelace jsou vyznamné na hlad. p < ,05000
N=12 (Celé pfipady wynechany u ChD)
y - trzby (mil. KE) | 1 -investice do | %2 - priméma | x3 - pocet direct
reklamy (mil. K&) | wyie slevy (%) mailti (ks)
Proménna
v - trzby (mil. KE) 1,0000 L9365 ,8284 ,2863
p= — p=,000 p=,001 p=367
%1 - investice do reklamy (mil. KE) .9365 1.0000 6975 A3TT
p=.000 p= — p=012 p=.283
%2 - priméma vy3e slevy (%) .B264 6975 1,0000 1115
p=.001 p=.012 p=— p=.730
%3 - poet direct mailt (ks) ,2863 L3377 115 1,0000
p=367 p=.283 p=,730 p= —

Obr. 1.15 — matice parovych Kkorela¢nich koeficientii mezi vysvétlujicimi proménnymi X;, X, a X pro

posouzeni vyskytu vysoké multikolinearity v modelu (Vystup ze sw Statistica 10)

7Z matice parovych korelacnich koeficienti vidime, ze zadny =z korelacnich
koeficientii mezi vysvétlujicimi proménnymi Xj, Xz @ X3 nepiekrocCil v absolutni
hodnoté hodnotu 0,8. Mezi vysvétlujicimi proménnymi neni tedy v modelu vysoka

multikolinearita a mohou byt bez dalSich uprav pouzity v modelu.

S pouzitim statistického software vypocitdme regresni koeficienty a t-testy pro

statistickou vyznamnost jednotlivych parametru.
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\ysledky regrese se zavislou proménnou -y - trzby (mil. KE)
R=96795640)R2= 93693960 Upravené R2= 91329195
F(3,8)=39,621 p=,00004 Smérod. chyba odhadu - 16,998

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(8) p-hodn.
N=12 zb zh
Abs._Elen 24,8306 3257537 -0,762249)0 467787
x1 - investice do reklamy (mil. K&) | 0691054 0,133084) 2,1933) 042235 5192607 |0,000830
%2 - priméma wyge slevy (%) 0344796 0,126052) 7.9929) 292209 2,735351|0,025633
%3 - pocet direct maild (ks) 0,014510 0,095962) 0,0033) 0,02192 0,151207|0,883556

Obr. 1.16 — koeficient determinace, regresni koeficienty a t-testy pro statistickou vyznamnost vSech

proménnych x;, X, a X3 (Vystup ze sw Statistica 10)

Koeficient determinace vysledného vicenasobného linearniho modelu s tfemi
vysvétlujicimi proménnymi x;, Xz a X3 je R? = 93,69 %, upraveny koeficient

determinace R? = 91,33 %.

Poznamka: V piipad¢ vicerozmérného regresniho modelu by mél byt dilezitéjsim
ukazatelem kvality modelu pravé upraveny koeficient determinace, ktery penalizuje
nadmérny pocet proménnych v modelu. Rozdil mezi koeficientem determinace a
upravenym koeficientem determinace bude podrobné vysvétlen v Kapitole 8 této

prace.

Z vysledkt t-testti vidime, Ze statisticky vyznamné jsou pouze proménné investice do
reklamy (x1) a primérna vyse slevy v % (x2). Vyznam proménné X3 - pocet
rozeslanych direct maila vySel statisticky neprikazné. Pocet rozeslanych direct mailt
tedy neovliviiuje vyznamn¢ trzby y a tuto proménnou mizeme z modelu vypustit.
Ponechéani nevyznamné proménné v modelu zbytecn¢ model zeslozituje bez dalsiho
piinosu pro kvalitu predikce. Nyni znovu piepocitame model pouze pro vyznamné

proménne x; a Xa.

F=,96786331|R2= 93675938 Upravené RE 922?[]591
F(2,9)=66,657 p<,00000 Smerod. chyba odhadu : 16,049

b* Sm.chyba b Sm.chyba (%) p-hodn.
M=12 zb* zb

Abs.€len 20,4044) 13,49464 ) -1,51204] 0,164814
x1 - investice do reklamy (mil. KE) 0,698399| 0116983 2.2166) 037125 5970104 0,000210
X2 - prumérna vy3e slevy (%) 0,341291 D.11I3983| 71T 271185 2 917444 0.017103

Obr. 1.17 — koeficient determinace, regresni koeficienty a t-testy pro statistickou vyznamnost vybranych

statisticky vyznamnych proménnych x; a X, (Vystup ze sw Statistica 10)
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V modelu nyni ziistaly pouze statisticky vyznamné proménné investice do reklamy
(x1) a primérna vyse slevy v % (x2). Koeficient determinace vysledného modelu
pouze s dvéma vyznamnymi proménnymi x1 a X je R? = 93,68 %, tedy nepatrné
mensi neZ v piipadé plného modelu. Upraveny koeficient determinace vysel R® =
92,27 %, tedy vyssi nez v pripad¢ plného modelu s tfemi vysvétlujicimi proménnymi

X1, X2 @ X3.

Pro kontrolu spInéni pfedpokladti linedrniho regresniho modelu si vykreslime opét

graf rezidui proti predpovézenym hodnotam.
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Obr. 1.18 — graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam vicerozmérného linearniho modelu (Vystup ze sw

Statistica 10)

Ztvaru grafu rezidui proti predpovézenym hodnotdm v ptipadé vysledného
vicerozmérného linedrntho modelu vidime, Ze rezidua nenasvédcuji zasadnimu

poruseni nékterého z nutnych ptedpokladt linearniho regresniho modelu.
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Vysledna podoba vicerozmérného regresniho modelu je tedy
y =-20,4044 + 2,2166.x; + 7,9117.%,

kde

y = trzby (mil. K¢)

X1 = investice do reklamy (mil. K¢)

X2 = pramérna vyse slevy (%)

Na zéklad¢ vysledkil vicerozmérného regresniho modelu chceme nyni odpoveédét na

dalsi otazky, které by mohly zajimat vedeni spole¢nosti.

a) Jak je mozné prakticky interpretovat vicenasobné regresni koeficienty
Do, by a b, na uvedeném piikladu zavislosti trZzeb na investicich do

reklamy (xi1) a primérné vysi slevy v % (x2)?

Regresni koeficient by je mozno charakterizovat jako hypotetickou hodnotu trzeb y
pi1 nulové hodnoté obou vysvétlujicich proménnych x; a Xz. V nasem ukdzkovém
piikladu by tedy byla hodnota trzeb pii nulové investici do reklamy X; a nulové vysi
slevy x; rovna -20,4044 mil. K¢. V tomto misté je vSak nutno opét upozornit na
problém extrapolace, kdy dosazujeme do modelu nulové hodnoty X; i Xp, které jsou

mimo oba intervaly, na kterych model vznikal. Vysledek je tedy spiSe hypoteticky.

Regresni koeficient b; fika, o kolik jednotek se zvysi hodnota trzeb y, pokud se
proménna x; (investice do reklamy) zvysi o jednotku, pfiCemz druhd proménna x;
(primérnd vyse slevy v %) ziistane neménnd. V nasem ptipad¢ by tedy kazdy 1 mil.
K¢ investovany do reklamy pfi neménné vysi slevy v % mél zvysit trzby o 2,2166

mil. K¢&. Tedy se jedna o navratnou investici.

Regresni koeficient b, fik4, o kolik jednotek se zvySi hodnota trzeb y, pokud se
proménna x, (primérnd vyse slevy v %) zvysi o jednotku, pfi¢emz druhd proménna
X1 (investice do reklamy) ziistane neménna. V naSem piipad¢ by tedy kazdy 1

procentni bod slevy pfi neménné vysi investic mél zvysit trzby o 7,9117 mil. K¢.
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b) Na pristi obdobi planujeme investi¢ni akci do reklamy ve vysi 60 mil. K¢
a nastaveni vyse slevy na 10 %. Jakou hodnotu trzeb miZeme na zakladé

predchozich dat ocekavat pri této investi¢ni akei?

Z predchozich dat spolecnosti jiz mame odvozen vicerozmérny linearni regresni
model zavislosti trzeb na investicich do reklamy (x1) a pramérné vysi slevy v % (x2).
Pokud nyni dosadime hodnotu x; = 60 mil. K¢ a hodnotu x, = 10 % do ziskaného

regresniho modelu, vypocteme ptislusnou ocekévanou hodnotu trzeb.
y =-20,4044 +2,2166 . 60 + 7,9117 . 10 = 191,4086 mil. K¢

Pti investicich do reklamy ve vysi 60 mil. K¢ a nastavené vysi slevy 10 % mtzeme

Vv pristim obdobi ocekavat trzby ve vysi 191,4086 mil. K¢.

c) V jakém intervalu miZe management spole¢nosti ofekavat odhadované

trzby pro investici do reklamy ve vysi 60 mil. K¢ a vySi slevy 10 %.

Stejné¢ jako u jednorozmérného regresniho modelu se pro intervalovy odhad
predikované hodnoty vysvétlované proménné pouziva 95 % konfidenéni nebo 95 %
predikéni interval. Pokud bude management spolecnosti zajimat primérna hodnota
piedpovidanych trzeb, pouzije pro odhad intervalu trzeb konfiden¢ni interval. Pokud
bude management spole¢nosti zajimat jedna konkrétni hodnota predpovidané trzby
pro konkrétni investicni reklamni akci a konkrétni nastavenou vysi slevy, pouZzije pro
odhad intervalu trzeb predik¢ni interval. Pti stejné hodnoté spolehlivosti je predikéni

interval opét vzdy Sir§i nez konfiden¢ni interval.

Predpovézené hodnaty
proménneé: y - trzby (mil. KE)
bwaha | Hodnota | bwaha
Promé&nna * Hodnot
®1 - investice do reklamy (mil. KE) 2.216578| 60,00000 1329947
x2 - priméma vyie slevy (%) 7.911679 10,00000 79,1168
Abs. €len -20.4044
Predpovéd 191,7071
-95,0%LS 170.8407
+95,0%LS 2125735

Obr. 1.19 — 95 % Kkonfiden¢ni interval pro primérnou hodnotu piedpovidanych trieb (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Management spole¢nosti tedy mize ocekavat, ze primérnd hodnota ptredpovidanych

trzeb by se méla s 95 % spolehlivosti pohybovat v intervalu (170,8407; 212,5735).

Predpovézené hodnoty
proménneé: y - trzby (mil. KZ)
bwaha | Hodnota | bwaha

FProménna * Hodnaot
*1 - investice do reklamy (mil. KE) 2.216578 60,00000) 132,9947
%2 - priméma wyse slevy (%) 7,911679 10,00000 79,1168
Abs_ Elen -20.4044
Predpovéd 1917071

-95,0%PL 149.8329
+95,0%PL 233,5813

Obr. 1.20 — 95 % predikéni interval pro jednu konkrétni hodnotu piedpovidané trzby (Vystup ze sw
Statistica 10)

Management spolecnosti tedy mize ocekavat, ze jedna konkrétni hodnota

piedpovidané trzby by se méla s 95 % spolehlivosti pohybovat v intervalu (149,8329;
233,5813).

A4

d) O kolik se zvysi trzby, pokud zvySime investice do reklamy o 2 mil. K¢ a

vySe slevy v % ziistane konstantni?

Koeficient by fika, o kolik jednotek se zvysi hodnota y (trzby) pokud se x; (investice
do reklamy) zvysi o jednotku a vyse slevy v % X, zlstane konstantni. Kazda dalsi

jednotka (1 mil. K¢) investovana do reklamy by tedy méla zvysit trzby o 2,2166 mil.
K¢&. Z uvedeného vyplyva vztah

Ay=bl.AXx
Po dosazeni
Ay=22166.2=44332 mil. K¢

Pokud tedy zvySime investice do reklamy o 2 mil. K¢, pficemZ vySe slevy v % X

zlstane konstantni, trzby se zvysi o 4,4332 mil. K¢.
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1.4 Vicenasobna regrese s pouzitim nelinearnich funkci

Jak jiz bylo uvedeno vyse, v ptipade€, ze je model linearni vicendsobné regrese jen o
malo horsi nez jiné nelinearni modely a jeho pouziti odpovida navic realné predstave,
byva pro praktické pouziti uptednostiiovan. Diivodem je smysluplna interpretace

regresnich koeficientl, coz u nelinearnich modelti neni mozné.

V ptedchozim linearnim modelu zavislosti trzeb y na investicich do reklamy x; a
vysi slevy v % xp vysla hodnota koeficientu determinace R? = 93,67 % a hodnota
upravené¢ho koeficientu determinace R? = 92,27 %. Jak si ukazeme dale v tomto
ptikladu, pouzitim nelinearnich funkci se nam podafi zvysit hodnotu koeficientu
determinace R? na 99,40 % a hodnotu upravené¢ho koeficientu determinace R? na

98,90 %. Toto vylepseni modelu urcité neni zanedbatelné.

Dal§im racionalnim argumentem pro nahrazeni linearniho vicerozmérného modelu
modelem nelinearnim je tvar funk¢éni zavislosti neodpovidajici realité. V 3D
povrchovém grafu pro linearni model v Obr. 1.21 je mozno demonstrovat neklesajici

hodnotu trzeb pii vysokych hodnotach investic do reklamy a primérné vyse slevy.

y - trzby (mil. K&) = -20,404442 2166*x1+7,9117*x2

oy ) R - R

Obr. 1.21 — 3D povrchovy graf vicerozmérného linearniho modelu (Vystup ze sw Statistica 10)
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Tento tvar funkcéni zavislosti vSak neodpovidd Castému progresivné-degresivnimu
tvaru produkéni funkce znamému z ekonomie. Pro extrémné vysoké hodnoty
vysvétlujicich proménnych x; a Xz se stavaji hodnoty trzeb y casto klesajicimi. Pro
lepsi pochopeni si mizeme piedstavit situaci, kdy trzby y vyjadiuji trzby za prodej
urcitétho software dosti konzervativnimu a opatrnému bankovnimu sektoru.
V piipadé extrémné masivni kampané prostfednictvim investic do reklamy x; a
extrémni vysi slevy naptiklad 50 % a vyse by se staval produkt vtomto segmentu

zakaznik® podezielym a trzby by od urcité hranice zacaly klesat.

V dalsi ¢asti této kapitoly se tedy pokusime vicerozmérny linearni regresni model

jesté vylepsit pouzitim nelinedrnich funkci.

Pii1 diivejsi jednorozmérné analyze zavislosti trzeb y samostatné na investicich do
reklamy (x;) a samostatné na vysi slevy v % (X2) bylo zjisténo, Ze ob&é proménné
vysvétluji trzby y dobfe Vv kubickém (v nasem piipad€ progresivné-degresivnim)

tvaru.

Pokud bychom postavili plny regresni model véetné vSech linearnich, kvadratickych
1 kubickych ¢lent (Obrazek 1.22), vysla by hodnota koeficientu determinace R? =
99,42 % a hodnota upraveného koeficientu determinace R? = 98,73 %. Oproti

linedrnimu modelu se tedy hodnota koeficientu determinace zvySila téméf o 6%.

Vysledioy regrese se zavislou ruménnuu - tréby (mil. KE)

R= 99711613

F(6,5)=143,86 p=, o merod. chyba odhadu - 6,49

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t(5) p—hndn.

N=12 zb zh
Abs_Elen 2690185 3686867 0,72967)0.498328
x1 - investice do reklamy (mil. KE) -0,791562  0,369387) -2,51213) 117236 -2,14280) 0,085016
%2 - primé&ma wyie slevy (%) -0,37268) 0,832508) -8,63927) 19,29889 -0,44766]0,673130
¥x17*2 - investice do reklamy kvadraticky 5255600 1,015230f 0,25698] 004964 5 17676]0.003535
*1%"3 - investice do reklamy kubicky -3,76167| 0,660986] -0,00312) 0,00055| -5,69100§0,002336
*2**2 - priméma vySe slevy kvadraticky 1,62671 1.915970f 2,64239) 331611 0,79684)0.461690
*2**3 - priméma vy3e slevy kubicky -1,04989 1,098124) -0,16182) 0,16926 -0,95608]0,352941

Obr. 1.22 — koeficient determinace, regresni koeficienty a t-testy pro statistickou vyznamnost proménnych
plného regresniho modelu véetné vSech linearnich, kvadratickych i kubickych ¢lend (Vystup ze sw
Statistica 10)

Jak vidime zvySe uvedenych vystupi pro plny regresni model vcetné vSech

linearnich, kvadratickych i kubickych ¢lent, nékteré koeficienty v modelu nejsou
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statisticky vyznamné. Zkusime tedy pomoci zpétné krokové regrese z modelu

vyjmout proménnou Xy V linedrnim tvaru, kterd ma nejvyss

vV modelu nejméné vyznamna.

i p hodnotu a je tedy

R= 99700042
F(5,6)=199,13 p<, o merod. chyba odhadu :
b* Sm.chyba b Sm.chyba t[E} p-hodn.

N=12 z b zh
Abs.len 11,10709) 9957264 1,11548]0,307320
*1 - investice do reklamy (mil. Kg) 0,77672  0,342513| -2, 46516) 1,087068 -2 26771|0,063868
®12 - investice do reklamy kvadraticky 527875 0,943937) 025812 0,046156| 5,59228]0,001391
#x1**3 - investice do reklamy kubicky -3,76844 ) 0,612543| -0,00315) 0,000509| -6,15175]0,000824
%22 - priméma wySe slevy kvadraticky 067703 02432950 117179 0421085 2782760031851
¥2**3 - praméma wiEe slevy kubicky -0,57040 D_2253?EI| -0,08792) 0,034737 -2 53096)0 044622

Obr. 1.23 — koeficient determinace, regresni koeficienty a t-testy pro regresni model po odebrani nejméné

vyznamné proménné x, V linearnim tvaru (Vystup ze sw Statistica 10)

Vidime, Ze po zjednodusSeni modelu vynechdnim nejméné

Vv linearnim tvaru se hodnota Kkoeficientu determinace R®

hodnotu 99,40 % avsak hodnota upraveného koeficientu determinace R?

z 98,73 % na 98,90 %.

vyznamné promeénné Xp
snizila 299,42 % na

se zvysila

Pro kontrolu splnéni ptedpoklada linearniho regresniho modelu si vykreslime opét

graf rezidui proti piedpovézenym hodnotam.

Rezidua
o

40 60 20 100 120

Predpov. hodnoty

140 180 120

0,95 Int_spol.

Obr. 1.24 — graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam - finalni model (Vystup ze sw Statistica 10)
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Pti snaze o dalsi zjednodusovani modelu se jiz snizuje vyrazné hodnota koeficientu

determinace R? i adjustovaného koeficientu determinace R

1.5 Zavér

Na =zaklad¢ vSech dosavadnich analyz v této kapitole tedy mizeme vedeni
spole¢nosti navrhnout jako findlni model posledn¢ uvedeny vicerozmérny nelinearni

kubicky model
y = 11,1071-2,4652.x,+0,2581.x;%-0,00315.x;°+1,17179.x,°-0,0879.%,>

Tento model ma ze vSech vyse uvedenych modelt v této kapitole nejlepsi vlastnosti a
management spolecnosti by mél tedy pii jeho spravném pouziti ziskat

nejrelevantnéj$i vysledky.
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2 Praktické pouziti vytvoreného regresniho modelu pro

optimalizaci investic ve firmé

Kromé piedpoveédi neznamé hodnoty trzeb pro danou Groven investic a kvantifikace
vlivu jednotlivych vysvétlujicich proménnych x; na vysvétlovanou proménnou y je
mozno regresni model vyuzit také pro optimalizaci investic ve firm¢, kterd muze
velmi zvysit GspéSnost dané spolecnosti. Tato aplikace regresnich modeli neni ve

véts$ing publikaci, zabyvajicich se problematikou regresniho modelovani zminéna.

Dle zkuSenosti ze Skoleni vedoucich pracovniki a manazerti firem tomu také
odpovidaji témét nulové znalosti z této oblasti nasledné optimalizace, se kterou se na

vysoké Skole nebylo moZzno sezndmit.

Pii vypoctech budeme pouZivat jednorozmérny kubicky regresni model zavislosti
trzeb y na investicich x, ktery jsme odvodili v pfedchozi kapitole. Koeficient
determinace modelu je R* = 98,57 %. Je tedy mozno Fict, Ze investice do reklamy x

vysvétluji trzby y velmi dobte.
Vypoctena regresni rovnice modelu ma tvar
y = 31,294 - 3,5761x + 0,3169x° - 0,0038x’

Pro optimalizaci investic ve firmé je velmi Gcelné umeét stanovit nasledujici body

znazornéné v grafu progresivné-degresivni funkce trzeb: (10)

e uroven nakladl, pfi které bude dosazeno maximalnich celkovych trzeb

(maximalizace hrubych trzeb) — bod ¢ — bod maxima grafu

e uroven nakladd, pfi které bude rast funkce trzeb nejrychlejsi (maximalizace

rychlosti ristu trzeb) — bod a — inflexni bod grafu

e uroven nédkladd, pfi které bude dosazeno maximalnich primérnych trzeb
Vv piepoctu na jednotku nakladi (maximalizace pramérnych trzeb) — bod b —

bod te¢ny vedené z pocatku
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e Groven nakladd, pfi které bude dosazeno maximalniho zisku (maximalizace

zisku) —bod d

180

160
y =31,294 - 3,5761x + 0,3169x*- 0,0038x*
140

120

100

80

- trzby (mil. K&)

60

40 |

208  T—m

. . al . bl dl |¢
0 10 20 30 40 50 B0

X - investice (mil. KE)

Obr. 2.1 — grafické znazornéni vyznamnych boda grafu pro zavislost trzeb na investicich p¥i proloZeni

kubickym regresnim modelem (upraveny vystup ze sw Statistica 10)

2.1 Maximalizace hrubych trzeb

Podstatou problému je nalezeni trovné nakladd, pii které bude dosaZzeno
maximalnich celkovych trzeb — bod ¢ — bod maxima grafu. Za timto bodem jiz budou

pii dalSim zvySovani nakladii trzby spolecnosti klesat.
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180

160 | ’7 o
e

y =31,294 - 3,6761x + 0,3169x%- 0,0038x>
140 | /
120 }

100 |

8o [ /
(=)

60 |

y - trzby (mil. KE)

a0 | o
= o~
ik -—
0 a | b d C
(8] 10 20 30 40 50 60

x - investice (mil. K&)

Obr. 2.2 — grafické znazornéni Grovné nakladii, pii které bude dosaZeno maximalnich celkovych trZzeb

(maximalizace hrubych trZeb) — bod ¢ — bod maxima grafu (upraveny vystup ze sw Statistica 10)

Uroven nakladd, pii které bude dosaZeno maximalnich trzeb, vypodteme podle

vzorce
y=0 (2.1)

Po zderivovani kubické funkce =zavislosti trzeb na investicich ziskavame

kvadratickou rovnici
y =-3,5761 + 0,6338x - 0,0114x°=0
-0,0114x°+ 0,6338x - 3,5761=0

Dosazenim koeficienta a = - 0,0114, b = + 0,6338 a ¢ = - 3,5761 do vzorce pro

vypocet kotenti kvadratické rovnice ziskdvame 2 koteny:
X1 = 49,2237 a X, = 6,3728

Z grafu uvedené progresivné-degresivni funkce trzeb plyne, ze v bodé x, = 6,3728 je

lokalni minimum trzeb, zatimco v bodé x; = 49,2237 je lokalni maximum trzeb.

Pfi Grovni naklada 49,2237 mil. K¢ bude dosazeno maximalnich trzeb spole¢nosti.
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2.2 Maximalizace rychlosti ristu trzeb

Ukolem je nyni nalezeni trovné nakladd, pii které bude riist funkce trzeb nejrychlejsi
— bod a — inflexni bod grafu. Predstavme si situaci krizového manazera, ktery ma za
ukol ptijit do firmy a provést investice, které béhem velmi kratkého ¢asového useku
zasadné zvysi trzby spolenosti. V tom piipadé je nejvhodnéj$im bodem prave
inflexni bod a, ve kterém je tempo ptirtstkd trzeb nejrychlejsi. Pokud v tomto bod¢

zvy$ime néklady na ose x o jednotku, priristek trzeb na ose y bude maximalni.

180

—T | @ —
160 | o ]
y = 31,294 - 3,5761x + 0,3169x2 _ 0,0038x> /2'/ Aw

140 | /

120 | o .
= /
e
— 100 |
E
= /'
= 8ol % -
i =)
g

60 |

40 | )

=N o~
20 | m—
0 al b d c
o 10 20 30 40 50 60

X - investice (mil. K&)

Obr. 2.3 — grafické znazornéni urovné nakladd, pfi které bude rist funkce trZzeb nejrychlejsi — bod a —

inflexni bod grafu (upraveny vystup ze sw Statistica 10)

Uroveti nakladd, pii které bude dosaZeno maximalni rychlosti riistu trzeb, vypodteme

podle vzorce
y'=0 (2.2)

Po dvojnasobném zderivovani kubické funkce zavislosti trzeb na investicich

ziskavame line4rni rovnici
y"=0,6338 - 0,0228. x=0
Vypoctem vzniklé linearni rovnice ziskavame jeden kofen:

0,6338 = 0,0228. x
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X = 27,7982

Uroven nakladd, pti které bude dosazeno maximalni rychlosti riistu trzeb, je tedy

27,7982 mil. K¢.

2.3 Maximalizace primérnych trZeb

DalSim praktickym tkolem muze v realit¢ byt nalezeni urovné nakladd, pii které
bude dosazeno maximalnich primérnych trzeb z jednotky nakladt — bod b — bod

tecny vedené z pocatku.

180

160 | o PN

= 31,294 - 3,6761x + 0,3169x? - 0,0038x>
140 | Y /" y
120 | o
100 } /
so | oﬁ

60

y - trzby (mil. KE)

a0 | o ‘

20 | —

0 al b d c
0} 10 20 30 40 50 60

x - investice (mil. K&)

Obr. 2.4 — grafické znazornéni irovné naklada, p¥i které bude dosaZzeno maximalnich primérnych trzeb

z jednotky nakladd — bod b — bod teény vedené z pocatku (upraveny vystup ze sw Statistica 10)

Uroven nakladt, pii které bude dosazeno maximalnich primérnych trzeb, vypocteme

podle vzorce

y == (2:3)

Levou stranu rovnice ziskame zderivovanim ptvodni kubické funkce y = 31,294 -
3,5761x + 0,3169x% - 0,0038x°, pravou stranu potom jejim vyd&lenim proménnou x.

Ziskavame kvadratickou rovnici

-3,5761 + 0,6338x - 0,0114x” = 31,294/x - 3,5761 + 0,3169x - 0,0038%* /. X

51



-3,5761.x + 0,6338x° - 0,0114x° = 31,294 - 3,5761.x + 0,3169x> - 0,0038x°

- 0,0076.x% +0,3169. x>-31,294 = 0

Vypoctem kubické rovnice ziskdvame 3 koteny:

X1 = 38,9886
X2 = 11,7199
X3 =-9,0112

Z grafu uvedené progresivné-degresivni funkce trzeb plyne, Ze hledany bod teény je

VvV bodé x = 38,9886 mil. K¢.

Urovent nakladd, pii které bude spoleGnost schopna dosahnout maximélnich

primérnych trzeb je tedy 38,9886 mil. K¢&.

2.4 Maximalizace zisku

Z hlediska firemnich optimalizaci je nejdulezitéj$im problémem feSeni tzv. kritéria

optimality, tedy nalezeni tirovné nakladt, pii které bude dosaZzeno maximalniho

zisku — bod d

180

160
y =31,294 - 3,56761x + 0,3169x7 - 0,0038x>
140 |

120

| .
A

60 1
a0 o ‘

20f T —

y - trzby (mil. K¢)

o al b

/g/

d C

O 10 20 30

x - investice (mil. K&)

40

50 60

Obr. 2.5 — grafické znazornéni rovné nakladi, pfi které bude dosazeno maximalniho zisku — bod d

(upraveny vystup ze sw Statistica 10)
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Uroven ndkladl, pfi které bude dosazeno maximalniho zisku, vypocéteme podle

vzorce
_ Y

y = (2.4)

kde

Cy = cena za jednotku y
Cx = cena za jednotku x
V nasem piipadé¢ plati Cy = Cx =1

Levou stranu rovnice ziskdme zderivovanim ptivodni kubické funkce y = 31,294 -
3,5761x + 0,3169x* - 0,0038x%, pravou stranu potom jako podil cen C, a Ci.

Ziskavame kvadratickou rovnici
-3,5761 + 0,6338x - 0,0114x*=1
- 0,0114x2 +0,6338x - 4,5761=0

Dosazenim koeficienta a = - 0,0114, b = + 0,6338 a ¢ = - 4,5761 do vzorce pro

vypocet kotenil kvadratické rovnice ziskavame 2 koteny:
X1 = 47,0681
X2 = 8,5283

Uroveti nakladt, pii které bude dosazeno maximalniho zisku, je tedy 47,0681 mil.

K¢.
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3 Dusledky pouziti korelaéniho koeficientu pro nelinearni

zavislost

3.1 Teoreticka ¢ast

Mezi zainajicimi uzivateli regresnich modeli je ¢asto brano jako samoziejmost, Ze
mira zavislosti mezi dvéma kvantitativnimi veli¢inami je méfena korelatnim
koeficientem r dle (1.5) ptipadné z n&ho odvozenym koeficientem determinace R?
dle (1.8).

nYxXy—Xx2y
JInZx2 —E0)MmEy? - Cy)?]

R? =r?

Casto vsak byva opomenuto, Ze koreladni koeficient r se pouziva pouze jako mira
linearni zavislosti mezi dvéma kvantitativnimi veli¢inami. Pokud vyjde korela¢ni
koeficient r = 0, nemusi to jesté zdaleka znamenat nezavislost dvou meéfenych
kvantitativnich veli¢in, ale mtize se jednat o n¢kterou z nelinearnich zéavislosti (napf.
kvadratickou, logaritmickou apod.) | pii nulovém korela¢nim koeficientu na sobé

tedy veli¢iny mohou zaviset, pouze tento vztah nelze vyjadiit linearni funkei.

V piipad¢, Zze mame na zaklad¢ grafického posouzeni ¢i vécné znalosti problému
podezieni na nelinearni formu zavislosti, méli bychom pro méteni miry zavislosti

pouzit index korelace I a ptisluiny index determinace 1% dle vztahi (1.14) a (1.15).

1= [1-3
Sy
[2=1-R
Sy
kde

Sy = X1 (Vi — Ypram)? je celkovy soucet tverct modelu

Sg = 2 (Vi — Vireor)? je rezidudlni soudet étverct modelu
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3.2 Prakticka ¢ast

Jako ukazkovy piiklad $patné interpretace vysledné hodnoty korelacniho koeficientu

r si miizeme uvést regresni model zavislosti vyse trzeb na poctu zakazniki

Priklad 3.1: Mé&jme informace o poctech zakaznikl a trzbach v jednotlivych dnech.
Management spolecnosti chce posoudit, zda spolu tyto dvé proménné vzajemné

souvisi. Pro posouzeni vSak pouzije nespravné korelacni koeficient r namisto indexu

korelace I.

1 2
x - poet zakazniki y - trZby (tis. KE)

BEl 34 13
2| 35 13
BEl 37 14
4 38 14
e 39 14
g 42 15
7 44 15
B 48 14
Bl 49 13
10 51 13

Obr. 3.1 — data pro zavislost vySe trZeb na po¢tu zakazniki

Nejdiive vypocitame bézny korelacni koeficient pro zavislost vySe trzeb na poctu

zakaznikd. Pro vypocet je mozno pouzit diive uvedeného vzorce (1.5)

nYxXy—-2xxy
VI x2—-x)?][nY y2-Xy)3?]

r =

Piipadné je mozno korela¢ni koeficient r vypocitat rychleji pouzitim statistického

software
Korelace
=10
¥ - pofet zakaznikd| v - trZby (tis. KE)
Proménna
* - pocet zakazniki 1,0000 ,0083
p=— p=.980
y - trzby (tis. KE) 0093 1,0000
p=198|:| p= —

Obr. 3.2 — korela¢ni matice pro zavislost vySe trZeb na poétu zakazniki (Vystup ze sw Statistica 10)
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Na zdklad¢ vysledné hodnoty korelacniho koeficientu r = 0,0093 bychom mohli
usuzovat na naprostou nezavislost mezi vysi trzeb a po¢tem zékazniki. Jak jiz bylo
uvedeno vyse, korelaéni koeficient r je mirou linearni zavislosti. Grafické znazornéni

prolozeného linearniho regresniho modelu by tedy vypadalo nasledovné.

1
15.2 My = 13,7498 + 0,0012"x; r = 0,0092; R® = 0,0001|

15,0 =] =]

14,8 |
146 |
14,4 |
142
14,0 s} =] s} o]

138 |

y - tréby (tis. KE)

138 |
13.4 |
13.2 |

13,0 =] =] =) =]

12,8

3z 34 26 28 40 42 44 46 48 50 52

x - pocet zakaznika
Obr. 3.3 - grafické znazornéni proloZeného linearniho regresniho modelu (Vystup ze sw Statistica 10)

Jak je mozno vidét z grafického znazornéni prolozeného lineadrniho regresniho
modelu, tento typ zavislosti je pro analyzovand data zavislosti trzeb na poctu
zékaznikli naprosto nevhodny a vhodnéjsi by bylo pouzit kvadraticky model
zéavislosti. To potvrzuje 1 praktickd znalost problematiky, kdy pfi velkém poctu
zékaznikti se da ocekavat pokles trzeb z divodu snizeni pohodli pii nakupu.
Kvadratickou zavislost vSak klasicky korela¢ni koeficient vypocitany ze vzorce (1.5)

vubec nereflektuje.

V nésledujicim obrazku je pro prolozeni bodl pouzit vhodné¢jsi kvadraticky trend.
Misto korelaéniho koeficientu r je pouZit v tomto piipade index korelace I a ptislusny
index determinace 1 dle vztahi (1.14) a (1.15). Jejich vypodet je podrobné popsan
v Kapitole 1.
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1
152 4| y = -34,636+2 3223*x-0,0273%, | = 0,9181, 17 = 0,8429
15,0 | L o

14z |
148 | — T

14,4 i \
142 | o
14,0 i oo =1 =]
138 | s .

12,6 | I/

13,4 [ Ve x

y - frZby (tis KE)

13,2 | A
13,0 o _, o o
12,8 | Ly

12,6 -

12,4

32 34 36 38 40 42 44 46 45 50

> - pocet zakaznikl
Obr. 3.4 - grafické znazornéni proloZeného kvadratického regresniho modelu (Vystup ze sw Statistica 10)

Vysledny index korelace I ma nyni hodnotu 0,9181 (ve srovnani s korelacnim
koeficientem r = 0,0093). Vysledny index determinace 12 ma nyni hodnotu 84,29 %

(ve srovnani s koeficientem determinace R? = 0,01 %).

3.3 Zavér

Vidime, ze pokud pro posouzeni zavislosti pouzijeme v nasem ptikladu nespravny
klasicky korelacni koeficient r (pfipadné ptislusny koeficient determinace Rz),

dostavame informaci o naprosté nezavislosti obou proménnych.

Pokud ovSem pouZzijeme pro posouzeni zavislosti spravny index korelace I (pfipadné
prislugny index determinace I%), zjistime, e proménné spolu koreluji velmi dobfe.

Hledana zavislost vSak byla jina nez linearni.
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4  Problém nezavislosti korelacniho koeficientu a smérnice
primky

4.1 Teoreticka cast

Jak vyplyvé ze studia publikaci z oboru I€kaistvi ale i jinych obort, vyznamna ¢éast

uzivatelt statistickych metod je presvédcena, ze pokud ma regresni piimka velky

sklon (vysokou hodnotu smérnice bs), musi mit nutné i vysokou hodnotu korela¢niho

koeficientu (obé proménné spolu Iépe koreluji). Naopak, u témét vodorovné piimky

je ocekavan korelacni koeficient blizko 0 (obé proménné spolu témét nekoreluji).

Tato uvaha vSak v nékterych ptipadech neplati.

V Kapitole 1 byl vztahem (1.2) definovan pojem smérnice regresni piimky by

b = nYXyi—XxXi LY
L7 azx?-Cxp?

a vztahem (1.5) pojem korela¢niho koeficientu r

Y X; =2 Xi L Vi
VInXx2-Cx)?nYy2-Cy)?]

r =

Srovnanim vyse uvedenych vzorcl pro smérnici by a korela¢ni koeficient r vidime,
ze Citatele jsou v obou piipadech stejné. Jmenovatele se vsSak lisi. Vzajemny vztah
mezi regresnim a korelaénim koeficientem miizeme potom charakterizovat pomoci

vztahtii (4.1) a (4.2).

Sx

r = byx.s— 4.1)
y
S

byy = r.é (4.2)

Na Obr. 4.1 jsou znazornény hodnoty korelaénich koeficienti pro rizné tvary
korela¢nich poli. Korelacnim polem rozumime grafické zndzornéni datovych bodl
popisujicich danou zavislost. Jak vidime z obrazki jednotlivych korela¢nich poli,
predpoklad o vzajemné jednozna¢né zavislosti sklonu (smérnice) pfimky a hodnoty
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korela¢niho koeficientu Vv praxi ¢asto neplati. Vidime, ze n€ktera korela¢ni pole maji
velmi prudky sklon (smérnici) a zaroven nizky korela¢ni koeficient. Jind korelacni

pole maji naopak maly sklon (smérnici) a zaroven vysoky korela¢ni koeficient.

1 0.8 0.4 0 -0.4 0.8 -1
1 1 1 4 1 1
,// P o s T N l\\

Obr. 4.1 — Hodnoty korela¢nich koeficientii pro rizné tvary korela¢nich poli (11)

4.2 Prakticka ¢ast

Nejleps$im zpusobem vyvraceni mylné domnénky posluchacu statistickych kurzi je

uvedeni protiptikladu.

Priklad 4.1: V datové matici mdme uvedeny dvé vysvétlované proménné y; a Y-

Vv zavislosti na jedné vysvétlujici proménné x (Obr. 4.2).

1 2 3

X v v
1 10 250 150
2 20 302 800
3 30 303 500

Obr. 4.2 - ukazka datové matice pro demonstraci nezavislosti smérnice pFimky a korelaéniho koeficientu

O neplatnosti vzdjemné zavislosti sklonu (smérnice) piimky a korelaéniho
koeficientu se presvéd¢ime porovnanim hodnot smérnic a korela¢nich koeficienti

pro zavislosti y, na X a y; na x.

V Obr. 4.3 muzeme sledovat dva protichudné ptiklady. Zavislost vysvétlované

proménné y; na vysvétlujici proménné x (znazornéno modie) je popsana linedrnim
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regresnim modelem y;=232+2,65.x. Smérnice ptimky b; je pomérné mala (b;=2,65),
zatimco korelacni koeficient r nabyva vysoké hodnoty 0,87. Zavislost vysvétlované
proménné y, na vysvétlujici proménné x (zndzorn€no Cervené) je popsana linedrnim
regresnim modelem y,;=133,3+17,5.x. Smérnice piimky b; je pomérné vysoka
(b1=17,5), zatimco korela¢ni koeficient r nabyva hodnoty pouze 0,53. Tento piiklad

vyvraci predstavu o vzdjemné jednoznacné zavislosti smérnice a korelacniho

koeficientu.
900
800 | u
700 t A
-
=
600 | /_//
y1 =232+ 2,65"x; r=0,87 -
= + Xt r= T
e y2=133,3 + 17,5 r=0,53 = i
-
=
—
e
=
- |
300 | T e & ]
- - —
__——————_;"‘___T_
200 | _—
L~ [ |
100 |
D i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 -y
X W y2

Obr. 4.3 — graficka demonstrace nezavislosti smérnice pfimky a korelaéniho koeficientu (Vystup ze sw

Statistica 10)

4.3 Zavér

Ptedstava o vzdjemné jednoznacné zavislosti smérnice a korela¢niho koeficientu
neplati. Pokud ma regresni ptimka velky sklon (vysokou hodnotu smérnice b;),
nemusi mit nutné i vysokou hodnotu korela¢niho koeficientu (obé proménné spolu
lépe koreluji). Zatimco hodnota smérnice piimky ukazuje na sklon (intenzitu)
zavislosti, korelacni koeficient ukazuje spise na ,,ptiléhavost* bodu ke grafu daného

regresniho modelu.
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5 Problém zdanlivé korelace
5.1 Teoreticka ¢ast

V zakladnich kurzech statistiky je Casto probiran pouze klasicky Pearsontiv korelacni
koeficient, pfipadné¢ neparametricky Spearmantv korelacni koeficient potadové
korelace pro nenormalné rozdélena data. Tyto zékladni miry méfeni zavislosti dvou
kvantitativnich veli¢in vSak neumoziuji pti vypoctu odstranit zavadéjici vliv néjaké
dals$i kvantitativni proménné, ktera Casto velmi zasadné vysledek korelace dvou

sledovanych proménnych ovliviuje.

Dusledkem pouziti jednoduchého parového korelacniho koeficientu potom muize byt
velmi zavadé€jici interpretace povahy dané zdvislosti z divodu vyskytu tzv.

»zdanlivé® (nesmysiné) korelace.

Zdanliva korelace je situace, kdy charakteristika zavislosti indikuje zavislost
statistickych znakd, které vSak jsou prakticky nezavislé. Dochdzi k ni v ptipadé, Ze
souvislost hodnot statistickych znakii je dana jejich zavislosti na néjakém tretim

znaku.

ReSenim problému je pouziti parcialnich korelacnich koeficientli, jejichz hlavnim
piinosem je schopnost odfiltrovat vliv n¢jaké dalS$i proménné na ob¢ sledované

proménne.

Parcialni korela¢ni koeficient zavislosti proménné y na proménné x; pii odstranéni

vlivu proménné x; je dan vztahem

Tyx1 ~ Tyxp Tx1x2

A

ryx1-x2

(5.1)

kde 13,5, Tyx, 8 Ty, x, jsou klasicke parové korelacni koeficienty.

Parcialni korela¢ni koeficient je nékdy také interpretovan jako zavislost proménné y

na proménné x; pii neménné (konstantni) irovni promeénné x;.
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5.2 Prakticka ¢ast

O tom, jak velka mize byt mira dezinterpretace v piipadé nepouziti parcidlnich
koeficientii pro odstranéni vlivu dal$i proménné, se milzeme piesvéddit

Vv nasledujicich dvou vybranych ptikladech.

Priklad 5.1: (Vymysleny demonstracni ptiklad) V ramci vyzkumu osteoporozy byly
métfeny mimo jiné hodnoty hustoty kosti BMD (Bone mineral density), pocet Sedych

vlasl pacienta a v€k pacienta.

1 2 3

pocet Eedych viash BMD - Bone mineral density (gfcm3) vek

1 2 1,57 14
2 158 0,48 65
3 59 0,84 41
4 5 1,12 20
A 120 0,56 hB
B 75 0,78 b2
7 110 0,51 [
8 198 0,42 B85
9 45 0.9 38
10 56 0,79 29

Obr. 5.1 - ukazka datového souboru pro kvantifikaci zavislosti proménnych BMD, pocet Sedych vlasi a

vék pacienta

Jiz pi1 zevrubné analyze datového souboru vidime, Ze se zvySujicim se poctem

Sedych vlast pacientii se snizuje hustota kostni hmoty (BMD).

Z korela¢ni matice parovych Pearsonovych korelacnich koeficientli mizeme vycist
hodnotu korelace r = - 0,88, tedy by se mélo jednat o silnou nepiimou korelaci mezi
poctem Sedych vlasi a BMD pacienta. Tedy, ¢im ma pacient vice Sedych vlast, tim
ma niz8i hustotu kostni hmoty BMD. DosaZena hladina testu p = 0,001ukazuje, Ze na

hlading spolehlivosti 5 % je dana zavislost statisticky vysoce prikazna.
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Korelace

MN=10
pocet Sedych | BMD - Bone
vlasd mineral density
Proménna (gfcm3)
pocet Eedych viasl 1,0000 -,8841
p=— p=_001
BMD - Bone mineral density (g/cm3) -, 8841 1,0000
p=.001 p= -—

Obr. 5.2 - korela¢ni matice pro parovy Pearsoniiv korela¢ni koeficient zavislosti BMD na po¢tu Sedych

vlasii pacienta (Vystup ze sw Statistica 10)

Grafické znazornéni zavislosti mezi poctem Sedych vlasi a BMD pacienta pomoci

bodového grafu potvrzuje na prvni pohled domnénku o silné neptimé zavislosti.

1,8

16t

14

1,2 ¢

y = 1,2056 - 0,00497x; r = -0,8841; p = 0,0007

1,0t

08¢ ® ®

BMD - Bone mineral density (g/cm3)

06

04t o

0,2
-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

pocet Sedych viasl

Obr. 5.3 - grafické znazornéni zavislosti proménnych ,,pocet Sedych vlasi“ a ,BMD*“ pomoci bodového

grafu (Vystup ze sw Statistica 10)

Pti predpokladané znalosti problematiky vyvoje hodnoty BMD u pacientii by mél byt
vysledek zna¢né odporujici realné predstavé o mozné zavislosti. Je v8ak nutno si
uvédomit, Ze mnohdy pii predbézné korelacni analyze sledovanych parametrt takto
dobrou znalost problematiky nemame a naopak si povédomi o moznych zavislostech
budujeme teprve na zéklad¢ hodnot vyslednych korelacnich koeficientt.
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Na zaklad¢ znalosti dané problematiky by mélo byt ocekavatelné, ze ob¢ sledované
proménné jsou zaroven ovliviiovany veékem. Pro hodnoceni zavislosti obou

sledovanych proménnych tedy ocistime zavislost od vlivu proménné ,,veék*.

Parcialni korelace (Data - BMD)
s vyloucenim vlivuzvék

MN=10
pocet Sedych BMD - Bone
vlasu mineral density
FProménna {g/cm3)
pocet Sedych viasi 1,0000 -, 1733
p= -— p=.656
BMD - Bone mineral density (gfcm3) -, 1733 1,0000
p=.656 p= —

Obr. 5.4 - Korelaéni matice pro parcialni korela¢ni koeficient mezi poftem Sedych vlasi a BMD pfi

odstranéni vlivu proménné vék (Vystup ze sw Statistica 10)

Z korelacni matice parcialnich korelacnich koeficienti vidime hodnotu parcidlni
korelace mezi poctem Sedych vlasi a BMD pfi odstranéni vlivu véku r = - 0,17,
Hodnota parcidlni korelace je na hladiné spolehlivosti 5 % neprikazna. Tedy, pti

odstranéni vlivu tfeti proménné ,,vék* jiz spolu ob¢ sledované proménné nekoreluji.

Duvodem je pravé v této kapitole demonstrovana ,,zdanliva korelace, kterou je

V tomto pripadé mozno schematicky znazornit dle Obr. 5.5.

Znak z

VEk

Znak x Znaky

Pocet Sedych vlas Ridnuti kosti

Obr. 5.5 - schematické znizornéni zdanlivé korelace mezi proménnymi z P¥ikladu 5.1
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Ze schématu ,,zdanlivé* korelace vidime, Ze ob¢ sledované proménné ,,pocet Sedych
vlast® 1 ,,fidnuti kosti BMD* jsou vyrazn¢ ovliviiovany tieti proménnou ,,vék*. To

potvrzuje i 3D bodovy graf v Obr. 5.6.

90

80

RN

Obr. 5.6 — grafické znazornéni zavislosti proménnych ,,pocet Sedych vlasa, ,BMD* a ,,vék“ pomoci 3D

XYZ bodového grafu (Vystup ze sw Statistica 10)

Pouziti jednoduchych parovych korelaci vede v uvedeném piipadé k nespravnému
zéveéru. Na zéklad¢ prostého Pearsonova korelacniho koeficientu se zda, ze pocet
Sedych vlast jasn€¢ souvisi s fidnutim kosti. Realita je ale Uplné jina. Diky
parcialnimu korela¢nimu koeficientu vidime, ze pti odstranéni vlivu véku spolu ob¢
proménné témer nekoreluji. Nesmyslny by byl tedy zavér o pficinném piisobeni
téchto dvou proménnych. Korelacni zavislost je zdivodnéna promeénnou ,,vék*, jez je

spole¢nou pti¢innou obou proménnych.

Piiklad 5.2: V ramci psychologického vyzkumu mezi zaky zakladnich Skol byly
provedeny znalostni testy. Zkoumany byly zejména jazykové a matematické
schopnosti. Zarovenn byl u zakli proveden klasicky inteligen¢ni test. Cilem bylo

zjistit, zda mezi vysledky jazykovych a matematickych testa existuje néjaka zavislost
a Vv ptipadé, Ze ano, jaka. (12)
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1 2 3

Jazyk Mat 12

1 67 71 97
2 85 70 109
3 100 86 118
4 65 48 97
5 95 99 121
& 89 82 106
7 53 62 96
8 56 36 84
9 81 56 96
10 96 76 121
11 63 69 109
12 91 46 102
13 38 30 85
14 100 77 114
15 g2 100 113
16 98 77 99
17 78 58 96
18 88 92 112
19 51 53 91
20 7a 89 105
21 86 88 117
22 96 93 115
23 65 73 96
24 59 69 94
25 67 72 97
26 83 64 105
27 55 45 88
28 g1 86 104
29 73 88 100
30 74 61 101
31 70 56 90
32 34 19 65
33 a7 56 105
34 60 70 93

Obr. 5.7 - ukazka datového souboru pro kvantifikaci zavislosti proménnych ,,Jazyk®, ,Mat* a ,,JQ* u zaki

zakladnich $kol

Pfi primarni analyze datového souboru zjistime, ze zaci s lepSimi vysledky
Z matematiky dosahuji 1 lepSich vysledkl z jazyka.
Pearsonovych korelacnich koeficienti mizeme mezi proménnymi ,,Jazyk* a ,,Mat*
vycist hodnotu korelace r = + 0,65, m¢lo by se proto jednat o silnou pfimou korelaci

mezi vysledky z jazyka a matematiky. Tedy, ¢im je zak nadanéjsi na jazyky, tim je

nadanéjsi 1 na matematiku.
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Korelace
M=34
Proménna Jazyk Mat 1]
Jazyk 1,0000 6534 8341
p= — p=.000 p=.000
Mat JBA34 1,0000 L8131
p=.000 p= —- p=.000
o] 8341 L3131 1.0000
p=.000 p=.000 p= —

Obr. 5.7 - korela¢ni matice pro parovy Pearsontiv korela¢ni koeficient zavislosti ,,Mat*, , Jazyk* a ,, JQ*“

(Vystup ze sw Statistica 10)

Mezi vSemi proménnymi v tabulce existuji pomérné silné, statisticky vyznamné
korelace. Opét je zde vyznamna tieti proménna IQ, kterd ovliviiuje soucasné obé
sledované proménné. Zaci s vysokym IQ budou tedy podavat pravdépodobné
nadpramérné vykony i pii zbylych dvou testech. To nas opét vede k tvaze, Ze pro
seridzni posouzeni vzajemného vztahu mezi vysledky matematickych a jazykovych

testti bude nezbytné parcialné ocistit danou zavislost od vlivu celkové inteligence 1Q.

Parcialni korelace
s vylou€enim vlivu:IQ
M=34
Proménna Jazyk Mat
Jazyk 1,0000 -, 0772
p= — p=.669
Mat - 0772 1,0000
p=.669 p= —

Obr. 5.8 - Korela¢ni matice pro parcialni korela¢ni koeficient mezi vysledky matematickych a jazykovych

testii pii odstranéni vliva proménné ,,IQ* (Vystup ze sw Statistica 10)

Z korelacni matice parcidlnich korelacnich koeficienti vidime hodnotu parcialni
korelace mezi proménnymi ,,Jazyk* a ,,Mat* pfi odstranéni vlivu 1Q r = - 0,0772.
Tedy, pfi odstranéni vlivu celkové inteligence 1Q jiz spolu obé€ sledované proménné
vyznamné nekoreluji. Jinymi slovy: mezi Zaky, ktefi jsou zhruba stejné inteligentni,

neni vyznamna korelace mezi vysledky v jazykovém a matematickém testu.

Navic zaporna (i kdyZ nevyznamna) hodnota korela¢niho koeficientu ukazuje spise

na Casto tradovanou nepiimou zavislost mezi naddnim na jazyky a nadanim na
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matematiku. Zavislost mezi proménnymi ,,Jazyk®, ,,Mat“ a ,,|Q® je znazornéna v 3D

bodovém grafu v Obr. 5.9.
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Obr. 5.9 - grafické znazornéni zavislosti proménnych ,,Jazyk®, ,Mat“ a ,,JQ* pomoci 3D XYZ bodového
grafu (Vystup ze sw Statistica 10)

5.3 Zavér

Pouziti jednoduchych parovych korelaci mize v nékterych pripadech vést k velmi
zavadéjicim interpretacim povahy dané zavislosti z divodu vyskytu tzv. ,,zdanlivé*
korelace. Na prvni pohled se mize zdat, ze dvé proménné spolu vyznamné koreluji.
Pfi odstranéni vlivu vyznamné proménné, kterd obé sledované proménné ovliviiuje,
se vSak miize sledovana zavislost ukdzat jiz jako nevyznamna ¢i dokonce obracena

nez se zdalo pii pouziti jednoduchych parovych korelaci.

Na zakladé znalosti problematiky a komunikace mezi statistikem a zadavatelem
analyzy (lékatem, védeckym pracovnikem apod.) by mélo vyplynout, od kterych
proménnych je nutné vysledky korelaci adjustovat. Naptiklad v lékatstvi jsou velmi

casto adjustovanymi proménnymi v€k pacienta, BMI ¢i délka nemoci.

ReSenim problému je pouziti parcialnich korelacnich koeficientd, jejichZz hlavnim
pfinosem je schopnost odfiltrovat vliv néjaké dalSi proménné na obé sledované

proménne.
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6 Pivodni a sdruZena regresni primka

6.1 Teoreticka ¢ast

Jednou z velmi castych chyb pii findlnim pouziti modelu je odhad océekavané
hodnoty X pii znamé hodnoté y pfimo z inverzniho vyjadieni proménné x z piivodni
regresni rovnice. Jak bude dale rozvedeno, tento pristup neni spravny. Nevede sice
K Gpln¢ nesmyslnému vysledku, ale k odhadu musi byt pro piesny odhad pouzita na
zakladé MNC znovu vypodtend sdruZena regresni piimka zavislosti proménné x na

proménné vy, jak jiz bylo zminéno v Kapitole 1.

6.2 Prakticka cast

Priklad 6.1: Pti pfedchozi tvorbé regresniho modelu zavislosti trzeb y na investicich
do reklamy x jsme ziskali na zédklad¢ vypoctu regresnich koeficientii ve statistickém
software (Obr. 6.1) vyslednou regresni rovnici y = 7,7285 + 2,9721.x (Kapitola 1,
str.14).

@ Praménng

Lavislé: y - trEbn [mil. K]
Mezavizlé: - investice [mil. KE]

VWysledky regrese se zavislou proménnou @y - trZby (mil. KE)
R= 93645686 RZ2= 87695146 Upravene R2= 56464660
Fi1,10)=71,269 p=.00001 Smérod. chyba odhadu : 21,238

b Sm.chyba b Sm.chyba | t(10) p-hodn.
M=12 zb* zb
Abs_Elen 7, 7285 1249237 0,615654 0,549976

X - investice (mil. K&) | 0936457 0110927] 29721 0,35206| 8,442082) 0,000007

Obr. 6.1 — regresni koeficienty pro pivodni regresni pfimku zavislosti trZeb y na investicich x (vystup ze

sw Statistica 10)

Z diivodu udrzeni cash flow potifebujeme v ptistim obdobi dosahnout trzeb 120 mil.
K¢. Na zakladé predchozich dat potfebujeme odhadnout, jakou ¢astku bychom méli

V nasledujicim obdobi investovat do reklamy, abychom dosahli planovanych trzeb.
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Postup 1 (nespravny): Pii prvni Givaze by se nabizela moznost jednoduse dosadit
hodnotu trzeb 120 mil. K¢ do dfive vypocitané regresni rovnice y = 7,7285 +

2,9721.x za 'y a z rovnice nasledn¢ vyjadrit hledanou hodnotu potifebnych investic x.

Budeme tedy amysIn¢ demonstrovat ¢asty, ale nespravny postup pii odhadu hodnoty
X Z ,inverzni“ regresni rovnice namisto pouziti nové vypoctené sdruzené regresni

rovnice.
Pokud vyjadiime x z rovnice y = 7,7285 + 2,9721.x, ziskdvame tvar modelu

y—7,7285 = 2,9721.x 1/:2,9721

1y 7,7285 N
2,9721  2,9721

x =—2,6003 + 0,3365.y

Do vypoctené ,nespravné” regresni rovnice nyni dosadime za y hodnotu

planovanych trzeb y = 120 mil. K¢.
x =—2,6003 + 0,3365.120 = 37,7797 mil. K¢

Jak jiz bylo uvedeno vySe, tento prfistup neni spravny. Nevede sice k uplné
nesmyslnému vysledku, ale k odhadu musi byt pro ptesny odhad pouzita znovu

vypoctena sdruzena regresni ptimka zavislosti proménné x na proménné y.

Postup 2 (spravmy): Pro vypocet nové sdruzené regresni piimky zavislosti
proménné X na proménné y staci ve vypoctu vzorce nebo pii zadani proménnych ve

statistickém software zaménit hodnoty y s hodnotami x.

@ Proménmné

£ avislé: ¥ - investice [mil. KE]

Mezawizlé:  y - trzby [mil. E.2]
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Wysledky regrese se zavislou proménnou - x - investice (mil. KE&)
F= 93645686 R2= 87695146 Upravené R2= 36464660
Fi(1.10)=71,269 p=,00001 Smérod. chyba odhadu : 6,6915

b Sm.chyba b Sm.chyba t(10) p-hodn.
M=12 z b* zb
Abs _Elen 1,62358) 3.981654 0,382731 0,709928
y - trZzby (mil. KE) | 0. 936457 0,110927 0,2951) 0.034951| 8 442082 0,000007

Obr. 6.2 — regresni koeficienty pro novou sdruZenou regresni pfimku zavislosti investic x na trzbach y

(Vystup ze sw Statistica 10)
Vysledna rovnice nové sdruZené regresni ptimky ma tedy nyni tvar
x =1,5239+ 0,2951.y

Do nové sdruzené regresni rovnice nyni dosadime za y hodnotu planovanych trzeb y

=120 mil. K¢.
x =1,5239+ 0,2951.120 = 36,9359 mil. K¢

Abychom dosédhli v ndsledujicim obdobi planovanych trzeb 120 mil. K¢, méli

bychom investovat do reklamy 36,9359 mil. K¢.

Pokud nyni porovndme ,,nespravnou vypoctenou hodnotu 37,7797 mil. K¢ se
,»spravnou‘ hodnotou 36,9359 mil. K¢ vypoétenou pii pouziti sdruzené regresni
piimky, vidime, Ze v piipadé takto vysokych ¢astek mize byt i maly rozdil dosti

zasadni.

Diivodem neshody obou pfistupt je jiné postaveni rezidualnich ¢tvercti v Metodé
nejmensich ¢tverct pii zaméné proménnych x a y. V piipad¢ zavislosti y na x (Obr.
6.3 a 6.4) se kolmice z bod vedou vertikalné kolmo na osu X, zatimco v piipadé

zavislosti x na 'y (Obr. 6.5 a 6.6) se kolmice z bodt vedou vertikalné kolmo na osu y.
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y = 7,7285 + 2,6721%x; r = 0,9365; p = 0,00001

Obr. 6.3 — postaveni bodii vii¢i regresni p¥imce v MNC pro zavislost y na x (Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 6.4 — postaveni bodi vidi regresni péimce v MNC pro zivislost y na x s vykreslenim nejmengich

¢tverci - kolmice z bodi se vedou vertikalné kolmo na osu X (upraveny vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 6.5 — postaveni bodii vii¢i regresni piimce v MNC pro zavislost x na y (Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 6.6 — postaveni bodi vidi regresni péimce v MNC pro zivislost x na y s vykreslenim nejmengich

¢tvercii - kolmice z bodi se vedou vertikalné kolmo na osu y (upraveny vystup ze sw Statistica 10)
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Pro jesté lepsi pochopeni rozdilnosti postaveni ¢tverct pii zavislosti y na x a pfii
zavislosti X na y je mozno inverzn¢ otoc€it osy V obrdzku 6.6 zndzorfiujicim zavislost
X na y (ziskdme Obr. 6.7 v dolni ¢asti této stranky — modré ¢tverce) a nasledné
srovnat postaveni ¢tverct se ¢tverci v obrazku 6.4 zndzorfiujicim standardni zavislost
y na X (Cervené Ctverce). Zatimco V piipadé standardni zavislosti y na x V obrazku
6.4 se kolmice z bodi vedou vertikalné kolmo na osu X, pfi inverzné otocené
zavislosti x na y v Obr. 6.7 se kolmice z bodt vedou kolmo na osu y, ale z divodu

inverzniho oto¢eni nyni horizontaln¢.

220

y =7,7285 +2,9721*x

y - trzby (mil. K&)

0 10 20 30 40 50 60 70
X - investice (mil. K&)

Obr. 6.4 — postaveni bodii viiti regresni piimce v MNC pro zavislost y na x s vykreslenim nejmengich

¢tvercii - kolmice z bodi se vedou vertikalné kolmo na osu X (upraveny vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 6.7 — Inverzné otocené osy z obrazku 6.6 pivodné znazoriujiciho zavislost x na y - kolmice z bodi

vedou kolmo na osu y, ale z divodu inverzniho oto€eni nyni horizontalné (vystup ze sw Statistica 10)
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Jak bylo mozno vidét ve srovnani obrazkii 6.4 a 6.7, postaveni Ctvercl se pfi
zavislosti y na x a zdvislosti x na y li§i, coz md za nasledek i1 jiné postaveni
vyslednych regresnich piimek a tedy i rozdilné odhady potiebnych investic x pfti

znamé hodnot¢ trzeb y = 120 mil. K¢ (Obr 6.8).
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y =7,7285+ 2,9721*X
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36,9359
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Obr. 6.8 — srovnani postaveni regresnich pfimek p¥i zavislosti y na x a zavislosti x na y (upraveny vystup

ze sw Statistica 10)

Pokud nyni porovname ,,nespravnou‘ vypoctenou hodnotu 37,7797 mil. K& pomoci
vyjadieni x z puvodni regresni piimky (Cervena barva) Se ,.spravnou hodnotou
36,9359 mil. K¢ vypoctenou pii1 spravném pouziti sdruzené regresni piimky (modra
barva), vidime, Zze se vypocltené hodnoty potfebnych investic x s pouzitim obou
pristupt opravdu lisi. Z uhlu, ktery sviraji ob¢ regresni ptimky, navic vyplyva, ze pti
odhadu potiebnych investic x naptiklad pro trzby y = 160 mil. K¢ by byl rozdil mezi

odhadnutymi hodnotami potfebnych investic x jeSté markantné;jsi.

6.3 Zavér

Odhad ocekavané hodnoty X pifi znamé hodnoté y piimo z inverzniho vyjadieni
proménné x z puvodni regresni rovnice vVede K nepfesnym vysledkiim a tento pristup
neni spravny. K odhadu musi byt pro piesny odhad pouzita na zdkladé MNC znovu
vypoctend sdruZena regresni piimka zavislosti proménné x na proménné y.
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7 Korela¢ni koeficient a vyznamnost p

7.1 Teoreticka ¢ast

Pti hodnoceni miry zavislosti mezi Ciselnymi veli¢inami se n¢kdy setkdvame se
dvéma nespravnymi pfistupy k interpretaci vysledki na zadkladé korela¢niho

koeficientu r a hodnoty statistické vyznamnosti p:

Problém 1: UZzivatel interpretuje miru zavislosti pouze na zikladé statistické

vyznamnosti p bez sou¢asného prihlédnuti k hodnoté korela¢niho koeficientu r

Problém 2: UZivatel interpretuje miru zavislosti pouze na zikladé korela¢niho

koeficientu r bez souc¢asného piihlédnuti k hodnoté statistické vyznamnosti p

S obéma problémy se Casto setkavame i v jinych castech statistiky, nez jen pii
analyze zavislosti ¢iselnych veli¢in. Uzivatelé statistiky si Casto neuvédomuji, Ze
hodnota statistické vyznamnosti p je na rozdil od korela¢niho koeficientu r (¢i jiné
popisné statistiky) umernd velikosti analyzovaného souboru. V piipadé€, Ze je pocet
dvojic méfeni ve vzorku velky, miZe nastat na prvni pohled paradoxni situace, kdy
korela¢ni koeficient r ukazuje na slabou zavislost, zatimco hodnota p ukazuje na
statisticky vyznamnou zavislost. Naopak, Vv ptipadé, ze je pocet dvojic méfeni ve
vzorku maly, miZe nastat situace, kdy korelacni koeficient r ukazuje na silnou

zéavislost, zatimco hodnota p ukazuje na statisticky nevyznamnou zévislost.

7.2 Prakticka cast

Ad Problém 1: Hodnoceni miry zavislosti pouze na zakladé statistické

vyznamnosti p bez soucasného prihlédnuti k hodnoté korelacniho koeficientu r

Priklad 7.1: V ramci vyzkumu vyskytu kyseliny mocové v téle byla testovdna
zavislost mezi mnozstvim kyseliny mocové, mnozstvim GMT (gamaglutamyl-
transferazy) a cholesterolu. Z divodu problematického méfeni GMT byly u pacientd
kompletni hodnoty u kyseliny mocové (N=75) a cholesterolu (N=75), ale pouze
N=14 hodnot u GMT.
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1 2 3
kyselina mofova GMT cholesterol
1 262 1,14 21
2 242 2.2
3 319 7.1
4 292 5.5
-1 321 0.36 71
B 277 5.9
T 5T 5.1
| 147 5.3
9 168 5
10 314 b4
1 401 1.5 [N
_12] 436 0.9 46
13 245 5.7
14 266 0.54 5.6
15 336 47
16 318 49
17 314 5

Obr. 7.1 - data pro zavislost mezi mnoZstvim kyseliny mocové, mnozZstvim GMT a cholesterolu. V tabulce

ukazka pouze ¢asti dat, celkovy pocet dat pro uvedené parametry je postupné 75,14,75.

Z vystupu ze software (Obr. 7.2) se zda, Ze mnozstvi kyseliny mocové v téle koreluje
statisticky vyznamné s mnozstvim cholesterolu. S mnozstvim GMT naopak mnozstvi

kyseliny mocové v téle statisticky vyznamné nekoreluje.

Korelace
kyselina | GMT | cholesterol

Proménna mocova
kyselina moCova 1,00008 5154 2291
N=TEI MN=14 MN=T5
= - p=.05% p=.048
GMT 5154 1,0000 L0692
MN=14 N=14 MN=14
p=.058 p=-— p=.814
cholesteral 2291 0692 1.0000
MN=T6 N=14 MN=T5
p=.045 p=.814 = —

Obr. 7.2 - zavislost mezi mnoZstvim kyseliny mo¢ové, mnoZstvim GMT a cholesterolu (Vystup ze software

Statistica 10)

Naprosto chybnou interpretaci v tomto ptipadé je vSak uvést, ze mnozstvi kyseliny

mocove koreluje Iépe s mnozstvim cholesterolu nez s mnozstvim GMT.
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Nizsi (prikkaznéjsi) hodnota p mezi kyselinou mocovou a cholesterolem nez mezi
kyselinou moc¢ovou a GMT (p=0,048 vs p=0,059) je zplsobena vys$sim pocétem
dvojic méfeni (N=75 vs N=14), nikoliv vSak vys$si mirou zavislosti (r = 0,2291 vsr =
0,5154).

Z vyse uvedeného piikladu tedy mizeme vidét, ze pfi nestejném mnozstvi dvojic
méfeni muze nastat situace, kdy pro jednu dvojici proménnych muze byt pfi
statisticky vyznamné hodnoté¢ p mensi korelacni koeficient r a pro druhou dvojici
proménnych miize byt pfi statisticky nevyznamné hodnoté p vysSi korelacni

koeficient r.

Ad Problém 2: Hodnoceni zavislosti pouze na zakladé korela¢niho koeficientu r

bez soucasného prihlédnuti k hodnoté statistické vyznamnosti p

Priklad 7.2: (Vymysleny demonstrac¢ni piiklad) Predstavme si situaci, kdy pro
odhad sily zavislosti hmotnosti muzi na jejich vysce bylo provedeno méfeni pouze u
tfech muza. Dilem ndhody se navic v méfeném souboru objevili pravé dva vysoci a

hubeni muzi a jeden maly a silny muz.

1 2

vyEka (cm) ‘ vaha (kg) ‘
il 192 89
2 198 82
3 162 102

Obr. 7.3 - data pro hodnoceni zavislosti hmotnosti muZi na jejich vySce

Pro posouzeni miry zavislosti mezi vySkou a hmotnosti byl spocitan korelacni

koeficient r a statistickd vyznamnost p.

Korelace
M=3
Proménna vwEka (cm) vaha (kg)
viska (cm) 1.0000 -,9609
p=— p=.125
vaha (kqg) -,9809 1,0000
p=125 = —

Obr. 7.3 - korelaéni matice pro hodnoceni zavislosti mezi vy§kou a hmotnosti muzi (Vystup ze software

Statistica 10)
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Vyslednd hodnota korela¢niho koeficientu vysla r = -0,9808, jedna se tedy na prvni
pohled o velmi silnou nepfimou zavislost mezi vySkou a vdhou muzi. NezkuSeny
uzivatel statistiky by tedy mohl bez ptihlédnuti k hodnoté statistické vyznamnosti p a
znalosti reality vysledek interpretovat tak, ze ¢im je muz vyS$$i, tim ma mens$i

hmotnost.

Pokud vSak pfi interpretaci vysledkii zahrneme do tvah i hodnotu statistické
vyznamnosti p, zjistime, Ze sila zavislosti neni vyznamna z divodu velmi malého
poctu dvojic méfeni. Hodnoté korela¢niho koeficientu r = -0,9808 tedy neni mozno

vétit a vyvozovat z ni obecné platné usudky.

1.3 Zavér

Pro posouzeni miry zavislosti dvou sledovanych proménnych neni mozno v Zadném
ptipadé pouzit pouze hodnotu statistické vyznamnosti p bez soucasné¢ho piihlédnuti
k hodnoté¢ korela¢niho koeficientu r a naopak neni mozno posuzovat hodnotu

korela¢niho koeficientu r bez souasného posouzeni statistick€¢ vyznamnosti p.
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8 Zaména koeficientu determinace a adjustovaného

koeficientu determinace

8.1 Teoreticka ¢ast

Jak jiz bylo uvedeno v Kapitole 1, jednou z nejcastéji pouzivanych mér kvality

(piléhavosti) regresniho modelu je koeficient determinace R? definovany vzorcem

kde
Sy = Xi=1 (Vi — ¥pram)? je celkovy soudet &tverct modelu
Sg = 2 (Vi — Vireor)? je rezidualni soudet tverct modelu

Koeficient determinace R® fika, jaka &ast rozptylu vysvétlované proménné y je
v daném modelu vysvétlena pomoci vysvétlujicich proménnych x; a nabyva vzdy
hodnot v rozmezi 0 az 1 (respektive 0 az 100 %). Cim je tento koeficient determinace

vys§i, tim by mél byt dany model vhodné&;si.

Klasicky koeficient determinace R? viak nereflektuje skute¢nost, Ze snahou by mélo
byt vytvoieni pokud mozno co nejjednodussiho modelu, ve kterém nebudou
nadbyte¢né proménné. Jednou z vlastnosti koeficientu determinace R? tedy je, Ze

nezohlediuje pocet vysvétlujicich proménnych v modelu.

Pro hodnoceni vicerozmérnych regresnich modelii je proto lepsi pouzit adjustovany
(upraveny, korigovany) koeficient determinace, ktery odstraiiuje problém s rostouci
hodnotou R? na zikladé vétsiho po&tu proménnych. Jinymi slovy je mozno Fict, Ze
adjustovany koeficient determinace penalizuje nadmérny pocet promeénnych

v modelu a je pro posouzeni vicerozmérného regresniho modelu tedy vhodnéjsi.
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Adjustovany koeficient determinace je mozno vypocitat ze vzorce
n-1
Ri;i=1—(1—R%»).— 8.1
adj ( ) n—p (8.1)
kde p oznacuje pocet parametrl v regresnim modelu a n pocet méfeni.

8.2 Prakticka ¢ast

V piikladu 8.1 si ukazeme podrobné vyznam Adjustovaného koeficientu determinace
pi1 tvorbé vicerozmérného regresniho modelu zavislosti vySe trzeb y na

vysvétlujicich proménnych x; — investice do reklamy a X, — primérna vyse slevy.

Priklad 8.1: Pii hledani optimalniho modelu v Kapitole 1 jsme jako zakladni model
postavili plny regresni model v€etné vSech linedrnich, kvadratickych i1 kubickych
¢lent (Obr. 8.1). Pro tento plny model vysla hodnota koeficientu determinace R% =

99,42 % a hodnota adjustovaného koeficientu determinace vysla Rzadj = 98,73 %.

Vysledky regrese se zavislou proménnou = v - trzby (mil. KE)

R= 99711619 R2= 99424067 Upravené R2= 98732947

F(6,5)=143,86 p<,U00UZ Smerad. chyba odhadu : b, 4975

b* | Sm.chyba b Sm.chyba | t(5) | p-hodn.

N=12 zb* zh
Abs Elen 26,90185 36,86867 0,72967 0496328
x1 - investice do reklamy (mil. KE) 079152 0369387 -251213 1,17236 -2,14280 0085016
x2 - priméma vy3e slevy (%) -0,37268 0832508 -8,63927 19,29889 -0,44766 0673130
x1™2 - investice do reklamy kvadraticky 520060/ 1,015230) 0,25693 004964 517676 0003535
x1™3 - investice do reklamy kubicky -3,76167| (0660986 -0,00312]  0,00055 -5,69100 0,002336
%22 - priméma vye slevy kvadraticky 152671 1915970 264239 331611 0,79684 0461690
¥2**3 - priméma wySe slevy kubicky -1,04989 1098124 -0,16182  0,16926 -0,95608 0,362941

Obr. 8.1 - regresni koeficienty a t-testy pro plny regresni model véetné vSech linearnich, kvadratickych i

kubickych ¢lent (Vystup ze sw Statistica 10)

Jak vidime z vySe uvedenych vystupi pro plny regresni model, nékteré koeficienty
vV modelu nejsou statisticky vyznamné. Zkusime tedy pomoci zpétné krokové regrese
Z modelu vyjmout proménnou x, V linearnim tvaru, kterd ma nejvyssi p hodnotu a je

tedy v modelu nejméné vyznamna (Obr 8.2).
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ysledky regrese se zavislo trzby (mil. KE)

R= 99700042

F(5,6)=199,13 p<,00000 . chyba od - b,

b* | Sm.chyba b |Smchyba| t6) | p-hodn.

N=12 zb zb
Abs.Elen 1110709 9.,957264 1,11546 0,307320
x1 - investice do reklamy (mil. KE) 0,77672 0342513 -2 46516 1067068 -2, 26771 0,063868
x1"2 - investice do reklamy kvadraticky b, 27875 0943937 025812 0046156 559226 0001391
x1"3 - investice do reklamy kubicky -3,76644 0612843 -0,00315) 0,000509 -6,18175 0,000624
%22 - pruméma wyie slevy kvadraticky 067703 0243295 117179 0421088 278276 0,031881
%23 - priméma wyge slevy kubicky 0,67040 0225370 -0,08792) 0,034737 -253096 0,044622

Obr. 8.2 - regresni koeficienty a t-testy po odebrani nejméné vyznamné proménné x, Vlinearnim tvaru

(Vystup ze sw Statistica 10)

Nasledné zkontrolujeme, jak se po zjednoduSeni modelu zménily hodnoty
koeficientu determinace R? a hodnoty adjustovaného koeficientu determinace Rzadj.
Vidime, Ze po zjednoduseni modelu vynechdnim nejméné vyznamné proménné x»
V linearnim tvaru se hodnota koeficientu determinace R? sniZila z 99,42 % na
hodnotu 99,40 %. Na zaklad¢ prostého koeficientu determinace by se tedy zdalo, ze
se model vynechanim této nevyznamné proménné zhorSil. Z podstaty koeficientu
determinace je vSak jeho sniZzeni pfi odebrani proménné ocekavatelné. Toto kritérium
tedy nelze pouzit jako ukazatel kvality modelu pti jeho postupném zjednodusovani

odebiranim nevyznamnych proménnych.

Adjustovany koeficient determinace Rzadj se v8ak ve stejném piipadé zvysil z 98,73
% na 98,90 %. Pokud tedy pouzijeme jako kritérium adjustovany koeficient
determinace, ukazuje se, ze vhodnéjSim modelem je novy model po odstranéni
nadbyteéné nevyznamné proménné. To také odpovida realnému pozadavku na co

nejveétsi jednoduchost regresniho modelu pfi zachovani srovnatelné kvality modelu.

8.3 Zavér

Pro hodnoceni vicerozmérnych regresnich modeli je vhodnéj$i pouzit tzv.
adjustovany (upraveny, korigovany) koeficient determinace, ktery penalizuje

nadmérny pocet proménnych v modelu.
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9 Zameéna predikcéniho a konfiden¢niho intervalu

9.1 Teoreticka ¢ast

Castym problémem pii findlnim pouziti jiz hotového regresniho modelu je zdména

predikéniho a konfiden¢niho intervalu.

Jednim z cilt regresni analyzy je moznost ziskat odpovéd na otazku typu: Jaké
hodnoty nabude odezva yj, je-li hodnota prediktoru rovna néjaké zadané hodnoté x,?
V praxi se za takto polozenou otazkou skryva obvykle jeden ze dvou nasledujicich

problémd. (4)

Intervalovy odhad pramérné odezvy pii (nové, budouci) hodnoté prediktoru Xp, tj.

odhad pro E(yn) — Konfidenéni interval spolehlivosti

Intervalovy odhad odezvy jako takové pii (nové, budouci) hodnoté prediktoru X, tj.

odhad pro y, — Predikéni interval spolehlivosti

Bodovy odhad pro E(yp) se nelisi od bodového odhadu pro yn, nebot’ E(yn) = Y.

Odlisnost nalezneme az u odhadu intervalového.

Pii pevné spolehlivosti (1-a) je interval spolehlivosti pro y, vzdy SirSi nez interval
spolehlivosti pro E(yn). Duvodem je, ze pii konstrukci intervalu spolehlivosti pro
E(yn) se ve vzorci objevuje pouze vybérova variabilita odhadu E(yy), zatimco pii
konstrukci intervalu spolehlivosti pro y; je nutno k vybérové variabilité odhadu E(yh)

piidat i variabilitu (neznamého) chybového ¢lenu h. (4)

9.2 Prakticka cast

Rozdil v sifce konfidencniho a predikéniho intervalu spolehlivosti si mizeme
jednoduse ukédzat na dvou praktickych ptikladech ptedpovédi zjiz hotového

regresniho modelu v software Statistica 10.

Priklad 9.1: V ramci laboratorniho vyzkumu u¢innosti rodenticid byla sledovana

zavislost délky preziti divokych potkanil na mnoZstvi zkonzumované hubici latky.
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1 2
Davka (mg) |Délka preziti (h)

1 5 98
2 5 i
3 10 40
4 10 35
5 15 15
B 20 8
7 20 4

Obr. 9.1 - data zavislosti délky preZiti divokych potkani na mnoZstvi zkonzumované hubici latky

Jako optimalni byl navrzen kvadraticky regresni model zavislosti s vyslednou rovnici
y = 156,7585-15,9810.x+0,4245.x%. Koeficient determinace daného modelu ma
hodnotu R* = 96,7 %.

\ysledky regrese se zavislou proménnou - Délka preziti (h)
R= 98333777 R2= 96695317 Upravené R2= 95042976
F(2,4)=58,520 p=,00109 Smérod. chyba odhadu - 79768

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(4) p-hodn.
M=V zb" zZb
Abs_Elen 166,3103] 16,75848| 9,32724|0,000735
Davka (mg) | -2,83783| 0,556116) -15,95810 3,13172| -5,10295] 0,006968
W12 1,93260) 0,556116] 04245 012215 347517 0,025464

Obr. 9.2 - regresni koeficienty a t-testy pro pouzity kvadraticky model zavislosti délky pieZiti divokych
potkanii na mnoZstvi zkonzumované hubici latky (Vystup ze sw Statistica 10)

Ptedstavme si nyni, Ze potfebujeme odpovédet na dveé nasledujici otazky:

Otazka 1: Jaky je intervalovy odhad priamérné délky preziti jedinct ktefi

zkonzumuji davku 8 mg?

V tomto piipadé¢ musime stanovit Konfiden¢ni interval spolehlivosti (odhad pro
E(yn)). Technicky sta¢i v software Statistica 10 pouze vybrat volbu ,,Vypocet

intervalu spolehlivosti‘.

Predpovédi
["? |:> Fredpovéd' zAvislé proménné ]

@ Wpodet interv. spolehlivosti | Alfa:
(™) \WpoSet interv. predpovadi 05 EI

Obr. 9.3 - ukazka zadani vypoétu konfidenéniho intervalu spolehlivosti v software Statistica 10
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Vysledkem je potom 95 % konfiden¢ni interval spolehlivosti (44,438 ; 66,820)
s bodovym odhadem 55,629 dni.

Predpovézené hodnoty
proménneé: Délka preZiti (h)
bwvaha | Hodnota | b-vaha

Proménna * Hodnot
Davka (mg) | -15,9810 B8,00000 -127V 848
W12 0,4245| 6400000 27167
Abs. Elen 166310
Predpovéd 55,629
-95,0%L5 44 438
+95,0%L5 66,820

Obr. 9.4 - konfidenéni interval spolehlivosti (Vystup ze sw Statistica 10)

Otazka 2: Jaky je intervalovy odhad ocekavané délky pieZiti pro konkrétniho

jedince, ktery zkonzumuje davku 8 mg?

V tomto piipadé musime stanovit Predikéni interval spolehlivosti (odhad pro yy).
Technicky stac¢i v software Statistica 10 pouze vybrat volbu ,,Vypocet intervalu

piredpovedi®.

Predpovédi
['?'[:} Predpovéd' zévislé promé&nné ]

() Wpodet interv. spolehlivosti  Alfa:
© Vjpodet interv. predpovidi | 05 [2]

Obr. 9.5 - ukazka zadani vypoétu predikéniho intervalu spolehlivosti v software Statistica 10

Vysledkem je potom 95 % predikéni interval spolehlivosti (30,815 ; 80,443)
s bodovym odhadem 55,629 dni.
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Predpovézené hodnoty
proménné: Délka preZiti (h)
bwvaha | Hodnota | b-vaha

Proménna * Hodnot
Davka (mg) | -15,9810| 800000 -127 848
W12 0,4245| 64000000 27 167
Abs. élen 156,310
Pradpovéd b5, 629
-95,0%FPL 30,815
+895 0%PL 80,443

Obr. 9.6 - predikéni interval spolehlivosti (Vystup ze sw Statistica 10)

9.3 Zavér

Pti finalni predikci z jiz hotového regresniho modelu je nutno rozliSovat, za jakym
ucelem konstruujeme potiebny interval spolehlivosti. Pokud nas zajima intervalovy
odhad primérné odezvy pii (nov€, budouci) hodnoté prediktoru xp, pouZijeme
Konfidencni interval spolehlivosti. Pokud nas zajima intervalovy odhad odezvy jako
takové pii (nové, budouci) hodnoté prediktoru Xn, pouzijeme Predikéni interval

spolehlivosti.

Z vySe uvedeného srovnani vysledkl pro konfiden¢ni a predik¢ni interval v praktické
Casti vyplyva, ze bodové odhady se v piipadé obou intervalti spolehlivosti nelisi.
Odlisnost nalezneme u odhadu intervalového. Pti pevné spolehlivosti je Predikéni

interval spolehlivosti vzdy §irSi nez Konfidenéni interval spolehlivosti.
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10 Problém interpolace a extrapolace
10.1 Teoreticka ¢ast

Dalsi castou chybou pfi finalni aplikaci regresnich modelti v praxi je nasledna
predpovéd pro proménnou x, kterd se vyskytuje mimo interval, na kterém byl model
vytvofen (tzv. extrapolace). Vyslednd hodnota predikce potom casto vychazi
neredln¢ a kromé Spatné predpovédi snizuje také divéru ve vytvoieny regresni
model. Diivodem je, Ze model je tvofen na néjakém oboru x a neni mozno explicitné
predpokladat stejné chovani zavislosti i pro hodnoty mimo tento obor.

10.2 Prakticka c¢ast

Priklad 10.1: V ramci sledovani zavislosti porodni hmotnosti ditéte na jeho porodni
délce byl navrzen jako optimalni linearni regresni model. Vysledna regresni rovnice
ma tvar: por. hmotnost = - 7905,8 + 224,83. por.delka.

Wysledky regrese se zavislou proménnou ©  por.hmotnost
R= 79044422 R2= 62480207 Upravené R2= 62093405
F{1.97)=161.53 p=<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 271,66
b* Sm.chyba b Sm.chyba t[97) p-hodn.
=99 z b~ zb
Abs.Elen -7905.80) 8954493 -8,82867] 0.000000
por.delka | 0, 790444 0062193] 224 83 17,6896 12.70945) 0,000000

Obr. 10.1 — vysledné regresni koeficienty zavislosti porodni hmotnosti ditéte na jeho porodni délce (Vystup

ze sw Statistica 10)

4600

4400 -

4200
4000 -
2800 -
2600
3400 -
3200 =]
2000 -

por.hmotnost (g}

2800 |
2600 |
2400 |
2200 F o
2000 | @

1200

45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

por.delka (cm}

Obr. 10.2 - grafické znazornéni regresni zavislosti porodni hmotnosti ditéte na jeho porodni délce (Vystup

ze sw Statistica 10)
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Pokud by se uzivatel modelu snazil nasledné¢ odhadnout hypotetickou porodni
hmotnost pro novorozence dlouhého napf. 30 cm, dosadil by hodnotu 30 cm do
vytvofeného regresniho modelu.

por. hmotnost = - 7905,8 + 224,83. 30 =- 1160,9 ¢

U ditéte dlouhého 30 cm muizeme tedy ocekavat s pouzitim regresniho modelu
porodni hmotnost -1160,9 g, coz je samoziejm¢ neredlné. Jak bylo uvedeno vyse,
diivodem je, ze model vznikal na intervalu redlnych porodnich délek déti
(46 cm; 54 cm). Predikovana porodni hmotnost pro dité¢ s porodni délkou 30 cm
mize proto vyjit naprosto neredlné¢ a jakakoliv predikce mimo tento interval muize
byt velmi zavadéjici.

Priklad 10.2: V Kapitole 1 byl pro modelovani zavislosti trzeb na investicich do
reklamy navrZzen misto linedrniho modelu kubicky model s regresni rovnici
y = 31,294 - 3,5761x + 0,3169x° - 0,0038x°, ktery splitoval potiebné predpoklady
regresniho modelu a vystihoval danou zavislost 1épe nez model linearni. Ptislusna

data, na kterych model vznikal, jsou uvedena v Tabulce 10.1, grafické znazornéni

navrzeného regresniho modelu v Obr. 10.3.

x (mil.K¢) Investice y (mil.K¢) Trzby
2 24,9
10 27,9
15 36,5
19 41,1
23 74,5
27 81,2
30 120,6
40 152,7
42 161,1
50 168,2
54 157,5
59 149,2

Tabulka 10.1 — data zavislosti trZeb (y) na investicich do reklamy (x)
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Obr. 10.3 - grafické znazornéni zavislosti trZeb na investicich p¥i proloZeni kubickym regresnim modelem

(Vystup ze sw Statistica 10)

Problém extrapolace si mtizeme demonstrovat na ptikladu odhadu trzeb pro investice
x = 80 mil. K¢&, které jsou jiz mimo interval investic (2 mil. K¢ ;59 mil. K¢&), na

kterém model vznikal. Po dosazeni do kubického modelu ziskavame:
y = 31,294 - 3,5761 . 80 + 0,3169 . 80 - 0,0038 . 80° = - 170 mil. K&

Pfi vysi investic x = 80 mil. K¢ by tedy model po dosazeni predikoval trzby -170 mil.
K¢, coz je vpraxi velmi nepravdépodobné. Prestoze v nékterych ekonomickych
situacich pfi presdhnuti extrému ,,c* z Kapitoly 2 jiz trzby klesaji, takto prudky
pokles by byl velmi vyjimeény a je zptsoben pravé nesmyslnou extrapolaci mimo

,povoleny* interval, kde by jiz firma neméla predikci provadét.

V ptipadé regresnich modelii vyssiho stupné je navic riziko zkreslenych predikei pro
x mimo uvedeny interval casto podstatné vétsi nez v ptipad€ linearnich modeli, coz
je zpusobeno vétsi rychlosti zmény grafu pfi extrapolaci. Pro srovnani provedeme

extrapolaci trzeb pro investice x = 80 mil. K¢ pro linearni model z Kapitoly 1:
y =7,7285 + 2,9721 . 80 = 245,5 mil. K¢

Pti vysi investic x = 80 mil. K¢ by tedy linedrni model po dosazeni predikoval trzby
245,5 mil. K¢, cozZ je realnéjsi hodnota nez v ptipadé kubického modelu. Linearni
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model sice neproklada data na daném intervalu tak dobfe jako model kubicky, ale

vvvvv

prognozy.

10.3 Zavér

Piedpovéd’ pro hodnotu x, ktera se vyskytuje mimo interval, na kterém byl model
vytvofen (tzv. extrapolace), mize vést pii findlnim pouziti modelu k velmi
zavadejicim vysledkiim. Pro ziskani smyslupInych vysledkl je nutné do vysledného
modelu dosazovat pfi predikci pouze x z oboru, na kterém byl regresni model

konstruovan.
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11 Diisledky pouziti univariantni analyzy namisto

multivariantni regrese

11.1 Teoreticka cast

Ve vétsiné impaktovanych védeckych casopist je pii sledovani vlivu jedné
proménné na druhou proménnou pii ocekavatelném vlivu dalSich souvisejicich
proménnych vyzadovana analyza multivariantni regresi. Vyhodou je, ze pokud
vstupuji vysvétlujici proménné do multivariantni regresni analyzy soucasné, je jejich
vliv na vysvétlovanou proménnou y na rozdil o univariantni analyzy ocistén

(adjustovan) od vlivu vSech ostatnich vysvétlujicich proménnych.

Z uvedenych divoda je pouziti univariantni analyzy nedostatecné a mtize vést

k velmi zavadéjicim vysledktim, jak bude demonstrovano dale v praktické ¢asti.

11.2 Prakticka ¢ast

Priklad 11.1: V ramci vyzkumu 1éCby osteopordzy byly sledovany tti druhy terapie

pacientl a jejich vyznam na zménu diilezitého markeru kostni tvorby PINP.

1 2 3 4 5
Jméno |PINP(%) | terapie | CTX(%) ‘ CRP(%a)
1|BK 105,619 1 -49,367 -94,550
2|HD 25,897 o 24,345 -94,061
3| KA 304,558 1 70,920 -93,688
41N 102,943 2 -40,972 357,295
5| 10,399 2 -52,375 178,651
6| PL 164,081 o 108,647 -39,871
7PN 19,217 o -11,702  -48,651
g|1PA -27, 743 o 4,069 1160,684
9|5P 6,940 1 -37,931 -90,408
10]51 133,201 1 157,377 -99,300
11|ZM -28,270 2 -29,851 -46,079
12|1DJ 34,167 o -17,048 -83,836
13|FP 37,657 O -38704 -96,870
14(nAJ 0,052 o 70,803 21,701
15|RL -11,810 2 -3,409 21,151
16|RL 69,933 1 150,000 47,093
17|HM -20,883 2 14,286 -83,483
18|KH 28,792 o 241,667 -8, 708
19|5K -53,690 2 -7 482 21,937

Obr. 11.1 - ukazka datového souboru pro kvantifikaci vlivu jednotlivych proménnych na marker kostni

tvorby PINP
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V puvodni publikaci byly 3 druhy terapie porovnany béZnou univariantni analyzou (v
tomto ptipad¢ neparametricky Kruskal-Wallis test) a zjisténa statisticky vyznamna

rozdilnost mezi 1é¢bami.

Kruskal-Wallisova ANOWVA zaloZ. na pof.; PINP(%)
Mezavisla (grupovaci) proménna : terapie
Kruskal-Wallisdv test: H ( 2, N= 19) =6,646316]p =,0360
Zavisla: |Kod | Pocet Soucet | Prom.

PINP%) platnych | pofadi | Pofadi
0 0 6 ©82,00000 10,25000
1 1 5 73,00000 14,60000
2 2 G 35,00000 5,83333

Souhrnné wysledky
Popisné statistiky
Proménna | terapie | N platnych | Primér | Median

PINP(%) 1 5 1240502 1056191
PIMNP(%a) 0 6 35,26507 27,34430
PIMP(%a) 2 6 -0,218431  -16,3462

Obr. 11.2 - vysledky puvodni univariantni (jednorozmérné) analyzy pomoci neparametrického Kruskal-
Wallisova testu (Vystup ze sw Statistica 10)

Z vysledkl univariantni analyzy by se zdalo, ze zména PINP statisticky prikazné
zavisi na typu terapie (p = 0,036). Problémem je, ze v piipadé univariantni analyzy
nejsou brany v potaz dalsi parametry ovliviiujici PINP (napiiklad CTX a CRP), které
byly mezi skupinami dle terapie zna¢né rozdilné (viz Obr. 11.3).

Rozkladova tabulka popisnych statistik

MN=19

terapie | PINP(%) | PINP(%) | PINP(%) | CTX(%) | CTX(%) | CTX(%) | CRP(%) | CRP(%) | CRP{%)
M primér | median M priumér | mediin M primér | median

0 8| 352651 27 3443 8 47,7594 14,2065 8 101,2985 -44 2610

1 5 124 0502 105,6191 5 58,2018 70,9302 5 -66,1708 -93,6881

2 6 02184 -16,3462 6 -31.6339 -354115 6 749119 215433

VE skup. 19 47,4243 2584970 19 254358 -3.4091 19 48,8950 46,0794

Obr. 11.3 - Popisné statistiky pro PINP, CTX, CRP (Vystup ze sw Statistica 10)

Na zéklad¢ univariantni analyzy by se tedy zdalo, Ze se terapie vzdjemné lisi a

nejucinngjsi je terapie €. 1.

V ramci recenzniho fizeni vznesl recenzent pozadavek na provedeni multivariantni
analyzy zavislosti zmény PINP na typu terapie pii ocisténi (adjustaci) od dvou
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spojitych veli¢in: zména CTX (marker kostni resorpce) a zména CRP (C-reactive
protein), jelikoz by tyto proménné mohly svym skrytym vlivem vysledky 1écby

ovliviiovat.

Z divodu splnéni poZadavku recenzenta byla provedena analyza zavislosti PINP na
typu terapie multivariantni regresni analyzou, kde do vysvétlujicich proménnych
byly krom¢ terapie pfidany i dalsi dvé proménné CTX a CRP. Z vystupi ze
statistického software (Obr. 11.4) nyni plyne, ze vliv typu terapie na zménu PINP jiz
nevychdzi statisticky prukazné. Vysledek z multivariantni analyzy je totiz nutno
chapat jako ,,vliv terapie na PINP, pokud by CTX i CRP bylo ve vSech skupinach

konstantni* coZ z dfive uvedené tabulky zjevné neni.

Jednorozméme testy wwznamnosti pro PINP(%)

Sigma-omezena parametrizace

Dekompozice efektivni hypotézy

SC | Stupné | PC F p

Efekt valnosti
Abs. Elen | 39155 02 1/ 39155,02| 6,720139) 0,021293
CTX[%) 3830,80 1) 3830,80 0,657477 0,431021
CEP[%) 101474 11 1014,74 0,174158) 0,682771
terapie 27812,21 2 13906,11 2,386692) 0,1258262
Chyba B1571.27 14 5826.52

Obr. 11.4 — multivariantni analyza zavislosti zmény PINP na terapii, CTX a CRP (Vystup ze sw Statistica
10)

Diivodem ptvodniho zdéani jasného vlivu terapie na zménu PINP byla tedy

pravdépodobné situace, kdy ve skupin€¢ 1 byly nejvyssi hodnoty zmény CTX a

v w7

a zména CRP zménu P1NP snizuje, jak vyplyva z niZze uvedenych grafi.
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Bodovy graf z PINP(%) proti CTX(%)
PINP(%) = 38,3166+0,3581*x

350
300 o
20 | CTX(%):PINP(%). vy = 33,3166 + 0,3581%;
r=0,3611; p = 0,1288; r* = 0,1304
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- O
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Obr. 11.5 — graf zavislosti zmény PINP na CTX (Vystup ze sw Statistica 10)
Bodovy graf z PINP(%) proti CRP(%)
PINP(%) = 50,657-0,0661%x
350 " . . .
300 o 1
CRP(%):PINP(%): y = 50,657 - 0,0661%x;
r=-0,2266; p = 0,3508; r* = 0,0514
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Obr. 11.6 — graf zavislosti zmény PINP na CRP (Vystup ze sw Statistica 10)
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11.3 Zavér

Pfi analyze vlivu jedné proménné na druhou proménnou pii ofekavatelném vlivu
dalsich souvisejicich proménnych je nutné namisto jednoduché univariantni analyzy
pouzit multivariantni regresni analyzu. Pokud vstupuji vysvétlujici proménné do
multivariantni regresni analyzy soucasné, je jejich vliv na vysvétlovanou proménnou
y na rozdil o univariantni analyzy ocistén (adjustovan) od vlivu vSech ostatnich

vysvétlujicich proménnych.
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12 Diisledky neodstranéni multikolinearity z regresniho

modelu

12.1 Teoreticka cast

Multikolinearitou rozumime vzajemnou statistickou zavislost, tj. korelaci, mezi
vysvétlujicimi  proménnymi ve vicendsobném linearnim regresnim modelu.

Informaci o této vzdjemné zavislosti poskytuje matice vybérovych korelacnich

koeficienta
1 T'12 rlk
T 1 Tk
R=|"2 :
Tk1 T2 -+ 1

Jsou-li nékteré nediagondlni prvky matice R nenulové, hovofime o multikolinearit¢.
Je-li multikolinearita vysoka, hovotime o skodlivé multikolinearité. V tom ptipad¢ se
determinant matice R blizi k nule a metoda nejmensSich c¢tverc davd odhady
regresnich koeficientti s Sirokymi intervaly spolehlivosti, takze vysledky jsou
prakticky neupottebitelné. Za Skodlivou multikolinearitu je vétSinou povazovano,
kdyz alespon jeden nediagonalni prvek matice R je v absolutni hodnot¢ vétsi nez 0,8.
Vyskyt multikolinearity v modelu se c¢asto projevuje vysokym koeficientem
determinace (blizkym k 1) a zéroven jsou individudlni koeficienty statisticky

nevyznamné. Model jako celek je naopak c¢asto statisticky vyznamny. (13)
Pi#iciny vzniku multikolinearity

e Preurceny regresni model obsahujici nadmérny pocet vysvétlujicich
proménnych

e Nevhodna volba kombinaci vysvétlujicich proménnych. V modelu se
vyskytujici dvojice ¢i skupiny navzdjem korelovanych proménnych
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Diusledky vyskytu multikolinearity

Nelze oddélené sledovat a interpretovat skuteCny vliv jednotlivych
vysvétlujicich vstupnich proménnych na vysvétlovanou proménnou. Muze
dojit k nadhodnoceni dtilezitosti nékteré vysvétlujici proménné

Silnd nachylnost odhadnutého vektoru parametrd b na malé zmény v matici
dat X

Vznik pochybnosti o modelu v disledku znamének regresnich parametrii b
neodpovidajicich realité

Koeficient vicenasobné determinace R vychazi blizko 1 a soucasné jsou t-
testy odhadnutych parametru statisticky nevyznamné (14)

MozZnosti odstranéni multikolinearity z modelu

V ptipadé preurceného regresniho modelu mize byt fesenim identifikace a
vypusténi  zbyteCnych  vysvétlujicich proménnych, které zpisobuji
multikolinearitu

Pokud maji data charakter Casovych fad, je mozno odstranit multikolinearitu
nahrazenim jedné z korelovanych proménnych postupnymi diferencemi

Pouziti regrese na hlavnich komponentach. Na zékladé¢ Metody hlavnich
komponent (PCA) jsou z mnoziny v§ech vysvétlujicich proménnych vybrany
pouze nekorelované vysvétlujici proménné tak, aby pokryvaly co nejvétsi
¢ast informace

Identifikace piitomnosti multikolinearity v datech

Determinant korelacni matice. Pfi silné vzdjemné linearni zavislosti
vysvétlujicich proménnych se determinant korelacni matice malo 1i$i od nuly

Jednoduché korelaéni koeficienty dvojic vysvétlujicich proménnych.
Hodnoty v absolutni hodnoté vyssi nez 0,8 naznacuji multikolinearitu

Vicenasobné korelac¢ni koeficienty j-té vysvétlujici proménné vzhledem k
ostatnim vysvétlujicim proménnym blizké +1 indikuji silnou multikolinearitu
(14)
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12.2 Prakticka c¢ast

Priklad 12.1: Jako ukazkovy piiklad modelu s vyskytem vysoké multikolinearity
muizeme uvést v této praci jiz zminény model pro odhad trzeb spolecnosti, avSak
S jinymi vysvétlujicimi proménnymi nez byly uvedeny v ptiivodnim demonstra¢nim
ptikladu v Kapitole 1. Budeme nyni chtit sestavit vicerozmérny regresni model na
zakladé vysvétlujicich proménnych x; - investice do reklamy a xs — benefity pro

stalé zdkazniky.

2 3
1 . : irs
- . ®1 - investice do ¥5 - benefity pro stalé
y - tizby (mil. KC) | o amy (mil. K&) zékaznikyy[riil. KE)
] 249 2 0,21
2 279 10 0.9
3 36.5 15 1.6
4 411 19 2
5 4.5 23 2.2
b 81,2 27 27
| 1206 a0 3
8 1627 40 4
9 1611 42 4.3
10 1682 50 g
1] 167 5 54 54
12 1459 2 59 5.8

Obr. 12.1 - tabulka vstupnich dat zavislosti trZeb spole¢nosti y na vysvétlujicich proménnych x; - investice
do reklamy a x5 — benefity pro stalé zakazniky

Vystupy regresniho modelu obsahuji vysledky, které jsou ptekvapivé a odporuji
teoretickému ocekavani. Vysoky koeficient determinace i nizka p hodnota F-testu
ukazuji na dobry model. t-testy pro ob¢ vysvétlujici proménné x; i X, v8ak ukazuji na

statistickou nevyznamnost obou proménnych.

ysledky regrese se zavislou proménnou ;v - trzby (mil_KE)
R=,93960574{R2= 88285895 Upravené R2= 85682761
F(2,9)=33,915}p=,00006}Smérod. chyba odhadu : 21,842

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(9) p-hodn.

N=12 zb zh
Abs.Elen B,70656) 12,93736 0,518367| 0,616691
%1 - investice do reklamy (mil. KE) -0,960657  2,618261| -3.04893|  6,94453 -0,340869) 0,741025

x5 - benefity pro stalé zakazniky (mil. KE) 1.698670 2,618261) 60,52475] §9,83901 0,673703| 0,517427

Obr. 12.2 - regresni model zavislosti trzeb spole¢nosti y na vysvétlujicich proménnych x; - investice do

reklamy a xs — benefity pro stalé zakazniky (Vystup ze sw Statistica 10)
98



Prekvapivé vysledky poskytuje také interpretace regresnich koeficienti. Vysledna

regresni rovnice ma tvar
y = 6,707 — 3,049.x; + 60,525.x,

Pokud budeme interpretovat hodnotu regresniho koeficientu b; = — 3,049, zjistime,
ze pri zvyseni investic do reklamy o 1 mil. K¢ a nezménénych benefitech pro stalé
zakazniky by se trzby spolec¢nosti snizily o 3,049 mil.K¢. To samoziejmé neodpovida

ekonometrické predstavé a snizuje diivéryhodnost modelu pro uzivatele.

Dtivodem paradoxnich vysledkli je pravé vysoka multikolinearita mezi ob&ma

vysvétlujicimi proménnymi v modelu, ktera plyne z niZze uvedené korela¢ni matice.

Korelace
M=12

y - trZby (mil. KE) x1-investice do | x5 - benefity pro stalé
reklamy (mil. KE) zakazniky (mil. KE)

Obr. 12.3 - korelaéni matice pro regresni model zavislosti trZeb spolecnosti y na vysvétlujicich

proménnych x; - investice do reklamy a X5 — benefity pro stalé zakazniky (Vystup ze sw Statistica 10)

Koeficient korelace mezi vysvétlujicimi proménnymi X; - investice do reklamy a Xs
— benefity pro stalé zakazniky ma hodnotu 0,999, coz ukazuje na velmi silnou
zéavislost. Pfi podrobnéjSim prizkumu dat zjistime, Ze management spole¢nosti
investuje pravidelné do benefitli pro stalé zdkazniky (xs) pfiblizné¢ desetkrat méné
prostiedkl neZ jsou investice do reklamy (x1). Ob& vysvétlujici proménné jsou tedy

prakticky svym ndsobkem, coz zptisobuje problémy v regresnim modelu.
Odstranéni multikolinearity z modelu

Odstranéni multikolinearity z modelu provedeme pomoci vypusSténi jedné
z korelovanych proménnych. Z podstaty regresniho modelu by bylo vhodnéjsi

vypustit vysvétlujici proménnou, kterda méné koreluje s vysvétlovanou proménnou.
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Proménna

y - trzby (mil. KE) 1.000 0,936 0,939

x1 - investice do reklamy (mil. K&) 0,936 1,000 | 0,999 |
x5 - benefity pro staleé zakazniky (mil. KE) 0,939 0,999 1,000



Protoze ob¢ vysvétlujici proménné maji témer stejné korelatni koeficienty,
vypustime proménnou Xs - benefity pro stalé zakazniky, kterd je pro management
spole¢nosti z divodii mensich ndkladi méné zajimava nez vysvétlujici proménna x; -
investice do reklamy. Vystupy nového regresniho modelu po vypusténi vysvétlujici

proménné xs - benefity pro stalé zakazniky vypadaji nasledovné.

Vysledky regrese se zavislou proménnou -y - trzby (mil. KE)
R= 93645686 R2=_87695146 Upravené R2= 86464650
F(1.10)=71,269|p<.00001 [Smérod. chyba odhadu : 21,238

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t(10) | p-hodn.
M=12 zZh zh

Abs.Elen 7.728456) 1249237 0,618654|0,548976
¥1 - investice do reklamy (mil. K&) | 0,936457 0.110027)2,972126)  0,35206| 5.442082§0,000007

Obr. 12.4 - regresni model zavislosti trzeb spole¢nosti y pouze na vysvétlujici proménné x; - investice do

reklamy po vypusténi proménné xs — benefity pro stalé zakazniky (Vystup ze sw Statistica 10)

Z vySe uvedenych vystupt plyne, Ze pii vypusténi proménné xs — benefity pro stalé
zakazniky se adjustovany koeficient determinace i1 hodnota F-testu zlepsily.
Vysvétlujici proménna x; - investice do reklamy je po vypusténi x5 — benefity pro

stalé zdkazniky nyni statisticky vyznamna.
Vysledna regresni rovnice ma nyni tvar
y=17,728 + 2,972.x;

Znaménko u regresniho koeficientu b; jiz odpovidd ekonomickému ocekavani.
Pokud budeme interpretovat hodnotu regresniho koeficientu b; = +2,972, zjistime Ze
pii zvySeni investic do reklamy o 1 mil. K¢ by se trzby spole¢nosti zvysily o 2,972

mil. K¢.

12.3 Zavér

Pfed zacatkem stavby regresniho modelu je nutné otestovat, zda se mezi
vysvétlujicimi proménnymi vV modelu nevyskytuje silna multikolinearita. V piipadé
jejiho vyskytu mohou vystupy poskytovat neredlné vysledky zvlasté v ptipadé
interpretace jednotlivych regresnich koeficientd. Multikolinearitu je mozné z modelu
odstranit vypusténim nékteré z vysvétlujicich proménnych, zavedenim postupnych

diferenci nebo pouZzitim Metody hlavnich komponent.
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13 Nesplnéni predpokladu homoskedasticity

13.1 Teoreticka cast

Dtlezitym pfedpokladem klasického linedrniho  regresniho modelu je
homoskedasticita. Jde o vlastnost, ktera spociva v tom, ze rozptyl reziui & Vv
regresnim modelu je konstantni. Pokud podminka neni splnéna, hovofime o

heteroskedasticité.
Pric¢iny vzniku heteroskedasticity

Heteroskedasticita mtize byt zplsobena riznymi pfi¢inami. Castou pfic¢inou
heteroskedasticity je fakt, Ze pti sbéru dat se technika sbéru postupné zlepsuje a

chyba se zmenSuje nebo se naopak chyba postupné zvétsuje.
Diisledky heteroskedasticity

Ptitomnost heteroskedasticity v regresnim modelu je silné nezadouci, a to zejména z

téchto duvodu:

e Progndzy s vyuzitim regresniho modelu obsahujiciho heteroskedasticitu jsou
nespolehlivé

e Piitomnost heteroskedasticity zplsobuje neplatnost odhadt rozptyld
regresnich koeficienti a tudiz také odhada jejich intervalii spolehlivosti a
testti hypotéz o jejich statistické vyznamnosti (t testy, F testy). (4)

Identifikace pritomnosti heteroskedasticity v datech

Velmi casto pozndme piitomnost heteroskedasticity z vécné povahy problému.
Naptiklad je zndmo, Ze s rostoucim vékem zaméstnanci se zvétSuje rozptyl jejich

platt.

Pokud vSak nemame podobné piedbézné empirické informace o povaze problému,
pfedpokladdme, Ze heteroskedasticita neni pfitomna, ze tudiz je rozptyl ndhodné
slozky modelu konstantni. Takové tvrzeni pak muizeme podrobit zkoumani pfi

grafické analyze nebo statistickému testu rezidui e;.
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Graficka analyza

V ramci grafické analyzy pfitomnosti heteroskedasticity v modelu miizeme provést
hodnoceni ptimo podle grafu zavislosti y na x, pfipadné podle grafu zavislosti rezidui

ei na vysvétlujici proménné x.

X X

Obr. 13.1 - ukazka grafického znazornéni regresniho modelu bez piitomnosti heteroskedasticity (11)

e
Y o ®
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® [ ]

o 0% 0000
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Obr. 13.2 - ukdzka grafického znazornéni regresniho modelu s pFitomnosti heteroskedasticity (11)

Z vyse uvedenych grafickych zndzornéni regresnich modelli bez a s pfitomnosti
heteroskedasticity je mozno vidét, ze v modelech s vyskytem heteroskedasticity neni

splnén predpoklad o konstantnim rozptylu rezidui.
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Testy heteroskedasticity

Detekce heteroskedasticity s pomoci statistického testu je obvykle zalozena na
nulové hypotéze, Ze rozptyly nahodné slozky i’ jsou konstantni, pficemz se
analyzuji jejich odhady, tj. rezidua ei’. V literatufe mizeme nalézt podrobné testy
heteroskedasticity s nazvy jako Breusch — Paganiv test, Whiteuv test, Glejserav test,
Goldfeld-Quandtiv test aj. Tyto statistické testy lze provadét pomoci

specializovanych statistickych software.

Pro pochopeni podstaty piedpokladu homoskedasticity rezidui je mozno zajemctim
navic demonstrovat tzv. Bartletiv test heteroskedasticity, ktery predstavuje
zjednoduseny Goldfeld-Quandtiv test a Ize k jeho provedeni vyuzit funkce v Excelu.
(13)

Bartleyiiv test

Test vychazi z rozdéleni souboru dat podle velikosti nékteré vysvétlujici proménné

do dvou ¢asti: X; < median a X; > median.

Nasledn¢ se testuje hypotéza o rovnosti rozptyld rezidui v obou ¢astech souboru.
Pokud se hypotéza o rovnosti rozptylu rezidui v obou castech zamita, potom se
hypotéza o konstantnosti rozptylu nahodné slozky, neboli hypotéza o pFitomnosti
heteroskedasticity, pfijima. Nevyhodou Bartleyova testu je citlivost na poruSeni
piedpokladu o normalnim rozdéleni. Pokud je piedpoklad o normalnim rozdé€leni

splnén, je Bartletv test nejsilnéjsi z dostupnych testi. (1)
Odstranéni heteroskedasticity z modelu

Nejznaméjsi metodou k odstranéni heteroskedasticity z modelu je metoda vazenych
nejmensich &tverci MVNC. V MVNC predpokladame uréity typ nekonstantniho

chovani rozptylu ndhodné slozky.

Budeme ptredpokladat, Ze rozptyl ndhodné slozky je pfimo uUmérny kvadratu

vysvétlujici proménné X, tj.

E(e}) =0%x%i=12,..,n
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Transformovany regresni model ziskdme tak, Ze regresni rovnici
Vi =Po+ P1-xi +&,i=1.2,..,n.

vydélime hodnotou xj, ¢imz obdrzime

Mg+ S = B B+ 8, i=12m
l L

Xi Xi

kde pro novou ndhodnou chybu 6; plati

E(a?):E(ﬁ): 2,i=12,..,n
; = =121

Provedenim transformace

obdrZime novy regresni model
Vi = Br + Bo-x; + 6,1 =12,..,n.
coz je novy linearni regresni model bez heteroskedasticity. (13)

13.2 Prakticka ¢ast

Piiklad 13.1: Jako ukazkovy piiklad modelu s vyskytem heteroskedasticity byl
vytvoien regresni model zavislosti mésicnich pfijmi zaméstnanct v tis. K¢ na véku
daného zaméstnance v letech. Ukolem je osvojeni si detekce vyskytu

heteroskedasticity v modelu a odstranéni heteroskedasticity z modelu.
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pofi.E. x-vak y-maésiéni pFijem (tis KE&) pofi.E. x-vak y-maésiéni pfijem (tis KE&)

1 16 8 23 30 15,6
2 16 8,6 24 30 18,2
3 17 8,1 25 30 18,7
4 18 8,8 26 31 8,1

5 19 8,0 27 31 13,4
5] 19 10,2 28 31 18,9
7 20 8,9 29 32 8,7

8 20 10,5 30 32 16,2
9 22 10,6 31 32 21,1
10 22 16,4 32 33 11,4
11 23 17,1 33 33 15,7
12 23 12,5 34 33 20,1
13 25 8,6 35 35 11,5
14 25 16,3 36 35 19,7
15 25 11,5 37 36 18,5
16 26 8,1 38 37 16,9
17 26 17,1 39 37 22

18 26 19,9 40 38 32

19 27 15,1 41 39 11,5
20 27 19,2 42 39 26,4
21 27 14,2 43 40 19,2
22 29 13,4 44 40 29,4

Obr. 13.3 - tabulka vstupnich dat zavislosti mési¢nich pfijmi na véku zaméstnance

Graficka analyza vyskytu heteroskedasticity v modelu

V réamci grafické analyzy byl vytvofen bodovy graf zavislosti mési¢nich pfijma y na

véku zaméstnance x a graf rezidui proti nezavislé proménné x

o
30 P g
y =-0,443 + 0.5469% r = 0,6559: p = 0,000; * = 0,4302
o
25 g
—_— = - B
=) (=] T
= 20f o4 o & __-’ py 1
s g ° —5
'é_ o ° o P o o o o
S 15 | o 1
= e
o] _ o o
= o
o o o o o
10 | -t @ _
,8---"'6’"0 c 9 o4 o ©
5t J
0

14 16 18 20 22 24 26 25 30 32 34 36 38 40 42
Wek (roky)
Obr. 13.4 - bodovy graf zivislosti mési¢nich pFijmi na véku zaméstnance demonstrujici graficky vyskyt

heteroskedasticity v modelu (Vystup ze sw Statistica 10)
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Rezidua vs. VEk
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10

Rezidua
o
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14 16 18 20 22 24 26 28 30 3z 34 35 38 40 42

Obr. 135 - graf rezidui proti nezavislé proménné x demonstrujici graficky vyskyt heteroskedasticity

v modelu (Vystup ze sw Statistica 10)

V obou uvedenych grafech je ziejmé poruseni predpokladu konstantniho rozptylu

rezidui.
Bartletuv test heteroskedasticity v sw Excel

Podstatu heteroskedasicity je mozno dobie didakticky demonstrovat ukazkou
rozdilnosti rozptylu rezidui ve dvou intervalech vysvétlujici proménné x. Nejdiive
jsou pro vSechny vysvétlujici proménné x vypocteny dosazenim do regresni rovnice
teoretické hodnoty yior. Hodnoty rezidualnich slozek e;j jsou nasledné vypocitany
podle vztahu e = Vi - Vieor. Podle medianu hodnot vysvétlujici proménné x jsou
nasledn¢ rezidua rozdélena do dvou podmnozin (e; a e;) a pouzitim F testu o shodé

rozptyli jsou rozptyly rezidui v téchto dvou podmnozinach porovnany.
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pofr.t X Yieor e, por.L. X Yieor y odhad e,
1 16 8 8,31 -0,31 23 30 15,6 15,96 -0,36
2 16 8,0 8,31 0,29 24 30 18,2 15,96 2,24
3 17 81 8,85 -0,753 25 30 18,7 15,96 2,74
4 18 8.8 9,40 -0,60 26 3l 8.1 16,51 -8,41
] 19 8.9 9,95 -1,05 27 3l 13,4 16,51 -3,11
6 19 10,2 9,95 0,25 28 3l 18,9 16,51 2,39
7 20 8.9 10,50 -1,60 29 32 8.7 17,06 -8,36
8 20 10,5 10,50 0,00 30 32 16,2 17,06 -0,86
9 22 10,6 11,39 -0,99 3l 32 21,1 17,06 4,04
10 22 164 11,39 4,81 32 33 11,4 17,60 -6,20
11 23 17,1 12,14 4,96 33 33 15,7 17,60 -1,90
12 23 12,5 12,14 0,36 34 33 20,1 17,60 2,30
13 25 8,0 13,23 -4,63 35 35 11,5 18,70 -7,20
14 25 16,3 13,23 3,07 36 35 19,7 18,70 1,00
15 25 11,5 13,23 -1,73 a7 36 18,5 19,25 -0,75
16 26 81 13,78 -5,68 38 a7 16,9 19,79 -2,89
17 26 17,1 13,78 3,32 39 a7 22 19,79 2,21
18 26 13,9 13,78 6,12 40 38 32 20,34 11,66
19 27 15,1 14,32 0,78 41 39 11,5 20,89 -9,39
20 27 19,2 14,32 4,88 42 39 26,4 20,89 a3l
21 27 14,2 14,32 -0,12 43 40 15,2 21,43 -2,23
22 29 134 15,42 -2,02 44 40 29,4 21,43 1.97

Obr. 13.6 - demonstrace vypo¢tu Bartletova testu heteroskedasticity v sw Excel

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota  0,426809091 -0,428027273
Rozptyl 9,180872726 29,50232176
Pozarovani 22 22
Rozdil 21 21
F 0,311191533
| P(F<=f) (1) 0,005024302 |
F krit (1) 0,479803022

Obr. 13.7 - F test 0 shodé dvou rozptyli (Vystup ze software MS Excel)

Z vysledné p hodnoty F testu o shod¢ dvou rozptyli v sw Excel (p=0,005) vyplyva,
7ze nulova hypotéza o shodé rozptyli rezidui v obou podmnoZinich se zamita,

v modelu je tedy ptitomna vysoka heteroskedasticita.

V souvislosti s pouzitim testd o splnéni pfedpokladu je potieba opét piipomenout

Casty problém nespravné interpretace pti malém poctu dat v modelu. V tomto pfipadé
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test ¢asto nezamitne nulovou hypotézu (pfedpoklad neni porusen) i pii datech velmi
vyrazné nespliujicich dany ptfedpoklad. Nespravnou interpretaci potom v tomto

ptipad¢ je, ze v modelu neni porusen sledovany predpoklad.
Odstranéni heteroskedasticity z modelu

Dle postupu popsaného v teoretické Casti této kapitoly se nyni pokusime odstranit

vysokou heteroskedasticitu v modelu pomoci vhodné transformace dat.

Nejdiive transformujeme v datové matici vstupni proménné X a y pomoci

transformace

Yo _ 1

yi==,x;=—,i=12,..,n.
X X
poi.&. X Y Y X y teor e, poi.&. X ¥ Yy X Y teor e,
1 16 g 0,500 0,063 0,519 -0,019 23 30 15,6 0,520 0,033 0,532 -0,012
2 16 8,6 0,538 0,063 0,519 0,018 24 30 18,2 0,607 0,033 0,532 0,075
3 17 81 0,476 0,059 0,521 -0,044 25 30 18,7 0,623 0,033 0,532 0,091
4 18 8.8 0,489 0,056 0,522 -0,033 26 31 81 0,261 0,032 0,533 -0,271
5 19 8,9 0,468 0,053 0,524 -0,055 27 31 13,4 0,432 0,032 0,533 -0,100
] 19 10,2 0,537 0,053 0,524 0,013 28 31 18,9 0,610 0,032 0,533 0,077
7 20 8,9 0,445 0,050 0,525 -0,080 29 32 8,7 0,272 0,031 0,533 -0,261
3 20 10,5 0,525 0,050 0,525 0,000 30 32 16,2 0,506 0,031 0,533 | -0,027
9 22 10,6 0,482 0,045 0,527 -0,045 31 32 21,1 0,659 0,031 0,533 0,126
10 22 16,4 0,745 0,045 0,527 0,219 32 33 114 0,345 0,030 0,533 | -0,188
11 23 17,1 0,743 0,043 0,528 0,216 33 33 15,7 0,476 0,030 0,533 -0,058
12 23 12,5 0,543 0,043 0,528 0,016 3 33 20,1 0,609 0,030 0,533 0,076
13 25 8,6 0,344 0,040 0,529 -0,185 35 35 11,5 0,329 0,029 0,534 -0,206
14 25 16,3 0,652 0,040 0,529 0,123 36 35 19,7 0,563 0,029 0,534 0,029
15 25 11,5 0,460 0,040 0,529 -0,069 37 36 18,5 0,514 0,028 0,535 -0,021
16 26 8,1 0,312 0,038 0,530 -0,218 38 37 16,9 0,457 0,027 0,535 -0,078
17 26 17,1 0,658 0,038 0,530 0,128 39 37 22 0,595 0,027 0,535 0,060
18 26 19,9 0,765 0,038 0,530 0,236 40 38 32 0,842 0,026 0,535 0,307
19 27 15,1 0,559 0,037 0,530 0,029 41 39 11,5 0,295 0,026 0,536 -0,241
20 27 19,2 0,711 0,037 0,530 0,181 42 39 26,4 0,677 0,026 0,536 0,141
21 27 14,2 0,526 0,037 0,530 -0,005 43 40 19,2 0,480 0,025 0,536 -0,056
22 29 13,4 0,462 0,034 0,532 -0,070 44 40 29,4 0,735 0,025 0,536 0,199

Obr. 13.8 - ukdzka transformace dat pro odstranéni heteroskedasticity z modelu

Novy transformovany regresni model mé nyni tvar
y; = 0,5469 — 0,443.x;

Presvéd¢ime se, zda byla zmodelu opravdu odstranéna heteroskedasticita.
Provedeme opét stejné jako u ptivodniho netransformovaného modelu Bartletv test

heteroskedasticity pro dvé skupiny rezidui e; a €.
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Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2

Stf. hodnota 0,016094408 -0,015369802
Rozptyl 0,01506189 0,023610488
Pozorovani 22 22
Rozdil 21 21
F 0,637932161

[piFr<=f) (1) 0,155382615)
F krit (1) 0479803022

Obr. 13.9 - F test o shodé dvou rozptyli (Vystup ze software MS Excel)

Z vystupu F testu pro Bartletiv test heteroskedasticity vidime, ze po provedeni
navrzené transformace v modelu jiZ neni statisticky vyznamné poruSen ptfedpoklad

homoskedasticity rezdui.

13.3 Zavér

Homoskedasticita je dulezitym ptedpokladem linearniho regresniho modelu a
spo¢ivd v tom, ze rozptyl reziui g v regresnim modelu je konstantni. Pokud
podminka neni splnéna, hovoiime o heteroskedasticité. Odstranéni heteroskedasticity
z modelu je moZno provést transformaci s vyuzitim metody vazenych nejmensich

¢tverct MVNC.
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14 Vyskyt autokorelace rezidui v modelu

14.1 Teoreticka cast

Dalsim dulezitym piedpokladem klasického linearniho regresniho modelu je
neptitomnost autokorelace rezidui v modelu. Autokorelaci je mozno definovat jako
poruseni predpokladu o vzajemné nezavislosti ndhodnych slozek z riznych

pozorovani. V praktickych ulohach je velmi Casto tento pozadavek porusen.
Piiciny vzniku autokorelace

e Setrvacnost v datech vyvolana napt. zptisobem méfeni, systematickymi vlivy

e Chyby méfeni vysvétlované proménné jsou zahrnuty do ndhodné slozky
modelu

e Odhad modelu z dat obsahujicich zpozdéné proménné

e Fyzikalni ditvody — napft. vliv teploty, vliv okolniho prostfedi

e Volba nespradvného modelu

Disledky autokorelace

e Vychylené odhady rozptylu modelu a smérodatnych chyb bodovych odhada
¢ Intervaly spolehlivosti nejsou smérodatné
e Statistické testy ztraceji na sile

Moznosti odstranéni autokorelace

e Pouziti vhodnéjSiho trendu
e Pouziti relevantnéjSich zpozdéni proménnych

Identifikace pritomnosti autokorelace v datech
Graficka analyza dle grafu vyvoje rezidui v ¢ase

Pfiblizny odhad vyskytu autokorelace v modelu je mozno provést pomoci grafické
analyzy grafu vyvoje rezidui v case. Nepfitomnost autokorelace je charakterizovana
ndhodnym kolisdnim rezidui Vv €ase. Pozitivni autokorelace je vytvarena dlouhymi

sekvencemi rezidui stoupajicich nebo klesajicich, tj. jdoucich ve stejném trendu.

110



Negativni autokorelace vznika hlavné pravidelnym stfidanim rezidui (sekvence

VyS$i-nizsi-vy$si-nizsh). (14)
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Obr. 14.1 - graf vyvoje rezidui v ¢ase, ukazka pozitivni autokorelace (15)

Podle délky zpozdéni m mezi rezidui rozliSujeme autokorelaci prvniho, druhého az

m-tého fadu.

& b8 6o 00 o0
—r'_‘"'__ —
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Obr. 14.2 - grafické znazornéni autokorelace prvniho a druhého #adu v ¢ase (15)

Rad nejvyssi autokorelace je mozno odhalit pouzitim rezidualni autokorela¢ni funkce

(ACF).
Graficka analyza dle rezidualni autokorela¢ni funkce (ACF) (16)

Mirou linearni zavislosti Casové zpozdénych veli¢in a; a awk jsou koeficienty

autokorelace rezidui definované vztahem

SR ¥ AP, Y, S
Tk = Px = tgil;?t € (—1,1)
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Graf, ve kterém jsou na vodorovné ose ¢asova zpozdéni a na svislé ose koeficienty
autokorelace rezidui ry se nazyva rezidualni autokorelacni funkci (ACF). Pokud

zadny autokorela¢ni koeficient ry nepiekracuje meze 95% intervalu

&

je mozné predpokladat, zZe nesystematicka slozka neni autokorelovana.

f
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Obr. 14.3 - ukazka rezidualni autokorela¢ni funkce (ACF) (10)
Testy autokorelace
Durbin-Watsonuv test

Nekorelovanost v nesystematické slozce (nepfitomnost autokorelace rezidui)

muzeme testovat pomoci prvniho koeficientu autokorelace

H,: p, = 0 autokorelace v modelu neni pfitomna

H,: p,# 0 autokorelace v modelu je ptitomna

Durbinovo-Watsonovo kritérium ma tvar

T 2 &

Yi=o(@r—a¢—1)?
T A2
Yt=10;

DW =
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14.2 Prakticka ¢ast

Identifikaci a odstranéni autokorelace rezidui si miizeme ukdzat na ptikladu vyvoje
nezaméstnanosti pouzitém v (16). Jak jiz bylo uvedeno v teoretické ¢asti, v ptipadé

ekonomickych velicin  dochazi

v n¢kterych piipadech pii

K setrvacnosti, ktera mtize zpusobovat vyskyt autokorelace rezidui.

Priklad 14.3: Mame k dispozici sezénné ocisténé Ctvrtletni udaje o podilu

nezaméstnanych 30 — 34 letych na celkové nezaméstnanosti v letech 1994 az 2000 v

%.
A B C D E
1 1. ttwrteti 2. cturtleti 3. ttvrteti 4. ttyrtleti
2 1994 14,273 14,8985 14,5173 14,3222
3 1935 14,273 14,4958 14,1054 13,9243
4 1996 13,8846 13,8918 13 4877 13,3276
5 1997 13,2049 13,1872 12,8699 12,7308
B 1998 12,4282 12,1805 12,0462 11,8357
7 1939 11,4572 10,8719 11,1196 11,04
8 2000 10,9717 10,7712 10,0048 10,6422

Obr. 14.4 - sezénné oflisténa Ctvrtletni ¢asova Fada podilu nezaméstnanych 30 — 34 letych na celkové

nezaméstnanosti v letech 1994 - 2000

Pro prvotni nahled na data nejdiive vytvofime bodovy graf zavislosti podilu

nezameéstnanych na Case.
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Obr. 14.5 - bodovy graf zavislosti podilu nezaméstnanych na ¢ase (Vystup ze sw Statistica 10)

Pro prolozeni sezonn¢ oc¢isténé ¢asové fady pouzijeme nejdiive linearni trend.

Wysledky regrese se zavislou proménnou - nezaméstnanost
R= 98346539 R2= 96720417 Upravené R2= 96594279
F(1,26)=766,78 p=0,0000 Smérod. chyba odhadu : 26015

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t(26) p-hodn.

M=28 zb* zb
Abs.Elen 1620673 0,101022| 150,5293| 0,000000
t -0,983465 0,035516 -0,16854| 0,006086 -27.6909 0,000000

Obr. 14.6 - statistické charakteristiky modelu pro linearni trend (Vystup ze sw Statistica 10)

Linearni trend ma statisticky vyznamné odhady obou parametri na 5% hlading

vyznamnosti. Adjustovany koeficient determinace mé hodnotu 96,6 %.

Ovéerime piipadny vyskyt autokorelace rezidui pro linearni trend grafickou analyzou

grafu rezidui v zavislosti na ¢ase a grafickou analyzou rezidualni autokorela¢ni funkce.
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Obr. 14.7 - graf rezidui v zavislosti na ¢ase — linearni trend (Vystup ze sw Statistica 10)

V grafu rezidui v zavislosti na ¢ase mizeme sledovat delsi stoupajici a klesajici
sekvence rezidui z ¢ehoZz muzeme usuzovat na pravdépodobny vyskyt pozitivni

autokorelace v modelu.

O vyskytu autokorelace se mizeme presvedcit také z autokorelacni funkce ACF.

ACF rezidui

0.4 k | | | I +- lrQEIITADrS
0,2 I
o b R
0,2 F
04 F
| | | | |

] 1 2 3 4 3

zpoZdéna promenna

Obr. 14.8 - graf autokorela¢ni funkce ACF — linearni trend (Vystup ze sw Gretl)
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Z grafu autokorela¢ni funkce ACF vidime, Ze prvni koeficient autokorelace rezidui je
na 5% hladiné statisticky vyznamny (odhad prvniho koeficientu autokorelace r, =
0,393888 presahuje horni mez intervalu spolehlivosti), z ¢ehoz vyplyva, Ze rezidua
linearniho trendu vykazuji korelacni zavislost nesystematické slozky a linedrni trend je

tedy nevhodny.
Odstranéni problému autokorelace

Jak jiz bylo uvedeno vySe, jednou z moznosti odstranéni autokorelace rezidui mtize byt
aplikace jiného modelu trendu. Zkusime tedy aplikovat kvadraticky trend a ovéfit, zda se

mira autokorelace rezidui v modelu snizila.

Wysledky regrese se zavislou proménnou - nezaméstnanost
R= 98757070 R2= 97529539 Upravené R2= 97331356
F(2,25)=493,49 p=0,0000 Smérod. chyba odhadu : 23026

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t[25) p-hodn.

M=28 zb* zb

Abs.Elen 1489676 0140458 106,0588 0,000000
t -0,621709) 0130268 -0,10654| 0,022324 47725 0,000067
V1*2 -0,372773  0,130268) -0,00214| 0,000747 -2.8616 0,0083599

Obr. 14.10 - statistické charakteristiky modelu pro kvadraticky trend (Vystup ze sw Statistica 10)

Kvadraticky trend ma statisticky vyznamné odhady vSech parametri na 5% hlading

vyznamnosti. Adjustovany koeficient determinace ma hodnotu 97,33 %.

V grafu rezidui v zavislosti na ¢ase mizeme sledovat jiz méné vyrazné stoupajici ¢i

klesajici sekvence rezidui nez v piipadé linearniho trendu.

116



0,6

0,2 o

0,0 Q © 0

Rezidua
la)
o

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
i 0,95 Int.spol.

Obr. 14.11 - graf rezidui v zavislosti na ¢ase — kvadraticky trend (Vystup ze sw Statistica 10)

O odstranéni vyskytu autokorelace se muzeme dale piesvédCit z autokorelacni

funkce ACF.

ACF rezidui

| | | | [
+- 1,96/T~0,5

-0,4 F

0 1 2 3 4 5

zpoZdéna promenna

Obr. 14.12 - graf autokorela¢ni funkce ACF — kvadraticky trend (Vystup ze sw Gretl)

Z grafu autokorela¢ni funkce ACF vidime, Ze pii aplikaci kvadratického trendu Zadny z
koeficientti autokorelace nepiesahuje meze 95% intervalu spolehlivosti, z ¢ehoz vyplyva,

ze rezidua kvadratického trendu nyni nevykazuji dle grafu autokorela¢ni funkce ACF
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korela¢ni zavislost nesystematické slozky a kvadraticky trend je vhodnéjsi nez trend

linearni.

14.3 Zavér

DalSim z neopominutelnych pfedpokladi regresniho modelu je nepfitomnost
autokorelace rezidui, kterou je mozno definovat jako poruseni pifedpokladu o
vzajemné nezavislosti ndhodnych slozek z riznych pozorovani. Odstranéni nebo
alespon zlepSeni autokorelace rezidui v modelu je mozno provést volbou

vhodnéjsiho regresniho trendu.
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15 Vyskyt odlehlych hodnot v modelu

15.1 Teoreticka cast

Pti posuzovani kvality modelu je nutné peclivé sledovat vyskyt tzv. odlehlych bodu.
Odlehly bod je takovy, ktery lezi mimo zakladni konfiguraci bodii v grafu. I jedna
jedind odlehld hodnota (v ptipadé nevelkého vybérového souboru), mize zplsobit
problém pii odhadu regresnich parametrti a tedy i vypoctu predpoveédi na zaklade
modelu. Odlehly bod nazyvadme vlivny, pokud se po jeho odstranéni podstatné zméni

poloha regresni ptimky. (14)
Podle toho, kde se vlivné body vyskytuji, Ize provést déleni na:

1. Vybocujici pozorovani (outliers), které se 1i§i v hodnotach vysvétlované (zavisle)

proménné Yy od ostatnich

2. Extrémy (extrems), které se lisi v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle)

proménnych x. (14)

- - b

Obr 15.1: Ukazka vybodujiciho pozorovani (bod a) a extrému (bod b)

Diisledky vyskytu odlehlych hodnot v modelu
e Zkresleni odhadl parametrt a ptislusnych intervala spolehlivosti

e SniZeni hodnoty koeficientu determinace R
e Zkreslené a nerealné predikce pfi pouziti regresniho modelu

119



Identifikace vyskytu odlehlych hodnot v modelu

e Na zaklad¢ grafického znazornéni

e Pouziti tabulky Cookovych vzdalenosti

e Pouziti jinych mér odlehlosti sledovaného bodu (napf. Standardizovana
rezidua)

Odstranéni problému vyskytu odlehlych hodnot v modelu

e Provéfeni hodnoty dané proménné, zdali pti jejim prepisu nedoslo k chybé
e Statistickd transformace dané proménné

e Odstranéni piipadu s odlehlou hodnotou

e Vymazani celé proménné obsahujici odlehlou hodnotu

15.2 Prakticka ¢ast

Priklad 15.1: V ramci laboratorniho vyzkumu t¢innosti rodenticid byla sledovana
zéavislost délky preziti divokych potkani na mnozstvi zkonzumované hubici latky.
Mezi 8 sledovanymi jedinci se objevil vyjimecny jedinec, velmi odolny proti
pusobeni aplikované latky (fadek 6 — pieziti 240 h pii poziti 15 mg latky). Tato
situace se u divokych potkanii na rozdil od geneticky homogennich laboratornich
potkanti, kde je rozptyl délek pteziti maly, obCas vyskytuje. Na tomto piikladu si
prakticky demonstrujeme, jak mize jedna jedina odlehld hodnota ovlivnit vysledky

regresniho modelu.

1 2
Davka (mg) |Délka preZiti (h)
1 5 98
2 5 77
3 10 40
4 10 35
5 15 15
6| 15
7 20 8
8 20 4

Obr 15.2 - data pro zavislost délky pieziti divokych potkani (h) na mnoZstvi zkonzumované hubici latky

(mg). Odlehla hodnota se nachazi v adku 6.
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Jiz pfi prvotnim seznameni s daty vidime podeziele vysokou hodnotu v 6. tadku
datové matice. Rozhodnuti, zda budeme danou hodnotu povazovat za odlehlou,
provedeme na zakladé grafické analyzy dat, grafické analyzy rezidui a tabulky

Cookovych vzdalenosti.

260
240 E
220
200
180

160
140
120
100

Délka pieZiti (h)
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40 i —
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-20 i " i " " " "
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
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Obr 15.3 - identifikace odlehlé hodnoty z Fadku 6 na zakladé grafické analyzy (\Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr 15.4 - identifikace odlehlé hodnoty z Fadku 6 na zikladé grafické analyzy rezidui (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Cookovy vzdél.
Setiidéno
Pozorovana |Predpovézena) Reziduum | Stand. | \Mahalanobis.| Odstran. | Cookova
Cookovy vzdalen, hodnota hodnota Rezid. vzdalen. | rezidua | vzdalen.
PEipad ,006 . . 516
6 . ; | X 240,0000 56,900000 183,1000 2229590  0,175000 215411
g8 . * | 40000 4145000 -374500 -0456025 1575000 -576154
7. *. | 8,0000 4145000 -334500 -0407317 1575000 -51461
5. * | 15,0000 56,900000 41,9000 -0,510212 0175000 -49,2941
4 .* | o c . 35,0000 72,350000 -37,3500 -0.454807 0175000 -43 941
3 .* | : . . 40,0000 72,35000 -32,3500 -0393923  0,175000 -38,058
2 .* | 77,0000 87,800000 -10,8000 -0,131511  1,575000 -16,
1.* | 98,0000 87.80000°  10.20000 0124204 1575000 15,
Minimum .* | . 40000 41450000 4190000 -0510212 0175000 -57,6154 0,006390
Maximum - | " 240,0000 8780000 18310000 2229590  1,575000 2154118 0,516028
Primér . x | 64,6250 64,62500  0,0000 -0.000000 0675000 -3,2353 0.093630
Medidn . * | 37,5000 64625000 -32.9000 -0.400620  0,675000 41,0000 0,024247

Obr 15.5 - identifikace odlehlého pozorovani z adku 6 na zakladé tabulky Cookovych vzdalenosti (Vystup

ze sw Statistica 10)

Cookova vzdalenost je ¢asto uzivanou mirou vahy sledovaného bodu pii vypoctu
MNC a pouziva se pro identifikaci odlehlych pozorovani. Cim je tato hodnota vyssi,
tim vice dany bod ovlivituje vyslednou hodnotu odhadnutych regresnich parametrt.
Z tabulky Cookovych vzdalenosti vidime, ze Cookova vzdalenost pro hodnotu z 6.

radku vyznamné piekracuje hodnoty vzdalenosti ostatnich bodii.

Pro demonstraci miry ovlivnéni vysledkli regresniho modelu jednou odlehlou

hodnotou si nyni vytvotfime 2 regresni modely:
e model bez sledované odlehlé hodnoty (Obr. 15.6)

e model se zahrnutim sledované odlehlé hodnoty (Obr. 15.7)

Z modelu bez sledované odlehlé hodnoty vidime, Ze regresni rovnice ma tvar

y = 103,25-5,2441 x a koeficient determinace je roven R* = 86,72 %.
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Délka preziti (h)

260

240 |
220 |
200 |
180 |
160 |
140 |
120 |
100 |

y = 103,25 - 5,2441%¢ r = -0,9312: p = 0,0023: = 0,8672
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Obr. 15.6 - linearni regresni model pro zavislost délky preziti divokych potkanid (h) na mnoZstvi

zkonzumované hubici latky (mg) - bez zahrnuti sledované odlehlé hodnoty (Vystup ze sw Statistica 10)

Z modelu se zahrnutim sledované odlehlé hodnoty vidime, Ze regresni rovnice ma

tvar y = 103,25-3,09.x a koeficient determinace je roven pouze R? = 5,57 %.

Délka preziti (h)
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Obr. 15.7 - linearni regresni model pro zavislost délky preziti divokych potkanid (h) na mnoZstvi

zkonzumované hubici latky (mg) - se zahrnutim sledované odlehlé hodnoty (Vystup ze sw Statistica 10)
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Pfi srovnani obou modeli vidime, Ze rovnice regresni pfimky ma pii zahrnuti
sledované odlehl¢é hodnoty velmi odlisny tvar od piivodniho modelu. Zejména odhad
parametru by (smérnice p¥imky) je velmi rozdilny. Také koeficient determinace R? je

Vv ptipadé modelu se zahrnutim sledované odlehlé hodnoty podstatné nizsi.

Dtivodem velmi odliSného odhadu parametri regresniho modelu pii vyskytu jedné
jediné odlehlé hodnoty je velmi zdsadni pfinos rezidualniho c¢tverce této odlehlé
hodnoty pfi minimalizaci souctu ¢tvercti v ramci Metody nejmensich ctverci, ktera
je zakladem pro vypocet regresnich parametri modelu (viz Kapitola 1). Pfinos

rezidualniho ¢tverce odlehlé hodnoty je mozno demonstrovat na Obr. 15.8.
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Obr. 15.8 - pFinos rezidualniho ¢étverce odlehlé hodnoty v modelu zavislosti délky pieZiti divokych potkani

na mnoZstvi zkonzumované hubici latky (upraveny vystup ze sw Statistica 10)

Finalni dopad zahrnuti odlehlé hodnoty do modelu si miZeme demonstrovat na
piikladu predikce délky pteziti jedince pii mnoZstvi zkonzumované hubici latky

napft. 18 mg:
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V piipadé modelu bez sledované odlehlé hodnoty je vysledna odhadovana hodnota
preziti y = 8,86 dni. V piipadé modelu se zahrnutim jedné jediné odlehlé hodnoty je

vysledna (velmi neredlnd) odhadovana hodnota pieziti y = 47,63 dni.
15.3 Zavér

Pti tvorbé regresniho modelu je velmi diilezité identifikovat piipadné odlehlé body.
Odlehly bod muze v piipadé nevelkého souboru zpisobit problém pii odhadu
regresnich parametrti a vypoctu predpovédi na zékladé modelu. NejcastéjSim
zpusobem vyfeSeni problému je odstranéni dané odlehlé hodnoty ¢i transformace

proménné s danou odlehlou hodnotou.
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16 Nesplnéni predpokladu normality rezidui

16.1 Teoreticka cast

Dalsim z dtlezitych piedpokladi regresniho modelu je normalita rezidui. Podstatou
predpokladu je, ze rezidua e; ziskana ze vzorce € = Vi — VYireor, by méla spliovat

predpoklad normalniho rozdéleni.
Pficiny vzniku nenormality rezidui

Nenormalita rezidui miize byt zpisobena rliznymi pfi¢inami. Jednou z pfi¢in je
piimo nenormalita vstupni vysvétlujici ¢i vysvétlované proménné. Nenormalita chyb
je vsak také Casto disledkem poruseného jiného z predpokladl regresniho modelu.
Pfed samotnym ovéfovanim normality je tedy zadouci zajistit splnéni ostatnich

predpokladi regresniho modelu. (4)
Diisledky nenormality rezidui

e Disledky pro bodové odhady regresnich koeficient - pokud potiebujeme
pouze odhad parametrti regresni funkce, neni tieba piedpoklad normality
ovérovat. Odhady regresnich koeficienti metodou nejmenSich ctverct
zustavaji pti splnéni ostatnich pfedpokladi nestrannymi a konzistentnimi bez
ohledu na rozd¢leni chybovych ¢lent. (4)

e Diisledky pro metody statistického tdsudku - normalitu potiebujeme k
platnosti metod statistického tisudku (t-testy, predikéni a konfiden¢ni interval,
F test). Pracujeme-li vSak sdaty o vys$§im rozsahu poCtu pozorovani,
zustavaji diky centralni limitni vét€ zminéné metody statistického usudku

v platnosti. (4)
Identifikace pritomnosti nenormality rezidui
Pouziti testu

Predpoklad normality rezidui je moZno ovéfit pomoci vhodného testu normality
aplikovaného na ziskana rezidua e;. Jednou z moznosti je ¢asto pouzivany Shapiro-
Wilklv test normality. Jak jiz bylo uvedeno diive v této praci, v piipadé velkého
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poc¢tu dat v modelu muze byt u Shapiro-Wilkova testu povazovana i velmi mala
odchylka od normalniho rozdéleni za vyznamnou. Zavér o vyskytu normality rezidui

je potom nespravny.
Graficka analyza

Pti kontrole splnéni pfedpokladu normality rezidui je tedy vhodnéjsi pouzit grafické

znazornéni pomoci normalniho p-grafu rezidui, pfipadné pomoci histogramu rezidui.
Graficka analyza pomoci normalniho p-grafu rezidui

Podstatou normalniho p-grafu rezidui je grafické znazornéni kvantili analyzovanych
dat (v tomto pfipadé rezidui) proti kvantilim pfedpokladaného normovaného
normalniho rozdéleni. Pokud maji rezidua pfiblizné normalni rozdéleni, nebudou se
vyznamn¢é odchylovat od cary v grafu. V normalnim p-grafu rezidui je také mozné

dobte identifikovat zjevné odlehlé hodnoty.
Graficka analyza pomoci histogramu rezidui

Druhou moznosti pro grafické posouzeni ptipadné nenormality rezidui je histogram
rezidui. Pokud maji rezidua ptiblizné normalni rozd€leni, m¢l by tvar histogramu

odpovidat tvaru Gaussovy kiivky.

16.2 Prakticka ¢ast

Demonstrace vlivu poruseni nékterych predpokladi regresniho modelu na

normalitu rezidui

Pro demonstraci vlivu poruseni nékterych piedpokladii regresniho modelu na
normalitu rezidui modelu bylo z prace vybréno pét, Vv pfedchozich kapitolach jiz

uvedenych, piikladt s riznymi typy poruseni piedpokladt regresniho modelu.

e Vsechny pfedpoklady splnény — Zavislost porodni hmotnosti na porodni
délce

e Nevhodny tvar funkéni zavislosti — Zavislost trZeb na investicich do reklamy

e Vyskyt heteroskedasticity v modelu - Zavislost mési¢niho piijmu na véku

e Vyskyt autokorelace v modelu - Zavislost nezaméstnanosti na vyvoji v ¢ase
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o Vyskyt extrémné odlehlé hodnoty - Zavislost délky preziti potkand na
aplikované davce rodenticid

Na téchto konkrétnich piikladech bylo nésledné demonstrovano, jak se poruseni
dan¢ho predpokladu promitne do grafi pro identifikaci nenormality rezidui
(normalni p-graf rezidui, histogram rezidui). Pro kazdy ptiklad poruseni ptedpokladu

jsou vzdy uvedeny komparativné 4 grafy:

e Bodovy graf zavislosti y na x, znazoriujici prubéh dané zavislosti

e Grafrezidui proti pfedpovézenym hodnotam, ukazujici na (ne)spInéni daného
pfedpokladu

e Normalni p-graf rezidui pro posouzeni normality rezidui

e Histogram pro posouzeni normality rezidui
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Priklad 16.1: VSechny predpoklady splnény — Zavislost porodni hmotnosti na

porodni délce
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Obr. 16.1 - bodovy graf zavislosti y na x, znazoriujici danou zavislost - VSechny piedpoklady splnény

(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.2 - graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam - VSechny piedpoklady splnény (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Mormalni p-graf rezidui
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Obr. 16.3 - normalni p-graf rezidui pro posouzeni normality rezidui - VSechny piedpoklady splnény
(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.4 - histogram pro posouzeni normality rezidui - VSechny piredpoklady splnény (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Priklad 16.2: Nevhodny tvar funkéni zavislosti — Zavislost trZeb na investicich
do reklamy
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Obr. 16.5 - bodovy graf zavislosti y na x, znazoriiujici danou zavislost - Nevhodny tvar funkéni zavislosti

(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.6 - graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam - Nevhodny tvar funkéni zavislosti (Vystup ze sw

Statistica 10)
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Mormalni p-graf rezidui
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Obr. 16.7 - normalni p-graf rezidui pro posouzeni normality rezidui — Nevhodny tvar funkéni zavislosti

(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.8 - histogram pro posouzeni normality rezidui - Nevhodny tvar funkéni zavislosti (Vystup ze sw

Statistica 10)
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Priklad 16.3: Vyskyt heteroskedasticity v modelu - Zavislost mési¢niho piijmu
na véku
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Obr. 16.9 - bodovy graf zavislosti y na x, znazoriujici danou zavislost — Vyskyt heteroskedasticity

v modelu (Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.10 - graf rezidui proti pifedpovézenym hodnotam - Vyskyt heteroskedasticity v modelu (Vystup ze

sw Statistica 10)
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MNormalni p-graf rezidui

Ocekav. narmal. hodn.
=
]

-12 -10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
Rezidua

Obr. 16.11 - normalni p-graf rezidui pro posouzeni normality rezidui — Vyskyt heteroskedasticity v modelu
(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.12 - histogram pro posouzeni normality rezidui - Vyskyt heteroskedasticity v modelu (Vystup ze
sw Statistica 10)
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Priklad 16.4: Vyskyt autokorelace v modelu - Zavislost nezaméstnanosti na
vyvoji v ¢ase

15,56

150 F ~ | y = 15,2067 - 0,1685%x; r = -0,9835; p = 0.0000; r* = 0,9672

145 | o™ o

14,0 |

13,5 | o
[=]
13,0 | e
o]
125 | ~

12,0 | s

podil na nezaméstnanosti (%)

10,5 RN

10,0

-2 0 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Obr. 16.13 - bodovy graf zavislosti y na x, znazoriujici danou zavislost — Vyskyt autokorelace v modelu
(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.14 - graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam - Vyskyt autokorelace v modelu (Vystup ze sw
Statistica 10)
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MNormalni p-graf rezidui
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Obr. 16.15 - normalni p-graf rezidui pro posouzeni normality rezidui — Vyskyt autokorelace v modelu
(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.16 - histogram pro posouzeni normality rezidui - Vyskyt autokorelace v modelu (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Priklad 16.5: Vyskyt extrémné odlehlé hodnoty - Zavislost délky preZiti potkani
na aplikované davce
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Obr. 16.17 - bodovy graf zavislosti y na x, znazoriiujici danou zavislost — Vyskyt extrémné odlehlé hodnoty

(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.18 - graf rezidui proti pfedpovézenym hodnotam - Vyskyt extrémné odlehlé hodnoty (Vystup ze sw
Statistica 10)
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Normalni p-graf rezidui
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Obr. 16.19 - normalni p-graf rezidui pro posouzeni normality rezidui — Vyskyt extrémné odlehlé hodnoty

(Vystup ze sw Statistica 10)
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Obr. 16.20 - histogram pro posouzeni normality rezidui - Vyskyt extrémné odlehlé hodnoty (Vystup ze sw
Statistica 10)

138



Z uvedenych obrazkl jsme mohli na konkrétnich ptikladech vidét, jak se poruSeni
jednotlivych predpokladi regresniho modelu promitne do poruSeni piedpokladu

normality a projevi na normalnim p-grafu rezidui ¢i histogramu rezidui.
Odstranéni nenormality rezidui z modelu

Jak jiz bylo uvedeno vyse v této kapitole, nenormalita chyb byva Casto disledkem
poruseni jiného z predpokladl regresniho modelu. Odstranéni nenormality rezidui
tedy nejcastéji spoCiva primarné v zajisténi splnéni jinych ptedpokladi regresniho

modelu (nej€astéji vyskytu odlehlych pozorovani, ptipadné heteroskedasticity).

16.3 Zavér

Podstatou spInéni piedpokladu o normalité rezidui je, Ze rezidua e; ziskana ze vzorce
€ = Vi — Yireor by méla spliiovat piedpoklad normdlniho rozdéleni. Jednou z pticin
nenormality rezidui je pfimo nenormalita vstupni vysvétlujici ¢i vysvétlované
proménné. Nenormalita chyb je také casto dusledkem poruSeného jiného
z ptedpokladi regresniho modelu. Pred samotnym ovéfovanim normality je tedy

zédouci zajistit splnéni ostatnich ptfedpokladi regresniho modelu.
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17 Disledky nepouziti zpozdéné korelace v regresnich

modelech

17.1 Teoreticka cast

Pti hodnoceni zavislosti vysvétlované proménné y na uvazovanych moznych
vysvétlujicich proménnych xi,...,.X, jsou casto uvazovany pouze klasické
(nezpozdéné) korelaéni koeficienty uspofadané v Korela¢ni matici. V realnych
situacich vSak mnoho ekonomickych, medicinskych i1 dalSich jevii reaguje az
S ur¢itym zpozdénim na podnét. Hodnota vysvétlované proménné y potom nemusi
zaviset nutn¢ s hodnotou vysvétlované proménné x; ve stejném Case t, ale v néjakém

Case t-J, kde j vyjadiuje miru zpozdéni.

Disledkem pouziti pouze klasického (nezpozdéného) korelacniho koeficientu potom
muze byt neobjeveni dulezité funk¢éni zavislosti v analyzovanych datech a tedy

nesestaveni optimalniho modelu zavislosti y na Xy,...,Xp.

Resenim problému je pouziti zpozdénych korelaénich koeficientt v piipadé
jakychkoliv analyzovanych dat, kde ptipadd ze znalosti problematiky v uvahu
existence zpozdéné zavislosti. Ne&které specializované statistické software pro
analyzu casovych tad (napf. Eviews, Gretl) nabizeji moznost automatického
zpozdovani analyzovanych proménnych. Pokud neni toto softwarové zazemi
k dispozici, je mozno jednoduSe napi. v software MS Excel data posunout postupné
vzdy o 1 ¢asové obdobi dozadu a pro vypocet zpozdénych korelacnich koeficienta

pouzit klasicky korela¢ni koeficient dostupny ve vétSin€ statistickych software.

Volba maximalniho uvazovaného zpozdéni zavisi na znalosti daného konkrétniho
problému. Optiméalni zpoZzdéni danych vysvétlujicich proménnych ziskdme dle
nejvysSich zpozdénych korela¢nich koeficientd, piipadné z grafického zobrazeni
casovych fad vysvétlované a vysvétlujici proménné. Pti findlni stavbé zpozdéného
vicendsobného regresniho modelu potom musime nékterd zpozdéni jesté prizplisobit
splnéni n€kterych nezbytnych predpokladii regresniho modelu, zejména autokorelace

rezidui.
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17.2 Prakticka ¢ast

Piiklad 17.1: Ukolem projektu pro soukromou spole¢nost zabyvajici se vyrobou
mléénych vyrobki z vykupovaného mléka byla predpovéd ceny mléka (CENA) na
zaklad¢ znamych predpoveédi cen komodit (SMP, BUTTER, CHEESE, VSB, VCH).
Odhadované ceny komodit na 12 mésict dopiedu jsou na trhu odhadovany pro celou
EU na ziklad¢ burzovnich futures. K dispozici byla historicka data vyvoje ceny
mléka a sledovanych komodit za obdobi 1/2005-12/2009 a ptedpovédi komodit
(prediktort) na obdobi 1/2010-12/2010.

Zavedeni proménnych

e CENA - odhadovana cena mlé¢ka v CZK/kg
e SMP — cena susené¢ho mléka v CZK/Kkg

e BUTTER- cena masla v CZK/kg

e CHEESE- cena syra v CZK/kg

e VSB - valorizace SMP+BUTTER

e VCH- valorizace CHEESE

Pokud bychom pro ptfedbéznou analyzu zavislosti ceny mléka (CENA) na cenach
komodit uvazovali v modelu pouze klasickou nezpozdénou korelaci, vypadala by

tabulka korela¢nich koeficienta dle Obr. 17.1.

SMP BUTTER CHEESE VSB VCH

CENA 0,468 0,619 0,856 0,533 0,796

Obr. 17.1 - ukazka sily zavislosti pii pouZiti pouze nezpoZzdénych korela¢nich koeficienti

Na zéklad¢ vypoctenych korelacnich koeficientii by se mohlo myln¢ zdat, Zze cena
mléka zavisi na cenach komodit pomérn¢ voln¢€. Problém vsak spociva v tom, Ze neni
uvazovana mozna zpozdénd reakce farmaili na ceny komodit na trhu pfi stanovovani

ceny mléka.

Pokud rozsifime ivahy 1 0 mozné zpozdéni ceny mléka a pouzijeme pro analyzu
zavislosti zpozdéné korelacni koeficienty, budou korelaéni matice pro jednotlivé
vysvétlujici proménné vypadat dle Obr. 17.2. Cim je hodnota korela¢niho koeficientu

mezi zpozdénou fadou acenou mléka vyssi, tim vice dana komodita v daném
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casovém zpozdéni cenu mléka ovlivituje. Cervenou barvou jsou zvyraznény nejvyssi

zpozdéné korelacni koeficienty pro sledované vysvétlujici promeénné.

Zpoidéni | t | t1 | t2 | t3 | t4 | t5 | t6 | t7 | t8 | t9 | t10 | t11 | t12
SMP 0,468 | 0,575 | 0,682 | 0,775 | 0,851 | 0,899 | 0,908 | 0,881 | 0,818 | 0,728 | 0,615 | 0,482 | 0,334
BUTTER 0,619 | 0,742 ( 0,837 | 0,896 | 0,914 | 0,892 | 0,830 | 0,742 | 0,636 | 0,512 | 0,377 | 0,243 | 0,113
CHEESE 0,856 | 0,903 [ 0,911 | 0,887 | 0,838 | 0,762 | 0,656 | 0,522 | 0,376 | 0,219 | 0,052 | -0,099 | -0,237
VSB 0,533 | 0,647 | 0,752 | 0,837 | 0,897 | 0,924 | 0,911 | 0,863 | 0,784 | 0,679 | 0,553 | 0,412 | 0,259
yey | 0,796 (0868 (0910 | 0,925 | 0,916 | 0,886 | 0,832 | 0,750 | 0,645 | 0517 | 0,370 | 0,214 | 0,050

Obr. 17.2 - matice korela¢nich koeficientii pro nalezeni optimalniho ¢asového zpoZdéni vlivu jednotlivych

proménnych na cenu mléka (Vystup ze sw MS Excel)

Optimalni zpozdéni pro jednotlivé promeénné tedy je:

e SMP - 6 mésica

e BUTTER -4 mésice
e CHEESE - 2 mésice

e VSB -5 mésicu
e VCH- 3 mésice

Vyse uvedena zpozdénd zavislost ceny mléka na sledovanych komoditach je také

dobie demonstrovatelna pomoci spojnicovych grafii v Obr 17.3. V grafech miizeme

sledovat, ze posun grafu vyvoje ceny mléka oproti grafu vyvoje dané¢ komodity

pomérné¢ dobie odpovidd zpozdéni urCenému pouzitim zpozdénych korelac¢nich

koeficientu.
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Obr. 17.3: Spojnicové grafy vyvoje ceny mléka proti vyvoji sledovanych komodit SMP, BUTTER,
CHEESE, VSB, VCH (Vystup ze sw MS Excel)
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VSB
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Vypocet odhadu ceny mléka na zakladé pouziti zpozdénych proménnych oproti

soucasnym proménnym ma nasledujici vyhody:
e V¢tsi vysvétlujici hodnotu pro cenu mléka neZ u nezpozdénych proménnych.

e Moznost misto odhadii cen komodit na dany mésic pouzit pro predikci ceny
mléka jiz presné realné ceny komodit zndmé z predchozich mésict.

Na zékladé€ zjiSténych optimalnich zpoZdéni jednotlivych komodit je moZno nasledné
sestavit regresni model pro odhad ceny mléka y na zéklad€ zpozdénych regresort
SMP, BUTTER, CHEESE, VSB, VCH.
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Vysledna rovnice regresntho modelu pro predikci ceny mléka na zakladé
zpozdénych cen komodit mize pro ptredstavu vypadat nasledovné (koeficient za

nazvem proménné indikuje zpozdéni dané proménné v modelu.

CENA=8,708085253+0,027154115*SMP6+0,285307051*BUT TER4+0,09888345
*CHEESE2+1,188737389*VSB5+0,211761762*VCH3

17.3 Zavér

Pouhé pouziti obvyklych nezpozdénych korelaci mize byt zavadéjici v ptipadech,
kdy vysvétlovand proménnd y zavisi na vysvétlyjicich proménnych Xi,...,Xp
s né¢jakym casovym zpozdénim. V takové situaci vychazi nezpozdéné korelacni
koeficienty oproti oCekavani nizké, protoze ve stejném case spolu proménné realné
ptilis nekoreluji. PouZitim zpoZdénych korelacnich koeficientd je potom mozné
v datech najit necekané zavislosti, které po podrobn€j$i analyze casto
odpovidaji realné situaci. Velké casti ekonoml a védcl, uzivajicich statistiku
amatérsky bez spoluprace se statistikem, vSak existence zpozdénych korelaci bohuzel

neni znama.
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Z7Aavér

Cilem této rigordzni prace byla snaha vytvotit portfolio prikladi vyuzitelnych pii
statistickych Skolenich, které by absolventiim nematematickych obort zjednodusily
pochopeni a praci sregresnimi modely. Regresni analyza dava s dostupnym
statistickym softwarem pomérné snadno a lehce cenné vystupy, ale nedodrZeni
dulezitych zasad pfi tvorbé modelu a jeho findlnim pouziti mize vést k velmi
zavadéjicim vysledkiim, které mohou mit zejména v I€kaftstvi, ale 1 v jinych oborech

negativni disledky.

Ugelem bylo vytvorit material, ktery by byl co nejlepsim kompromisem mezi plng
korektnim  matematickym  pfistupem  k vysvétleni  regresnich ~ modell
a zjednoduSenym pfistupem sméfovanym k absolventim nematematickych oborti,

kteti vSak Casto regresni modely ve své praxi aktivné vyuzivaji.

V praci byla za timto ucelem vénovéana pozornost zejména didaktickému vysvétleni
podstaty regresniho modelovani. V. Kapitole 1 ,,Navrh optimalniho didaktického
postupu pii vysvétleni regresni analyzy* si muze ctenar osvojit na konkrétnim
praktickém piikladu zavislosti trzeb na investicich do reklamy danou problematiku a
teorii jen s pouzitim minimalniho mnoZstvi matematickych odvozeni. Vysvétleni
teorie s pouzitim matematickych odvozeni a symboliky jsem se snazil nahradit
ukazkami podstaty a interpretace na konkrétnich vystupech a vysledcich daného
prikladu.

V Kapitole 2 ,,Praktické pouziti vytvoieného regresniho modelu pro analyzu nakladt
a trzeb a optimalizaci investic ve firmé* si pozorny ¢tenaif mtize uvédomit dalsi
aplikaci regresniho modelu nez je klasické predikce a kvantifikace vlivu jednotlivych
vysvétlujicich proménnych na vysvétlovanou proménnou. Pfestoze tato aplikace
regresnich modelli v dostupné statistické literatuie témef neni zminovana, patii dle
mého ndzoru zvlasté v manazerskych a ekonomickych odvétvich k velmi praktickym

nastrojim, které statistika a matematika uzivateliim poskytuje.
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V Kapitolach 3-17 jsem se pokusil demonstrovat na jednoduchych piikladech
dopady nejcastéjSich chyb, kterych se laici pti pouziti regresnich modelit dopoustéji a

které mohou znehodnotit praci s regresnim modelem.

Pro nejcastéjsi chyby pii aplikaci regresnich modeld by bylo mozno na zaklad¢ této

prace navrhnout nasledujici rozdéleni podle miry fatalnosti na finalni vysledek:

a) Zavainé — vidy velmi zasadnim zpisobem ovliviiuji finalni podobu modelu,
predikci z néj, nebo dalsi statistické usudky

e Vyskyt vyrazné odlehlé hodnoty v modelu (Kapitola 15)

e Extrapolace pro hodnoty mimo obor, na kterém byl model konstruovan
(Kapitola 10)

e Nepouziti zpozdénych korelaci v regresnim modelu V piipadé nutnosti
(Kapitola 17)

e Pouziti korelacniho koeficientu pro nelinearni zavislost (Kapitola 3)

b) Stfedné zavazné — mohou v nékterych pripadech ovlivnit finalni podobu
modelu, predikci z néj, nebo dalsi statistické usudky

e Neodstranéni multikolinearity z regresniho modelu (Kapitolal2)

e Pouziti univariantni analyzy namisto multivariantni regrese (Kapitola 11)

e Neodhaleni zdanlivé korelace v modelu (Kapitola 5)

e (Odhad ocekavané hodnoty x z ptivodni regresni funkce namisto sdruzené
regresni funkce (Kapitola 6)

e Nesplnéni predpokladu homoskedasticity (Kapitola 13)

e Vyskyt autokorelace rezidui v modelu (Kapitola 14)

e Nesplnéni predpokladu normality rezidui (Kapitola 16)

C) Méné zavaziné - maji spiSe mensi dopad na finalni podobu modelu, predikci
z néj, nebo dalsi statistické usudky

e Zaména koeficientu determinace a adjustovan¢ho koeficientu determinace

(Kapitola 8)

e Nespravna interpretace korelacniho koeficientu a smérnice piimky (Kapitola
4)

e Interpretace korelacniho koeficientu bez soucasného ptihlédnuti k hodnoté p
(Kapitola 7)

e Zaména predikéniho a konfidenéniho intervalu (Kapitola 9)
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V préci jsem se snazil pouzit zejména konkrétni ptiklady, se kterymi jsem se setkal
pii své spolupraci s 1ékari, védci a ekonomy, pouzivajicimi regresni modely aktivné
pfi svém zaméstnani. Z této spoluprace také vyplynuly nejcastéjsi chyby, kterych se

laicky uzivatel regresnich modeld dopousti.

Dovoluji si tedy doufat, ze tato prace prispéje k lepSimu pochopeni regresnich
modelll ze strany nematematickych uzivatelti nejen pti Skolenich mych, ale pfipadné

i Skolenich jinych kolegt, ktefi by mohli vystupi této prace volné vyuzit.
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