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vrstev. Jadrem prace je pak analyza a modifikace morfologickych metod a interpretace
jejich vysledki. Diraz je kladen na statistickou povahu metod a jejich optimalni im-
plementaci vzhledem k presnosti vysledku. Prace ukazuje, jak 1ze modifikovat radialni
distribuc¢ni funkci a metody zalozené na Voronoiové dlazdéni a Delaunayové triangulaci
tak, aby lépe postihovaly charakter testovanych dat. Nové metody jsou testovany na
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Abstract: This work deals with the description and analysis of image data, which
related to the initial stages of the thin film growth. The introductory retrieval section
includes a description of thin films and methods of their deposition. The following
part is an overview of the growth models of thin layers. The heart of my thesis is
the analysis and modification of morphological methods and interpretation of their
results. The emphasis is placed on the statistical aspect of methods and their optimal
implementation due to the accuracy of the results. The work shows how to modify
the radial distribution function and methods based on so-called Voronoi and Delaunay
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Uvod

Fyzika tenkych vrstev prochéazi v poslednich desetiletich rychlym rozvojem. Jeji
vyuziti v elektronice (mikroprocesory), optice a optoelektronice (antireflexni vrstvy,
optické filtry), v dopravé (katalyzatory aut) nebo napfiklad v mediciné z ni ¢ini dulezity
védni obor, stimuluje vyzkum vlastnosti takovychto systémi a vede k vyvoji novych
metod tvorby tenkych vrstev. Snaha o co nejvétsi miniaturizaci pak obraci pozornost
k pocatecnim fazim ristu tenkych vrstev a k jejich vlastnostem.

Geometrie tenkych vrstev a tenkovrstvovych systému se lisi podle jejich pouziti.
Tenké vrstvy mohou byt pripravovany jako dvourozmeérné systémy na rovinném pod-
kladu (typicka aplikace v mikroelektronice a optoelektronice), jako dvourozmeérné sys-
témy na podkladech slozitych tvari (katalyzéatory) a nebo jako tzv. kompozitni vrstvy,
kdy je jeden material, obvykle kov nebo polovodic, rozlozen v objemu jiného materialy,
obvykle dielektrika (typickéa aplikace - optické filtry, odporové vrstvy, ale napt. i kon-
strukéni material raketoplant). Tato prace se bude zabyvat pouze tenkymi vrstvami
pripravovanymi na rovinnych podkladech.

Teoreticky popis tenkych vrstev je z podstaty problému vzdy pouze pfiblizny. Vel-
kou roli zde hraji ndhodné vlivy a neni jednoduché posoudit, které z nich jsou diilezité a
které naopak zanedbatelné. Zde nastupuji fyzikalni modely, které mohou za zjednodu-
senych podminek vznik tenké vrstvy simulovat. Tyto modely nam mohou poskytnout
lepsi vhled do problému a ukazat ndm procesy, které pomoci méfeni experimentalnich
dat nejsme schopni ziskat. Porovnanim experimentélnich dat s vysledky model pak
miizeme testovat platnost fyzikalnich teorii.

Informace o pocatec¢nich fazich ristu tenkych vrstev ziskdvame pomoci snimkut
z transmisniho elektronového mikroskopu. K popisu téchto dat se ¢asto pouziva metod
digitalniho zpracovani obrazu. Zde jiz existuji zavedené a pouzivané metody, stale je
ale mozné tyto metody zdokonalovat ¢i vynalézat jiné, jak ostatné ukazuje i tato prace.

Vzhledem k tomu, ze vSechny tii zminované obory jsou velice rozsahlé a neni mozné
je zde v uplnosti popsat, mize ¢tenar v pripadé hlubsiho zajmu sadhnout po dalsi
literatufe. V oblasti fyziky tenkych vrstev je mozné viele doporuéit knihu [1]. Informace
uvedené v kapitole 1 vychézeji pfevazné z tohoto zdroje. Uvod do poéitacové fyziky a
zpracovani obrazu pak mohou poskytnout napfiklad skripta [2] a [3].

Tato prace je rozdélena nasledovné: Prvni kapitola pojednava o tenkych vrstvach,
popisuje zakladni metody jejich tvorby a pribéh tohoto procesu. Obsahuje i fotografie
tenkych vrstev z elektronového mikroskopu, které se budou v dalsich ¢astech prace
analyzovat.

Druhéa kapitola obsahuje stru¢ny souhrn existujicich modelt tvorby tenké vrstvy.
Nastiniuje moznosti modelti a jejich omezeni. Obsahuje i vystupy, které jsou v ramci



treti kapitoly zpracovany.

Aby bylo mozné porovnat modelova data s experimentalnimi, je nutné Ctenare
zasveétit do zakladt teorie pravdépodobnosti a predstavit nékteré morfologické metody,
které lze aplikovat na obrazova data.

Ctvrta kapitola obsahuje popis nékterych statistickych metod a ukazuje, jak lze
pomoci nich zlepsit morfologické metody z predchozi kapitoly. Zabyva se téz vypoctem
chyb morfologickych metod.

Pata kapitola propojuje vsechny pfedchozi. Je v ni predstaven novy model ristu
tenkych vrstev. Pomoci morfologickych metod jsou pak analyzovany vystupy tohoto
modelu.

Sest4 kapitola zpétné shrnuje vsechny ptivodni vysledky obsazené v této praci.
Orientaci v textu muze ¢tenafi ulehcit rejstiik pojmt, umistény na konci prace.



Kapitola 1

Tenké vrstvy

Podle definice je tenka vrstva pevnou latkou, jejiz alespon jeden rozmeér je velmi
maly natolik, Ze se méni objemové vlastnosti latky. Tato definice ale neni zcela obecna,
protoze se mize vztahovat k riiznym fyzikalnim vlastnostem, kterymi tenkou vrstvu
charakterizujeme - jejim vlastnostem mechanickym, optickym, elektrickym, apod. Za-
timco podle jedné vlastnosti se material jesté chova jako objemovy, podle jiné jiz jako
tenkd vrstva. V pfipadé, Ze mame strukturu se dvéma rozméry nekonecnymi (resp.
makroskopickymi) a jednim koneénym, typické hranice tloustky tenké vrstvy lezi v roz-
mezi ne€kolika desitek nanometrt az mikrometru. V pfipadé nespojité nebo polospojité
vrstvy stejné jako v pripadé kompozitniho materialu se vzdy jedna o tenkou vrstvu.

1.1 Experimentalni metody

K vytvareni tenkych vrstev se pouziva velké mnozstvi metod. Kazda z nich ma
své vyhody i sva omezeni. Tato prace bude vyuzivat experimentalni data vytvorena
pomoci vakuového naparovani. Pro prehlednost se vsak pokusime shrnout i ostatni
metody.

Metody je mozné rozdélit do dvou skupin - na ,,chemické a elektrochemické“ a na
Hiyzikalni“. D& se fici, ze vétsi uplatnéni maji fyzikalni metody. U mnohych metod
neexistuji pro jejich nazvy ceské ekvivalenty. V takovych pfipadech budeme uzivat
anglickych nazva.

1.1.1 Chemické metody

vvvvvv

e Cathode electrolytic deposition - u této metody je latka, ze které ma byt
vytvorena tenkd vrstva, rozpusténa v roztoku nebo roztavena, v obou pripadech
ve formé iont. Pokud vlozime do roztoku (¢i taveniny) elektrody, kladné ionty
kovli budou ptritahovany ke katodé, kde se po prijeti elektronu usadi. Hmot-
nost nanesené latky bude imeérna elektrickému naboji, konstantou iimérnosti je
elektrochemicky ekvivalent daného materidlu. Vlastnosti vysledné tenké vrstvy
zaviseji na slozeni elektrolytu. P¥i této metodé je mozné jako substrat (podklad)



pouzit jen vodivé materialy. Tenké vrstvy mohou byt znecistény dalsimi slozkami
roztoku.

e Electroless deposition - tato metoda je zalozena na stejném principu jako
predchozi. V tomto pripadé vSak za tvorbu tenké vrstvy nemiize externi elek-
tricky zdroj, ale elektrochemické procesy probihajici na elektrodach. Rychlost
tvorby tenké vrstvy zavisi na teploté roztoku, casto je potieba pouzit néjaky
katalyzator. Tato metoda se pouziva naptiklad pii poniklovani.

e Anode oxidation - tato metoda je pouzivana hlavné k tvorbé tenkych vrstev
oxid nékterych kovi (Al, Ta, Nb, Ti, Zr, ...). Toto vrstvy se tvori oxidaci
anody, ke které jsou diky silnému elektrickému poli pritahovany ionty kysliku.
Ty pak mohou difundovat skrz jiz vytvorenou vrstvu oxidu. Rychlost ristu zavisi
exponencialné na intenzité elektrického pole. Tloustka vrstvy je diky tomu velice
homogenni, nelze vSak vytvaret prilis silné vrstvy, v urcitém okamziku dochézi
k elektrickému prirazu materialu.

e Chemical vapor deposition - je Casto pouzivana pii vyrobé polovodicovych
soucastek. Je mozné dosdhnout vysoké cistoty a krystalického charakteru vrstvy.
Casto se takto pripravuji homeoepitaxni vrstvy (podlozka je ze stejného materi-
alu jako vznikajici tenké vrstva). V metodé se vyuziva ur¢itych typt chemickych
reakci jako je pyrolyza (rozpad za vysokych teplot) nebo fotolyza (rozklad zpu-
sobeny ultrafialovym ¢&i infracervenym zafenim) nékterych plynnych sloucenin.
Prikladem jsou hydridy GeH, ¢i SiHy, ze kterych po rozkladu ziskdme cisté ger-
manium ¢i kfemik, které pak vytvareji na podlozce tenké vrstvy.

Nevyhoda chemickych metod je, Ze jsou pouzitelné vzdy jen na malou skupinu
materiali. Vyhodou je velka ¢istota ziskanych vrstev. Chemické metody jsou casto
s uspéchem vyuzivany v polovodicové technice.

1.1.2 Fyzikalni metody

Hlavni dvé fyzikalni metody jsou vakuové napaFovani (vacuum evaporation) a
katodové naprasovani (cathode sputtering). U obou metod existuje mnoho modi-
fikaci (laser beam evaporation, electron bombardment, resp. magnetron sputtering).
Obé metody se vyznacuji znacnou univerzalitou, co se tyka nanasenych materiali.
Vzdy je potieba specidlni aparatura a presné definované pracovni prostredi - vakuum
v prvni piipadé, prostiedi vyplnéné inertnimi plyny v druhém.

Proces tvorby tenké vrstvy pomoci vakuového napaiovani probiha nasledujicim
zptsobem. Nejprve se dodanim energie vypari ¢i vysublimuje material, ktery chceme
napafit. Odpafené ¢astice nasledné putuji k substratu. Po dopadu se ¢astice mohou
¢i nemusi zachytit. Mtze dochazet k driftovani ¢astic po povrchu, opétnému odpafeni
nebo naopak tplnému zachyceni.

Jednotlivé varianty této metody se lisi zejména tim, jak je dodavano teplo ma-
teridlu, ktery chceme vypafit (vysublimovat). V praxi se nejéastéji pouziva ohmické
teplo ¢i odpafovani elektronovym délem nebo laserovym paprskem. Dilezitym para-
metrem je tlak plynd uvnitt aparatury. Molekuly plyni mohou rozptylit proud c¢astic
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putujicich k substratu a naopak se mohou zaclenovat samy do vznikajici tenké vrstvy,
coz je v naprosté vétsiné pripadi nezadouci. Proto se uvnitt aparatury udrzuje vysoké
vakuum, fadové 1079 Pa. O jevech probihajicich po dopadu napafovaného materidlu
na substrat bude pojednano v nasledujici ¢asti.

Pii katodovém naprasSovani je z naprasovaného materialu vytvorena katoda sys-
tému, v némz dochazi vlivem silného elektrického pole k doutnavému vyboji. Substrat,
na kterém vytvarime tenkou vrstvu, je umistén mezi katodou a anodou systému. Pra-
covnim prostfedim byva néktery z inertnich plynti, napriklad argon ¢i xenon. Kladné
ionty téchto plyni vzniklé vybojem jsou pak pfitahovany ke katodé. Pii jejich dopadu
se mohou uvolnit ¢astice (neutralni atomy, ionty, ob¢as i vétsi shluky ¢astic) materiélu,
ze kterého je katoda vytvorena. Tyto ¢astice kondenzuji na okolnim povrchu a tedy i
na substratu.

Existuje mnoho zptisobii, jak vysSe popsanou zékladni konfiguraci vylepsit. Cilem
je zejména snizeni tlaku vzacnych plyni, které umozni zvysit ¢istotu vzniklé vrstvy.

1.2 Mechanismus vzniku tenkych vrstev

V zavislosti na tom, jak velké sily ptisobi mezi atomy naparfovaného materidlu a
substratem a mezi atomy napafovaného materidlu navzajem, miizeme rozliSovat tii
mody tvorby tenkych vrstev:

e Van der Merweliv mechanismus - tvoii se postupné jednolité vrstvy.

e Volmeriv-Webertiv mechanismus - tvorba nukleacnich center, tvorba, riist a spo-
jovani trojrozmérnych ostrivki.

e Stranského-Krastanoviiv mechanismus - adsorbce jedné nebo vice monovrstev,
na nichz se tvori trojrozmérné ostriavky.

BliZe se budeme zabyvat Volmerovym-Weberovym mechanismem, ktery je typicky
pro rist kovovych vrstev na dielektrickych podlozkach.
V tomto pfipadé lze rozeznat celkem c¢tyti faze ristu tenké vrstvy:

1. Tvorba nuklea¢nich jader - prvni ¢astice jsou adsorbovény na povrch bud
vlivem chemické adsorbce nebo pri setkani s dalsi ¢astici.

2. Raust jader - atomy migrujici po povrchu se nabaluji na nuklea¢ni jadra. Ost-
ruvky rostou, casto dochazi ke krystalizaci.

3. Slévani ostruvku - vytvari se polospojita a nasledné spojita vrstva.
4. Tloustkovy rust

Jednotlivé faze nejsou casové oddélené, k tvorbé novych nuklea¢nich jader (tzv.
sekundarni nukleaci) mize dochazet i béhem druhé a tieti faze.



Obrazek 1.1: Fotografie zachycujici pocatecni fazi tenkych vrstev rostoucich Volmero-
vym-Weberovym mechanismem [4]

1.3 Vymezeni

V této praci se zaméfime pouze na pocatecni faze rustu tenkych vrstev Volme-
rovym-Weberovym mechanismem. Pro tyto systémy lze ziskat pomoci transmisniho
elektronového mikroskopu kvalitni fotografie, viz obrazky 1.1, 1.2 a 1.3.

Prvni obrazek nam dava predstavu o méritkach, ve kterych se pii tvorbé tenkych
vrstev pohybujeme. Na obrazku je vytez fotografie o velikosti cca 2 x 2 cm pfi zvét-
Seni elektronového mikroskopu 100000 x . Hrana zachycené ¢asti vzorku je tedy dlouhé
priblizné 200 nm. Druhy obréazek ukazuje, jak mtze vypadat polospojita vrstva nane-
seného materialu. Tteti obrazek ukazuje, jak vypada snimek tenké vrstvy po tzv. bi-
narizaci. Binarizace je proces, pfi némz dochéazi k rozdéleni fotografie na dvé casti -
pozadi a objekty - pricemz objekty jsou oznaceny cerné a pozadi bile. V této praci
budeme pracovat pouze s binarizovanymi fotografiemi.



Obrazek 1.2: Ukazka polospojité struktury [4]

Obrazek 1.3: Fotografie tenké vrstvy stfibra pripravené na dielektrické podlozce —

binarizovany snimek [5]



Kapitola 2

Modely rustu tenkych vrstev

Fyzikalni model je postup ¢i myslenkova konstrukce, kterd ma za cil zjednodusené
popsat dany fyzikalni jev. V pripadé modelt ristu tenkych vrstev mtzeme zptisoby
zjednoduseni rozdeélit do nékolika skupin.

Prvni kategorii je prostorové omezeni. Musime si urcit, jestli do modelu zahrneme
celou aparaturu nebo jen malou ¢ast podlozky, na které vznika tenka vrstva. Musime se
také rozhodnout, jestli budeme pracovat v trojrozmérném prostoru, nebo se omezime
na dvojrozmérnou projekci.

Druhou kategorii je casové omezeni. Nékteré modely ¢asové méritko tplné opomijeji
a snazi se modelovat stav v jednom konkrétnim okamziku. Jiné modely s ¢asem pracuji
a snazi se modelovat kratsi ¢i delsi casovy tsek procesu.

Treti kategorii zjednoduseni jsou aproximace objektii vyskytujicich se v experi-
mentu. Jednim extrémem je popisovat objekty v experimentu pomoci vinové funkce
a k propagaci vyuzivat Schrédingerovu rovnici. Opa¢nym extrémem je odpoutani ob-
jekti od jejich fyzikalni podstaty. Pak mtzeme napriklad ostrivky vznikajici u Volme-
rova-Weberova mechanismu reprezentovat mnozinami pixeld na obrazku.

Cilem modelovani je ziskat informace o experimentu, aniz bychom ho museli prova-
dét. Abychom mohli povazovat tyto informace za vérohodné, musime néjakym zptso-
bem ovérit, jestli a v jakych ohledech model odpovida experimentu. V pripadé tenkych
vrstev muzeme k porovnani pouzit fotografie tenkych vrstev z elektronovych transmis-
nich mikroskopi, pfipadné dalsich zobrazovacich technik (STM, AFM, atd.).

Pokud bychom porovnali vysledky modelu s realitou, zjistili bychom, ze vysledky
modelu se od reality vice ¢i méné odlisuji. My bohuzel realitu presné nezname. In-
formaci o ni nam zprostiedkovavaji fotografie z elektronového mikroskopu, které maji
casto nizké rozliseni a na nichz v nékterych mistech ani nejsme schopni rozpoznat,
co jsou napaiené atomy a co podlozka. Pfi porovnavani fotografii s vysledky modeli
tedy porovnavame nepresné s nepresnym. Pokud bychom dokézali vytvorit model li-
sici se od fotografii z elektronového mikroskopu srovnatelné tomu, jak se lisi fotografie
od skutecnosti, mohli bychom z modelu teoreticky ziskat kvalitnéjsi informace nez
7 experimentu.

Modely, které dostatecné dobte popisuji experiment, mizeme vyuzit i ke zkoumani
fyzikalnich jevli samotnych. V experimentech jsme omezeni dostupnou aparaturou, ma-
terialy a jejich vlastnostmi. V simulacich mtizeme libovolné€ ménit vlastnosti material



a tim zkoumat jejich vliv na vyslednou strukturu. Modely nam tedy mohou pomoci
l1épe pochopit fyzikalni zadkonitosti daného fyzikalniho jevu. V praxi se k tomuto tcelu
casto pouzivaji i modely znac¢né nepresné. Zavéry vytvorené na zakladé simulaci je
tedy nutné vzdy brat s rezervou a porovnavat s vysledky experimentalnimi.

Ve zbytku této kapitoly popiSeme nékteré casto vyuzivané modely tenkych vrstev.
Vysvétlime si jejich princip, nastinime jejich omezeni a prednosti, a uvidime, jaké
informace mtzeme z téchto modelt ziskat. Tento souhrn méa za cil dat ¢tenafi prvotni
predstavu o tom, jaké modely se v této oblasti pouzivaji. Druhym cilem této kapitoly
je popsat modelova data, se kterymi budeme v dalsich kapitolach pracovat. Metodami,
kterymi lze porovnavat modelova a experimentalni data, se zabyva kapitola 3.

2.1 Hard-disk model

Jeden z nejjednodussich modelii se nazyva hard-disk model.! Model je ¢isté stochas-
ticky (neni deterministicky, vyuziva (pseudo)nahodnych ¢isel), nemé vazbu na fyzikalni
podklad a pracuje s dvojrozmérnou projekci.? Riist tenkych vrstev napodobuje zna¢né
nepresné, byva vsak casto pouzivan k testovani metod pracujicich s obrazovymi daty
8, 9] ¢i k porovnani se slozitéjsimi modely [5, 10].

Model bere ostrivky vznikajici Volmerovym-Weberovym mechanismem jako celky
a nezabyva se jejich vnitini strukturou. Ostrivky aproximuje kruhy s predem urce-
nym polomérem R 3. Pii simulaci se jednotlivé kruhy ndhodné umistuji do pracovni
oblasti Q C R? Vystupem modelu je mnozina N objekt® umisténych v oblasti
(objekt je umistény v oblasti €2, pokud tam lezi jeho tézisté). Jedingm omezenim pii
umistovani objektt je, aby nelezely prili§ blizko u sebe. Parametr, ktery urcuje nej-
blizsi moznou vzdalenost dvou objektt od sebe, se nazyva diftizni parametr D. Jako
vzdalenost objektil zde bereme vzdalenost mezi jejich okraji.

Poslednim parametrem modelu je tzv. pomér zaplnéni P. Pohybuje se mezi nulou
a jednickou a znaci, kolik objekttt bylo na plochu vlozeno v poméru k maximalnimu
moznému poctu objektd N,,.., které tam bylo mozné v daném ptipadé vlozit.

2.1.1 Prakticka realizace modelu hard-disk

Maximalni pocet objektl, které lze na pracovni plochu umistit, neni vzdy kon-
stantni a pro jednotlivé realizace modelu se muze liSit az o né€kolik procent. Pokud
jako parametr modelu bereme pomér zaplnéni, musime pii simulaci zjistit i veli¢inu
Ninaz prislusnou dané konkrétni realizaci. K tomu pouzivame nasledujici algoritmus:

1. Pocatecni faze. V prvni fazi generujeme soutradnice, na které se pokousime
umistit objekt, ndhodné. Prvni fazi ukonc¢ime v okamziku, kdy uz je pravdépo-
dobnost umisténi velmi nizka.

1Zde vyuzivame nazvoslovi pouzivané prof. Hrachem a jeho spolupracovniky [5, 6]. Tento termin
je inspirovan variantou molekularné-dynamické simulace s obdélnikovym potencidlem. P¥i vhodném
nastaveni parametrt lze tento model také popsat matematicky jako hard core point process [7].

2Existuje i trojrozmérné varianta, kterd se pouziva p¥i modelovani kompozitnich materiald.

3V nékterych piipadech jsou ostriivky aproximovany i jinymi geometrickymi tvary, napiiklad
elipsami [8].



2. Primarni déleni. Plochu si rozdélime na p; x ¢; obdélniki. U kazdého ob-
délniku otestujeme, zda je mozné, aby tam mohl lezet stfed nového kruhu, a
to nasledujicim zptisobem: testujeme, zda existuje objekt, jehoz tézisté je blize
sttedu obdélniku, nez je D + 2R — q. Hodnota ¢ zde znaci polovinu thlopricky
obdélniku. Pokud takovy objekt existuje, neni mozné vlozit na plochu objekt,

vy

Toto tvrzeni nemusi byt na prvni pohled zfejmé, proto se k nému pozdéji vratime
a objasnime si ho podrobnéji.

3. Druha faze. V tomto kroku se pokousime umistit objekty jen do obdélniki,
které jsme v predchozim kroku nezamitli. Druhou fazi ukonc¢ime, kdyz pravdé-
podobnost umisténi klesne k nule, resp. kdyz dlouhou dobu neumistime zadny
objekt.

4. Sekundarni déleni. Kazdy obdélnik z druhé faze rozdélime na ps X ¢o mensich
obdélnikl a kazdy z nich otestujeme stejné jako v kroku dva. S obdélniky, které
jsme nevyloucili, se vracime do bodu tii.

Pokud jsme v druhém ¢i ¢tvrtém kroku algoritmu vyloucili vSechny obdélniky,
ukazalo se ndm, Ze uz zadny dalsi objekt na plochu vlozit nemtizeme a zjistili jsme téz
Nynae prislusné této realizaci. Abychom ziskali realizaci modelu s prislusnym pomérem
zaplnéni, stac¢i pak odstranit ptislusny pocet naposledy pridanych objektti.

Je teoreticky mozné, zZe se algoritmus opakovanym délenim dostane az k obdélnikiim
s hranou srovnatelnou se strojovou presnosti a presto zbydou nevyloucené obdélniky.
Tato moznost je ale velice malo pravdépodobna. Pfi testovani algoritmu se pii nasta-
veni dostatecné dlouhé prvni a tieti faze algoritmus zastavil téméf vzdy po prvnim
sekundérnim déleni (byly vylouceny vSechny obdélniky prvniho sekundarniho déleni).

Nyni se vratime k druhému kroku algoritmu a ilustrujeme si ho na situaci nazna-
¢ené na obrazku 2.1. Na ném je naznaceno rozdéleni plochy na obdélniky. Na plose
je umistén jeden objekt a okolo ného jsou naznaceny vzdalenosti D + R, D + 2R a
D + 2R — g od jeho stiedu.

Podivejme se, jak algoritmus v druhém bodé vyhodnoti vybarvené obdélniky. Ze-
lené vybarveny obdélnik algoritmus nezavrhne, jelikoz jeho tézisté je az za hranici oran-
zové kruznice. Vidime, ze dalsi objekt do tohoto obdélniku opravdu mtzeme umistit
(kruh ohrani¢eny ¢ervenou kruznici ho nezakryva cely). Sedy obdélnik algoritmus za-
obdélniku. Cervena kruznice nam ukazuje, ze do tohoto obdélniku uz zadny dalsi ob-
jekt umistit nemtzeme, presto ho algoritmus v tomto kroku nevylouci. Stane se tak az
pozdéji, kdyz se algoritmus vrati zpét do druhého kroku se zjemnénou siti. Kritérium
v druhém kroku tedy vzdy propusti ty obdélniky, do kterych objekty umistit jesté lze,
nezamitne vSak nutné vsechny obdélniky, kam objekt umistit nelze.

Nyni se podivejme na konkrétni vystupy modelu. Na obrazku 2.2 vidime vysledky
modelu pro oblast Q = [0;1] x [0;1], R = 0,005, D = 0,01 a P = {3,2,2 2 2 1} Vi-
dime, Ze pti vyssim pomeéru zaplnéni se zda vysledna struktura pravidelnéjsi a objekty
jsou rovnomeérnéji rozmisténé. Mérenim téchto vlastnosti se budeme zabyvat v pristi
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Obrazek 2.1: Tlustrace algoritmu pouzivaného v modelu hard-disk

kapitole. V algoritmu jsme pouzili p; = ¢ = 1000, p» = ¢ = 10. Vysledny pocet
objektl byl Np,q. = 1802.

Tento model budeme v néasledujici kapitole pouzivat k testovani jednotlivych mor-
fologickych metod. Z modelu hard-disk vychazi i model, ktery predstavime v kapitole 5.

2.2 Molekularné-dynamické modely

Molekulédrné dynamické modely (déle zkracené MD modely) se v soucasné dobé
s uspéchem pouzivaji v rtiznych odvétvich fyziky, chemie i biologie. Pracuji na ato-
marni Grovni v trojrozmérném prostoru a vyuzivaji klasické pohybové rovnice, které
fesi numericky. Pisobeni sil mezi jednotlivymi atomy je zde aproximovano pomoci
empirickych potencialt.

Vysledky MD modelti byvaji ¢asto velice presné. Problémem je vSak velkd vy-
podetni narofnost a extrémné maly Casovy krok (fddoveé 107'% s)*. V z4vislosti na
pouzitém algoritmu muze byt vypocetni slozitost nejlépe linearni s poc¢tem atomu a
linearni s ¢asem. PTi soucasném stavu vypocetni techniky je mozné provadét simulace
fadové 10° atomt po dobu fadoveé 1076 s, a to jen na velkych poéitacovych clusterech.?

Proces tvorby tenkych vrstev probiha v faddech sekund a podlozka, na kterou na-

4Casovy krok musi byt kratsi, nez je perioda nejrychlejsiho pohybu, ktery chceme zachytit. V tomto
ptipadé jde o vibrace atomti.
®Limitn{ hodnoty vychézeji z informaci v ¢lanku [11] z roku 2009.
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Obrazek 2.2: Realizace hard-disk modelu pro rtizné pomeéry zaplnéni

pafujeme atomy mé fadové vic nez 10° atomt. P¥i simulacich tedy musime rapidné
omezit studovanou oblast a/nebo se omezit na velice kratké ¢asové intervaly. Proto lze
timto zpusobem simulovat jen urcité fragmenty procesu. V ¢lanku [12] byly napiiklad
timto zplisobem zkoumany tvary ostrivkt o rizném mnozstvi atomi, proces slévani
blizkych ostrivkl a také migrace jednotlivych atomt po podlozce. Tyto vysledky pak
byly pouzity v metodé Monte Carlo.

2.3 Modely zalozené na metodé Monte Carlo

Metoda Monte Carlo (dale budu znacit jako MC) je ndzvem pro skupinu stochastic-
kych algoritmii pouzitelnych pro velkou skalu problémi. Typickym postupem u téchto
modeli je nahrazeni deterministickych pravidel, jejichz vliv lze postihnout néjakou
veli¢inou, ndhodnym procesem se stejnym rozdélenim. Namisto aplikovani piivodniho,
¢asto vypocetné narocného pravidla, MC modely ndhodné generuji vysledek tak, aby
rozdéleni métitelnych velicin ziistalo co nejpodobnéjsi. Typickym prikladem takového
modelu je aproximace Brownova pohybu ndhodnou prochazkou. Misto abychom uva-
zovali vsechny mozné sily ptisobici na pylové zrno, zméfime si pouze diftizni koeficient.
Nésledné opakované generujeme (pseudo)nédhodna ¢isla s vhodnym rozdélenim, které
budou urcovat, jakym smérem a jak daleko se pylové zrno v kazdém casovém kroku po-
sune. Pii pouziti vhodného rozdéleni pii generovani nahodnych ¢isel miizeme Browniv
pohyb modelem velmi dobte aproximovat.
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Modely typu MC, simulujici rtist tenkych vrstev, mtizeme najit napiiklad v praci
[13] ¢ v jiz zminéném ¢lanku [12]. Zakladnimi objekty v simulaci jsou atomy a jejich
pohyb je simulovan pomoci statistik ziskanych z molekularné-dynamickych simulaci.
Vysledky takovéhoto modelu mohou kvalitativné vystihovat chovani realnych fyzikal-
nich systému [13]. Diky tomu mtzeme pomoci MC modeli zkoumat vliv jednotlivych
parametri experimentu/simulace, naptiklad vliv rychlosti napafovani, jak ukazuje ¢lé-
nek [12].

Nyni struéné popiSeme model z ¢lanku [12], jehoz vysledky budeme, stejné jako
modelova data vygenerovana hard-disk modelem, vyuzivat v kapitole 5. Jak jiz bylo
feceno, model prebirda vysledky MD modelu, ktery simuluje chovani jen malé ¢asti
experimentu. Prevzaté informace zahrnuji velikosti ostrivka v zavislosti na poctu
atomi, popis slévani blizkych ostrivki, popis migrace jednotlivych atomd po pod-
loZce a tvorby kondenzacnich jader - zarodkt budoucich ostrivkt. Samotny MC mo-
del v kazdém kroku vyhodnocuje, ktery z objektti na ploSe se posune, piidava nové
dopadnuvsi atomy rychlosti imérnou naparovaci rychlosti a fesi spojovani dostatecné
blizkych objekti.

Pracovni oblast je v modelu rozdélena pomoci ¢tvercové mrizky na 1000x1000

Vv

Vv

systému se mohou pohybovat pouze jednotlivé atomy. Pokud se dva takové atomy
potkaji, vytvoii dvojici (nuklea¢ni jadro) a nadale uz zistanou na misté. Pokud narazi
pohybujici se atom na skupinu atomt, je ji absorbovan a u vysledného objektu se zvétsi
polomér kruhu, ktery jej reprezentuje. Pokud se u néjakého objektu zvétsi polomeér
natolik, ze se dotyka ¢i prekryva s jinym objektem, jsou tyto objekty slouceny v jeden
VEtsi.

Vystupem modelu jsou pozice objektt na plose a jejich polomeér v riznych ¢asovych
okamzicich. Na obrazku 2.3 vidime stav systému pro tii ¢asové okamziky a pro dveé
napafovaci rychlosti. Napafovaci rychlost je definovdna tim, kolik monovrstev (mo-
nolayer, zkratka ML) by se z atomi, které dopadnou na povrch za jednu sekundu,
vytvoiilo. Odpovidajici jednotkou je monovrstva za sekundu (zkratka ML/s). Casové
okamziky, ve kterych jsou systémy zachyceny, jsou takové momenty, kdy dopadlo na
povrch tolik atomil, aby vytvorily prave 1, 3, resp. 5 monovrstev.

7 obrazku vidime, Ze charakter vysledkid modelu je silné zavisly na naparovaci
rychlosti. Jedno z vysvétleni rozdilit miize spocivat v tom, ze pri nizké napafovaci
rychlosti migrujici atomy castéji narazi na vétsi objekt nez na jiny migrujici atom.
Vznika tak relativné malo ostrivki, které ale o to rychleji rostou. Pokud je naopak
napafovaci rychlost vysoka, migrujici atom mnohem castéji narazi na jiny migrujici
atom a vytvori dalsi nuklea¢ni jadro.

Popsany model ma fadu volitelnych parametrii, které mohou pomoci presnéji simu-
lovat konkrétni experimentalni podminky - 1ze uvazovat i omezenou migraci malych
nékolikaatomovych objekti, rozpad objekti a jejich desorpci, rozdilné koeficienty kon-
denzace nanasenych atomt na ¢isté podlozce a povrsich jiz vytvorenych objekti, atd.
Data pouzivand v této praci vSak odpovidaji zjednodusenému modelu z ¢lanku [12].

Detailni informace o tomto modelu vychazeji jak z ¢lanku [12], tak i ze soukromé
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Obrazek 2.3: Vysledky MC modelu pro napatovaci rychlosti 10> ML/s (nahote) a
10* ML/s (dole) pro tloustku vrstev 1 ML (vlevo), 3 ML (uprostfed) a 5 ML (vpravo),
vytez [12]

komunikace s prof. Hrachem, jenz je hlavnim autorem c¢lanku. Profesor Hrach téz
poskytl data, kterd budeme pouzivat v kapitole 5.
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Kapitola 3

Morfologické metody

Pokud chceme urcovat presnost néjakého modelu, musime si stanovit kritéria, podle
kterych budeme presnost posuzovat. Od modeli ocekévame, ze jejich vysledek bude
podobny experimentalné ziskanym datiim - snimktm struktury z transmisniho elek-
tronového mikroskopu. Vzhledem k tomu, Ze snimky rtznych ¢asti struktury nejsou
totozné, neni cilem modelu dosdhnout presné stejné struktury, ale spise napodobit cha-
rakter snimkt. K popisu vlastnosti obrazk budeme pouzivat bud néjaké funkéni za-
vislosti, kterym budeme fikat charakteristiky, nebo ¢iselné hodnoty, tzv. pfiznaky.
Metodu, pomoci které ziskdme dany priznak ¢i charakteristiku, budeme nazyvat mor-
fologickou metodou.

V této kapitole predstavime nékolik morfologickych metod a ptiznak® z nich od-
vozenych. Dale budeme testovat tyto metody na modelovych datech ptredstavenych
v predchozi kapitole. Ukazeme, jak lze tyto metody modifikovat pro zpracovani ex-
perimentalnich dat a zhodnotime jejich vhodnost pro fotografie rtiznych stadii ristu
tenkych vrstev.

Kvalitni zhodnoceni vlastnosti morfologickych metod v této kapitole vyzaduje po-
krocilejsi statistické metody. V této kapitole jsou proto nékteré postupy pouze nazna-
¢eny. Podrobné jsou prislusné techniky vysvétleny az v kapitole néasledujici.

Nez se pustime do vSech téchto tikoli, musime si stanovit, co bychom od morfolo-
gickych metod chtéli a ocekavali.

Porovnatelnost. Metody musi umét porovnat rastrovy obrazek z elektronového mi-
kroskopu a vysledky modelti, které mohou mit vektorovy charakter.

Diskriminabilita. Metody by mély byt schopny rozlisit, jestli dva rizné obrazky
pochazeji z jednoho a téhoz experimentu. Metody by mély byt schopny citlivé
zachycovat zménu charakteru tenké vrstvy v pribéhu jeji tvorby.

Robustnost. Metody by nemély byt pfilis citlivé na malé ¢i lokalni zmény v obrazku.

Invariantnost. Metody by nemély byt citlivé napiiklad na zménu métitka obrazku,
rotaci obrazku ¢i jeho zrcadleni.

Efektivnost. Metody by nemély byt extrémné vypocetné narocné.
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Nezavislost. Radi bychom dostali sadu charakteristik, kde kazda charakteristika by
popisovala jiny rys obrazku. Charakteristiky ani pfiznaky by tedy nemély byt
vzajemné korelovany.

Uplnost. Pokud bychom dokézali pomoci morfologickych metod plné postihnout in-
formaci skrytou v obrazku, méli bychom byt schopni z charakteristik a priznakt
obrazek zpétné zrekonstruovat.

K posuzovani téchto vlastnosti je vhodné vyuzit statistickych metod a pojmt z teo-
rie pravdépodobnosti. Pravé metody vyuzivajici statistické zpracovani dat nam mohou
zajistit robustnost, invariantnost a nezavislost. V této kapitole uvedeme pouze zakladni
pojmy teorie pravdépodobnosti, které jsou nutné k matematickému popisu morfologic-
kych metod. (Statistické metody potiebné ke spocteni charakteristik a ptiznaki budou
naplni kapitoly 4.) Nésledovat bude popis nékolika konkrétnich morfologickych metod
a jejich otestovani na modelovych i experimentalnich datech.

3.1 Zaklady teorie pravdépodobnosti

Predstavme si, ze chceme analyzovat vlastnosti celé tenké vrstvy. K tomu bychom
potiebovali vyfotografovat kazdou jeji ¢ast, obrazky navzajem pospojovat a vyslednou
obri fotografii analyzovat. Tento pristup by byl velice pracny a c¢asové i vypocetné
naroény. V praxi mivame k dispozici jen nékolik malo snimkt. Cim méné jich je, tim
méné nase udaje vypovidaji o celku. Pfesto ndm vsak o celku mohou dat dobrou
predstavu.

Na vlastnosti celé tenké vrstvy se mizeme divat jako na ndhodné jevy s neznamou
hustotou pravdépodobnosti. Hodnoty ziskané z jednotlivych fotografii pak mtzeme
brat jako navzajem nezavislé realizace z daného pravdépodobnostniho rozdéleni. Nasim
cilem bude z naméfenych dat co nejlépe odhadnout skutecné rozdéleni (tedy hustotu
pravdépodobnosti ¢i distribuéni funkei rozdéleni).

Nyni strucné ke znaceni. Jednotlivé ndhodné jevy budeme znacit X, resp. Y, Z.
Hustotu pravdépodobnosti jevu X budeme oznacovat jako py(x), distribuéni funkci
jako Fx(x). Jednotlivé realizace jevu budeme oznacovat ;.

Pro tplnost jen pfipomenme, zZe distribuc¢ni funkce je neklesajici, zprava spojita
funkce splijici Fx(z) = P(x; < z). (Hodnota distribu¢ni funkce jevu X v bodé z se
rovna pravdépodobnosti, Ze pfi realizaci jevu dostaneme hodnotu nizs$i nebo rovnou z.)

Hustotu pravdépodobnosti definujeme jako px () = %x(w). Hustota pravdépodobnosti

pak bude nezaporna funkce spliujici f_oooo px(x)dr=1a Pla<x; <b)= fab px (y)dy.

Pokud pijde o odhady, budeme k pfislusnym veli¢inam pridavat st¥isku: px(x),
Fx(z), k optimalnim odhadfim budeme piidévat jesté hvézdicku p% (z), F ().

Empiricka distribu¢ni funkce je jednoduchym odhadem distribu¢ni funkce. Pro
soubor hodnot {z;}Y, definujeme empirickou distribuéni funkei predpisem Fy(z) =
* Zf;l I(x > x;), I(A) znad¢i indikator mnoziny A. Vysledné rozdéleni je diskrétni a
plné z4visi na hodnotach {z;}¥,. P¥i ndhodném vybéru z tohoto rozdéleni je kazda
z hodnot z; realizovana s pravdépodobnosti N1
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3.2 Jednotlivé morfologické metody

Vlastnosti, které nam mohou morfologické metody poskytnout, mizeme zjednodu-
Sené rozdélit do néasledujicich skupin: [3]

e Integralni informace - informace o obrazku jako celku
e Informace o jednotlivych objektech
e Informace o rozmisténi objektt na plose/v prostoru

e Informace ziskané z obrazki zachovavajicich stupné Sedi

V této praci budeme pouzivat pfedzpracované obrazky. Objekty budou znaceny
¢ernou barvou a pozadi bude bilé. Budeme se tedy zabyvat jen prvnimi tfemi skupi-
nami. U treti skupiny budeme uvazovat jen rozmisténi v ploSe a naznacime, jak by se
daly tyto metody zobecnit pro trojrozmérna data.

3.2.1 Matematicky popis experimentalnich dat

Abychom mohli metody jednoznacné popsat, musime umét matematicky popsat
nékteré zakladni pojmy, jako jsou obréazek, objekt ¢i pixel.

Obréazkem (obecné Sedoténovym) budeme myslet dvojici {Q,Z}, kde Q C R? a
7 :Q — [0,1]. Mnozina € je nosi¢ obrazku, zpravidla bude ¢étvercova ¢ obdélnikova.

Binarizovany obrazek pro nas bude obrazek, kde Z : Q — {0,1}. V této kapitole
budeme dale uvazovat jen obrazky binarizované. Hodnota 0 bude znacit bilou barvu,
hodnota 1 ¢ernou. Pixel budeme povazovat za jednotkovy ¢tverec. Pro fotografii o roz-
mérech m x n pixel volime Q = [0, m] x [0, n].

Diskrétni obrazek pro nés bude takovy obrazek, jehoz nosi¢ spliiuje podminku
Q = 1[0,m] x [0,n], m,n € NaZ(x) =ix € [0,1]] prox € [k,k+ 1] x [I,l + 1],
1€{0,1,....m—1} ke {0,1,...,n—1}.

Mnozinu objektt {p;} definujme pro binarizovany obréazek jako P = {z | Z(x) = 1}.
Jednotlivé objekty p; € Q) pak jsou maximalni podmnoziny P takové, ze prinik jejich
vnittkl je prazdna mnozina.

Hrani¢ni objekt pro nas bude takovy objekt p;, pro ktery plati, ze p; N 0Q # 0.
Znak 0 zde zna¢i hranici mnoziny vzhledem k eukleidovské metrice v R?, znak p; uzavér
mnoziny p; vzhledem k téze metrice.

Déle zavedeme tii rtizné funkce, které méii vzdalenost objektt p;, p;. Prvni z nich
definujeme jako dist1(ps, p;) := in feep, yep, {112 —ylle}, kde ||.||c je eukleidovska norma
v R%. Druhou funkci zavedeme jen pro objekty z diskrétniho obrazku dists(p;, p;) =
disti(s;,s;) — 1, kde s; je mnozina stiedt pixelt objektu p;. Tato definice ma za cil
to, aby objekty, které se dotykaji jen rohem, mély nenulovou vzdalenost a naopak aby
pixely se spole¢nou hranou pattily do jednoho objektu a mély tedy nulovou vzajemnou
vzdélenost. To funkce dist; nezajistuje, ale funkce disty ano. Tteti funkce (dist3) méri
vzdélenost tézist objektt pomoci dist;.

Velikost (obsah) objektu definujeme jako |p;| = fpi xdx.

Nyni, kdyz uz umime modelova i experimentalni data dostatecné presné popsat,
muzeme piistoupit k samotnym morfologickym metodam.
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3.2.2 Integralni informace

Integralni informace nam dévaji informaci o obrazku jako celku. Dvé zakladni mor-
fologické metody spadajici do této kategorie jsou pocCet objekti a stupen zaplnéni
(nékdy také stupen pokryti).

Diky predchozim definicim mizeme za pocet objekti formalné brat pocet prvki
mnoziny P. Mensim problémem jsou hrani¢ni objekty, u kterych mtizeme predpokla-
dat, Ze nejsou v €2 obsazeny celé, nemame o nich tedy tplnou informaci. Pokud budeme
znat nebo dokazeme odhadnout tvar objektu, budeme zapocitavat do poc¢tu objekti
jen pomér obsahu objektu, ktery je uvniti, vici celé velikosti objektu. Pokud tvar
objektli nezname, budeme hrani¢ni objekt zapocitavat jako polovinu objektu.

Stupenl zaplnéni nam urcuje, jakou c¢ast obrazku objekty zabiraji. Zde je imple-
mentace piimocara. U analyticky zadanych objekti secteme jejich obsah a podélime
velikosti plochy, v niz jsou umisténé. U diskrétnich obrazkt staci takto pocitat pixely.
Obecné miizeme stupeti zaplnéni vyjadiit jako |P|/|Q].

Integralni informace jsou univerzalni a muizeme je vyuzit, kdykoli umime iden-
tifikovat jednotlivé objekty a zmérit jejich velikost. Lze je jednoduse zobecnit i pro
trojrozmérna data.

3.2.3 Popis jednotlivych objektt

Jednotlivé objekty jsou definované svou velikosti a tvarem. Nasim cilem je ziskat
predstavu o téchto vlastnostech, a to idedlné pro vSechny objekty (ostrivky) v celém
experimentu. Fotografie z elektronového mikroskopu nam poskytuje informace o malém
zlomku téchto objektt. Z téchto informaci pak mizeme celkové rozdélené velikosti a
tvartt odhadnout.

U velikosti objekti je situace celkem jednoducha. Velikost objektti jsme definovali
jako fpi xdzx, jde tedy o ¢iselné velic¢iny. Velikosti objektti na obrazku mtizeme brat
jako nahodna ¢isla vygenerovana z rozdéleni s neznamou hustotou pravdépodobnosti.
Nasim cilem je tuto hustotu co nejlépe odhadnout. Odhady hustoty pravdépodobnosti
se zabyva sekce 4.2.

Pokud chceme postihnout tvar objektl, dostavame se do slozité situace. Jakykoli
priznak bude nutné obsahovat jen ¢ast informace o tvaru objektu. Pti volbé pfiznaki
tedy velmi zalezi na tom, jaky aspekt tvaru chceme postihnout. Béhem tvorby tenkych
vrstev jsou priuméty objekti zpocatku kruhové a teprve v pozdéjsich fazich se jejich
tvar zacCina diferencovat. Prirozenym pozadavkem je tedy mérit ,miru kruhovosti®,
k ¢emuz ndm muze slouzit napiiklad tzv. tvarovy faktor (anglicky form factor). Ten
je definovan pro jeden objekt jako normovany pomeér jeho obsahu a druhé mocniny
jeho obvodu: FF(p;) = A 8"; 1|‘2 [3]. Tvarovy faktor mtze nabyvat hodnot mezi nulou
a jedni¢kou. Pro kruhovy objekt ziskdvame tvarovy faktor roven jedné. Cim vice se
tvar odlisuje od kruhového, tim niz$i ma tvarovy faktor. VSimnéme si, ze hodnota
tvarového faktoru nezavisi na velikosti objektu. Ptiznak je invariantni vici skalovani
(zméné méiitka).

Nevyhodou tvarového faktoru je problematicky vypocet obvodu u diskrétnich ob-
razkl. Proto zavadime jesté jednu veli¢inu, ktera se vypoctu obvodu objektu vyhyba
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- acirkularitu. Ta vychazi z porovnani objektu p; s kruhovym objektem o stejném ob-
sahu p:ef Pokud tyto dva objekty ptekryjeme (stfed kruhového objektu polozime do
1isi. Acirkularitu definujme Jako podil poctu pixeltt tvoFicich p; majicich s pi* nulovy
primik (tedy pomér pixelit, které p/*/ nezakryva ani trochu ku poctu pixelit celého ob-
jektu). Pro kruhové objekty tedy bude acirkularita nulové, s rostouci nepravidelnosti
tvaru acirkularita roste k jedné. Pro analyticky zadané objekty miizeme acirkularitu
pocitat pomoci integrali.

Oba popsané priznaky lze pouzit, kdykoli zname tvar objektt, 1ze je rovnéz modifi-
kovat pro trojrozmérna data. Musime vSak mit na paméti, ze oba predstavené priznaky
zachycuji jen jeden aspekt tvaru objektu. Pro pozdéjsi faze ristu tenkych vrstev, kdy
se tvary objekti zacinaji diferencovat a zac¢ina vznikat nespojita struktura, nemusi byt
takovyto popis postacujici.

3.2.4 Radialni distribuéni funkce

Nyni se presuneme ke tfeti skupiné metod — k metodam, které zkoumaji rozmis-
téni objekti na plose. Prikladem takovéto velic¢iny je tzv. radialni distribuc¢ni funkce.
Poskytuje informace o vzajemné vzdalenosti objekti nasledujicim zptisobem: zjistuje,
jaka je pravdépodobnost, ze dva nahodné zvolené objekty jsou od sebe vzdalené méné
nez r, pokud plati, Ze jsou od sebe vzdalené méné nez r,,;.

Vyklad v této sekci bude probihat opacné nez v sekci predchozi. Nejprve rozebe-
reme definici jevu samotného a teprve z ni odvodime, jak ziskat odhady jeho hustoty
pravdépodobnosti z méfeni na obrazku. Za¢néme s definici hustoty pravdépodobnosti:

_ CdP<dZSt(pzapj) S r |pZ 7& pj7di$t(piapj> S Tma:c)
PRDF(T) = — ar ,

(3.1)

kde dist(i,j) je zatim nespecifikovana verze funkce pro méfeni vzdélenosti i-tého a
j-tého objektu.

Pokud bude rozlozeni objektd blizké homogennimu, poroste P(dist(p;,p;) < )
se vzdalenosti r tadové kvadraticky a w fadové linearné. Skalovani po-
moci ¢lenu 1/r ndm zajisti, Ze prpr(r) bude blizké rovnomérnému rozdéleni, coZ ndm
pomtze pti odhadech této hustoty. Konstanta C' pak zajistuje normovéni hustoty prav-
dépodobnosti tak, aby [ prpr(r)dr = 1.

Co si pod vzorcem (3.1) predstavit?

Zvolme si ndhodné objekt a okolo ného vytvorme soustiedné kruznice o polomeérech
i+ Ar pro i = 1...["pee/Ar]. (Spravné by v tomto misté mél nasledovat limitni
prechod Ar — 0, ten vSak nyni z didaktickych divodi vynechame.) Pro kazdy kruh
nyni spocitdme, kolik objektti uvniti ného lezi. Tim dostavame (aZ na konstantu)
odhad ¢lenu P(dist(p;,pj) < 7|pi # pj, dist(pi,p;) < Tmaz)-
dP(dist(pi,p;)<r | pﬁfpg dist(pi,pj) <rmaz)

Derivaci muzeme aproximovat diferenci. Vyraz pak
muzeme vycislit tak, ze mlsto poctu objektt v kruhu o poloméru i - Ar nyni pocitame
pocet objekti v mezikruzi s poloméry i - Ar a (i + 1) - Ar. Nakonec pro kazdé me-
zikruzi podélime pocet objekti jeho vnitinim polomérem (pokud bychom provadéli
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vynechany limitni pfechod, nezéaviselo by na tom, jestli bereme vnitini ¢i vnéjsi po-
lomér). Pokud tento proces zopakujeme pro vSechny objekty, dostaneme (po ¢astech
konstantni) odhad veli¢iny prpr. Takto je popsan vypocet radialni distribu¢ni funkce
napiiklad v [3].

Je ziejmé, ze presnost odhadu zavisi na velikosti Ar. Prilis velké Ar mize za-
kryt zmény prubéhu veli¢iny prpr, pokud zvolime Ar naopak prili§ malé, prubéh
prekryji nahodné fluktuace. Dalsi nepresnost vyse uvedené aproximace spociva v tom,
ze vSechny objekty lezici v jednom mezikruzi jsou brany se stejnou vahou. V definici
veli¢iny (3.1) je kazda dvojice objektt brana s vahou rovnou pfevracené hodnoté jejich
vzdalenosti. Oproti tomu v popsané aproximaci je jako vdha brana pfevracena hod-
nota vnitiniho poloméru mezikruzi. Tato nepresnost se da odstranit tak, Zze nebudeme
vahovat celkovy pocet objekti v mezikruzi, ale uz od zacatku budeme kazdy objekt
zapocCitavat ne jedenkrat, nybrz 1/r-krat.

Dalsim problémem miize byt omezena velikost obrazku. Pokud bychom jako cen-
tralni objekt, kolem kterého uvazujeme kruznice, zvolili objekt prilis blizky okraji
obrazku, néktera mezikruzi by ptresahla okraj obrazku. Abychom omezili vliv okrajt
oblasti, budeme do vztahu (3.1) za p; volit jen objekty vzdélené od okraje oblasti vice
nez Tmax-

Pro bodové objekty je definice (3.1) jednozna¢né. Pro diskrétni obrazky je potfeba
specifikovat, jakou verzi funkce dist uvazujeme. Prvni moznosti je brat vzdalenost
objekti jako vzdélenost jejich tezist a pouzit k méfeni vzdalenosti funkei dist,. Takto
definovanou veli¢inu budeme oznacovat jako prpr, .

Druhou variantou je métit vzdalenost mezi okraji objektti pomoci dist,. V tomto
pripadé vSak neni rozumné skalovani pomoci ¢lenu 1/, coz se projevi zejména pro malé
hodnoty 7. Misto obecného $kalovani zavadime skalovani pro kazdé méteni zvIast. Po-
kud mame mnozinu vzdalenosti zmérenou pomoci dist,, kazdé méreni budeme brat
s vahou nepfimo timérnou vzdélenosti jejich tézist (tedy nepfimo tmérnou jejich vzda-
lenosti mérené funkei dists). Takto definovanou veli¢inu budeme oznacovat jako prpp,-
V kompaktnim tvaru mtzeme tuto veli¢inu zapsat nasledovne:

prop(r) = gdP(di3t3(Pivpj) <r|pi # p;, dista(pi, pj) < Tmaz)
RDE r d(r + dista(pi, pj) — dists(pi, pj)) ’

Posledni variantu radialni distribuc¢ni funkce budeme pouzivat pro kruhové objekty.
Postup vypoctu je analogicky varianté druhé, jedinou zménou je pouziti funkce dist,
misto dist, pro méfeni vzdalenosti objektti. Vahovani pomoci funkce dists zde zlistava
zachovano. Tuto variantu budeme oznacovat jako prpp;.

V praxi nelze najit prpr presné, jako charakteristiku obrazku pouzivame jeji odhad.
Na obrazku 3.1 vidime aplikaci ndmi definovanych radialnich distribuc¢nich funkci na
obrazek 1.3. Pro odhad hustot pravdépodobnosti byl pouzit histogram, viz ¢ast 4.2.3.

Vidime, ze v obou piipadech ma hustota pravdépodobnosti jedno vyrazné maxi-
mum, které odpovida nejéastéjsi vzdalenosti nejblizsich objektfi. Cim je struktura ob-
jektl pravidelnéjsi, tim bude toto maximum vyssi. U pravidelnych struktur by se navic
objevilo i celkové zvlnéni hustoty pravdépodobnosti a objevila by se i dalsi maxima.

Vidime, ze modifikace vahovani prvni maximum zvyraznila a omezila tak vliv roz-
dilnych velikosti objekti. Pro zpracovani experimentalnich dat tedy doporucujeme

(3.2)
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Obrazek 3.1: Porovnani dvou variant radialni distribuc¢ni funkce prpr, a pror,

pouzivat tuto variantu metody.
Jako priznak mtzeme u radialni distribu¢ni funkce pouzit napiiklad podil velikosti
prvniho maxima a prvniho minima. Odhady téchto hodnot se zabyva cast 4.2.4.

3.2.5 Voronoiovo dlazdéni a Delaunayova triangulace

Dalsi metody zkoumajici vzajemnou pozici objektti jsou Voronoiovo dlazdéni!
a Delaunayova triangulace. Dlazdéni je zpusob, jak rozdélit oblast {2 na konecné
mnozstvi podoblasti. Triangulace je druh dlazdéni, kde vysledné podoblasti budou
mit tvar trojthelniku (simplexu pro Q C R d > 2). Pokud je dlazdéni vhodné spjato
s objekty na plose, lze jej pouzit k popisu vzajemného postaveni objektt v 2. Obé
metody se ve své ptvodni formé pouzivaji pro bodové objekty. Lze je vSak zobecnit
i pro plosné ¢i prostorové objekty. I kdyz lze metody definovat pro libovolné d € N,
ziistaneme pro jednoduchost u rovinné verze d = 2.

Voronoiovo dlazdéni mtizeme definovat jako mnozinu dlazdic (tzv. Voronoiovych
bunék) V; C Q, jez jsou definovany jako

V, ={z € Q|dist(z,p;) < dist(z,p;), ¥Vj # i}, (3.3)

kde dist(z, p;) znaci vzdalenost bodu z od objektu p;. Kazda dlazdice je tedy mnozinou
bodi, které maji k ptislusnému objektu nejblize.

Pokud budou objekty bodové, mnoziny bodt, které sdili vice nez jedna dlazdice —
tzv. hrany dlazdic, budou tvoreny tiseckami. Pokud budou objekty kruhové, hrany Vo-
ronoiovych bunék budou tvoreny kuzeloseckami. Pokud objekty nejsou kruhové, nelze
obecné hrany Voronoiovych bunék vyjadrit analyticky. Objekty, jejichz Voronoiovy
bunky sdili spole¢nou hranu, budeme nazyvat prirozenymi sousedy.

Body, které sdili vice nez dvé Voronoiovy bunky, budeme nazyvat vrcholy Voronoio-
vych bunek. Ve vétsiné pripadt nalezi vrcholy prave tfem dlazdicim. Mze vSak nastat

1V angli¢tiné se pouzivaji terminy Voronoi diagram, Voronoi tessellation, Voronoi decomposition
¢i Dirichlet tessellation
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situace, kdy néktery z vrcholt nalezi ¢tyfem nebo vice dlazdicim. Takové dlazdéni pak
budeme nazyvat degenerovanym.

Pro € konvexni jsou Voronoiovy buiiky souvislé mnoziny. Pokud je navic 2 polygo-
nalni a objekty jsou bodové, maji Voronoiovy bunky tvar polygonu. Timto pripadem se
nyni budeme podrobnéji zabyvat. Pridejme jesté dva predpoklady na mnozinu objekti:

Nekolinearita. Body mnoziny P nelezi na jedné ptimce.

Necirkularita. Neexistuje kruznice takova, ze by ¢tyii nebo vice objekti lezelo na
této kruznici a vSechny ostatni objekty byly vné kruZnice.?

Pokud plati vSechny tyto predpoklady a mnozina P obsahuje alespon tii body,
propojenim bodti, které jsou si navzajem prirozenymi sousedy, ziskame dlazdéni kon-
vexniho obalu mnoziny objekti. Toto dlazdéni se nazyva Delaunayovou triangulaci
D = {T;}. Trojthelnik triangulace 7; je mnozina bodu spliiujici

3 3
7;:{$|I:Z/\]JI”,Z)\]:17)\3 20}, (34)
j=1 =1

pificemz x;; jsou body, jejichz Voronoiovy dlazdice maji spole¢ny vrchol. Tyto vrcholy
tvoii stiedy kruznice opsané trojthelnikéim triangulace.?

Dalsi dulezitou vlastnosti téchto dlazdéni je jejich lokalnost. Zména pozice jednoho
objektu ovlivni jen omezeny pocet dlazdic. Dalsi vlastnosti je mozné najit v [7] stejné
jako dikazy zde uvedenych tvrzeni.

Pro Voronoiovo dldzdéni a Delaunayovu triangulaci existuje hned cela fada pfi-
znaki, které mohou postihnout pravidelnost struktury objektti. Miizeme zkoumat veli-
kost dlazdic, délku hranice jednotlivych dlazdic nebo naptiklad pocet sousedu dlazdice.
Tyto idaje miizeme také libovolné kombinovat.

Prikladem pfiznaku miize byt veli¢ina ~Y4— Vot |V , ktera méfi pomér odmocniny roz-
ptylu velikosti Voronoiovych bunék ku stredm hodnote velikosti bunék. Statisticky
charakter spolu s lokalnosti Voronoiova dlazdéni nam zajisti dostatecnou robustnost.
Bezrozmérnost priznaku nam dava invarianci priznaku vici zméné meéritka.

Definujme nyni nékolik takovych priznakt a sledujme jejich pribéh pro vysledky
modelu hard-disk s riznym pomeérem zaplnéni.

Chovéani ptiznakti je zobrazeno na obrazcich 3.2 a 3.3. Analyzovéana byla data z mo-
delu hard-disk pro parametry Q = [0;1] x [0;1], R = 0,005, P = 0,03:1:0,01 * a
D = 0,01. Vynesené chyby odpovidaji bootstrapovym odhadim smérodatné odchylky
pro B = 1000.5

Jak je vidét z grafii, pfiznaky muzeme podle jejich priubéhu rozdélit na dvé skupiny.
Zatimco piiznaky D!, D3, V! a V3 s rostoucim stupném zaplnéni klesaji, piiznaky D2,
D* V2 a V* nejprve rostou a pozdé&ji stagnuji ¢ dokonce mirné klesaji.

2Necirkularita je ekvivalentni tomu, Ze Voronoiovo dlaZdéni neni degenerované.

3V piipadé, Ze by nebyla splnéna podminka necirkularity, by body z;; byly pro néjaké i alespori
CtyTi a definice 7; by musela byt mirné poupravena.

4Znaceni a:b: ¢ znadi posloupnost &isel zac¢inajici a, jdouci po krocich ¢ az do b.

5Vysvétleni principu bootstrapovych odhadfi se vénuje st 4.3.
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Obréazek 3.3: Zavislost pfiznakt Vi-V*4

na stupni zaplnéni u hard-disk modelu
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Oznaceni Vzorec Slovni popis klicové veli¢iny
Vil , ’ sy
e \/ Var 5oz Podil obsahu ku druhé mocniné obvodu
B a'\‘jé"z Voronoiovych dlazdic
Var [V; L .1
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Dt \/Var(délky hran 7T;) Délky hran trojuhelniki Delaunayovy tri-

Tabulka 3.1: Prehled pfiznaki zalozenych na Voronoiové dlazdéni a Delaunayové tri-
angulaci

Ptiznaky v prvni skupiné jsou navzajem velice silné korelovany, jak nam ukazuje
tabulka 3.2. Priznaky z druhé skupiny jsou navzajem koreloviany méné. Obé skupiny
jsou pak vici sobé korelovany zaporné. Analyza hlavnich komponent ukazuje, ze pokud
vhodné vybereme z osmi priznaki dvé jejich linearni kombinace, dokazeme popsat
téméF sto procent informaci ziskanych z ptiznaka (prvni hlavni komponenta popisuje
88,8 procenta variance dat, druhd pak 10,7 procenta).

D! D D Df V1 V2 V3 VA
DU 1,000 -0,835 0,986 -0,618 0,097 -0,865 0,986 -0,951
D?|-0835 1,000 -0,805 0,945 -0,819 0,996 -0,800 0,958
D3| 0,98 -0,805 1,000 -0,584 0,984 -0,835 0,999 -0,929
D* | -0,618 0,945 -0,584 1,000 -0,596 0,923 -0,577 0,821
Vi 0,997 -0,819 0984 -0,596 1,000 -0,850 0,984 -0,938
V2 |-0865 0,996 -0,835 0,923 -0,850 1,000 -0,830 0,973
V310,98 -0,800 0,999 -0,577 0,984 -0,830 1,000 -0,925
V40951 0,958 -0,920 0,821 -0,938 0,973 -0,925 1,000

Tabulka 3.2: Korela¢ni matice piiznakt D!-D*, V1-V* aplikovanych na hard-disk mo-
del

Pokusme se nyni interpretovat chovani priznakt. Do prvni skupiny patii priznaky
odpovidajici tvarovému faktoru dlazdic a ptiznaky zalozené na poctu sousedit dlaz-
dice.® Hodnota téchto piiznakt tedy zavisi jen na tvaru dlazdic bez ohledu na jejich

SPovimnéme si, Ze piiznaky D> a V3 se od sebe téméF nelisi. Oba mé¥i tu samou veli¢inu. Rozdilné
hodnoty v korelacni matici jsou dany jen jinym poc¢tem zahrnutych dlazdic.
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velikost. Oproti tomu piiznaky z druhé skupiny zavisi jak na tvaru dlazdic, tak i na
jejich velikosti.
Podivejme se, jaké hodnoty priznakti dostaneme, pokud metody aplikujeme na

Vv

jsou uvedené v tabulce 3.3.

DT [ 1,855 + 0,037
D? | 0,045 & 0,001
D? | 0,173 £ 0,003
D* | 0,112 & 0,001
V1| 1,176 + 0,024
V2 | 0,026 + 0,001
V3 0,173 £ 0,003
V410,195 + 0,002

Tabulka 3.3: Hodnoty piiznakt D!-D* V1-V* aplikovanych na obrazek 1.3

Vidime, Ze pro priznaky z prvni skupiny odpovidaji hodnoty stupni zaplnéni cca 0,3.
Oproti tomu hodnoty priznakt druhé skupiny presdhly maximum hodnot u hard-disk
modelu. Pri¢inou tohoto jevu je rizny polomér objektd na obrazku. Situaci si mizeme
diftizni parametr, ktery tzce souvisi s velikosti objektu. Cim méa objekt vétsi polomér,
tim vétsi diftizni zéna mu piislusi. V ndmi pouzité verzi hard-disk modelu mély vsechny
objekty stejnou velikost. Na obrazku se ale velikosti objektt 1isi, coz se pak promita
do vétsi variability velikosti dlazdic a vysledné i do vyssich hodnot ptfiznakt z druhé
skupiny.

Naskyta se zde otazka, zda by nebylo mozné modifikovat priznaky tak, aby byl eli-
minovan nebo alespon 1épe vymezen vliv velikosti objekti na piiznaky. Tim se budeme
zabyvat v nasledujici sekci. Nyni se podivejme, jakym zptisobem muizeme hodnotit ro-
bustnost a citlivost priznakii.

Predstavme si, ze jsme dostali vystup hard-disk modelu se znamou velikosti objektt
a znamym difiznim parametrem. Nasim tkolem je co nejlépe odhadnout, jaky byl
zvolen pomér zaplnéni. Je jasné, Ze nejlepsi odhad bychom dostali zkombinovanim
vSech osmi priznakti. Pokud bychom ale méli zvolit jen jeden z nich, jak bychom to
provedli?

Pokud bychom uvazovali o pfiznaku jako funkci zavislé na poméru zaplnéni, mohli
bychom stupen zaplnéni ziskat jako hodnotu inverzni funkce pro naméfenou hodnotu
ptiznaku. Pro pfiznaky D! a V! by tento piistup mél fungovat, piiznaky jsou totiz
monoténnimi funkcemi vzhledem ke stupni zaplnéni. Naopak piiznaky D3 a V3 jsou
kvili ¢astym vykyvim Spatné pouzitelné. Priznaky z druhé skupiny lze pouzit jen pro
dostatecné nizké hodnoty, invertovat mizeme jen cca prvni pétinu az polovinu funkce.
V¥jimkou je piiznak V4, ktery je monoténni na celém intervalu. Zkusme nyni porovnat
presnost inverze priznakt na povolenych intervalech.

S touto tlohou siln€ souvisi dva jiz zminéné pojmy — robustnost a citlivost. Jako in-
dikator robustnosti mizeme brat smérodatnou odchylku (¢im méné hodnota priznaku
pro srovnatelnd data kolisd, tim lépe). Jako indikétor citlivosti zvolme pievracenou
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hodnotu derivace pfiznaku podle stupné zaplnéni. (Ptiznak je tim citlivéjsi, ¢im vice
se zménou stupné zaplnéni zméni svoji hodnotu vice.) Pokud chceme invertovanim
pribéhu priznakd co nejpresnéji odhadnout stupen zaplnéni, zvolime priznak, ktery
bude mit nejmensi pomeér smérodatné odchylky ku derivaci. Praveé tato veli¢ina nam
méri, s jakou nejistotou nam priznak odhadne stupen zaplnéni.

Pro porovnani jsme pouzili vSechny piiznaky kromé D3 a V3. Derivaci jsme apro-
ximovali centralni diferenci. Vysledné hodnoty jsme vynesli do obrazku 3.4. Hodnoty
na ose y ukazuji, jak velké chyby pfi urc¢ovani stupné zaplnéni bychom se s riznymi
priznaky mohli dopustit.

Porovnani nepresnosti priznakl

0500
1

0.200
|

0.050
1

0.020

Nepfesnost pfi uréovani stupné zaplnéni

0.005
1

0.002
1

Stupen zaplnéni

Obrazek 3.4: Odhady nepfesnosti vybranych ptiznaki v zavislosti na stupni zaplnéni
u hard-disk modelu

Vidime, Ze pro malé stupné zaplnéni (cca 0 - 0,2) jsou piesngjsi priznaky D?, D*,
V2 a V4. Pro vyssi stupné zaplnéni (cca od stupné zaplnéni 0,3) pak prevazuji piiznaky
Dl a Vi

Zpracovani experimentalnich dat

Nyni se vratme k myslence omezit vliv velikosti objektii na pFiznaky vychézejici
z Voronoiova dlazdéni a Delaunayovy triangulace. Takovéto priznaky by mohly lépe
popisovat prostorové rozlozeni objekti u experimentalnich dat a také u modeld, v nichz
se vyskytuji objekty riznych velikosti. Zacnéme s Voronoiovym dlazdénim.

V predchozi sekci jsme vytvorili Voronoiovo dlazdéni jen pro tézisté objektt. Tako-
véto dlazdéni vSak neodpovidalo nasim intuitivnim pfedstavam. U nékterych velkych
objektli protinala hranice Voronoiovy dlazdice vnitiek objektu, jemuz nalezela. Dale
budeme variantu priznaki pracujicich jen s tézisti objektii znacit dolnim indexem ¢.
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Vv

Pro kruhové objekty miizeme tvar Voronoiovych bunék vyjadrit analyticky. Konstrukce
bunék je ale algoritmicky slozitda. Navic zde ztracime informace o ptvodnim tvaru
objektl. Takovouto aproximaci budeme znacit dolnim indexem circ, u Voronoiova
dlazdéni ji vSak pouzivat nebudeme.

Dalsi moznosti je vyuzit diskrétniho charakteru obrazku a brat Voronoiovy bunky,
stejné jako objekty, jako mnoziny pixelti a pro métfeni vzdalenosti funkci dist,. Zde je
zohlednén jak tvar objektt, tak jejich velikost. Problémy této aproximace jsou diskrétni
charakter Voronoiovych bunék, casté&jsi vyskyt degenerace (¢ty¥i buiiky budou sdilet
stejny vrchol) a Spatné definované hranice bunék - hranice by tvorily v nékterych
mistech celé pixely a v jinych jen jejich okraje.

Metoda, kterou zde budeme analyzovat, fesi vSechny zminéné nevyhody. Funguje
nasledovné. Z kazdého objektu vybereme hranic¢ni pixely, resp. jejich stredy. Tak ziska-
vame mnozinu bodt, pro které vytvorime Voronoiovo dlazdéni. Dlazdice pattici bodtim
téhoz objektu pak slouc¢ime dohromady. Tim ziskame velmi dobrou aproximaci Voro-
noiova dlazdéni pro celé objekty. Dlazdice budou mit polygonalni tvar a jejich velikost
bude souctem velikosti vSech bunék, které jsme sloucili. Degeneraci dlazdéni mtizeme
zabranit malou perturbaci poloh stfed® hrani¢nich pixeli objekti. Jedinou nevyhodou
této metody je velkd vypocetni naroc¢nost oproti predchozim moznostem. Takovouto
variantu Voronoiova dlazdéni budeme nazyvat ,diskrétnim Voronoiovym dlazdénim*
a priznaky s ni spojené budeme oznacovat dolnim indexem diskr. Ukéazka diskrétniho
Voronoiova dlazdéni je na obrazku 3.5.

7 X \\ ) \/—K\Hﬂﬁ—\ - - . L
S ? % i
R\ ) '
N . - LES

Obrézek 3.5: Vlevo ukézka diskrétniho Voronoiova dlazdéni, vpravo piivodni obrazek

\\

Pro porovnani jsme spocitali hodnoty pfiznakt V! = 1,176 + 0,024, V;2 = 0,026 &
0,001, V1, = 1,076 +£0,030 a V2, = 0,033 & 0,001 pro obrazek 1.3. Vidime, ze cit-
livjsi vzhledem ke zméné varianty je piiznak V2. Porovnéani téchto dvojic aproximaci
jsou vynesena na obrazcich 3.6 a 3.7 ve formé Q-Q diagramu (viz kapitola 4.1.3), histo-
gramu a stromového grafu. Zatimco varianty piiznaku V! se od sebe lisi jen nepatrné,
u piiznaku V2 vidime diametralni zmény. Z obrazki je vidét, Ze varianta V2, do jisté
miry rozseparovala dlazdice do dvou skupin. Nizsi hodnoty velikosti dlazdic miizeme
pric¢ist malym objektiim vzniklym sekundéarni nukleaci, jimz varianta diskr zmensila
oproti varianté ¢ bunku.
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Obrézek 3.6: Porovnani dvou variant pi{znaku V! - piiznaki V' a V2, . pro obrazek 1.3
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Obrézek 3.7: Porovnani dvou variant pi{znaku V2 - piiznaki V2 a V2, . pro obrazek 1.3

28



Navic podle obrazku 3.8 je velikost dlazdic tésné spjata s velikosti objektii, pokud
jsou dostatecné velké. Ve vysledku tedy mtizeme pomoci Voronoiova dlazdéni postih-
nout jak rozlozeni objekti, tak i rozdéleni jejich velikosti.

Vztah mezi velikosti Voronoiovy buiiky a objektu

1000
o

_| Velikost objektd ~ 2,7 * velikost dlaZdic - 240 __‘-"""

400 800 800
l l

Kvantily pro velikosti objekt(

200
l

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

Kvantily pro velikosti Voronoiovy buriky

Obrazek 3.8: Q-Q diagram pro velikost Voronoiovych bunék a velikosti objekti pro
obrazek 1.3

Definice Delaunayovy triangulace je spjata s bodovych charakterem objekti tés-
néji. Pro jednoduchost se zde omezime jen na zobecnéni piiznaku D*, ktery popisuje
rozdéleni vzdalenosti prirozenych sousedti. Z Voronoiova dlazdéni mtzeme urcit, které
objekty maji sousedici Voronoiovy buiiky. Vzdalenosti ptirozenych sousedu (které pro
bodové objekty odpovidaji délkdm hran trojuhelniku triangulace) pak budeme méfit
pomoci funkce disty. Ziskdvame tak diskrétni analogii piiznaku - D3, . .

Stejné jako u Voronoiova dlazdéni zde mtizeme zadefinovat i kruhovou a tézistovou
aproximaci D = a Df. Porovnani variant D3, a D2 _ je na obrazku 3.9 ve formé
Q-Q diagramu (viz kapitola 4.1.3), histogramu a stromového grafu. Vynesena jsou roz-
déleni vzdalenosti nejblizsich sousedti pro obé varianty. Vidime, Ze rozdily v rozdéleni
nejsou veliké, presto rozdéleni nejsou identicka (Kolmogoroviiv-Smirnoviiv’ test dava
p = 0,01144). Hodnoty ptiznakt jsou D} = 0,112 4 0,001, D3, = 0,076 & 0,001,
D% = 0,195 4 0,002.

Porovnéani variant D%, a D} pak miZzeme vidét na obrazku 3.10. Vidime, Ze obé
distribuce jsou viic¢i sobé posunuty. Q-Q diagram nam navic ukazuje, ze kromé posunuti
se ob¢ distribuce liff i tvarem. Varianta D} mé& pozvolngjsi nastup zpiisobeny rtznymi
efektivnimi poloméry, jejichz vliv je v D%, . kompenzovan. Niz& hodnota piiznaku je
pak déna téméi dvojndsobnou stfedni hodnotou rozdéleni D} oproti D

circ*

“Kolmogoroviv-Smirnoviy test je popsan v sekci 4.1.1.
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Z uvedenych vysledkii pro piiznak D* nelze jednozna¢né ¥ici, jestli je néktera z jeho
variant je lépe ¢i hiife svazand s velikosti objektii. Z porovnani variant D%, a D3, ;.
pak vidime, Ze pro objekty blizké kruhovym muiizeme misto vypocetné naroc¢né varianty
D31, pouzivat kruhovou aproximaci DZ,., aniz bychom zanesli do vysledkd vyrazné
nepresnosti. Tyto zavéry bohuzel nelze aplikovat na pozdéjsi faze riistu tenkych vrstev.
Pokud by byly objekty pfilis nepravidelné, mohly by se kruhy, jimiz aproximujeme tvar
objektd v D | prekryvat.

Zdrojové kédy, které vytvareji obrazky (nejen) v této kapitole ¢ pocitaji hodnoty
priznaki nejsou obsazeny v této praci. Stejné tak zdrojové kédy naprogramovanych
modelti. VSechny jsou ale nahrany na kompaktnim disku prilozenému k této diplomové
praci. Zdrojové kody, stejné jako celda diplomova prace pak bude pfistupna na autorove
strance http://jindra.matfyz.cz. Algoritmy byly naprogramovany v jazyce R verze
2.12.1 (2010-12-16) [14]. Cast kédh byla rovnéz naprogramovana v programovacim ja-
zyku Java. Ke generovani Voronoiova dlazdéni a Delaunayovy triangulace byl vyuzita
knihovna EBImage urc¢ena pro jazyk R, ktera je volné dostupna napriklad na http://
www.bioconductor.org/packages/2.9/bioc/src/contrib/EBImage_3.9.8.tar.gz.
V Javé jsme generoval Voronoiovo dlazdéni a Delaunayovu triangulaci pomoci baliku

jdt dostupného volné na http://code.google.com/p/jdt/.
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Kapitola 4

Statistické metody

V pocitacové fyzice potfebujeme Casto zpracovavat rizné soubory dat ziskané po-
moci simulaci. Snahou je z nasbiranych dat urcit co nejpresnéji klicové parametry ¢i
zavislosti. Presnost miize byt ovlivnéna mnozstvim nasbiranych dat, ale i zptisobem
zpracovani. U nékterych statistickych metod je pak mozné odhadnout i nepfesnost
hledané veliciny.

Tato kapitola obsahuje souhrn statistickych metod, které jsou v této praci ke zpra-
covani dat pouzity. Prvni ¢ast kapitoly se vénuje statistickym testtim. Néasleduje pte-
hled metod slouzicich k odhadim hustoty pravdépodobnosti. Kapitolu pak uzavira
sekce popisujici metodu Bootstrap.

4.1 Statistické testy

Statistické testy se pouzivaji k otestovani platnosti néjaké (pfedem urcené) hy-
potézy. Hypotéza je tvrzeni o veli¢in€, jejiz pravdépodobnostni rozdéleni nezname.
Piikladem hypotézy je tvrzeni ,stfedni hodnota dané veliciny je rovna m*. Pravdivost
této hypotézy testujeme na zakladé souboru hodnot dané velic¢iny.

Statisticky test je pravidlo, které nam na zakladé naseho souboru dat pfiradi jedno
z rozhodnuti zamitnout ¢i nezamitnout puvodni (tzv. nulovou) hypotézu Hy. Zamitnuti
¢i nezamitnuti pak v nasem piipadé interpretujeme nésledujicim zptisobem. Rikame,
ze rozdil stfedni hodnoty souboru od hodnoty m je/neni vétsi, nez by bylo mozné
ocekavat v disledku ndhodné variability. Nulovou hypotézu tedy zamitame, kdyz je
usporadani dat v nasem souboru velmi nepravdépodobné za predpokladu, ze plati
nulova hypotéza. Tuto (ne)pravdépodobnost ndm mé¥i tzv. p-hodnota (p-value), ktera
je definovana jako pravdépodobnost, Ze pii platnosti nulové hypotézy byl nahodné
vygenerovan pravé tento soubor dat (p = P(data|Hy)).

Konvenci je zamitat hypotézu, pokud je p-hodnota mensi nez a = 0,05. Hodnotu
a nazyvame hladinou vyznamnosti.

V této praci budeme vyuzivat dva statistické testy - Kolmogoroviiv-Smirnoviv test
shodnosti rozdéleni a Shapiriv-Wildv test normality. Spolu s témito dvéma testy je
v této sekci popsan i tzv. Q-Q diagram.

32



4.1.1 Kolmogorovtuv-Smirnovuv test

Kolmogoroviv-Smirnoviv test (dale jen KS test) ndm umoziiuje testovat, zda
dva soubory nahodnych veli¢in pochazeji ze stejného pravdépodobnostniho rozdéleni.
KS test nam také umoznuje testovat, zda jedna sada dat je realizaci urcitého jevu se
znamym (piedem uréenym) pravdépodobnostnim rozdélenim. V obou piipadech musi
byt data jednorozmeérna.

Test je zaloZzen na porovnani empirickych distribu¢nich funkci v prvnim pripadé
a na porovnani distribu¢ni funkce a empirické distribu¢ni funkce v pfipadé druhém.
Posuzovanou veli¢inou je maximalni rozdil. Tato veli¢ina se nazyva Kolmogorovova-
Smirnovova statistika a je definovana jako

Dm,n = sup |F1,m($) - FZ,”(‘T)‘ )

resp.
D, = sup |F,(z) — F(x)|.

Nulovou hypotézu zamitame, pokud

mn

Dy > Ko,
m-+n ’

resp. pokud
VnD, > K, ,

kde K (x) je Kolmogorova distribuce a K, je a-ty kvantil této distribuce. Kvantily Kol-
mogorovovy distribuce nejsou analyticky vyjadritelné, je nutné pocitat je numericky.
Pro dostatecné velké soubory dat lze pouzit asymptoticky tvar distribuce. Pro dosta-
tecné velké m a n (vétsi nez 100) muZzeme pouzit pro v = 0,05 hodnotu K, = 1,3581.
V préci je pouzita varianta KS testu obsazend v programu R [14], kterd pocita hod-
noty Kolmogorovovy distribuce podle [15] pro malé soubory dat a podle ¢lanku [16]
pro velké, jak je uvedeno v programové dokumentaci.

4.1.2 Shapirav-Wilkuav test

Shapirav-Wilktv test je urcen k testovani normality. Test nam fika, jak je prav-
dépodobné, ze dané sada dat pochéazi z normélniho rozdéleni. Klicovou veli¢inou je
Wh-statistika definovana jako

(> iy aim(i))2
Z?:l(xi —T)? ’

kde z(; je i-t4 nejmensi hodnota v souboru dat a a; jsou koeficienty, které jsou odvo-
zeny ze stfednich hodnot a varian¢ni matice poradkovych statistik ndhodného vybéru
z N(0,1) o rozsahu n. Tyto koeficienty byvaji po¢itany numericky.

Pro praktické vypocty byla pouzita verze testu obsazena v programu R implemen-
tujici algoritmus uvedeny v ¢lanku [17]. Tento test budeme vyuzivat v sekei 4.2.4.

W =
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4.1.3 Q-Q diagram

Kvantilové-kvantilovy diagram (dale jen Q-Q diagram) neni statistickym testem,
ale formou zobrazeni dat. MiuZeme pomoci ného posoudit, nakolik jsou si dvé dis-
tribuce podobné. Bod v grafu odpovid4 jednomu kvantilu! druhé distribuce (y-ové
soufadnice) vynesenému proti stejnému kvantilu prvni distribuce (z-ova soufadnice).
V grafu je tedy vynesena kiivka parametrizovand hodnotou kvantilu. Pokud budou
dvé porovnavané distribuce blizké, bude se vysledna kiivka podobat funkci y = x.

Q-Q diagram lze vyuzit i k posouzeni, zda ndhodny vybér byl vygenerovany z urci-
tého rozdéleni. V kone¢ném souboru dat bude jen n rtiznych hodnot kvantili, do grafu
tedy vyneseme pouze ty. Diagram pak bude misto parametrické kfivky obsahovat jen
n bodt. Pokud budou lezet body blizko funkce y = x, je pravdépodobné, ze jsou vy-
generovany z tohoto rozdéleni. Pokud budou vynesené hodnoty daleko od této kiivky,
je vysoce pravdépodobné, ze nepochazeji z porovnavané distribuce.

Pomoci Q-Q diagramu mtizeme posuzovat i to, jestli soubor dat pochazi z normal-
niho rozdéleni bez ohledu na jeho stfedni hodnotu a rozptyl. Stac¢i vynést data oproti
normalnimu rozdéleni N(0,1) a nésledné provést linearni transformaci os tak, aby vy-
nesené hodnoty byly co nejblize funkci y = x. Z transformacnich koeficientt mtizeme
dopocist nejpravdépodobnéjsi stfedni hodnotu a rozptyl.

Na obrazku 4.1 vidime ilustraci Q-Q diagramu. V obou ptipadech testujeme, jestli
je soubor dat vygenerovany z normalniho rozdéleni. V prvnim piripadé tomu tak je,
v druhém jsme pouzili lognormalni rozdéleni a tieti soubor byl vygenerovan z rovno-
mérného rozdéleni na intervalu [0, 1].

Normalni rozdéleni Lognermalni rozdéleni Rovnomérné rozdéleni

1.0

0E
1

Kvartily testovaného souboru
0
1
Kvartily testovaného souboru
10
1
Kvartily testovaného souboru
04
L

02
1

a a-a

=]
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a ! !
T T T T T T T T T
-3 -z -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2z 3 -3 -2 -1 0 1 2z 3

Teoretické kvantity normainihe rozdéleni Teoretické kvantity normalniho rozdéleni Teoretické kvantity normalniho rozdéleni

Obrazek 4.1: Tlustrace Q-Q diagramu

Q-Q diagram je velice uzite¢ny nastroj na prvni zhodnoceni, nemél by vsak nahra-
zovat statistické testovani.

1Tzv. (o - 100)ni kvantil z,, je takova hodnota, kterd déli vSechny hodnoty ndhodné veli¢iny ¢i
souboru dat na dvé ¢asti tak, ze pfiblizné (a - 100)% naméfenych hodnot je mensich nebo rovnych
tomuto kvantilu a zbylych pfiblizng ((1 — «) - 100)% naméienych hodnot je vétsich nebo rovnych
tomuto kvantilu.
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4.2 (Odhady hustoty pravdépodobnosti

V predchozi kapitole jsme se v nékolika pripadech dostali do situace, kdy jsme se
na zakladné souboru dat pokouseli odhadnout hustotu pravdépodobnosti rozdéleni,
ze kterého byla data vygenerovana. V této ¢asti uvedeme prehled metod, které tuto
tilohu fesi — na zdkladd dostupnych dat {x;}?, odhaduji hustotu pravdépodobnosti
p. Zminime vyhody a nevyhody jednotlivych metod a ukazeme si jejich aplikaci na
vzorovych tlohach. Ukazeme si na tom, ze vybér vhodné metody miize zasadné ovlivnit
presnost odhadu.

4.2.1 Rozdéleni metod

Pokud nemame zadné apriorni informace o hustoté pravdépodobnosti, pouzivame
pii jejim odhadovani pouze soubor dat {z;}¥,. Odhad pak bude zaviset jen na datech,
kterd mame k dispozici (p(z) = f(z, {x;}Y,). Takovyto odhad nazyvdme odhadem
neparametrickym. Ptikladem takovéto metody je histogram, frekvencéni polynom c¢i
metoda jadrovych odhadii.

V nékterych ptipadech mizeme predpokladat, ze rozdéleni patii do nekteré t¥idy
pravdépodobnostnich rozdéleni (napiiklad Ze hledané rozdéleni je normaélni). Pak se
snazime co nejpresnéji odhadnout parametry, jimiz je uz pravdépodobnostni rozdé-
leni uréeno pfesné (u norméalniho rozdéleni stiedni hodnotu a rozptyl). Odhad hustoty
pravdépodobnosti tedy zavisi jen na odhadech parametrti § = (01,6, ...), tedy do-
stavame p(z) = f(x, é({xZ M)V tomto pifpadé jde o parametrické odhady jejichz
prikladem je metoda maximéalni vérohodnosti.

Neparametrické metody jsou do velké miry univerzalni. Nepotiebuji zadné silné
apriorni predpoklady o hledaném pravdépodobnostnim rozdéleni. Parametrické me-
tody se daji pouzit pouze v nékterych ptripadech. V pripadech, kdy je jejich pouziti
opravnéné (hustota pravdépodobnosti opravdu patii do dané t¥idy pravdépodobnost-
nich rozdéleni), davaji mnohem pfesnéjsi vysledky nez odhady neparametrické. Pokud
v8ak predpoklady neplati, neni takovy parametricky odhad konzistentni (neni zajisténa
konvergence odhadu k presnému feSeni se zvySujicim se poctem dat).

4.2.2 Kritéria presnosti odhadu

Nez ptejdeme k jednotlivym metodam, musime si zvolit kritéria, podle kterych bu-
deme posuzovat, jak dobry odhad dana metoda dava. Jednou z moznosti je porovnavat
jeden konkrétni odhad f se skutecnou f. To se ndm bude hodit v numerickych experi-
mentech. Druhou moZnosti je zamétit se na stfedni hodnotu odhadu F( f ) a porovnavat
ji se skute¢nou hustotou pravdépodobnosti.

V prvnim pripadé ndm nejlépe poslouzi LP-normy rozdilu f a f, specidlné pak L2-
norma, ktera je vhodna k teoretickym tivaham. Ve shodé s literaturou budeme tuto
normu znacit /.SE - Integrated square error:

1SE= [(F - ffas,
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kde integrujeme pies celou redlnou osu?.

V druhém ptipadé€ je jednou z moznosti porovnat odhad a skute¢nou funkci v kaz-
dém bodé. Nejcastéji se porovnava druha mocnina rozdilu hodnot

MSE(x) = E[f(2) - f(@) = Var{}(«)} + Bias*{f(x)}

Zkratka MSE znamena Mean Square Error — stfedni kvadraticka chyba, pficemz stie-
dovani probih4 pies rizné realizace odhadu. Clen Var{ f ()} udéava rozptyl pro odhad,
zatimco ¢len Bias?{f(z)} = E[f] — f(z) ndm davé systematickou chybu odhadu.

Zintegrovanim kritéria MSE dostavame kritérium IMSE (Integrated Mean Square
Error)

[MSE = / MSE(z)ds — / Elf(x) - f(z)2de =
= E/[f(:p) — f(z)]?dz = E[ISE] =: MISE,

kde stfedni hodnotu a integral jsme mohli zaménit diky Fubinniho vété. Kritérium
MISE nam tedy uréuje stfedni hodnotu L?-normy rozdilu odhadu a funkce. Zaroven
nam dava integral ze stiedni kvadratické chyby.

Na zavér se podivejme na dalsi pfirozenou vlastnost, kterou bychom od dobré
metody ocekavali. Jde o konvergenci chyby k nule pti zvétSovani souboru dat. Tuto
vlastnost popisuje pojem konzistence.

Rekneme, Ze metoda je konzistentni kvadraticky v prméru (consistent in the mean
square), pokud MSE(z) — 0 pro N — oc.

Dale nas bude zajimat rychlost konvergence, kterou budeme vyjadfovat Landauo-
vym symbolem O. Rekneme, Ze f,, = O(g,), pokud 3¢ > 0: f,,/g, — ¢ pro n — oo.

4.2.3 Neparametrické odhady
Histogram

Mé&jme soubor nezavislych ndhodnjch jevii {z;}¥,. Nejjednodussi zpiisob, jak od-
hadnout pravdépodobnostni rozdéleni tohoto jevu, je vynést data do tzv. histogramu.
Ten pak bude nasim odhadem hustoty pravdépodobnosti.

Histogram sestrojime takto: Vezmeme interval I, ve kterém se vyskytuji vSechny
hodnoty x;, a rozdélime ho (obvykle ekvidistantné) na k podintervald — tzv. bind
{I}r,, ;NI =0 pro Vj # k, Ule I; = I. Spoc¢itame Cetnosti n; (pocty hodnot, které
se vyskytuji v i-tém binu). Histogramem pak budeme rozumét po ¢astech konstantni
funkci, kterd bude nulovd mimo interval I a na kazdém podintervalu I; bude mit
hodnotu % (relativni ¢etnost).

Je ziejmé, 7e histogram zavisi nejen na hodnotach {z;}Y,, ale téZ na volbé inter-
valu I a na volbé délen{ {I;}%_,. Pokud se omezime na ekvidistantni déleni a za okraje
intervalu vezmeme krajni hodnoty souboru, stale nadm jesté zbyva urcit parametr &
(pocet bint). Podivejme se, jak mtize pocet podintervalii ovlivnit vzhled histogramu.

27de nastava problém ve znaceni. Né&kterd rozdéleni maji neomezeny nosi¢, zatimco jind jsou
definovana pouze na uréitém intervalu. Abychom zachovali obecnost vzorci, budeme u integralt
vynechévat meze.
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Obrazek 4.2: Tlustrace vlivu poctu binii na vzhled histogramu

Na obrazku 4.2 vidime tfi rfizné histogramy pro stejna data3. Histogramy se lisi jen po-
¢tem binti. Vidime, ze v prvnim pripadé histogram zakryva veskeré detaily, které jsou
vidét v druhych dvou. U tietiho histogramu naopak vidime celkem vysokou fluktuaci
hodnot, danou malym poctem hodnot v binech. Opticky vypada ze tii zde uvede-
nych histogramii nejlépe ten prostiedni. Je to vsak skutecéné tak? Lze volit pocet binti
automaticky podle néjakého pravidla a existuje viibec idealni pocet binii?

Nyni uvedeme stru¢ny piehled nejvice pouzivanych pravidel pro volbu poctu binti,
ktery nam tyto otazky alespon castecné zodpovi. Tento prehled nebude kompletni
ani aktualni, protoze problematika je rozsahla a v soucCasnosti se stale vyvijeji nové
metody. Vyklad bude chronologicky postupovat od prvniho pravidla odvozeného roku
1926 Sturgesem az po metody z pocatku devadesatych let.

Patrné nejvice pouzivany je vztah

odvozeny za predpokladu normality rozdéleni jiz zminovanym Sturgesem [19]. Tento
odhad je diky své jednoduchosti pouzivan velice ¢asto, pfestoze je zndmo [20], Ze dava
dobré vysledky jen pro malé soubory dat (N ~ 100). Pro obséahlejsi soubory dava prilis
malé poc¢ty bind a histogram tak zakryva detaily.

Sitku intervalu I a tedy i &fiku binu (kterou budeme déle znacit jako h) ovliviiuji
krajni hodnoty souboru. Problém nastava hlavné u rozdéleni, jejichz hustota pravdépo-
dobnosti ma neomezeny nosi¢. Proto se ¢astéji pracuje s pravidly urcujicimi sitku binu
namisto pocet bini na daném intervalu. Sturgestiv odhad pro k lze (pokud uvazujeme
normalni rozdéleni) jednoduse pievést [20] na odhad pro sitku binu

he, = 204/2log,(N/2) ' (4.1)

1+ logy, N

Sturgesovo pravidlo nam nedava zadné zaruky pro minimalizaci chyby. Dalsi od-
hady uz vesmés predpokladaji, ze hledana hustota pravdépodobnosti je na kazdém
binu lipschitzovska. (Funkce f je lipschitzovskd na intervalu I;, pokud 3C > 0 :
|f(u) — f(v)] < Clu—v| Vu,v € I;.) Analyzou M SFE pak lze dokazat [21], Ze histo-
gram je konzistentnim (kvadraticky v primeéru) odhadem hustoty pravdépodobnosti,

3Byla pouzita data z ¢lanku [18]. Pomoci histogramu jsou vyneseny informace o stafi lidi (v mé-
sicich) ptichdzejicich do domova dichodcii v Pale Alto v Kalifornii.
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pokud volba h zajisti, aby N — oo implikovalo h — 0 a Nh — oo. Sturgesovo pravidlo
je tedy konzistentni odhad.

V roce 1979 ukézal Scott [22], Ze rozepsanim MISE a zanedbanim vyssich radu
Taylorova rozvoje p mizeme dostat asymptoticky optimalni volbu sitky binu takto

hge = (%@,))w’ (4.2)

kde R(s) = [(p/(x))?dz.

Toto pravidlo minimalizuje AMISE (MISE se zanedbanim vyssich fadt). Rad
konvergence chyby je O(N—2/3),

Clen R(p') viak nezname. Néasledujici pravidla se snazi ho co nejlépe odhadnout.
Prvnim takovym odhadem je

hgas = 350 N~/?, (4.3)

ktery pouziva pro odhad ¢lenu R(p’) normalni rozdéleni, pro néz R(pg,,.s) = 3,50.
Znak o znaci smérodatnou odchylku souboru dat.
Podobné pravidlo navrhli roku 1981 Freedman a Diaconis [23]:

hep = 2IQ N~V/3. (4.4)

Znak 1Q (inter-quartile range) znac¢i vzdalenost mezi prvnim a tfetim kvartilem (25. a
75. kvantilem).

Shriime si, co nam predchozi vysledky fikaji. Prvni skutecnosti je, ze Sitka binu méa
byt tmérna N—1/3. P¥i takovéto volbé pak L?-norma chyby klesa s rostoucim poctem
dat pfiblizné jako N~2/3. Pro ilustraci, zdvojnasobenim velikosti souboru nam klesne
L?-norma chyby piiblizné o 37 procent.

Optimalni A mizeme spocitat, pokud budeme presné znat samotnou odhadovanou
funkci. Vétsinou ho mtizeme pouze lépe ¢i hiite odhadnout a od optimalniho h* se vice
¢i méné odchylime. Néasledujici vztah [21] nam k4, jak se méni AMISE, pokud misto
idealni sitky binu vezmeme jinou sitku vyjadienou jako jeho nasobek ch*

AMISE(ch*)  2+¢
AMISE(h*) 3¢

Histogram tedy neni pfilis citlivy na malé vychylky sitky binu okolo optima.

Posledni poznadmkou v tomto shrnuti je porovnani MISE a AMISE pro malé
soubory dat. Zatimco pro N — oo jde (MISE — AMISE) — 0, u malych soubori se
nemusi shodovat. Na obrazku ¢islo 4.3 vidime porovnani pro norméalni a lognormalni
rozdéleni pro soubory dat o velikostech N = 25,100,400,1600 a 6400. Vidime, ze
zatimco u normalniho rozdéleni ndm asymptotické odhady davaji dobrou shodu i pro
maly soubor dat, u lognorméalniho dosahujeme dostatecné shody az u N > 500. Na
predchozi odhady se tedy nemutzeme spolehnout u malych souborti dat a musime mit
vzdy na paméti jejich asymptoticky charakter.

Vratme se k odhadtim pro $itku binu. Roku 1985 pro ni dokéazali Terrel a Scott
[24] najit horni odhad. Pro pravdépodobnostni rozdéleni s nosi¢em na [—0,5;0,5] je
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Obrazek 4.3: Porovnani MISE a AMISE pro normélni (vlevo) a lognormalni (vpravo)
rozdéleni [21]

funkciondl R(p') minimalni pro funkei p(z) := p1(z) = 2(1 — 42%)[[_o 50,5 (2), kde 1o
je charakteristickd funkce intervalu [a, b]. Po dosazeni do vztahu (4.2) dostavame

e = (NR6<pf>)l/3 : %)/ s (49

Pro rozdéleni s neomezenym nosi¢em, kterd maji rozptyl o2, minimalizuje ¢len

ZE2 ’
R(p') funkce po(x) = 161%0_(1 — 522)° 11 /7o) () [25]. Po dosazeni do vztahu (4.2)
dostavame

6\ 68603 \ /*
= (— ) < ~ 37290 N~1/3 = hyp.
e (NR(p’)) —(5ﬁN) !

Zatimco horni odhad $ifky binu zndme, obecny dolni odhad zndm neni (¢len R(p')
miize rust nade vSechny meze).

Nyni vidime, pro¢ Sturgesovo pravidlo neni dobrou volbou pro velké soubory dat.
Na obrazku 4.4 mame vynesené hodnoty hg; a hrg pro rizné velké soubory dat. Je
vidét, ze Sturgesovo pravidlo dava pro velké N vétsi §itku binu, nez je horni odhad
Terrela a Scotta. Histogram tedy bude nutné prehlazeny.

V praxi se tedy mizeme bud spokojit s odhadem (4.5), nebo pfislusny clen né-
jakym zptsobem odhadnout s ohledem na informace, které mame k dispozici. O to
se pokouseji metody zalozené na tzv. krosvalidaci (Cross-Validation), kde se odhad
derivace (a tedy i ¢lenu R(p')) ziskdva odhadem z histogramu samého. Derivaci zde
aproximuji diference. Pokud si ozna¢ime hodnotu histogramu na intervalu 7 jako vy,
pak R(p') muzeme odhadnou jako

. 1 , 2
Rev(p') = N3 zk:(vkﬂ — ) — N7
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Obrazek 4.4: Porovnani Sturgesova pravidla a horniho odhadu Terrela a Scotta

Dosazenim do odhadu AMISE dostavame

5 1
AMISEcy(h) = oo + ooy S (ks — i)
k

Jako optimalni Sifka binu se pak bere takové h, které minimalizuje AMISFE¢y .

Tento pristup méa nékolik problémt. Prvnim z nich je vysokéa vypocetni narocnost.
Druhym problémem je, ze takto ziskand AMISFEcy(h) méa ¢asto nékolik minim, a to
vcetné limitnich piipadi h = 0, h = oo.

Dalsim pouzivanym pristupem je pouzit pro tvorbu histogramu neekvidistantni
déleni. V mistech, kde je vice hodnot, by se histogram zjemnil a naopak v mistech
s mensi poc¢tem namérenych hodnost by se biny roztahly. Timto pripadem se dale
nebudeme zabyvat.

Posledni poznamkou je citlivost histogramu na posunuti bind. Pti odvozovani pra-
videl pro $ifku binu jsme predpokladali lipschitzovskost hustoty pravdépodobnosti
na kazdém binu. Pokud by vSak skutecna hustota pravdépodobnosti byla nespojita
a méla v jednom misté skok, podminka lipschitzovskosti by byla splnéna jen pokud
by v misté skoku prechazel jeden bin v druhy. V opa¢ném pripadé se ndm zvysi chyba
aproximace. Situaci dobfe ilustruje obrazek 4.5.

+

0

Obrazek 4.5: Ilustrace vlivu nespojitosti rozdéleni na chybu aproximace [21]

Z uvedeného souhrnu je vidét, Ze neexistuje jeden univerzalni spravny pristup,
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Obrazek 4.6: Srovnani ¢tyr pravidel pro volbu $ifky binu histogramu

jak volit &ifku binu u histogramt. VSechna pravidla se snazi minimalizovat L2-normu
chyby. Pokud bychom chtéli minimalizovat néjakou jinou normu, dostali bychom od-
lisné odhady (napf. pfi minimalizaci L>-normy chyby bude h* = O(log(n)n~'/3))
[21].

Na zavér uvedeme srovnani jednotlivych pravidel pro $itku binu pro pravdépodob-
nostni rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti pi(x) = 0,994(1 — e~ cos(Lx)) Ijo 1)().
Histogramy vidime na obrazku 4.6, v nasledujici tabulce jsou vypsané L2-normy chyb
pro jednotlivé ptipady.

N Sturges | Terrel, Scott | Scott | Friedman, Diaconis
1000 0,228 0,246 0,244 0,244
10000 0,130 0,138 0,097 0,097
100000 || 0,103 0,066 0,047 0,048

Tabulka 4.1: L?>-normy chyb pro rtizna pravidla sitky binu histogramii

Vidime, Ze zatimco pravidla navrzend Scottem a Friedmanem s Diaconisem se od
sebe témér nelisi, Sturgesovo pravidlo se od nich velmi odchyluje, a to jak opticky, tak
chybou, ktera je pro N = 100000 uz vice nez dvojnasobna.

Histogram je robustni metoda, kterou lze pouzit témér v kazdé situaci. V této praci
ji pouzivame k ziskani predstavy o tom, jaky charakter mé hustota pravdépodobnosti.
K volbé sitky binu budeme pouzivat pravidlo (4.4) (Friedman-Diaconis). Pro pfesnéjsi
odhady hustoty pravdépodobnosti na malém intervalu budeme pouzivat parametrické

vz

metody, které jsou citlivejsi.
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Jadrové odhady

Histogram je nejjednodussi odhad hustoty pravdépodobnosti. Davd nam konzis-
tentni odhad ve smyslu MISE. Pokud zvolime optiméalni sifku binu, zarucuje nam rad
konvergence L2-normy chyby O(N~2/3). Davd nam ale pouze po &astech konstantni
funkci, coz nam v nékterych pripadech nemusi vyhovovat.

Dalsi nevyhodou histogramu je, Ze jsme upfednostnili urcité déleni pred vsSemi
ostatnimi. Dostali jsme tak lepsi odhad pro hodnoty uprostfed binu a horsi na jeho
okrajich.

Metoda jadrovych odhadt (anglicky kernel density estimation) odstratiuje obé uve-
dené nevyhody. Umoznuje nam délat libovolné hladky odhad a obchézi preferenci urci-
tého déleni tak, ze poc¢ita odhad v kazdém bodé jako vazeny primeér hodnot z urcitého
okoli. Zasadni otazkou zde je, jak Siroké okoli mame vzit a jaké vahy budeme pouzivat.

Jak uvidime, pro jadrové odhady lze vybudovat obdobnou teorii jako pro histo-
gramy. Ziskdme vyssi fad konvergence, cenou za to bude vyssi citlivost na Spatnou
volbu h. Teorie jadrovych odhadti je jesté rozsahlejsi, nez teorie histogramt. Kratky
prehled v této sekci cerpa z knihy [21].

Definujme véahovou funkci

w:{ 1/2 ze€[-1,1]

0  jinde ,

pak mizeme jako odhad hustoty pravdépodobnosti vzit

iz (5)

Podivejme se, jakym zptisobem dany vzorec funguje. Hodnotu v bodé x pocita tak,
ze secte viechny hodnoty x;, pro které |*5*| < 1, a pronasobi je vhodnou konstantou.
Ve vysledku v kazdém bodé dostavame stejnou hodnotu, jakou bychom dostali, kdyby
byl stfedem binu histogramu.

Odhad muzeme jesté vylepsit, pokud zvyhodnime z; blizka = a znevyhodnime vzda-
lenéjsi. Misto vahové funkce w budeme brat vhodnou funkci K (Kernel — jadro). Pro
jednoduchost se dale budeme zabyvat jen nezapornymi symetrickymi jadry s jednotko-
vym prvnim momentem (K (z) >0, [7 K(z)dz =1, K(—z) = K(z)). Casto pouziva-
nymi jadry jsou gaussovské (Kg = N(0, 1) - normalni rozdéleni s nulovou st¥edni hod-
notu a jednotkovym rozptylem) a Epanechnikovo (Kg,(z) = %(1 — 2?)Ij_1,1)). Prvni
dava nekonec¢né hladky odhad p, druhé minimalizuje AMISE mezi vSemi symetric-
kymi nezapornymi jadry.

Odhady pomoci jadrovych odhadi miizeme formulovat téz jako konvoluci

N

/ [ Zét—;m] x—t)dt:%ZK(:c—a:i),

i=1

dFN

kde Fy je empiricka distribu¢ni funkce (po ¢astech konstantni funkce). Jadrové odhady
tedy mtizeme brat jako shlazovani empirické hustoty pravdépodobnosti.
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Stejné jako u histogramt lze najit asymptoticky optimalni A, kterému zde fikdme
sitka jadra. Odhady plati pro nezaporna symetrickd jadra s omezenym nosicem a ko-
neénym rozptylem a pro hustoty pravdépodobnosti p, pro které je p” absolutné spojita
a p/// c L2

R(K) 1
AMISE(h) = ]Ef—h) + Zaé(h‘*R(p”) ,
R(K) \'°
= —— N5 4.6
(a;zmp")) ’ (46)

AMISE(h") = Z[JKR(K)]_4/5R(p")1/5]\7_4/5,

AMISE(ch*) 8+ ¢°
AMISE(h*) — 9c '

kde 0% = [T 2?K(x)dx.

Co z téchto vztaht vyplyva? Prvni zjisténi je, ze chyba zavisi na parametrech
jadra. Za druhé dostavame rychlejsi konvergenci chyby k nule. Déale ze ¢tvrtého vztahu
vidime, Ze jadrové odhady jsou citlivéjsi na Spatnou volbu Sitky jadra, nez histogram
na Sitku binu. Poslednim zjisténim je, ze pro odhad optimalniho A nyni potfebujeme
znat druhou derivaci skutecné hustoty pravdépodobnosti, zatimco u histogramii jsme
potrebovali prvni.

Rychlost konvergence lze dale zlepsit az k O(N~1) (fad konvergence pro nepara-
metrické metody je principidlné zdola omezen Cramérovou-Raovou mezi, kterou nelze
prekrocit). To zajistime pouzitim jadra s vice nulovymi momenty (ztracime nezipor-
nost). Soucasné se ndm ale bude zvySovat citlivost na spravnou volbu a optimdlni h
bude zaviset na vyssich derivacich hustoty pravdépodobnosti. Jejich vyhoda — fad kon-
vergence — se projevi az na velmi obsahlych souborech dat. Pro tuto praci tedy nemaji
vyznam.

Pro presnost odhadu je u jadrovych odhadi, stejné jako u histogrami, klicova
volba h. Nejjednodussi je pouzit jako referenci normalni rozdéleni (podobné jako ve

vztahu (4.3)), pro které je ¢len R(p”) roven W%' Dostavame odhad optimalni sirky
jadra

O\ 5
h*Gauss _ (8\/§R;< )) O'N_l/5, (47)
9K

kde za o dosazujeme smérodatnou odchylku hledané hustoty pravdépodobnosti.
Opét mizeme najit horni odhad pro sitku jadra

K 1/5
prmaz _ 3 (R( )) O_N—1/5 ]

350%

Podobné jako u histogramti i zde mtizeme pouzit krosvalidaci k odhadu ¢lenu R(p").
Odvozeni, postup a analyzu muzeme najit v ¢lanku [26], jeho vylepSenou verzi pak
v ¢lanku [27].

Pro porovnani jsme zvolili pravidlo ze vztahu (4.7) (oznac¢ujeme jako Scott), algorit-
mus unbiased cross-validation (znac¢ime jako ucv) popisovany v ¢lanku [26] a algoritmus
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uvedeny v ¢lanku [27], ktery oznacujeme jako Sheather, Jones podle autori ¢lanku.
Ve vSech pripadech jsme pouzivali Epanechnikovo jadro a konstantni sitku jadra na
celém intervalu. Pravidla jsme opét testovali na ndhodném vybéru 1000 (resp. 10000
a 100000) s pravdépodobnostnim rozdélenim p;(z) = 0,994(1 — e =5 cos(2x)) [jp1j ().
Vysledky vidime na obrazku 4.7.

Scott, N = 1000 ucv, N = 1000 Sheather, Jones, N = 1000

Scott, N = 1e+05 ucv, N=1e+05 Sheather, Jones, N = 1e+05

15
15
15

10
10
10

05
05
05

0.0
0.0
0.0

ao 0z 04 [u¥:} 08 10 o0 az 04 06 [k 1.0 an 0z 04 06 08 1.0

Obréazek 4.7: Srovnani tii pravidel pro volbu $ifky jadra (skuteéna hustota pravdépo-
dobnosti je vynesena ¢arkované)

Prvni, ¢eho si musime v§imnout, je nepfesnost odhadii na zacatku a na konci inter-
valu. Je zptisobena nespojitosti hustoty pravdépodobnosti (resp. jeji derivace) na okra-
jich intervalu. Tato situace se d& uspokojivé vyfesit pomoci volby jiného tvaru jadra
v okamziku, kdy nosi¢ jadra presahuje okraje intervalu.

Dalsi pozorovani ukazuje, ze ani jedno pravidlo nedokéaze presné aproximovat hus-
totu pravdépodobnosti na celém intervalu. Pravidlo Scott lépe aproximuje konec inter-
valu, ale na pocatku je velice nepfesné a u malych souborti dat dokonce ani nevystihuje
charakter hustoty pravdépodobnosti. Naopak pravidlo ucv dobfe aproximuje hustotu
pravdépodobnosti na zacatku intervalu, ale na konci intervalu osciluje. Diivodem to-
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hoto chovani je vysoka citlivost jadrovych odhadii na nepresnou sitku jadra a ménici se
charakter hustoty pravdépodobnosti. Pro prvni polovinu intervalu by bylo vhodnéjsi
uzsi jadro, pro druhou polovinu naopak Sirsi.

V nésledujici tabulce jsou uvedeny L2-normy chyby pro jednotlivé ptipady.

N Scott | ucv | Sheather, Jones
1000 || 0,225 | 0,080 0,132
10000 || 0,151 | 0,059 0,060
100000 || 0,090 | 0,039 0,040

Tabulka 4.2: Srovnani L?-normy chyby odhadu pomoci jadrovych odhadti pro jednot-
liva pravidla

Vzhledem k velké nepiesnosti odhadu na konci intervalu jsme spodcitali i L?-normy
chyby rozdilu odhadu a skute¢né hustoty pravdépodobnosti jen na intervalu [0;0,9],
které jsou vyneseny v nasledujici tabulce:

N Scott | ucv | Sheather, Jones
1000 || 0,219 | 0,068 0,121
10000 || 0,140 | 0,047 0,038
100000 || 0,071 | 0,027 0,024

Tabulka 4.3: Srovnani L?-normy chyby odhadu na intervalu [0;0,9] pomoci jadrovych
odhadi pro jednotliva pravidla

Pro ilustraci uvadime jesté zvolené sitky jadra pro jednotlivé piipady véetné opti-
malniho h* spo¢teného podle vzorce (4.6).

N hScott hucv hSheather,Jones h*
1000 || 0,0769 | 0,0251 0,0433 0,0489
10000 || 0,0480 | 0,0097 0,0189 0,0308
100000 | 0,0303 | 0,0034 0,0058 0,0195

Tabulka 4.4: Siiky jadra pro jednotliva pravidla u jadrovych odhadi

Vidime, ze pravidlo Scott sifku jadra nadsazuje, zatimco ucv dava zbytec¢né malou
hodnotu. V dalsich c¢astech prace budeme pro jadrové odhady pouzivat jen pravidlo
Sheathera a Jonese v kombinaci s Epanechnikovym jadrem.

Pokud porovname presnost histogramu a jadrovych odhadti, vidime, ze presnéji
aproximuji hustotu pravdépodobnosti jadrové odhady. Chyba je fddové polovi¢ni. Ne-
vyhodou je vSak vétsi ¢asova narocnost. Jadrové odhady budeme tedy pouzivat pouze
v pripadé, kdy ndm piijde o co nejvétsi presnost odhadu hustoty pravdépodobnosti.
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4.2.4 Parametrické odhady

U neparametrickych metod jsme nestanovovali zadné predpoklady pro hustotu
pravdépodobnosti. Diky tomu jsme ziskali robustni metody pouzitelné v naprosté vét-
siné pripadi. Cenou za to byla mala presnost odhadu a jeho pomald konvergence
k pfesné hustoté pravdépodobnosti. V této ¢asti ukazeme, ze pokud si vhodné ome-
zime mnozinu moznych pravdépodobnostnich metod, mizeme dostat presnéjsi odhad,
ktery konverguje rychleji.

Nejprve uvedeme jednoduchy priklad. Predstavme si, ze mame soubor hodnot vyge-
nerovanych z normalniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou a neznadmym rozpty-
lem. Pokud bychom neméli informaci o tom, ze hledané rozdéleni je normalni, pouzili
bychom neparametrické metody. S touto informaci ndm ale stac¢i co nejlépe urcit pouze
dva neznamé parametry, které hustotu pravdépodobnosti presné definuji.

Obecné budeme predpokladat, ze rozdéleni, které hledame, patii do néjaké tiidy
pravdépodobnostnich rozdéleni F = { f(x,0), f je hustota pravdépodobnosti pro vsech-
na pripustnéd 0}. Pfedpokladdme tedy, ze hustota pravdépodobnosti je uréena jedno-
znacné az na koneény pocet parametrit § = (01,0,,...,0), 6 € ¥ C RM. Cilem
parametrickych metod je najit optiméalni 8, které znacime 6*. Odhad hustoty pravdé-
podobnosti tedy prevadime na hledani optimalniho zastupce z dané tiidy rozdéleni —

pla) = fla, 0({z:} ).

Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti patii mezi parametrické odhady. Jejim cilem je
vybrat ze zvolené tiidy pravdépodobnostnich rozdéleni takové, které nejlépe odpovida
naméfenym dattim {x;}Y ;. Hleddme tedy takové #, pro néZ je nejpravdépodobnéjsi,
ze by se pfi ndhodném vybéru z rozdéleni f(x,0) realizovala pravé ndm dostupna
data {z;}¥,. JelikoZ predpoklddéme, 7e jednotlivé realizace jsou navzajem nezavislé a
vybrané ze stejného rozdéleni, hledame 0 = argmaxycy Hl L f(x,6).

Funkei L(6, {z;}Y,) = [V, f(x:,0) nazfvéme vérohodnostni funkeci (L z ang-
lického likelihood). Maximum této funkce hledame za pomoci parcidlnich derivaci:

oL
00;

=0 Vi=1,2,...,M. (4.8)

Této rovnici/sadé rovnic se ¥ikd vérohodnostni rovnice.
Hodnotu 6, kterou ziskdme jako Feseni vérohodnostni rovnice (4.8), budeme ozna-
dovat OML a budeme ji nazfvat maximalng vérohodnym odhadem parametru 6.
Casto si mfizeme vypocet zjednodusit tim, Ze misto vérohodnostni funkce maxima-
lizujeme jeji prirozeny logaritmus

10, {wi}ily) = log [L (0, {x:}iL,)] = log [H f(%e)] = Zlog[f(xiﬁ)]-

Diky tomu, Ze f(x;,0) jsou nezaporné a funkce logaritmus je monoténni funkei, dosta-
vame stejny vysledek (argmax,.q L = argmaxycy (). Misto vérohodnostni funkce pak
miizeme do vérohodnostni rovnice dosadit praveé jeji logaritmus.
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Ukazme si tuto metodu na jiz vyse zminéném prikladu s normalnim rozdélenim.

(2i=m)?
Vérohodnostni funkce bude mit tvar L(u, o, {z;:}Y,) = [[~, \/ﬁ ~757 | jejf logarit-

mus pak bude ve tvaru I(u, o, {z;} V) = SN, —Eiu- o) —|—10g(\/7) V tomto piipadé

T 202

dostavame dvé vérohodnostni rovnice. Prvni z nich ZZ | et Aziw) — ) Je splnena pokud

2 T 9,2
ij\il(‘rl p) = 0, tedy pokud pro parametr u pouzijeme odhad ML = N Zi:l Z;.
Odhad pro druhy parametr lze najit analogicky.

Hodnota odhadu vzdy zavisi na konkrétnich hodnotéach {z;}X¥,, pro rtizné soubory
dat (i kdyby byly vygenerovany z toho samého rozdéleni) se vérohodnostni odhad
mize ligit. Odhad ML tak miZeme v zavislosti na datech brat jako ndhodnou veli-
¢inu s nezndmym rozdélenim. Z teorie vime (viz napf. [28]), Ze pfi splnéni vhodnych
predpokladii méa tato veli¢ina rozdéleni asymptoticky normalni se stiedem ve sku-
tecné hodnoté. Navic pro N — oo jde rozptyl k nule, odhad je tedy konzistentni.
Je také dokazano, ze mezi vSemi asymptoticky nestrannymi odhady jde rozptyl k nule
asymptoticky nejrychleji (rychlost konvergence dosahuje Cramérovy-Raovy meze). Re-
¢eno laicky, pokud budeme opakovat odhad nékolikrat, budou se odhadnuté hodnoty
pohybovat kolem hodnoty skutecné, a ¢im vétsi navic bude soubor dat, tim blize se
budou odhady nachazet.

Metodu maximélni vérohodnosti zkusime pouzit pro ziskani priznaku u radialni
distribu¢ni funkce. Budeme se snazit co nejlépe odhadnout pozici a vysku prvniho
maxima hustoty pravdépodobnosti. Nebudeme se pokouset odhadnout celkovy tvar
hustoty pravdépodobnosti, ale jen pfislusné ¢asti obsahujici maximum. Na tomto tiseku
budeme predpokladat, ze hustota pravdépodobnosti méa tvar paraboly.

K otestovani této alohy pouiijeme rozdéleni se znamou hustotou pravdépodobnosti
p1(x) = 0,994(1 — e 5 cos(Lx))Ip 1) (). Jak uz jsme uvedli, budeme chtit najit co nej-
presnéji pozici Timer a hodnotu Y1imaz Prvniho maxima hustoty pravdépodobnosti na
zékladé souboru nahodnych veli¢in vygenerovanych z tohoto rozdéleni. Ptibliznou po-
zici prvniho maxima mutzeme zjistit napriklad pomoci histogramu ¢i jadrového odhadu.
Ptiblizné poloha maxima je okolo 0,1, proto si zvolime pro aproximaci pomoci metody
maximalni vérohodnosti napfiklad interval [x;; x,.] = [0,06;0,15]. Za tfidu funkei F si
zvolime polynomy druhého stupné (F = {f(z) = ar’+br+c,x € |x;;2,],a,b, c € R}).
Dale budeme postupovat nasledovneé:

Nejprve spocteme podil hodnot spadajicich do daného intervalu ” ] Tuto hod-
notu pouzijeme jako odhad integralu fx‘f (ax?+br+-c)dx. Diky tomu muzeme eliminovat
parametr ¢ volbou

—3bay —2 —2ax + 3ba? + 2aa® — 6Ll
—6(z, — ;) :

¢ =

Nésledné budeme hledat hodnoty parametrt a, b takové, aby maximalizovaly vy-
YAz Y i cni<an log(ax? + bx; + ¢). ReSen{ piislusnych vérohodnostnich rovnic nelze
analyticky spocitat, proto budeme k nalezeni optimalnich a, b pouzivat optimalizac¢ni
metodu BFGS [29] (podle autort Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). Jelikoz pro né-
které hodnoty a, b ptivodni vyraz nemusi byt definovany, budeme namisto ného maxi-
malizovat vyraz

47



—00 pokud (ax? +bx; +¢) < 0.

{ S log(az? + bx; + ¢) pokud (ax? + bx; +¢) > 0
CEIRC IR 2

Vyjadieno slovné — pokud by se stalo, Ze pro néjaké x; by byl vyraz az? + bz; + ¢
zaporny, polozime vyraz rovny minus nekonecnu. Tim tyto pfipady penalizujeme. Za
maximéalné vérohodné odhady pozice a vysky prvniho maxima budeme brat pozici
vrcholu paraboly a hodnotu paraboly v tomto bodé: #3L = —%, gL = —% +c.

Tuto metodu jsme testovali na ndhodnych vybérech o velikostech N = 100, 1 000,
10000. Pro kazdou velikost vybéru jsme postup opakovali K-krat, K = 100, 1000,
10000. Tim jsme dostali celkem devét soubort odhadti, které jsme dale statisticky
zpracovali.

Nejprve jsme vyloucili outliery — hodnoty, které byly na prvni pohled Spatné.
K oznaceni outlierii jsme pouzivali kritérium zalozené na kvantilech souboru dat po-
psané v [30]. Pokud si ozna¢ime ¢; jako prvni kvartil® dat a ¢z jako tieti, pak za
outlier budeme povazovat hodnotu, kterd bude vétsi, nez g3 + 1,5(¢s — ¢1) nebo mensi
neZ q; — 1,5(¢s — ¢1). Outliery jsme hledali mezi hodnotami Z{Z% ~a gML 'V pripadé
nalezeni outlieru jsme vyloucil ze souboru vSechny tudaje tykajici se tohoto odhadu
(kromé& odhadt samotnych i hodnoty a, b, ¢ a hodnotu vérohodnostni funkce L) a test
jsem znovu aplikovali na zbyla data.

U takto ocisténych dat jsme spocetli stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku.

Vysledky celé procedury jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

N\K 100 1000 10000

100 2L =10,1066 + 0,0159 | 275 =0,1046 + 0,0189 | 2771 = 0,1052 + 0,0178
ML =16722 +0,7623 | gML =1,7587 40,8923 | ML = 1,7243 £ 0,8566

pocet outliera: 33 pocet outlierti: 286 pocet outliert: 3093
1000 || 2L = 10,1057 40,0089 | /2L =0,1052 40,0134 | 2L = 0,1050 + 0,0123
gML = 15504 40,1569 | §/4L = 1,5626 +0,1768 | ML =15731 40,1671

pocet outliertu: 28 pocet outlierti: 278 pocet outliert: 2994
10000 || 2325 "= 10,1056 + 0,0036 | 2% = 0,1059 & 0,0033 | 217~ = 0,1058 40,0034
gL = 15781 40,0563 | gML = 1,5885 40,0545 | ML = 15872 40,0552

pocet outliert: 2 pocet outliert: 50 pocet outliert: 523

Tabulka 4.5: Souhrn odhadd polohy a vysky prvniho maxima metodou maximéalni
vérohodnosti

Skuteéna hodnota x4, je priblizné 0,1036, pro yima: je 1,5867 (spoc¢teno na za-
kladé analytického vyjadfeni hustoty pravdépodobnosti). Z udaji v tabulce vidime, ze
skutec¢na hodnota ve vsech pripadech bezpecné lezi v intervalu daném stiedni hodnotou
a smérodatnou odchylkou.

Nyni ovéiime, ze vysledné rozlozeni odhad se blizi s rostoucim N k norméalnimu
rozdéleni. Pouzijeme k tomu Shapirtiv-Wildiv test normality. Pro dany soubor dat
dava test hodnotu p (p-value), ktera urcuje, jak je pravdépodobné, ze by hodnoty

4Kvartily jsou hodnoty rozdélujici soubor dat na ¢tvrtiny. Prvni kvartil odpovidd 25. kvantilu,
tfeti kvartil 75. kvantilu.
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souboru byly ndhodné vygenerovany z normalniho rozdéleni. Hodnota p nam zaroven
dava hladinu vyznamnosti, na které mizeme vyloucit hypotézu tvrdici, ze hodnoty
souboru byly ndhodné vygenerovany z normalniho rozdéleni. Hodnoty p znacime p5""

pro polohy a pgw pro vysky.

N\K 100 1000 10000
100 || p2" =0,828 | p° =9,836-1073 | po" =1,069-107°
p;"V =0,096 | p;"" =8989-10°7 | p;"V =7,104-10"*®
1000 || p2" =0,243 | p;" =7,339-1075 | p;" = 3,340 - 10~ %
py"V =0,719 | p;"V =9,0563-102 | pi" =1,570-10°°
10000 || p?" =0,720 | p2V =5,369 - 1072 | poW = 2,757 - 107"
Py =0839 | p;"¥ =3,765-10"* | pi" =1,201-107°

Tabulka 4.6: Piehled p-hodnot Shapirova-Wildova testu pro soubory odhadi polohy a
vysky prvniho maxima metodou maximélni vérohodnosti

7 tabulky vidime, zZe ve vétsiné pripadii hodnota p roste s rostoucim poc¢tem bodi
pouzitych k odhadu pomoci maximalni vérohodnosti N, jak predpoklada teorie. Tento
trend vSak neni prili§ vyrazny. Zaroven vidime, ze test s rostoucim poctem odhadi
bezpecnéji poznava, ze odhady nejsou rozlozeny gaussovsky.

Nyni se podrobnéji podivejme na piipad N = 100, K = 1000. Na obrazcich 4.8 a
4.9 vidime srovnani soubori odhadi pro pozici, resp. vysku prvniho maxima. Na obou
obrazcich jsou porovnany soubory ptivodni se soubory ocisténymi od outlierti.

Prvni fada graftt vynasi hodnoty v zavislosti na poradovém c¢isle, v druhém tadku
jsou histogramy hodnot. Tteti fadek obsahuje Q-Q diagramy porovnavajici kvantily
soubort dat s teoretickymi kvantily normélniho rozdéleni.

V puvodnich datech se jak u polohy, tak u vysky vyskytuji hodnoty pohybujici se
velice daleko od intervalu, ve kterém bychom cekali vysledek. Zaroven vidime, ze tyto
hodnoty silné narusuji normalitu rozdéleni hodnot. Piitomnost téchto hodnot se da
vysveétlit nékolika zptisoby.

Prvnim vysvétlenim je, ze outliery odpovidaji odhadiim, kde do vysetfovaného
intervalu [0,06; 0,15] padlo velice mélo hodnot (cca do péti hodnot). V takovém pripadé
nemusi dat fitovani parabolou uspokojivy vysledek. Vysledné parametry, a diky tomu
i odhad polohy a vysky maxima, mohou byt znac¢né vzdaleny od nami ocekavanych.
Pokud naptiklad hleddme maximélné vérohodny odhad pro hodnoty {0,068, 0,0884,
0,145}, dostaneme ML = 0,1165 a §ML = —25,9372 (aME = 33497, bME = —7806).

Druhou moznou pfi¢inou vyskytu outliertd je pouziti numerické metody k maximali-
zaci vérohodnostni funkce. Pokud ma vérohodnostni funkce kromé globalniho maxima
i dalsi (lokélni) maxima, algoritmus miize najit pravé nékteré z nich.

Problémy muze zptisobovat i zastavovaci kritérium maximizéru. Pokud by véro-
hodnostni funkce méla velmi ploché maximum, maximizér by se mohl zastavit daleko
od optimélnich hodnot. Maximizér by mohl mit problém i s penalizaci vérohodnostni
funkce, kterou jsme pouzili.

Diky tomu, zZe ze souborti odhadi odstranujeme outliery, omezime vliv vSech téchto
rizik. Cenou za to je ,,umélé“ snizeni rozptylu. Je totiz pravdépodobné, ze odstranime
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Obréazek 4.8:

i hodnoty, které do souboru ,pfirozené“ patii. Druhym negativnim efektem mtze byt
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pro pripad N = 100, K = 1000

vétsi odchylka rozdéleni odhadd od norméalniho rozdéleni.

Nyni se podivejme, zda nejsou nékteré ze ziskanych odhadt navzajem korelované.
Korela¢ni koeficienty pro piipad N = 100, K = 1000 jsou vyneseny v tabulce 4.7.

l i’ML gML dML bML éML
l 1 -0,007 -0,025 0,134 -0,133 0,055
#ME 10,007 1 0,982 -0,020 0,021 0,015
gML | 20,025 0,982 1 -0,039 0,025 -0,007
aML | 0,134 -0,020 -0,039 1  -0,985 0,935
pMEL -0,133 0,021 0,025 -0,985 1 0,980
ML 10,055 0,015 -0,007 0,935 0,980 1

Tabulka 4.7: Tabulka korelac¢nich koeficientti hodnot ziskanych metodou maximéalni

vérohodnosti
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Obrazek 4.9: Prehled hodnot % pro pfipad N = 100, K = 1000

1lmazx

Vidime, ze hodnoty a, b a ¢ jsou navzajem silné korelované. Stejné tak odhady po-
lohy a vysky vykazuji silnou korelaci. To naznacuje, Ze outliery by stacilo hledat bud
jen v polohéch, nebo jen ve vyskach. Zadny ze ziskanych parametr neni korelovany
s hodnotou vérohodnostni funkce. V tabulce 4.8 jsou pak vyneseny korela¢ni koefici-
enty, kde dvojice porovnavanych souborti jsou druhé mocniny odchylky od priameéru
daného parametru a hodnota logaritmu vérohodnostni funkce. Vidime, ze korelace neni
prilis vyrazna. Outliery tedy nelze jednoduse rozpoznat jen z hodnoty vérohodnostni
funkece.

Nyni porovnejme presnost odhadi@ pomoci maximélni vérohodnosti s pfesnosti od-
hadi vytvorenych pomoci histogramt. Jako odhad vysky prvniho maxima budeme
brat vysku binu, ktery obsahuje polohu maxima x1,,., = 0,1036. Jako chyby uvadime
smérodatnou odchylku z tisice opakovani. Pro sitku binti volime pravidlo Friedmana a
Diaconise (vztah (4.4)). Vysledky shrnuje tabulka 4.9. Vidime, Ze histogram vysledky
systémové podhodnocuje.

Pokud bychom chtéli pouzit jadrové odhady, situace bude podobna. Tabulka 4.10
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Korelace mezi:

l

0,0035
0,0024
0,1328
0,1310
0,1341

Tabulka 4.8: Korela¢ni koeficienty mezi hodnotou logaritmu vérohodnostni funkce a
odchylkami veli¢in od priméru pro pripad N=100 a K = 1000

Korelovanost odhadd polohy a vysky prvniho maxima

Se+01
|

Se+00
|
o

Yimax

8o

5e-01

5e-02
[e)

T T T T
1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02

K manc

Obrazek 4.10: Korelace hodnot #7L = 0,1165 a yML = 0,1165 pro ptipad N = 100,

Imazx
K =1000
N 100 1000 10000
g?:;gl, 1,00 +£0,18 | 1,204+ 0,11 | 1,53 + 0,06

Tabulka 4.9: Odhad vysky maxima pomoci histogram.

obsahuje hodnoty jadrového odhadu v bodé x = 0,1036 pro rtiznd N. Pouzito je

Epanechnikovo jadro a pravidlo Sheathera a Jonese.

N 100 1000 10000
e 110,84 4+0,17 | 1,22+£0,09 | 1,51 +0,04

Tabulka 4.10: Odhad vysky maxima pomoci jadrovych odhadi.
Vidime tedy, ze v tomto pripadé je opravdu vyhodnéjsi pouzit parametrické odhady

misto neparametrickych. Nejmarkantnéjsi rozdil je u malych soubort dat, kde je sitka
binu ¢i jadra prilis velkd na to, aby dobfe zachytila situaci v jednom bodé.
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Vyse zminény postup odhadu polohy a vysky maxima pomoci metody maximéalni
vérohodnosti 1ze samoziejmé dale zlepsovat. Jednou z moznosti je aproximovat hustotu
pravdépodobnosti polynomy vyssiho fadu & pouzit jiné kiivky. Uspésnost lze v tomto
ptipadé posuzovat pomoci Akaikeho informaéniho kritéria AT K = 2k — 2log(L).
Kritérium porovnava, jestli pouziti k¥ivky s vice stupni volnosti £ dostatecné zlepsi
vérohodnost odhadu L. Z nékolika otestovanych prokladanych kiivek se vybere ta
s nejnizsi hodnotou AIK [31].

Druhym smeérem je hledani optiméalniho intervalu, na kterém hustotu pravdépo-
dobnosti aproximujeme. Timto zptisobem by Sel snizit pocet outlierti na tkor zvyseni
rozptylu ¢i naopak. Tyto sméry déle rozvijet nebudeme. Zaméfime se na jiny aspekt
metody, ktery omezuje moznosti metodu aplikovat.

Pii testovani metody jsme opakované generovali ndhodné vybéry z obecné ne-
zndmého rozdéleni pravdépodobnosti. Abychom ziskali rozptyl odhadi, museli jsme
provést vyhodnoceni vSech K vybéri. V praxi je ale ¢asto obtizné ziskat dostatek dat
a neékdy si musime vystacit pouze s jednou fotografii. Nasledujici ¢ast ukazuje, jak
dostupna data vyuzit opakované a tim dostat alespon odhady rozptylu vypoctenych
hodnot.

4.3 Bootstrap

Metoda bootstrap je pomérné novy® statisticky koncept. Na rozdil od odhadti hus-
toty pravdépodobnosti ¢i statistickych test nefunguje nezavisle, ale pouze modifikuje
stavajici metody. Vyuziva se hlavné pri nedostatku testovacich dat ¢i pro ovérovani
presnosti néjaké statistické metody. Obecné je pak aplikovatelné, kdykoli odhadujeme
hodnotu néjaké charakteristiky 6 pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodného jevu X
s obecné neznamym rozdélenim na zakladé nahodného vybéru xq, ..., xy vygenerova-
ného z tohoto rozdéleni.

V této casti ukazeme, jak aplikovat metodu bootstrap na metodu maximalni véro-
hodnosti. Zopakujeme cely postup odhadovani vysky a polohy prvniho maxima hustoty
pravdépodobnosti p; a ukazeme, jak se bootstrap vypotrada s pripadem, kdy nemtizeme
opakované vygenerovat dostatek dat ke statistickému zhodnoceni presnosti odhadu.
Realné pak situace bude odpovidat takové situaci, ve které bychom meéli k dispozici
pouze jednu fotografii zachycujici vysledky experimentu a chtéli bychom presto urcit
smérodatnou odchylku odhadt pozice a vysky prvniho maxima radialni distribucni
funkce.

Zopakujme si, jak jsme postupovali v predchozi ¢asti. Nejprve jsme vytipovali,
v jakém misté se priblizné vyskytuje hledané maximum. Nasledné jsme hustotu prav-
dépodobnosti na tomto tiseku aproximovali parabolou a hledali jsme, jaké parametry
a, b, ¢ nejlépe odpovidaji dostupnym datim. Z odhadi hodnot téchto koeficientii jsme
pak dopoéitali odhady #{7L ~a gL . To jsme opakovali celkem K-krat, ziskali jsme
tak sady odhadt {75, .}, {Uimae. o1, Ze kterych jsme nésledné vyloudili extrémni
hodnoty.

SPrvni ¢ldnek o bootstrapu pochézi z roku 1979 [32].
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V tomto okamziku je vhodné pfipomenout dvé dtlezité skutecnosti souvisejici
s timto algoritmem. Prvné, pro kazdy odhad xlma“ a ylmam jsme pouzili nové vy-
generovana data. Mohli jsme tak postupovat diky tomu, Ze jsme znali skute¢nou hus-
totu pravdépodobnosti. V naprosté vétsiné pripadt vsak hustotu pravdépodobnosti
nezname a nase schopnost vygenerovat data se stejnym rozdélenim je omezena. Dru-
hou skutecnosti, izce souvisejici s prvni, je zpiisob, jakym jsme ziskali smérodatné
odchylky nagich odhadt. Mlcky jsme predpokladali, ze 2L i §ML ~jsou nahodné
veli¢iny s neznamym rozdélenim. Diky opakovanému pocitani téchto odhadt z nové
vygenerovanych dat jsme mohli brat vysledné hodnoty jako nezévislé realizace z da-
ného neznamého rozdéleni.

Zkusme si nyni celou situaci popsat presnéji. Opakované jsme generovali soubory
nahodnych veli¢in {x;}Y, z ndhodného rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti p; a
s distribuc¢ni funkci, kterou oznacime jako F'. Pomoci téchto soubort jsme ziskali sadu
odhadu 6#,,0,,... . Ze sady odhadi uz jsme se mohli pokusit odhadnout rozdéleni
hodnot odhadi (jehoz distribuéni funkei oznacime jako 7', odhad jako TN), my jsme
se vsak omezili na odhad rozptylu tohoto rozdéleni.

Nyni si pfedstavme, 7e mame k dispozici jen jeden soubor hodnot {z;}¥; a nezndme
hustotu pravdépodobnosti ani distribu¢ni funkci rozdéleni, ze kterého byl vygenero-
van. Na zakladé téchto hodnot mtzeme hustotu pravdépodobnosti ¢i distribu¢ni funkci
pouze odhadnout. Nejjednodussi je pouzit empirickou distribuéni funkci Fy. Cim vt
soubor na pocatku mame, tim lépe empiricka distribu¢ni funkce aproximuje skute¢nou
distribuc¢ni funkci. Dalsi soubory dat pak budeme generovat z rozdéleni Fy. Takovéto
generovani odpovida vybéru s vracenim z ptvodniho souboru dat. Takovéto soubory
dat budeme nazjvat bootstrapovymi vybéry a budeme je znacit {z?}Y . PouZi-
tim téchto soubortt mizeme ziskat odhady veli¢iny 6. Tyto odhady budeme nazyvat
bootstrapovymi odhady a budeme je znacit 0°. Konecné na zékladé souboru bo-
otstrapovych odhadi mizeme odhadnout distribucni funkei T'. Tento odhad budeme
znacit Tb

Nyni se mtizeme ptat, jestli se bootstrapovy odhad rozdéleni Tfi, blizi ke stejnému
odhadu, pfi kterém jsme ale generovali hodnoty z rozdéleni se skutecnou distribuc¢ni
funkci F', tedy k odhadu Ty. Pri splnéni vhodnych podminek pro odhady distribucnich
funkci plati nasledujici vztahy [33]:

poo (T, T%) 225 0,
N—oo

Vvloglog N

poo(TN7T]Z</) ~ \/N

pro N — oo,

pricemz p., znaci supremovou metriku.

Prvni vztah ndm ika, Ze T% je konzistentni odhad Tl. Druhy ndm dava asympto-
tickou rychlost konvergence. Vidime, ze pro dostatecné velky soubor je rozdil obou
odhadt zanedbatelny. Pokud aplikujeme tyto vztahy pti odhadovani polohy a vysky

~MLb _ ~ML}b , .
prvniho maxima, zjistime, ze rozdé€leni odhadi xlmaz a Yimap bude mit s rostoucim
N ptiblizné stejny rozptyl jako odhady #3L ~a gML  Navic rozdéleni bootstrapovych
odhadu by se, stejné jako rozdéleni ,,obycejnych“ nebootstrapovych odhadii, s rostou-

cim N meélo blizit k normalnimu rozdéleni. Otestujme nyni tyto zavéry v praxi.

o4



Metodu bootstrap jsme aplikovali na ptiklad odhadu polohy a vysky prvniho ma-
xima hustoty pravdépodobnosti p;. Veli¢ina N znadi velikost souboru vygenerovaného
z puvodniho rozdéleni, veli¢ina B znaci pocet bootstrapovych vybéra pouzitych k od-
hadu veli¢in 24, ag%,.... Uvedena chyba je pak bootstrapovym odhadem smérodatné
odchylky. Stejné jako v pfedchozi ¢asti jsme pomoci Shapirova-Wildova testu zjistovali,

nakolik se rozdéleni odhadu blizi normalnimu rozdéleni.

N\B 100 1000 10000
100 || #0720 — 01091 +0,0157 | #2720 — 0,0965 + 0,0092 | 217=P — 01056 + 0,0186
gbb — 11564 40,7404 | 91780 — 27940 + 0,8055 | §1--b = 1,7595 + 0,6038
pocet outliert: 27 pocet outlierti: 288 pocet outliert: 4703
~MLb ~MLb ~MLb
1000 || 1750 — 00,0962 +0,0383 | 21720 — 0,0905 + 0,0399 | 217 — 0,1192 + 0,0141
gubb — 15517 40,2747 | gi0bt = 1,4244 +0,2897 | 000 = 1,5782 +0,1739
pocet outliertt: 19 pocet outlierti: 196 pocet outliert: 849
MLV _ ~MLb ~MLb
10000 || #1720 — 0,0981 + 0,0051 | 1720 — 0,1018 + 0,0024 | 2170 — 0,1080 + 0,0046
gAMLY _ 7 5289 +0,0459 | gk — 15923 40,0525 | i7EP = 1,5316 + 0,0535
pocet outliert: 11 pocet outlieri: 39 pocet outlieri: 801

Tabulka 4.11: Souhrn odhadid polohy a vysky prvniho maxima metodou maximéalni

vérohodnosti s pouzitim bootstrapovych vybért dat

N\B 100 1000 10000
100 || pSW =0,915 | pSW =8,332-107° | p5W = 3,716 - 1012
py"V =0,321 | pi" =1,238-107° | p;"¥ = 1,701 -10""?
1000 || p™" =0,038 | p5W =6,170-10"% | p5W =1,997 - 1037
P =0,616 | pi" =4,142-107° | p" =1,516- 10"
10000 || p3™ =0,009 | p5™ =1,359 107! | p>V =1,238 - 10710
ppV =0,772 | pi" =2,746 107" | pi" =1,051-10"°

Tabulka 4.12: Piehled p-hodnot Shapirova-Wildova testu pro soubory odhadi polohy
a vysky prvniho maxima metodou maximalni vérohodnosti s vyuzitim bootstrapu

Vidime, ze samotné bootstrapové odhady polohy a maxima jsou dale od skutec-
nych hodnot nez v ptivodni metodé. Presto ve vétsiné pripadii lezi skutecna hodnota
v intervalu daném smérodatnou odchylkou. Smérodatna odchylka odhadi zistava pri-
blizné stejna jako v ptivodni verzi. Na obrazcich 4.11 a 4.12 pak vidime, Ze se zasadnim
zpusobem nezménil ani tvar rozdéleni odhadt. Zachovana je i mira podobnosti tohoto
rozdéleni s normalnim.

Horsi vysledky oproti casti 4.2.4 jsou zptusobeny tim, Ze empirickd distribuc¢ni
funkce v nékterych pfipadech nepiesné aproximovala skutec¢nou distribu¢ni funkci a
tyto nepfesnosti se pak pfenesly i do bootstrapovych vybért. Nepfesnosti empirické
distribuc¢ni funkce naopak pfili§ neovlivnily tvar distribuce a diky tomu se smérodatné
odchylky prilis nelisi.

7 vysledku simulace je vidét, ze bootstrapové metody lze s ispéchem uzivat tam,
kde mame omezené mnozstvi informaci. Musime si byt ale védomi nepresnosti, které
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Obrézek 4.11: Piehled hodnot #172° pro p¥ipad N = 100, K = 1000

miize bootstrap do vysledku zanést. Dalsi vyuziti bootstrapu se nachazi v ¢asti 3.2.5,
kde je pouzit k odhadu nepfesnosti odhadt pfiznakd morfologickych metod.

V této praci jsme vyuzivali metodu bootstrap jen k odhadu smérodatné odchylky
nékterych veli¢in. S mirnymi modifikacemi bychom mohli poéitat napiiklad konfidené¢ni
intervaly danych parametrt, jak ukazuje napiiklad monografie [34]. Velké mnozstvi
dalsich aplikaci bootstrapu obsahuje kniha [35].
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Obrézek 4.12: Piehled hodnot 172" pro pripad N = 100, K
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Kapitola 5

M1ij model rtstu tenkych vrstev

V kapitole 3 bylo popsano, jaké vlastnosti ocekdvame od dobrych morfologickych
metod a jejich charakteristik a pfiznakt. Jednou z uvedenych vlastnosti byla plnost.
Tato kapitola bude testovat, nakolik jsou rtzné charakteristiky uplné - jak presné lze
pouze z charakteristik ,zrekonstruovat ptvodni obrazek®“. Zrekonstruovanim pivod-
niho obrazku budeme minit ziskani obrazku se stejnymi vlastnostmi - charakteristikami
a priznaky. Zrekonstruovany obrazek tedy bude takovy obrazek, ktery bychom mohli
najit na stejném vzorku jako obrazek puvodni, ¢i obrazek, ktery by mohl byt vyge-
nerovan puvodnim modelem. K tomuto tcelu predstavime v této kapitole novy model
ristu tenkych vrstev.

5.1 Vzajemné vztahy morfologickych metod

Ve treti kapitole jsme rozdélili jednotlivé morfologické metody do nékolika skupin.
Slo o ,integralni informace®, ,informace o jednotlivich objektech® a ,informace o roz-
misténi objektti na plose“. Dale jsme se zabyvali jednotlivymi metodami spadajicimi
do jedné z téchto tii skupin. Uz z tohoto rozdéleni je vidét, ze zadné z charakteristik
ani zadny z priznakil uvedenych v této praci neni iplny a nedokaze popsat charakter
obrazku bezezbytku. Pokud bychom vsak z kazdé skupiny vybrali jednu metodu, je
mozné, ze vybrané tii metody uz by dokazaly popsat obrazek dostatecné dobte.

V uvahu zde prichazi i opacny pohled. Predstavme si, ze bychom dokazali z vy-
branych charakteristik ptivodniho obrazku vytvorit obrazek novy, jenz by se shodoval
s puvodnim v dalSich charakteristikdch. Pak by tyto kontrolni charakteristiky obrazku
k popisu nebyly potieba. Kontrolni a ptivodni charakteristiky by nebyly navzajem
nezavislé.

Jednoduchy pfipad tii charakteristik /pfiznaki, které nejsou navzajem nezavislé,
jsou pocet objektil, rozdéleni velikosti objekti a stupen pokryti. Pokud bychom znali
pocet objektti a rozdéleni velikosti, mohli bychom z téchto dvou informaci spocitat
tfeti - stupen pokryti. Naopak pokud bychom znali pocet objekt a stupen pokryti,
nedokazali bychom ziskat celkové rozdéleni velikosti objektii, ale pouze stfedni hodnotu
velikosti objekti.

Na uvedeném ptikladu lze ilustrovat nejen zavislost ¢i nezavislost ptriznaki, ale i
to, ze uvedené rozdéleni morfologickych metod do skupin je pouze orientacni. Metody
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z jedné skupiny nejsou nezavislé na metodach v jinjch skupinach. To ndm ukézala uz
drive analyza pfiznakt zalozenych na Voronoiové dlazdéni a Delaunayové triangulaci.
Ptesto se tohoto rozdéleni budeme dale drzet.

5.2 Hard-disk jako vychozi bod

V predchozich odstavcich byly uvedeny nékteré obtize, s nimiz se musime vypofa-
dat. Podivejme se nyni, jak danou situaci postihuje model hard-disk. Tento model ma
tii parametry (velikost plochy zde bereme jako fixni). Vzhledem k tomu, Ze objekty
jsou kruhové, plné je popisuje jejich polomér. Diftzni parametr vnasi informace o vza-
jemném postaveni objekti, zaroven také reguluje maximalni pocet objektti. Pomér
zaplnéni pak primarné reguluje pocet objektti na plose, zaroven ale ovliviiuje rozlozeni
objektt v plose, jak bylo ukazano v sekci 3.2.5.

Vidime, Zze parametry hard-disk modelu neodpovidaji tfem uvedenym skupinam
metod. Prvnim cilem je tedy model modifikovat tak, aby toto spliioval. Druhym nedo-
statkem hard-disk modelu je nedostate¢ny popis samotnych objektd. V zékladni verzi
modelu jsou vsechny objekty identické!.

Prvni cil mizeme splnit tak, Ze pocet objektti budeme brat jako tmeérny velikosti
plochy € a misto difizniho parametru pouzijeme jinou, vhodnéjsi charakteristiku.
Problém s nedostatecnym popisem pak miizeme jednoduse vyftesit tim, Zze budeme pro
kazdy objekt generovat pokazdé jinou velikost (pfipadné i jiny tvar).

5.3 Popis modelu

Nyni prejdéme k technickému popisu modelu. Jak uz bylo feceno, cilem modelu je
zrekonstruovat obrazek za pomoci nékterych jeho charakteristik. V této ¢asti popiseme,
jak miize fungovat model, ktery jako vychozi informace bude pouzivat pocet objektii,
rozdéleni velikosti objekt a radialni distribu¢ni funkci.

Zékladnim tkolem modelu je postupné umistovat objekty na plochu podle urcitych
pravidel. Stejné jako v hard-disk modelu fekneme, Ze objekt lezi na plose €2, pokud

Nez pristoupime k samotnému umistovani, vygenerujeme si velikosti objektt (pro
jednoduchost budeme pracovat pouze s kruhovymi objekty), které budeme na plochu
vkladat. Velikosti objektti budeme generovat na zakladé odhadu rozdéleni velikosti
v puvodnim obrazku. Jako vhodny odhad mitizeme vzit histogram ¢i jadrovy odhad.
Dalsi alternativou by bylo vzit jako velikosti objekti, které budeme vklddat na plo-
chu, bootstrapovy vybér z ptivodniho souboru velikosti. Pocet objektii které, budeme
vkladat, ziistane stejny jako na ptivodniho obrazku.

Pocet objektt z ptivodniho obrazku zachovame. Vysledek modelu by pak mél mit
stejny stupen pokryti jako ptvodni obrazek. To bude prvnim testem funkénosti mo-
delu.

LV literatute [5] lze najit i pokrocilejsi varianty HD modelu, kde velikost difuzniho parametru D
je ovliviiovana pravé velikosti objektu.
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Posledni charakteristikou, kterou pouzijeme jako zdrojové informaci pro model,
bude radialni distribuéni funkce. Jako odhad této charakteristiky opét mizeme pouzit
histogram ¢i metodu jadrovych odhadti. Jak vyplyva z nasledujiciho popisu, zachovani
této veli¢iny nemusi byt automatické. Mira zachovani tvaru radialni distribuc¢ni funkce
bude druhym testem modelu. Tietim testem bude porovnani Sesti pfiznaka pouzitych
v analyze obrdzku 1.3 v sekci 3.2.5, tedy p¥iznakd oznadenych jako V', Vi = V2,
deiskr? D? a Délirc'

Nyni uz k samotnému umistovani objekt na plochu. Pro kazdy objekt vygeneru-
jeme ndhodné pozici. Provétime, jestli se do vzdélenosti r,,,, vyskytuje néjaky objekt.
Pokud ne, objekt umistime. Pokud existuje praveé jeden takovy objekt, umistime jej
s pravdépodobnosti imérnou hodnoté radialni distribuc¢ni funkce pro tuto vzdalenost.
Pokud se ve sledovaném okoli vyskytuje vice objekt, prislusné pravdépodobnosti na-
sobime. Vztah mezi radidlni distribu¢ni funkci a pravdépodobnosti umisténi volime
tak, aby pro maximéalni hodnotu prpr byla pravdépodobnost rovna jedné.

5.4 Vysledky modelu

V pripadé radialni distribu¢ni funkce pro nebodové objekty mame t¥i moznosti.
Varianta prpr, pracuje s objekty jako bodovymi. Misto celého objektu pouziva jen
Tteti varianta prpp, zohlednuje velikost objekti. Model jsme vyzkouseli pro prvni i
tfeti variantu radialni distribu¢ni funkce. Tyto varianty modelu budeme oznacovat
jako model A a model B. Jako pivodni obrazek jsme vyuzili vysledek MC modelu
popsaného v sekci 2.3 pro napaiovaci rychlost 102 ML/s a tloustku vrstvy 5 ML.

V tabulce 5.1 vidime vysledky prvniho testu. Vysledky testu nezavisi na varianté
pouzité radialni distribu¢ni funkce. Jako chyba hodnoty u nového stupné pokryti je
uvedena smérodatna odchylka pro 1000 opakovani.

Ptvodni stupen pokryti 0,4340
Novy stupen pokryti 0,4334 + 0,0051

Tabulka 5.1: Vysledky prvniho testu - porovnani stupné zaplnéni obrazkt

U dalsich testt jsou vzdy uvedeny vysledky pouze z jedné realizace modelu (pro
obé varianty modelu). Uvedené nepfesnosti jsou bootstrapovymi odhady smérodatné
odchylky prislusnych veli¢in zalozené na vyhodnoceni 1000 bootstrapovych vybéri.

Druhym testem je porovnani ptivodni a nové radialni distribuc¢ni funkce. Na obraz-
cich 5.1 a 5.2 mtzeme vidét Q-Q diagram porovnavajici pivodni a novou radialni dis-
tribuc¢ni funkci. V prvnim piipadé je vidét, ze shoda je zde velice dobra. Kolmogorovtv-
Smirnoviv test ndm vsak ¥iké, Ze se charakteristiky presto lisi (p-hodnota = 0,0027).
V druhém piipadé je shoda mirné horsi, p-hodnota KS testu je 0,0004).

Dalsi testy spocivaji v porovnani priznakt zalozenych na Voronoiové dlazdéni a
Delaunayové triangulaci. Porovnani hodnot piiznaki je v tabulce 5.2, na obréazcich 5.3
a 5.4 jsou vykresleny Q-Q diagramy porovnavajici klicové veli¢iny ptiznakid. Vidime,
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Q-Q diagram - porovnani radidlni distribuéni funkce
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Obrazek 5.1: Q-Q diagram pro piivodni a novou radialni distribuéni funkci prpr,

Q-Q diagram - porovnani radialni distribuéni funkce
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Obrazek 5.2: Q-Q diagram pro ptivodni a novou radidlni distribucni funkci prpr,

Ze pro prvni variantu radialni distribu¢ni funkce je shoda pfiznakt i priubéh rozdéleni
kli¢ovich veli¢in velmi $patny. Model zachoval nejlépe piiznak V2.

Vysledky pro druhy test jsou lepsi. Model velmi dobte zachoval piiznaky V.. a
D2 . Pravé u téchto piiznakt byla shoda s piivodnimi u modelu A nejhorsi. U ostat-
nich priznakt je podobnost priitbéhii piivodnich a novych veli¢in priblizné shodna.

Na zavér se podivejme na obrazky vytvorené modelem. Ptvodni data jsou na ob-
razku 5.5, vysledek modelu A je na obrazku 5.6, vysledek modelu B miizeme vidét na
obrazku 5.7.

Vysledek prvni verze modelu je s origindlem nesrovnatelny. Nejvétsim rozdilem
je vzajemné prekryvani objekti na novém obrazku. Na viné je radidlni distribuc¢ni
funkce prpr,, jez nezahrnuje informace o velikostech objektti a vzdalenosti objekti
méii mezi jejich tézisti. Tim separuje informace o objektech od informaci o rozlozeni
objektt. Pti zpétné rekonstrukci pak neexistuje kli¢, jak propojit velikosti objekti se
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Obrazek 5.3: Porovnani pfiznaki zalozenych na Voronoiové dlazdéni ¢i Delaunayove

triangulaci pro model pouzivajici prpr

Ptvodni hodnota | Nova hodnota model A | Nova hodnota model B
V! 0,964 1,087 £ 0,013 1,058 0,013
Vi 2,110 3,447 £+ 0,045 2,143 £+ 0,029
V2 0,0236 0,0223 + 0,0002 0,0216 + 0,0002
V2o 0,0296 0,0257 4+ 0,0003 0,0270 4+ 0,0004
D} 0,105 0,111 £ 0,001 0,107 £ 0,001
D2 . 0,283 0,307 £ 0,003 0,284 + 0,002

Tabulka 5.2: Vysledky tietiho testu - porovnani priznakid zalozenych na Voronoiové
dlazdéni a Delaunayové triangulaci

vzdalenostmi jejich sousedt. Nejlepsi vysledek, ktery by mohl model A vytvofit, by
odpovidal originalnimu obrazku s promichanymi velikostmi objekti.

Vysledek druhého modelu se k originalu blizi. Presto vsak lze najit vyrazné rozdily.
Prvnim je netypické hromadéni objekt u okraje obrazku. Tohoto efektu by se dalo
zbavit, pokud by se do modelu zahrnuly periodické okrajové podminky. Nyni se objekty
hromadi u okraji jednoduse proto, ze v jejich okoli je méné objektii. Pravdépodobnost
umisténi se pocita jako soucin pravdépodobnosti pro vzdalenosti jednotlivych objekti.
Pravdépodobnost pro pozici na okraji bude souc¢inem mensiho poctu ¢lenti.

Druhého rozdilu si miizeme vSimnout na originalnim obrazku. Kolem velkych ob-
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Obrazek 5.4: Porovnani priznaki zalozenych na Voronoiové dlazdéni ¢i Delaunayove
triangulaci pro model pouzivajici prpr,

jektt je ¢asto volny prostor. Ten vznikl pohlcenim mensich objekti. Tento jev z MC
modelu odpovida i skute¢nym experimentalnim dattim. Tento efekt se ve vysledku mo-
delu nevyskytuje. Radialni distribu¢ni funkce sice zohlednuje velikost objektii, neobsa-
huje vsak informaci o jejich okoli. Prvni maximum odpovidajici primérné vzdalenosti
prirozenych sousedid neni rozliSeno z hlediska velikosti objektt. Z tohoto pohledu by
model mohl dosahovat dobrych vysledki, pokud by zpracovaval a uchovaval radialni
distribu¢ni funkce pro rtzné kombinace velikosti objekt1i.

7 vyse uvedenych vysledktt modelu si miizeme udélat zavér, ze pocet objekti, roz-
déleni velikosti a radialni distribu¢ni funkce dohromady neobsahuji vSechny informace
o obrazku. Pokud tedy chceme obrazek rekonstruovat, musime pouzit vice ptiznakt ¢i
charakteristik nebo pouzit jiné kombinace.

Na zavér uvedeme par poznamek tykajicich se technickych aspektt modelu. Rych-
lost rekonstrukce obrazku zavisi na nékolika veli¢inach. Prvni z nich je zfejma, jde o
pocet vklddanych objektti. Rychlost modelu zavisi téz na tvaru radialni distribuéni
funkce a na parametru 7,4, z definice pppp. Cim vétsi je parametr 7,,.,, tim vétsi
okoli potencialni nové pozice objektu je brano v ivahu. Dale muze ovlivnit rychlosti
objektu samotny tvar radialni distribuéni funkce. Cim je prvni maximu vyssi, tim je
puvodni obrazek usporadanéjsi. Tim je ale nepravdépodobnéjsi umisténi objektu do
vzdalenosti. To zvySuje primérny pocet netspésnych pokusti o umisténi objektu.
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Puvodni obrazek

800 1000
1
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I

Obrazek 5.5: Originalni obrazek, jehoz radialni distribuc¢ni funkci model pouzival

Obrazek, ktery byl modelem rekonstruovan, obsahoval kolem 2000 objekt. V za-
vislosti na volbé parametru r,,,, trvala jedna rekonstrukce fadové nékolik minut az
nékolik desitek minut.
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Obrazek vytvoreny za pomoci prvni verze RDF
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Obrazek 5.6: Vysledek modelu pti pouziti prpr,

Obrazek vytvoreny za pomoci treti verze RDF
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Obrazek 5.7: Vysledek modelu pti pouziti prpr,
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Kapitola 6

Shrnuti puvodnich vysledku

Nyni prichézi ¢as shrnout vsechny originalni vysledky uvedené v této praci. V tomto
shrnuti budeme postupovat chronologicky, vysledky budeme uvadét v takovém poradi,
v jakém se v praci objevily.

Prvni kapitola je pouze resersni a neobsahuje zadné ptvodni vysledky. V druhé
kapitole je origindlnim vysledkem algoritmus, ktery zjistuje, jaké nejvétsi mnozstvi
objektli 1ze vlozit na plochu objektii v modelu hard-disk. Tento algoritmus zaroven
zkracuje dobu potfebnou k vygenerovani modelu s pomérem zaplnéni rovnym jedné.

V tfeti kapitole jsme si predstavili novou variantu radialni distribuc¢ni funkce, jez
vykazuje lepsi vysledky nez ptivodni varianta, na datech s plosnymi objekty. Zaroven
jsme navrhli modifikaci algoritmu vypoc¢tu pivodni verze radialni distribu¢ni funkce
s cilem lépe odhadnou pritbéh radialni distribuc¢ni funkce z dostupnych dat.

U morfologickych metod jsme predstavili priznaky zalozené na Delaunayoveé trian-
gulaci (pfiznaky zalozené na Voronoiové dlazdéni se v literatufe pouzivaji). Vybrané
priznaky jsme pak modifikovali tak, aby lépe charakterizovaly rozlozeni objektt v pii-
padé, Zze objekty jsou reprezentovany mnozinami pixelt na digitalni fotografii.

Ctvrta kapitola obsahovala kromé resersni ¢asti vénované statistickym metodam i
ukazky jejich aplikace na vypocet priznaki morfologickych metod. Novy je pfedevsim
zpusob odhadu velikosti maxima funkce pomoci metody maximélni vérohodnosti a
odhad nepresnosti tohoto urceni pomoci metody bootstrap.

V paté kapitole je pfedstaven novy model ristu tenkych vrstev, jez ma za cil vytvo-
it z ptivodni fotografie ristu tenkych vrstev fotografii novou, tak aby jeji morfologické
charakteristiky byly co nejpodobnéjsi fotografii ptivodni. Pomoci tohoto modelu lze
vysSetfovat nezavislost a uplnost riiznych kombinaci morfologickych metod.
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