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Uvod

Tato prace pojednava o modelovani mnohorozmeérnych ¢asovych fad. Ve financ¢ni
praxi se vétSinou setkdvame s daty ve formé casovych fad, které se ovliviiuji
navzajem. Jejich vztahy mohou byt jak jednostranné, tak i oboustranné. Proto je
vhodné takova data popisovat mnohorozmérnymi modely, které zminéné vazby
vyuzivaji.

Prace obsahuje celkem 3 kapitoly. V prvnich dvou kapitolach je nejprve vy-
lozena teoretickd ¢ast vychézejici zejména z (Reinsel, 2003). Posledni kapitola je
pak vénovana aplikaci na realnjch datech z finan¢éni praxe za pouziti vhodnych
softwarti.

V prvni kapitole jsou nejprve zavedeny dilezité pojmy a definice z teorie
mnohorozmérnych nahodnych procesii. Poté je popsana teorie mnohorozmérnych
ARMA modelu véetné identifikace modelu a konstrukce predpoveédi.

Druha kapitola se vénuje modeliim s exogennimi proménnymi. Je zde popsana
teorie soustavy simultannich rovnic a ARMAX modelu. Déle jsou uvedeny postu-
py pro odhad parametru a v pfipadé modelu ARMAX i konstrukce predpovédi.

Ve treti kapitole je popsana teorie aplikovana na realna data. V prvnim pfi-
kladu se modeluje vyvoj miry inflace pomoci mnohorozmérného ARMA modelu.
Ve druhém a tfetim piikladu pak modelujeme zavislost miry inflace na dvou
makroekonomickych ukazatelich pomoci modeltt zavedenych ve druhé kapitole.
Na zavér jsou pouzité modely srovnany a zkonstruovany predpovédi. Ty jsou po-
rovnany mezi sebou a se skute¢nym vyvojem. Pti vypoctech byly pouzity softwary
Mathematica 8, Mathematica 10, EViews a R.



Pouzité znacdeni

0 sloupcovy vektor nebo matice nul, rozmér bude ziejmy z kontextu
1 sloupcovy vektor jednicek, délka bude ziejma z kontextu

u sloupcovy vektor, délka bude ziejméa z kontextu

u' transpozice vektoru u

I jednotkova matice rozméru k X k

|A| determinant matice A

| Al norma matice A

tr{A} stopa matice A
A ® B Kroneckeruv sou¢in matic A a B

vec(A) vektorizace matice A

R mnozina realnych c¢isel

V) mnozina celych ¢isel

N mnozina prirozenych ¢isel

Ny mnozina prirozenych ¢isel s nulou
log prirozeny logaritmus



1. Zakladni pojmy a metody

V dvodni kapitole nejprve zavedeme dilezité zakladni pojmy a definice, které

poslouzi ke sjednoceni znaceni a nazvoslovi.

1.1 Mnohorozmeérny nahodny proces

Definice 1.1. Necht nahodné veli¢iny Y7, ..., Y} jsou definovany na témz prav-
dépodobnostnim prostoru (2, A, P). Pak vektor Y = (Yi,...,Y;)" nazveme

ndhodnym vektorem.

Definice 1.2. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a ' C R. Necht pro
kazdé t € T je Y, k-rozmérny realny nahodny vektor. Potom rodina nahodnych

vektort {Y;, t € T} se nazyva k-rozmérngy ndhodny proces.

V pripade€, ze T' C Z, mluvime o k-rozmeéerneém ndahodném procesu s diskrétnim

casem nebo k-rozmérné casové rade.

Definice 1.3. Necht {Y;, t € T'} je k-rozmérny ndhodny proces takovy, ze pro
vsechna t € T existuje stfedni hodnota E Y;. Potom vektorova funkce u, = E'Y;

definovana na T se nazyva stredni hodnota k-rozmérného nahodného procesu

{Y,, teT}.

Proces, jehoz stfedni hodnota p; = 0 pro vSechna t € T, se nazyva centrovany
k-rozmérny nahodny proces. V dalsim textu této prace budeme uvazovat pouze

centrované mnohorozmeérné nahodné procesy, pokud neuvedeme jinak.

Dalsi text bude pojednavat o mnohorozmérnych casovych fadach a tedy bu-
deme nadale uvazovat, ze T' C Z. Pokud budeme mluvit o nahodném procesu,
budeme tim rozumét k-rozmérnou casovou radu, neuvedeme-li jinak. Dale bude-

me oznacovat procesy Y; = (Yi;,..., Vi)', t € T, T C Z, zjednodusens {Y;}.

Definice 1.4. Necht {Y;} je ndhodny proces s koneénymi druhymi momenty,
tedy takovy, ze plati E (Y] )2 < oo pro vsechna t € T"a i = 1,--- k. Potom

funkce dvou proménnych definovana na T x T' predpisem

T (s5,t)=E[(Y, —EY})(Y;: —EY.)]



se nazyva maticova autokovariancni funkce procesu {Y;}. Funkce T (¢,t) se na-

zyva rozptyl ndhodného procesu v case t.

Definice 1.5. Rekneme, ze mnohorozmérny ndhodny proces Y; je striktné sta-
cionarni, jestlize pro libovolné n € N, pro libovolné readlné ndhodné vektory
Y1, - , Y, aprolibovolna ty,--- ,t, a htakova, zet, €T, t,+heT, 1<k <n,

plati rovnost distribu¢nich funkci

El,---,tn (y17 e 7y’n,) = E1+h,"',tn+h(y17 e ’yn>

Lze Tici, ze pokud je proces striktné stacionarni, pak vSechny ndhodné vektory
Y; maji stejné pravdépodobnostni rozdéleni a od néj odvozené zakladni charak-

teristiky a jsou z hlediska rozdéleni invariantni vii¢i posunuti v cCase.

Definice 1.6. Nechf ndhodny proces Y; ma konecné druhé momenty, konstantni
stiedni hodnotu EY; = g = (uy,...,u) prot € T a jeho autokovarianéni
funkce T (s,t) je funkci pouze rozdilu argumenti s — ¢t. Potom fikdme, Ze proces

Y, je slabé staciondrni.

V dalsim textu budeme pod pojmem stacionarita rozumét pravé slabou sta-
cionaritu.

Jestlize je casova fada Y; slabé stacionarni, potom lze autokovarianc¢ni funkci
psat zkracené I' (t,t+1) = T'(I) = cov(Y;, Yiy) a T'(0) oznacuje rozptylovou
matici. Jelikoz v tomto pripadé kovariance mezi slozkami Y;; a Y} ,1; zavisi pou-
ze na Casovém posunuti [ a ne na samotném casovém okamziku ¢, definujeme

vzdjemnou autokovariancni funkci casovych fad Y, a Yj, jako
Yij (1) = cov (Yiy, Yier) = B (Yie — i) (Yjerr — 1) - (1.1)

Maticova autokovarianéni funkce pro stacionarni vicerozmérné procesy ma pro

casové posunuti [ € Z nasledujici tvar

Yu(l) ma2(l) oo vl
I‘(l) _ 721:(5) 722:(1) . '72k:(l)
Ve (D) vee(D) o ver(l)

Pozndmka. Souvislost s autokovariancni funkci jednorozmeérného nahodného pro-
cesu. Autokovarianc¢ni funkce, které se pouzivaji v teorii jednorozmérnych nahod-
nych procesii, se nachdzeji v uvedené matici I'(l) na diagonéle. Tedy napiiklad
~11(l) predstavuje autokovarianéni funkci ndhodného procesu generovaného prvni

slozkou ndhodného vektoru Y;.



Prislusna maticova autokorelacni funkce méa nasledujici tvar

pi(l) pi2(l) .. pix(l)
l h ... l
p(l) _ V*l/ZI\(l)Vfl/Q _ p21( ) p22( ) ‘ ka( ) 7
pra(l) pro(l) - prx(l)
kde V je diagondlni matice s prvky na diagonale var(Yy:),...,var(Yy)

a p;;(l) oznacuje vzdjemnou korelacni funkci udavajici korela¢ni koeficient me-

7Y, a Y},tH’ tedy
i (1)
pii(l) = - :
7ii(0) %’j(o)

Ze symetrie kovariancni funkce (1.1) plyne, ze I'(l) a p(l) jsou pro | = 0

symetrické matice. Také zfejmé plati, Zze pro t € Z je

nebot
%‘j(l) = COV(Y;,t, Yj,t+l) = COV(Yj,tJrl, Yz‘,t) = COV(Yj,m Yz‘,t—l) = %‘z‘(—l)~

Podobné se dokaze, Ze plati i p(—1) = p(I)", a proto budeme dale uvazovat pouze
[ € Ny.

Zavedme nyni jesté definice odhadi korela¢ni a kovarianéni maticové funkce
dle (Wei, 1994).

Definice 1.7. Necht {y;, t = 1,...,T} je vybér pozorovanych realizaci ¢asové
tady {Y;}. Pak se matice I'(l) s prvky

1 T-1

Vi) = 7 > Wi = 0) Wi = 7y), (1.2)

t=1

kde
IS N
Y, = fzyi,b 1= 17"'7k>
t=1
nazyva vybérova maticovd autokovariancni funkce.

Definice 1.8. Necht {y;, t = 1,...,T} jsou pozorované realizace ¢asové fady
{Y;}. Pak se matice 7(l) s prvky

' Wir = T) Wiar — 7))
\/(Zip1 (Yei — yi)Q) (ZtT:1 (yj,t - yj)2>

nazyva vybérovd maticovd autokorelacni funkce.

rii(l) = (1.3)

5



Pozndmka. Pokud je mnohorozmérny nahodny proces {Y;,t € R} stacionarni,
pak plati Zze i jednorozmérné ndhodné procesy generované jednotlivymi slozkami,

tedy {Yi:, t € R}, i =1,---  k, jsou stacionarni. Opac¢na implikace neplati.

1.2 Mnohorozmérny ARMA proces

Definice 1.9. Necht {X,,t € Z} je posloupnost ndhodnych vektorii s nulovou
stiedni hodnotou a E (X; X,") = X a E(X;X,) = 0 pro s # t. Potom se posloup-
nost {X;,t € Z} nazyva mnohorozmeérny bily sum s varianéni matici 3, kterd je

pozitivné semidefinitni.

Poznamka. Bily sum je tedy centrovana slabé stacionarni posloupnost, pro kte-
rou plati, Ze jeji maticova autokovarianéni funkce I'(l) = 0 pro vSechna [ # 0

a T'(0) = 3. Bily sum budeme nadale znadit e; = (eys, -+, ex) '

Jesté pred tim, nez zavedeme mnohorozmérny ARMA proces, zavedeme mno-

horozmérny (kauzélni) linearni proces a nékteré jeho vlastnosti.

Definice 1.10. Posloupnost matic ¥,, n € Ny, kde ¥,, = [¢;.], i = 1,...,k,
j = 1,..,r se nazyva scitatelnd v absolutni hodnoté, pokud plati, ze
Yool o 1]l < oo, neboli Y7 ¢y < oo pro vSechna i,j (tedy posloupnost

matic je v kazdé slozce absolutné konvergentni).

Definice 1.11. Necht e; je r-rozmérny bily Sum. Potom definujeme mnohoroz-

meérny linedrni proces vztahem

Y,= ) Ve, (1.4)
j=—o00
kde ¥; nemusi nutné splnovat podminku z definice 1.10, ale staci, pokud spliuje

slabsi podminku, ze 3°°° || ®,,[|* < oo.

Podobnym zptisobem zavedeme i mnohorozmérny kauzdlni proces jako

Y, =) Ve, (1.5)
=0

Obecny linearni proces tedy vyjadiuje ndhodné vektory Y; pomoci minulych,
soucasné a budoucich hodnot e,, kdezto kauzalni linearni proces pouze pomoci

minulych a soucasné hodnoty e;.



Pro mnohorozmérny linearni proces plati

EK:E [i \Iljetj] = i \Ileet,j:O

=——00 j:—oo

a autokovarianc¢ni funkci mizeme zapsat v nasledujicim tvaru

L() = E(YY,})

(f; ) (i )

i=—00 j=—00

=Y > WEe e ;¥

1=—00 j=—00

= Z Z v, E etfietz(jfl)\IIjT—i_ Z \IJJ*ZE\I’J'T

i#j—l j=—00 Jj=—00
o
=0+ > ¥, %]
j=—00
Jak je vidét, mnohorozmérny linearni proces je centrovany a jeho autokova-
rian¢ni funkce zavisi pouze na casovém posunuti [ a ne na Case t. Spliiuje tedy
podminky slabé stacionarity.

Obdobné Ize dokazat, ze i kauzalni linearni proces je slabé stacionarni.

=0 7=0
=22 WiEeriel ¥
i=0 j=0
= ¥, %]
j=l

Definice 1.12. Necht e; je k-rozmérny bily Sum a definujme matice Oy, ..., 0,
a®y,..., P, rozméru kx k, kde p,q € Na ©, a ®, jsou nenulové. Potom ndhodny
proces {Y;,t € Z} nazgvame mnohorozmérnym ARMA procesem tddu (p,q),

neboli smisenym procesem autoregrese a klouzavych souctu, jestlize plati

Y+®Y  + - +®Y, =€ +0e 1+ -+ 0O,e_,, (1.6)
neboli
p q
K_‘_Z(bjlftfj = et—'_Z@jet*j' (17)
j=1 j=1



Toto vyjadieni lze zjednodusit zavedenim operdtoru zpéetného posunuti a vy-

jadrit ARMA model v nasledujicim tvaru
$(B)Y, = ©(B)e, (1.8)

kde ®(B) = I + & B + ®,B* + --- + ®,B” = Y " ®B" a podobns
O(B)=I1+©,B+0;B°+---+0,B"=31_ 0,;B". Symbol B znadi operator

zpétného casového posunu, ktery se definuje predpisem
BX,=X,,, B*X,=B"'(BX,)=---=X,_, k€’

Vyjadfeni mnohorozmérného ARMA procesu (1.6) je zobecnénim jednoroz-
mérného ARMA(p, ¢) modelu (viz naptiklad (Praskova, 2007)) a bude uzitecné
pri modelovani mnohorozmeérnych casovych fad v nésledujicich kapitolach. Dale
budeme pojem mnohorozmérny vynechavat a pokud budeme hovofit o modelu

(procesu) ARMA (p, ¢), budeme tim rozumét proces z definice 1.12.

Poznamka. Pro nazornost se jesté podrobnéji podivejme na operator zpétného

posunuti. Pokud jej aplikujeme na ndhodny vektor, dostaneme

B 0 --- 0 X1y X1
0O B --- 0 X Xos

BXy =1 . . . = T =X
0O 0 --- B X Xkt-1

)

Definice 1.13. Necht Y; je proces fidici se modelem ARMA(p, ¢). Potom plati,
ze fada Y; je staciondrni, jestliZe existuje posloupnost matic ¥, rozméru & x &
takova, ze > 7| [ W;]| < oo aplati Y; =3 77 ¥;e; ;.

Za urcitych podminek lze ARMA proces vyjadfit ve tvaru kauzalniho procesu

(1.5). Tyto podminky shrnuje nasledujici véta.

Véta 1.1. Necht Y; je proces fidici se modelem ARMA(p, ¢) ve smyslu definice
1.12. Potom je Y; stacionarni, pokud kofeny polynomu |®(B)| lezi vné jednotko-

vého kruhu.
Diikaz. Viz (Reinsel, 2003). O

Definice 1.14. Nechf Y; je proces, ktery se ¥idi modelem ARMA(p, ¢). Potom
se fada Y; se nazyva invertibilni, jestlize existuje posloupnost matic II; takové,
ze Zj‘;l |IL;|| < oo a plati Y; = Z;; ILY, ; +e.



Véta 1.2. Necht Y; je proces, ktery se ¥idi modelem ARMA(p,q) ve smyslu
definice 1.12. Potom je Y; invertibilni, pokud kofeny polynomu |©(B)| lezi vné

jednotkového kruhu.

Diikaz. Viz (Reinsel, 2003). O

1.3 Specialni pripady ARMA procesu

1.3.1 ARMA(0,q)

Prvnim specidlnim pfipadem ARMA modelu je ARMA(0,q), tedy polozime ®(B) =
I v modelu (1.8). V takovém piipadé mluvime o mnohorozmérné posloupnosti

klouzavych soucti Tadu ¢, kterou znac¢ime MA(q) a definujeme jako

q
Y; =e; + @16,5,1 + -t @qet,q =e; + Z@jet,j, teZ.
j=1

Pouzitim operatoru zpétného posunuti pak dostaneme vyjadreni

Tento model je vzdy stacionarni, na rozdil od ARMA(p, ¢) modelu, ktery je
stacionarni pouze za podminek danych vétou 1.1.

Vsimnéme si, ze kauzdlni proces (1.5) lze vyjadfit jako MA(c0). Jak je také
vidét, v modelu posloupnosti klouzavych souc¢ti vyjadiujeme nahodné vektory
Y, pouze za pomoci soucasné a minulych hodnot bilého Sumu, coz potvrzuje

stacionaritu procesu.

1.3.2 ARMA(p,0)

Vezméme si nyni pfipad ARMA procesu, kde ¢ = 0, tedy model ARMA(p,0).
Takova k-rozmérna nahodna posloupnost se nazyva mnohorozmérnd autoregresni

posloupnost fidu p a znacime ji AR(p). Rovnicové vyjadieni modelu je nésledujici

p
Y,=-®Y,_ - —®Y_,+e=e-> OV, tci,

=1

neboli pfi pouziti operatoru zpétného posunuti

&(B)Y; = e.



1.3.3 ARMA(1,1)

Uvazujme nyni mnohorozmérny ARMA(1,1) model definovany pfedpisem
Y+ ®.Y, 1 =e +0O1e 1,
nebo
Y,=-®Y, |, +e +0Oie_;. (1.9)

Pro nézornost uvedeme maticovy zapis

Yig Qi o P Yii1
Yo, Pyp o Do Yoi 1
. + . . . =
Yk,t (I)k,l (I)k,k Yk,t—l
€14 @1,1 @1,k €11
€2t @2,1 @27/& €2,t—1
_I_
€Lt @k,l ®k,k €CLt—1

Pti pouziti operatoru zpétného posunuti pak dostaneme vyjadieni
7 (B)Y; = e,

kde
7(B)=0O(B)'®(B) = (I+0,) (I +®),).

Dle véty 1.1 tedy dostaneme, ze model ARMA(1,1) je stacionarni, pokud kote-
ny polynomu |I + ®4] lezi vné jednotkového kruhu. Z véty 1.2 zjistime, Ze proces

je invertibilni, pokud kofeny polynomu |I + | lezi vné jednotkového kruhu.

Pro vyjadfeni autokovarianéni funkce procesu ARMA(1,1) musime obé strany

rovnice (1.9) vynasobit zpozdénou hodnotou ndhodného vektoru Y,',,
VY, =-®, Y. Y, + &Y, + O],
Vzhledem k (1.1) dostaneme po aplikaci stfedni hodnoty

L(~l) = -®.0(~1+1) +E(eY,) + ©1E (e, Y,]),
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a diky platnosti I'(—/) = I'(/) T mame
r)’'=-&r(i-1)"+E(eY,’,) + ©,E(e,1Y;).

Potom dostaneme néasledujici vyjadfeni autokovarian¢éni funkce ARMA(1,1) pro-

cesu

L) =4-T0)® +20], I=1,
-l -1)®/], [>2.

Pozndmka. Konkrétné pro [ = 0 mame:
ro0)=-®TI(1)+E(eY,”)+©,E(e,1Y;").
S vyuzitim (1.9) a vlastnosti bilého Sumu mame

E(eY;") =E(—e Y, ® +ee +ee ©)=3,
©,E(e,1Y,")=0O,E(—e,Y,| @] +e_1e/ +e,_1e] O])
=0, [E(—e1(-Y,,® +¢e ,+e ,0/)®])+20/]
= -0,3¢ +0,30 =0,3%(-® +0)).

A tedy
r0)=-®Ir1)+=+6,%(-® +0)).

Transpozici dostaneme (protoze I'(0) je symetricka)

ro0)=-r1)'® +=+(-®, +0,)X0,.

1.4 Odhad modelu

Pro modelovani dat ARMA procesem je dilezita identifikace fada p, ¢ a odhad
parametri. V této kapitole jen strucné zminime vybrané postupy a vzorce. De-
tailnéjsim popisem a odvozovanim se budeme zabyvat v kapitole 2.5, kde se tataz
teorie aplikuje na obecnéjsi ARMAX proces.

Pro identifikaci 14d modelu se nejcastéji pouzivaji informacni kritéria. Jed-
nim z téchto kritérii je Akaikeho informacni kritérium (AIC), které mé podle
(Cipra, 2008) po tpravé na mnohorozmérny ARMA (p, ¢) nésledujici tvar

2[k*(p + q))

AIC(p,q) = log(|Z) + =————=, (1.10)

11



kde |§]| je determinant z odhadnuté rozptylové matice procesu bilého Sumu
3 = var(e;). Rady modelu volime tak, aby hodnota AIC byla minimAlni.
Druhym kritériem, které v této praci budeme pouzivat, je Bayesovo informacni

kritérium (BIC) ve tvaru

BIC(p.q) = os(|S)) +2 [(p +4)] 5 (1.11)

Pro odhad parametri modelu pouzijeme podminénou metodu maximalni véro-

hodnosti. Logaritmicka vérohodnostni funkce mé tvar

T 1
1(®,0,%) = —5 log 1B - e (I @ X Ye

2
T 1
= =5 log|Z| - §wT(@’1)T(IT ® X e 'w, (1.12)

kde »
w=y+)» (BY®IL)p:.

=1

Pouzité znaceni je podrobné objasnéno v kapitole 2.6.1.

1.5 Konstrukce predpovédi v ARMA procesu

Ptredpovédi budeme konstruovat s vyuzitim nekonecné minulosti pomoci reku-
rentnich postupn.

Oznac¢me }A’t(l) predpovéd nahodného vektoru Y; o [ ¢asovych jednotek dopte-
du pfi pevné dané minulosti do ¢asu t. Pri jeji konstrukci se nejcastéji minimali-

zuje stfedni ¢tvercova chyba
E (Vi — Yi() (Vi — Ya(0).
Hledame tedy k-rozmérnou vektorovou funkci g, pro kterou vyraz
E(Yiu—g(Y,Yi1...) (Yiu—g(¥i, Yy, ..)) (1.13)

nabyva minimalni hodnoty.
Ozna¢me Y, = (Y3, Y,1,...) a Y, = (Yi4,Yis—1,...). Potom

E(Yipr — 9(Y0) (Yiwr — g(¥0) = Y E(Vies — 6:i(Yin))*.

i=1

12



Aplikaci postupu popsaného ve skriptech (Praskova, 2007) na kazdou slozku

t=1,...,k dostaneme

E (Vi — 9:i(Yir))? = E (Yiupr — E (Vi Yi) + E (Yiea|Yir) — g:(Yir))?
= E (Yo — E(Yieut|Yir))® + E (E(Vigw|Yis) — (Vi)
+2E (Vi — E(Yigra|Yir)) (E (Yieqa|Yi) — 9s(Yir))]

pri¢emz posledni s¢itanec se rovné nule, nebot

E [(Yier — E(Yiena|Yir)) (B (YieralYir) — gi(Yir))]
=E [E [(Yierr — E(YieralYir)) (B (YViera|Yie) — 9i(Yin))] [Yis]
=E [(E (Yiesa|Yir) — E(Yigra|Yin)) (E (Yiera|Yir) — gi(Yir))] = 0.

Tedy

E (Yi,t+l - gi(Yi,t)Z) =E(Y,.u—E (Yz',t+l|Yz',t))2 +E(E(Yitn|Yis) — gi(Yi,t))2
> E (Vi — E(Yin|Yi))? (1.14)

a rovnost nastane, kdyz ¢;(Y;;) = E (Y;++1|Y;). Odtud plyne, Ze FeSeni minima-

lizace stfedni ¢tvercové chyby (1.13) je

g(Yl-fa-}/;717"'):E(Y1;+Z|Y£7Y1;717"')' (115>

Jelikoz
E(et1-jY:,Yiq1,...) =0 prol—j >0, (1.16)
E(eri—i|Y1,Yiq,...) = e prol—j <0, (1.17)

muizeme z vyjadieni ARMA procesu (1.7) zapsat (1.15) prol =1, ..., ¢ nasledov-

v

ne
q p N
= Z © e —j — Z Q,Y.(l — ), (1.18)
=t j=1

kde f’t(l —Jj) =Y prol <j.

Poznamka. Pro [ > ¢ klademe

13



2. Modely s exogennimi
proménnymi

Ve finan¢ni a ekonomické analyze je mnohdy nutné pracovat soucasné s vétsim
poc¢tem proménnych. Proménné zastupuji rizné veliciny, které se navzajem
ovliviiuji. V predchozi kapitole jsme se zabyvali mnohorozmérnymi procesy, po-
moci kterych jsme modelovali vicerozmérné ndhodné vektory jako linearni funkce
jejich zpozdénych hodnot a bilého sumu. Praktickou aplikaci by byla naptiklad
analyza Casovych fad vektorti kurzu koruny vi¢i riznym ménam.

Nyni se budeme zabyvat situacemi, kdy modelujeme casové fady pomoci exo-
gennich proménnych vstupujicich do modelu zvenéi. Vysvétlovand proménnd (vy-
stup z modelu) je ovlivnéna témito exogennimi proménnymi, pfi¢emz vliv neni

oboustranny.

2.1 Vicerovnicové soustavy s exogennimi pro-
ménnymi

V nasledujicim textu se budeme zabyvat popisem chovani proménnych
Y, = (Yi,Yas,...,Y)' pomoci proménnych X; = (Xi4, Xop, ..., X)), které
oznacujeme jako exogenni. Modeld zabyvajicich se touto problematikou je mno-

ho, zde se zaméfime na vicerovnicové soustavy a poté na ARMAX model.

2.1.1 Soustava simultannich rovnic

Jednim ze zakladnich tvart vicerovnicovych soustav s exogennimi proménnymi je
soustava simultdnnich rovnic. Tento systém se sklada z nékolika jednotlivych mo-
deli, které jsou propojené tim, ze jejich rezidualni slozky jsou korelované ve stej-
ném case, ale nejsou korelované v riznych ¢asech. Navic tento model muize obsa-
hovat na pravé strané kromé exogennich proménnych X; i endogenni proménné

Y,. Zapisujeme jej nasledovné

k r

Yjr = Z’sz‘yz't + Zﬁjixit +ej, J=1,..,k t=1,.T, (2.1)
i=1 i=1
i#£]
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pficemz prvky zy; = 1 pro vSechna ¢t. V modelu se predpoklada, ze ~y;; # 0 pro
néjaké i # j, tedy, alespon jedna rovnice obsahuje vice nez jednu endogenni pro-
ménnou. Dale predpokladame, ze rezidualni slozky jsou ndhodné veli¢iny takové,
ze E ey =0, E(ejeir) #0, pro i # j a E(ejie;s) =0 pro t # s.

Maticovy zapis (nazyvany také strukturalni) ma nasledujici tvar
YI'+ XB+FE=0, (2.2)
kde

e Y je matice endogennich proménnych (7" x k) a ' je matice pfislusnych

parametri (k X k)

Y11 Y21 0 Ykl =1 71 - Y
v — y.12 ?{22 T yl'<32 T= 7.12 —.1 T 71.62 ,
Vit Yor v YkT Yik Yok o —1

e X je matice (T'xr) exogennich proménnych a B je matice parametri (r x k)

1 z97 -+ 241 Bin B - B
X — 1 x?2 . :U.TQ . B- Bi2 5‘22 o B 7
1 Tor -+ TypT 517” 627‘ Tt Bkr

e FE je matice reziduélnich slozek (T x k)

€11 €21 - €kl

€12 €22 - €Ef2
E =

éir €r - EkT

Pokud je matice parametrt I' regularni, mizeme soustavu simultannich rovnic

vyjadrit v redukovaném tvaru
Y =-XBI'-Ert (2.3)
Onac¢ime-li ® = —BT'' aV = —EI'"!, Ize psat

Y =X®+V. (2.4)

15



2.1.2 Odhad parametri

Pro odhad parametri soustavy simultannich rovnic neni vhodné pouzivat obec-
nou metodu nejmensich ¢tvercii, nebot takovy odhad dle (Cipra, 2008) neni
ani nestranny, ani konzistentni. Pouziva se proto bud neprimy odhad metodou
nejmensich ctverct, dvoustupriovd metoda nejmensich ctverci, nebo tristupriovd
metoda neymensich ctverci. V této praci se budeme zabyvat pouze druhou meto-
dou. Popis prvni metody 1ze nalézt v (Vaverova, 2011) nebo v (Cipra, 2008).

Dvoustupiiovy odhad metodou nejmensich ¢tverci (déle jako 2SLS-odhad)
lze pouzit v piipadé, ze r —r; > k; — 1, kde k; a r; jsou pocty endogennich
a exogennich proménnych v j-té rovnici soustavy (2.1). V opa¢ném piipadé nelze
odhad metodou nejmensich ¢tverclt provést.

Dle (Vaverova, 2011) se konstrukce 2SLS-odhadu provadi ve dvou stupnich

a pro kazdou rovnici zvlast
y; = Yy + X85 + e, (2:5)

kde y; = (yj1,...,y;7)" je vektor (T x 1) hodnot j-té endogenni proménné,
Y, je matice (T x (k; — 1) hodnot endogennich proménnych na pravé strané
j-té rovnice, X; je matice (T x r;) hodnot exogennich proménnych j-té rovnice
a v, a B3, jsou prislusné vektory parametrti j-té rovnice.

V prvnim kroku se odhadnou endogenni proménné na pravé strané rovnice
(2.5) pomoci jejich pozorovanych hodnot a hodnot vSech exogennich proménnych
soustavy OLS odhadem

Y, = X(X"X)"'XTY,. (2.6)
Druhy stupeil spoc¢iva v nahrazeni regresorti Y; na pravé strané v ptivodni
rovnici (2.5) vypo¢itanymi odhady I/;} z prvniho stupné
y; =Y, + X;8; +e;. (2.7)
Z rovnice (2.7) dostaneme OLS odhady parametrt v, a 3,

—1
v\ (Y XXTX)'XTY; YX; YV X(X'X) ' Xy,
B; X7y XX, Xy, '

7 J

(2.8)

Konzistentni odhad rozptylové matice reziduéalni slozky dostaneme ve tvaru

(2.9)

J

-1
f}l :82 }/}TX(XTX)_l_XTY} }/}ij
’ X'y, x'x; )’
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kde

o _ ¥y +7 Y'Y, - 29 Yy, - B X[ X;B;

2 = (2.10)

Tento postup dava dle (Cipra, 2008) konzistentni, asymptoticky normalni

a asymptoticky eficientni odhady parametrtu j-té rovnice.

2.1.3 Verifikace modelu
Normalita rezidui

Pro posouzeni normality odhadnutych rezidui se ¢asto pouzivaji histogramy jed-
notlivych rezidualnich slozek a jejich srovnani s histogramem normalniho rozdéle-
ni. Dalsi moznosti je pouziti nékterého z testi normality zabudovanych v softwa-
rovych produktech.

Testovani nulovosti parametri v;;

Dale miizeme ovéfit nulovost parametrii 7;;. Testuje se nulova hypotéza
HO V5= 0.
K jejimu testovani se dle (Andél, 2007) pouziva tzv. t-pomér

il
/Vss

kde 7;; je odhadnuty regresni parametr endogenni proménné na pravé stané

tl_a<T — k’j A 1) S (211)

j-té rovnice (2.1), vy je s-ty prvek na diagonéle matice f]j z (2.9), k;j a r;
jsou poc¢ty endogennich a exogennich proménnych j-té rovnice, véetné interceptu
ati_o(T —kj —r; — 1) je (1 —«)-kvantil Studentova rozdéleni o (T'—k; —r; — 1)
stupnich volnosti. Pokud testova statistika na pravé strané (2.11) prekro¢i kvantil

Studentova rozdéleni, zamitame nulovou hypotézu.
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2.2 ARMAX model

Uvazujme nyni k-rozmérnou ¢asovou fadu, kterou lze zapsat v nasledujicim tvaru

Y,=> ¥X,_;+N, (2.12)

J=0
kde W7 jsou matice rozméru k X r a IN; je r—rozmérny vektor Sumu, ktery se ridi

mnohorozmérnym ARMA modelem, tedy
®(B)N; = ©(B)e;. (2.13)

Navic predpokléddejme, Ze proces {X,} je generovan nezavisle na procesu Sumu
{N;}. Tento model je stru¢né popsan napiiklad v (Reinsel, 2003).

Exogenni proménné X; mohou byt ndhodné i nendhodné (deterministické),
jako napftiklad periodické sezénni funkce c¢asu k zachyceni sezonnosti vystupni
proménné Y;;. Dalsim ptikladem deterministickych proménnych mize byt indika-
tor nabyvajici hodnot 1 a 0.

Nejjednodussi specialni pfipad modelu (2.12) je mnohorozmérny linedrni
regresni model

Y, =¥ X+ Ny,

kde IV; spliuje (2.13). Jedna se o zobecnéni klasického mnohorozmérného lineér-

niho regresniho modelu, ve kterém IN; = e; (viz napt. (Mardia a kol., 1979)).

Dalgim modelem s vyskytem exogennich proménnych je ARMAX (p,q,s)
model (ARMA model with eXternal input).
Pro sestaveni rovnice ARMAX modelu se vychézi ze vztahu (2.12), pfi¢emz
predpoklddame, ze operator ¥*(B) = Z;io \II;TBj lze vyjadrit rozkladem
U*(B) = ®(B) '©*(B), (2.14)
kde ,
®*(B)=) ©:B
=0
a O} je posloupnost matic rozméru k£ x r. Potom muZeme piepsat model (2.12)

do tvaru
Y, = ®(B) '@*(B)X, + N,.

Predpokladejme navic, Ze matice ®*(B) = ®(B). Potom mtizeme model (2.12)
s vyuzitim (2.13) zapsat jako

&(B)Y, = ©*(B)X, + ®B)N, = ©'(B)X, + ©(B)e,,

18



a tedy

S

p q
Y+ @Y, ;=) X, j+e+) O (2.15)

j=1 =0 j=1
Vyjadieni (2.15) se oznacuje jako ARMAX model.

Priklad. Pro nadzornost uvedeme obecny tvar procesu ARMAX(1,1,1) pro k = 2
ar=4:
Y;t + (I)ll/t-—l = G')SXt + G‘)){Xt_l + e+ @1615_1.

Maticovy zapis ma tvar

i} . X1t
< Y > L ( Py Py ) ( Yie n o1 " Yo .
YQt CI)21 CI)22 Y2,t—1 3721 e 3,24

Xt

. . Xi-1 o o
... 6 6 _

+< 1,11 1,14) : +<1t>+<@11 @12)<17t1>'
1,21 1,24 €at 21 22 €9,t—1
Xap—1
(2.16)

Zapsanim po slozkach dostaneme soustavu rovnic

Yie=—®1Yi1 — P2Yoy 1 + 98,11X1t + -+ @8,14X4t
+ 9111X1,t—1 +- @T’14X4,t—1 + e+ Or1e141 + Orae941, (2.17)

Yor = = @1 Y11 — Pa¥o 1+ Op 0 Xup + -+ + 00 94 Xt
+ 0791 X1 1+ + O]9 X1+ ear + Oaierp 1 + Omenypq. (2.18)
Predpokladejme nyni, Ze exogenni proménnd { X, } je stacionarni casova fada.

Pokud navic kofeny polynomu |®(B)| lezi vné jednotkového kruhu, potom jsou

procesy {IN;} i {Y;} staciondrni. Potom mtzeme proces {Y;} vyjadfit jako
Y, =¥ (B)X,+¥(Ble,=> WX, ;+) We (2.19)
=0 =0

kde ¥(B) = ®(B)"'0(B) = Z;’;O v, B
Matice koeficientit W} v poslednim vyrazu vyjadiuje, jaky dopad méa zména
exogenni proménné X, na vystupni proménnou Y; v riiznych ¢asech, a tyto matice

pak nazyvame matice odezvy na impuls.
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2.3 Predpovédi v ARMAX modelu

2.3.1 Neznamé budouci exogenni proménné

Uvazujme nejprve situaci, kdy exogenni proménné X; v ARMAX modelu (2.15)
jsou nahodné a jejich budouci hodnoty jsou neznamé. V takovém pripadé je pro
predpovéd vysvétlovanych proménnych Y; nutné predpovédét také budouci hod-
noty exogennich proménnych X,;. Budeme prepokladat, ze X; je modelovana
ARMA procesem fadu (p, q)

p q
Xt + Z Ath_j =a; + Z Cjat_j, (220)

J=1 J=1

kde pfedpokladame, ze {a;} a {e;} jsou nezavislé procesy bilého Sumu. P¥i podi-
tani predpovédi Y; budeme tedy vyuzivat predpoveédi X, ziskanych postupem pro
konstrukei predpovédi v ARMA modelu (viz kapitola 1.5), tedy podle (1.18)

q p
Xt(l) = chat—i-l—j - Z A]Xt(l - ])7
j=l Jj=1

kde )/(\t(l —Jj) =X prol <j.
Nejlepsi linearni predpovéd Y;y; na zakladé {Y,, u <t} a {X,, u <t} je

ﬁ(l) = E(lftJrl ’ Ygalftfl,"‘ 7Xt7Xt71>"')-

Rekurentni vyjadieni optiméalni predpovédi je potom

p S q
Yi() ==Y ®Yi(l-j)+> X (-j+> Oe, (2.21)
j=1 j=0 j=I
prol=1,---,qa
A~ p A~ s —_~
Y()==> ®Y(-j)+> 6;X(1-j) (2.22)
7j=1 7=0

pro [ > q. Plati, ze

A~

Yi(l —j) =Y pro I <,
Xi(l - j) = Xeoij pro l < j,
e(l—j)=ew;j pro [ < 7,
e(l—j5)=0 pro [ > j.
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Nyni se podivame na chyby téchto predpovédi err,(l) = Yy — ?t(l) ziskané
z (2.21). Pfedchozi vzorce (2.19) a (2.20) vedou k nasledujicimu vyjadfeni

Y, =) Via;+> e,
=0 j=0

kde V(B) = S°,V;B = ¥*(B)¥,(B), kde ¥*(B) = ®(B)'©*(B)

j
a ¥, (B)=A(B)'C(B), a tedy
Y= Z Viayj+ Z Wie
7=0 7=0
Jelikoz
E(et1—jY:, Yiq,...) =0 prol—j >0,
E(at+l_j\Xt,Xt_1,...) =0 pl“Ol—j > 0,

dostaneme piedpovéd ve tvaru
o (o)
Yi(l) = Z Viary—j + Z Wiej,
=l =l

a tedy z z
-1 1
e’r’r’t(l) = Z V}-atH,j + Z \IljetH,j.
j=0 j=0

MSE matici predpovédi o [ krokti definujeme predpisem

-1 -1
2(l) = E[err;(Derr()'] = Z VSV + Z LR o8 (2.23)

=0 =0

kde ¥, = var(a;) a 3. = var(e;) jsou varian¢ni matice procest {a,} a {e;}.
Priklad. Pro nézornost si opét uvedeme obecny zépis pro ARMAX(1,1,1),
kde k = 2 a r = 4. Rekurentni vypocet predpovédi o [ kroki je podle (2.21)

Yi(1) = .Y, + ©;X,(1) + ©:X, + Oe,,

a podle (2.22) mame

A~

Y,(l) = —®,Y,(1 - 1) + ©;X,(I) + ©;X,(I— 1), pro > 1.
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Po rozepsani dostaneme

Yi(1) B (I ST T Yie n O611 - Oou :
Y2t(1) (1321 (1)22 Y2t @6,21 @8,24 )?

i} i} X1t
4 @1,11 T 1,14 . ©11 O €1t (2.24>
@T,21 T @T,24 O21 O €2t
4t
aprol>1
_ " * * Xu(0)
Y\ _ [ P P Yi(l—1 n 5,11 095,14 :
}/Qt(l) (I)Ql (I)QQ Yr2t [—-1 @8,21 68724 =~ ‘
at(1)
) ) Xy(l—1)
+ ( 61,11 ’ 1,14 > : (2 25)
o* . O R : ’
1,21 1,24 Ruli—1)

To vede k nasledujicim soustavam
Yi(1) = —®1 Vi, — 1Yo, + @8,11)?“(1) 4t @(’;’14)?“(1)
+ O X+ + 0714 Xae + Orien + Oraez, (2.26)
Por(1) = B2 Vi — DoV + 055, K0s(1) 4+ + 055, Ke(1)
+ 0701 X1t + - + O] 0y Xuy + Og1€1; + Opery (2.27)
aprol>1
?M(l) = —CI)H)/}H(Z - 1) — (13125}215([ — 1) + @8,11)?1t(l> 4+t 68,14)?415(”

+ O Xl — 1)+ + 05, Xu(l— 1), (2.28)

Yor(l) = =@ Yis(l — 1) — oo Vor (I — 1) + @3,21)?1%1) +-+ @3,24)?4“([)
+ O Xl — 1)+ + 05 5 Xu(I — 1), (2.29)
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2.3.2 Znamé budouci exogenni proménné

Predchozi kapitola se zabyvala predpovédmi hodnot Y; v ptipadé, kdy exogenni
proménné X; byly ndhodné a jejich budouci vyvoj byl neznamy. V nékterych
pripadech mohou byt budouci hodnoty X; znamé, deterministické nebo predem
pevné stanovené. Proces predpovidani vysvétlujici proménné Y; se bude lisit od
postupu popsaného vyse. Budeme konstruovat predpovédi Y; podminéné danymi
budoucimi hodnotami proménnych X;.

Budeme-li nyni vychézet z vyjadfeni ARMAX modelu (2.15), dostaneme, ze
predpovéd f’}(l) hodnoty Y;,; na zékladé zndmych minulych i budoucich hodnot
X1, , Xy se vyjadii v analogii s (2.21) a (2.22) jako

) s q
- Z DY, (I-j)+ Z ©; X+ Z Ojeij,
j=1 j=0 J=l

kdel=1,---,qa

Yi(1- ) +Z@ Xivi—js (2.30)

7=0

i M@

pro [ > q a kde ?t(l) =Y, prol <j.
Vezmeme-li vyjadieni ARMAX modelu (2.19), mizeme (2.30) pfepsat do na-

sledujiciho tvaru
= Z Ui X5+ Z Wie j
j=0 j=1
a vyjadreni chyby predpovédi je

erry(l) =Y, — Zi[' €rti—j.

Chceme-li vyjadiit MSE matici pfedpovédi o [ kroki, dostaneme

(1) = E e () Z‘I’ DR (2.31)

Jak miizeme vidét ze srovnani (2.23) a (2.31), £(I) je druhou sumou vjrazu
(2.23), kterd odpovidd chybové MSE matici pifi predpoviddni Sumu
Niy =370 ¥ery—; v modelu (2.19), zatimco prvni suma vyrazu (2.23) pred-
stavuje chybovou MSE matici pti predpovidani exogennich proménnych v modelu
(2.19). JelikoZ nyni predpokladame, Ze zname budouci vyvoj exogennich promén-

nych, tak tato ¢ast ve vyjadieni f)(l) jiz neni.
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2.4 Optimalni fizeni pomoci ARMAX modelu

Pouziti ARMAX modelu je mimo jiné vyhodné i diky moznosti jeho vyuziti pro
optimalni fizeni. Uké&zeme, Ze budouci hodnoty exogennich proménnych v mo-
delu (2.15) je mozné ur¢itym zpusobem fidit. Budeme se snaZzit najit optimalni
hodnotu X7, ; exogenni proménné v case t + 1, na zakladé informace do casu t,
a to tak, aby vystupni proménna Y;.; byla co nejblize pozadované hodnoté Y% ;.
Néekdy se také muze volit dalsi podminka na hodnotu X;.; a to, aby byla co
nejblize stanovené hodnoté X7, ;.

Potom optimalni fizeni o jeden krok dopiedu pomoci ARMAX modelu je

optimalizacni tloha hledajici vzhledem k X;,; minimum funkce

Ed(Yer1 — Y1) Qe (Y = Y + (X1 — X200) TPt (X1 — X720,
(2.32)

kde E; znac¢i podminénou stfedni hodnotu na zékladé informaci do ¢asu ¢t a Q11
a P, jsou symetrické pozitivné semidefinitni matice vah.
Rozepisme ARMAX model (2.15) ve tvaru

Y1 =B ' X1+ b+ i1 + ey, (2.33)

kde b, predstavuje slozku danou realizaci proménnych do c¢asu ¢, tedy

p S q
- Z DY 1+ Z @;Xtﬂ—j + Z Oje 1,
j=1 j=1 j=1

a s vyuzitim (2.19) je BT = ¥;. Déle pak ¢, pfedstavuje pfidany vliv budoucich
exogennich proménnych X o, ... o kterych predpokladame, Ze jsou znamé.
Dosadme nyni vyjadieni Y; ; z (2.33) do (2.32)

Ei(B' X1+ b+ i1 + €41 — t+1) Qii1(B" X1 + b+ it
+ewn — Yi) + (X — XP) P (X — X)) (2:34)

Jelikoz pouze e;. 1 je nahodnd a ostatni proménné v podminéné stiedni hod-

noté jsou pevné, hleddme hodnotu X, kterd minimalizuje

Viin = (BT X1 + by + gy — t+1) Qi11(B" X1+ b+ i1 — Yi%)
+ (Xipg1 — Xt—l—l) Py (X1 — Xt+1) + Et[et+1Qt+1et+1]' (2.35)
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Protoze hodnota e;; zavisi pouze na hodnotach v ¢ase (¢ + 1) a nezavisi na
informacich do Casu t, mtzeme prepsat (2.35) bez pouziti podminéné stiedni

hodnoty
Vigr = (BTXt—H +b; + e — }Itg_l)TQt—l—l(BTXt—I—l +b+ e — }ft(_)i,_l)
+ (X1 — X20) P (X — X20) +Ele)1Quien].
Nyni uvedeme vybrand pravidla maticového derivovani dle (Mardia a kol., 1979).

Tvrzeni 2.1. Necht a je sloupcovy vektor konstant délky n, A je symetricka
matice konstant (n X n) a &, y jsou sloupcové vektory proménnych délky n, kde

y nezavisi na x. Pak plati:

(i) 222 = 2g,

(iif) 22 A2 — 2Ag,

. oxT A
(iv) Ty = Ay.

Diikaz. Viz (Mardia a kol., 1979). O

Za pouziti tvrzeni 2.1 dostaneme derivaci (2.35) podle X1

Wiy 0BT Xi11)"Qua (BT Xy44) +8(BTXt+1)TQt+1bt

0Xii1 R 0Xi 1 R 0Xi11
M @)
OB X41)"Qiiiciy1 (B Xi11) QY
N 0Xi11 _\ 0Xi11 .
@) )
athQtJrl(BTXtH) X aCtTJrthH(BTXtH)
0Xi11 N 0Xi11
(5) (©)
_0(YS) Qi (B Xi11) n 0X,\ P X
. 0X 111 o 0Xyy
@ ®
8XtT+1Pt+1X?+1 a(X?—i-l)TPt—i-lXt—i-l
- 0Xi11 J_¥ 0X41 '
©) (10)
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Jednotlivé ¢leny zderivujeme nasledovné

(1) a(BTXt+1)TQt+1(BTXt+1) aXtHBQtHB X1 (idi)

QBQt+1B Xt+17

0X 11 @Xt+1
) QB X ) Qs W g,
t+
(4) a(BTXg;()H?tHY;H = BQt+1Y£+1
0 QB X 0 pg
(7) o( t+1) g;lle Xit1) ( (@) BQ,..Y, t+17
(8) athgi 11Xt“ DB X,
(9) aXH{;;;t:lXtﬂ < BHXtHa
(10) a(Xma)XiletH 2P XD,

Polozeni derivace rovné nule

Vi

X 2{B Qu1(B' Xy + b+ i1 — YS) + P (Xip1 — X41)} =0
t+1

vede k optimalni hodnoté

Xt*+1 - (B taJrlBT =+ Rﬁ+1) [B Qt+1( t+1 bt - Ct+1> + PtHXtOH} (2-36)

za predpokladu, Ze matice B Q,1B" + P, je regularni.

Pokud polozime P,;; = 0, odebereme tim omezeni na exogenni proménné
X,41. V tom piipadé je nutné, aby matice B Q1B byla regularni. Toho lze
docilit, kdyz pocet exogennich proménnych 7 je mensi nebo roven poctu vysvétlo-
vanych proménnych k. V piipadé, kdy r > k, je matice B Q1B singulérni,
nebot mé rozmér r x r, ale hodnost je maximélné k. Za téchto okolnosti muzeme
v (2.36) pouzit pseudoinverzni matici (viz (Andél, 2007)). Stejné lze postupovat
v ptipadé, ze P,y # 0.
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Vratme se nyni k vyjadfeni (2.33). Zname-li vyvoj Y; a X, do ¢asu ¢, budouci

hodnoty X, a ¢;1, mé predpovéd o jeden krok doptedu tvar
Y,(1) = BT X,y + by + i1 (2.37)

Nyni chceme najit X}, tak, aby predpovéd ?t(l) byla co nejblize pozadované

hodnoté Y,,. Chceme tedy minimalizovat (Y;(1) — Y,:3_1)TQH-1(2(1) -YY9)

vzhledem k X;,;. Oznacme
Vii= (BTXt—l-l +b+ e — Y;(J]rl)TQtH(BTXtH +b+ i1 — )ft0+1>‘

Aplikaci stejného postupu jako vysSe dostaneme derivaci

Vi,

=2B Qt+1(BTXt+1 +b + i — Yt(4)r1)~
0Xi11

To vede k feseni

X/ =B QB [BQu (Y — b —c)],

které je jednoznacné pro r < k. Pro r > k klademe lAft(l) =Y,},. Po dosazeni
P,;; =0 do (2.35) v tom piipadé dostaneme vzhledem k (2.37)

Vis1 = Ele) 1Qii1e1] = tr{Qi1 3.}

Vyse uvedené postupy se mohou aplikovat i na ptipad, kdy X; ovliviiuje pro-
ménnou Y; zpozdéné o b > 0 krokd. Pak lze upravit ARMAX model (2.15) na
obecnéjsi zapis

p s q
Yi+) @Y, ;=B'X,,+) OX,, j+e+) Oe;
j=1 j=1 j=1

Proménné X, tedy neovlivni vysvétlovanou proménnou az do casu t+b+1,

a tedy v Case t chceme minimalizovat ztratovou funkci

Virorr = Ed[(Yirosr — Yidor1)  Quavit (Yegn1 — Yi400)

§ (2.38)
H X — XP) Pt (X — XP0))-
Ptredpovéd o (b+ 1) krokt dopfedu ma tvar
Y,(b+1) =B  Xy41 + by, (2.39)

kde » s q
b, = — Z <I>j}A’t(b +1—7)+ Z O X1+ Z Ojer1pt1-j-
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Jak jsme ukdzali v kapitole 2.3.2, chyba ptfedpovédi! o [ krok je

-1

Y, - Yi(l) = Z Ve,

j=0

a tedy chyba o (b + 1) kroku je
b
Y — fft(b +1) = Z Wierpi1-j-
=0

Potom mtizeme Y; 1 vyjadfit nasledovné

b
Y1 =Y (b+ 1)+ egpir + Z Wie  pri—j

j=1
b
= BTXt+1 + bt + €iipt1 + Z ‘Iljet—‘rb—i-l—j' (240)
j=1

Po dosazeni do (2.38), dostaneme

Visb1 = (BT X+ b = Y5,0) ' Quipin (BT Xy + b = Y2, )
+ (X1 — X?H)TPtH(XtH o XI?H)

b b
+E (b1 + Z Wierpi1-;) Qrrvri(€rivir + Z Uierpi1-4)]. (2.41)

J=1 J=1
Minimalizaci vzhledem X, dostaneme za pouziti tvrzeni 2.1 nasledujici fese-
ni

X/ = (BQuiv1 B") " (BQuvs1(YS i1 — by) + P X7, ).

Stejné jako v predchozim pripadé, kdy exogenni proménné ovliviiovaly vy-
svétlovanou proménnou bez ¢asového posunuti, bude opét predpoveéd f’}(b +1)
nejblize stanovené hodnoté Y,%, ,;, pokud polozime P,;; = 0. Pokud navic bude-
me mit 7 > k, potom opét optimalni hodnota X7 ; povede k rovnosti ﬁ(b—l— 1) =

Y., ., a tedy minimum ztratové funkce se redukuje na nasledujici tvar

b b
Vitpsr = El(erppin + > Wierinin;) Quivpalerni+ Y Wier 1))

J=1 J=1

= tr{Qup 1 Db+ 1)}, (2.42)

kde B(b+1) = Y0 ¥, W7 7 (2.31).

Ltuto chybu piedpovédi miizeme pouzit, protoze predpokladame, ze X;; nem4 na endogenni

proménnou vliv do ¢asu t +b+ 1
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2.5 Volba fradu ARMAX modelu

Prvni fazi konstrukce modelu pro dana data délky T je jeho identifikace, ktera
spo¢iva v uréeni spravnych fada p, ¢, s v rovnici (2.15). Ty lze identifikovat
naptiklad pomoci autokorelacni funkce (ACF) a parcidlni autokorela¢ni funkce
(PACF), ale tyto postupy nejsou zcela automatizovatelné, jelikoz vyzaduji sub-
jektivni analyzu grafit odhadnutych ACF a PACF. V mnohorozmérném pripadé
jsou navic ACF a PACF maticové funkce, jak bylo naznaceno v kapitole 1. Pro-
to zde uvedeme pouze statisticka kritéria, ktera se vyuzivaji k rozhodnuti, zda
je zvoleny model pro data vhodny, pfipadné napomahaji k volbé mezi nékolika
modely.

Nejcastéji pouzivanym je AIC kritérium (Akaikeho informaéni kritérium). Dle

(Reinsel, 2003) je obecny tvar AIC kritéria pro mnohorozmérné casové fady

a 2m
A[C(]{) = 10g(|2‘) + T,
kde & je odhad rozptylu rezidualni slozky, m je pocet parametr modelu a 7' je

pocet pozorovani. V nasem pripadé tedy mame

2[k*(p+ q) + kr(s + 1)]

AIC(p.q,s) = log(|Ze]) + - ,

(2.43)

kde |§]e| je determinant z odhadu rozptylové matice procesu bilého Sumu
3, = var(e;). Rady modelu volime tak, aby hodnota AIC byla minimalni.

Dal§im pouzivanym kritériem je BIC (Bayesovo informacni kritérium)

~ logT
BIC(p,q,s) =log(|X.]) + 2 [kg(p +q) + kr(s+ 1)} %, (2.44)

pricemz opét volime model s takovymi fady, které hodnotu BIC minimalizuji .

2.6 Odhad parametri ARMAX modelu

2.6.1 Podminénia metoda maximalni vérohodnosti

Budeme se zabyvat podminénou metodou maximalni vérohodnosti pro odhad

parametri v modelu (2.15)

p S q
Y+ @Y, ;=) OX,_j+e+) O
j=0 j=1

J=1
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na zakladé znadmych hodnot procestu Y; a X;, t = 1,...,T a za podminky, Ze
zname pocatecni hodnoty Y, ..., Y_1, Yy, X1, ..., X1, X(. Pocatecni hod-
noty bilého sumu e;_,,...,e_;, ey pfedpokladame nulové. Déle piedpokladdme
mnohorozmérné normaélni rozdéleni bilého Sumu e; s nulovou stfedni hodnotou
a rozptylovou matici 3..

Nejprve vyjadiime e; ze vztahu (2.15)

p S q
=Y +> ®Y, ;-> OX,;-> Oje,;, t=1,-- T (2.45)
j=1 =0 j=1

Vérohodnostni funkce je hustota sdruzeného rozdéleni rezidui ey,...,er,
pricemz vychazime z predpokladu, Ze ey, ..., er jsou vzajemné nezavislé. Ma
tedy tvar

- -1 —e/ Y e
L(®.0,0,%.|Yi,..., Yy, X1,..., Xr) = [ | (2m)"]S.)) 2exp{ s t}7

(2.46)

odtud dostaneme logaritmickou vérohodnostni funkci, kterou staci maximalizovat

ve tvaru

T
T 1
(0" 0,%|Yi,.... Y7, Xy, Xp) = = log S| — 5 > elT e (2.47)
t=1
Vyjadieni e; v rovnici (2.45) obsahuje na pravé strané své zpozdéné hodnoty,
ale pro maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce je zapotiebi vyjadrit e,
pouze pomoci endogennich a exogennich proménnych a parametri. Proto zavede-

me tzv. vektorizaci, kterd ndm umozni vyjadrit e; bez pouziti zpozdénych hodnot

na pravé strané.

Nejdiive vyjadiime rovnici (2.15) maticové pro vSechna ¢t = 1,..., T soucasné.
Y+> BY® -) BXO"=e+) Be® (2.48)
i=1 i=0 i=1
kde

Y = (l/h"‘?YT)T’

X =(Xy,....,.Xp)T",

ee=(e,...,er)"

[ BZY - (1/177;, e 7YT77;)T7
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[ BZX - (Xl—ia s 7XT—i)Ta

° Bie = (61_2‘, . ,eT_l-)T.

Priklad. Uvazujme opét proces ARMAX(1,1,1)

Yie Y Yieer You
S (
Yir Yor Yir-1 Yara
Xt Xat
Xir Xyt
Xi-1 Xap-1
X1,T71 X4,T71
€1t €2
= +
€ir CEar

€1,t—1

€1,17-1

ak=2r=4

D@9y
Do

* *

0,11 0,21

* *

0,14 90,24
* *
1,11 1,21
* *
1,14 1,24

€9 4_
w 61 Ou
‘ O Oy |

€21-1

Definice 2.1. Necht A je matice o rozméru k x [. Vektorizaci matice A nazyvame

vektor a = (all,agl, ey g1, A2, ..

znacime a = vec(A).

.y Ao, ..

., an, .

.. ap)". Vektorizaci matice A

Definice 2.2. Necht A a B jsou matice rozméru k x [ a m x n. Kroneckertiv

sou¢in matic A a B je matice tvaru

CLHB
(Ing

ale

a11011

a11b21
allB =

allbml

algB
CLQQB

akgB

a11b12

11022

allme

Kroneckertv souéin zna¢ime C = A ® B.
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Oznac¢me
y=vec(Y')=(Y,,....Y;)!, B'y=vec[BY)"],
x=vec(X)=(X/,...,X;)", B'x=vec [(BZX)T} ,
e=vec(e')=(e,...,er)", B'e=vec|(B'e)'],
¢; = vec(®;), proi=1,...,p, 60;=vec(O;), proi=1,...,q.
Dle (Mardia a kol., 1979) jesté zavedeme pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 2.2. Necht A, B, C jsou matice korespondujicich rozméri. Potom

vektorizaci jejich souc¢inu dostaneme
vec(ABC) = (C" ® A) vec(B).
Diikaz. Viz (Mardia a kol., 1979). O

Nyni vyjadieni (2.48) transponujeme a pouzijeme vektorizaci a s vyuzitim
tvrzeni 2.2 dostaneme

S

p q
y+> (BY®@IL)p— > (BX®IL)0 =c+ Y (Bex )0, (249
i=1 i=0 i=1
kde I; je jednotkova matice rozméru j x j.
Pro vyjadreni € z pravé strany rovnice, zavedeme matici zpétného posunuti P

rozméru 1" x T, ktera ma pod hlavni diagonalou jednicky, jinde nuly. S vyuzitim

podminky na nulové po¢ate¢ni hodnoty bilého Sumu (e;_, ..., e_1, ep), mizeme

psat
0

i i T
B'e=Ple=(0,...,0,e;,...,er_;) = €11 €91 €pl ,
€12 €22 SR 7 )
€117—i €27—i " CpT—
a tedy

B'e = (PZ®Ik)€ = (OTa--wOTveIa'--ae;—i)T

T
= (070;"'7076117"'7ek:17'"761,T—i7°";ek‘7T—’i) .
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Potom mizeme vztah (2.49) pfepsat na

s

p q
y+> (BY@L)p— Y (BX®L)0; =c+> (Pe®I})d;

i=1 1=0 i=1
q
w=e+) (PPRO)=0c¢,
i=1
0 lw=c¢,

kde

0=IrxI,) +i(Pi®®i).

i=1

Nyni dosadime do (2.47) a dostaneme

T 1
l((I)v 6*7 87 Ee) = _5 IOg |Ee| - EE:T(IT & Ee_l)e
T 1
=5 log 12| — in(@*l)T(IT ® 2 et w, (2.50)
kde
p s

w=y+Y (BY®L)pi— > (B'X®I)6;.

i=1 i=0
Maximalizaci tohoto vyrazu vzhledem k ®, ®*, ©® a ¥ dojdeme k odhadim
parametri ARMAX modelu.

Priklad. Maticovy zéapis logaritmické vérohodnostni funkce procesu ARMAX(1,1,1)

pro k=2 ar =4 ma tvar

1(¢,@*,@,26)_—§1og o o
021 022
>0 wy
- % < wy War ) Cal e : ;
0o X! War
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kde

le: 21 Yio 0 Yo 0 D11
_ ) n 0 Y, 0 Yo, Dy oy
Wor—-1 Yir : CI)(MQ
wor Yor Yir-i 0 Yory 0 Do 22
Xip 0 Xop O 0611
B 0 X2 0 Xy Of 21
' : 5 ©0,12
Xir 0 Xor O ©§,22
X1,0 0 Xa0 0 O7 11
B 0 X1 0 Xo1 O7 21
: : : : CHEP
Xir1 0 Xor g O ©7 22

2.6.2 Nepodminéna metoda maximalni vérohodnosti

V pripadé, ze exogenni proménné X, jsou stochastické a ¥idi se modelem AR-
MA (viz (2.20)), mizeme pro odhad neznamych parametri pouzit také odhad
nepodminénou metodou maximalni vérohodnosti. V takovém piipadé je vhod-
né uvazovat kombinovany proces Z; = (Y,', X,")" #dici se mnohorozmérnym

ARMA modelem. Tedy

p q
Zt + ZEJZt—] = Uy + Z@jut_j, (251)

7=1 7=1

kde
Ik @8 €
uy = )

0 Ir a;

g _ | o|[® o] _[® -ej+eia] 252
0o I || 0o A 0 A,

s _| e |[e o]l -6 |6, -6,6;+6C;
’ 0 I 0 C; ’
(2.53)
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piicemz predpokladame p > s a ©; = 0 pro j > s.

Potom mutizeme pouzit maximéalné vérohodny odhad jako u mnohorozmérného
ARMA modelu s podminkou nulové matice v levém dolnim bloku parametri Ej
a ©;. Postup lze najit v (Reinsel, 2003).

2.7 Verifikace ARMAX modelu

Po odhadnuti parametri je dilezité model verifikovat.

Ovéreni stacionarity

Prvnim krokem verifikace vét§inou byva ovéfeni stacionarity modelu. Jak bylo

zminéno vyse, je potfeba, aby kofeny polynomu

®(2)| = det(I + D12+ - - - + B,27)

lezely vné jednotkového kruhu. Ekvivalentné 1ze pozadovat, aby kofeny polynomu

~

det(IzP + R LIPS ®,)

lezely uvnitt jednotkového kruhu.

Normalita odhadnuté rezidualni slozky

Stejné jako u verifikace normality odhadnutych rezidui pifi odhadu soustavou
simultannich rovnic, je potfeba normalitu otestovat i v pripadé odhadu ARMAX

procesem. Pii verifikaci normality se postupuje stejné jako v predchozi kapitole.

Nekorelovanost odhadnuté rezidualni slozky

Dilezitym nastrojem pro ovéreni modelu je testovani ¢asové nekorelovanosti rezi-
duéni slozky. V (Cipra, 2008) je uveden napiiklad k-rozmérny Q-test s kritickym
oborem

K

Qe=T*3" =t (T (i) T0) THT(0) ) (2.54)

=1

> Xi—a(K*(K —p—q) + kr(K — s - 1)),

kde T(i) je odhad maticové autokovarianéni funkce podle definice 1.7 a x2_,
je (1 — a)-kvantil chi-kvadrat rozdéleni. Za hodnotu K se doporucuje volit VT.
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Dalsi moznosti je Bartlettova aproximace. Testuji se hypotézy p;;(l) = 0 s kri-

tickym oborem

1
ri(l 224/ 70 1=1,2,.., (2.55)

kde 7;;(l) jsou odhadnuté autokorelace a vzajemné autokorelace odhadnutych

reziduélnich slozek podle definice 1.8.
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3. Zpracovani realnych dat

V této kapitole pouzijeme popsané metody pro analyzu mnohorozmérnych ¢aso-
vych fad na realna data. Konkrétné se budeme zabyvat dvourozmérnou casovou
fadou hodnot miry inflace ve Velké Britanii a ve Francii.

Nejprve popiseme data pomoci mnohorozmérného ARMA modelu, tedy mode-
lu bez pouziti exogennich proménnych. Potom budeme aplikovat model soustavy
simultannich rovnic a nakonec se zaméfime na modelovani dat ARMAX procesem.
Na zavér zminéné modely porovname. K vypoctiim pouzijeme primarné software

Mathematica 8.1 a 10.0, pro podptrné vypocty také software R a EViews.

3.1 Modelovani inflace ARMA procesem

V této kapitole se budeme zabyvat modelovanim ro¢ni miry inflace ve Velké Bri-
tanii a ve Francii pomoci mnohorozmérného ARMA procesu. Budeme pracovat
se ¢tvrtletnimi daty o délce 83, od 2. ¢tvrtleti roku 1992 do 4. ¢tvrtleti roku 2012.
Data jsou ziskana z webovych stranek (International Monetary Fund). Pozoruje-
me tedy 83 realizaci ndhodného vektoru Y; = (Y, Yo) ", t = 1,...,83, kde Yy,
jsou hodnoty ve Francii a Ys; ve Velké Britanii.

Na nasledujici grafech jsou vykresleny zaznamy vyvoje roc¢ni miry inflace

v procentech, pozorovano kvartalné, v jednotlivych zemich.

InflIFR . nfiuK

. . . . cas
20 40 60 80 . ! ! : cas
20 40 60 80

Obrazek 3.1: Miry inflace ve Francii a ve Velké Britanii

Jak je vidét z grafi, casové fady nejsou stacionarni ani centrované. Pod-
le (Cipra, 2008) mtizeme pro testovani stacionarity pouZit napiiklad Dickeytiv-
Fullertv test, ktery je zabudovany v softwaru Mathematica (funkce UnitRoot-

Test), a KPSS-test, ktery byl proveden v softwaru R. Dickeytuv-Fullertav test ani
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u jedné rady nulovou hypotézu nestacionarity s jednotkovym kofenem na hla-
diné 5 % nezamitl (p-hodnoty 0.186 a 0.216). KPSS-test stacionaritu fady inflace
ve Francii nezamitl, ale zamitl stacionaritu fady inflace ve Velké Britanii na hla-
diné 5 %. Proto jsme se rozhodli obé ¢asové fady transformovat na prvni diference
(Yt — Y1), j = 1,2, které lze interpretovat jako prirtistky miry inflace mezi
¢tvrtletimi. Tim dostaneme fady na obrazku 3.2.

InfIFR InfluK
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Obrazek 3.2: Transformované casové rady

U takto transformovanych casovych fad jiz Dickeyiv-Fullertiv test nulovou
hypotézu jednotkového kotene (a tedy nestacionarity) na hladiné 5 % zamita
(p-hodnoty jsou rovné nule). KPSS-test v tomto pfipadé stacionaritu na hlading
5 % nezamita.

Hodnoty vybérové maticové autokorelacni funkce ukazuji mirné vzajemné
ovlivnéni pfirtistk miry inflace ve stejném i rtiznych ¢asech, az na hodnotu ro (1),
ktera ukazuje siln€jsi zavislost inflace ve Velké Britanii na zpozdénych hodnotach

inflace ve Francii o 1 obdobi.

Zpozdéni [ || r11(1) | r2(l) | ra1(l) | r22(1)

0 1 0.155 | 0.155 1
1 -0.108 | -0.268 | 0.586 | 0.007
2 -0.005 | -0.036 | 0.080 | -0.173

Tabulka 3.1: Vybérova maticova autokorela¢ni funkce

Konstrukce modelu

V teoretické casti prace jsme popsali podminénou metodu maximalni vérohod-
nosti pro odhad parametri. Optimalizac¢ni iloha hledajici maximum logaritmické
vérohodnostni funkce (1.12) je vSak vypocetné velmi naroéné a z technickych da-

vodu se ji nepodafrilo aplikovat. Proto jsme pouzili zabudované funkce v softwaru
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Mathematica. Verze Mathematica 10.1 nabizi v zakladni verzi zabudovany algo-
ritmus EstimatedProcess, nicméné jeho pouziti na nase data nebylo mozné, nebot
pri odhadu pomoci podminéné maximélni vérohodnosti nekonvergovaly prislus-
né procedury k feseni. Proto jsme pouzili software Mathematica 8.1, kde balicek
Time Series nabizi zabudovanou proceduru Hannan - Rissanen, ktera je zalozena
na odhadu metodou nejmensich ¢tvercti. Déale pak balicek obsahuje i proceduru
pro odhad parametrt podminénou ML metodou, kterd jiz v této verzi softwaru
fungovala uspokojive.

Algoritmus Hannan - Rissanen navrhl 4 vhodné modely: AR(1), AR(2),
ARMA(1,1) a AR(3). Tyto modely jsme sefadili podle velikosti informa¢nich kri-
térii (1.10) a (1.11). Jejich hodnoty jsou uvedeny pro vSechny navrhnuté procesy
v tabulce 3.2.

Model AIC | BIC
AR(1) | -2.99 | -2.88
AR(2) | -2.93 | -2.69

ARMA(1,1) || -2.82 | -2.59
AR(3) | -2.91 | -2.57

Tabulka 3.2: Hodnoty informacnich kritérii

Ackoli miniméalni hodnoty kritérii jsou v pfipadé procesu AR(1), budeme déle
pracovat s modelem ARMA(1,1), kterému se podrobnéji vénuje teoretickd st
prace.

Metoda Hannan-Rissanen odhadla matice parametrtt modelu ARMA(1,1) a va-
rian¢ni matice bilého Sumu nasledovné (v Mathematice jsou parametry matice ®
s opacnymi znaménky, kvili rozdilnému zapisu ARMA modelu, proto byl vystup

upraven podle teoretické ¢asti diplomové préce)
~ —0.168  0.216 N —0.157 0.024
b = y O = )
—0.858 —0.064 —0.220 0.065
-~ 0.236 —0.073
Y= .
—0.073  0.233
Tyto odhady jsme jesté pouzili jako pocatecni hodnoty v zabudované pro-

cedufe odhadu podminénou metodou maximalni vérohodnosti, ktera poskytla

nasledujici vysledky
=~ 0.158 —0.034 ~ 1 —0.2
& - 0.198 0.280 |
—2.205 0.052 —1.579 0.137
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$_ 0.220 —0.059
—0.059 0202 |
Pro vysledny odhadnuty model byla hodnota AIC=-3.00, a proto jsme se roz-

hodli s nim déle pracovat. Dosazenim odhadi do (1.9) dostaneme
Yis N 0.158 —0.034 Yie-r |
Yo, —2.205 0.052 Yoi1
el N 0.198 —0.280 e14-1
€a —1.579  0.137 a1 |

Nejprve jsme ovérili stacionaritu odhadnutého modelu. Zabudovana funkce

Verifikace modelu

v Mathematice, WeakStationarity, nAm potvrdila slabou stacionaritu modelu. Pro
stacionaritu modelu dle véty 1.1 staci, aby kofeny polynomu |<T>(z)| = det(I+®,2)
lezely vné jednotkového kruhu. Pro lepsi nazornost zde vykreslime koreny poly-

nomu det(Iz + ZI;l), na néz klademe podminku, aby lezely uvnitf jednotkového
kruhu.

05

0.0 Re

—05LF

L L L L
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Obrazek 3.3: Znazornéni kofent polynomu det(Iz + 391)

Dale jsme testovali nekorelovanost odhadnutého bilého sumu. Nejdiive jsme
pouzili test pomoci Bartlettovy aproximace. Jednotlivé prvky odhadnuté mati-
cové autokorela¢ni funkce reziduélni slozky jsme porovnali s hodnotou 0.221 (viz
(2.55)). Na nésledujicich obréazcich jsou zndzornény prvky vybérovych korela¢nich
matic rezidui (¢ervené body) a také porovnéavaci hodnota Bartlettovy aproximace

(¢arkované).
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Obrazek 3.4: Hodnoty vybérovych autokorelacnich matic

Jak je vidét, odhadnuté rezidualni slozky lze povazovat za nekorelované, kromé
tfi hodnot prekracujici kritickou hranici. Konkrétné jsou to hodnoty
r11(4) = 0.439, r9;(3) = 0.221, rey(4) = 0.359. Z toho lze usoudit, Ze nékte-
ré korelace nejsou zanedbatelné. Jak je vidét, nejvyznamnéjsi korelace jsou pro
zpozdéni [ = 4. Protoze se zabyvame c¢tvrtletnimi daty, lze usoudit, ze casova ra-
da inflace bude korelovana ro¢né z divodu jeji sezénnosti. Zahrnuti zpozdénych
hodnot az do fadu 4 by ale vedlo k pfeparametrizovani modelu.

Také jsme pouzili k-rozmérny Q-test s kritickym oborem (2.54). Testova statis-
tika vysla 52.790. Tuto hodnotu jsme porovnavali s hodnotou kvantilu chi-kvadrat
rozdéleni o 28 stupnich volnosti na hladiné o« = 0.05, tedy s hodnotou 41.337.
Proto na hladiné 5 % zamitame nulovou hypotézu ¢asové nekorelovanosti rezidui.
I na hladiné 1 % bychom nulovou hypotézu tésné zamitli. Divodem zamitnuti je
ziejmeé jiz komentovana vyznamna autokorelace se zpozdénim [ = 4.

Shapiro-Wilkiv test normalitu rezidui na hladiné 5 % nezamitd. Hodnoty
testu jsou vycisleny v tabulce 3.3 a grafy prislusnych histogrami jsou vykresleny

na obrazku 3.5.

Stat Statistika | p-hodnota

Francie 0.973 0.078
UK 0.974 0.098

Tabulka 3.3: Hodnoty Shapiro-Wilkova testu
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Obrézek 3.5: Histogramy rezidui

3.2 Modelovani inflace soustavou simultannich

rovnic

V predchozi kapitole jsme modelovali miru inflace pouze s pouzitim jejich zpozdé-
nych hodnot a bilého sumu. V praxi vSak miru inflace mohou ovlivnit dalsi velici-
ny. Proto nyni budeme modelovat miru inflace ve Velké Britanii a ve Francii po-
moci exogennich proménnych, a to konkrétné hrubého doméciho produktu (HDP)
a miry nezaméstnanosti v dané zemi. Pouzijeme k tomu soustavu simultannich
rovnic (SEM). Vypocty byly provedeny v softwaru Mathematica 10.1.

Data pro jednotlivé staty byla opét ziskdna z internetovych stranek (Inter-
national Monetary Fund). Mame k dispozici ¢tvrtletni data ¢asovych fad roc-
ni miry inflace [%], roéni zmény HDP a priamérné miry nezaméstnanosti [%)]
od 2. ¢tvrtleti roku 1992 do 4. ¢tvrtleti roku 2012.

Budeme odhadovat nasledujici soustavu simultannich rovnic prot =1,...,83
Iy = ialoy + Br1 + BiaHD Pry + B3Ny + ey,
Iy = o111y + Bor + Boa HD Poy + Bas Nog + e,
kde jsme pouzili nasledujici veli¢iny:

I; ro¢ni mira inflace [%] v j-té zemi v Case t,
HDPj; ro¢ni zména hrubého domaciho produktu,

N; priimérna mira nezaméstnanosti [%)] za obdobi t,
j =1 Francie,
j =2 Velké Britanie.
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Jak bylo popsano v kapitole 2.1, je zapotfebi prevést model do strukturalniho

tvaru (2.2). Polozme proto

Ly In 1 HDP, Nn  HDPy Ny
Y = : : , X = : : : : : )
Iigs Iogs 1 HDPyg3 Nigs HDP,g3 Nogs
B Pai
_q Bz 0O
T = ( 721 > , B=1| B35 0
Y12 —
0 B
0 fos

Odhad parametrt

Odhad parametri soustavy provedeme dvoustupnovou metodou, jak bylo popsano

v kapitole 2.1.2. Pro kazdou rovnici (2.5) zvlast. Mame
y; = Yy + X8 + €.

Nejprve odhadneme hodnoty vysvétlujicich endogennich proménnych v kazdé

rovnici klasickou metodou nejmensich ¢tverci podle (2.6)

Y, = X(X"X)"'XTY,.

J

Obrézek 3.6 znazoriiuje odhadnuté hodnoty Y;, j = 1,2 (¢arkované) spolu s pi-

vodnimi ¢asovymi fadami miry inflace.

UK

FR ;

Obrazek 3.6: Prvni stupen 2SLS odhadu
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Déle polozime podle (2.7)
Y =Y+ XiB + e

a s pouzitim (2.8) dostaneme odhad parametri v, a 3; ve tvaru

0.320 0.512

M\ | ra49t 7\ | —0.268
( B > | oo | < B ) | 0025
~0.116 0.258

Dosazenim do ptvodnich rovnic dostaneme nasledujici soustavu

I = 032005 + 1.491 + 0.180H D Py — 0.116 Ny + e,
Iy = 0.5121;;, — 0.268 — 0.025H D Py, + 0.258 Ny + e14.

Nasledujici obrazky znéazornuji prolozeni ¢asovych fad modelem SEM.

FR

Inflace real
----- SEM Inflace

Obrézek 3.7: Skutecné hodnoty miry inflace ve Francii s odhadnutymi hodnotami

UK

Inflace real
----- SEM Inflace

‘ : ‘ — cas
20 40 60 80

Obrazek 3.8: Skutecné hodnoty miry inflace v UK s odhadnutymi hodnotami
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Verifikace modelu

Nejprve jsme oveérili normalitu rezidui. Na obrazku 3.9 jsou vykresleny prislusné
histogramy. Na testovani normality jsme pouzili Shapiro-Wilkiv test, jehoz vy-
sledky jsou vy¢isleny v tabulce 3.4. Na hladiné 5 % nezamit4d normalitu rezidui
v rovnici pro Francii. V rovnici pro Velkou Briténii je normalita na 5% hladiné
zamitnuta, proto bychom méli byt opatrni pii pouziti dalsich statistickych testi
na odhadnuty model.

Zamitnuti normality rezidui v rovnici pro Velkou Britanii (3.2) je zpisobe-
no pravdépodobné nékolika odlehlymi hodnotami, jak je vidét na obrazku 3.9.
Tyto vyssi hodnoty rezidui jsou patrné disledkem nepfesnosti odhadnutého mo-
delu, které do odhadu pfinesly vykyvy inflace ve Francii (regresor I;; ve (3.2)).

Viz posledni tfetinu sledovaného obdobi na obrazcich 3.7 a 3.8.

Stat Statistika | p-hodnota

Francie 0.975 0.106
UK 0.967 0.029

Tabulka 3.4: Hodnoty Shapiro-Wilkova testu

reziduaFR . reziduaUK
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Obrazek 3.9: Histogramy rezidui

Dale jsme testovali nulovost koeficient® u endogennich proménnych na pravé
strané jednotlivych rovnic pouzitim (2.11), pro kazdou rovnici zvlast. U obou rov-
nic se testova statistika porovnavala s kvantilem Studentova rozdéleni
t79(0.95) = 1.664. Z vysledku bylo patrné, ze nulovost obou parametrt se za-
mitla (testové statistiky byly 3.726 a 4.523).
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Pozndamka. Vysledky ziskané v programu Mathematica 10.1 jsme srovnali s vy-
stupy softwaru EViews. Ten ma jiz zabudovanou funkci odhadu 2SLS-metodou
a pouziti bylo velice jednoduché, prehledné a rychlé. Jak je vidét v tabulce 3.5,

odhady parametri jsou stejné jako vypocitané hodnoty v Mathematice.

System: SYS_INFL_2SLS

Estimation Method: Two-Stage Least Squares
Date: 11/19/14 Time: 09:39

Sample: 1992Q2 2012Q4

Included observations: 83

Total system (balanced) observations 166

Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C(11) 0.320445 0.112535 2.847513 0.0050
C(12) 1.490779 0.533297 2.795402 0.0058
C(13) 0.179875 0.035864 5.015527 0.0000
C(14) -0.116014 0.042144 -2.752790 0.0066
C(21) 0.511556 0.226481 2.258715 0.0253
C(22) -0.268087 0.546272  -0.490757 0.6243
C(23) -0.025321 0.010872 -2.328893 0.0211
C(24) 0.257988 0.055992 4.607618 0.0000
Determinant residual covariance 0.160525

Equation: INFL_FR = C(11)*INFL_GB + C(12) + C(13)*GDP_FR+C(14)
*UNEM_FR

Instruments: GDP_FR GDP_GB UNEM_BG UNEM_FR C

Observations: 83

R-squared 0.232296 Mean dependent var 1.647349
Adjusted R-squared 0.203143 S.D. dependent var 0.704557
S.E. of regression 0.628936 Sum squared resid 31.24924
Durbin-Watson stat 0.753389

Equation: INFL_GB = C(21)*INFL_FR + C(22) + C(23)*GDP_GB+C(24)
*UNEM_BG

Instruments: GDP_FR GDP_GB UNEM_BG UNEM_FR C

Observations: 83

R-squared 0.245406 Mean dependent var 2.203614
Adjusted R-squared 0.216751 S.D. dependent var 0.988648
S.E. of regression 0.874967 Sum squared resid 60.47987
Durbin-Watson stat 0.635993

Tabulka 3.5: Vystup softwaru EViews
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3.3 Modelovani ARMAX procesem

V tomto prikladu jsme analyzovali stejna data jako v kapitole 3.2. Na rozdil od
predchoziho prikladu je zapotfebi pracovat se stacionarnimi ¢asovymi fadami. Jak
jsme ukazali v ptikladu 3.1, ¢asové fady inflace stacionarni nebyly a na obrazku

3.3 je videét, ze ani ¢asové fady exogennich proménnych stacionarni nejsou.

FR
HDP zmen HDP zmen

30
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20
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J
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FR UK

Nezam Nezam

Obrazek 3.10: Vyvoj exogennich proménnych

Opét jsme zvolili transformaci pomoci prvnich diferenci. Budeme tedy praco-
vat s daty vykreslenymi na obrazku 3.11.
Na ovéfeni stacionarity jsme pouzili Dicketiv-Fullertiv test, jehoz vysledky jsou

v tabulce 3.6.

Rada Pavodni fady | 1. Diference
Infi FR 0.186 0
Infl UK 0.216 0
HDP_FR 0.169 0
HDP_ UK 0.032 0
Nezam_FR 0.648 0
Nezam_UK 0.581 0

Tabulka 3.6: Dicketv-Fulleruv test (p-hodnoty)
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Obrazek 3.11: Transformované casové fady

Konstrukce modelu

Pfi pouziti metody podminéné maximélni vérohodnosti (2.50) pro odhad parame-
tri ARMAX modelu vznikly technické potize pii nelinearni optimalizaci, nebot
logaritmicka vérohodnostni funkce obsahuje vypocet inverzni matice vysokého ra-
du (KT xkT'). ProtoZe software Mathematica nemé zabudovanou funkei pro odhad
parametri modeld s exogennimi proménnymi, rozhodli jsme se pouzit software
R. V ném jsme pouzili bali¢ek dse, ktery je mozné pouzit i na ARMAX model.

V tomto balicku je zabudovana funkce estMaxLik odhadujici parametry me-
todou maximalni vérohodnosti. Tato funkce potfebuje mimo jiné jako vstupni
hodnoty i poc¢atecni hodnoty parametri. Jelikoz je tato funkce citliva na volbu
téchto pocatecnich hodnot, pouzijeme jako startovni hodnoty odhady parame-
tri pomoci softwaru Mathematica, které ziskdme pouzitim postupu popsaného
v kapitole 2.6.2.
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Nejprve si tedy vytvoiime kombinovany proces Z; = (Y;', X,”)" a na tu-
to Casovou fadu pouzijeme stejny odhad, jako v kapitole 3.1. Budeme vychézet

7 modelu

p q
Zt —+ ZEJZt—] = Uy + Z@]ut_] (33)

j=1 j=1

V softwaru Mathematica 8.1 jsme pouzili zabudovanou proceduru Hannan-
Rissanen, kterd navrhla 4 vhodné modely - AR(2), AR(1), MA(1) a ARMA(2,1).
Pfi porovnéni téchto modelti pomoci informaénich kritérii AIC (1.10) a BIC (1.11)
jsme se rozhodli pracovat s modelem ARMA(2,1), pro ktery byla hodnota AIC

nejmensi. Hodnoty informacnich kritérii jsou vycisleny v tabulce 3.7.

Model AIC | BIC

AR(2) | -4.48 | -2.44
AR(1) || -3.15 | -2.13
MA(1) || -2.36 | -1.34

ARMA(2,1) || -4.54 | -1.48

Tabulka 3.7: Hodnoty informacnich kritérii

Prestoze odhadnuté matice parametri 3]- a @j nesplnovaly podminku nulo-
vych hodnot v levém dolnim bloku (v softwaru Mathematica nebylo mozné klast
tuto podminku pii vypoctu), dostali jsme kvalitni poc¢ateéni hodnoty matic para-
metri modelu (3.4) pro vypocet odhadi v softwaru R. Startovaci hodnoty matic
parametri jsme dostali postupnym vyjadienim z odhadnutych matic Ej a ©
dle (2.52) a (2.53).

ProtoZe jsme se rozhodli pro model ARMA(2,1), budeme odhadovat matice
parametri modelu ARMAX(2,2,1)

Y +®,.Y, 1+ PY, ., =0X,+07X,_1 +OX, 2+ e + Oie,_;. (3.4)

Rovnost fadi p a s v modelu ARMAX(p, ¢, s) obecné neplati. Pokud se ale od-
haduji parametry pomoci kombinovaného procesu Z; = (Y;',X,")", nastane
rovnost.

Software R odhadl parametry modelu (3.4) nasledovné
~ 0.224 —0.057 0.188  0.056
Ql = ) ¢2 = )
—2.851 —0.363 0.175 —0.357
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o — 0.108  0.000 —0.207 —0.400
’ —0.012 —-0.010 0.126  0.194 ’

5 0.028 0.010 —0.060 0.210
—0.216 —0.018 0.203 0.486 |

0.021  0.003  0.025 —0.558

~ 0.183 —0.452
0, = .
—2.334 —-0.136

(—0.020 —0.001 —0.021 0.231 >

Verifikace modelu

Na obrazku 3.12 jsou graficky znazornéné kofeny polynomu det(Iz + @1)
a det(Iz + &32) Jak je vidét, koreny lezi uvniti jednotkového kruhu a tedy pod-

minka stacionarity je splnéna.

] ®,
Im Im

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0.0 L 2 @ Re 0.0 L 2 L 2 Re

-0.5 -05

Obréazek 3.12: Znazornéni kofent det(Iz + ZI;l) a det(Iz + </I\>2)

Normalitu rezidualni slozky Shapiro-Wilktiv test na hladiné 5 % nezamitl.
Hodnoty testu jsou zobrazené v tabulce 3.8. Na obrazku 3.13 jsou uvedeny histo-

gramy rezidualni slozky modelu.

Stat Statistika | p-hodnota

UK 0.979 0.192
Francie 0.975 0.110

Tabulka 3.8: Hodnoty Shapiro-Wilkova testu
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Obrazek 3.13: Histogramy rezidui

Dale jsme také testovali nekorelovanost odhadnutych rezidui pomoci Bartlet-
tovy aproximace. Na obrazku 3.14 mtzeme vidét, Ze zamitdme na 5% hlading
nekorelovanost ve dvou pfipadech opét pro zpozdéni 4. Protoze pracujeme se
¢tvrtletnimi daty, ukazuje se, korelace mezi ro¢nimi daty nejsou zanedbatelné.

Pouziti ARMAX modelu az do fadu 4 by ale vedlo k pfeparametrizovani modelu.
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Obréazek 3.14: Hodnoty vybérovych autokorela¢nich matic
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3.4 Srovnani modelu

Nejprve jsme porovnali zékladni charakteristiky modelu, které jsou zobrazené

v tabulkach 3.9 - 3.11 (vzorce pro vypocty lze nalézt v (Cipra, 2008)).

Stat Soucet ¢tvercii Odhad stredni Koeficient Adjustovany
chyb hodnoty chyb determinace koef. deter.
UK 17.201 -0.013 0.407 0.385
Francie 17.862 -0.018 0.075 0.040
Tabulka 3.9: Charakteristické vlastnosti ARMA(1,1) modelu
Stat Soucet ctvercii Odhad stredni Koeficient Adjustovany
chyb hodnoty chyb determinace koef. deter.
UK 60.480 —5.506 x 10715 0.245 0.217
Francie 31.249 —4.048 x 10715 0.232 0.203
Tabulka 3.10: Charakteristické vlastnosti SEM modelu
Stat Soucet Ctverci Odhad stredni Koeficient Adjustovany
chyb hodnoty chyb determinace koef. deter.
UK 12.756 -0.023 0.561 0.544
Francie 13.814 -0.024 0.285 0.257

Tabulka 3.11: Charakteristické vlastnosti ARMAX(2,2,1) modelu

Pro prehlednost modely oznac¢me:

e Model -1 ~ ARMA(1,1),
e Model 2 ~ SEM,
o Model 3 ~ ARMAX(2,2,1).

Soucet ¢tvercii chyb v druhém modelu je nejvétsi a to i presto, zZe odhad stfedni
hodnoty rezidui je nejmensi. Divodem je nékolik odlehlych hodnot rezidui, jak
ukazuji histogramy na obrazku 3.9, zejména v piipadé modelovani inflace ve Velké
Britanii, coz je pravdépodobné zptisobeno vykyvy hodnot inflace ve Francii.

Na prvni pohled se také zda, ze soucet ¢tverctt chyb pfi pouziti modelu_2

je znacné vétsi, nez pti odhadovani dat modelem_1 nebo modelem_3. Nicméné je
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nutné vzit v ivahu, ze v modelu_2 se pracovalo s ptivodnimi daty a ve zbylych
dvou modelech bylo zapotiebi ¢asové fady transformovat na stacionarni.

Pf1i porovnavani pouzitych modelt je proto v tomto pripadé vice vypovidajici
koeficient determinace.

V modelu 2 se v jednotlivych rovnicich vysvétlovaly hodnoty endogennich
proménnych pouze na zakladé exogennich proménnych a pomoci ostatnich endo-
gennich proménnych. V modelu_3 pak do modelu vstupovaly exogenni proménné
a zpozdéné hodnoty vSech endogennich proménnych. Jak je vidét na zakladé ko-
eficienti determinace modelu_2 a modelu_3, modelované data jsou lépe vysvétlo-
vana, pokud mezi regresory zahrneme i zpozdéné hodnoty vysvétlované rady.

V modelu_1 vysel koeficient determinace v pfipadé modelovani inflace ve Vel-
ké Britanii podstatné vétsi (0.407), nez u modelovani inflace ve Francii (0.075),
coz vysvétluje vyznamna zavislost mezi inflaci v UK a zpozdénych hodnot inflace
ve Francii (viz tabulka hodnot vybérové autokorela¢ni funkce 3.1). Pfidani exo-
gennich proménnych v piipadé modelu_3 popis dat celkové vylepsilo. Koeficient
determinace v pripadé modelovéani inflace ve Francii zna¢né vzrostl, nebot jak
ukazuje tabulka 3.12, transformovana casova fada inflace ve Francii je méné ¢i

vice korelovana s transformovanymi fadami exogennich proménnych.

Korelace Zpozdéni k =0 | Zpozdéni k =1
(infl. UK, HDP_UK) -0.063 -0.215
(infl.UK, nezam_UK) -0.006 -0.187
(infl. UK, HDP_FR) 0.069 0.265
(infl. UK, nezam_FR) 0.004 -0.123
(infl.FR, HDP_FR) 0.309 0.077
(infl.LFR, nezam_FR) -0.110 -0.051
(inflLFR, HDP_UK) 20.028 0.150
(infl.FR, nezam_UK) -0.180 0.047

Tabulka 3.12: Vybérova maticova autokorelacni funkce transformovanych rad
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3.5 Konstrukce predpovédi

Nyni odhadnuté modely pouzijeme ke konstrukci ptedpovédi péti budoucich hod-
not, tedy vyvoje inflace od prvniho ¢tvrtleti roku 2013 do prvniho ¢tvrtleti 2014.

3.5.1 Znamé budouci exogenni proménné
Piedpovéd soustavou simultidnnich rovnic

V pripadé znamého vyvoje budoucich exogennich proménnych mtzeme pouzit
odhadnuty model pomoci soustavy simultannich rovnic pro konstrukci predpo-
védi endogennich proménnych. Dosazenim znamych budoucich hodnot exogen-
nich proménnych do (3.1) a (3.2) jsme dostali odhad oc¢ekdvaného vyvoje inflace
ve Francii a Velké Britanii, které jsou vykresleny spolu s deseti poslednimi hod-
notami fady do ¢tvrtého ctvrtleti roku 2012 na obrazku 3.15. Na obrazku 3.16 je
pak vykreslen odhad budouciho vyvoje a skutecné hodnoty.

Francie VelkaBritanie
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Obrazek 3.15: Predpovéd modelem SEM
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Inflace real ===== SEM Inflace

Obrazek 3.16: Predpovéd spolu se skutecnym vyvojem
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Piedpovéd ARMAX modelem

Odhadnuty model ARMAX(2,2,1) jsme pouzili ke konstrukei pfedpovédi trans-
formovanych fad inflace za pouziti (2.30). Po zpétné transformaci jsme dostali
5 budoucich pfedpovédi ptivodnich ¢asovych fad. Na néasledujicich obrazcich jsou
tyto predpovédi vykresleny nejprve s 10 poslednimi hodnotami modelovanych
fad a na obrazku 3.18 je pak znazornén vyvoj zkonstruované predpovédi spolu se
skute¢nymi hodnotami inflace v obdobi prvniho ¢tvrtleti roku 2013 do prvniho

¢tvrtleti roku 2014.

Francie VelkaBritanie

Obréazek 3.17: Predpovéd modelem ARMAX(2,2,1)

Francie VelkaBritanie

e e e e
Inflace real ===== ARMAXInflace

Obrazek 3.18: Predpovéd spolu se skutecnym vyvojem

Zavér
V tabulce 3.15 jsou zobrazeny chyby predpovédi oproti skutecnému vyvoji. Potvr-

zuje se, ze presnost predpovédi se znacné zvysila po zavedeni zpozdénych hodnot

v ARMAX modelu.
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Model Francie | Velka Britanie

SEM 1.628 1.157
ARMAX(2,2,1) | 0.540 0.414

Tabulka 3.13: Soucet ¢tvercti chyb predpovédi inflace

3.5.2 Neznamé budouci exogenni proménné
Predpovéd ARMAX modelem

V piipadé neznamych budoucich hodnot exogennich proménnych mizeme zkon-
struovat predpovéd pomoci ARMAX modelu za pouziti postupu uvedeného v ka-
pitole 2.3.1.

Nejprve jsme predpovédéli vyvoj exogennich proménnych ARMA(2,1) mode-
lem

X\t(l) =Cia-1 — A1)/Et(l - 1) - AZX\t(l - 2)7

kde 3(\,5([ —Jj) = X4y prol < jaay; =0 proi < [. Pro odhad matic
parametri A, As, a C jsme pouzili software R, kde jsme jako poc¢atecni hodno-
ty parametri vzali hodnoty navrhnuté procedurou Hannan-Rissanen (aplikovali
jsme tedy stejny postup jako pfi odhadovéani parametra ARMAX modelu). Soft-

ware R odhadl matice parametrii nasledovné

—0.409 —-0.167 0.060 —0.413
n —2.139 0.357 —-1.352 —0.574

—0.534 —-0.082 —0.353 —1.539

—0.051 0.004 0.265 0.552

H
I

0.085 0.008 0.151  0.302

A - 0.335 0.066 —1.399 —0.317 |
0.091 0.018 0.833 —0.105
0.030 0.026 —0.304 —0.642

—0.239 —0.149 0418 —1.154
G, - —2.264 0.816 0.730 —1.514
—0.588 —0.086 —0.050 —1.077
—0.053 —0.021 0.362  0.861
V tabulce 3.14 jsou koeficienty determinace jednotlivych slozek exogennich
proménnych modelovanych ARMA(2,1) procesem. Protoze koeficient determinace

HDP ve Francii je maly, lze ocekavat nizsi pfesnost predpovédi.
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Rada HDP_FR | HDP_UK | Nezam_FR | Nezam_UK
Koeficient determinace 0.079 0.303 0.847 0.621

Tabulka 3.14: Charakteristické vlastnosti ARMA(2,1) odhadu

Pouzitim predpovédi exogennich proménnych jsme zkonstruovali 5 predpove-
di vyvoje inflace ve Francii a UK podle (2.21) a (2.22) a zpétné ztransformovali.
Na obrazku 3.19 jsou zachycené predpovédi spolu s poslednimi deseti hodnota-
mi vyvoje inflace do 2012Q4. Potom na obrazku 3.20 jsou pfedpovédi srovnany

s realnymi hodnotami.

Francie VelkaBritanie
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Obréazek 3.19: Predpovéd modelem ARMAX(2,2,1)

Francie VelkaBritanie

85 86 87 88 85 86 87 88
Inflace real ===== ARMAXInflace Inflace real ===== ARMAXInflace

Obrazek 3.20: Predpoveéd spolu se skuteénym vyvojem

Predpovéd ARMA modelem

V prikladu 3.1 jsme modelovali vyvoj inflace ARMA(1,1) procesem bez vstupu
exogennich proménnych. Proto je mozné predpoveédi zkonstruované timto proce-
sem srovnat s predpovédmi zkonstruovanymi procesem ARMAX(2,2,1) v piipadé,

Ze nezname vyvoj exogennich proménnych.
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Predikce inflace modelem (1.18) je zachycena na obrézcich (3.21) a (3.22).

Tyto predpovédi reprezentuji troven, kolem které by mély hodnoty inflace koli-

sat, nebof si miZeme vSimnout, Ze maji téméf konstantni trend. Diivodem jsou

pomérné malé hodnoty odhadnutych parametri modelu.

09
0.8
0.7 F
0.6

0.5
L

Francie VelkaBritanie
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Obrazek 3.21: Predpovéd modelem ARMA(1,1)

Francie VelkaBritanie

ZAavér
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Inflace real ===== ARMA Inflace

Inflace real ===== ARMA Inflace

Obrézek 3.22: Predpovéd spolu se skuteénym vyvojem

V tabulce 3.15 jsou zobrazeny chyby predpovédi oproti skutecnému vyvoji. Mtze-

me vidét, ze chyba modelu ARMAX se znac¢né zvysila a ptfekracuje chybu pfi

Vv

predpovédi exogennich proménnych.

Model Francie | Velka Britanie
ARMA(1,1) 0.320 1.136
ARMAX(2,2,1) 0.751 3.045

Tabulka 3.15: Soucet ¢tverct chyb predpovédi inflace
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7. avér

Cilem préce bylo vylozit teorii o mnohorozmérnych c¢asovych rfadach s exogen-
nimi proménnymi, zaméfit se na model ARMAX a aplikovat teorii na finanéni
a ekonomické data.

V teoretické ¢asti byly vylozeny zakladni vlastnosti mnohorozmérnych ¢aso-
vych fad a byl popsdn mnohorozmérny ARMA model, ktery se vyuziva v teorii
ARMAX procesu. Potom jsme pfesli k modeliim s exogennimi proménnymi. Vé-
novali jsme se soustavé simultannich rovnic a zamérili jsme se na model ARMAX,
kde jsme popsali teoretickou konstrukci tohoto modelu a vypocet predpovédi.

V praktické ¢asti je pomoci vylozenych modeli zkouméana c¢asova fada mér
inflaci ve Francii a Velké Britanii.

Nejprve jsme modelovali fadu inflaci ARMA(1,1) procesem, tedy pomoci
zpozdénych hodnot casové fady a bilého sSumu. Jak se ukézalo, vypocet odhadi
regresnich parametri je technicky narocny, coz je nespise divodem urcité nepo-
pularity modelu a upfednostnovani mnohorozmérného AR modelu.

Modelovani fady inflaci jsme rozsitili o vyuziti dalsich makroekonomickych
ukazatelil a zkonstruovali SEM soustavu. Z vysledki je patrné, ze pouzity model
je vhodny pro analyzu téchto dat.

Posledni model puzity pro analyzu dat byl ARMAX(2,2,1), ktery do jisté
miry mizeme vnimat jako kombinaci dvou predchozich modelti. Pii odhadovani
parametri modelu jsme opét narazili na velkou naro¢nost vypoctu a museli jsme
pouzit kombinaci dvou softwarti, abychom docilili ptijatelnych vysledki.

Na zavér jsme modely porovnali a pro popis nami analyzovanych makroeko-
nomickych ¢asovych fad se model ARMAX(2,2,1) ukazal jako nejvodnéjsi.

Vytvorené spustitelné programy jsou uvedeny na CD.
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